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Resumen

En este manuscrito nos hemos centrado en el estudio de propiedades fundamentales de la
teoria de medidas vectoriales: integracién vectorial, diferentes tipos de convergencia de me-
didas vectoriales, espacios LP asociados a medidas vectoriales, andlisis armoénico y algunas
aplicaciones a las ecuaciones diferenciales.

Dicho estudio ha requerido del desarrollo de otros conceptos como el producto tensorial de
espacios de Banach, medida producto de medidas vectoriales, Teorema de Fubini, producto
de convolucion y producto tensorial de reticulos de Banach.
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Introduccion

La motivacién principal de esta tesis es el desarrollo del analisis armdnico para medidas vec-
toriales. Nuestro objetivo es establecer las diferentes conexiones de las medidas vectoriales
en el campo de la teoria de la medida y las ecuaciones diferenciales: Integraciéon vectorial,
espacios LP, transformada de Fourier, convergencia de medidas y ecuaciones diferenciales de
dimension infinita manejado por medidas vectoriales son algunos de los tépicos desarrollados
en este manuscrito.

El estudio de las medidas vectoriales tuvo incursién en los anos 30, debido al estudio de
la geometria y algunos aspectos bésicos en la teoria de los espacios de Banach. El estudio
de los Teoremas de Radon-Nikodym y Orlicz-Pettis han servido para reestablecer los lazos
entre las medidas vectoriales y la teoria analitica y geométrica de los espacios de Banach.
En las udltimas décadas las medidas vectoriales han incursionado en la teoria de control, las
ecuaciones diferenciales estocdsticas, la teoria de juegos y la estadistica. De esa manera la
teoria de medidas vectoriales ha contribuido no solamente al desarrollo del andlisis funcional,
sino a otras disciplinas.

Uno de los principales espacios de funciones en analisis es el espacio L? y sus versiones Sobolev
sobre un abierto €2 de R™ o una variedad suave. En este trabajo estudiamos los espacios
LP (v, X,Y') para funciones fuertemente medibles y medidas vectoriales. Propiedades como la
separabilidad y densidad de las funciones simples son propias de estos espacios, son resultados
nuevos que someteremos a publicacién (Ver [44]). La propiedad de Radon-Nikodym aparece
en el desarrollo de ecuaciones diferenciales estocasticas manejadas por medidas de operadores
valuados o medidas vectoriales. Ver [1], [2], [3] v [4].

Entre los topicos desarrollados en este trabajo esta la convergencia de medidas vectoriales,
una generalizacion de la definicion de convergencia de medidas en el caso real, y el concep-
to de convergencia débil de medidas. La definicion de convergencia débil de sucesiones de
medidas probabilisticas se debe a Alexandrov (ver [6]). Si X es un espacio de Tichonov,
segin Alexandrov, una sucesion (i, ),eny de medidas probabilisticas converge débilmente a la
medida  (f, — ) si

lim f Y, (x / f(x)du(x

n—o0

para toda funciéon continua y acotada f de X en R. Esta es la propuesta més aceptada en
la actualidad como generalizacion del concepto de convergencia débil de distribuciones de
medidas probabilisticas en el caso real.

x1
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La definicién de Alexandrov es motivada de un lado por el estudio de aspectos geométricos
de la teoria de cuerpos convexos y de otro lado por las aplicaciones a la fisica mediante el
concepto de carga. Alexandrov demuestra que la convergencia débil de medidas probabilisticas
puede ser reducido a la convergencia débil de las cargas.

La generalizacion de la convergencia débil de medidas vectoriales empezé a mediados de los
anos 70 por M. Dekiert. Gracias a esta definicién de convergencia débil, el estudio de las
propiedades topoldgicas de los espacios de medidas vectoriales presenta problemas nuevos e
interesantes en el campo de las medidas vectoriales.

El segundo elemento a desarrollar en este trabajo es el Anélisis de Fourier en espacios de
Banach. Es conocido histéricamente que aunque el motivo original era resolver la ecuaciéon de
calor, tiempo después fue obvio que se podia usar el andlisis de Fourier en un gran conjunto
de problemas fisicos y matemaéticos y sus repercusiones actuales tiene que ver con aplicaciones
en la ingenieria eléctrica, analisis de vibraciones, acustica, éptica, procesamiento de senales,
retoque fotografico, mecanica cudntica, econometria, etcétera.

El desarrollo del analisis de Fourier y medidas vectoriales son campos relativamente recientes,
pues estos van unidos al desarrollo de la integracién vectorial. En este documento presenta-
mos dos desarrollos del analisis de Fourier y el producto de convolucién de funciones. Cabe
destacar que aqui se presentan resultados nuevos, sobre propiedades que se conservan en el
caso real.

En la primera presentacién definimos la transformada de Fourier para medidas vectoriales.
Propiedades que funcionan en el caso real igualmente funcionan en el caso vectorial. Como
caso particular de lo anterior, si v es una medida vectorial que tiene densidad f, una fun-
cién vector valuada con respecto a u, una medida real finita, entonces podemos definir la
transformada de Fourier de f, f, como una funcion vector valuada que cumple una serie
de propiedades andlogas al caso real. Esta es la transformada de Fourier para una funcion
Bochner integrable.

La segunda presentacion de la transformada de Fourier, se refiere a la transformada de Fou-
rier f para una funcion f medible, de valor escalar y una medida vectorial v. El desarrollo
del analisis de Fourier en este caso va ligado estrechamente a las propiedades que se tienen
con respecto a esta integral que aunque en su primera definicién fue dada por Bartle en 1955,
sélo en estas ultimas décadas han tenido un fuerte desarrollo asociado a los espacios LP(v) y
LP (v). En esta direccién las principales contribuciones han sido el fruto de un grupo de auto-
res en universidades espanolas quienes han trabajado una transformada de Fourier distinta a
la que se define en este documento y va dirigido para funciones pertenecientes al espacio L(v).

En este trabajo hacemos un estudio detallado de los espacios L” en cada una de las integrales
estudiadas. Recordemos que en el analisis funcional y sus aplicaciones, los espacios LP juegan
un papel fundamental. Enunciamos resultados nuevos sobre los espacios L2 (v, X,Y) donde
las funciones y las medidas son de valor vectorial.

Para el desarrollo de los temas que hemos expuesto, requeriremos del estudio de producto
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tensorial de espacios de Banach, medidas vectoriales, integracién vectorial. Hablaremos un
poco sobre las aplicaciones de cada uno de ellos.

La nocién de producto tensorial aparece por primera vez en [32]. Whitney descubrié una
construccién del producto tensorial para grupos abelianos y moédulos. Hasta ese momento
esta operacion habia sido conocida de manera indirecta en casos especiales como el producto
tensorial de espacios vectoriales. La definicién de producto tensorial se fue extendiendo a lo
largo de los anos. En [48], Schatten escribe sobre las normas cruzadas y trata con dos de ellas,
la mas grande: la norma tensorial proyectiva y la mas pequena: la norma tensorial inyecti-
va. Luego, Grothendieck extendi6 la teoria de espacios vectoriales topologicos a productos
tensoriales de espacios localmente convexos (los llamados espacios nucleares). El producto
tensorial de espacios ha sido también aplicado en la teoria de juegos. En [13] utilizan la de-
sigualdad de Grothendieck demostrada en 1953 por A. Grothendieck en [31] para resolver un
problema de optimizacién asociado a un juego.

En [26], Edhan muestra que el valor de Merten es el tinico valor continuo sobre el espacio
de los juegos de mercado de medidas vectoriales, y el tinico valor sobre el espacio de juegos
de mercado de medidas vectoriales de Lipschitz. Para demostrar estos enunciados hace un
fuerte uso de medidas vectoriales positivas (el espacio de llegada son reticulos de Banach) y
la integral de Bartle. (Cf, Teorema 3 pagina 415, [26]).

En [30], Grobler y Labuschagne desarrollan aspectos de la integracién de funciones de tipo
vectorial con respecto a medidas vectoriales, en particular la integral de Dobrakov que, en su
caso, es una generalizacion de la integral de Bartle.

Para el desarrollo de estos temas anteriormente mencionados, hemos dividido el documento
en cinco capitulos.

En el primero denominado Producto Tensorial de Espacios de Banach, repasamos las nociones
basicas del producto tensorial de espacios de Banach y algunos ejemplos.

El segundo capitulo, Medidas Vectoriales, Integracion Vectorial y los espacios LP, esta de-
dicado a definir las propiedades de las medidas vectoriales; como ejemplo de ellas estan la
integral de Bochner y la integral de Bartle. Retomamos la importancia de las medidas vec-
toriales radonianas, una especie de teorema de representacién de Riesz y versién integral del
teorema espectral. La segunda parte de este capitulo esta dedicado a la integral de funciones
fuertemente medibles, considerando la integral de Bochner, la integral de Bartle-Lewis, la
integral de Stefansson y la integral de Bartle. Aunque ya han sido establecidos para la inte-
gral de Bochner los espacios Lebesgue- Bochner LP(u, X) y para la integral de Bartle-Lewis
los espacios LP(v) y L (v), en el caso de la integral de Stenfénsson, la literatura reciente
establecid los espacios LP(v, X, Y). Nosotros queremos definir los espacios L? (v, X,Y) donde
hemos conseguido propiedades muy importantes como el teorema de Holder, aproximacion a
estos espacios por funciones simples y un teorema de separabilidad de estos espacios.

El tercer capitulo denominado Convergencia de Medidas y Andlisis de Fourier, esta dedicado
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a dos tipos de convergencia: la fuerte y la débil. Resaltamos contribuciones originales en lo
que se refiere a la medida producto y el producto de convolucién. La segunda parte de este
capitulo esta enfocado en el analisis de Fourier, definimos la transformada de Fourier de una
medida vectorial, la transformada de Fourier de una funcién Bochner integrable y por tltimo
introducimos un concepto de transformada de Fourier de una funciéon de valor escalar con
respecto a una medida vectorial. En este ultimo caso aparece una transformada de Fourier,
la cual resulta no ser invariante bajo translaciones.

En el cuarto capitulo denominado Medidas Solucion y Ecuaciones Diferenciales se presen-
tan brevemente algunas aplicaciones de medidas de valor real a las ecuaciones diferenciales.
La aparicién del concepto de medida solucién es una motivacion, por la no existencia en
general de soluciones de ecuaciones diferenciales en espacios de Banach de dimension inifini-
ta. Para desarrollar este capitulo sera necesario el estudio de diferentes espacios de Banach
de medidas y conceptos de topologia como espacios regulares, completamente regulares y
compactificacion de Stone Cech.

El ultimo capitulo es Convergencia Débil de Redes de Medidas Radonianas. El objetivo de
este capitulo es demostrar la convergencia débil del producto de convolucién. Para ello nos
basamos en [33]. Aqui se trabaja con el producto tensorial de Reticulos de Banach, medi-
das vectoriales radonianas positivas, teorema de la Convergencia Diagonal y las relaciones
existentes entre las medidas radonianas, 7-suaves y apretadas.

Finalmente nos gustaria resaltar los aportes que se han hecho a lo largo de este trabajo:

(i) Los capitulos segundo y tercero muestran una amplia gama de resultados nuevos que
pueden tener aplicaciones directas en operadores pseudodiferenciales y ecuaciones di-
ferenciales parciales. Estos resultados nuevos tienen que ver con la generalizacién de
los espacios LP al caso de medidas vectoriales y funciones vector valuadas. Algunas
propiedades de los espacios LP clasicos se generalizan a estos nuevos espacios.

(ii) La teoria de la integracion desarrollada nos ha permitido generalizar la transformada de
Fourier en nuevos contextos como el de medidas vectoriales y funciones vector valuadas.

(iii) Gracias al concepto fundamental de las medidas vectoriales hemos podido generalizar
las definiciones de convergencia fuerte y débil de medidas. Extendimos propiedades de
la teoria de la medida en el sentido clasico.

(iv) Se ha hecho un especial énfasis en los ejemplos. Aunque la literatura enuncia los ejem-
plos clésicos, queremos rescatar que nos hemos encargado de llenar los detalles, y de dar
nuevos ejemplos. También hemos hecho una investigacién que nos ha dado resultados
parciales para determinar cuando el producto tensorial de dos reticulos de Banach bajo
la e-norma es nuevamente un reticulo de Banach.

(v) En la demostracién de la existencia de la medida producto (medida vectorial radoniana
producto), se hizo una adaptacién del trabajo de Kawabe en [33] quien demostré la
existencia de la medida producto para medidas 7-suaves. Dicha adaptacién se da en
el Teorema 5 en [42] cuya demostracién difiere de la original (ver Proposicién 3.2 en
[33]). Para demostrar la convergencia débil del producto de convolucién, se ha hecho
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(vi)

(vii)

(viii)

nuevamente una adaptacién del trabajo de Kawabe en [34], encontrando relaciones
entre las medidas vectoriales radonianas, 7-suaves y apretadas.

Una de las grandes dificultades de este trabajo fue establecer un dual para los espacios
LP (v, X,Y) para 1 < p < oo. En el caso de los espacios Lebesgue-Bochner el dual
esta establecido, donde la propiedad de Radon-Nikodym esta implicita. Después de un
estudio exhaustivo encontramos un ejemplo que demuestra que esta propiedad del dual
se pierde en espacios mas generales, atn si X = R.

En este trabajo se ha hecho una amplia referencia bibliografica que ha permitido reela-
borar, concatenar las ideas y llenar los detalles para la elaboracién del documento.

Como tltimo punto aclaramos que todas las demostraciones que tienen que ver con los
espacios LP (v, X,Y) y las contenidas en el capitulo tres de este trabajo son originales
de la autora.






Capitulo 1

Producto Tensorial de Espacios de
Banach

En el caso general de la integracion de una funcion vectorial con respecto a una medida
vectorial, ambas con valores en espacios de Banach, surge la necesidad de una nociéon de
producto tensorial.

En este capitulo haremos un breve estudio del producto tensorial de espacios de Banach.
Primeramente, dados X e Y espacios vectoriales, se definira el producto tensorial de X e Y
(X ®Y) y propiedades de tipo algebraico. Después siendo X e Y espacios de Banach, defini-
remos dos normas para el producto tensorial: la e-norma y la m-norma, el cual denotaremos
como X ®,. Y, X ®, Y respectivamente. Estos espacios no son necesariamente completos y
por tanto denotaremos a X®.Y, X®,Y como sus completantes respectivos.

Hemos hecho una recopilaciéon de las propiedades mas importantes del producto tensorial
haciendo énfasis en los ejemplos y aplicaciones que permitan ver la importancia del producto
tensorial en las matematicas aplicadas. Para desarrollar este capitulo nos basaremos en [13],
[20], [21],[37] v [46].

El estudio riguroso del producto tensorial de espacios de Banach fue iniciado por Grothen-
dieck en [31]. La motivacién consistia en la generalizacién del teorema del kernel de Laurent
Schwartz, en un problema de tesis formulado por el mismo Schwartz. El caso de productos
tensoriales de espacios de Hilbert habia sido considerado méas temprano por R. Schatten mo-
tivado por el estudio de algebras de Von-Neumann y la fundamentacion matematica de la
mecanica cuantica.

1.1. Producto Tensorial y Normas Tensoriales

Sean X e Y espacios vectoriales sobre K donde K es R o C, X*, Y* sus duales algebraicos y
B(X xY) el espacio vectorial de las funciones bilineales de X x Y en K. Si (z,y) € X x Y,
denotaremos por x ® y a la forma lineal que evalia cada f € B(X x Y) en (z,y) por medio

1



2 Producto Tensorial de Espacios de Banach

de:
f—= flz,y) = (x@y)(f)

Algunas veces diremos que x ® y es el producto tensorial de x e y y que x ® y es un tensor
elemental. El producto tensorial de X e Y, denotado por X ® Y es el subespacio de

(B(X xY))* (dual algebraico) generado por las formas lineales de este tipo. Un tensor tipico
de X ® Y es una combinacion lineal de tensores elementales:

z = Z Me(z @ y) donde A\ € K.
k=1

Si f € B(X xY), entonces

2(f)=(f,2) = <f,z)\k(i€k ®yk)> = Z)\kf(xkaykz)-

Los elementos de X ® Y se llaman tensores. Es importante notar que la representacion de z
no es unica, de hecho, se puede probar que si 1 ® o = y; ® Yo, entonces existen escalares
a1y ap tales que x; = a;y;, © = 1,2 v ademas ajan = 1.

Es facil demostrar que la siguiente funcién es una funcién bilineal.

Teorema 1.1.1. La funcion (x,y) — x®y de X XY en el espacio vectorial X @ Y es
bilineal. Es decir:

i) (1 +22)Qy=11 Ry +2:0Y
i) 2@y +y2) =2y +r Yy
(ili) Mz®y)= (A1) @y=12& (\y)

Se deduce de este teorema que Ox ®y = 2®0y = 0 (el cero de X ®Y'). Igualmente, se deduce
de la parte (iii) del teorema anterior que todo elemento tipico de X ® Y es de la forma

2z = Zxk & Y.
k=1

La funcién 7: X x Y — X ® Y definida por 7(z,y) = z ® y se llama funcion tensorial.

Sean X,Y y Z espacios vectoriales. Denotemos por B(X X Y, Z) al espacio de las funciones
bilineales de X x Y en Z y por L(X ® Y, Z) a las funciones lineales de X ® Y en Z.

Los productos tensoriales linealizan las funciones bilineales en el sentido indicado por el
teorema fundamental siguiente:

Teorema 1.1.2. (De linealizacion de las funciones bilineales). Sean X, Y y Z espacios
vectoriales. St f : X XY — Z es una funcion bilineal, entonces existe una y solo una funcion
linealu : XQY — Z tal que u(x®y) = f(x,y). Ademads, la funcion f <> u es un isomorfismo
de BIX xY,Z) en LIX®Y, 7).

Demostracion. Ver [46], Proposicién 1.4, Pagina 5. ]
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El siguiente diagrama da una representacién de este teorema.

f

X xY

N

Denotaremos por u a la funcién lineal llamada linealizacion tensorial de la funcion bilineal
f.-S1Z =K, entonces B(X xY,K) =B(X xY)y L(X®Y,K) = (X®Y)* (dual algebraico
de X ®Y). Con estas notaciones

(XQY) 2B(X xY)
(son isomorfos). A continuacién mostraremos unos ejemplos que nos permiten ver ciertos
productos tensoriales con otra cara a través de los isomorfismos o contenencias.
Ejemplos 1.1.3.

1. Sea M,,,n(K) el espacio de las matrices con m filas y n columnas. Entonces
K" @ K™ =2 M, (K).
En efecto, definamos la funcién bilineal f : K" x K™ — M,,,(K) por

(@, y) = (%Y%) (k)T x T s

donde J, y J, son conjuntos de indices que representa que z; estd en la j-ésima
columna (1 < j < n) y yg estd en la k-ésima fila (1 < k < m) respectivamente.
Denotamos por M;;, a la matriz cuyas entradas son uno en el lugar (jk) y cero en los
otros lugares, entonces { M} es una base de M,,,,(K) y por tanto toda matriz se puede
escribir de manera tnica como M = )" a;j;Mj;. La funcién v : K* @ K™ — M,,,,(K)
ik

es un isomorfismo ya que si {a; : j € J,} y {bx : k € J,,} son bases de K" y K™
respectivamente, se puede mostrar que {a; ® by, (j,k) € J, x J,,} es una base de
K™ ® K™ y haciendo f(a;,br) = M, se tiene la identificacién de a; ® by, con la matriz
Mjk-

2. Sean X un espacio vectorial, {2 un conjunto, F (2, X) el conjunto de todas las funciones
de 2 en X, con la estructura inducida por X. Entonces

FOQ,K)® X C F(Q,X),

donde f ® x se identifica con la funcién w — f(w)x.
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3. Sean X un espacio vectorial sobre K, P(K) el espacio de polinomios sobre K y P(K, X)
el espacio de los polinomios con valores en X. Un polinomio con valores en X es una
funcién p : K — X de la forma p(t) = Y t*a; donde a;, € X. Entonces

k=1

PK)® X =P(K, X).

4. A un par (Q,.A) donde €2 es un conjunto y A es una o-algebra lo llamaremos espacio
medible. Sean (2, A) un espacio medible y X un espacio vectorial. Denotaremos por
M (A, K) el espacio de las medidas finitamente aditivas de A en K y por M(A, X) el
espacio vectorial de las medidas vectoriales finitamente aditivas de A en X. Entonces
M(A) ® X es un subespacio de M(A, X) donde la funcién p ® x se identifica con
M — p(M)z, para cada M € A.

De aqui en adelante X,Y son espacios de Banach sobre K, X', Y’ sus duales topolégicos.
El objetivo es decidir qué normas para el producto tensorial de X e Y son compatibles
con las normas de estos espacios. Estas normas son conocidas como mnormas tensoriales.
Adicionalmente téngase presente que ||.|| = ||.||x para cualquier espacio de Banach X que
corresponda, siempre y cuando no se preste para ambiguedad.

Definicién 1.1.4. Una norma o en X ® Y es una norma cruzada razonable si satisface las
siguientes condiciones:

(i) La funcién 7: X x Y — X ®, Y es continua, es decir

17z Y)lla = lz @ ylla = alz @ y) < [lz[lllyl]
para todo (z,y) € X x Y.

(i) Siue X' yveY entoncesu®@v € (XQY) y[[u®v|y = (u®@v) < |u||v|, donde
o’ es la norma dual de o que se define en 1.2.7.

Definicién 1.1.5. Sean X, Y, Z, W espacios de Banach, u € L(X, W)y v € L(Y,Z). Una
norma « es uniforme, si la funcién definida por

u®wv (Z Tk @ yk) =D ular) @ o(y),

k=1 k=1

es continua y
[u @ v|lc(x@ayweaz) < llullllv]-

Notacién 1.1.6. Si « es una norma cruzada razonable, uniforme y © € X ® Y entonces
se denota la a-norma de u como a(u; X ® Y) o ax,y(u), o o(u) o simplemente ||ul|, si no
hay riesgo de ambiguedad. El producto tensorial X ® Y con esta norma sera denotado por
X ®, Y y su completacion X®,Y.

Denotemos por g los subespacios de dimensién finita de un espacio vectorial E.

Definicién 1.1.7. Una norma a en X ® Y es finitamente generada, si se tiene que

HZHQ(X’y) = l/nf{HZHa(M,N) zeM® N,M € %X,N c %y.}
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Definicién 1.1.8. Una norma tensorial en los espacios de Banach es una norma cruzada
razonable v que es uniforme y finitamente generada.

La 7 y la e-normas

De acuerdo a lo anterior denotaremos por X®.Y al completante de X ® Y dotado de la
e-norma. A este espacio de Banach se le llama producto tensorial inyectivo de X e Y. A
X®,Y se le denota como el completante de X ® Y con la m-norma. Este espacio se conoce
como el producto tensorial proyectivo de X e Y.

Notacién 1.1.9. De acuerdo a la notacion 1.1.6, dado z € X ® Y representamos la e- norma
de z como ||z]| 0 €(z) y la m-norma de z como ||z||, o 7(2).

A continuacion definiremos la 7 y la e-norma. El producto tensorial X ® Y puede verse como
el subespacio del espacio vectorial de las formas bilineales de X’ x Y’ en K denotado por

B(X’' x Y') de la manera siguiente. Si z = ) x; ® y; entonces
i=1

(@, y) = B.(a,y) =Y a'(x)y (i)

i=1

es una funcion bilineal. La e-norma de z es la norma de la funciéon bilineal B, que es el
extremo superior del conjunto {|B,(z',y")| : ||2']| < 1, ||/|| < 1}, es decir,

1zl = sup{[B:(«", y)| : l']] < 1, [ly/'[] < 1}

= sup { Z o' (z:)y (vi)

En [46] se define la m-norma de un tensor z = ) x; ® y; como
i=1

[2]l = mf {Z IIxz’IIHyz-H} ,
i=1

donde el infimo se toma sobre todas las representaciones de z.

Hhy) e XY I <1, Y < 1}-

El siguiente teorema permite determinar una nueva férmula para la m-norma del tensor z.

Teorema 1.1.10. Sea B : X XY — Z una funcidn bilineal acotada. Entonces existe un
unico operador lineal B : X®,Y — Z que satisface B(x ® y) = B(x,y) para cada © € X y

cada y € Y. La correspondiencia B <> B es un isomorfismo isométrico entre los espacios de
Banach B(X xY,2) y LIX®,Y, Z).

Demostracion. Ver [46], Teorema 2.9, Pagina 22. O
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XxY B 7

~

o)

2
-~

X3,V B(z ®y) = B(z,y)

Como consecuencia de lo anterior, cuando Z = K entonces se tiene que
B(X xY) = (X®,Y).

De esta dualidad se puede obtener una férmula para la norma proyectiva:

m(z) =sup{|(z,B)| : Be B(X xY),||B| <1}.
Las observaciones anteriores nos permiten presentar el siguiente teorema que se encuentra en
[20).
Teorema 1.1.11. Sean X,Y espacios de Banach y X', Y' sus duales topoldgicos.

(i) Sobre X ® Y existe la menor norma tensorial ||.||c y la mds grande norma tensorial
[HES

(ii) La norma |.||e es la norma inducida en X @ Y, viendo a X ® Y como subespacio de
B(X'xY'"), es decir para z € X ® Y,

Izlle = sup{l=(z", )] : 2"l < 1, [ly']] < 1}.

(iii) La [|.||x es la norma inducida en X @ Y por la dualidad B(X x YY), es decir

[zl = sup{[f(2)| : f € B(X xY),[[f| <1.}

Ademds si z =Y z; @y; € X ®Y entonces

=1

2]l = mnf {Z s e }

1<n

donde el infimo se toma sobre todas las representaciones de z.

Demostracion. Ver [20], Teorema 1.1.3, Pdgina 7. ]
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Podemos ver a los elementos de X ® Y como operadores lineales y continuos de X’ en Y o
n

como operadores lineales y continuos de Y en X. Asisi z =) z; ®y; € X @ Y entonces

i=1
€(z) = sup i, o e X’ o €(z) = sup i, veY's.
lloll<1 llvll<1

Citaremos algunos ejemplos clasicos del producto tensorial de dos espacios de Banach con la
e-norma y la m-norma. Notese que aunque tenemos los mismos espacios, el cambio de norma
nos muestra que X ® Y es isomorfo a distintos espacios.

Zw yi)x

Zcb i)y

Ejemplos 1.1.12. En los ejemplos siguientes X denota un espacio de Banach.

1. Sea (2, A, ;1) un espacio de medida finita. Denotamos por L! (1, X) al espacio de Banach
formado las clases de equivalencia de las funciones Bochner integrables f : 2 — X con
la norma

1oty = / 1 ld.

Este es un espacio completo y su prueba es similar a probar la completez de L*(u). Las
funciones Bochner integrables y sus propiedades mas importantes se estudiaran en el
Capitulo 2. En [46], Ejemplo 2.19, Pagina 29, se demuestra que

LY ()8, X = L} (31, X).
Si tenemos otro espacio de medida (€, A’, /) y X = L'(1/) entonces

L)@ L' (') 2 L, L () 2 LHOQ % Q' p @ ).

2. Sea (€, A, ) un espacio de medida finita. En [21], Ejemplo 4, Pdgina 223, se muestra
que
LN 1)®eX 2= Mypre(A, X),

donde M, rc(A, X) es el espacio de todas las medidas vectoriales j-continuas
v : A — X cuyo rango es relativamente compacto, equipado con la norma de la
semivariacion.

3. Sea K un espacio de Hausdorff compacto. Denotaremos por C(K) el conjunto de las
funciones continuas de K en R. En [21], Ejemplo 6, Pdgina 224, se muestra que

C(K)®X = C(K,X),

donde C(K, X) es el espacio de las funciones continuas f : @ — X. Si L es otro espacio
hausdorfiano compacto, entonces

C(K)®.L(L) = C(K,C(L)) = C(K x L).
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[e.e]

. Diremos que una sucesién = : N — X es absolutamente sumable si Y ||z,| < oo.
n=1

Denotaremos por [! al espacio de las sucesiones absolutamente sumables con valores en

K. En [46], Ejemplo 2.6, Pdgina 19, se muestra que
I'®.X = 1Y(X),

donde I'(X) es el espacio de las sucesiones absolutamente sumables con valores en X.

o0

. Diremos que una sucesion (z,)nen €s incondicionalmente sumable si la serie >
n=1

converge en X , independientemente del orden de los términos. Denotaremos por I1[X] el

espacio de las sucesiones incondicionalmente sumables con valores en X y se demuestra

en [46], Ejemplo 3.4, Pagina 48 que
'®.X =X

. Denotaremos por ¢ el espacio de las sucesiones que convergen a cero, ¢y(X) al conjunto
de las sucesiones que convergen al cero de X con la norma

[(zn) | = sup [z

Este es un espacio completo y en [46], Ejemplo 3.3, Pdgina 47, se muestra que

co®eX = co(X).
. Sea X un espacio de Banach. Diremos que X tiene la propiedad de aproximacion si para
cada compacto K C X y € > 0, existe un operador de rango finito 7' : X — X tal que

para todo x € K, ||[Tx — x| < e. Sean X,Y espacios de Banach y X’ su dual topolégico.
Se enuncia en [50] Pégina 238 que si X’ o Y tiene la propiedad de aproximacién entonces

X'®.Y = G(X,Y),

donde G(X,Y) es el espacio de los operadores compactos de X en Y.

1.2. Normas Tensoriales

Grothendieck en [31], demostré que existen 14 normas tensoriales naturales. Por norma ten-
sorial natural entendemos aquellas que se puedan definir en cualquier par de espacios de
Banach. Haremos en esta secciéon un breve comentario sobre estas normas y finalizaremos
con un grafico que muestra la relacién entre ellas. Para ello nos basaremos en [46].

Primero que todo se puede mostrar (cf. Proposicién 6.1 en [46]) que si u € X ® Y, donde
X,Y son espacios de Banach y « es una norma tensorial, entonces

e(u) < a(u) < 7(u).
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Para definir estas normas, hablaremos de los espacios ¥ y 2.

Sea 1 < p < 0o. Recordemos que [P(X) denota el espacio de todas las sucesiones p-sumables
en el espacio de Banach X, es decir las sucesiones (z,),en con la propiedad de que la serie

o
> ||zn||P converge. Con la norma

n=1
1/p
)l = (znxnnp) |

[P(X) es un espacio de Banach.
Sip = 00, I°°(X) es el espacio de las sucesiones acotadas en X. Con la norma

()| = sup [|],
n

[*°(X) es un espacio de Banach.

Sea 1 < p < 0o. Denotamos por 7 (X) al espacio de las sucesiones débilmente p-sumables en
X, es decir sucesiones (z,)nen con la propiedad de que (2'(x,,))nen € IP para cada 2’ € X'.

Si sup (Z |z’ (mn)|p) < 00, definimos en /2 (X) la norma

[l <1

- 1/p
[(@n)[lpw = sup <Z |I/(xn)|p>

2’| <1

Por la e-norma, la desigualdad de Holder y el hecho de que toda sucesion finita (x1, s, . . ., z,)
se puede ver como una sucesion infinita (zq,xs,...z,,0,...), obtenemos la siguiente defini-
cion.

Definicién 1.2.1. (Normas tensoriales Chevet- Saphar). Para 1 < p < oo, definimos

dp(u) = inf { @l wll @)l u=) yj}

J=1

r s 1/p n
= inf { sup (Z |2’ ()| > <Z||yj||p) : u:ij®yj
j=1 j=1

[Jlz']|<1 =1

9p(v) Zfo{H(%)HpH( U u—ng@@yJ}

donde i + 1% =1 y el infimo se toma sobre todas las representaciones de .



10 Producto Tensorial de Espacios de Banach

En Raymond se demuestra que d, y g, son normas tensoriales y que d; = g; = 7.

Sea o una norma tensorial, diremos que o' es la norma transpuesta de « si para cada par de
espacios de Banach XY y u € X ® Y tenemos que

du, X®Y)=alY o X),
k k
donde si u = Z:l r; ® yj, entonces u' = Y y; ® x;. De acuerdo a lo anterior, d; = gp donde
i= =1
d; denota la norma transpuesta de d, para cada p.
En lo que sigue se daran una cierta cadena de definiciones que permiten construir nuevas
normas tensoriales.

Definicién 1.2.2. Diremos que una norma tensorial « es proyectiva a derecha si para cada
espacio de Banach X y cada operador cociente () : Z — Y el operador producto tensorial
I ®,Q: X®.Z — X®,Y es un operador cociente.

Una definicién similar se tiene para normas tensoriales proyectivas a izquierda.

Definicién 1.2.3. Diremos que una norma tensorial « es inyectiva a derecha si para cada
espacio de Banach X y cada Z C Y, la inclusién natural de X®,Z a X®,Y es una isometria.

Hay una definicion andloga para las normas tensoriales inyectivas a izquierda.
En Raymond se demuestra que la norma d, es proyectiva a derecha y que g, es proyectiva a iz-
quierda, para cada p. Cuando p = 1, d; = ¢g; = 7 son ambas proyectivas a izquierda y derecha.
Notacién 1.2.4. A estas normas con este tipo de propiedades las denotaremos como
(i) o\ norma tensorial inyectiva a derecha

(ii) /o norma tensorial inyectiva a izquierda.

(iii) «/ norma tensorial proyectiva a derecha.

(iv) \a norma tensorial proyectiva a izquierda.

Se pueden hacer construcciones combinadas como /(a\) y (/a)\ o \(«/) y (\a)/.

Ejemplos: \e/, (\m)/,\(/7\).

Ademas se puede probar que

Lema 1.2.5. Sea o una norma tensorial entonces:
(i) \a/ = /(a\) = (Ja)\.
(i) \a/ = (\a)/ = \(a/).

Teniendo en cuenta que el conjunto de las normas tensoriales forman un reticulo de completo,
(Proposicién 7.6 en [46]) se muestra que

Lema 1.2.6. Sea o una norma tensorial entonces:
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(i) o\ =sup{f: 5 es una norma tensorial < o, [ inyectiva a derecha}.

)
(ii) /o =sup{f: [ es una norma tensorial < «, [ inyectiva a izquierda}.
(iii) o/ = mnf{f : B es una norma tensorial > «, [ proyectiva a derecha}
(iv)

A continuacion definiremos la norma tensorial dual.

v) \a =1inf{f : § es una norma tensorial > «, [ proyectiva a izquierda}

Definicién 1.2.7. Sea « una norma tensorial. Definimos la norma dual de «, o’ como la
unica norma tensorial que concuerda con la norma dual que se da sobre productos tensoriales
de espacios de dimension finita, es decir dada u € X ® Y, tenemos que

o/ (u) = mf{ap p(u) :u € EQ® F, dimE, dimF < oo},

donde el infimo se toma sobre todos los pares de subespacios de dimension finita de X,Y
cuyo producto tensorial contienen a w.
Como consecuencia de esta definicion tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.2.8. Sea 1 < p < oo. El dual de la norma tensorial dy, es la norma tensorial
inyectiva a derecha g, \. Por otro lado el dual de la norma g, es la norma inyectiva a izquierda
/dy. En conclusion

(dp) =g\ v (9p) = /dp.
Observacion 1.2.9. Tenemos que cuando p = 2 se tiene (dy)' = g2 v (g2)" = da.

Por ultimo definiremos la norma tensorial Hilbertiana. De la desigualdad de Grothendieck se
puede establecer que

T < Kgdy vy m< Kggo,
en [° ® [>° y donde K¢ es la constante de Grothendieck. Sin embargo dy es inyectiva a
izquierda y g es inyectiva a derecha. Esto origina la siguiente definicion:

Definicién 1.2.10. La norma wsy sobre el producto tensorial X ® Y de dos espacios de
Banach esta dado

wy(u) = fnf{ll(xj)llz,wll(yj) 2t U= ij ® yj} :

Se puede probar que w, es una norma tensorial inyectiva y ademas
wy < /m\ < Kgwy vy Kz'wy <\e/ < wh.
El siguiente diagrama muestra la relacion entre las diferentes normas. El simbolo a ~ f3

indica que a y # son normas equivalentes. Si el lector quiere investigar mas, puede ver [20] y
[46].
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Figura 1.1. Normas Tensoriales.

1.3. Algunas Conexiones del Producto Tensorial con
otras Areas

En esta seccion queremos mostrar una aplicacion de la desigualdad de Grothendieck de-
mostrada por él mismo en [31]. Esta desigualdad ha sido estudiada por varios matematicos
durante anos y posteriormente ha tenido incursién en el desarrollo de problemas de teoria de
juegos y de optimizacion.

En [13] Carvajal desarrolla la siguiente aplicacién. Miremos la siguiente tabla

3|4 13 |4 -2
-71-1 1121-9 |0
2 (-11 3 |-3 |6
110 5 |95 -8
9 (-1 |8 |-10|3

Tabla 1.1. Tabla del Juego.

Notemos que la suma de todos los niimeros es 8 y supongamos que vale elegir una columna
o una fila e invertir los signos de todos los niimeros que estan en ella, y que podemos seguir
realizando esta operacion tantas veces como queramos. Surgen preguntas como:
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= Cudl es el maximo valor que podemos alcanzar sumando todos los niimeros obtenidos?

= Y qué sucede si empezamos a considerar grillas mucho mas grandes?

Qué tan dificil es hallar el maximo?

Qué tan dificil es aproximarlo?

Qué tan dificil es hallar la secuencia de operaciones que nos llevan a é17

Qué implicaciones tienen estas respuestas mas alla de este juego inocente?
= Qué tienen que ver los productos tensoriales con este juego?

La primera impresion sobre estas preguntas es su similitud con problemas de optimizacién. En
1953, Alexander Grothendieck, poco después de escribir su tesis doctoral, publica Résumé
de la théorie métrique des produits tensoriels topologiques. En este trabajo, Grothendieck
desarrolla una teoria sistematica de normas en productos tensoriales de espacios de Banach.
Maés precisamente, el problema que le interesaba era considerar qué normas se podian usar
sobre un producto tensorial de espacios de Banach de manera que se conservara algin tipo de
compatibilidad con las normas originales de estos espacios. En un momento clave del articulo,
Grothendieck necesita demostrar que dos de las normas naturales que definié sobre los pro-
ductos tensoriales son equivalentes entre si. El resultado, que el mismo autor llama Teorema
fundamental de la teoria métrica de productos tensoriales, es basicamente una desigualdad
entre dos normas
1Zllwe < [2ll/my < Kell 2w,

donde K¢ es una constante, y z € X®Y, con X, Y espacios de Banach. El teorema demuestra

la existencia de esta constante, y muestra ademas que el menor valor posible para la constante
K¢ es

1,57 < g <KG§sinh<g> <23,

El trabajo de Grothendieck pasa desapercibido muchos anos, en los que el autor mismo se
dedica a trabajar en otras dreas de la matematica, a las que contribuye enormemente.

Pero 15 afios mas tarde, Joram Lindenstrauss y Aleksander Pelczynski en [37] redescubren
este trabajo, y encuentran en él muchos resultados valiosos, incluso dan una nueva version del
teorema fundamental que también se llama la desigualdad de Grothendieck y que enunciamos
a continuacion.

Teorema 1.3.1. Sea {a;;}};—, una matriz finita de nimeros reales tal que

n

Z aijtisj S 1,

ij=1

siempre que [t;| <1 y |s;| < 1. Entonces para cada conjunto de vectores unitarios {x; }1<i<n
y {yjh1<j<n en un espacio de Hilbert se tiene que

Z Qg5 <$iayj> <K,

i,j=1
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donde K es una constante absoluta y (,) denota el producto interno en el espacio de Hilbert.

Esta constante K tiene que ver con la constante K de Grothendieck y serd este teorema
el que Carvajal usa como cota inferior para establecer los resultados del juego planteado
anteriormente.

La motivacién original para el estudio de los productos tensoriales surgiéo de un problema
de extension del Teorema Kernel de Laurent Schwartz. Dicho problema fue planteado por
L. Schwartz como tema de tesis doctoral a Alexander Grothendieck. El Teorema del Kernel
establece la existencia de un kernel para representar un operador continuo entre espacios de
distribuciones. El Teorema del Kernel puede ser formulado de la siguiente manera:

Si ©, A son subconjuntos abiertos de R" y K : D(A) — D’()) es un operador lineal, entonces
K : D(A) — D'(2) es continuo si y solo si existe k € D'(2 x A) tal que

Kf(z) = / k(o) f(y)dy

en el sentido de las distribuciones.

Esta equivalencia puede ser formulada en términos de un isomorfismo entre un producto
tensorial y un espacio de operadores continuos gracias a la relacién : (k,g ® f) = (K f, g).

El estudio de la formulacién tensorial del teorema del kernel llevé a Grothendieck a introducir
las topologias tensoriales y posteriormente a desarrollar una teoria tensorial en el caso de
espacios de Banach. Una consecuencia de estos estudios seria la nocion de determinantes de
Fredholm en espacios de Banach.



Capitulo 2

Medidas Vectoriales, Integracion
Vectorial y los Espacios L

Muchas de las primeras ideas en geometria y la teoria de los espacios de Banach tiene sus
origenes tedricos en las medidas vectoriales.

En los anos 30’s matematicos como Clarkson, Dunford y Morse utilizaron el concepto de me-
dida vectorial para resolver ciertos problemas relacionados al analisis, entre ellos la propiedad
de Radon-Nikodym para la integral de Bochner. (cf. [21]).

En este capitulo definiremos el concepto fundamental de medida vectorial sobre o-algebras,
asi como sus propiedades mas importantes. Algunas recientes aplicaciones de este concepto
se aplican a las ecuaciones diferenciales y teoria de control, para ello ver [1], [2] ¥ [3]. El
capitulo contiene ejemplos de medidas vectoriales, entre ellas, la integral de Bochner y la
integral de Bartle. En [42] y [43], se destaca los aportes de las medidas vectoriales radonianas
al campo de la teoria de la medida en el caso vectorial: medida producto, Teorema de Fubini
y convolucién de medidas. Queremos resaltar en este capitulo el papel de éstas en el Teorema
de Representacién de Riesz. Para el desarrollo de este tema seguiremos a [21], [42] y [43].

Con el fin de desarrollar otros tépicos del anélisis arménico en espacios de Banach (el andlisis
de Fourier y convergencia de medidas vectoriales), se ha hecho necesario conocer distintos
tipos de integrales que nos permitan desarrollar esta teoria. En este capitulo nos hemos
centrado en desarrollar integrales para funciones vector valuadas o de valor escalar que son
fuertemente medibles. Resaltamos las relaciones que hay entre la integral de Bochner, la inte-
gral de Bartle-Lewis, la integral de Stenfansson y la integral de Bartle. Enunciaremos algunas
propiedades que se tienen y que se pierden en la medida en que la integral se generaliza.

Una contribucién fundamental en el desarrollo de este capitulo son los espacios de funcio-
nes LP (v, X,Y) para el caso de funciones vector valuadas y medidas vectoriales o-aditivas.
Demostraremos que éstos son espacios de Banach para 1 < p < oo. Propiedades como la
densidad de funciones simples, desigualdad de Holder y separabilidad, seran demostradas en
la Seccion 2.8.

Al final de este capitulo incluimos unas graficas que muestra las relaciones entre los distintos

15
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tipos de integral, propiedades en comun y la relacion entre los espacios LP.

Bienvenidos a este pequeno mundo de la teoria de la integracion!

2.1. Medidas Vectoriales

Recordemos que el par (€2, .4) donde €2 es un conjunto y A es una o-algebra, es un espacio
medible.

Definicién 2.1.1. Sean (€2,.4) un espacio medible y X un espacio de Banach. Una funcién
v : A — X es una medida vectorial finitamente aditiva (¢- aditiva) o simplemente una
medida vectorial si v(A; U Ag) = v(A;) + v(As) cuando Ay y Ay son elementos disjuntos de
A. Esta propiedad se extiende por induccién a las familias finitas y disjuntas: si (Ag)i<g<n
es una familia finita y disjunta en A, entonces

k=1 k=1
Diremos que v es una medida vectorial contablemente aditiva (o- aditiva) si para toda sucesion
disjunta (Ag)gen en A, la sucesion de sumas parciales, Y v(Ag) es convergente en X con

k=1
respecto a la topologia de la norma y

k=1
Observacién 2.1.2.

(i) Siv: A — X es medida vectorial, entonces v()) = 0 ya que v(AU D) = v(A) +v(0) =
v(A).

(ii) Toda medida vectorial o- aditiva es ¢- aditiva. En efecto si v es o- aditiva, entonces
v(0) =0ysi A, B € Ason disjuntos entonces v(AUB) = v(AUBU( . ..) = v(A)+v(B).

(iii) La medida de Lebesgue sobre R™ no es una medida vectorial o-aditiva en el sentido
de la Definiciéon 2.1.1. Sin embargo si 2 C R™ y Q tiene medida de Lebesgue finita,
entonces la medida de Lebesgue es una medida vectorial en el sentido de la Definicién
2.1.1.

(iv) Sea 2’ € X'. Si v es una medida vectorial o-aditiva, entonces 2’ o v es una medida
vectorial o-aditiva, con valores complejos o reales en el sentido de la Definicion 2.1.1.

A continuacién daremos algunos ejemplos de medidas vectoriales.

Ejemplos 2.1.3. 1. Sea (Q,.A) un espacio medible y X = [!. Para cada A € A, se define
v:A— 1! por
v(A) = (1 (A), p2(A), - pa(A), ),
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donde iy, es una medida o-aditiva de A en R para k € {1,2,...} y tal que

> lk(A)] < oo

Asi definida, v es una medida vectorial o-aditiva.

2. Sean ([0, o0], bor([0,0¢c]), A) un espacio de medida donde A es la medida de Lebesgue.
Consideremos v : bor([0, oo]) — [* dada por

A=y 2 ”2[1?/2_ LD,

i=1

donde {e;}32, define la base candnica de [?. Entonces v es una medida vectorial o-
aditiva.

A continuacion definiremos la variaciéon y semivariacién de una medida vectorial y su relacién
entre ellas.

Definicién 2.1.4. Sean (£2,.A) un espacio medible, X un espacio de Banach y v : A — X
una medida vectorial. La variacion de v es la funcion

E v v|(E) = sup {Z A <7 e w<E>}

Aen

de A en [0, 00], donde 7(E) es el conjunto de todas las particiones finitas de E € A.
Si v|(2) < oo diremos que v es una medida de variacion acotada. Obsérvese que ||[v(E)| <

v[(E).
Definicién 2.1.5. Sean (£2,.A) un espacio medible, X un espacio de Banach y v una medida
vectorial. La semivariacion de v es la funcion

E = |v|l(E) = sup{|a’ o v|(E) : 2" € X', ||| <1}

donde |z’ o v| es la variacién de la medida de valor complejo 2’ o v.
Si ||v]|(2) < oo diremos que v es una medida de semivariacion acotada o que v es una medida
vectorial acotada.

Se puede mostrar que si v : A — X es una medida vectorial, entonces

lv(E)|| < ||v|[(F) < |v|(F) para todo E € A.

Siv: A — X esunamedida vectorial, entonces su semivariacion |||| es una funcién mondtona
subaditiva con valores en [0, 00|. La variacién de v es una medida vectorial mondtona con
valores [0, cc]. Para propiedades adicionales ver [21] y [41]. Adicionalmente |2’ o v| es una
medida finita con valores reales para cada =’ € X'.

En [41] pdgina 20 se muestra que toda medida vectorial o-aditiva definida sobre una o-dlgebra
es de semivariacién acotada y por consiguiente acotada.

A continuacién, describiremos algunos espacios de medidas.
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Notacién 2.1.6. Sean (£2,.A) un espacio medible y X un espacio de Banach. Denotamos
por M(A, X) al espacio vectorial de las medidas vectoriales de A en X, por M,,(A, X) al
espacio vectorial de las medidas vectoriales de variacién acotada, por M, (A, X) al espacio
vectorial de las medidas vectoriales o-aditivas, por M, ..(A, X) al espacio vectorial de las
medidas vectoriales o-aditivas de variacién acotada, por M, ..a(A, X) al espacio vectorial de
las medidas vectoriales radonianas que son o-aditivas, por MImd(A, X) al espacio vectorial
de las medidas vectoriales radonianas que son o-aditivas y positivas, Mgy (A, X)) al espacio
vectorial de las medidas con la propiedad de Radon-Nikodym, por M, (A, X) al espacio de las
medidas vectoriales que son p-continuas con ;¢ una medida finita positiva y por M, ,,.(A, X)
al espacio de las medidas vectoriales que son p-continuas con rango relativamente compacto.

Con esta notacion enunciamos los siguientes teoremas.

Teorema 2.1.7. El espacio M, (A, X) con la norma de la semivariacion es un espacio de
Banach.

Demostracion. Ver [46], Proposicion 5.3, Pagina 95 . O
Teorema 2.1.8. El espacio My,(A, X) con la norma de la variacion es un espacio de Ba-
nach.

Demostracion. Similar a la Proposicién 5.3, Pagina 95 en [46]. O

Teorema 2.1.9. El espacio Mgrn(A, X) con la norma dada por la variacion es completo.

Demostracion. Ver [46], Lema 5.21, Pégina 107. O
Teorema 2.1.10. El espacio M, (A, X) es un subespacio cerrado de M, (A, X).

Demostracion. Ver [46], Lema 5.16, Pagina 103 . O

Teorema 2.1.11. El espacio My .q(A, X) con la norma dada por la variacion es un espacio
de Banach.

Demostracion. Similar a la Proposicién 5.3, Pagina 95 en [46]. O

Se puede mostrar que

Teorema 2.1.12. El espacio M, ,,.(A, X) de las medidas p-continuas que tienen rango
relativamente compacto, con la norma dada por la semivariacion es un espacio de Banach.

Para el estudio de la integral de Bartle, definiremos la semivariacion de una medida vectorial
v con respecto a una funcién bilineal b.

Definicién 2.1.13. Sean X, Y, Z espacios de Banach y b : X XY — Z una funcion bilineal y
continua. Si (2, .4) es un espacio medible y v : A — Y es una o- medida, la b- semivariacion
de v es el nimero ‘}

[]le(E) = sup { Z b(xi, v(E;))
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donde E € Ay el supremo es tomado sobre todas las particiones finitas {F; : 1 <i < n} de
conjuntos disjuntos en A contenidos en F y todas las familias finitas {z; : 1 <i: <n} C X
con ||z;|| < 1.

Observacién 2.1.14. (i) Se puede mostrar que si v : A — Y es una medida vectorial
o- aditiva, entonces su semivariacién con respecto a b, ||v[|, es una funcién mondtona,
subaditiva, con valores en [0, o0].

(ii) En [41] se demuestra que cuando Z = X®.Y y b(z,y) = 2 @y, |v|le < ||v|. Esto
permite el desarrollo de la integracion en general.

(iii) Se puede demostrar que cuando Z = K& Y y b(x,y) = 2@y, ||v|le = ||v||. De hecho en
[21], en la Proposicién 11, Pagina 4, se demuestra que la semivariacién de v esta dada

por
v II(E —sup{ Zx }

donde E € Ay el supremo es tomado sobre todas las particiones finitas {F; : 1 <1i < n}
de conjuntos disjuntos en A contenidos en E y todas las familias finitas

{z; : 1 <1 < n} CKcon |z;] < 1. Por otro lado, KR.Y 2 Y (isométricamente
isomorfos), asi z; ® v(E;) se puede identificar con z;v(E;) y por tanto

I (E —Sup{ va ) }ZHVH®(E)-

(iv) Sean XY, Z dlgebras de Banach tal que X =Y = Z. Consideremos la funcién
m : X x X — X dada por m(x,y) = zy, es decir m representa la multiplicacién
del algebra. Esta funcién es bilineal y continua. Por la observacién (ii) se tiene que
[l < -

n

D @ u(E)

i=1

Sea p una medida positiva finita y v una medida vectorial. Definir cuando v es una medida
pu-continua es importante, ya que este concepto esta relacionado con la definicién de funcion
v-medible y los distintos tipos de convergencia. Este concepto interviene en la demostracién
de los teoremas de Egoroff y Pettis para medidas vectoriales. Adicionalmente gracias a esta
definicién podemos desarrollar gran parte de la integracién de tipo vectorial.

Definicién 2.1.15. Sea (£2,.A) un espacio medible, p : A — [0,00) una medida finita y
X un espacio de Banach. Decimos que una medida vectorial 8 : A — X es pu- continua (o
absolutamente continua respecto a ) si u(A) = 0 implica que ||B||(A) = 0.

2.2. Funciones Medibles

Para hablar de integracion vectorial se hace necesario definir los conceptos funciones sim-
ples en espacios de Banach, de funcién medible, convergencia de funciones vector valuadas:
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convergencia casi en todas partes, convergencia en medida o convergencia uniforme. Nos
centraremos en la convergencia casi en todas partes.

Definicién 2.2.1. Sean (2,.A) un espacio medible y X un espacio de Banach. Una funcién
f:Q — X es simple si existen x1,2s,...,2, € X y E1, Fy, ..., E, € A disjuntos tal que

f= Z ffiX(Ei)» donde
i=1

R

El conjunto de las funciones simples forma un espacio vectorial.

Definicién 2.2.2. Diremos que un espacio de medida (2, A, 1) es completo si para cada
BC A con Ae Ay u(A) =0, también B € A.

Definicién 2.2.3. Sean (2, A, 1) un espacio de medida completo. Una funcién f: Q — X
es pu-medible si existe una sucesion de funciones simples (f,)nen de € en X tal que

i [fu(w) = f(w)]| =0 o= et

Ahora generalizaremos el concepto de una funcién medible f : 2 — X con respecto a una
medida vectorial v.

Definicién 2.2.4. Sean (£2,.4) un espacio medible, X un espacio de Banach y f: Q — X
una funciéon. Diremos que f es v-medible si existe una sucesion de funciones simples tal que
fn(w) converge a f(w) v-c.t.p, es decir si dado € > 0, existen 6 > 0, un conjunto F € Ay
un natural ng = no(w, €) tal que ||V||[(E) <0y || fu(w) — f(w)|| < € para todo w € Q — E'y
todo n > nyg.

Para definir la integral de Bartle, se hace necesario la definicién de funcién v-medible con
respecto a una funcién bilineal.

Definicién 2.2.5. Sean (€2,.4) un espacio medible, X, Y, Z espacios de Banach, v : A — Y
una medida vectorial g-aditivay b : X xY — Z una funcion bilineal y continua. Diremos que
una funcién f: Q — X es (b, v)-medible, si existe una sucesion (f,)nen de funciones simples
tal que f,, converge a f v-c.t.p, es decir, si dado € > 0, existen > 0, un conjunto £ € Ay
un natural ny = ng(w, €) tal que ||v||y(E) <oy ||fu(w) — f(w)| < € para todo w € Q — E'y
todo n > ny.

Observacion 2.2.6. (i) Si f es v-medible entonces f es (b, v)-medible para toda funcién
bilineal y continua b.

(i) Sib es la funcién bilineal tensorial entonces f es (b, v)-medible si y sélo si f es v-medible.

2.3. Integral de Bochner

En esta seccién (€2, A, ) es un espacio de medida finita, X es un espacio de Banach y
f + Q — X una funcién de valor vectorial p-medible. Para hablar de esta integral nos
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basaremos en [21].

Definicién 2.3.1. Una funcién p-medible, f : @ — X es Bochner-integrable si existe una
sucesion (f,)nen de funciones simples tal que

i [ 14, = = 0.

En este caso fE fdp esta definida para cada E € A por

/Jw=ﬁm Fudi,
E n—oo E

donde [ 5 Jndp ya es conocida previamente.

Observacién 2.3.2. (i) La cantidad [, ||f, — f||dp tiene sentido porque
| fn(w) — f(w)]] : 2 = R es p-medible.

(ii) Se puede probar que la sucesién ( fQ fndu) ney €S una sucesién de Cauchy en X.
(iii) Como X es un espacio de Banach, el lim fQ fndp existe y es unico.
n—oo
(iv) Se puede probar que este limite es independiente de la escogencia de la sucesion (f,, )nen.
A continuacién enunciaremos las propiedades més importantes asociadas a esta integral.
Propiedades

(i) Una funcién p-medible f es Bochner integrable si y sélo si || f]| es p-integrable.

(ii) Si f es Bochner integrable entonces

Para propiedades adicionales ver [21].

/fd,uH < / | flldp, para cada E € A.
E B

Al igual que la integral de Lebesgue, la integral de Bochner tiene un Teorema de la Conver-
gencia Dominada.

Teorema 2.3.3. (Teorema de la Convergencia Dominada). Sean (f,)nen una sucesion de
funciones Bochner integrables de €2 en X que convergen a una funcion f p-c.t.p. Si existe
una funcion g : Q — [0,00) p-integrable tal que || f,|| < g p-c.t.p, entonces f es Bochner
integrable y

lim | f.du= / fdu, paratodo E € A.

De hecho lim Jo I fn = flldp = 0.

Demostracion. Ver [21], Teorema 3, Pagina 45. O
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Célculos directos permiten demostrar el siguiente teorema.

Teorema 2.3.4. Sea (2, A) un espacio medible, X1, X espacios de Banach yT € L(X;, X3)
una transformacion lineal y acotada. Sea f una funcion Bochner integrable de € en X;
entonces T o f es una funcion Bochner integrable de 2 en Xy y ademas

/QTofdu:T(/Qfdu).

Demostracion. Se demuestra la propiedad para cuando f es una funcién simple y en el caso
general se toma una sucecién de funciones simples que convergen a f. O

Para enunciar el teorema del cambio de variable, consideremos (2, .4, i) un espacio de medida
finita y (€2, A’) un espacio medible tal que T': Q@ — Q' es una funcién AA’- medible; es decir,
T71(A) € A para todo A € A"y T(u) representa la medida imagen de T a través de pu.

Corolario 2.3.5. (Teorema del cambio de variable). Sean (€2, A, 1) un espacio de medida
finita, (U, A", T(u)) otro espacio de medida, donde T se ha descrito anteriormente y X un
espacio de Banach. Si f es Bochner T'(j)- integrable y foT es Bochner p-integrable, entonces

| reorau= [ sari)

Demostracion. Sea x' € X'. Por el teorema 2.3.4, tenemos:

7 ( i de(u)) — [ @' gatip)

Por el teorema del cambio de variable, tenemos que z’ o f es T'(u)-integrable si y sélo si
x' o foT es u-integrable y ademads

//x’ode(,u):/Q(:c'of)on,u:/:c'o(foT)du,

Q

como f oT es Bochner - integrable, entonces

/Qx’o(foT)du:x' (/Qfonu>

y como esto es cierto para todo ' € X’ entonces se obtiene

[ rotdn= [ sariu)
Q %
cumpliéndose asi la prueba. O

Sean (S, A, u) y (T, A’,v) espacios de medida tal que p, v son medidas o- finitas. Sabemos
de la teoria de la medida cldsica que existe una o-medida A definida en A ® A’ tal que
AMA x B) = u(A)v(B) para todo A € Ay B € A'. Con esto en mente y tomando a X
como un espacio de Banach y a bor(X) como los borelianos de X, enunciamos el teorema de
Fubini.
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Corolario 2.3.6. (Teorema de Fubini). Sean (S, A, p) y (T, A',v) espacios de medida, f una
funcién Bochner-integrable con respecto a A y X un espacio de Banach (f : S xT — X).
Entonces

(i) Las funciones fs: T — X dada por fs(t) = f(s,t) y fr : S — X dada por fi(s) = f(s,t)
son (A',bor(X)) y (A,bor(X)) medibles respectivamente.

:éﬁ@w@,hwzéﬂ@W@

son Bochner integrables (con respecto a p y v respectivamente) de S en X y T en X
respectivamente iy

SXTf(st)d)\st //f £)dv(t)du(s //ft Vdp(s)dv(t).

Demostracion. Aplicacién del Teorema 2.3.4 y aplicacién de los teoremas de Tonelli y Fubini
al caso real. n

(ii) Las funciones

(i)

Recordemos que si p, v son medidas o-finitas definidas en bor(R™), 0(s,t) = s+t es la
operacion del grupo R”, entonces se define el producto de convolucién de p y v, % v como
la medida imagen del producto p ® v a través de 6.

Gracias al teorema de Fubini y al teorema del cambio de variable enunciaremos el siguiente
corolario.

Corolario 2.3.7. Sean i, v medidas o-finitas definidas en bor(R™) y X un espacio de Banach.
Si f es Bochner u x v-integrable y f o 6 es Bochner u ® v-integrable, entonces

d dv(t)du( d d
[ sagon = [ [ s omant) = [ [ s+ odutsiane).
Demostracion.
fd(u*xv)= / fol(s,t)du®v(s,t)
Rn R xR

/n Rnf s+ t)dv(t)du(s /n Rnf s+ t)du(s)dv(t). O

La Integral de Bochner como medida vectorial

En [21] se enuncia y demuestra la siguiente propiedad.

Proposicion 2.3.8. Sea f una funcion Bochner p-integrable, entonces la funcionv : A — X
dada por v(E) = fE fdu es una medida vectorial p-continua, de variacion acotada y ademads

lv|(E / | flldw, para cada E € A.
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Demostracion. Ver [21], Teorema 4, Pagina 46. O

Adicionalmente,

Proposicién 2.3.9. Siv: A — X estd dada por v(E) = fE fdu, entonces su semivariacion
es
Iw(B) = sup [ |« fla
[l']I<1

donde ' € X' y E € A.

Demostracion. Es una demostracién similar a la Proposicién 2.3.8 dada en [21] sélo que
aplicada a |2’ov|. Adicionalmente al finalizar la demostracién nos encontramos con la siguiente
igualdad

|z’ ov|(E /|x o fldpu.

Tomando el supremo sobre los ||2’|| < 1, obtenemos que

IWII(E) = sup /[x’of|du, para todo E € A =
E

ll='|| <1

2.4. Integral de Bartle - Lewis.

En esta seccidn, sean (€2, .A) un espacio medible, K el campo de los niimeros reales o complejos,
f: Q — K una funcién medible (es decir que f~!(B) € A para B € bor(K)) y v una medida
vectorial o-aditiva.

En 1955 en [8], Bartle y sus colegas definieron la v-integrabilidad de una funcién de valor
escalar.

Definicién 2.4.1. Sean f una funcién escalar medible, Y un espacio de Banachy v : A — Y
una medida vectorial o-aditiva. Diremos que f es v-integrable, si existe una sucesién de
funciones simples tal que

(i) falw) = f(w) vetpy
(ii) La sucesién ([, fadv)nen converge en la norma de Y para cada E € A.

El limite de esta sucesién de integrales estd definido como la integral de f con respecto a v
y sobre cada conjunto E € A, se escribe en simbolos

lim fndV—/fdl/.
E

n—oQ

En este articulo se desarrollan diferentes propiedades asociadas a esta integral y un ano mas
tarde Robert Bartle en [7] extiende este concepto a una funcién vector valuada donde el
producto de la funcién con la medida vectorial se hace a través de una funcién bilineal.

Después en 1970, Lewis en [36], definié el concepto de funcién v-integrable sobre espacios
hausdorfianos localmente convexos de la siguiente manera.
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Definicién 2.4.2. Sean f una funciéon medible, Y un espacio hausdorfiano localmente con-
vexo, Y su dual con 3y € Yy v: A — Y una medida vectorial o-aditiva. Diremos que f es
v-integrable si

(i) f es ¢y o v-integrable para cada y' € Y, es decir

/ |fld|y’ o v| < oo, para cada y' €Y.
Q

(ii) Si para cada E € A existe un elemento de Y denotado por fE fdv, tal que

Y (/ fdy> = / fd(y ov), paracada y €Y.
E E

En [36], en el Teorema 2.4, se demuestra, que si Y es secuencialmente completo la v-
integrabilidad de f definida por Lewis coincide con la definicion dada por Bartle y sus colegas
en el articulo [8] en 1955. En particular ambas definiciones son equivalentes en los espacios

de Banach.

Enunciaremos las propiedades siguientes.

Propiedades

(i) Si f es una funcién medible y v-acotada en E, entonces f es v-integrable y ademés

‘/Efdy

(ii) Si f es v-integrable y T es un operador lineal y continuo de un espacio de Banach Y
en un espacio de Banach X entonces f es T ov (T(v))-integrable y

[Ede(y) :T(/E fdu).

(iii) Si f es v-integrable entonces

< [ f oo I[(E).-

lim fdv =0.
IvI(E)=0 J g

(iv) Sea {fn}nen una sucesion de funciones v-integrables que converge a f v-c.t.p. Entonces
f es v-integrable si

lim fndv =0
IvlI(E)—=0 J

uniformemente para n = 1,2, ... En este caso tenemos

n—o0

lim fndV:/de/.
E E
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Para las demostraciones de estas propiedades, ver [8].

Esta integral también tiene un teorema de la convergencia dominada.

Teorema 2.4.3. (Teorema de la convergencia dominada). Sea (fn)nen una sucesion de fun-
ciones v-integrables que convergen a f v-c.t.p. Si g es una funcion v-integrable tal que
|ful < g, v-c.t.p, entonces [ es v-integrable y ademds

/ fdv = lim fndy para cada F € A.

n—oo

Demostracion. Ver [24], Teorema 10, Pagina 328. O

La integral de Bartle-Lewis como medida vectorial.
Dada una funcién f medible y v una medida vectorial, entonces la funcién pf : A — Y dada

por
- / Jdv,
FE

(i) ps es una medida vectorial para cada E € A la cual es absolutamente continua con
respecto a |[v/|.

cumple con las siguientes propiedades:

(i) La semivariacién de ps estd dada por

() = sp { / fldly |} Sara cada B € A

Iy |I<1
(iii) f es integrable con respecto a |v| siy solo si pf es de variacion acotada y en este caso

\prl(E /|f|d|1/| para cada E € A.

. Qué se puede decir sobre medidas vectoriales producto, teorema de Fubini y convolucion de
medidas vectoriales?

En 1967, Duchon y Kluvéanek en [23] introdujeron la nocién de productos tensoriales para
medidas vectoriales en espacios localmente convexos.

En la literatura ha habido una serie de documentos que trata con productos de medidas
vectoriales y Teoremas tipo Fubini para estos productos. Si las medidas involucradas no son
de variacién acotada, surgen dificultades sobre la integrabilidad de las secciones y la medi-
bilidad de la integral parcial. Parece que estas dificultades no surgen cuando los productos
son formados con respecto al producto tensorial inyectivo. Esto sugiere que el producto de
medidas vectoriales con el producto tensorial inyectivo puede ser la fuente mas prometedora
de buenos Teoremas tipo Fubini con respecto a productos de estas medidas.
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Teorema 2.4.4. (Teorema de la Medida Producto). Sean (2, A) y (', B) espacios medibles,
X,Y espacios de Banach, X®.Y el producto tensorial inyectivo de X eY ypu: A— X,
v : B — Y medidas vectoriales. Entonces existe una unica medida vectorial A : A ®@ B —

X®.Y tal que \(A x B) = n(A) ® v(B) para todo A € A y todo B € B.
Demostracion. Ver [23], pagina 110. O

Nosotros nos quedaremos con la versiéon del Teorema de Fubini dada por Donald Story en
[53] para medidas vectoriales borelianas regulares y para funciones continuas de valor real
definidas en S x T donde S y T son conjuntos compactos. Denotamos a este espacio por
C(SxT).

Teorema 2.4.5. (Teorema de Fubini) Sean S, T espacios compactos hausdorfianos, X e Y
espacios de Banach. Supongamos que u : bor(S) — X yv : bor(T) — Y medidas vectoriales.
SiheC(SxT), entonces

/SXTh(S,t)d(M R v)(s,t) = /S [/T h(s,t)dlu@)]] ® du(s).

St en adicion las medidas j1 y v son medidas regulares , entonces

/S Th(s,t)d)\(s,t) = / hs, (i v)(s, 1),

SxT

donde A es la unica medida boreliana regular obtenida de extender a p®wv de bor(S) x bor(T')

a bor(S xT).

Notemos que la segunda parte de este teorema implica un resultado de una medida producto
que se extiende a bor(S x T'). En [53] Story enuncia la existencia de una medida producto
cuando éstas son regulares. En la seccion de medidas vectoriales radonianas se demuestran
teoremas similares a los ya enunciados para todo bor(S x T'). Kawabe en [33] tiene enun-
ciados similares para medidas vectoriales 7-suaves. En ambos casos se define el producto de
convolucién de dos medidas vectoriales y sus propiedades.

En conclusién el estudio de la medida producto, Teorema de Fubini y producto de Con-
volucién en el caso de medidas vectoriales ha generado resultados parciales debido a las
dificultades que se presentan.

. Qué se puede decir del teorema del cambio de variable para esta integral?

Con la motivacién de desarrollar una transformada de Fourier sobre R™ para medidas vecto-
riales, notamos que un cambio de variable para la funcion f, especificamente una traslacion,
implicaria una medida vectorial invariante bajo traslaciones para que el valor de la integral
se siga manteniendo. Esto origina la siguiente definicion y el siguiente teorema.

Definicién 2.4.6. Sea (€2, .A) un espacio de medible, X un espacio de Banach y
v : bor(A) — X una medida vectorial. Diremos que v es invariante bajo traslaciones si
v(E +a) =v(E), para todo E € A.
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En el caso en que el espacio medible es (R", bor(R™)), las medidas vectoriales invariantes
bajo traslaciones estan determinadas por un vector que depende del espacio X, multiplo la
medida de Lebesgue. Mas especificamente en el caso de los espacios de Hilbert separables.

Teorema 2.4.7. (Medidas Vectoriales invariantes bajo traslaciones). Sea (R™, bor(R™), ) un
espacio de medida donde X\ es la medida de Lebesque. Sean H un espacio de Hilbert separable
y p:bor(R™) — H. Si p es invariante bajo traslaciones entonces pp = xo\, con xg € H.

Demostracion. Sea {e;};en una base ortonormal de H. Para cada j definimos escalarmente
una funcién v : bor(R") — C dada por v(A) =< u(A),e; >, que resulta ser una medida

invariante bajo traslaciones en bor(R™). Por lo tanto existe un ¢; € C talque < pu(A),e; >=
¢;A(A) para todo A € bor(R™). Ahora

n(A) = Z < u(A), €5 >= A(A) chej = A(A)zo,

donde zp = ) cje; € H y es independiente de A. Es claro que la serie ) cje; converge
j=1 j=1
puesto que
N A)
;cjej = NA) para A(A) # 0. O

2.5. Integral de Stefansson.

Para desarrollar esta seccién nos basaremos en [52]. Stefansson define el concepto de funcién
®-integrable. Su definicién es parecida a la definicion de la integral de Bochner.

En esta seccion (£2,.4) es un espacio medible, X, Y espacios de Banach sobre K, X' Y’ sus
respectivos duales, v : A — Y una medida vectorial o- aditiva y f : Q@ — X una funcion
v-medible.

Definicién 2.5.1. Una funcién f : Q@ — X v-medible es ®-integrable (en el sentido de
Stefédnsson) si existe una sucesién de funciones simples (f,,)nen de 2 en X tal que

i sup { [ 7w) = fuwld ovlf <o

O ly|I<1

Observacién 2.5.2. (i) Se puede demostrar de esta definicién que ([, fn ® dv) ey €8 una

sucesién de Cauchy en X®.Y.

(ii) Esta integral queda definida para cada E € A y por ser X®,.Y un espacio de Banach
el lim [, f, ® dv existe y es tnico.
n—oo

(iii) Si f es ®-integrable entonces [}, f ® dv es el vector tal que

/f®dl/:lim/fn®d1/.
E n—oo E
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(iv) Se puede demostrar que este limite es independiente de la escogencia de las (f;,)nen-

Propiedades
(i) Una funcién f v-medible es ®-integrable si y sélo si || f|| es v-integrable.
(ii) Si f es v-medible y acotada, entonces f es ®-integrable.

(iii) Sean f, g dos funciones v-medibles. Si g es ®-integrable y || f|| < ||g||- v-c.t.p, entonces
f es ®-integrable.

(iv) Si f es una funcién ®-integrable y definimos pp: A — X®.Y por pe(E) = [ f®dv,
entonces

lim E) =0, paracada E € A.
i #1 (B) P

Para las demostraciones de estas propiedades, Ver [52], Paginas 928 — 929.

Esta integral presenta también un Teorema de la Convergencia Dominada.

Teorema 2.5.3. (Teorema de la Convergencia Dominada). Sea (f,)nen una sucesion de
funciones ®-integrables que convergen a f v-c.t.p. Si existe una funcion g ®-integrable tal
que || fnll < |lgl| v-c.t.p, entonces [ es @-integrable y

n—oo

lim fn®d1/:/f®du, Eec A
E E
De hecho este limite es uniforme con respecto a E € A.

Demostracion. Ver [52], Teorema 3, Pagina 931. O

La ®-integral como medida vectorial

En [52] se demuestran los siguientes enunciados.

Proposicién 2.5.4. Sea f una funcidn ®-integrable y A : A — X®.Y definida por

AE) = /E f(w) ® dv(w),

entonces:

(i) A es una medida vectorial numerablemente aditiva.

(i) [AMI(E) =sup{[g |2’ o fldly" ov|: [/ <1, [ly'll <1}

(iii) A\ es de variacion acotada si y sélo si ||f|| es |v|-integrable, y ademds

A(E) = / 1l

Demostracion. Ver [52], Teorema 2, Paginas 929 — 931. O
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2.6. Integral de Bartle

Esta integral considera el caso de una funcién vector valuada y una medida vectorial cuyo
producto se hace a través de una funcién bilineal. Esta generalizacion permite mantener
algunas propiedades, pero otras se pierden. El Teorema de la Convergencia Dominada cambia
por un teorema de mayor restricciéon y se conoce como el Teorema de la Convergencia Acotada.
Resaltaremos algunas propiedades de la integral de Bartle. Para un mayor detalle en la
demostracién de estas propiedades ver [7] y [41].

En esta seccién (2,.A) es un espacio medible, X, Y, Z, espacios de Banach, b: X xY — Z
una funcién bilineal y continua, f :  — X una funcién (b, v)-medible y v : A — Y una
medida vectorial o-aditiva.

Definicién 2.6.1. Sea f : Q@ — X una funcién (b, v)-medible. Diremos que f es (b,v)-
integrable si existe una sucesion (f,,)nen de funciones simples tal que

(i) fu(w) converge a f(w) vy-c.t.p.
(ii) La sucesion { [, b(f,(w), dl/(w))}neN es una sucesion de Cauchy en Z para cada F € A.

Si f:Q — X es una funcién (b, v)- integrable, entonces la integral de f respecto a la funcion
bilineal b y la medida vectorial v es el vector

[ ). dvtw)) =tim [ (g, w), dviw)

donde (f,,)nen es una sucesién de funciones simples que satisface las condiciones de la defini-
cién anterior. El vector [ b(f(w),dv(w)) asi definido se llama la (b, v)- integral de Bartle.
Denotaremos por int,(§2, X) al conjunto de todas las funciones (b, v)- integrables. Este con-
junto es un espacio vectorial.

Definicién 2.6.2. Sean (€2, .A) un espacio medible, X, Y, Z espacios de Banach, b : X xY —
Z una funcién bilineal y continua y v : A — Y una medida vectorial o-aditiva. Diremos que
E € A es un conjunto v-nulo si ||v||,(E) = 0.

Definicién 2.6.3. Sean ({2, .A) un espacio medible, X, Y| Z espacios de Banach, b : X xY —
Z una funcién bilineal y continua y v : A — Y una medida vectorial o-aditiva. Una funcion
f:Q — X es - acotada si existe una constante M > 0 tal que ||f(w)|| < M para todo w
en un conjunto y,-nulo. Si f es v~ acotada, se define

[fllocs = If{M - [[f(w)| < M,w € E° y |[v[ls(E) = 0}.

Propiedades de la integral de Bartle
(i) La funcién H :int,y(Q, X) — Z dada por H(f) = [, b(f(w),dv(w)) es lineal.

(ii)) Si f : 2 — X es una funcién v,- acotada y (b,v)-medible entonces es f es (b,v)-
integrable y

éMﬂMAWMﬂswmwwmw»pMWMaEeA
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(iii) Si f es (b, v)- integrable entonces

lim b(f(w),dv(w)) =0, para cada E € A.
lvls(E)=0 J g

(iv) Sean (€2, A) un espacio medible, X, Y espacios de Banach, v : A — Y una medida
vectorial g-aditiva y f : 2 — R una funcién medible v-integrable. Entonces dado
x € X, la funcién vectorial (fz)(w) = f(w)x de 2 en X es (®,v)-integrable y ademas

/E(f(w)m) ®dv(w) =z ® /Ef(w)dl/(w), para cada E € A.

Demostracion. Las demostraciones (i),(ii) y (iil) son similares a las hechas en (2.5.9) y (2.5.10)
en [41]. Demostraremos (iv). La funcién fz es v medible ya que (zf,),en €s una sucesion de
funciones simples y por tanto

tim |z fu(w) — 2 f(w)]| = M a(fa(w) — f@)]| < ] i |fu(w) ~ f@w)] =0

n
Se puede probar que si f = > x;xg, es una funcién simple entonces

/E Fa(w) @ dv(w) = v © /E F(w)dv(w).

Por tanto ([, frz(w) ® dl/(w))neN es una sucesién de Cauchy ya que ([, fn(w)dz/(w))neN lo
es. La integrabilidad de f y fx nos permite concluir el enunciado. O]

Teorema 2.6.4. (Teorema de la Convergencia Acotada). Sea { f,} una sucesion de funciones
(b, v)- integrables de Q en X las cuales convergen vy-c.t.p a una funcion f: Q — X. Si existe
una constante M > 0 tal que || folloop < M vp-c.t.p, w € E°, entonces f es (b,v)- integrable

Y
/E b (w)dvlw)) = Tim [ b(f (). do(w)) para cada. B e 4

n—oo

Demostracion. Su demostracién es una generalizacién del Teorema 2.5.11 en [41]. O

La integral de Bartle como medida vectorial

Proposicién 2.6.5. Si f es una funcion (b, v)-integrable y definimos pus : A — Z dada por
pp(E) = [, b(f,dv), Entonces iy es una medida vectorial o- aditiva.

Demostracion. Ver [41], Teorema 2.6.11, Pégina 42. O

Observacién 2.6.6. (i) Cuando b es la funcién bilineal tensorial, la variacién y la semi-
variacion coincide con la dada por Stefansson en la proposicion 2.5.4
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(ii) En [42] se demuestra en el Teorema 8 (i7) que
(A % B) = [lul (A)][v][(B),

para todo A € bor(S) y B € bor(T), donde X\ es la medida vectorial radoniana o-
aditiva producto de las medidas vectoriales radonianas o-aditivas 1y v. Vamos a hacer
la demostracién de este teorema utilizando la proposicién 2.5.4. En efecto en el Teorema
7 en [42] se definié a A como

M@=AMmewx

donde F € bor(S xT)y E' ={s € S : (s,t) € E} es la t-seccién de E. Aplicando la
formula de la proposicién 2.5.4 a A X B tenemos que

IMMAxB)pr{éw%uMAxBYMWow&%IWHS1JWHS1}
:SUP{/WfOMKAMBﬂVOVKQIHfHS]wHVHél}
T

=am{lgfouW®ﬂdow&%IMWﬁlﬁwwél}
— sup{|’ o ul(A)ly 0 VI(B) : '] < 1. [yl < 1}
— LA I(B).

Observacién 2.6.7. Si Z = X®.Y y b : X xY — Z es la funcién bilineal tensorial
b(x,y) = x ® y entonces se acostumbra a escribir

[ . dvtw) = [ 1)@ dvfw).

Mostraremos con un ejemplo el célculo de la integral de Bartle para algunas funciones bili-
neales especificas, pero antes una definiciéon.

Definicién 2.6.8. Sean A = (a;;) y B = (b;;) matrices de tamanos arbitrarios. Definimos el
producto tensorial A ® B como la matriz dada por

Abyy Abig
A & B = Ab21 AbQQ

Por ejemplo,

2a 3a 4a 2b 3b 4b
2 3 4 a b\ |5a 6a Ta 5b 6b Tb
( )®< )_ 2c 3¢ 4de 2d 3d 4d
5¢ 6¢ T7c¢ bd 6d Td
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Ejemplo 2.6.9. Sean (R? bor(R?)) el espacio medible, f : R? — R? dada por f(z,y) =
(x +y,x—1y)y v:bor(R*) — R? dada por v(E) = (AM(F),,(E)) donde X es la medida de
Lebesgue y 4, es la medida de Dirac. Entonces

1. Sea la funcién bilineal b : R? x R? — R dada por el producto escalar b(x,y) = (z|y).
Entonces

/Eb(f,dl/):/Eb(f(l',y)ad()‘<x>y)75a(x7y)))
:/EK +)dA(z, ) + (3 — y)dou(x, )]

/E(m—kyd/\xy—I—/E L Y)-

2. Si la funcién bilineal b = ®, entonces

S
+
<
&
8
~ ~—

:/ ((fc’er)dA(%y) (

g \(z —y)dA(z,y) ( ,
(fE x +y)dA(z,y) fE(I—I—y)déa(x,
Je(@ —y)d\(z,y)  [o(r —y)doa(

que es lo que se espera ya que R? ® R 2 My, o(R).

3. Sean la medida vectorial y : bor([0,1]) — L'(\) dada por pu(E) = xg, A la medida de
Lebesgue y v la medida vectorial definida anteriormente. Estas medidas son radonianas,
la primera por ser A-continua y la segunda porque cada componente es radoniana.
Entonces la medida producto de y1y v, 3 es una medida de bor ([0, 1]xR?) en L' (\)®.R?,
dada por

8(8) = [ (B ault) = [ xm o dult) = () = (B, 5B,

4. Sean ([0, oo, bor ([0, 00]), A) un espacio de medida donde A es la medida de Lebesgue.
Consideremos v : bor([O, o)) — I? dada por

A (AN[i—1,4])
21//2 6i7

=1

donde {e;}°; define la base canénica de [*. Sea p la medida definida anteriormente y
calculemos /3, para un E € bor ([0, 1] x [0, 00)).

“MNE'N[i—1,i
B(E) = / w(E" @ dv(t) = / Xpt @ du(t Z 21;2 Z])ei.
[0,00) [0,00)

=1
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2.7. Medidas Vectoriales Radonianas y Aportes

En esta seccion describiremos el papel de las medidas vectoriales radonianas en el desarrollo
de la teoria de la medida y la integracién vectorial. Medida producto, Teorema de Fubini,
producto de convolucion y Teorema de Representaciéon de Riesz son algunos de los tépicos que
desarrollaremos en esta seccién. En el desarrollo de estos conceptos utilizamos la definicién
de la integral de Bartle en el caso en que la funcién bilineal es la funcién tensorial.

Definicién 2.7.1. Sean T" un espacio topolégico hausdorfiano y X un espacio de Banach.
Una o-medida vectorial v : bor(T) — X es radoniana, si @’ o v es una medida radoniana
con valores complejos para toda forma lineal 2’ € X'. Recordemos que si v : bor(T) — X es
una medida vectorial radoniana o-aditiva, entonces |z’ o v| es una medida finita con valores
reales.

De manera general, se demuestra en [42] una propiedad de regularidad para las medidas
vectoriales radonianas.

Teorema 2.7.2. Sea T un espacio topologico hausdorfiano. Una o-medida vectorial v :
bor(T) — X es radoniana si y solo si para todo conjunto boreliano B y todo € > 0 existe un
compacto K C B tal que ||v||(B — K) <e.

Demostracion. Ver [42], Teorema 3, Pagina 62. O

A continuacion enunciamos la siguiente proposicion que nos permite dar algunos ejemplos de
medidas vectoriales radonianas.

Proposicién 2.7.3. Sean (T,bor(T)) un espacio medible, X un espacio de Banach, pu una
medida radoniana positiva y finita y 5 : bor(T) — X wuna medida vectorial p-continua.
Entonces B es una medida vectorial radoniana.

Demostracion. Como [ es p-continua, entonces para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que si
p(A) < 6 entonces ||B||[(A) < €, para todo A € bor(T). Como p es una medida radoniana
finita entonces se tiene que para todo boreliano B y todo 0 > 0, existe un compacto K tal
que pu(B — K) < 0. Luego por la p-continuidad de f se tiene ||B][(B — K) < €, y por el
Teorema 2.7.2, 3 es radoniana. ]

Ejemplo 2.7.4. Sea ([0, 1],bor(]0,1]), ) un espacio de medida donde A es la medida de
Lebesgue. Definimos v : bor([0,1]) — L'(\) como v(A) = x 4. Entonces:

(i) v es una medida vectorial o-aditiva.
(ii) v es de variacién acotada.
(iii) v es A-continua, es decir si A(A) = 0 entonces v(A) = 0, A-c.t.p.
(iv) v es radoniana.
Ejemplo 2.7.5.

1. La medida inducida por la integral de Bochner es una medida radoniana si la medida
con respecto a la que se esta integrando es una medida radoniana finita.
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2. Nuevamente, sean © = [0,1], A = bor([0,1]) y A la medida de Lebesgue en [0, 1]. Si
E C [0,1] es un conjunto medible, definamos

A (E) :/Esin(2”7rt)dt,

y F : bor([0,1]) — ¢o por F(E) = (A(E))nen. Entonces F' es una medida vectorial
radoniana por ser la medida de Lebesgue finita en [0, 1] y ademdas F' es A-continua.

La Medida Producto y el Teorema de Fubini

En el caso vectorial, en [42] se enuncia y demuestra la existencia y unicidad de la medida
producto para valores en espacios de Banach separables. Lo enunciaremos a continuacion.

Teorema 2.7.6. (Teorema de la Medida Producto). Sean S y T espacios topoldgicos haus-
dorfianos y X e Y espacios de Banach separables. Sean p : bor(S) — X yv : bor(T) - Y
medidas vectoriales radonianas o-aditivas. Entonces existe solo una medida vectorial radonia-
na o-aditiva X : bor(S x T) = X®.Y tal que \(A x B) = u(A) @ v(B) para todo A € bor(S)
y B € bor(T).

Demostracion. Ver [42], Teorema 7, pagina 65. ]

También se tiene un teorema de Fubini cuando i y v son medidas radonianas con valores
en espacios de Banach separables X e Y respectivamente. En el enunciado que sigue A es la
medida radoniana producto dada en el Teorema 2.7.6. Teniendo en cuenta que si €2 es un
espacio topoldgico, una funcion f : 2 — R es boreliana si la imagen inversa de todo conjunto
boreliano es boreliano, entonces

Teorema 2.7.7. (Teorema de Fubini) Sean S y T espacios topolégicos hausdorfianos, X e
Y espacios de Banach separables y pu : bor(S) — X y v : bor(T) — Y medidas vectoriales
radonianas. St f : S X T — R es una funcion boreliana y acotada, entonces los siguientes
enunciados son verdaderos:

(i) fi: S — R definida por fi(s) = f(s,t) (t fijo) es u-integrable.
(ii) La funcidon vectorial t — [ fi(s)du(s) de T en X es (®,v)-integrable y

5
(iid)
SX/T f(s,t)dA(s,t) = /T </s ft(S)du(s)) ® du(t).

Un enunciado similar es valido para fs: T — R, f(t) = f(s,1).
Demostracion. Ver [42], Teorema 9, Pagina 67. O

El Producto de Convoluciéon de Medidas

Para generalizar lo hecho por Gémez y Restrepo en [29] con respecto al producto de con-
volucién, se necesitan dos detalles adicionales para definirlo en el caso vectorial. El primero
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la linealizacion de la operacion multiplicacion del dlgebra y el segundo una condicién de
continuidad sobre la linealizacion.

Sean X una algebra de Banach y S un grupo topoldgico con una topologia completamente
regular. Denotamos por m a la funcién multiplicacién (x,y) — m(z,y) = xy del dlgebra X.
Es claro que m es una funcién bilineal y continua, pues ||zy| < ||z|/||ly||. La linealizacién de

m se denotard por m y por tanto m(zr ® y) = xy. Si z = > T} ® Y, entonces
k=1

m(z) = Zm(xk R yp) = Zxkyk.
k=1 k=1

Un diagrama nos muestra lo que anteriormente hemos comentado.

X xX a > X

3l

~

X®X mx®y) =y

Haremos la misma hipdtesis que Kawabe hace en [33], es una hipdtesis ciertamente muy
fuerte que explicaremos en la observacion 2.7.11:

()]l x < |2 (2.1)

Esta hipotesis asegura que la linealizacion m : X ® X — X es continua respecto a la e-norma
en el producto tensorial y por tanto se puede considerar, como en efecto lo haremos, que m
es una funcién lineal y continua de X®.X en X.

Definicién 2.7.8. Sean S un grupo topoldgico y v v dos medidas radonianas en S con
valores en una algebra de Banach X que satisface la condicién (2.1). Sea A la medida rado-
niana producto definida en bor(S x S) y con valores en X®.X. El producto de convolucién
de estas medidas es la medida v = p* v : bor(S) — X definida por

Y(A) = o v(A) = 0 65(A) = TAG ™ (4)).

En [43] se demuestra que el producto de convolucién de dos medidas radonianas con valores
en una algebra de Banach que satisface la condicién (2.1) es una medida radoniana. (Ver
Teorema 6, Pégina 56.)

Debido al Teorema 2.7.7, los siguientes teoremas nos permiten calcular la integral de una
funcién boreliana y acotada con respecto al producto de convolucion y mostrar su unicidad.
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Teorema 2.7.9. Sean S un grupo topolégico, p y v medidas vectoriales radonianas o-
aditivas, definidas en bor(S) y con valores en una dlgebra de Banach X separable que satisface
la condicion (2.1). Si f : S — R es una funcion boreliana y acotada, entonces

/S F(@)d(p xv)(z) = / / F(st)dp(s)du ().

Demostracion. Ver [43], Teorema 8, Pagina 59. ]

Teorema 2.7.10. Sean S un grupo topoldgico, p y v medidas radonianas en bor(S) con
valores en una dlgebra de Banach X separable que satisface la condicion (2.1). Entonces
existe una y sélo una medida radoniana 7y : bor(S) — X tal que

[ 1@ = [ [ ssnduts)an)

para toda funcion boreliana y acotada f : S — R.
Demostracion. Ver [43], Teorema 8, Pagina 59. O

Para més detalles y propiedades del producto de convolucién ver [43].

Observacién 2.7.11. (i) Es fécil ver que m es una funcién lineal y continua con respecto

a la m-norma, es decir |m(z)|| < ||m(2)||- En efecto [[m(2)]| < > ||zg|l||vkll-
k=1

(ii) En general ||z]|e < ||z||x, pero la igualdad puede darse. Pisier en [40] demostré que
existen espacios de Banach separables tal que X®. X = X®,X. Para estos espacios
llamados espacios de Pisier vale que ||z||c = ||z||» para todo z € X ® X.

(iii) Existe una clase de dlgebras de Banach para los cuales ||[m(2)| < ||z|le. Si X = C(£2)
que es el espacio de las funciones continuas definidas en el espacio topolégico compacto
2 y con valores en K, entonces C(Q)®.C(£2) es isométricamente isomorfo al espacio de
Banach C(€2x ) de las funciones continuas de 2 x €2 en K con la norma del supremo por
medio de la isometria definida asi: si z = Y fr ® gx, se define J(2)(s,t) = > fu(s)gr(t)
- k=1

k=1
:’wEQ}.

(ver [21], Paginas 224 y 225). Entonces
(s,t) € 2 x Q} > [[m(2) | )

[ (2)lleq) = sup {

> fi(w)gi(w)

Por otro lado

n

> Fils)gn(t)

k=1

12lle = 17 (2)le@xa) = sup {

Por consiguiente, ||[m(z)|| < ||z]|.
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Teorema de representacion de Riesz
Recordemos que si §2 es un espacio topolégico compacto y J es una forma lineal continua en
C(€Q,K), entonces existe una y sélo una medida radoniana o-aditiva compleja p tal que

= /Qfdu,

para toda f € C(Q,K). Lo que estamos diciendo es que toda forma lineal y continua J es
representada por una medida radoniana compleja.

. Qué pasa en el caso vectorial?

En primera instancia, sean 7" un espacio topolégico compacto, C(T") el espacio de las funciones
continuas de T" en C con la norma del supremo, bor(T'), la o-algebra de los borelianos de T
y X un espacio de Banach.

Entonces la primera pregunta que nos hacemos es, toda medida boreliana representa a toda
forma lineal y continua J : C(T) — X7

La respuesta es si, toda medida boreliana  : bor(T) — X determina un operador continuo

f i /f )y

de C(T') en X. La continuidad se tiene ya que f al ser continua sobre un compacto es acotada
y medible por tanto f es integrable y ademas

H/f (”d“(t)H < 171l (7).

Ahora la pregunta es serd que toda forma lineal continua J : C(T) — X es representada
por una medida boreliana? En primera instancia, se puede demostrar que si J es una forma
lineal y continua y es representada por una medida boreliana, lo es por una y sé6lo una medida
boreliana, es decir, si i, v son dos medidas vectoriales radonianas de bor(T") en el espacio de
Banach X, J una forma lineal y continua de C(T") en X y J es representado por py v,
entonces p(F) = v(E) para todo E € bor(T'). Para contestar en que casos J es representado
por una medida vectorial radoniana, sean H un espacio de Hilbert y L(H) el espacio de los
operadores lineales y continuos de H en H. Si X = L(H) entonces J es representada por
una y sélo una medida radoniana. En concreto, si J : C(T') — L(H) es un operador lineal y
continuo entonces existe una y sélo una medida radoniana p : bor(T) — L(H) que representa
el operador J, es decir,

:/Tf(t)du(t), para toda f € C(T).

Por ultimo y no menos importante una aplicacion del teorema de representacion de Riesz
en el caso vectorial permite mostrar que ciertos operadores son representados por una clase
especial de medidas radonianas conocidas como las medidas espectrales y esto se conoce como
la versién integral del teorema espectral.
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Las siguiente figura muestra las relaciones entre las diferentes integrales.

El sentido de las flechas indica una generalizacién de las integrales correspondientes.

RELACIONES ENTRE LAS INTEGRALES DE BOCHNER,
BARTLE-LEWIS, STEFANSSON Y BARTLE

Integral de Bartle
(f vectorial, v vectorial, b funcién bilineal)
)
Integral de Stefansson
(f vectorial, v vectorial, funcién tensorial)

Integral de
Bochner Bartle Lewis
(f vectorial, p (f real, v

real finita) \ / vectorial)

Caso Clasico

Integral de

Figura 2.1. Relacion entre las diferentes integrales.

La siguientes tablas muestran las definiciones y algunas propiedades que poseen las diferentes
integrales. Resaltamos entre ellas el Teorema de la Convergencia Dominada, la integral como
medida vectorial, medida producto y Teorema de Fubini.
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Definiciones de integrabilidad para funciones medibles

Funcién Definiciéon
Una funcién p-medible, f: Q — X es Bochner-integrable si existe una sucesion (fy,)nen de
funciones simples tal que
tin [ 15~ fldu=0.
- n—oo [
g
< En este caso [}, fdu estéd definida para cada E € A por
<3
i}
[ sin= [ pudn
E n—oo E
donde || g [ndt ya es conocida previamente.
Sean f funcién escalar medible, Y espacio de Banach y v : A — Y una medida vectorial
o-aditiva. Diremos que f es v-integrable, si existe una sucesién de funciones simples tal que
fo(w) = f(w) v c.t.p y la sucesion ([}, fad)nen converge en la norma de Y para cada
E € A. El limite de esta sucesién de integrales estd definido como la integral de f con
respecto a v y sobre cada conjunto E € A, se escribe en simbolos
lim fndv = / fdv.
n—oo E JE
“ Definicién equivalente a: Diremos que f es v-integrable si f es y' ov-integrable para cada
% y €Y', es decir
4 [ 1l v <
— Q
g
ES y si para cada E € A existe un elemento de Y denotado por fE fdv, tal que
y ( / de) — [ it o)
JE JE
para cada y' € Y.
Una funcién f : @ — X v-medible es ®-integrable si existe una sucesion de funciones simples
(fn)nen de Q en X tal que
e { [ 15G) = uttary’ o 1} = o.
= Se puede demostrar de esta definiciéon que ( fQ fa® du)n oy €5 una sucesién de Cauchy en
% X®.Y, que esta integral queda definida para cada E € A y que el limite
]
i
g lim fn®d1/:/f®dy
es llamada la ®-integral de f sobre F con respecto a v.
Sea f: Q2 — X una funcién (b, v)-medible. Diremos que f es (b, v)- integrable si existe una
sucesion (fy)nen de funciones simples tal que
(i) fn(w) converge a f(w) vp-c.t.p.
(i) La sucesién
{ [ s avton |
E neN
)
E es una sucesiéon de Cauchy en Z para cada F € A.
53
m Si f:Q — X esuna funcién (b, v)- integrable, entonces La integral de f respecto a la funcion

bilineal b y la medida vectorial v es el vector

[ st dvw) =tim [ 7,0 dvtw)
E E

El vector asf definido se llama la (b,v)- integral de Bartle

Tabla 2.1. Definiciones de Integrabilidad
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2.8. Espacios L*

Una de las propiedades mas importantes en la teoria de las medidas vectoriales es la existencia
de derivadas de Radon-Nikodym de una medida vectorial con respecto a otra.

Esta propiedad tiene importantes implicaciones en el estudio de la compacidad débil en
espacios de funciones como el espacio Lebesgue-Bochner L'(u, X) donde (2,4, 1) es un
espacio de medida finito. Otra de las aplicaciones conocidas es el teorema de dualidad de
los espacios Lebesgue-Bochner LP(u, X') donde su dual respectivo es L?(u, X') siy sélo si X’
tiene la propiedad de Radon-Nikodym para p~' 4+ ¢! = 1. Ahmed en [4] prueba la existencia
de derivadas de Radon-Nikodym de medidas operador-valuadas con respecto a medidas reales
no negativas.

Estos problemas surgen naturalmente en el estudio de sistemas de control gobernados por
ecuaciones diferenciales en espacios de Banach y manejados por medidas vectoriales o medidas
operador- valuadas. Para mayor detalle ver [3] y [4].

En esta seccion definiremos los espacios LP para la integral de Bochner, la integral de Bartle-
Lewis y la integral de Stefansson. Definiremos los L (v, X, Y') para funciones vector valuadas
y medidas vectoriales y demostraremos que ellos disfrutan de propiedades como la densidad
y separabilidad, lo cual los hace unos buenos espacios. Estos resultados han sido enunciados
en [44].

Los espacios Lebesgue Bochner LP(u, X). Integral de Bochner.

Para desarrollar esta primera parte nos basaremos en [21].

Observacion 2.8.1. En lo que sigue tener presente la relacién de equivalencia f ~ g si
f(w) = g(w) p-c.t.p.

Definicién 2.8.2. Sea 1 < p < oo. El simbolo LP(u, X) (= LP(§2, A, 1, X)) representa (las
clases de equivalencia) las funciones p-medibles f que son Bochner integrables, tales que

/ 1 IPdy < oo,
Q

El simbolo L>(u, X) (= L>(9, A, 11, X)) representa (las clases de equivalencia) las funciones
p-medibles f que son p-acotadas, es decir las funciones f para las cuales existe una constante
M > 0 tal que

p{w € Q= [|f(w)]| > M}) = 0.

Se puede mostrar que para 1 < p < oo, LP(u, X) es un espacio vectorial y que la igualdad

T Y D il<p<oo
WX b (M || f(w)]| € M, w e E°, u(B) =0} sip=oc

determina una funcién de LP(u, X) en R.
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Definicién 2.8.3. Sea (£2,.4) un espacio medible. Diremos que A es una o-dlgebra numera-
blemente generada si existe un conjunto de cardinal numerable F € A tal que la o-dlgebra
generada por F es igual a A, es decir, o(F) = A.

El siguiente teorema muestra varias de las propiedades que poseen estos espacios.

Teorema 2.8.4. Sea (2, A, u) un espacio de medida finita. El espacio LP(u, X) tiene las
siguientes propiedades:

(i) Sea 1 <p < oo. ||fllr(ux) es una norma. Con esta norma LP(p, X') es un espacio de
Banach.

(i) Sea 1 < p < oo. El conjunto de funciones simples integrables forman un subespacio
denso de LP(u, X).

(iii) Sea 1 < p < o0. Si A es numerablemente generada y X es un espacio separable,
entonces LP(u, X) es un espacio separable.

(iv) Sea X un espacio de Hilbert con producto interno {.,.). Entonces L*(u1, X) es un espacio
de Hilbert con el producto interno dado por

Ug>=[}ﬂwxaw»wmw;ﬁgeL%mx)

(v) Para 1 <p < q< oo, tenemos que

L(p, X) C L9(p, X) C LP(p1, X) C L', X).

Corolario 2.8.5. Sean (2, A, ) un espacio de medida finita, (f,)nen una sucesion en LP(u, X)
y f e LP(u,X) tal que
1 1, = fll o) = 0.

Entonces eziste una subsucesion convergente (fn, Jken de (fn)nen tal que
klim fnk (w) = f(w)7 = c.t.p.
—00

Demostracion. Este resultado es consecuencia del teorema de la convergencia dominada y de

la propiedad (i) del teorema 2.8.4. ]
Observacién 2.8.6. (i) Si 1 < p < oo, entonces las funciones simples pertenecen a
k
LP(p, X). Ademas, si f = ) x;Xg,, es una funcién simple entonces
j=1

k 1/p
11w (uxy = (Z IIxiju(Ej)) :
7j=1

(ii) Si p = oo las funciones simples medibles pertenecen a L>(u, X). Si f tiene la forma
anterior entonces

1f oo o) = max{{lz;]| - j € {1,2,... k}, p(E;) > 0.}
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(i) Si 1 < p < o0, h € LP(u) y x € X, entonces la funciéon f : Q@ — X dada por
fw) = zh(w) € LP(p, X) y tiene norma || f|/zr(u,x) = ||Z||x[|Allzr(w)- Se denota por
f=xh.

Proposicién 2.8.7. (Desigualdad de Hélder) Sean (2, A, ) un espacio de medida finita y
1 <p< oo tal que %+% =1.8 felP(u,X)yge Li(u,X) entonces

/Qllf(w)llxllg(w)\lxdu(w) < N llzw a3 191l o) -

Demostracion. Basada en la desigualdad de Young. O

En algunos casos el teorema de Radon-Nikodym falla para la integral de Bochner.

A continuacién definiremos cuando un espacio de Banach X tiene la propiedad de Radon-
Nikodym (PRN) con respecto a un espacio de medida finita y cuando X tiene la PRN.

Definicién 2.8.8. Sea (2, A, ;) un espacio de medida finito. Se dice que un espacio de
Banach X tiene la propiedad de Radon- Nikodym (PRN) respecto a (2, A, ) si toda medida
vectorial g-aditiva de variacién acotada y p-continua G : A — X admite una derivada de
Radon-Nikodym f, es decir si existe una funcién Bochner integrable tal que

G(F) = /Efdu, para todo E € A.

Definicién 2.8.9. Sea X un espacio de Banach. Diremos que X tiene la propiedad de Radon-
Nikodym si X tiene la propiedad de Radon-Nikodym con respecto a todo espacio de medida
finita.

Ejemplo 2.8.10. (Ejemplos de espacios que tienen la propiedad de Radon- Nikodym.)
1. Todo espacio de Hilbert separable.
2. Lo espacios de Banach con dual separable.

3. Los espacios de Banach reflexivos.

Ejemplo 2.8.11. (Ejemplo donde la PRN falla.) Sean (2, A, 1) el espacio de medida finito
dado por ([0, 1], bor(]0, 1]), A), con A la medida de Lebesgue en [0, 1] y X el espacio de Banach
co. Para E C [0, 1] un conjunto Lebesgue- medible, definimos

A(E) —/Esin(2"7rt)dt.

Sea F' : bor([0,1]) — ¢ dada por F(E) = (Au(E))nen. En [21], Ejemplo 10, Pagina 50 se
muestra que no existe f Bochner integrable tal que

F(E) = / Fd,

es decir, que la propiedad de Radon- Nikodym falla para cy.



Espacios LP 45

Una aplicacién del teorema de Radon-Nikodym se ve en el siguiente teorema. Ver [21], P4gina
98 .

Teorema 2.8.12. Sean 1 < p < oo, tal que p~! + ¢~*

X' su dual. Entonces

= 1. Sean X un espacio de Banach y

(LP(p, X)) = L, X'),

si y solo si, X' tiene la propiedad de Radon-Nikodym con respecto a .

Demostracion. Ver [21], Péginas 97-100. O

Corolario 2.8.13. Sea 1 < p < o00. 51 X es un espacio de Banach reflexivo entonces
(L7(u, X)) = L(p, X')

donde p~t + ¢t = 1.

Espacios LP(v) y LP (v). Integral Bartle-Lewis.

En esta seccién definimos dos tipos de espacios LP. Hablaremos primero de los espacios que
cumplen las condiciones (i) y (ii) de integrabilidad de la Definicién 2.4.2. Estos espacios seran
denotados por LP(v). Los espacios que sélo cumplen la condicién (i) de la Definicién 2.4.2
seran denotados por LP (v).

En 1975 Kluvanek y Knowles utilizaron la definicién de Lewis y definieron en [35] el espacio
L'(v) como el espacio de las funciones v-integrables que satisfacen las condiciones (i) y (ii)
de la Definicion 2.4.2.

Sanchez en [47] extiende la definicién de L'(v) a espacios LP(v).
En lo que sigue, si f ~ g siy sélo si f(w) = g(w) v-c.t.p, es decir f ~ g siy sélo si

[[({w € Q: f(w) # g(w)}) = 0.

Definicién 2.8.14. Sean p = 1, (2,.A) un espacio medible, Y un espacio de Banach y
v : A — Y una medida vectorial o-aditiva. El simbolo L'(v) (= L}(Q,A,v,Y)) representa
(las clases de equivalencia) las funciones medibles f que son integrables con respecto a v tal
que

sup { [ [fwlaly 011} < o (22)

ly'll<1

Para extender el concepto de 1 < p < oo, Sanchez utiliza la siguiente definicién.

Definicién 2.8.15. Sean 1 < p < o0, (£2,.4) un espacio medible, Y un espacio de Banach
y v : A — Y una medida vectorial o-aditiva. Diremos que una funcion escalar medible es
p-integrable con respecto a v si |f|P es v-integrable.
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Definicién 2.8.16. Sean 1 < p < oo, (£2,.A) un espacio medible, Y un espacio de Banach y
v : A — Y una medida vectorial o-aditiva. El simbolo LP(v) (= LP(2, A, v,Y)) representa (las
clases de equivalencia) las funciones medibles f que son integrables de orden p o p-integrables

tal que
sup {/ | fIPd]y o y\} < 0. (2.3)
ly<1 UJo

Observacién 2.8.17. Sea p = oo. Definimos como L>®(v) (= L*(2, A, 1, Y)) las funciones
medibles que son v-acotadas, es decir aquellas funciones medibles para las cuales existe una
constante M > 0 tal que

[ (fw € Q= |f(w)] > M}) = 0.

Por el teorema de Rybakov, para cada medida vectorial v existe un vy € Y’ tal que v es
|y’ o v|-continua. Debido a este teorema, los conjuntos en donde ||v|| es igual a cero coincide
con aquellos donde |y o 1| es igual a cero, por tanto, L>°(v) coincide con L*(|y’ o v|) y por
eso este espacio no sera considerado.

Adicionalmente, Sdnchez demuestra que para 1 < p < oo la expresion

1/p
Pdly o
IISPIS)I{(/QW v V‘) }

es una norma y la denotaremos como || f|zr().

La desigualdad de Holder para esta integral se enuncia a continuacion.

Teorema 2.8.18. (Desigualdad de Holder). Sea 1 < p < oo tal que p~* + ¢t = 1. Si
feLP(v)yge Liv), entonces

Supl/Q \fgldly ov| < | fllzeay gl Lagw)-

lly'lI<
Demostracion. Es una aplicacion de la desigualdad de Young. O]

Teorema 2.8.19. Los espacios LP(v) tienen las siguientes propiedades:
(i) Sea 1 <p < oo. Con la norma definida anteriormente, LP(v) es un espacio de Banach.
(i) Sea 1 < p < 0. El conjunto de las funciones simples es denso en LP(v).

(iii) Sea 1 < p < co. Entonces LP(v) C L'(v).

Demostracion. Ver [47], Proposicion 4, Pdginas 909-911. O

Observacion 2.8.20. (Respecto a la dualidad de LP(v), para 1 < p < o0). Sean p y ¢ tales
que p~ '+ ¢~ = 1. Gracias a la desigualdad de Holder, Sdnchez en [47] muestra que L4(v) se
puede identificar con un subespacio de (LP(v))’. Sin embargo L4(v) y (L*(r))’ no coinciden.
Para mayor detalle ver [47], Pdgina 915.
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Espacios LP (v)
En 1993 Stefansson en [51], define funcién de valor escalar medible como débilmente v-
integrable, si para todo y' € Y/, f es y o v-integrable.

Definicién 2.8.21. Sea p = 1. El simbolo L. (v) (= LL(9, A, 1, Y)) representa (las clases
de equivalencia) las funciones medibles que son débilmente v- integrables con la norma

I fllzy o) = sup {/ !f!d|y’ou\}.
lylI<t LJ@Q

En [19], para 1 < p < oo se define el espacio L (v).

Definicién 2.8.22. Sea 1 < p < oo. El simbolo L (v) (= LP (2, A,v,Y)) representa (las
clases de equivalencia) las funciones medibles que son débilmente integrables de orden p, es
decir las funciones medibles tal que |f|P es débilmente integrable con la norma

1/p
I fllze, ) = sup (/ |f|Pd]y’ o V]) .
lly'[I<1 Q

Teorema 2.8.23. Sea p € [1,00). Los espacios LP (v) tienen las siguientes propiedades.
(i) LP(v) es un espacio de Banach con la normas dadas en las definiciones 2.8.21 y 2.8.22.
(ii) LP(v) es un espacio de Banach que contiene a LP(v) como subespacio cerrado.

(i) Las relaciones en estos espacios son
LP(v) C LE(v) C L. (v), LP(v)cC L'(v)C L.(v).

Demostracion. Ver [51], Teorema 9, Paginas 227-228. O

Espacios LP(v,X,Y) y Lf (v, X,Y). Integral de Stefansson.

Para desarrollar los aspectos tedricos de estos espacios nos basaremos en [14], [15], [51] y [52].
En lo que sigue debemos tener en cuenta que f ~ g si f(w) = g(w) v-c.t.p.

Habré resultados que comparten la misma demostracion pero nosotros aclararemos esto en
cada propiedad.

Stefdnsson en [52] define el espacio L'(v, X,Y).

Definicién 2.8.24. Sean (€2, .A) un espacio medible y X, Y espacios de Banach. Sean f : 2 —
X una funcién v-medible y v : A — Y una medida vectorial o-aditiva. El simbolo L!(v, X,Y")
(= LY(Q, A, v, X,Y)) representa (||v||-clases de equivalencia) las funciones f v-medibles, que

son ®-integrables tal que
sup {/ ||f||d|y’oz/|} < 00. (2.4)
ly'i<t (Ve
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Para la siguiente observacién nos basamos en [14] y [52].

Observacion 2.8.25. (i) Laexpresién dada en 2.4 es una norma y con esta norma L' (v, X, Y")
es un espacio de Banach.

(ii) Notemos quesiY = R entonces L'(v, X, R) = L' (v, X) que es el espacio de las funciones
Bochner integrables.

(iii) Si X =R entonces L'(v,R,Y) = L'(v) que es el espacio de las funciones v-integrables.

Teorema 2.8.26. Sean X,Y espacios de Banach yv : A — Y una medida vectorial o-
aditiva. Entonces L'(v, X,Y) es separable si y solo si A es numerablemente generada y X es
separable.

Demostracion. Ver [14], Teorema 4, Pagina 9. O

Corolario 2.8.27. Si X = R, entonces L'(v, X,Y) = L'(v) es separable si y sdlo si A es
numerablemente generada.
SiY = R entonces L'(v, X) es separable si y sélo si X y A es numerablemente generada.

Ver 2.8./.

En [15] Chakraborty y Basu extienden la definicién de Stefansson para 1 < p < oo. Nosotros
haremos una adaptacién equivalente a lo hecho en [15].

Definicién 2.8.28. Sean 1 < p < oo, v una medida vectorial o-aditiva y f una funcién
v-medible vector valuada. Diremos que f es ®- p integrable o ®- integrable de orden p si
| f|I” es v-integrable.

Definicién 2.8.29. Sean 1 < p < oo, (£2,.4) un espacio medible, XY espacios de Banach.
Sean f : Q — X y v : A — Y una medida vectorial o-aditiva. El simbolo LP(v, X,Y)
(= LP(Q, A, v, X,Y)) representa (||v|-clases de equivalencia) las funciones f v-medibles que
son integrables de orden p y tal que

sup { [ 17tw)1ray ovifw) ) < o

v lI<1

Observacién 2.8.30. La expresion

(?ﬁ% AL ”““”}) " sup { ([1seray o y|<w>)1/p} ,

es una norma y la denotaremos por || f||zr(,x,v)-

Para el teorema siguiente, presentamos en detalle una demostracién siguiendo los lineamientos
dados por Stefansson en [52].

Teorema 2.8.31. Sean 1 < p < oo, (2, A) un espacio medible, X,Y espacios de Banach y
v:A—Y esuna medida vectorial o-aditiva. Entonces LP(v, X,Y') es un espacio de Banach.
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Demostracion. Sea (fy)nen una sucesion de Cauchy en LP(v, X,Y), es decir dado € > 0 existe
un ng tal que si m,n > ngy entonces

1/p
| fo = fnllLrwxy) = (SUP {/ [ fr(w (w)||Pdly’ o v|(w )}) < e
lly'lI<1

Luego (fn)nen es una sucesién de Cauchy en LP(|y' o v|, X) para cada y' € Y’ con ||y/|| < 1.
Esto es

1/p
1= Fullisgon = (/ () = Fnw)|Pdly’ o v(w >) <e

Como LP(|y'ov|, X) es un espacio de Banach entonces esta sucesién de Cauchy es convergente.
Denotaremos por f, el limite de (f,,)nen en LP(|y o v|, X).

Vamos a demostrar que ese limite es tnico para todo ||y|| < 1. Por el teorema de Rybakov
podemos encontrar un ||2’[| < 1 tal que v es |2/ o v|-continua. Como (f,),en converge a f,
|z’ o v| c.t.p entonces existe un conjunto E,, € A que tiene medida |2’ o v|(E,) = 0 y una
subsucesion (f,,) de (f,) tal que

k;lirgo fnk (w) = fz’ (’LU),

para w € E¢,. Si aplicamos el argumento anterior para (f,, ) vy para cualquier ||y/|| < 1, existe
un conjunto £, € A de medida |y’ o v| cero y una subsucesién (fy, ;) de (f,,) tal que

jlilgo fnk,j (’LU) = fy’ (w>7

para w € Ey. Entonces f.(w) = fy(w) para w € (Ey, U E./)°.
Puesto que

[y ov|(Ey U E) = |y ov|(Ey) + Iy o v|(Ex) < [IVI[(Ex) = 0,

por ser v, |z’ o v|-continua. Por tanto f,, € LP(|y' ov|,X) v fo = fy |y o v|-c.t.p. Luego
fer € LP(ly o v|, X) para todo [ly'|| <1y

1/p
m || for = fallo,xy) = (Sup {/ 1fr = fm(w)|["dly" o v|(w )}) = 0.

n—oo y ||<1
Sea f = f,.. S6lo nos queda demostrar que f € LP(v, X,Y). En efecto

| fllerw,xyy < f = fallerwxyy + [ fallzee,x,y) < oo. O

Proposicién 2.8.32. (Desigualdad de Hélder). Sean 1 < p < oo tal que % + % =1, (2, 4)
un espacio medible, X,Y espacios de Banach y v : A — Y wuna medida vectorial o-aditiva.
Si felP(v,X,Y)yge LY (v, X,Y) entonces

sup { [ 17@)llelgtwlsaly’ o v1(w) ) < 1ol

v’ lI<1
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Demostracion. Nos basaremos en la desigualdad de Young donde

P b 1 1
ab<a—+— a,b>0, —+-=1.
p q p g
En este caso sean
£ ()l . I C))
[ fler@w,x.v) 19/ £o(w,xv)
Entonces L
ap { [ MOy} <11y
lly’lI<1 Q ||f||LP(u,X,Y)||g||L‘1(u,X,Y) p q
Asi

owp { [ U@t s i@} < 11l

ly'lI<1

[]

Teorema 2.8.33. Sean 1 < p < oo, (2, A) un espacio medible, X,Y espacios de Banach y
v:A—Y esuna medida vectorial o-aditiva. El conjunto de funciones simples es denso en

LP(v, X,Y).

Demostracion. Sea f € LP(v, X,Y’), como consecuencia del teorema de medibilidad de Pettis
existe una sucesién de funciones (f,,)nen v-medibles que toman solamente una cantidad a lo
méas numerable de valores tal que || f, — f|| < 1/n, v-c.t.p. De ahi

I <2 (1p+ ).

“pfmwme<w

ly'I<1JQ

Como ||v||(£2) < oo entonces

Ademas || f,||” es v-integrable por [51], Proposicién 5. Con lo anterior y por [36], Teorema 2,

tenemos que
i s { [ a0l <o
vl (& —>0||y H<1

lim {/Wﬁmemyow}z
vII(E)—0 Hy ||<1

o0
= E xnmenm I
m=1

donde E, N En; =0 sik # jy xpm € X. Por la ecuacién anterior para cada n, podemos
escoger un p, lo suficientemente grande tal que

en particular

Escribiendo

Iv11©)

swp [y vl <
U Enm n

lly'lI<1
m=pn+1
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Pn
Asi, si ¢p = > TpmXE,,,, tenemos que
m=1

Kﬂf—%Wﬂym4ST{lﬂf—hWﬂyow+Aﬂh—¢M%Woﬂ}

o P
n Q m=pn+1
Para cada 3 € Y’. Tomando el supremo sobre todos los ||¢/|| < 1,
v|[(€2
“p/Wf—@wwyows2pﬂJ%l+/; | full7dly o v]
ly i<t /e n U Enm
pn+1
<o [HVH(Q) N ||V||(Q)}
np n
Luego
lim ||f — énllr@,x,y) = 0,
n—oo
y se completa la prueba. O

Teorema 2.8.34. Sean 1 < p < oo y (2, A) un espacio medible donde la o-dlgebra es
numerablemente generada. Si X es un espacio de Banach separable entonces los espacios
LP(v, X,Y) son separables.

Demostracion. Sea D un subconjunto denso y numerable de X. Como A es numerablemente

generada entonces existe un conjunto denso numerable @ C A. Consideramos entonces la
n

coleccién de todas las sumas finitas ) ¢;xp, en donde ¢; € D y D; € Q. Esta coleccién es
j=1

numerable y estd contenida en el espacio LP(v, X,Y"). Vamos a demostrar que esta coleccién

es un subconjunto denso. Sean f € LP(v, X,Y) y € > 0. Como el conjunto de las funciones

n
simples es denso en LP(v, X,Y’), entonces existe una funcién simple g = > a;x 4, tal que
j=1

If = gllerxy) <

Wl ™

n

Suponemos que g se escribe como ) a;x4, donde cada A; € A. Vamos a demostrar que
j=1

para esta funcién g, existen ¢; € Dy D; € F tal que

9— Z qj XA,
j=1

En efecto, como X es separable para cada «; podemos escoger un g; tal que

2€
< —,
- 3

LP(v,X,Y)

€
_ gl <
I3 =0l < 3y
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para 1 < 7 < mn, y por ser A numerablemente generada tenemos que

ep

2n3p[r’

sup / Xa, — xo,ldly 0 1] <
ly'[I<1JQ

donde 5 = sup ||¢;||. Entonces
1<j<n

n n p n n p
> aixa, — > aixo, = sup / > ajxa, — D aixn,|| dly oVl
— — lyi<iJe || —
J J LP(1,X)Y) J J
= sup / Z leixa, — gixo,l[Pdly o v
lly'l<1 Qj:l
= 8sup Z/ HanAj + Q;XD; — QjXD; — quDijd]y’ ov|
i<t 5= Ja
< sup 3 [ flay P, = o, i o]
ly'[I<1 j=1 Q
+ s 3 [ oy = g o, dly' o v
”Z/Hgl j=1 Q
P
<2S
S 2%
Hf Y " aixo, = 1f = gllrwxy) + || D ixa, — > axo,
Jj=1 LP(1,X,Y) j=1 J=1 LP(1,X,Y)
<e
Esto demuestra que los espacios LP(v, X,Y") son separables. O

Corolario 2.8.35. Si X = R entonces LP(v) es separable si A es numerablemente generada.
Si Y =R entonces LP(v, X) es separable si y sdlo si A es numerablemente generada y X es
separable.

Teorema 2.8.36. Sea 1 < p < co. Entonces LP(v, X,Y) C L'(v, X,Y).

Demostracion. Ver [15], Remark 2, Pagina 91. O

Observacion 2.8.37. (Respecto a la dualidad de LP(v, X,Y)).
En este espacio la dualidad de los espacios LP(v, X,Y) falla debido a lo hecho por Sénchez
en [47] cuando X = R.

Observacién 2.8.38. Sea p = co. Sean (£2,.A) un espacio medible, X, Y espacios de Banach
f: € — X una funcién vector valuada r-medible y v una medida vectorial de A en Y.
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(i) Diremos que f es una funcién v-acotada, si existen una constante M > 0 y un conjunto
E € A con |[V||(E) =0, tal que || f(w)|| < M para todo w € E*.

(ii) Definimos el espacio L*(v, X,Y") de las funciones f (|v||-clases de equivalencia) que
son v-acotadas. En simbolos

L>®(v, X,Y) ={[f] : f esv acotada}
{1 f )l < M, w e E |[v][(E) = 0.}
{

T Il (w e Q= f(w)]| > M) = 0}

(iii) La expresién
f{M - [ fw)]| < M, w e E [v[|(E) = 0.}
es una norma y la denotaremos como || f| re@,x,y) ¥ con esta norma se puede probar
que L*(v, X,Y) es un espacio de Banach.

(iv) Debido al teorema de Rybakov v tiene una medida de control que es la medida |y o
v| para algin ' € Y’. Se dice que v es |y o v|-continua. Los conjuntos en donde
| f(w)]| > M para ||v|| y |y o v| coinciden. Por lo tanto el espacio L (v, X,Y) coincide
con L>®(|y’ o v|,X) que es el espacio Lebesgue Bochner de las funciones f que son
|y’ o v]-acotadas para 3y’ € Y. Por eso este espacio no lo tendremos en cuenta.

Espacios L? (v, X,Y).

A continuacién definimos los espacios L (v, X,Y) tomando un camino analogo a lo hecho
por Sénchez en [47]. Resaltamos propiedades de estos espacios como densidad, separabilidad
y completez.

A pesar de la existencia de una desigualdad de Hélder, el estudio de duales para estos espacios
exhibe algunas patologias. Haremos algunas observaciones sobre la dualidad de los espacios
LP (v, X,Y).

Sea 1 < p < ooy f una funcién v-medible. Recordemos que f es ®-integrable de orden p si
| f||P es v-integrable, es decir:

(i) |If||” es ¢/ o v-integrable para cada 3y’ € Y'; es decir

/ | fIIPd|y’ o v| < oo, para cada y' € Y.
Q

(ii) Si para cada E € A existe un elemento de Y, denotado por [, || f||Pdv, tal que
v ([1sirar) = [11a o0, paa cada yf € v
E E

La clave para definir los espacios L (v, X,Y") es andlogo a lo que hizo Sdnchez en [47] y es
que f € L2 (v, X,Y) siy sélo si f cumple la condicién (i). A estas funciones las llamamos
funciones ® débilmente v-integrables de orden p.
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Definicién 2.8.39. Sea 1 < p < oo. Sean (£2,.4) un espacio medible, XY espacios de
Banach, f : Q2 — X una funcién v-medible vector valuada y v : A — Y una medida vectorial
o-aditiva. Entonces una funcién f es ® débilmente integrable de orden p si || f||? es débilmente
v-integrable.

Definicién 2.8.40. Denotamos por L} (v, X,Y) (= LL(Q, A, v, X,Y)) al espacio de (||v|-
clases de equivalencia) las funciones v-medibles que son ® débilmente integrables y para
l<p<oo, L2(v,X,Y) (= LP(QA v, X Y)) al espacio de (||v]-clases de equivalencia) las
funciones v-medibles que son @ débilmente integrables de orden p, es decir las funciones v
medibles tal que || f||” € L. (v). Con la norma

1/p
1y = am{/wmwwom} |
ly/[|<1 Q

LP (v, X,Y) es un espacio de Banach.

Mostraremos que LP(v, X,Y') es un subespacio cerrado de L? (v, X, Y').

Teorema 2.8.41. Sea 1 < p < oo. Entonces LP(v, X,Y) es un subespacio cerrado de
LP (v, X,Y).

Demostracion. Sean f € LP (v, X,Y) v (fm)men una sucesion de funciones v- medibles en

LP(v, X,Y) que converge a f en L2 (v, X,Y). Entonces (|| fn||?)men es una sucesién de fun-
ciones medibles en L'(v). Si definimos

pnlE) = [ falPdv, v u(E) = [ 1P,
E E
entonces i, vy i son medidas vectoriales o-aditivas y por tanto

[ ttm (E) — (B < |t — pl| (E) — 0,

ya que
lttm — p|(E) = sup {/ N £nll” = N[ £IPId]y o V‘}
lvi<1 \JE
< sup { [ 1= sl o}
lvi<1 \JE
= lfn = flzoxy) =0
cuando n — oo. Asi || f||P € L*(v) y por tanto f € LP(v, X,Y). O

Con todo lo establecido podemos ver que
LP(v,X,Y)C LP (v, X,Y)C L. (v, X,Y)

LP(v,X,Y)C L"v,X,Y) C LL(v, X,Y).
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Observacion 2.8.42. Las propiedades que tienen que ver con separabilidad y desigualdad de
Holder se cumplen y sus demostraciones son iguales a las dadas para los espacios LP(v, X,Y').

Demostraremos que el conjunto de funciones simples siempre es denso en L (v, X,Y') pues
éste tiene una ligera modificacién con respecto a los espacios LP(v, X,Y).

Teorema 2.8.43. Sean 1 < p < oo, (2, A) un espacio medible, X,Y espacios de Banach y
v:A—Y esuna medida vectorial o-aditiva. El conjunto de funciones simples es denso en
LP (v, X,Y).

Demostracion. Sea f € LP (v, X,Y'), como consecuencia del teorema de medibilidad de Pettis
para medidas vectoriales, existe una sucesién de funciones (f,)neny v-medibles que toman
solamente una cantidad a lo mds numerable de valores tal que || f, — f|| < 1/n, v-c.t.p. De
ahi

1
I <2 (7P + ).

como ||v]|(£2) < oo entonces

o / 1 fullPdly’ o v] < oo,
1JQ

lly'll<

es decir f, es ®- débilmente integrable de orden p. Podemos demostrar que

lfim  sup /anXEde\y/OV’:O
Q

IwI[(E) =0 1y <1

para cada F € A. En efecto, escribiendo

fn = Z Tnm X Enm
m=1
donde E,y, N E,; =0sik #jy xpm € X, obtenemos para cada ' € Y’ lo siguiente:
/ [ faxel"dly’ o v| = / Z 1T IPX Bmnedly’ o V]
Q Q=1

oo
=2 / |l X Bl o V)
m=1 Q

=) lzaml?ly o v (Eun 0 E)

m=1
<N tamlPly o vl (E)
m=1
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Tomando el supremo sobre ||y/|| < 1, obtenemos

sup / VullPdly o v] < sup S Iy’ 0 ] (E)
1JQ

Iyl Iy l<1 =
[ee]
= sup |y o v (E) Y [zl
ly/lI<1 o

= [V[| (B) D lznmllP — 0
m=1

cuando ||v||(E) — 0.

Por lo anterior tenemos que para cada n, podemos escoger un p, lo suficientemente grande
tal que

v|[(Q2
o [ ey o <
ly'[I<1 U Ewm n
m=pn+1
Pn
Si dp = > TpmXE,,,, tenemos que
m=1

— ¢, ||Pd ' o < QP —npd/o — o, |Pd '
[ 1= sulraly ol < {/QHf lPdly o+ [ 1. = sulPdy ur}

o P
[11(€) /
S 2p - + xn XEnm d|y, © V’ )
[ n @ m=zpn:+1 "
para cada y’' € Y. Tomando el supremo sobre todos los ||| < 1,
lv||(©2
Sl / If — oulpay o) <2 [PAED [y gty o
lyi<tJ/e n U Enm
pn+1
<o [llVH(Q) N ||VH(Q)]
np n
Luego
lim || f — ¢nHL{;(u,X,Y) =0,
n—oo
y se completa la prueba. O

Observacion 2.8.44. (i) Si p es una medida real finita, v una medida vectorial o-aditiva
entonces podemos establecer diferentes relaciones entre los espacios LP, paral < p < oo.
Las siguientes figuras muestran las relaciones entre los espacios LP.
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(f vectorial, p real finita)

(i)

(i)

L (v, X,Y)
(f vectorial, v vectorial)

L2 (p, X) Ly, (v)

‘\
(f real, v vectorial)
T () —

Figura 2.2. Espacios LP

LP(v, X,Y)

!

Lr(v)

!

LP(p)

Figura 2.3. Espacios LP

Si X es una algebra de Banach, la desigualdad de Holder se modifica de la siguiente
manera:

Proposicién 2.8.45. (Desigualdad de Hélder) Sea 1 < p < oo tal que %+ % =1.5
fel’(v,X,Y)yge LY (v,X,Y) entonces

owp { [ 17ty o0} < i ol

lv'l<1

Respecto a la dualidad de los espacios L? (v, X,Y’). Para mostrar la siguiente observa-
cién, empezaremos por dar las siguientes definiciones dadas en [35].

Definicién 2.8.46. Sea Y un espacio de Banach. Diremos que Y posee la propiedad

o0
B-P si dada una sucesion (y, )nen tal que > | (¥, y,) | < 0o para cada ¢’ € Y’ hay un
~ n=1
elemento y € Y con y = > y,.
n=1
Si Y es un espacio de Banach entonces Y tiene la propiedad B-P si y sélo si Y no
contiene una copia isomérfica de c¢g.

Como consecuencia de esto tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.8.47. Sea Y un espacio de Banach con la propiedad B-P yv : A — Y una
medida vectorial o-aditiva. Si f es una funcion escalar medible y' o v- integrable para
cada y' € Y' entonces f es v-integrable.
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Demostracion. Ver [35], Teorema 1, Pagina 31. O

Con esto en mente si X = R entonces los espacios L2 (v) = LP(v) y debido al ejemplo
hecho por Sanchez en [47], vemos que en estos espacios hay dificultades para caracterizar
el dual.

Adicionalmente si Y tiene la propiedad B-P, podemos concluir que LP(u, X,Y) =
LP (v, X,Y) puesto que el teorema anterior es aplicado a la funcién medible de va-
lor real || f]|P.



Capitulo 3

Convergencia de Medidas y Analisis
de Fourier

En este capitulo estudiaremos la convergencia fuerte y la convergencia débil de medidas.
Dichos conceptos estan ligados a propiedades de aproximaciéon y continuidad.

Podemos empezar por decir que este capitulo es uno de los mas importantes de este docu-
mento. Tocaremos dos topicos importantes que se desarrollan en el analisis arménico y teoria
de la medida: Convergencia de medidas y analisis de Fourier en el caso vectorial. En este
capitulo se mostraran resultados nuevos que permitiran aplicaciones directas a operadores
pseudodiferenciales en el caso vectorial y el desarrollo del analisis de Fourier para medidas
vectoriales que no son invariantes bajo translaciones.

Estableceremos relaciones entre la convergencia fuerte y débil y la convergencia de medidas
con respecto a la semivariacion.

3.1. Convergencia Fuerte de Medidas

Denotaremos por M, (A, X) al espacio de las medidas vectoriales o-aditivas y por M, .qq4(A, X)
al espacio de las medidas vectoriales radonianas o-aditivas.

Observacién 3.1.1. Sea (2, .A) un espacio medible. Hemos visto del Teorema 2.1.7 que
M, (A, X) es un espacio de Banach con la norma de la semivariaciéon. Diremos que una
sucesion (py)neny C My (A, X) converge a u € My (A, X) con respecto a la semivariacion, si
dado € > 0, existe un ng tal que si n > ny, entonces ||u, — p||(2) < e.

Definicién 3.1.2. Sean (€2,.A) un espacio medible, X un espacio de Banach, (p,)nen C
M, (A, X) una sucesién y p € M, (A, X). Diremos que la sucesiéon (pu,)nen converge fuerte-
mente a i (f, —» ) si

lim /i, (A) = p(A),

n—o0

para todo A € A.

29
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Se puede probar que si (i, )neny converge a p con la norma de la semivariacién entonces
L —> L.

Proposicién 3.1.3. Sean (2,.A) un espacio medible, X un espacio de Banach, (jin)nen C
My (A, X) una sucesion y u € My(A, X). Si p,, = p entonces para todo A € A eriste una

constante C'y > 0 tal que
[1n(A)] < Ca

para todo n.

Demostracion. Sea A fijo. Como p, — iy X es un espacio normado, entonces (i )nen €S
una sucesion de Cauchy en X y toda sucesion de Cauchy es acotada; es decir, existe una
constante C'y > 0 tal que

[ (A)]] < Ca,

para todo n, dandose asi la prueba. n

Definicién 3.1.4. Sean (£,.A4) un espacio medible y (f4)men C Mo raa(A, X) una sucesion

de medidas. Diremos que la sucesion (fi,, )men €s uniformemente acotada si sup ||, ||(€2) < oo.
m

Teorema 3.1.5. Sean (S,bor(S)) y (T,bor(T)) espacios medibles y X,Y espacios de Ba-
nach separables. Sean (fim)men C Mg rada(bor(S), X) una sucesion y pp € Mg raa(bor(S), X),
(Un)nen C Mg raa(bor(T'), X) una sucesion y v € Mgy rqa(bor(T), X).

(1) Si (im)men son uniformemente acotadas y fi,, — p entonces
/ i (BY) @ du(t) > / W(E") ® dv(t).
T T

(i) Si v, — v con respecto a la semivariacion entonces

/T,u(Et) ® dv,(t) > Lu(Et) ® dv(t).

cee . . S .
(iii) S7 (fm)men son uniformemente acotadas, fi, — 1 Y vy — v con respecto a la semiva-
riacion entonces

lim Hm [ g, (E") @ du,(t) = / w(EY @ dv(t) = lim Hm | pn,(E") @ dv,(t).
T

Demostracién. Demostremos (i). Sea E € bor(S x T) y Et = {s € S : (s,t) € E} la
t-seccién de E. Entonces E' € bor(S). Definimos las funciones ggm,gr : T — X como
9em(t) = wm(EY) y ge(t) = u(EY). En [42] se demostré que estas funciones son débilmente
borelianas. Debido al Teorema de Pettis y por ser X un espacio separable, estas funciones son
fuertemente v- medibles. Ademas gg ,, es una sucesién de funciones (®, v)-integrables al ser
v-medibles y uniformemente acotadas. Por hipdtesis gg,(t) — gg(t). Por tanto el teorema
de la convergencia acotada permite concluir que gg es (®, v)-integrable y

m—r0o0

lim Tum(Et) ® dv(t) = /T,u(Et) ® dv(t),
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para cada E € bor(S x T).

Demostremos (ii). Sean E € bor(S x T'). De manera analoga a la propiedad anterior gg(t) =
w(E") es una funcién v-medible y ademds es acotada ya que ||[u(EY)| < ||p/|(S) < oo. Por
tanto la funcién gg es integrable con respecto a v y con respecto a v, para cada n. Debido
a la condicién de integrabilidad, para cada n podemos definir la medida vectorial o-aditiva
producto

Bu(E) = / W(EY) ® dvy (1)

y la medida vectorial o-aditiva producto

B(E) = [ n(E) @ vt

entonces

18.(E) - B(E) xo.y = H [ ey an® - [ wE) e

- ‘ /TM(Et) @ d(vy — v)(t)

< llgzllccllvn = vII(T) = 0,

X®.Y

X&. Y

por hipétesis y se sostiene para todo E € bor(S x T). Por tanto §,(E) = B(E).

Demostrar (iii) es consecuencia de los enunciados (i) y (ii). O

Recordemos que 6 es la operacion del grupo topolégico S y m es la linealizacién de la fun-
cién multiplicacion del algebra y A la medida producto de i y v. Definimos el producto de
convolucién de 1 y v como

wxv(A) = m(A(G”(A))),
para A € bor(S).

Teorema 3.1.6. Sean (S,bor(S)) un espacio medible donde S es un grupo topoldgico y X
una dlgebra de Banach separable. Sean (in)nen C Mo raa(bor(S), X) una sucesion de medidas

uniformemente acotadas y pr € Mgy rqa(bor(S), X). Si pu, > 1 entonces

[ % V3 [ % V.

Demostracion. Sea E € bor(S) y A, A las medidas producto dadas por

M(E) = [ m(EY @), NE) = [ ulE) o )
T T
Por definicion del producto de convolucion tenemos:
[pn * v(E) — pxv(E)| = [[m(6,)(E) —m(0\)(E)||

< [16:,(E) — 6:(B)|
< [ = NEE))]
< €

Debido al Teorema 3.1.5 parte (i). O
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A continuacién definiremos el operador convolucion de medida.

Definicién 3.1.7. Sean (S, bor(.S)) un espacio medible donde S es un grupo topolégico y X
una algebra de Banach separable. Sean p, v € M, qa(bor(S), X). Definimos por
T, : Mgyraa(bor(S), X) — Mgy raa(bor(S), X) dada por u — T,(u) = p* v el operador

convolucion de medidas.

De acuerdo al Teorema 3.1.6 se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 3.1.8. Sean (S,bor(S)) un espacio medible donde S es un grupo topoldgico y
X wuna dlgebra de Banach real separable. Sean (tn)nen C M raa(bor(S), X) una sucesion
uniformemente acotada, j1,v € Mg qa(bor(S), X), conv fija y T, el operador convolucion de
medida. Si ju, = p entonces

T, (pin) = T, (1)

3.2. Convergencia Débil de Medidas

El concepto de convergencia débil surgié con Alexandrov en [6]. Una motivacién fue la geo-
metria de cuerpos convexos y el concepto de cargas.

Definicién 3.2.1. Sean T un espacio topolégico, bor(T') la o-dlgebra de los borelianos de
T, X un espacio de Banach, (u)nen C M (bor(T), X) una sucesion y p € M, (bor(T), X).
Diremos que (ji,)nen converge débilmente (p, — i) a la medida p, si

hm/f Ydpin () /f )du(t), para toda f € Cy(T),

donde Cy(T') es el espacio de las funciones continuas y acotadas de T" en R.

De la definicién anterior pareciera que hubiera una dualidad entre el conjunto de las funciones
continuas y acotadas y el conjunto de las medidas vectoriales. La siguiente observacién va
enmarcada hacia esa aclaracion.

Observacién 3.2.2. (i) Obsérvese que la funcién

(fopt) = / £(t)dut)

es una funcién bilineal de Cy(T") x M, (bor(T), X) en X.

(ii) Diremos impropiamente que la funcién bilineal asi definida es una dualidad entre Cy(7") y
M, (bor(T'), X), por lo cual escribiremos (Cy(T), M, (bor(T), X )). Esta funcién permite
identificar cada medida vectorial p con el operador lineal L, € L(Cy(T),X) definido

por Ly(f) = (f, 1)-

(iii) En general yu — L, no es sobreyectiva.

(iv) Cuando X = R se puede probar una dualidad en sentido propio (Cy(T"), M, (bor(T))).
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Los siguientes teoremas enuncian la convergencia débil de la medida radoniana producto y
del producto de convolucion de medidas vectoriales radonianas.

Teorema 3.2.3. Sean S, T espacios topologicos y X,Y espacios de Banach separables. Sean
p € Mg raa(bor(S), X) yv € Mg raa(bor(T),Y) y (ftn)nen C Mo raa(bor(S), X) una sucesion
de medidas uniformemente acotadas. Si [i, — [ entonces j, @V — 1 @ v.

Demostracion. Sea h € Cy(SxT). Las funciones g, (t) = [ he(s)dpn(s) y g(t) = [ he(s)dp(s)
son v-medibles y ademaés g, (t) — g(t), por h1p0t681s La sucesion (gn)neN es uniformemente
acotada por ser (fi,)neny una sucesién de medidas uniformemente acotadas. Por el Teorema
de la convergencia acotada

/Tgn(t)@)dy(t) :/T(/Sht(s)dun(s)) ®du(t)—>/Tg®dV:/T(/Sht(s)du(s)) ® dv,

y por el Teorema de Fubini, Teorema 2.7.7 tenemos que

/SxTh(Svt)d(:“n@V)(S,t):/T</ hy(s)dp(s )@du —>/ (/ )) ® dv

:/S Th(s,t)d(u@@v)(s,t)-

Por tanto i, ® v — 1 ® v. O]

Teorema 3.2.4. Sean S un grupo topoldogico, X una dlgebra de Banach separable, u,v €
M raa(bor(S), X) v (ttn)nen C Mo raa(bor(S), X) una sucesion de medidas uniformemente
acotadas. St i, Bt W entonces [, * v Rt IR

Demostracion. Sea f € Cy(S) y definimos h(s,t) = f(st) para todo (s,t) € S x S entonces
h € Cy(S x S). Por el Teorema 7 en [43] se tiene que

m(/sxsh(std)\ )/f A+ 1)(2)
m(LXSh(stdAst> /f Al v)(x).

Por la continuidad de m tenemos que:
lim 77 (/ h(s,t)d)\n(s,t)) —m </ h(s, £)dA(s, t)) ;
n SxS SxS

/f A(jin + 1) (z H/Sﬂ:c)dwwm)

es decir,

y por tanto hemos mostrado que f, * v — f1 % v O
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Observacion 3.2.5. Se puede demostrar que si (i, )nen converge a p con respecto a la norma
. . .« s w
de la semivariacién entonces f,, — fi.

Observacién 3.2.6. (Sobre la nocién de convergencia débil). En algunas situaciones em-
parentadas con la convergencia débil es conveniente recurrir a la nocién de convergencia en
el sentido de las distribuciones. Para ello miremos el siguiente ejemplo. Consideremos dos
cargas ubicadas sobre el eje real una de ellas ubicadas en el origen y separada de la otra por
una distancia que llamaremos €. Cada una de estas cargas tiene ordenada la del origen —1/e
y la otra 1/e. La carga total que la vamos a denotar v, tiene la siguiente férmula

1 1
Ve = _56 - _507
€ €
donde 9, es la medida Delta de Dirac en x y cuando ¢ — 0, v, no es una medida. Si
utilizaramos la convergencia débil de medidas entonces para toda f boreliana y acotada

tendriamos lo siguiente

e—0 € e—0 €

i 2 ([ 0.~ [ ) =1imy 500 - 1000) = 10),

lo cual no podria ser pues no tenemos ninguna garantia de que las funciones involucradas
tengan derivada. Pero si usamos algo mas general como las distribuciones donde ¢ € C*°(R),

entonces
o B09) = (00,0) _ . 6(6) = 6(0)

e—0 € e—0 €

= ¢'(0) = do(¢') = —05(0).

Por supuesto la informacién precisa sobre la convergencia puede ser capturada con la nocion
de convergencia de distribuciones como se muestra en la anterior observacion.

3.3. Transformada de Fourier de una Medida Vectorial

Este es el segundo tépico a desarrollar. Haremos una extension de la nocion de transformada
de Fourier para el caso vectorial. Para desarrrollar varias de sus propiedades haremos uso de
las integrales de Bochner, Bartle-Lewis y la integral de Bartle para funciones bilineales.

En esta seccién el espacio de Banach es complejo y (R™, bor(R™)) es un espacio medible.

Todas las propiedades y definiciones que expondremos a continuacién son validas para el
Toro I1".

Definicién 3.3.1. Sean (R™, bor(R™)) un espacio medible, X un espacio de Banach y
v : A — X una medida vectorial o-aditiva. Definimos la transformada de Fourier de v, como
la funcién 7 : R® — X dada por:

ﬁ(() _ /n 6727rz'<x,(>dy(l.)'
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Observacién 3.3.2. Esta funcién estd bien definida ya que ||Vl < [|¢||(R"). Como
f(x) = e #™<%¢> o5 una funcién continua y acotada entonces es v-integrable y ademés

[(OI < lIw[[(R™),

si tomamos el supremo sobre todos los ¢ € R™ entonces ||7]|~ < ||V]|.

Proposicién 3.3.3. Sean p,v € M(bor(R"), X), donde X es un espacio de Banach. Enton-
ces se tienen las siquientes propiedades:

() ptrv=pn+7.
(i) ap = aji, para o € K.

Demostracion.

o —

WO = [ ey iv@) = [ T [ ) = a0 a().

@i©) = [ e Ciape) = a [ e du(e) = afil0) 0

Los dos siguientes teoremas nos muestran la transformada de Fourier de la medida producto
y el producto de convolucién para medidas vectoriales radonianas o-aditivas.

Teorema 3.3.4. Sean X,Y espacios de Banach separables, p € Mg qa(bor(R"), X), v €

M raa(bor(R™),Y). Entonces la transformada de Fourier de la medida producto ;1@ v es
una funcion de R™ x R* en X®.Y y cumple la siguiente iqualdad

L@v(¢,¢) = hK) ®v(()

Demostracion. Sean z,y,(, (" € R". Gracias al teorema de Fubini y que la funcién tensorial
es una funcion bilineal, tenemos

—

OGO = [ e s ) (o,
R” xR”
:/ </ 672m’<m,4>6727ri<y,g“/>d,u ) ®dV
6—27ri<y,C'> </ 6—2m<m,(>dlu ) ® dV
T @ avty) = [ Q@ vy
n R™
Q)® / e () = () © P(C). m

n

I
2 S~ 5

Teorema 3.3.5. Sean X wuna dlgebra de Banach separable y p1,v € Mg qa(bor(R™), X).
Entonces la transformada del producto de convolucion de p y v, (u*v) es una funcion de
R"™ en X y cumple la siguiente 1gualdad

—

(1 v)(€) = (v (C)-



66 Convergencia de Medidas y Analisis de Fourier

Demostracion. Por el Teorema de Fubini

@ = [ ([ e ) ava)
_ / (/ e—?ﬂi<x,ﬁ>e—i<x’,<>dlu(x)) du()
_ /n o 2mi<a’ (> (/n 6—2m’<x,<>du(x)> dv (')

:/n o= 2mi<a’, (O dv(z) = a(¢)v(0). O

Definicién 3.3.6. Sean (R", bor(R")) un espacio medible, X una &lgebra de Banach con
unidad e, a € R™ y A € bor(R"™). Definimos la medida vectorial Delta de Dirac d,, como:

5.(A) = e siac A
)0 siag A

El cero corresponde al elemento nulo de la algebra de Banach X.

Observacién 3.3.7. Se puede demostrar que la delta de Dirac asi definida es una medida
vectorial o-aditiva y ademéds radoniana.

Teorema 3.3.8. Sean X una dlgebra de Banach y p € Mg yqq(bor(R™), X). Entonces para
todo A € bor(R™) se cumplen las siguientes propiedades:

(i) pxda(A) = p(A—a).

(ll) (5 *x (Sb( ) = 6a+b(A>-

(iil) p* 0 = 0 % o = p, donde €' es la identidad de R™.
) o

(iv) 0g(z) = ee™<9>_ Sia = ¢’ entonces 0y () = e.

Demostracion. (i) Por la Proposicién 3 de [43] se tiene que
pesa(A) = [l = o)1)
_ / (A — 1)do,(1) + / H(A — 1)d, (1)
R —{t} {t}

=e(A —a) = (A - a).

(ii) Haciendo p = ¢, tenemos para un A € bor(R™) que
0o * Op(A) = 0,(A — ),
pero

e silae€ A—b

5a(A_b):{O siag A—b’
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lo que implica que
e sia+be A

MA_b)Z{o siat+bg A

Luego d, * 0p(A) = d416(A).

(iii) La identidad ¢’ en R" es el cero 0, asi que

fr# 0 (A) = p(A+€') = p(A+0) = p(A).
(iv) Por propiedades de la delta de Dirac se tiene que
5u() = / emI<TC> 45 (() = eemi<ma>,
Ahora si a = ¢’ = 0, entonces do(z) = ee~<¥0> = ¢ = ¢. O
Por tdltimo queremos demostrar una cota para la semivariacién del producto de convolucion.

Proposicién 3.3.9. Sean S un grupo topoldgico, X una dlgebra de Banach y j1,v € M rqa(bor(S), X).
Entonces

e+ v[[(S) < |l (S)Iw1[(S)-

Demostracion. Sean (Ag)i<k<n una particién de S'y 2’ € X’ tal que [|z’[] < 1. Se puede
mostrar que (01(Ag))" es también una particién de S para todo t. Recordemos que m es la
linealizacion de la funciéon multiplicacion m de la algebra de Banach X, m : X x X — X
dada por m(z,y) = xy. Entonces

n n

Dl opxv(Ap) =) |2 oo br(A)|

k=1 k=1

< Do =Y 1A (Al
< Zstlelg (O CANNVI(S)

< lS)III(S).

[ty @ o)

Tomando el supremo sobre todas las particiones de S y sobre los ||z/|| < 1 se tiene que

vl < full[v ]l O
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3.4. Fourier: Integral de Bochner

Esta seccién es un caso particular de la seccién anterior. Aqui consideraremos las funciones
vector valuadas Bochner integrables con respecto a la medida de Lebesgue.

Téngase en cuenta que la funcién 7, f(x) = f(x — a) es una funcién Bochner integrable, si f
es Bochner integrable.

Si v tiene densidad f con respecto a la medida de Lebesgue A, es decir si dv = fd\ entonces
podemos definir la transformada de Fourier de f de la siguiente forma.

Definicién 3.4.1. Sean (R",bor(R™),\) un espacio de medida donde A es la medida de
Lebesgue, X un espacio de Banach complejo y f : R" — X. Entonces la transformada de
Fourier de f, f, es una funcién de R™ en X definida por

flo) = [ e pa)ina).

Proposicion 3.4.2. Para la transformada de Foum’erf se cumplen las siguientes propieda-

des:
(@) [[flle < NS lzrir)-
(ii) Si f € L'(\, X) entonces f es continua.

(iii) f,g € L'\, X), entonces [, fgd\ = Jan FGAN, si X es una dlgebra de Banach con-

mutativa.
(iv) Sea X wun espacio de Hilbert complejo. Si f € L*(\,X). Entonces f e I’(\X) y
1 lz200x) = 1f ez, 30)-
Demostracion.
17O —‘/ e 2mSEe f(x)dA(x) S/ le™m<2¢> f () || dA ()

- [ @l
Rn
= 1 fllzroan0-
Tomando el supremo ¢ € R, se tiene que

[ fllse < I[f1l2rnx)-

Denotamos por f: F(f). Lo anterior muestra que la funcién transformada de Fourier F de
LY\, X) a L>=()\, X) es acotada y de norma menor o igual a 1.

Para demostrar la segunda propiedad nos basaremos en el teorema de la convergencia do-
minada para la integral de Bochner y utilizaremos el hecho de que si (,, — ¢ implica que
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f((n) — f(() cuando n — oo, entonces f es continua. En efecto, sea (Cn)nen tal que ¢, — ¢
cuando n — oo.

Para cada n, definimos g,(z) como g, (z) = e~2™<%¢> f(z). Entonces g, es una sucesién de
funciones Bochner integrables tal que g, — g donde g(z) = e 2<%¢> f(x). Por otro lado
llgn(2)]] < || f(z)]| que es Lebesgue integrable por ser f Bochner-integrable. Por el teorema
de la convergencia dominada entonces

lm f(G,) = lm [ e 275> f(2)d\(x)

n—o0 n—00 Jpn

~

- / e f(a)d (@) = F(O)

Esto prueba la continuidad de f

Para la tercera propiedad tenemos:

~

Qa0 = [ | [ e fmam)] son)
-/ { I e—2m<x7<>g<odx<<>] F(@)dA(x)
- [ 5@ @),

R

Demostremos la cuarta propiedad. Sea X un espacio de Hilbert. Entonces la transformada F
se extiende a un isomorfismo sobre L?(), X) la cual es denotada nuevamente con F. Ademds
si f,g € L*()\, X), entonces se tiene la férmula de Plancherel

(ﬂg)m(x,){) = (flg) 20,

donde (.|.) es el producto interno de X. Sean f = > xixg, ¥ ¢ = Y YrXr, funciones simples.
i=1 k=1
Usando el teorema de Plancherel para el caso escalar tenemos que

(f19)20) = D (@iXE [ueXm) r2ox) = Y (XE,

@)L?(,\,X) ($z|yk)

= Z(XEZ- XFk)L2(>\,X) (ilyx) = <f|g>L2(>\,X)-
ik
Entonces | f|| r2ovx) = ||fllz2nx) para funciones simples. Como el espacio de las funciones
simples es denso en L?()\, X), F se extiende continuamente a una isometria en L*(\, X) y
usando la féormula de Plancherel se sostiene la extension. ]

Proposicién 3.4.3. Sea h € R™ y definamos (1,f)(x) = f(x — h). Entonces

mf(¢) = e F(Q).
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Demostracion. Recordemos que f y 7, f son funciones Bochner integrables. Entonces por el
Teorema 2.3.5 tenemos que

W 0=
= / eI f(y)dA(y)

= ¢ (),

6_2m<m74>7'hf<$>d>\($) _ / 6—27ri<x,(>f(x _ h)d)x(a:)

n

por el cambio de variable y = x — h. O]

A continuacién definiremos el producto de convolucién de dos funciones.

Definicién 3.4.4. Sea (R™, bor(R™), A) un espacio de medida, donde A la medida de Lebes-
gue. Sean X una &lgebra de Banach compleja y f,g € L*(\, X). Definimos el producto de
convolucion de fy g, f * g como una funcion de R™ en X definida por

frg(r) = - flz —y)g(y)dA(y).

Proposicién 3.4.5. Sea X una dlgebra de Banach. Sean f,g,h € L'(\, X). Entonces se
cumplen las siguientes propiedades:

(i) fxg=gx[f (Si X es una dlgebra de Banach conmutativa).
(i) (f*g)xh=[fx(gxh)

(iii) f*(g+h)=fxg+[fxh

i) If *agllrox) < flleroxollgllzronx

(v) fxg=fg.

Demostracion. Calculos directos permiten demostrar (i), (ii), (iii). Demostraremos (iv). Pri-
mero que todo se puede demostrar que |7, f| r(nx) = || fllzr(2,x). Entonces

I *aloo = [ 17 <s@lara = [ | [ 5t = natmars| o)
< [ | 1= illsmiaxm)] i)

- [\ - y>udA<x>] lo(w)laA()

n

-[ 1] ||f<u>|rdx<u>} lo(w)laA()

:/R Iflzr oo llg@lldAy) = 1 £l oux L9l zrax
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Para demostrar la quinta propiedad necesitamos el teorema de Fubini y el teorema del cambio
de variable.

o = [ e f e gopine)

I
T
Q)

e | [ e = gatari)] axe)

- /R e et { | fle- y)g(y)dk(y)l dA(x)

= /R e fr —y) [ / ) 62”<y’<>g(y)dk(y)] dA(z)

= [ e o - A = [ e fug(Odaw

n

haciendo el cambio de variable u = x — y. O]
Proposicién 3.4.6. Sean 1 < p < oo. Si f € L'\, X) y g € LP(\, X) entonces f*x g €
LP(A, X) y

If*gllzeonx) S N flleroxllgllzeonx)-

Demostracion.

1f * gllronx) = ’ - fW)a(. —y)dA(y)

LP(\,X)

< . 1fW)g(. = Y llzrrx)dN(y)
< . 1FW)Ig(- = )l x)dA(Y)
= llgllzr(nx) /Rn 1f WA Y) = 1 fl21 0 llgll e x)- O

La siguiente proposiciéon muestra un célculo del producto de convolucién cuando ambas tienen
funcion densidad.

Proposicion 3.4.7. Sia y v son medidas vectoriales con densidad f y g respecto a la medida
de Lebesgue, entonces

ap % vy(B) = /B £ * g(s)AA(s),

para todo B € bor(R™) y g(t) = g(—t).
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Demostracion.

asu(B) = [ afB=0dn) = [ as(B-0g0ixe

n

:/Rn {/Btf(s)d/\(s)] g(t)dA(t) :/Rn [/B f(s+t)dA(s)] g(t)dA(t)

L[ st = naoano| axes
_ / £ 5()dA(s). 0

Esta proposicién nos permite concluir que ay * v, tiene como densidad a f * g con respecto
a la medida de Lebesgue.

3.5. Fourier: Integral de Bartle-Lewis

Recordemos que las medidas vectoriales invariantes bajo translaciones son un multiplo vecto-
rial de la medida de Lebesgue en espacios de Hilbert separables. En [19], Delgado y Miana dan
una definicion diferente de medidas vectoriales invariantes bajo translaciones y con ello Blas-
co y Calabuig en [9] y [12] desarrolla una transformada de Fourier para funciones f € L'(v)

y f€Lyv).

Nosotros desarrollaremos esta seccion sin considerar la definicion dada por Miana y Olvido lo
que convierte a esta teoria en un analisis armoénico no invariante. Desarrollaremos esta teoria
para funciones f € L'(v).

Definicién 3.5.1. Sean Y un espacio de Banach complejo y v € M, (bor(R™),Y"). Definimos
la transformada de Fourier de f como la funcién f : R" — X dada por

~

flo = [ e fgavty).

Teorema 3.5.2. La transformada de Fourier es una funcién que va de L*(v) en L*°(R™,Y)
tal que

[flloe < ANl 21 )

Demostracion. Sea y' € Y'. Como ¥’ es un operador lineal y continuo tenemos que

[ e ity o))
< / eI fy)ldly' o vi(y)

~

Y o f(O] =

< . |fW)ldly o vi(y)
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Tomando el supremo sobre los ||y/|| < 1, tenemos que

~

LA < 121w

y luego tomando el supremo sobre los ( tenemos que

[fllse < N llzrw)-

Teorema 3.5.3. Si f € L'(v) entonces f es continua.

Demostracion. Sea ((,)nen una sucesién que converge a ¢ y para cada n definamos g,(x) =
e 2mi<e:6n> (7). Entonces |g,(z)] < |f(x)| donde |f(z)] es una funcién v-integrable ya que f
lo es. Por el teorema 2.4.3, g(z) = e 2™<%¢> f(z) es v-integrable y

lim gndy:/ gdv.
R’ﬂ n

n—oo

Asi f(Cn) — f(() cuando n — oo v por tanto f es continua. O
Definicién 3.5.4. Diremos que M es un mddulo si para cada f € My g € L'()\), donde

A es la medida de Lebesgue, tenemos que f* g € M con || f * gl|lm < ||[7-f|lmllgll1n) para
z € R™. Con esto, definimos el producto de convolucién de f y g como

f*gly) = . fly — 2)g(2)dA(2).

Teorema 3.5.5. Sea f € LL(v) y g € LY(\), entonces

—_—

fxg() = T/z?(C)L}u(u)/g\(C)Ll()\)

Demostracion.

e 2T £y g(y)dv(y)

n

fxg(C) =

s | gy g | an)
.

n

e~ 2mIY=EC f () [/n 62“<Z’<>g(2)d)\(2)} dv(y)

n

T —r— s

e-2m’<y—z,C>f(y — z)jq\(C)Ll(,\)dV(y)

n

/Rn 6_2m‘<y—z,é“>f(y — z)du(y)) 9oy

= 7. f(Q)rr ) 9(C) (- O

I
7~
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El siguiente teorema muestra que LP(v) y L2 (v) son M-mddulos.

Teorema 3.5.6. Sea 1 <p<oo. Si f € LE(v) yge L'()\) entonces fxge LE(v) y

1 * gllnw) < N7 fllee o llgllz -

Adicionalmente si f € LP(v) entonces f x g € LP(v).

Demostracion. Para cada y' € Y’ y por la desigualdad de Minkowsky, tenemos que

( e e VKy))l/p N (/n an fly —2)g(2)dA(z) pd\?/ o 1/\(?/)> :

- </ (/ O z>||g<z>1dA<z>)pd\y' 0 ur<y>) "’

< [ ([ st apaveviw) )

< [l o)

= ||Tzf”qu(V)||g”L1()\)-

Tomando el supremo sobre todos los [|3/|] < 1 tenemos que
1 * gllzzw) < Im=fllgwmllgllerw-

Para demostrar la segunda parte consideremos (¢, )nen ¥ (¥n )nen dos sucesiones convergentes
a [y g respectivamente. Notemos que ¢, * ¢, € LP(v) ya que f * g es acotada. Ademads

||¢n * ¢n - f * gHLp(V) < Hf * (g - Q/Jn)HLp(V) + H(f - Cbn) * wnH — 0.

Entonces f * g € LP(v) ya que LP(v) es un subespacio cerrado de L? (v). O
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Capitulo 4

Medidas Solucién y Ecuaciones
Diferenciales

En este capitulo presentamos de manera expositiva algunas aplicaciones de la teoria de medida
en el caso real. En particular, recordamos la nocién de medida soluciéon en el estudio de
ecuaciones diferenciales. Para ello requeriremos del empleo de diferentes espacios de Banach
de medidas y algunos conceptos en topologia. Es importante resaltar que el marco tedrico
expuesto en los capitulos anteriores es valido en el caso en que €2 es un espacio de Banach.

4.1. Motivacion

En esta seccién empezaremos recordando un ejemplo basico en el estudio de existencia de
soluciones de ecuaciones diferenciales. El concepto de solucién no es solo relativo al contexto,
por ejemplo los espacios de funciones o distribuciones, sino méas ain a la nociones mismas
involucradas en las identidades que definen la ecuacion.

Para introducir el concepto de medida solucién, empezaremos ilustrando la motivacién para
dicha nocién con un ejemplo. Consideremos la ecuacién de evolucién semilineal en espacios
de Banach:

(4.1)

t+Ar= F(z), t€[0,T], T <o0
z(0) = o,

sobre un espacio de Banach E, con A generador de un Cy-semigrupo (Ver [39]) S(t),t >0y
F una funcion continua de F en E con algunas condiciones a precisar.

Existen varias nociones de soluciones: soluciones clésicas, soluciones fuertes, soluciones débi-
les, medidas solucion. Aqui nos ocuparemos solamente de la nocién de medida solucion. Para

7
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mas detalles y una exposicién sobre los otros conceptos ver [1], [2] ¥ [5].

Si F' es continua y el espacio E es de dimension finita, el Teorema de Peano garantiza la
existencia de soluciones locales. Sin embargo, si £ es un espacio de Banach de dimensién
infinita y F' es meramente continua sobre F, la ecuacién (4.1) puede no tener solucién, en
ninguno de los sentidos: clasico, fuerte o débil.

Para ilustrar la patologia sobre la no existencia de soluciones de ecuaciones ordinarias en
espacios de Banach de dimensién infinita, consideremos el siguiente ejemplo encontrado en
Dieudonné [22], para el caso més simple, A = 0 y sobre el espacio de Banach E = c¢q:

Sea F': E — F definida de la siguiente forma: si x = (z,,) € ¢y definimos

n+1

Fo) = (Fa(oben = { Vol + #}

Es claro que F' es continua en ¢q. Resolver la ecuacién (4.2) implica que para cada n € N
tenemos que resolver

1
T = Fp(x) = V/|zo| + oy o z,(0) =0,

en [ =[0,71] con T} <T.

Sea ¢ = n%l y resolvamos la ecuacion

dx,,

a Vil
entonces

dx,
e f

1V |Ta| + ¢ I

y por tanto
2
W [ |z,| + ¢ — cln(y/ |z, +c)] =T + Ky,

donde K7 es una constante. Por otro lado aplicando la condicién inicial de que z,(0) = 0,
tenemos que
2

sign(a,)

(¢ —cln(c)) = K.
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Por tanto la solucion general es de la forma

1 1 1 1 T
Vo] — In ( |z, | + ) + In ( ) = sign(xn)é.

n+1 n+1 n+1 n+1

Mostremos que

?
> -1
|xn| - 4 )
para todo T} > 0.
En efecto,
1 L1 T
|z| + In ( e ) = sign(x,)—.
De aqui

1 . T,
Vs — e In((n+ 1)\/|z.| +1) = szgn(mn)?,

pero (n+ 1)y/|z,| + 1 > 1 lo que hace que In((n + 1)y/|z,| + 1) > 0 y por tanto

2

|2,] > Zl,

para todo T} > 0 y todo n. Esto contradice el hecho de que z,, € ¢y, pues al fijar 77 > 0,
la sucesién (z,) no tiende a cero. Se puede concluir que el problema 4.2 no tiene solucién
clasica.

Este tipo de situacion ha motivado la introduccion de la nocién de medidas solucién. Primero
requeriremos de algunas notaciones preliminares. Adicionalmente, para exhibir un teorema
de existencia de medidas soluciéon para ciertas ecuaciones también recordaremos algunos
conceptos topologicos en relacion con el Teorema de Stone-Cech.

4.2. Medidas Solucion

Definiciéon 4.2.1. Sea €2 un espacio topolégico. Una medida boreliana p es regular si cumple
las dos condiciones siguientes:

(i) (W) =inf{u(V): W CV y V abierto, } para todo W & bor(£2).
(i) u(W) =sup{u(C): C CW y C cerrado, } para todo W & bor(£2).

Si u es finita, las condiciones (i) y (ii) son equivalentes.

A continuacién definimos los espacios de Banach y espacios de Banach de medidas funda-
mentales en este contexto.



80 Medidas Solucién y Ecuaciones Diferenciales

Notacién 4.2.2. (i) Sea §2 un espacio topoldgico. Recordemos que Cy(2) denota el con-
junto de las funciones acotadas y continuas de €2 en R.

(ii) Sea € un espacio topolégico normal, A4.(Q2) = A. denota la dlgebra generada por los
cerrados de Q y 0(A,) la o-dlgebra generada por A..

(iii) Denotamos por M, ..(A.) al espacio de las medidas regulares y acotadas dotado con la
norma de la variacién y a M, ,..(0(A.)) al espacio de las medidas regulares o-aditivas
y acotadas dotado con la norma de la variacién.

(iv) Myac(Ae) y Myac(0(Ae)) son espacios de Banach.

(v) Sea M, ,0(A.) el espacio de las medidas probabilisticas regulares sobre A.. Entonces

Mr,prob (Ac) - Mr,ac (-Ac> .

(vi) Sea I = [0, T] un intervalo con T' < oo y denotamos por L*(\, C,(Q2)) el espacio Lebesgue
Bochner de las funciones vector valuadas de I en Cp(€2).

(vii) Sea L°(A, M, q.(A.)) el espacio de las funciones débilmente medibles de I en M, 4.(A.).
(viii) Denotamos por p(A) al resolvente de Ay R(\: A) = (M — A)~! donde X € p(A).

En [24] se establece que
(Co(€) = Mo ge(Ae).

Cuando €2 es un espacio topoldgico compacto se tiene mas. Por otro lado, la acciéon de una
medida v € M, ,.(A.) sobre cualquier elemento f € C(2) serd denotada por

)= | FQ)n). (43)
Teorema 4.2.3. Sea €2 un espacio topologico compacto. Entonces
(CQ) = M, e A.).
Ademds para cada pn € M, q.(Ae) tiene una extension o-aditiva de A. a o(A.).
Demostracion. Ver [24], Teorema 2 y 3, Paginas 262-265. O
Asi que si ) es compacto, entonces
(Co(2))" = My ae(Ae) = Mygac(0(A)).- (4.4)

En este caso entonces la accién (4.3) puede verse sobre M, , 4.(A.).

Estas identidades seran la herramienta clave en el estudio del concepto de medida solucién.
A continuacién repasamos algunos conceptos clasicos de topologia.

Definicién 4.2.4. Un espacio topoldgico €2 es reqular si dados un cerrado C' y un punto x
que no pertenece a C, existe una vecindad U de z y una vecindad V' de C tales que UNV = (.
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Definicién 4.2.5. Sea €2 un espacio Hausdorff. Diremos que 2 es un espacio completamente
reqular si dado un punto x € Q y un cerrado A C Q tal que = ¢ A, existe una funcién

continua f: Q — [0,1] tal que f(z) =0y f(A) = 1.

Se puede demostrar que todo subespacio de un espacio completamente regular también lo es
y que el producto de espacios completamente regulares también lo es. Cada espacio comple-
tamente regular también es regular. En la perspectiva de nuestro contexto, recordamos que
todo espacio de Banach es completamente regular.

Definicién 4.2.6. Sea {2 un espacio completamente regular no compacto. Una compactifi-
cacidn de ) es un par (€2, h) consistente de un espacio compacto Haussdorff €2 y un homeo-
morfismo h de © en Q tal que h(£2) en un subconjunto denso de €.

La compactificacién de Stone-Cech de Q es el par (3(Q), p) donde () = p(Q) y tiene las
siguientes propiedades

Teorema 4.2.7. Para cada espacio compacto Y y cada funcion continua f : Q) — Y existe

una unica funcion F : B(Q) = Y tal que f = F op.

Cualquier compactificacion (Q, h) que tenga la propiedad anterior es homeomorfo a 3(2), es

A

decir existe un homeomorfismo 2 = B(Q) que es la funcion identidad en Q y

B(Q) es la mas grande compactificacion de §: S Q es cualquier compactificacion de €1, en-
tonces 2 es el espacio cociente de B(€2).

Demostracion. Ver [25], Teorema 8.2, Pagina 243. O

De aqui en adelante denotaremos como SE = (E).
Ahora una aplicacién del Teorema de Stone-Cech y algunos argumentos adicionales conducen
a [5]:

Teorema 4.2.8. Cada espacio de Banach E admite una compactificacion de Stone-Cech
BE la cual es un espacio compacto Hausdorff que contiene un subespacio denso el cual es
homeomorfo a E. Sean E y F dos espacios de Banach tal que la inmersion E — F es
continua. Entonces sus compactificaciones de Stone- Cech satisfacen las inclusiones SF C BE.

En adelante B(E) = [E. Antes de entrar en materia definiremos lo que es la potencia
fraccionaria de un operador cerrado.

Definicién 4.2.9. Sea A un operador lineal cerrado denso para el cual
p(A) c St ={\:0<w<|arg\| < 7w} UV,

donde V' es una vecindad de cero, y

R\, A < :
IRO A < 7
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para A € X7, Teniendo esto en mente, para un operador A y un « > 0, definimos

1
A= — [ 27%(A - z2I)"ldz,
211 C
donde C recorre el conjunto resolvente de A desde —ooe™™ a ooe® con w < § < 7, evitando
el eje real negativo y el origen y 2% es tomado positivo para valores reales de z. Si w < /2,
entonces

A% = (Afoz)fl
y para a = 0, A% = I donde I es el operador identidad.

En nuestro contexto E sera un dominio de alguna potencia fraccionaria positiva del operador
A en la ecuacion (4.1), y la compactificacién de Stone-Cech se aplicara a uno de dichos espa-
cios. De esta manera pudiendo disponer de las identidades (4.4) la férmula (4.3) serd crucial
para la definicién de medida solucién partiendo de un sentido generalizado usando este tipo
de accion. A continuacién describimos la familia de espacios provenientes de las potencias
fraccionarias de A, y la clase de funciones test.

Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo analitico sobre E'y a € (0,1) y A® denota
la potencia fraccionaria de A de orden «. Denotamos por E, = [D(A?)] el espacio normado
inducido por la norma de la gréfica:

[2llo = 2]z + [|A%2]|p, para @ € D(A%) (4.5)

Claramente [D(A®)| C E, C E3 C Ey = Epara0 < § < v < 1. Puesto que A y sus potencias
fraccionarias son operadores cerrados, estos son espacios de Banach y ademas las inmersiones
son continuas. Remitimos al lector a [39] para detalles completos sobre semigrupos analiticos
y potencias fraccionarias de operadores.

Sea ¢ € Cy(Ey) y D¢ su derivada Fréchet en E, con valores Dp(() € E! para ( € E,, donde
E! es el dual de E,. Puesto que la inmersién E, — E es continua y densa, se tiene que
E’ C E!,. Para el estudio de las medidas solucién introducimos la siguiente clase de funciones
test denotada por Fy:

Fo={¢€C(E,): D¢ existe, Dp(¢) € D(A*) CE', (€ E, y D¢ € Cy(E,, E')}.

Para cada ¢ € F,, denotamos por 5 la extension continua de ¢ de E, a 8F,, asi que $er =¢
donde e, denota la inmersion de E, en SFE,. Definimos el operador B con dominio

D(B) = {¢ € C,(BE.) : B(dpoe,) € Cy(Ea)},

haciendo N N
B(¥) = B o) para ¢ € D(B),
donde el operador B esta dado por
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(Bo)(Q) = = (A"Dd(C): Qg + (DACQ), F(O) s € € Els
para ¢ € D(B) C F,.

A continuacién, hacemos una observacion sobre el espacio que describird la evolucion de una
medida solucién. Sea I = [0, T]. Puesto que C,(€2) no tiene la propiedad de Radon-Nykodim,
entonces por el Teorema 2.8.12

(Ll()‘7 Cb(Q)))/ 7£ LOO()‘v MT,aC(AC))'

Sin embargo

(LY Co(2)) = Ly (A, Miae(Ac))-

Sea un espacio topoldgico €. Para simplificar la notacién escribiremos M, ,r05(A(2)) =
Mo prob(2) ¥ My ac(Ac(Q)) = M, 00(€2). Esto lo aplicaremos en particular a 2 = E,. Ahora
podemos definir el concepto de solucién generalizada volviendo a la ecuacién (4.2). En general
F' es una funcion no lineal de E, a E, continua y acotada sobre acotados. El estado inicial
xo puede ser un elemento fijo de E,, en este caso es considerado como una medida de Dirac
sobre E, concentrada en el punto {z}, o mas generalmente una medida arbitraria py €
M, prob(Ea) C Mo ae(Es) y se define \g = pg - €,

En la siguiente definicién tomamos como espacio topoldgico 2 = E, para cada «. Recordemos
que por la compacidad de SE,, en particular tenemos M, ,.(6E,) = My sac(BEL) ¥

L?()\; MT‘,CLC(/BEO(>> = L$<)\7 Mr,a,ac(ﬂEa)) .

A continuacion definiremos el concepto de medida solucion como una solucién generalizada
de la ecuacion 4.1.

Definicién 4.2.10. Sea I = [0, T para algin 0 < T < co. Diremos que p € L (A, M, 4.(BE,)) =
L (A, M, 50c(BEL)) es una solucion generalizada de (4.1) correspondiente al estado inicial

[t Si, para cada b€ D(E’) dada por ¢ = do e, ! para algin ¢ € F, con derivada Fréchet D¢
teniendo soporte acotado en F,, se cumple la siguiente igualdad

(@) = 1ol@) + / w(Bd)ds, te .

donde
(i) = / B(E)due(€), t € 1, b € Cy(BEL).

BEq

Sobre la existencia de medidas solucién en este sentido se tiene el siguiente teorema [5]:
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Teorema 4.2.11. Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo analitico en el espacio
de Banach E y F : E, — E una funcion continua y acotada sobre subconjuntos acotados
de E, para algin o € (0,1). Entonces para cada xoy € E,, o mds generalmente para cada
to € M, pab(BES), la ecuacion de evolucion (4.1) tiene al menos una medida solucion pu €
L (A, M, 0c(BEL)) en el sentido de la Definicion (4.2.10). Ademds t — p; es w* continua
con valores en M prop(BEq)-

Es posible reformular la Definicién 4.2.10 al costo de perder la o-aditividad utilizado en el
proceso de compactificacion de E,. Por lo tanto ésta serda también una reformulacion del
concepto de medida solucion.

Definicién 4.2.12. Sea I = [0,7] para algin 0 < T < oco. Diremos que 1 € LY (A, M, 4c(Ey))
es una solucion generalizada de (4.1) correspondiente al estado inicial puo si, para cada
¢ € D(B) con derivada Fréchet D¢ teniendo soporte acotado en E,, se cumple la siguiente
igualdad

1(6) = po(6) + / n(B)ds, tel. (4.6)

La identidad integral (4.6) significa que

(11e, &) = (o, @) + /Ot (1s, B®) ds

— (0, 6) + /0 (B"1s, ¢) ds.

Es claro entonces que desde la expresién integral (4.6) se puede considerar p como una
solucién débil de la ecuacion diferencial abstracta en medidas:

dt (4.7)

1(0) = po.

sobre el espacio de estados M, ..(E,), el cual como se ha dicho antes es un espacio de Banach
con la norma de variacién.

d
{ P B, te0,T]

Hemos visto que lo anteriormente establecido es para medidas escalares. Creemos que es
posible establecer una extension de esta teoria al caso de medidas vectoriales, més especifi-
camente, esperamos estudiar la dualidad

(Cb(Q))/ = Mrad,d(bOT(Q)7 L<H))>

y asi poder determinar hasta donde es posible dicha extensién. Para mayor detalle, ver seccion
2.7 de este manuscrito.



Capitulo 5

Convergencia Débil de Redes de
Medidas Radonianas

En el teorema 3.2.4, se demuestra la convergencia débil del producto de convolucién de
medidas vectoriales radonianas, para el caso en que la segunda medida se mantiene fija.
Para establecer la convergencia débil del producto de convolucion de manera mas general,
necesitamos una estructura adicional sobre los espacios de Banach; y es la de estructura
reticular.

Definiremos la convergencia débil para redes de medidas vectoriales radonianas y mostraremos
que si (fta)a ¥ (Va)o son redes de medidas vectoriales radonianas positivas que convergen
débilmente a las medidas positivas radonianas y y v respectivamente (g — jt y Vg — V)
entonces fiq, * Vo converge débilmente a i v (jig * Vg — 1 * V).

Kawabe en [34], desarrolla el enunciado anterior en el contexto de las medidas 7-suaves y
apretadas. Nosotros seguiremos estos lineamientos para demostrar este enunciado cuando las
medidas vectoriales son radonianas positivas.

Para demostrar este enunciado, nos centraremos en dar ejemplos de reticulos de Banach. Es-
tos ejemplos se encuentran en la literatura pero aqui nos encargaremos de llenar los detalles.
Se hard una investigacién exhaustiva para determinar la condiciones en las que la e-norma
es una norma tensorial reticular y adicionalmente encontraremos relaciones entre medidas
T-suaves, apretadas y radonianas. Con este desarrollo podremos demostrar el objetivo ini-
cialmente trazado.

Ejemplos importantes de reticulos de Banach en relacion con las aplicaciones expuestos en el
capitulo 4 son los espacios M, ,4(A, X) en el caso que X = LP(u).

Por 1ltimo, presentaremos algunos resultados adicionales en el caso particular de los reticulos
de Banach.
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5.1. Reticulos de Banach

En esta seccién definiremos que es reticulo de Banach, propiedades importantes relacionadas
con los reticulos y mostraremos ejemplos clasicos llenando los detalles. Mostraremos que el
conjunto de las medidas vectoriales radonianas positivas de variacion acotada con la norma
de la semivariaciéon forman un reticulo de Banach.

Definicién 5.1.1. Sea X un espacio vectorial ordenado. Diremos que X es un reticulo
vectorial ordenado o espacio de Riesz, si X con la relacion de orden =, es al mismo tiempo
un espacio vectorial ordenado y un reticulo. Es decir,

(i) Siz,y € X y x <y, entonces = + z < y + z para todo z € X.
(i) Siz,y € X y x =y, entonces tx <X ty para todo t > 0.
(iii) sup{z,y} e inf{x,y} existen para todo subconjunto {z,y} de X.

Es inmediato que z <y siysélosiy —x > 0. Sit <0y x <y, entonces tx >~ ty. Hacemos
notar que si el sup{x,y} existe, entonces el inf{x, y} también existe y

fIlf{[E, y} == sup{—x, _y}
Ademas

sup{z + z,y + z} = sup{x,y} + z e mf{z+ 2,y + 2z} = Inf{z,y} + 2.

Definicién 5.1.2. Si (X, <) es un reticulo vectorial, definimos para cada = € X, la parte
positiva de x como zT = sup{z,0}, la parte negativa de x como x~ = sup{—=x,0} y valor
absoluto de x como |z| = sup{x, —x} .

En las siguientes proposiciones enunciaremos las propiedades més importantes relacionadas
a reticulos.
Proposicion 5.1.3. Sea (X, =) un reticulo vectorial. Entonces:

(i) x=at—a ylz|=a+2.

(ii

(i) x Sy siy sdlo sixt SyT ya~ =y .

| — x| = [z,

(iv) |z +y| = ||+ [yl
(v) sup{Az, Ay} = Asup{z,y} e nf{\z, \y} = Ainf{z,y} si A > 0.
(vi) sup{Az, \y} = Ainf{z,y} e inf{A\z, \y} = Asup{z,y} si A <O0.
(vil) (Ax)t = Azt, (Az)” = Az~ si A > 0.
(viil) (A\x)T = AXz™, (Az)” = Xat si A <0.

)
)
)
)
i)
1)
)
(ix) [Mz| = |\||z| para todo \ € R.
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(x) sup{z,y} = 2w+ (y —2)", inf{z,y} =y - (x—y)~.
(xi) sup{z,y} + inf{x,y} =z +y.

(xil) |z —y| =sup{z,y} —inf{z,y}. Ademds |x —y| = |sup{z, 2z} —sup{y, z}| + |inf{z, 2} —
inf{y, z}|.
(xiii) |sup{a,b} —sup{c,d}| <[b—d|+ |a —¢|.

Demostracion. Ver [38], Teorema 1.1.1, Pdgina 3. O

Proposicién 5.1.4. Un espacio vectorial ordenado (X, =) es un reticulo vectorial si y sélo
si sup{x,0} =z existe para todo x € X.

Demostracion. Supongamos que X es un reticulo vectorial, entonces para todo par de ele-
mentos z,y € X, el sup{x,y} existe, en particular el sup{z,0} = 2 existe.

Ahora sean z,y € X entonces sup{x,y} =z + (y — x)*", pero (y — x)" existe por hipdtesis,
luego X es un reticulo vectorial. O]

Definicién 5.1.5. Sea X un reticulo vectorial y G C X un subespacio. Diremos que G es
un subreticulo vectorial si dados x,y € G, el sup{z,y} € G.

Proposicion 5.1.6. Un subespacio G de un reticulo vectorial X es un reticulo vectorial si y
solo st

(i) |z| € G para todo x € G.
(i) z¥ € G oz~ € G para todo x € G.

Demostracion. Analogo a la demostracién de la Proposicién 5.1.4. [

Los siguientes ejemplos muestran espacios vectoriales que tienen una estructura reticular y
otros que no la tienen. Esta propiedad no necesariamente se hereda a subespacios vectoriales.

Ejemplos 5.1.7.

1. Sea (92, A, 1) un espacio de medida. Denotemos por £°(u) el conjunto de las funciones
f:Q —= R, donde f es A-medible y acotada p-c.t.p. Entonces

(i) L
(i) £
) L

(iii

s un espacio vectorial.

p) es un reticulo vectorial ya que sup{f,g} y el inf{f, g} son elementos de

) es
) es un espacio vectorial con el orden: f < g siy sélo si f(z) < g(x) p- c.t.p.
)
). En efecto,

>(
>(
£ (p
[sup{f, g} (z) = [sup{f, g}(2)| < [f(2)| +|9(2)| < C, p—c.tp.

De manera analoga

| inf{f, g}(x) = | mf{f, g} ()] < [f(2)] +[9(x)| < C,  p—ctp.
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. Sean 1 <p < ooy (©2,A, 1) un espacio de medida. Definimos como £P(u) al conjunto

de las funciones A-medibles, f: Q — R, f tal que fQ | fIPdp < oo. Entonces
(i) £P(u) es un espacio vectorial.
(ii) L£P(u) es un espacio vectorial con el orden: f < g siy sblosi f(x) < g(z) p- c.t.p.

(iii) £P(u) es un reticulo vectorial. Un resultado de teoria de la medida asegura que
f € LP(u) siysblosi fty f~ son elementos de L£P(u). Por la proposicién 5.1.4,
LP(u) es un reticulo vectorial.

. Sea € un conjunto. Denotamos por F(2) como el espacio de todas la funciones de €2

en R. Entonces
(i) Este conjunto es un espacio vectorial.

(ii) Este conjunto es un espacio vectorial con la relacién de orden dada por

f=g siysdlosi, f(w) < g(w)
para toda w € ().

(iii) Este espacio vectorial ordenado no siempre es un reticulo.

. Sea X # () y denotemos por

B(X)={f: X —> R/ f es acotada}.
Entonces B(X) es un espacio vectorial el cual es ordenado por el conjunto
B(X), = {f € B(X): 0= f} = {f € B(X): 0 < f(¢), Vi€ X}
Asi f X gsiysdlosig— f € B(X), y ademés el supremo y el infimo estd dado por

sup{f, g}(t) = max{f(t),g(t)} y el inf{f g}(t) = min{f(¢),g(t)}

para todo f,¢g € B(X). Entonces B(X) es un reticulo.

. Supongamos que X es un conjunto infinito. Sea U el conjunto de los subconjuntos

finitos de X, cuya cardinalidad es un nimero impar. U es un conjunto ordenado con
la relacion de inclusion, pero no es un reticulo, pues si tomamos dos conjuntos A y
B disjuntos, elementos de U, tenemos que el sup{A, B} = AU B y por lo tanto su
cardinalidad es par, es decir el sup{A, B} ¢ U.

. Si pensamos en E = gen{xa : A € U}. Entonces:

(i) E es un subespacio vectorial de B(X).
(ii) F es un subespacio vectorial ordenado.

(iii) £ no es un subreticulo vectorial.



Reticulos de Banach 89

Definicién 5.1.8. Sea (X, <) un espacio de Riesz. Una norma ||.| en X es reticular si
dados z,y € X |z| < |y| implica que |z|| < ||y||. Un reticulo vectorial normado es una
tripleta (X, <, ||.]|), donde (X, <) es un reticulo vectorial y ||.|| es una norma reticular. Un
reticulo de Banach es un reticulo vectorial normado y completo.

Los siguientes ejemplos nos muestran que muchos de los espacios conocidos para nosotros no
son sOlo espacios de Banach sino que éstos también poseen una estructura reticular. Algunos
de estos espacios tienen propiedades adicionales que permitiran determinar las condiciones
en las que la e-norma es una norma reticular. Este tipo de cualidades tiene que ver con la
definicién AM y AL- espacios.

Ejemplos 5.1.9.
1. (R,<,]|.]) es un reticulo de Banach, donde sup{a,b} = max{a,b} y el inf{a,b} =
min{a, b} y ademds cumple con las siguientes propiedades:
la+0f =lal+b] y [sup{a,b}| = méx{[al, |b[},
para todo a,b € R, donde Ry ={z € R:z > 0}.

2. (R™, =, || |lmax) es un reticulo de Banach. Dados = (z;)1<i<n ¥ ¥ = (¥i)1<i<n elementos
de R™ se tiene que
r =y siysolosi z; <y,

para todo i € {1,...,n}. Por otro lado
sup{z,y} = (sup{zi, yi} i<i<n ¢ If{z,y} = (Inf{zi, yi})i<icn-
De lo anterior se tiene que

= (zF

T T icicn, T = (27 h1cicns 2] = (J@i])1<icn.

Dado & = (x;)1<i<n en R"™ definimos la norma en este espacio como
|z|| = max{|z;| : 1 <i<n}.

Esta norma es reticular y hace de R™ un espacio completo.

3. Sea X #0 y
B(X)={f: X —>R/ f es acotada}.

Entonces
(i) Se mostré que B(X) es un reticulo.

(ii) (B(X),|.]|) es un reticulo de Banach, donde

If[l' = sup £ ()]
teX

Habiamos dicho que B(X) es un reticulo vectorial. Debemos mostrar que ||.|| es
una norma reticular. En efecto, dados f,g € B(X),



Convergencia Débil de Redes de Medidas Radonianas

[f1 = lgl sty sélosi [f[(t) = ()] <1g(t)| = |g](t) para todo t € X,

Asi
| f[l = sup [ f(#)] <sup|g(t)] = gl
tex tex

Ademas del anélisis funcional, B(X) es completo con esta norma, por tanto B(X)
es un reticulo de Banach.

(iii) B(X) cumple con la siguiente propiedad:

Isup{f, g}| = max{[|f]l, lg]l} para todo f,g € B(X). (5.1)

En efecto, supongamos que max{||f1|, lg]|} = || ||, esto significa que
g9(t) < suplg(t)| < |[f]| = sup[f(B)].
teX teX

Por otro lado f(t) < sup|f(t)], asi méx{f(¢),g(t)} < sup|f(t)| = ||f]|. Por tanto
teX tex

sup | max{f(t),9(t)}] < Sup [F@ =[£I

Luego
[['sup{f, g}| < max{[| ]|, lg]l}-
Anélogo para g.

Nuevamente supongamos que max{|| f||, [lgll} = || f|| entonces f(t) < max{f(t),g(t)},
ast [ £(1)] < | max{f(t), g(t)}] y por tanto

1711 = sup F(O)] < sup | mix{ (1), ()} = |} sup{. g}

Analogo para g.

Los reticulos de Banach que cumplen con la propiedad dada en la igualdad 5.1 del
ejemplo 3, se les conoce como AM -espacios.

4. Ahora sea K un conjunto compacto y definamos C(K) el conjunto de las funciones
continuas de K en R. Entonces:

(i) C(K) es un subespacio vectorial de B(K).

(ii) C(K) es un subreticulo vectorial de B(K') con el orden heredado de B(K) . En
efecto, sean f,g € C(K). Debemos mostrar que v = sup{f,g} € C(K); es decir,
que v es una funcién continua. De la continuidad de f y g se tiene que

o(t) —v()| = [max{f(£), g(t)} —mdx{f ("), g(t") }| < [f(t) = F(E')| + [g(t) — g(t')]

por la propiedad xiii) de la Proposicién 5.1.3. Por tanto v € C(K).
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(iii) C(K) es completo con la norma
1fIl = sup | f ()],
teK

que es una norma reticular. Por tanto C(K) es un subreticulo de Banach de B(K).

5. Denotamos por ¢ al conjunto de las sucesiones convergentes y a ¢y el conjunto de las
sucesiones que convergen a cero. Teniendo en cuenta que toda sucesion convergente es
acotada, entonces

(i) ¢y co son subespacios vectoriales de B(N).
(ii) ¢y ¢y son subreticulos vectoriales de B(N) con el orden heredado de B(N).

(iii) ¢y ¢g son completos con la norma
2]l = sup |znl,
neN

que es una norma reticular. Por tanto ¢ y ¢y son subreticulos de Banach de B(N).

6. Sea N'={f € L>®(u) : ||f]loc = 0} donde

| flloo = Inf{c € [0,00) : |f(z)| < e, p—ct.p}
Haciendo L™®(u) = £°(u)/N se tiene

(i) L>(p) es un reticulo vectorial con el orden

[f12[g] siysdlosi Vfelfl,Vgelg, [flz)<g(x) p—ctp.

Por otro lado definimos

-~ -~

sup{[f], [g]} = sup{f, g}, V[ el[fl.Vgelg]

De manera analoga

-~ ~

f{[f], [9]} = mf{f,g}, Vfe€l[f],Vg < g].

(i) (L*°(u), =X, || |loo) es un reticulo de Banach. De hecho L () con la norma ||.||o es
un espacio de Banach. Mostremos que |||l es una norma reticular. Supongamos

que [f] = [g|, esto implica que |f[(z) = [f(z)| < [g](z) = [g(x)| p-c.t.p, pero
lg(2)] < ||glloc p-c.t.p. Luego ||g|loo es una constante que acota a f p-c.t.p, pero
| flloo es el infimo de todas las cotas para f, asi

1flle < llglloo-
(iii) L*°(p) cumple con la propiedad de

Isup{f, g}lloc = maxt[| floo, [lglloc -
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En efecto,

f(z) = [f(2)] < |sup{f,g}(2)| < [[sup{f, g}llc #—ct.p.,

g(x) = |g(x)| < [sup{f, g}(x)| < [[sup{f,g}llec 1 —ct.p.
Por tanto
[flloe < [Isup{f,g}e m—ctp, v [gllo < [Isup{f, g} 1 —ct.p,

y asi
max{|[ flloo; |9lloc} < [ sup{f, g}lc-

Ahora supongamos que

mAX{ || floo; [[9llsc} = [I.flloo;

entonces
@) < flle n—ctp, |g@)]<|gllc n—ctp,
luego
max{f(z), g(x)} <|[[fllc n—ctp,
y asi
|sup{f, g} ()| < || fllc n—ctp,
de ahi que

[sup{f; g}tllco < [[flloc = max{]|flloo, [|glloc}-

Hemos mostrado que L>(u) es también un AM-espacio.

7. De manera andloga, sean N = {f € LP(u) : [|f|l, = 0} v LP(u) = LP(u)/N para

1 < p < oc0. Con la norma
1/p
s = ( [ Pt

es un reticulo de Banach.

8. Cuando la medida p es la medida de contar sobre A = P(N), entonces LP(u) = P y

L*>(u) = 1*° y por tanto los espacios [P para 1 < p < oo son reticulos de Banach.

9. Sea X un reticulo de Banach y denotemos por L!(u, X) el espacio de todas las funciones

Bochner integrables f : 2 — X con la norma

1 oty = / 1 lds

Entonces:

(i) (L*(p, X), =) es un espacio vectorial, con el orden

f=g siysblosi f(z)<xg(x) p—-ct.p.
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(i)

(i)

(L'(u, X), =) es un reticulo vectorial ordenado. En efecto, debemos mostrar que
siendo f una funcién Bochner integrable, |f| también lo es. |f| es p-medible ya
que existe una sucesién de funciones simples {|f,|}nen tal que

Ifnl = [l < f = fll <&

Para mostrar que es Bochner integrable vamos a usar el hecho de que una funcién
f es Bochner integrable si y sélo si [, || f|ldi < co. Entonces

d d .
KﬂWHuSLWﬂu<m

(L'(u, X), =, ||.l) es un reticulo de Banach. De teorfa de la medida se tiene que
(L' (p, X), |I.]l) es un espacio de Banach. Sélo queda mostrar que la norma es
reticular. En efecto, si | f| = |g| entonces |f(x)| <x |g(x)| p-c.t.p. Por tanto

(@WMWFLMMMWSLMMszéwwww

Ast || f]] < |lg]|- En 5.1.12 se muestra que |||z||| = ||z|| para todo = € X siendo X
un reticulo de Banach.

10. Sean (£2,.4) un espacio medible y X un reticulo de Banach. Ya hemos denotado por
M(A, X) al conjunto de las medidas vectoriales y por M, (A, X) al conjunto de medi-
das vectoriales o-aditivas. Entonces se tienen las siguientes afirmaciones:

(i)

(i)

(i)

M(A, X) y M,(A, X) son espacios vectoriales sobre R. La suma y el producto
por escalar estan definidos como

(n+v)(A) = u(A) +v(A),  (Au)(A) = Au(A),
donde X\ € R.
(M(A, X), <)y (M,(A, X), <) son espacios vectoriales con el orden

pw=v siysolosi pu(A) <xrv(A),
para todo A € A.

Dada una medida vectorial o una medida vectorial o-aditiva v, se puede mostrar
que |v| es una medida vectorial o medida vectorial o-aditiva pero no hay forma de
garantizar que |v| siempre existe y esto hace que M(A, X) y M, (A, X) no sean
reticulos vectoriales.

Sean ([0, 1], bor ([0, 1])) un espacio medible y v : bor|[0, 1] — L*>(A) (A la medida de
Lebesgue) dada por v(E) = xg. v es una medida vectorial de variacién no acotada
a pesar de que L>°(\) es un reticulo de Banach. Ver [21], Pdgina 2.

Afortunamente cuando X = R, |v| existe y ademés |v| = sup{—v, v}. Asi M, (A, R)
es un reticulo vectorial, pues esto garantiza que v™ siempre existe y por la propo-
sicion 5.1.4 se asegura el resultado.
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(v) Sea X un reticulo de Banach. Denotemos por M, ,.(A, X) al conjunto de las
medidas vectoriales o-aditivas de variacion acotada y a M, (A, X) el conjunto de
las medidas vectoriales de variacién acotada. Entonces My ,q( A, X) y My (A, X)
son reticulos vectoriales.

(vi) la variacién es una norma reticular. Por tanto M,.(A, X) v M, (A, X) son
reticulos de Banach.

11. Sea M,(£2,R) el reticulo vectorial de las medidas o-aditivas. Entonces se tienen las
siguientes afirmaciones:

(i) Dada u € M, (€2, R), la variacién de p, 4], es una norma reticular.
(i) (M, (2,R),=,].]) es un reticulo de Banach.

Observacién 5.1.10. Hemos visto en los ejemplos 5.1.9 partes 10 y 11 que M, ,q(A, X) y
M, (A, R) son reticulos de Banach siendo X un reticulo de Banach.

En este marco tedrico, observemos que {2 puede ser un espacio de Banach. En consecuencia
Mo va(A, LP (1)) vy Ms(A,R) son reticulos de Banach los cuales surgen en el contexto de
medida solucién expuesto en el capitulo 4 y otros trabajos de Ahmed.

Observacién 5.1.11.
(i) C(K), cy co también son AM- espacios.
(ii) Sip =1 entonces L'(u) cumple con la propiedad de que
1+ gllzig = 12 + Ngllergw. paratodo f.g € LY (). (5.2)

Los reticulos de Banach que cumplen con la propiedad dada por la igualdad 5.2 se
conocen como AL-espacios.

Las siguientes proposiciones nos muestran propiedades asociadas a los reticulos de Banach.
Proposicién 5.1.12. Sea (X, =<, ||||) un reticulo de Banach. Entonces:
() e < ol lle™ 1l < el o |2 = llz]l paro todo = € X.

(ii) Las operaciones
(z,y) = sup{z,y}, (z,y) = f{z,y}
r—at,r—a, z— |7

(operaciones reticulares) son continuas.

Demostracion. Ver [38], Proposicién 1.1.6, Pagina 6. O

Si (X, =) es un reticulo vectorial, diremos que z es positivo si x = 0 y negativo si z =< 0.
El conjunto Xt = {z € X : 2 > 0} es un cono llamado cono positivo de X y el conjunto
X~ ={x € X :2 <0} es un cono llamado cono negativo de X.

Calculos directos permiten demostrar la siguiente proposicion.
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Proposicién 5.1.13. Sea (X, =) un reticulo vectorial real y X+ = {z € X : x = 0} el
conjunto de los elementos positivos. Entonces Xt satisface las siguientes condiciones:

(i) Siz,y € XT, entonces x +y € X+.
(i) Siz e Xt yt>0 entonces tr € XT.
(i) X+ N X~ ={0}.

(iv) X es un conjunto cerrado.

A continuacién mostraremos ejemplos y enunciaremos algunas proposiciones que nos permi-
ten determinar cuando el conjunto de las funciones lineales y continuas L(X,Y") es un reticulo
de Banach siendo X, Y reticulos de Banach.

Empecemos con un ejemplo.

Ejemplo 5.1.14. Sea L(R?) el conjunto de transformaciones lineales de R2. Entonces:

(i) L(R?) es un espacio vectorial con el orden

T <S5 siysblosi T(x) =<z S(z).
(ii) L(R?) no es un reticulo vectorial. En efecto, sea

T(z,y) = —=(x +y,z—y).

r(3)-s0 ) 0)

T es una transformacion lineal donde

Sl

En las bases usuales

1T} = sup [T (z,y)|.

l(zy)l<1

Haciendo cédlculos

IT|] = sup [l(z, )] = 1.
[CIES

Si L(R?) fuera un reticulo de Banach entonces
I71F = 1T-

Miremos

T (z,y) = |T(x,y)| = |Alz, )| = [A]|(z,9)],
donde el médulo de A estd dado por la matriz |a;;| y [(x,y)| son los (z,y) tal que
(0,0) =g (z,y).

T = sup |IT(zy)l= sup z+y=v2

I yl<1 ll(zy)lI<1
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Ast [T]] 7 IIT1]I-

En la siguiente proposiciéon encontraremos algunas condiciones para las cuales el conjunto de
las transformaciones lineales de X en Y es un reticulo de Banach.
La siguiente proposicion nos da una respuesta.

Proposicién 5.1.15. Sean X,Y reticulos de Banach.

(i) L(X,Y) es un reticulo de Banach con el orden candnico y la norma usual si X es un
AL-espacio e Y es un AM -espacio.

(ii) SiY =R entonces L(X,R) = X' su dual fuerte es un reticulo de Banach respecto a la

norma del dual y el orden candnico. Ademds X' = X, .

Demostracion. Ver [50], Proposicion 4.4, Pagina 252 y [49], Corolario 2, P4gina 238. ]

El siguiente ejemplo nos ilustra la proposicién 5.1.15.

Ejemplo 5.1.16. Si X = L!()\) donde A es la medida de lebesgue sobre [0,1] y Y = ¢,
entonces L(X,Y') es un reticulo de Banach.

Qué se puede decir de los reticulos de Hilbert?

Proposicion 5.1.17. Para cada reticulo de Hilbert, existe un espacio localmente compacto

H y una medida radoniana p estrictamente positiva tal que H es isomorfo a L*(u).

Demostracion. Ver [50], Teorema 6.7, Pagina 270. ]

Proposicién 5.1.18. Sean Hi, Hy reticulos de Hilbert. Entonces H(Hy, Hs) el conjunto de
operadores de Hilbert Schmidt forman un reticulo de Hilbert.

Demostracion. Ver [50], Teorema 6.9, Pagina 272. O

5.2. La eenorma como Norma Reticular.

Se ha hecho una revision bibliogréafica para determinar las condiciones en las que la e-norma,
es una norma reticular. Aqui se muestran algunos resultados parciales para un trabajo futuro
que se espera desarrollar.

Sean X e Y reticulos de Banach Cudndo el producto tensorial de X e Y bajo la e-noma tiene
una estructura reticular compatible con las estructuras reticulares de X e Y ?

1. En [31], en su articulo fundamental, Grothendieck, formulé la siguiente conjetura: Si
dos espacios de Banach X e Y son tales que X®,Y = X®. Y, entonces X oY deben ser
de dimension finita. Es asi como Gilles Pisier en [40] en 1983 contruye un contraejemplo
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donde el espacio de Banach X es separable de dimensién infinita y tal que X®,X =
X®.X.

De manera general, se puede mostrar que si « es una norma tensorial reticular y X e
Y son reticulos de Banach, entonces €(z) < a(z) < m(z). Para los espacios de Pisier
la e-norma y la m-norma en X ® X son iguales, y eso hace de la e-norma, una norma
reticular. Por consiguiente X®,X es un reticulo de Banach y en estos casos z ® y = 0
siz>=0ey>=0.

2. Hay otra forma de saber cuando la e-norma es una norma reticular. En [10], Pdgina 135
se da la nocion espacios nucleares. Cuando el espacio X localmente convexo es nuclear,
se tiene la e-norma y la m-norma coinciden, para cualquier espacio de Banach Y. Por
tanto la e-norma es una norma reticular. Ver [10], Teorema 2.9.9, Pagina 137.

3. Otra forma en que sabemos que la e-norma es una norma reticular es en [50] donde
se define la [-norma y la m-norma, siendo X,Y reticulos de Banach. Ver Teorema
4.6, Pégina 253. Estas normas son reticulares y cuando X es un AM-espacio X®,Y =
X®.Y.En [50],si X = C(K) es el espacio de las funciones continuas sobre un compacto
K, entonces C(K)®,.Y es un reticulo de Banach. Ver ejemplos, Pégina 274.

4. Otra forma de saber si la e-norma es una norma tensorial es a través de la norma de
Fremlin.

Recordemos que si X e Y son espacios de Banach, entonces existe una dualidad natural

(X ®Y,B(X xY))

definida por la forma bilineal (u, f) = > f(zk,yx) donde u = > x @ yg. Dada f €
k=1 k=1

B(X x Y), la funcién u — (u, f) = f(u) es una forma lineal en X ® Y. Esta dualidad
permite definir la norma proyectiva o m-norma por la férmula

m(u) ={[(u, [)|: f e BIX xY),|If| <1}

Siguiendo estas ideas, en [28] Fremlin define la norma proyectiva positiva por la férmula

¢(u) = sup{|(u, f) | : f € BT(X xY), [ <1}.

A menudo a esta norma tensorial se le llama la norma de Fremlin. La completacién de
X ®Y respecto a esta norma tensorial es el producto tensorial proyectivo positivo de
los espacios indicados, el cual se denota X®4Y Producto tensorial de Fremlin

En [28] demuestra Fremlin que X®,Y es un reticulo de Banach y

oz ®y) = |z|/|ly|, paratodo x € X y todo y €Y.

En [28], el sentido tensorial del producto tensorial de Fremlin se revela el teorema
siguiente conocido como teorema de Fremlin.
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Teorema 5.2.1. Sean X e Y reticulos de Banach. Entonces para todo reticulo de
Banach Z y para toda f € B(X XY, Z), existe una y sélo una funcion u € E(X®¢Y, Z)
tal que

@) A= {full-
(il) w(z®y) = f(z,y).
(iil) u es positiva si y sdlo si f es positiva.

En suma, la norma de Fremlin es una norma tensorial reticular y por tanto

€(2) < ¢(2) < 7(z) para todo z € X®,Y.

5.3. Medidas Positivas

En esta seccion supondremos que X®.Y es un reticulo de Banach con la e-norma.

A continuacién mostraremos que el conjunto de las medidas vectoriales radonianas positivas
de variacién acotada forman un reticulo de Banach con la norma de la semivariacion. Para
ello demostraremos que si la medida vectorial es positiva entonces la norma de la medida
coincide con la semivariacion de la medida.

Definicién 5.3.1. Sean (2, A) un espacio medible y X un reticulo de Banach. Una medida
p: A— X es positiva si u(A) > 0 para todo A € A.

Ejemplo 5.3.2. Sea ([0, 1], bor([0,1])) y A la medida de Lebesgue. definimos v : bor ([0, 1]) —
L*(p) como v(A) = x 4. Entonces v es medida vectorial o-aditiva radoniana y positiva.

Proposiciéon 5.3.3. Sean (2, A) un espacio de medida y X wun reticulo de Banach . Si
p: A— X es una medida positiva, entonces ||u||(A) = ||u(A)]].

Demostracion. Ya tenemos por propiedades anteriores que ||u(A)|] < ||u]|(A). Demostrare-

mos la desigualdad inversa ||pu(A)|| > ||n]|(A). Siz" € X', en la definicién de la variacién de la

medida real 2’ oy aparecen las sumas de la forma > |2/ opu(Ag)|, donde { Ay} es una particién
k=1

de A. Como X’ es un reticulo de Banach entonces =’ = (')

que p es una medida positiva,

*t—(a')” y por consiguiente, dado

2" 0 u(Ap)] = ()" = (2')7) o u(Ar)| = ()" 0 p(Ak) — () 0 p(Ap)]
< (@) o (Al + 1(2) 0 p(Ar)| = (&) 0 p(Ar) + (2) ™ 0 p(Ag) = |2'] o u(Ap).

= ||2’|| por ser X’ un reticulo de Banach,

Por consiguiente, teniendo en cuenta que H|x’ |

2" o p|(A) = sup {Z 2" 0 M(Ak)|} < sup {Z 2’| o M(Ak)}

tenemos



Medidas Positivas 99

— sup {|a:'| o Zum} — sup{Ja/] o j(A)} = |¢'] o u(A)

k=1
< [l = 1)) = )]
para todos los 2’ tal que ||z’ < 1. Luego ||u||(A) < [[u(A)]. O

Proposicién 5.3.4. Sean (2, bor(Q2)) un espacio medible y X un reticulo de Banach. El con-
junto de las medidas vectoriales radonianas positivas de variacion acotada M7, .,(bor(Q), X)
forman un reticulo de Banach, con la norma de la semivariacion.

Demostracion. Esto se da por el hecho de que la semivariacion es una norma. Adicionalmente
esta norma es reticular. En efecto:

2" 0 p|(E) < |2’ o u(E) < |a'] o pl(E) < |2'] o [v[(E) < [IIV[I(E) = [Iv]I(E),

ya que |u|(E) < |v|(E) por hipdtesis. Tomando el supremo sobre todos los ||2|| < 1 se tiene
que [|u]|(E) < ||v||(E). Para probar esto se usé la Proposicién 5.1.15 y el hecho de que X es
un reticulo de Banach. Con esta norma M, 4 r44(£2, X) es completo y para ello se sigue los
lineamientos de la Proposicién 6.6.2, Pagina 308 en [45]. Lo tnico que falta por demostrar es
que « es una medida vectorial radoniana positiva, para lo cual nos basamos en la desigualdad

lafl(B = K) < |la = an[[(B = K) + [lan[[(B — K) < 2,

donde (a,) es una sucesién de medidas vectoriales radonianas positivas de variacién acotada,
B € bor(Q2) y K es un compacto tal que K C B. « es positiva por ser el limite de una
sucesion de medidas positivas. O

El siguiente lema nos permitira determinar las condiciones que aseguran la positividad de la
medida producto y por ende la positividad de la medida del producto de convolucién.

Lema 5.3.5. Sean T un espacio topoldgico, X un reticulo de Banach y v : bor(T) — Y una
medida positiva. Si ¢ : T — X es acotada y (®,v)-medible entonces ¢ es (®,v)- integrable.
Ademds si ¢ = 0 entonces

/T¢(t) @ dv = 0.

Demostracion. Ver [34], Lema 4.2. O

Proposicion 5.3.6. Sean S, T espacios topologicos hausdorfianos, X,Y espacios de Banach
separables y reticulares tal que X®.Y es un reticulo de Banach, p - bor(S) - X yv :
bor(T) — Y medidas vectoriales radonianas. Si . y v son medidas positivas y A es la medida
vectorial producto de j1 y v entonces A\ es positiva.

Demostracion. Ver [34], Proposicién 4.3. O

Observacién 5.3.7. Sean (S,A) y (7, B) espacios medibles, X un reticulo de Banach y
i A — X una medida vectorial o-aditiva positiva. Si ¢ : S — T es (A, B)-medible, entonces
v: B — X definida por v(B) = u(¢~*(B)) es una medida vectorial o-aditiva positiva.
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Sean p, v : bor(S) — X medidas radonianas. Si A = p ® v es el producto tensorial de ellas,
recordemos que el producto de convolucién de p y v es la medida p*v : bor(S) — X definida
por

pxv(A) =m(A07(A))),

donde A € bor(S5), 0 es la operacién del grupo y m es la linelizacién de la funcién multipli-
cacion de la algebra X.

Definicién 5.3.8. Una dlgebra de Banach reticular es un algebra de Banach que con su
estructura vectorial es un reticulo de Banach y el producto de elementos positivos es un
elemento positivo.

Lema 5.3.9. Sean S un grupo topolégico, X un dlgebra de Banach separable y reticular tal
que X®.X es un reticulo de Banach y p,v : S — X, medidas vectoriales radonianas. Si j1 y
v son medidas positivas entonces | x v también es una medida radoniana positiva.

Demostracion. Por ser iy v medidas vectoriales radonianas, existe una tnica medida pro-
ducto A = p ® v definida en bor(S x S) y con valores en X®,X. Ahora, \ es positiva por la
Proposicién 5.3.6 y por la Observacién 5.3.7 tenemos que A(f~'(A)) es una medida positiva.
Luego por ser m lineal se tiene que

pxv(A) =mAO(A)) >0

para todo A € bor(S). Por tanto u * v es positiva. O

5.4. Medidas Radonianas, Apretadas y Suaves

Esta es, una de las secciones més importantes de este capitulo, ya que los resultados que
aqui se demostraran permitiran adaptar la teorfa desarrollada por Kawabe en [34]. Con esta
adaptacion se puede demostrar el teorema de la Convergencia Diagonal para medidas rado-
nianas y los resultados enunciados al principio de este trabajo. Empezaremos por establecer
las relaciones entre estas medidas en el caso real, luego nos trasladaremos al caso vectorial.

Caso real

Definicién 5.4.1. Sea i una medida boreliana definida sobre un espacio topoldgico S. Di-
remos que u es una medida T-suave si para cada red creciente de subconjuntos abiertos de
S, (Ux)aea se tiene

lim (U = o (U UA) .

A€A

En [29], Gémez y Restrepo demostraron que si p es una medida radoniana finita entonces se
tiene que para todo € > 0y todo B € bor(S), existe un compacto K, K C B tal que

u(B) = w(K) = u(B — K) <.
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Definicién 5.4.2. Diremos que una medida boreliana es apretada si

w(T) =sup{u(K): K CT, K compacto}.

Basados en esto podemos ver que toda medida radoniana finita es apretada.

La siguiente proposicién permite establecer la relacién entre medidas radonianas y medidas
T-suaves.

Proposicién 5.4.3. Cada medida radoniana finita definida sobre un espacio topoldgico haus-
dorfiano es T-suave.

Demostracion. Ver [54], Proposicion 3.1, Pagina 28. O

Caso vectorial

En el caso vectorial se mostro que si 4 es una medida vectorial radoniana, entonces para cada
e > 0y cada B € bor(S) existe un compacto K, K C B tal que
[ull(B — K) <e.

Definicién 5.4.4. Sea S un espacio topolégico. Diremos que p es una medida vectorial
apretada si dado € > 0 existe un compacto K tal que

lull(S = K) <e

Definicién 5.4.5. Sea i una medida boreliana definida sobre un espacio topoldgico S. Di-
remos que p es una medida vectorial T-suave si para cada red creciente de subconjuntos

abiertos de S, (Ux)aea con U = |J U, se tiene que
AEA

lim || (U — Uy) = 0.

La siguiente proposicion cuya demostracién es una adaptacion del caso escalar, muestra la
relacién entre las medidas radonianas y las medidas 7-suaves.

Proposicion 5.4.6. Sea S un espacio topoldgico hausdorfiano. Si v es una medida vectorial
radoniana entonces v es una medida vectorial T-suave.

Demostracion. Sea {G,} una red creciente de abiertos con G = |J G,. Por ser v una medida

radoniana, dado € > 0, existe un compacto K, K C G tal que ||v|(G — K) < e. Para

este € > 0 existe un «, tal que si @ = a, entonces ||v||(G, — K) < € con K C G,, luego
G-G,=(G-—K)—(G,—K)CG-K, asi

V(G = Ga) = V(G = K) = (Ga = K))|| < V(G = K) <¢,

si a = a.. Esto se tiene por la subaditividad de la semivariacion. O
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En [29], Lema 3.2, Gémez y Restrepo demostraron una propiedad de las medidas radonianas
de tipo escalar en relacion con la integral de una red no decreciente de funciones semicontinuas
inferiormente. Ahora hablaremos de dicha propiedad para medidas vectoriales radonianas con
respecto a la integral de una red de funciones no negativas semicontinuas superiormente.

Adicionalmente, este lema es enunciado en [34], Proposicién 2.1 y es uno de los resultados
necesarios para demostrar el teorema de la convergencia diagonal. Haremos la demostracion
de este lema, que es una adecuacién del caso escalar dado en [54], Proposicién 3.2, Pagina
29 para medidas T-suaves.

Lema 5.4.7. Sean T un espacio uniforme, Y un espacio de Banach y v : bor(T) — Y una
medida vectorial radoniana. Si{ fo}a €s una red decreciente de funciones no negativas, unifor-
memente acotadas y semicontinuas superiormente definidas en T' que converge puntualmente
a f, entonces fo y [ son v-integrables y

lim /T Ful)du(t) = /T F(t)du(t).

Demostracion. Como las {fa}o son uniformemente acotadas y son medibles entonces son
integrables. Por otro lado la convergencia de la red y el hecho de que para cada o, {fo}a €s
uniformemente acotada, hacen de f una funcién acotada y nuevamente por el razonamiento
anterior f es v-integrable. Definamos los conjuntos G\ y G' como sigue:

GA:{teT:fA(t)>$} yG:{teT:f(t)>k_1}.

n

Notemos que (Gy)xen es una red creciente de abiertos debido a que la red de (fy)xea €s una
red ascendente de funciones semicontinuas superiormente y que converge a GG es decir

atlJer=¢,
AEA
ya que h’in fr = f. Por ser v una medida vectorial radoniana entonces se tiene que para todo
€ > 0, existe un Fy C A tal que si Fy C F (F C A) entonces
V(G =Gy <e

para A € F. Ahora definamos las siguientes funciones:

an = lZXGA Y fn= EZXG‘
" "=

Sit € G, para algin A entonces f)(t) > % v fan(t) < % Asi
kK k-1 1
) = i <2 ELo L

n n

De manera analoga se prueba que si t € G entonces

Fult) = F(B) <
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Sit ¢ G, para todo A, las desigualdades anteriores se mantienen. En resumen
1 1
| fan(t) = A)] < —y |fa(t) — F)] < -

para todo t € X. Por otro lado f, — fi, = % > XG-a,- Asi
k=1

[ hio— [
/T frdv — /T fdv

+ lim
by

n

> u(G-Gy)

k=1

1
< =

1
< —n|lv|(G - G)) <e.
n n

S ‘

/T<fn — fan)dv

lim ‘ < sup
A A

/T(fA — fan)dv

[ (#a= pyav

+ lim
by

[ (= g

2
< — T .
< Z|WT) + e

5.5. Teorema de la Convergencia Diagonal

Para cumplir el objetivo de este capitulo debemos hablar sobre el Teorema de la Convergencia
Diagonal.

En esta seccion T es un espacio uniforme, X es un espacio de Banach y Y un reticulo
de Banach. Denotemos por U, (T, X) al espacio de Banach de todas las funciones acotadas
y uniformemente continuas con la norma del supremo, es decir si ¢ € U,(T, X) entonces

ol = sup||@(t)]]. Denotemos por Uy(T) = Up(T,R) y por Cy(T) al espacio de Banach
teT

de todas las funciones de valor real continuas y acotadas en 7' con la norma del supremo,

M (bor(T),Y) al conjunto de medidas vectoriales radonianas o-aditivas positivas.

Las siguientes proposiciones son enunciados que se utilizan en la demostracién del teorema de
la convergencia diagonal. En esta parte demostraremos propiedades adicionales de la integral
de Bartle en conexién con los reticulos de Banach que son més especializadas y para ello nos
basaremos en [34].

Proposicién 5.5.1. Sean (2, A) un espacio de medible, X un reticulo de Banach yv : A —
X wuna medida vectorial positiva. Si f,g son funciones de valor real v-integrables tal que
|f| < g v-c.t.p, entonces

/ f(w)dV(w)‘ < [wivw) < [ gtwpivto)

Y

/ f(w)dV(w)H < ‘

/ \f(w)\dV(w)” <

/E glw)dv(w)

para todo E € A.
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Demostracion. Si f = x4 para A € A, entonces

XA<w>du<w>\ — W(A)] = v(A).

Si f es una funcién simple se tiene que

sz (ENE)) <Z’xz|| (ENE)| =3 [edv(ENE) /|f ) di(w).

=1
Ahora por ser f v-integrable, existe una sucesion (f,)neny de funciones simples tales que

fulw) = f(w)
/E fulw)dv(uw) [E f(w)d(w)

[ it < [ inwlac

w)dv(uw ‘<lim ()| (w /\f )| (uw

w)dv(w ‘

Para cada n tenemos que

entonces

n—o0

w)dv(w ‘ = lim

De manera analoga se demuestra que

[ttt < [ glwldvto)

Aplicando la norma a lo anterior se tiene que

w)du(w)‘” < w)|du(w)H < g(w)du(w)”.
E
Por la Proposicion 5.1.12,
w)du(w)‘” = w)du(w)” :
Hemos asi terminado la demostracién. O

Lema 5.5.2. Sea (2, A) un espacio medible. Sean v : A — Y una medida vectorial positiva,
f:Q — R una funcion v-integrable y ¢ de 2 en X una funcion acotada y v-medible. Entonces
la funcion vectorial definida por (fo)(w) = f(w)p(w) de Q en X es v-integrable, y

[ttty s aw)| <swlsw] [ o)

we

para todo A € A.
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Demostracion. Ver [34], Proposicién 3.2. O

Lema 5.5.3. Sean T un espacio topologico, X e Y espacios de Banach, v : bor(T) — Y
una medida radoniana y ¢ € Cyo(T, X) una funcion acotada y continua. Entonces ¢ es (®,v)-
integrable, y

Demostracion. Ver [34], Proposicién 3.3. O

[ ot s o)) < swplsniic

para todo A € bor(T).

Proposicién 5.5.4. Sean Y un espacio de Banach y v : bor(T) — Y una medida vectorial
radoniana. Entonces para cada € > 0 existe un subconjunto finito {t1,ts,...t,} de T y una
funcion h € Up(T'), con 0 < h <1, que satisface las siguientes condiciones:

(i) h(t;) =0 para todo i =1,2,...,n y h(t) =1 para todo t ¢ |J Bs(t;).

(i) [|f, h(t)dv(t)]| <e.

Demostracion. Ver [34], Lema 4.2. O

La siguiente proposicién permite mostrar que la convergencia débil para medidas vectoriales
positivas es equivalente a un cierto concepto de convergencia débil cuando las funciones que
se toman son uniformemente continuas.

Proposicién 5.5.5. Si {v,} es una red en M} . (bor(T),Y) yv e M} (bor(T),Y) en-

o,rad o,rad
tonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Para cada f € Up(T), se tiene que
| 10~ [ swie,
T T
(ii) Para cada f € Cy(T), se tiene que

/T F(t)dva(t) / F(t)du(t).

Demostracion. Ver [34], Proposicion 5.1. O

Proposicién 5.5.6. Si {v,} € ML . (bor(T),Y) es una red y v € M*__ (bor(T),Y),

o,rad o,rad
entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Para cada g € Up(T), se tiene que

/T g(t)dva(t) — /T g(t)dv(t).
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(ii) Para cada ¢ € Up(T, X), se tiene que

/T (2" 0 @) (t)dva(t) — /T (x’oqb)(t)du(t)H — 0.

sup
[l']]<1

Demostracion. Ver [34], Proposicién 4.3. O

Proposicién 5.5.7. Si {va} C M7 (bor(T),Y) es una red y v € M ,(bor(T),Y) en-
tonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Para cada g € Up(T'), se tiene que

/T g(t)dve(t) = / g(t)du(t)

(i) Para cada ¢ € Up(T, X), se tiene que

/T (1) ® dva(t) — /T (1) ® du(t)

Demostracion. Ver [34], Proposicion 4.4. O

Teorema 5.5.8. (Teorema de la Convergencia Diagonal). Sean T wun espacio uniforme,
X un espacio de Banach, Y un reticulo de Banach, {vo} C MZ  ,(bor(T),Y) una red y
v e M7, (bor(T),Y). Sean {¢a}a C Up(T, X) una red y ¢ € Uy(T, X) que satisfacen las
siquientes condiciones:

(i) @pa(t) — &(t) para cadat € T.
(i) {¢a} es uniformemente acotada.

(iii) {¢a} es um’formemente equicontinua en T

Si hm Jp 9O dva(t) = [, g(t)dv(t) para cada g € Uy(T) entonces
hm/ o (t) @ duy(t /gb ) @ du(t
Demostracion. Ver [34], Teorema 4.1. O

5.6. Convergencia Débil del Producto de Convolucién

Hemos llegado al objetivo, demostrar la convergencia débil del producto de convolucion.

La siguiente proposicién es una consecuencia directa del teorema de la convergencia diagonal.
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Proposicién 5.6.1. Sean S y T espacios uniformes, X un espacio de Banach, {fia}o una
red de medidas uniformemente acotadas, es decir sup,, ||pa]|(S) < M. Sih € Uy(S x T) y
Ga(t) = [ghi(s)dpa(s), para todo a y t € T entonces {¢o} es uniformemente acotada y
uniformemente equicontinua en T'.

Demostracion. Ver [34], Lema 5.2. O

Duchon y Kluvanek en [23], demuestran que si u € M(bor(S),X) y v € M(bor(T),Y)
entonces existe una tinica medida p ® v : bor(S) ® bor(T) — X®.Y tal que p ® v(A x B) =
1(A) ® v(B) para todo A € bor(S) y B € bor(T). Kawabe en [34] hace la suposicién de que
bor(S x T) = bor(S) ® bor(T). Luego en [33], Kawabe muestra la existencia de la medida
producto a todo bor(S x T') para medidas T-suaves y enuncia la siguiente proposicién que se
adapto al concepto de medidas radonianas positivas.

Aunque las demostraciones de los siguientes teoremas estan hechas en [33] queremos repro-
ducirlas dada la importancia del objetivo planteado al comienzo de este capitulo.

Teorema 5.6.2. Sean S y T espacios uniformes, X y Y reticulos de Banach separables tales
que X®.Y es un reticulo de Banach, {j1a} C M aa(bor(S), X) y {va} € M, 4(bor(T),Y)
redes de medidas y p € M, 4(bor(S), X) y v € M,  ,(bor(T),Y). Sean Mo = pia ® vq
la medida producto de po Yy Vo y X = p @ v la medida producto p y v respectivamente. Si
Js fdpa — [4 fdp para todo f € Uy(S) vy [, gdva — [, gdv para toda g € Up(T), entonces

/ h(s,t)dA\a(s,t) — h(s,t)d\(s,t),
SxT SxT

para toda h € U (S x T) .

Demostracion. Sea h € U,(S x T'), entonces para t fijo, hy € Up(S) y por tanto

[ mts)ana(s) = [ mis)ants)

para toda h, € Uy(S). Ahora definamos ¢4 (t) = [¢hi(s)dua(s) y o(t) = [ hi(s)du(s) por
lo anterior se comprueba que ¢,(t) — ¢(t) para cada t € T. Por otro lado h es contmua y
acotada y por tanto integrable. Entonces por el Teorema de Fubini se tiene que las funciones

t%%@zém@ww>yt%mwaéwmwﬁ

son (®,v)- integrables y nuevamente por Fubini podemos concluir que

/sxTh(S’t)dA“(S’t) :/T(/Sht(S)dua( )®dua /qba ) & dg(t
/SXTh(s,t)d)\(s,t):/T(/Sht(s)du( )®dy /¢ )& duft
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Como

/T g(t)dva(t) = / g(t)dv(t)

para toda g € Uy(T) y Aa, A son medidas vectoriales radonianas positivas, el Teorema de la
Convergencia Diagonal garantiza que

/SXTh(s,t)dAa(s,t) :/T¢a(t)®dua(t) —>/T(/§(t)®dy(t) :/SXTh(s,t)d/\(s,t).

Asi
/ h(s,t)dAo(s,t) — h(s,t)dA(s,t),
SxT

SxT
para toda h € Uy (S x T).

Los dos teoremas siguientes son una aplicacion directa de la Proposicion 5.6.2.

Teorema 5.6.3. (Convergencia débil de la medida producto). Sean S y T espacios uniformes,
X yY reticulos de Banach separables tales que X®.Y es un reticulo de Banach. Sean {ra} C
M a(bor(S), X) y {va} € M, 4(bor(T),Y) redes de medidas y € M, ,(bor(S), X) y
ve M-I (bor(T),Y). Sean Ao = pia @ Vo la medida producto de jio Yy vo y X = p v la

o,rad

medida producto p y v respectivamente. Si flo — |1 Y Vo — U entonces Ag — .

Demostracion. Como consecuencia del Teorema 5.6.2,

/ hs, Odha(s.t) = | (s, H)dN(s,b),
SxT SxT

para toda h € Uy(S x T') y por la Proposicién 5.5.5 se tiene para toda h € Cy(S x T'). Luego
Ao — A cumpliéndose la prueba. O

Teorema 5.6.4. (Convergencia débil del producto de Convolucion). Sea X una dlgebra de
Banach reticular separable, tal que X®.X es un reticulo de Banach. Sean {p,} y {va} redes
de medidas radonianas en M (bor(S), X). Si pie — ft, Y Va — v, v € MF _(bor(S), X)

o,rad o,rad

w
entonces [y * Vo — b ¥ V.

Demostracion. Es una consecuencia del teorema anterior y su demostracion es andloga a la
demostracion del Teorema 3.2.4. [l

Queremos subrayar que estas extensiones se han dado para espacios separables, pero toda
esta teoria puede extenderse al caso no separable, para ello definiremos cuando una medida
vectorial tiene condicién de separabilidad con respecto a otra.

Definicién 5.6.5. Sean (€2, .A) un espacio medible, X un espacio de Banach, f : 2 — X una
funcion vector valuada y v una medida vectorial de A en X. Diremos que f es v-separable,
si existe un conjunto E tal que |[v||(E) = 0y f(Q2— F) es un subconjunto separable respecto
a la norma en X.
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Observacion 5.6.6. Sean E € bor(SxT) y p: bor(S) — X una medida vectorial o- aditiva.
Parat € T, definimos la t-seccién de E como E* : {s € S : (s,t) € E}. Entonces E* € bor(S).
Definimos gp : T — X por gp(t) = p(E'). En la demostracién del Teorema 2.7.6, puede
reemplazarse la palabra separable por la hipdtesis de que la funcién gg es v-separable y
por tanto se garantiza la medibilidad de la funcién gg, gracias al teorema de Pettis para
medidas vectoriales. Esta condicién permite extender el Teorema 2.7.6 a espacios de Banach
no separables. En consecuencia todas las propiedades, proposiciones o teoremas que requieran
de la medida producto pueden generalizarse a espacios de Banach no separables con esta
nueva hipotesis. En este contexto, esta hipétesis es conocida como condicion de separabilidad
de una medida vectorial con respecto a otra medida vectorial.






Conclusiones y Perspectivas de
Investigacion

El desarrollo de estas propiedades fundamentales sobre las medidas vectoriales ha iluminado
varias perspectivas de investigacion:

(i)

Los espacios LP (v, X,Y’) satisfacen la propiedad de aproximacién, la cual es funda-
mental en el estudio de trazas y determinantes. La demostracion de dicha propiedad la
presentaremos en [16]. Otros trabajos en esta misma direccién son [17], [18].

Desarrollar en mas detalle propiedades basicas de los operadores en medidas y sus
aplicaciones a diversos tipos de ecuaciones diferenciales. Para ello se requerirda de una
versién para medidas vectoriales del andlisis de Fourier y sus consecuencias.

Desarrollar la teoria de los operadores pseudodiferenciales asociada a los espacios de
medidas vectoriales. La gran importancia de los operadores pseudodiferenciales para
espacios de funciones en las aplicaciones a las ecuaciones en derivadas parciales sugiere
que dicha extensién puede ser bastante prometedora. Es claro que como en el caso
clasico, este nivel de extension requerira de un buen entendimiento del punto anterior.

El hecho de que las tnicas medidas invariantes bajo translaciones son un multiplo
vectorial de la medida de Lebesgue ha originado una motivacion para desarrollar una
teoria de analisis armoénico no invariante.

En este documento se ha desarrollado una medida producto, un Teorema de Fubini
y un producto de Convolucion para medidas vectoriales y funciones vector valuadas,
cuando la funcién bilineal multiplicacion es el producto tensorial inyectivo. Esperamos
desarrollar una teoria en el caso de las dlgebras de Banach donde la funcién bilineal
es la multiplicacion del algebra y en espacios de Hilbert donde la funcién bilineal es
el producto escalar. Esta teoria permitiria establecer conexiones y aplicaciones con las
ecuaciones diferenciales parciales.
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