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1 Introduccién

Durante los 1ltimos anos han aparecido miiltiples trabajos relativos
a la estrecha relacién que existe entre los métodos combinatorios y
algebraicos, impulsados especialmente por la ventajas que ofrece el
uso del computador personal, [ST], [NB].

Aquellos problemas en que el tiempo de solucién depende polinomi-
camente de los datos de entrada se dice que es “facil” (easy) y
aquellos en los que ese tiempo es muchisimo mayor y no es posible
en general disefiar un algoritmo rapido se denominan “duro” (hard).
El problema del coloreamiento de grafos es un problema “duro”.
Nuestro objetivo en este trabajo es estudiar, por via algebraica el
problema del coloreado de grafos, utilizando algunos métodos del
&lgebra conmutativa en particular la teoria de las bases de Grébner.
Un grafo general G = (Vg, E¢) consiste de un conjunto finito Vg
de vértices, un conjunto finito Eg de aristas, y una relacién, la cual
asigna a cada arista a exactamente dos vértices i y 7 (distintos o no)
que llamaremos los extremos de ay que denotaremos por a = {i, j}.
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Usualmente los vértices ¢ y j son diferentes; cuando 2 = j deci-
mos que a es un lazo en i. Si a tiene extremos i y j, decimos que
a une i con j; y cuando dos vértices estan unidos por las aristas
a,as,--- ,aq, con t > 2, entonces las aristas aj, ag, - - , a¢ se llaman
aristas multiples. Para muchos problemas lazos y aristas miiltiples
son irrelevantes, asi que a los grafos generales sin lazos y sin aris-
tas miiltiples les damos un nombre especial, los llamaremos grafos
simples o simplemente grafos.

Decimos que dos vértices son adyacentes si ellos estdn unidos por
una arista. Si v es un extremo de a, decimos que v y a son con-
currentes. Un vértice que no es concurrente con ninguna arista lo
llamaremos aislado.

Podemos ilustrar un grafo general G = (Vg, E¢) con un diagrama,
asignando a cada vértice un punto en el plano y a cada arista una
curva de Jordan, es decir una curva continua entre los extremos que
no se cruza a si misma (la cual, naturalmente en el caso de un lazo
es cerrada). Si existe una representacion en la cual las aristas de G
se cruzan solamente en los vértices y no entre ellas, decimos que el
grafo general G es planar y llamaremos grafo plano al grafo (general
o simple) empotrado en dicho plano.

Un grafo general se llama conexo si cualquier par de vértices estan
unidos por una trayectoria, en caso contrario se llama disconexo.
Notemos que la accesibilidad de vértices por trayectorias es una
relacién de equivalencia sobre Vg, luego cada grafo general puede
descomponerse en sus componentes conexas.

Definicién 1 Sea G = (Vg, Eg) un grafo general, con conjunto de
vértices Vg y conjunto de aristas E¢. Un g-coloreamiento propio de
G es una funcion

c:Vg—C

de Vg en un conjunto C de cardinalidad q, tal que c(i) # c(j) para
todo {i,7} en Eg. Decimos que el grafo G es g-coloreable si admite
un g-coloreamiento propio.

A los elementos del conjunto C' de cardinalidad g los llamaremos
colores. Asi, un g-coloreamiento propio de un grafo G es una asig-
nacién de colores a sus vértices de manera que ningin par de vértices
adyacentes tengan el mismo color.
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Sea G = (Vg, Eg) un grafo. Cualquier g-coloreamiento propio c :
Vg — C induce una particién en el conjunto de vértices Vi, de
tal manera que dos vértices 7,7 € Vg estan en la misma clase si
¢(i) = ¢(j). Es decir, dos vértices estdn en la misma clase si a
ellos les hemos asignado el mismo color. Luego, podemos decir
que dos g-coloreamientos propios de G son distintos si ellos inducen
particiones distintas en el conjunto de vértices V¢ de G.

Definicién 2 Una particién cromdtica de un grafo general G es
una particién de Vg en subconjuntos llamados clases cromdticas:

Ve=V1UuWKUu.. .UV,

tal que para todo 1 < ¢ < q el subgrafo inducido < Vi > no tiene
aristas.

Notemos que si G tiene un lazo, entonces no tiene ninguna parti-
cién cromatica. Ademads, la definicién de particién cromatica sélo
depende de si los vértices son adyacentes o no. Entonces si G tiene
aristas multiples, con extremos en un mismo par de vértices, sélo
una de ellas interesa para la definicién de particién cromatica. Por
tanto, podemos tratar con grafos simples.

El menor nimero de colores con el cual se puede colorear un grafo
se llama nitmero cromatico de dicho grafo y se denota por x (G).
Asi, el ntimero cromético de un grafo G es el menor entero positivo
n para el cual G es n-coloreable y decimos que G es n-cromético.
Observemos que si G = (Vg, E¢g) es un grafo; entonces G es |Vgl-
coloreable, x (G')-coloreable; ademas, si x (G) < n < |Vg|, entonces
G también es n-coloreable.

Hasta ahora no se ha podido establecer una caracterizacion de grafos
n-coloreables para n > 3; ni se conoce un método, que de manera
rapida, determine si cualquier grafo G es n-coloreable o no. Tam-
poco, un método conveniente para determinar el niimero cromético
de un grafo arbitrario. Sin embargo, se conocen varias cotas para
x (G) en término de otras invariantes.

Para decidir si un grafo es g-coloreable podriamos probar cualquier
forma posible de colorear los vértices de G con g colores y ver si
alguna de ellos funciona. Existen ¢" de tales posibilidades si G tiene
n vértices. Luego, para valores muy grandes de g y de n necesitamos
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cantidades muy grandes de tiempo de computaciéon. El problema
consistente en encontrar el nimero cromaético de un grafo G, el de
determinar si dado un niimero natural g el grafo es g-coloreable o el
de encontrar el mimero de g-coloreamientos propios de G, distintos,
hacen parte de una gran clase de problemas computacionales que
bosquejaremos a continuacion.

Un algoritmo es eficiente si existe un polinomio p(n) tal que el
algoritmo puede resolver cualquier caso de tamano n en un tiempo
que estd en O(p(n)), donde O (p(n)) es el conjunto de todas las
funciones ¢ : N — R tales que existen una constante ¢ y un entero
positivo ng que cumplen ¢ (n) < cp(n) para todo n > ng. Se dice
que estos algoritmos son de tiempo polinomial en caso comtrario se
dice que es “duro”. El hecho de que un problema computacional sea
“duro” no significa que cualquier caso de €l sea duro. Un problema
es duro porque no podemos idear un algoritmo para el cual podamos
garantizar una ejecucion rapida para todos los casos.

Problemas de decisién son aquellos para los cuales la respuesta es
si 0 no, o lo que es equivalente, verdadero o falso. Se denota por P
a la clase de problemas de decisién que se pueden resolver median-
te un algoritmo de tiempo polinémial y se dice que un problema
es NP, “ tiempo polinémial no determinista”, en caso contrario.
Un problema se denomina /N P—completo si es un problema NP
y es posible reducir polinomialmente cualquier otro problema N P
al mismo. En [HSW] y en [GBrPBr| prueban que el problema del
coloreado de grafos es N P—completo.

En adelante, daremos métodos algebraicos para determinar, si dados
un grafo G y un entero positivo ¢, el grafo G es g-coloreable o
no y para encontrar el nimero de g-coloreamientos propios de G
distintos.

2 Polinomio cromatico

El polinomio cromatico de un grafo fue introducido por Birkhoff y
Lewis en su ataque al problema de los cuatro colores, el cual, es un
problema que surgi6 hace 147 afios y fue resuelto en 1978 por Appel
y Haken W [APHA]. Este polinomio es una funcién que a cada grafo
G y a cada entero positivo g le asocia el nimero de g-coloreamientos
propios de G.
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[l problema de hallar el mimero cromatico de un grafo es parte del
problema general de encontrar los ceros de su polinomio cromatico,
porque el mimero cromatico x (G) es el niimero natural mas pequeno
para el cual C(G;u) es distinto de cero.

Definicién 3 Sea G = (V, Eg) un grafo con n vértices y sea u
un mimero complejo. El polinomio cromdtico de G es la funcion
definida por

C(Gsu) =) mi(G)ug (1)
P

donde m;(G) denota el nimero de particiones cromdticas distintas
de G en i clases cromdticas y u(;y es el mimero complejo
wu—1)(u—2)---(u—1i+1).

Un hecho importante, acerca del polinomio cromatico, es que el
niimero de g-coloreamientos propios de un grafo con g colores es el
valor de una funcién polinomial, ya que cada u(;y que aparece en la
definicién de C(G;u) es un polinomio.

Proposicién 4 Si G = (Vg, Eg) es un grafo y q es un nimero
natural, entonces C(G;q) es el nimero de g-coloreamientos propios
de G.

El polinomio cromatico de un grafo se puede calcular asi ([FH]):
Sea G = (Vg, Eg) un grafoy sea e = {4, j} una arista en Eg. Sien el
grafo G eliminamos la arista e, entonces obtenemos un nuevo grafo,
el cual se denota por G(€), cuyo conjunto de vértices y aristas son Vg
y E¢ — {e} respectivamente. O sea que se puede considerar el grafo
G(®) = (Vg, Eg — {e}). Ahora, si en esté nuevo grafo identificamos
los extremos de e, es decir, identificamos i con j obtenemos de G(¢)
otro grafo, denotado por Gy, €l cual tiene un’vértice y una arista
menos que G.

Theorema 5 Si G(®) = (Vg, Eg — {e}) es el grafo que se obtiene
de G al quitar la arista e y G(.) es el grafo que se obliene de G
al identificar i con j, entonces

C(G;u) = C(G@;u) — C(Geyiw)- (2)
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El teorema anterior da una técnica recursiva para calcular el poli-
nomio cromatico de un grafo, dado que los grafos que aparecen en
el lado derecho de la ecuacién 2, son ambos mas “pequenos” que G
en el sentido que uno de estos tiene menos aristas que G y el otro
tiene menos vértices. Calcular el polinomio cromatico de un grafo
se reduce en 1ltima instancia a calcular el polinomio cromatico de
grafos més simples y méds pequenos en cuanto al niimero de aristas
y vértices. Para la prueba de la proposicién 4 y el teorema 5 puede
consultar [NB].

En [HSW] prueban que el polinomio cromatico de un grafo se puede
calcular recursivamente con un algoritmo cuyo costo operacional es
O (ZHEﬂl), este costo es exponencial y tal cdlculo es muy grande
excepto para grafos con muy pocas aristas.

3 Bases de Grobner y Grafos coloreables

En esta seccién, aplicaremos métodos computacionales del algebra
conmutativa a la teoria de grafos. Ademds, describiremos como
aplicar bases de Grébner al coloreado de grafos. En [DLOJEA] se
da una base de Grébner universal para el ideal radical de una familia
de subespacios lineales relacionados con el niimero cromaético de un
grafo. El tratamiento de esta seccion sigue basicamente el articulo

[DLOJEA]

Definicién 6 Sea G = (Vg, E¢) un grafo etiquetado con vértices
{z1,...,zn}, definimos el polinomio

Po= [] (@i-2)) (3)

{i.j}eEq

Como un grafo G no es (k — 1)-coloreable si y solo si para cualquier
asignacién de (k — 1) colores a los vértices siempre queda un par de
vértices adyacentes con el mismo color, entonces se puede relacionar
el polinomio

Fa =[] {i.}€Ec (zi — x;) con la coloreabilidad de G' notando que
un grafo G no es (k — 1)—coloreable si y solo si el polinomio P se
anula cuando identificamos sus variables de tal forma que quedan a
lo sumo (k — 1) variables distintas.

Sea K un campo cualquiera. Se denota por V(n, k) el conjunto de
vectores en K" que tienen a lo sumo k — 1 coordenadas distintas y
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por J(n, k) el conjunto de polinomios en el anillo K[z, ..., z,] que
se anmulan en todos los elementos de V(n, k).

Ahora expondremos algunas ideas que después aplicaremos al pro-
blema general de encontrar el nimero de g-coloreamientos propios
de G que son distintos.

Sea GG un grafo etiquetado con vértices {zy,...,z, }. A cada elemento
a = (ay,...,a,) perteneciente a V (n, k) le asociamos la funcién

c: Vg— C

z; —  clz;) = a;

donde C' es el conjunto formado por las coordenadas distintas de
a. Como a € V (n,k) entonces |C| < k — 1. Notemos, primero,
que cuando G es (k — 1)-coloreable algunos de los elementos en
V (n, k) corresponden a (k — 1)-coloreamientos propios de G, donde
dos vértices tienen el mismo color si las correspondientes entradas
en dicho elemento son iguales. Observemos, también, que si G es
(k —1)-coloreable, entonces el polinomio Pg no se anula en aquellas
componentes irreducibles de V' (n, k) que corresponden a (k — 1) —
coloreamientos propios de (G. Podemos detectar estas componentes
con las operaciones de los ideales cociente y saturacién aplicadas a
J (n, k).

Muchas preguntas acerca de ideales en el anillo de polinomios se
pueden reducir a preguntas un poco mas ficiles de responder acerca
de ideales generados por monomios. A continuacién damos algunas
definiciones y resultados sobre teoria de bases de Grébner que nece-

sitaremos mas adelante. El lector interesado en consultar méas sobre
el tema puede leer los libros [WAPL] o [DCJLDO].

Se denota por z” el monomio :c‘?‘xgi ...To* donde 3 = (81,82, -y Bn)
€ N" y al conjunto T" = {z? : B8 = (61, B2, ..., Bn) € N"} se le deno-
mina producto de potencias. Un orden de términos para T" es un
orden total, denotado por =, sobre T" que satisface dos condiciones:

1. Para todo z” € T, si 2” # 1 entonces 1 < z° y
2. para todo z%,zP, 27 € T", si z* < z° entonces z%z7 < z°z7.

Fijamos alguna notacién. Primero, escogemos un orden de términos
sobre T, el cual da un orden de términos para K[z;, ..., z,]. Luego,
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para todo f € Klzy,...,z,), con f # 0, escribimos f = ajz™ +
aox® + ...+ a,z% donde 0 # a; EK, % € T" y 2™ > 2 > ... >
2% . Definimos:

1. Ip(f) = =™, potencia lider de f;
2. le(f) = ay, coeficiente lider de f;

3. It(f) = ayz®, el termino lider de f.

Para un subconjunto S contenido en K[z, ..., 5], definimos el ideal
de términos lideres de S como el ideal It (S) =< lt(f): f € 5.> . .
En particular, para un ideal I contenido en K[z, ..., z,], definimos
su ideal de términos lideres como el ideal

W) =<t(f): fel>.

Un subconjunto finito de polinomios G = {g1,...9:} de I es una
base de Grébner para I con respecto a un orden de términos =< si y
solo si para todo f € I, con f # 0, lp(g;) divide a Ip (f) para algiin
1 <17 < t. Se puede probar de la definicién que una base de Gréobner
es un conjunto generador para el ideal I y que GG es una base de
Grobner para el ideal I siy solosi it (I) =< 1t(g;) :9: € G > . Una
base de Grébner universal de I es un subconjunto de I que es una
base de Grobner simultidneamente con respecto a cualquier orden
de términos. Una base de Grobner para un ideal [ es un conjunto
de generadores con propiedades computacionales adicionales.

Dado un ideal I/ y cualquier orden de términos =<, una base de
Grobner da un algoritmo de la divisién para calcular el residuo de un
polinomio f modulo I. Primero calculamos una base de Grobner G
para I con respecto al orden de términos < T e iteramos el siguiente
procedimiento: comprobamos si todos los términos en f no estan
en It (I). Si es asi, tenemos un residuo para f. En caso contrario,
consideramos el mayor termino m de f que esta en It (/) y hallamos
g € G tal que Ip(g) divide a m, asi para alglin termino g tenemos
m = Ilp(g) g. Remplazamos f por f — gq y repetimos el anterior
procedimiento hasta que todos los términos en f no estén en lt (I).
[l residuo obtenido de esta manera es tinico y se llama la forma
normal de f médulo /. Se puede probar que f estd en I s1y solo si
el residuo de f modulo [ es cero.



Jhon Jader Mira A. 103

Ahora aplicaremos estas ideas al coloreado de grafos. En [DLOJEA]
prueban que el conjunto de polinomios

p(nk)={ H (i, —z3,): 1 <01 <.. < <n}, (4
1<r<s<k

es una base de Grobner universal para el ideal J(n, k), y se interpre-
ta este resultado en termino de los clique de un grafo. Un clique de
un grafo G es un subgrafo de G' que es maximal y completo. Deno-
tamos por G (n, k) el conjunto de todos los polinomios Py, donde H
es un grafo etiquetado, el cual, es la unién de un clique de tamano
k (esto es, que tiene k vértices) con n — k vértices aislados

Podemos reformular este resultado en términos de G (n, k) como

sigue.

Theorema 7 G (n,k) es una base de Gréobner universal para el
ideal J (n, k)

Pueba. Veamos que G (n, k) = p(n, k).
Si f € p(n, k), entonces existen 1 < i; <ig < --- < i < n tal que

r= I @ -=). (5)

1<r<s<k
Consideremos el grafo @, con conjunto de vértices {i;,--- ,ix} y con-
junto de aristas {ir,is}1<r<s<k, ¥ €l grafo H formado por la unién
de Q con los vértices aislados 1 < 7 < n tales que 7 & {41, -+, }.
El grafo H lo podemos etiquetar asi:
{Zigy - smp }U{z: 1 S5 €05 € {in, o s ia}}

son los vértices de H, en consecuencia, Py = f y por tanto f €
G (n, k).

Si f € G(n,k); entonces, por la definicién de G (n,k), existe un
grafo etiquetado H con conjunto de vértices {x,--:,z,}, el cual,

es la unién de un clique @, de tamano k, con n— k vértices aislados
y ademds, f = H{i,j}EEH (z; — z;). Luego Q es el grafo completo
Ky, Eg=Eqy Vo ={%i, - zi} paral <41 <-:- < g <1,
de donde, podemos expresar f asi

= I @ -aa).

1<r<s<k
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Por lo tanto, existen 1 < i} < -+ < i < n tal que f =
H15r<sgk (zi, = x3,) , luego f € p(n, k).

De' lo anterior se concluye que G (n,k) = p(n,k) y como p(n, k)
es una base de Grobner universal para el ideal J (n,k) entonces
G (n, k) también lo es. L]

Corolario 8 Sea (G, ¢) un grafo etiquetado con vértices {zy,- -+ ,xp}.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El grafo G no es (k — 1)-coloreable
2. Pg estd en J (n, k)

3. La forma normal de Pg por el algoritmo de la division usando

p(n, k) es cero. Es decir, Ny x) (FPs) = 0.

Pueba. (1) = (2)

Supongamos que el grafo GG no es (k — 1)-coloreable veamos que
Pg (a) = 0 para todo a = (ay, ...,a,) € V (n,k).

Razonemos por el absurdo, supongamos que Pg (a) # 0 para algin
a=(ay, - ,an) € V(n,k). Luego a tiene a lo sumo k — 1 coorde-
nadas distintas, y por definicién,

Po@)= [] (a-a).

{i.j}eEe

de donde H{i,j}eEa (a; — a;) # 0. Asi, para todo {i,j} € Eg, a; #
a;; y para todo 1 < i < j < n, si a; = a; entonces {i,j} ¢ Eg.
Podemos definir la funcién ¢ : Vg — C de Vg en C, donde C
estd formado por todas las coordenadas distintas en a y ¢ (i) = q;
para todo 1 € 7 < n. Luego, |C| £ k—=1ydec: Vg — C
podemos obtener un (k — 1)-coloreamiento propio de GG, de donde,
G es (k — 1)-coloreable. Esto es absurdo pues habiamos supuesto
que G no es (k — 1)-coloreable. Por lo tanto, P (a) = 0 para todo
a= (a1, -+ ,an) € V(n,k), y en consecuencia, Pg estd en J (n, k).
(2) = (3)

Supongamos que Pg estd en J(n,k) y veamos que el residuo de
dividir Pg por p(n,k) con el algoritmo de la divisién es cero.

El resultado se sigue, ya que p(n,k) es una base de Grobner uni-
versal para el ideal J (n,k), y del hecho que Pg estd en J (n, k).
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(3) = (1)

Supongamos que la forma normal de Pg usando p(n,k) con el
algoritmo de la divisién es cero y veamos que el grafo G no es
(k — 1)—coloreable.

Razonemos por el absurdo, supongamos que G es (k—1)-coloreable,
luego existe un (k — 1)-coloreamiento propio de G, es decir, existe
una funcién ¢ : Vg — C de Vi en un conjunto C' de cardinalidad
(k — 1), tal que c(i) # c(j) para todo {i,j} en Eg. En particular,
podemos considerar una funcién ¢ : Vg — C, donde C es un
subconjunto del campo K con k—1 elementos y c(i) # ¢(j) para todo
{t¢,7} en Eg y por tanto, considerar el vector a = (ay,:-- ,an) €
K" tal que c(i) = a; para todo 1 < i < n, luego a € V (n,k).
Como la forma normal de Pg usando p(n,k) con el algoritmo de
la divisién es cero y p(n, k) es una base de Grobner universal para
el ideal J (n, k) , entonces Pg esté en J (n, k), luego, por definicién
de J(n,k), P (b) = 0 para todo b € V (n,k); en particular a €
V (n, k) asi que Pg (a) = 0.

Por definicién de Fg,

Po(a)= [ (ai—ay).

{i,j}eEg

O sea que H{:‘.j}eﬂa (a; —a;) = 0, por tanto, a; = a; para algin
{i,j} € Eg, pero a; = ¢(i) y a; = ¢(j), o sea que ¢(i) = ¢(7) para
algin {¢,7} € Eg lo cual contradice el hecho que ¢ : Vg — C es
un (k — 1)-coloreamiento propio de G. Por lo tanto, el grafo G no es

(k —1)-coloreable. ™

Determinar si un grafo es (k — 1)-coloreable utilizando el corolario
anterior es 1itil porque varios sistemas de algebra computacional tal
como MACAULAY, MAPLE, y MuPAD Pro. tienen implemen-
tados algoritmos para hallar una base de Grobner de un conjunto
de polinomios, computar la forma normal de un polinomio y otras
aplicaciones de las bases de Grobner. Las bases de Grobner se
pueden usar, por ejemplo, para calcular los generadores de un ideal,
la interseccién de ideales, relaciones algebraicas de un conjunto de
polinomios, y calcular la dimensién y grado de una variedad alge-
braica.
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Ejemplo 9 Sea Pg = (z) — z3)(z1 — 24) (21 — z2)(z) — z5) (20 —
x3)(z9 — z4)(x3 — z4) (24 — x5) el polinomio asociado al grafo G =

(VG, EG):
con Vg = {a:l,:cg,xs,ma,:ra} )
Eq¢ = {{Ilaxz}l {:82,:[,‘3},{I3,I4},{;1':4,.’1’.‘5},{31:],?135},{13]1334}1

{£2,$4}, {:]:1,:173}}.

Calculando con MACAULAY obtenemos una representacién para
Pg en término de los diez polinomios en p (5,3) Pg = Y. a;f;, donde

a3 = (T1T9 — T173 — ToT3 + TE — T1T4 — ToTq + T3T4 + T3 + T 175 +
ToTs — T3Ts — T4Zs) (T3 — 24)(T1 — 5) (24 — 5),

a4 = (1?4 e 5175)2(32 = $3)($3 = 935)(% = Za)(—l),

as = (T4 — 25)%(z3 — 24) (21 — 24) (z1 — T5),

ag = (24 — z5) (23 — 24) (23 — 25) (22 — 25)(—1),

ajp = (934 - I5)2(12 i I:;)(I:s = fﬂs)(Iz = 175)

a.1=0, a2=0, ﬂﬁ=0, a7=0, ag=0;

Por lo tanto, de acuerdo al corolario 8 GG no es 2-coloreable.

Sea I un ideal en K[zy,--- , 2] y sea f € K[z1,--- ,zn). En teoria
de ideales, (I : f°°) denota el ideal de polinomios g € K[zy, -+ ,zn)
tal que para algin entero positivo m se cample que f™g € I. El ideal
(I : f°°) se llama la saturacién del ideal I respecto a f y lo podemos
interpretar como el ideal que definen los puntos en la variedad V' (I)
que no estan en la hiper-superficie definida por f = 0. En particular,
(J (n, k) : P) es la saturacién de J (n, k) con respecto al polinomio
Pg y (J(nk): PZ) esta definido por los puntos en la variedad
V (n, k) que no estan en la hiper-superficie Fg = 0.

El lector interesado en la justificacion de estas afirmaciones puede
consultar alguno de los siguientes textos: [WAPL], [DCJLDO] o
[MAIM].

Asi, los (k — 1)-coloreamientos propios de G corresponden, justa-
mente, a las componentes irreducibles de la variedad asociada con
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el ideal (J (n, k) : PZ). El ideal J = (J (n, k) : Pg’) es un ideal ra-
dical y el grado de cada componente irreducible es uno. En conse-
cuencia, el grado deg (J), del ideal J, cuenta, justamente, el nimero
de componentes irreducibles. Asi, se obtiene el siguiente resultado.

Proposicién 10 Sea G un grafo etiquetado con vértices {xy,--- ,Tn}.
El nimero de (k — 1) —coloreamientos propios de G distintos es
igual a deg ((J (n, k) : P2°)).

Ejemplo 11 Consideremos el grafo G de la figura 3.2

1. El ideal saturacién (J (7,4) : P¥), donde J (7,4) es el ideal
asociado a G y Pg = (z1 —z2)(z1 — z5)(x1 — z6) (z2 — x3) (22 —
x5 ) (29 — 27) (23 —24) (23 — 26) (23 — 27) (T4 — 75) (T4 — 76) (25 —
zg) (x5 — z7)(x6 — z7) (calculados con MACAULAY) es gene-
rado por los polinomios {z4 — x7, T3 — Z5, T3 — Tg,T] — T7}
y ademés deg ((J (7,4) : P¥)) = 1. Esto significa que existe
solo un 3-coloreamiento propio de (.

2. El ideal saturacién (J(7,5) : Pg®), del ideal J(7,5) asocia-
do a G, tiene como conjunto de generadores (calculados con
MACAULAY) {$3$4—$4£5H$3$7 +Z5T7, T2T3 —123:5—5631«'5"'
T5Tg, T1Ty —T1T6 — ToT7+ TeZ7, THT4 —ToTs — ToTaTe+T1T6 —
T5T7 + TaT4T7 + ToTT7 — T4TT7, TIT4 — T1T5 — T3T7 + Thz7 +
T1T2 — 2472, T3T3 — 7125 — T2T5 + T1T3T5 — T1T3T7 + TIT7 +
12577 — T3xszr} y deg((J (7,5) : P2°)) = 7. Por tanto el
nimero de 4-coloreamientos propios de (¢ distintos es 7.

"? X

v
x) x‘

Para terminar esta seccién expondremos otro criterio para determi-
nar la g-coloreabilidad de un grafo G, el cual es la interpretacién de
un resultado debido a N. Alon ver [DLOJEA].

Sea f (z) un polinomio en K[z] de grado ¢ y sin raices miiltiples.
Podemos considerar el ideal < f (1), f (z2), -, f (za) >; €l cual,
es un ideal en K[z, --,z,], que se denota por C(f,n,q) y por
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Vf(n,q) la variedad a él asociada. Notemos que un vector

(ug, - ,un) € Vy(n,q), si y solo si, cualquier coordenada u; es
una raiz del polinomio f. Los monomios lideres de los polinomios
en el conjunto {f (z1),---, f (zn)} son primos relativos dos a dos

con respecto a cualquier orden de términos. De la teoria de bases
de Grobner se sabe que si los monomios lideres de un conjunto
de polinomios [' son primos relativos dos a dos, entonces I' es
una base de Grobner para el ideal que el genera. Por lo tanto
{f(z1), -+, f(zn)} es una base de Grébner universal para el ideal

C(fan:{i')'

Proposicién 12 Sea G un grafo etiquetado con vértices {zy,...,zn}
y sea f (z) un polinomio en K[z| de grado q y sin raices mailtiples.
El grafo G no es g-coloreable si y solo si el polinomio Pg pertenece

a C(f}ﬂr‘?)‘

Pueba. Sea G un grafo etiquetado con vértices {zy, -+ ,zn} y f (2)
un polinomio en K[z], de grado q y sin raices miltiples.
Supongamos que G no es g-coloreable.  Como (uj,--- ,un)
€ Vy(n,q), si y solo si, cualquier coordenada u; es una raiz del
polinomio f, entonces Vy(n,q) tiene ¢" elementos y cada uno de
ellos tiene a los sumo ¢ coordenadas distintas, asi, Pg se anula en
cada uno de los elementos de Vy (n,q), de donde Pg pertenece a
C(f,nq).

Supongamos que Pg pertenece a C (f,n,q), entonces Pg se anula
en todos los g™ elementos de Vy (n, g), de donde FPg no puede tener
g-coloreamientos propios. Por lo tanto G no es g-coloreable. "

Una consecuencia de la proposicién 12 es que G es g-coloreable si
y solo si la forma normal de P que se obtiene por divisién médulo
{f(z1), -+, f(zn)} es distinta de cero.

Al expandir Pg la suma de los exponentes de cada uno de sus
términos es igual al mimero de aristas de G. Por lo tanto Fg es
un polinomio homogéneo de grado |Eg| y podemos obtener otro
criterio para determinar cuando GG es g-coloreable.

Proposiciéon 13 Si la expansion de Pg contiene un monomio con
coeficiente distinto de cero en el cual cualquier exzponente es menor
que q, entonces G es g-coloreable.
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Pueba. Supongamos que el monomio az{'zy*---zg™, con a # 0

y a; < g para todo 0 < i < n; estd contenido en la expansién
de P;. Veamos que G es g-coloreable. Razonemos por el ab-
surdo supongamos que G no es g-coloreable. Por la proposicién
12 P; € C(f,n,q), donde f (z) es un polinomio en cierta varia-
ble de grado q y sin raices muiltiples. Conmderemos el polinomio
29 — 1, el cual tiene grado ¢ y no tiene raices miiltiples, entonces
Pg € C (27— 1,n,q). Luego, la forma normal de Fg con respecto a
la base de Grébner {:E? —1,-++ ,z5 — 1} es cero. Esto significa que
el monomio az{'zy?---zy™ se cancela en alguna parte al reducir
Pg a su forma normal. Tenemos que el polinomio P es homogéneo
con grado igual al nimero de aristas de G y durante el proceso
de reduccién los grados de los nuevos monomios que aparecen son
estrictamente menores que los monomios originales de Fg, luego

az{'zy? - - - zH™ no se cancela con ellos ya que tienen grado menor y
dado que o; < ¢ para todo 1 <7 < n, el monomio az{'zy? - - - zgn

no se puede cancelar con un monomio de la forma hz, donde h es
un monomio. Asi, az{'zy? --- o estd en la forma normal de Pg
modulo {z] —1,--- ;24 — 1} y como por hipétesis a # 0, entonces la
forma normal de Pg es distinta de cero con lo cual se contradice el
hecho de que Pg € C (27 — 1,n,q) . Por lo tanto G es g-coloreable.

4 Otra Aplicacion de Bases de Grobner para deter-
minar la Coloreabilidad de un Grafo

En esta seccién ilustraremos otra aplicaciéon de las bases de Grobn-
er para resolver el problema del colorado de grafos. Para su justi-
ficacién necesitamos el Teorema de los ceros de Hilbert. El lector
interesado puede consultar en el texto [DCJLDO].

Recordemos que un campo K es algebraicamente cerrado si para
cualquier polinomio p € K[z] en una variable, la ecuacién p = 0
tiene solucién en K. Cualquier campo K esta contenido en un campo
K algebraicamente cerrado. Esté campo es 1inico salvo isomorfismos
y se llama la clausura algebraica de K. Por ejemplo la clausura
algebraica de R es C.

Si V(I) denota Iz la variedad asociada al ideal I, es decir el conjunto
de vectores en K que se anulan en todos los elementos del ideal I.
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Theorema 14 (Weak Hilbert Nullstellensatz). Sea I un ideal
contenido en K[zy,- - ,z,]. Entonces Vge(I) = ¢ si y solo si I =
K[z1,: - ,zn).

Sea (G, ¢) un grafo etiquetado con vértices {z1, - ,zn}. Queremos
determinar si G es g-coloreable. El conjunto C' = {1, ¢, )_';‘2 -, 8171}

representa los g-colores, donde £ = e 3 € C son las raices g-ésimas
de la unidad. A cada vértice del grafo G le debemos asignar uno
de los colores 1, £, £2,--- €971, Esto lo podemos representar con las
siguientes ecuaciones:

! —1= 1<i<n (6)

De otro lado, si dos vértices z; y x; son adyacentes, entonces nece-
sitamos asignarles colores diferentes para tener un g-coloreamiento
propio de G. Dado que z = zj, entonces (z; — z;) (z]~ L
2f » 3 + ..+ rj % ~+—::,'fjr ]) = 0. Por lo tanto los vértices z; y z;
tienen colores diferentes si y solo si

I i T e R +:1:,,:J:q2+:1:ql—0 (7)

Podemos considerar el ideal I de C[zy,---,z,] generado por los
polinomios en las ecuaciones 6 y 7, donde z; y z; son vértices ad-
yacentes y la variedad V' (I) estd contenida en C"

Proposicién 15 Sean G un grafo etiquetado con vértices
{1, ,zn} y I el ideal de Clzy, ..., zn] generado por los polinomios
en las ecuaciones 6 y 7, donde z; y x; son vértices adyacentes. El
grafo G es g-coloreable si y solo si V (I) # ¢.

Pueba. Tenemos que el grafo GG es g-coloreable si y solo si el sistema
determinado por las ecuaciones dadas en 6 y 7 tiene solucion y esté
sistema tiene solucién si y solo si V (I) # ¢. |

Por el teorema 14 Vg (I) = ¢ si y solo si I = Clzy,:-- ,zn|. Luego
Ve(I) = ¢ si y solo si 1 € I. Pero esta 1ltima condicién equivale
a que G = {1}, donde G es una base de Grobner reducida para
I. Por lo tanto Vg(I) = ¢ si y solo si 1 € G. Es decir, el sistema
determinado por las ecuaciones dadas en 6 y 7, donde z; y z; son
vértices adyacentes; tienen solucién en C" si y solo si G = {1}. Asl,
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una manera de determinar si un grafo GG es g-coloreable utilizando
la proposicién anterior es: primero calculamos una base de Grobner
reducida para I. Luego, si 1 estd en dicha base, entonces G no es
g-coloreable; y si 1 no est4, se tendra que G es g-coloreable.

Ejemplo 16 El grafo G = (Vg, E¢) de la figura 3.2, es 4-coloreable.
Sea I el ideal generado por los polinomios en las ecuaciones

z —1=0con1<i<T (8)

ng + :r,?:rj + m? + ﬂ?j = 0 donde {i,j} € E¢ (9)

Una base de Grobner para el ideal I (calculada con MuPAD Pro.)
es:

{91,92, ..., 13} con respecto al orden de términos lexicogréfico

g1 = T} + 175 + T1T6 — TsT7 — TeT7 — T3,

g2 = T1Ty — T1Tg — ToT7 + TeZ7,

g3 = w% + Toxs + T9T7 — I5Zg — 3:% — ZgI7,

g4 = ToT3Ts + ToT3T7 — T9TsT7 + 3321!% + T3T5T7 + T3TE + TaT5TE +
T4TET7 + T4TT7 + T4T3 + ToTeT7 + TRTT + TETE + T3,

g5 = :1':3:1:3mg +a:2:03:r% - xzxﬁmg —zgzs;r:?, +a:3$§5:7 -+ mg:cg - :ra:rga:? -
is:‘t:g,

g6 = TTAT5TE+T2T4T5T7+T2T4TETT +$2$4$¥+xzxsxs$7 +$2I5:I=$+
THTELE + ToX3 — TAT5TE — TYTHTET7 — TATZTT — TYTET2 — TTETT —
T5TeTZ — TETE — T6TY,

gr = m% =t :cg,

g8 = T3T4 + T3T — T4Ts + TsT7 + TeT7 + T3,

g0 = T3T5%¢ + T3TsT7 + T3T6T7 + zga:?,- + T4Z5xg + TaT5T7 + $4$3,
910 = T3 + T4Ts + TaTg — TsT7 — TeT7 — T3,

g11 = a:g + T5Te + TsT7 + zé + zgz7 + :x:%,

g1z = T} + alz7 + zea? + 7,

g3 =1z7— 1.

Como 1 no esté en la base de Grobner para el ideal I, entonces G es
4-coloreable. Un 4-coloreamiento para G es ¢ : Vg — {1,§,£2,€3};
donde

c(z1) = c(z4) = 1, e(z2) = c(z6) = & c(z3) = c(zs) = 2 y

c(zq7) = .
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