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Un modelo estocdstico para las figuras de Chladni

RESUMEN

A finales del siglo XVIII, E. Chladni observa que la arena fina, esparcida al azar
sobre una placa, se reacomoda formando bellos patrones predecibles cuando se
excita la placa con una fuerza externa apropiada. Al frotar su borde con un arco de
violin, la placa entra en resonancia con una de sus frecuencias naturales y la are-
na se acomoda sobre las lineas nodales del modo de vibracién correspondiente.
En este trabajo se propone un modelo plausible en el que la posicién de las par-
ticulas obedece una ecuacién diferencial estocastica (EDE) relativamente simple.
El resultado principal muestra que los puntos que conforman las lineas nodales
del modo de vibracion resonante, son equilibrios estocésticamente estables de la
EDE. Para validar el modelo se comparan simulaciones estdcasticas con algunos
resultados experimentales y las lineas nodales de placas empotradas y placas con

frontera libre.
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Introduccidon

ErNST FLORENS CHLADNI (1756-1827), doctor en derecho, conferencista itine-
rante, cazador de meteoritos y musico aficionado, era un preclaro exponente del
siglo de las luces. El padre de la actistica moderna se propone explicar la naturaleza
del sonido a finales del siglo XVIIL En uno de sus experimentos mds famosos, que
alguna vez presentaria a Napole6n Bonaparte, Chladni esparcia arena sobre una
placa cuadrada. Mientras hacia vibrar la placa, frotaindola con el arco de un violin,
su publico observaba asombrado como la arena saltaba en todas las direcciones
hasta formar patrones de una belleza extraordinaria. En la figura 1.0.1 se muestran
algunos de estos patrones dibujados por el mismo Chladni en sulibro ‘Die Akustik’
[6]. Ya sea por el atractivo del experimento o por el kilo de oro que ofrecié Napo-

le6n al que lograra desentranar el misterio, muchas de las mentes mds brillantes de
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Figura 1.0.1: Figuras de Chladni en una placa cuadrada con frontera libre

la época pondrian sus mejores esfuerzos en explicar las figuras de Chladni, llama-
das asi en honor a su descubridor.

El estudio del fendmeno fue paralelo a avances revolucionarios en las matema-
ticas, entre ellos el nacimiento del método de los elementos finitos bajo la mano
de Walther Ritz, y el desarrollo de una teoria de elasticidad para placas a la que
contribuyeron Gustav Kirchhoft y Sophie Germain. Fue precisamente Kirchhoft
quien finalmente estableci6 correctamente las ecuaciones diferenciales que rigen
las vibraciones de las placas con sus respectivas condiciones de frontera (aunque
el premio de Napoleon fue entregado a Sophie Germain). Para un entretenido e
iluminador andlisis de los hechos historicos y repercusiones del estudio de este
fenémeno en las matematicas referimos al lectora [9].

Elfenémeno se explic6 de la siguiente manera: las lineas de Chladni correspon-
den con laslineas nodales de los modos de vibracion de la placa. En otras palabras,
la arena se acomoda en las lineas donde la placa no estd vibrando. Segtn esto, si
una particula de arena llega a uno de estos puntos donde no vibra la placa, per-

manece inmovil de ahi en adelante debido a que no hay vibraciones que la hagan



Figura 1.0.2: Antes y después de la simu- Figura 1.0.3: Figura de Chlad-
lacién estocastica del modelo. ni lograda experimentalmente.

mover. Sin ayuda de computadores, Ritz fue capaz de calcular los modos de vibra-
cién para la placa cuadrada y dibujar algunas de estas lineas nodales, mostrando de
forma espectacular como coinciden estas con las figuras de Chladni. Replicando
el experimento se puede observar que la arena se mueve de manera impredecible,
de algin modo recuerda la imagen de un televisor con mala sefial o al movimiento
Browniano. No es claro en absoluto que la trayectoria serpenteante de una particu-
la de arena tenga en algtin momento que llegar a una linea nodal. En este sentido
creemos que queda mucho por decir acerca del fenémeno. ; Cémo es el movi-
miento de la arena sobre la placa? ;Y por qué termina la arena sobre estas lineas
inmoéviles de la placa?

Nuestro propésito es reconciliar el movimiento aparentemente caético de las
particulas sobre la placa, con las figuras claras y deterministas que se forman al final
del experimento. Proponemos un modelo estocastico para describir las trayecto-
rias que siguen los granos de arena, basado en simples observaciones experimen-
tales. Las simulaciones numéricas del modelo que hemos adelantado coinciden
bien, tanto con los resultados tedricos como con las observaciones de los expe-
rimentos realizados. Por ejemplo, en la figura 1.0.2 se muestran la configuracién
inicial de 800 particulas distribuidas sobre un circulo y el resultado al final de la
simulacion del modelo, a la derecha, en la figura 1.0.3 se muestra la fotografia de

una figura de Chladni obtenida experimentalmente sobre una caja vallenata. Lla-



ma poderosamente la atencion la similitud entre las dos figuras.

El trabajo consiste de dos partes: en la primera repasamos la teoria sobre la vi-
bracién de placas, y hacemos una comparacién de la teoria con las observaciones
de Chladni y resultados de algunos experimentos que hemos realizado. En la se-
gunda parte discutimos el movimiento de la arena sobre la placa, y proponemos
una ecuacion diferencial estocdstica (EDE) como modelo para dicho movimien-
to. Nuestro resultado principal consiste en demostrar que los puntos inméviles de
la placa son equilibrios estables de la EDE. De esta forma tendremos particulas
que, con una alta probabilidad, permaneceran siempre cerca de las lineas nodales

y formaran las lineas de Chladni.



“Las ecuaciones diferenciales parciales
fueron creadas por Dios, las condiciones de

frontera por el demonio.”

Alan Turing

G. Kirchhoft y la vibracion de placas

EN UNO DE LOS ARTICULOS mds influyentes en la teorfa de elasticidad [ 13 ], escrito
en 1850 por Gustav Kirchhoft, se deducen las ecuaciones diferenciales que gobier-
nan la deformacion de placas y sus debidas condiciones de frontera. Supongamos
que tenemos una placa homogénea definida en una region plana, U (la placa en
reposo), y que estd sometida a una fuerza externa F. El desplazamiento vertical en
el tiempo ¢ de un punto (x,y) € U, denotado por u(t, x, y), estd gobernado por la

solucién de

phuy+ DAu=F(t,x,y), en RxU,
u=p, en {t=o}xU,
(2.1)

ur=v, en {t=o}xU,

B(u) =0, en R xJU,



en donde A es el operador de Laplace y A* es el operador biarménico (la compo-
sicién del operador de Laplace consigo mismo). Las demas variables representan

los siguientes parametros fisicos:

p : densidad dela placa,
h : espesor delaplaca,
ER3 E : modulo de Young,
2(1 =)’ ). razénde Poisson,
p = p(x,y) : posicién inicial de la placa,

v =v(x,y) : velocidad inicial de la placa.

Finalmente B(u) es un operador que representa las condiciones de frontera de la
placa, la cual asumiremos que estd empotrada o que vibra libremente (ver [18]).
En el caso de la placa empotrada, es decir con bordes sujetos, digamos que a una

caja con rigidez infinita, las condiciones de contorno estin dadas por

Ou

u=o en R xJU, 8_77:

o en R xJU, (2.2)

en donde a% es la derivada en la direccion normal exterior al borde QU. Cuando la

placa vibra libremente, las condiciones de contorno son

0*u

vAu+ (1—v) =o0, en R x0U,
on?
Sy D (2:3)
(1—v) o + 8—’7(Au) =o0, en R xJU,

donde % es la derivada en la direccién tangente al borde OU.

2.1 LINEAS INMOVILES

Conocerlaforma en que vibrala placa es sin duda un buen punto de partida para

estudiar el fendmeno de Chladni, sin embargo, calcular las soluciones de (2.1) es
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Figura 2.1.1: Modos de vibracién de un circulo empotrado correspondientes a
las dos frecuencias naturales mas bajas.

muy dificil y solo puede hacerse en casos muy especiales; por ejemplo cuando la
placa es cuadrada o circular. A pesar de esto, el método de separacién de variables,
la teoria espectral y un fenémeno de resonancia permiten describir el movimiento
de la placa de una manera relativamente sencilla. En efecto, la variable temporal ¢

puede separarse de las variables espaciales x y y con ayuda del problema de valores

propios (ver [7])

A —A*¢p=0 en U,

B(p) =0 en OU. (4)

De acuerdo con resultados conocidos de la teoria espectral de operadores dife-
renciales (ver [1]) tenemos que cualquier solucién de (2.1) se puede escribir de

la forma

u(t,x,y) = Tult) 9, (%), (25)

donde, para todon € N el par (A,, ¢, ) satisface el problema de valores propios
(2.4).Paran = 1,2, ..., lafuncién @, se conoce como el n-ésimo modo de vibra-
cién de la placa modelada por (2.1). En la figura 2.1.1 se muestran los primeros
dos modos de vibracién de una placa circular empotrada. De acuerdo con (2.5), la
vibracion de la placa es una superposicion a la cual contribuyen los movimientos
de estos dos modos (entre infinitos otros).

Sabemos que para cadan € N el espacio propio definido por (2.4) es de di-



mension finita, y se puede ordenar la secuencia de valores propios asi

o<A <A <--- con lim A} = oo. (2.6)

n—o0

Ademads, si

F(t,x,y) = cos thfn 0, (%), (2.7)

es decir, si la vibracion de la placa se debe a una fuerza externa armoénica de fre-

cuencia w, reemplazando (2.5) en (2.1) (ver [3] 0 [2] ), se obtiene que T, satisface

14

2 . coswt, t>o,
dtz < ) = (2.8)
=o, T,(o)=o.

Para simplificar los cdlculos hemos supuesto que las condiciones iniciales son nu-
las, es decir p(x,y) = v(x,y) = o. Como se sabe, el crecimiento en el tiempo de
lasolucién T, de (2.8) dependera de si la frecuencia externa w entra en resonancia

con la frecuencia natural w, = 1, , / P%. Un célculo sencillo muestra que

fa coswt

w;_wz ) Sl wﬂ # w’

fatsenwt
20 )

T,(t) =

siw, = w.

De (2.6) se deduce que existe a lo mds una frecuencia natural, digamos w,,, que
entra en resonancia con la fuerza externa, de frecuencia w. En tal caso la solucién

dada por la serie (2.5) tendrd un término dominante, mas precisamente

t m
M) o nrg, () +o (1),

t 20

Es evidente que en la realidad u no puede ser arbitrariamente grande, y que hay
factores de amortiguamiento que evitan que esto pase y se rompa la placa. Sin em-

bargo, el modelo indica un modo dominante y por lo tanto es razonable asumir



que las vibraciones de la placa se pueden aproximar por

u(tv x’y) = T(t> (Pm(xvy>’ (2-9)

donde T es una funcién periddica cuya frecuencia coincide con w,,.

Esto simplifica enormemente las cosas, en efecto, estamos preparados para en-
tender la explicacion de las figuras de Chladni a la que se llegd con el trabajo de
Kirchhoff. Si observamos (2.9), los ceros de ¢  son puntos estaticos de la placa,
y por lo tanto es 16gico pensar que si una particula de arena llega a uno de estos
puntos, permanecerd ahi en lo que sigue del experimento. Sucede que las lineas

nodales de un modo ¢,

N, ={(x,y) € Ulp(x,y) = o},

coinciden con las figuras de Chladni. Si volvemos a la figura 2.1.1 podemos apre-
ciar que en el modo de la izquierda las lineas nodales coinciden con la frontera del
disco, mientras que en el modo de la derecha hay adicionalmente una linea diame-
tral donde el modo se anula. Alentamos al lector a hacer la comparacién de este
ultimo modo con las figuras 1.0.2 y 1.0.3 de la introduccion. A continuacién mos-
traremos como se obtienen estos modos cuando la placa es circular, uno de los

casos excepcionales donde (2.4) se puede resolver explicitamente.

2.2 PLACAS CIRCULARES

Resulta que (2.4) se puede factorizar como
No—Ao=(A+2)(A—-21)p=o0. (2.10)
Como los factores conmutan, es claro que cualquier solucién de

(A+2)p =0 (2.11)



ode

(A—=2)p, =0 (2.12)

es a su vez solucién de (2.10). Ademds, si 1 # o, toda solucién ¢ de (2.10) se
puede escribir como ¢ = ¢, +¢_, donde ¢_y ¢_ son soluciones de (2.11) y (2.12)

respectivamente. Esto se puede ver escribiendo

1 1

o= —(A+2)p+ —(—-A+1)o,
21 2A

g g

P, ?.

y verificando ficilmente (2.11) y (2.12).
Consideremos entonces el disco unitario U = {x € R* : |x| < 1}, yel

Laplaciano en coordenadas polares, dado por

_82 10 1 O®

A 2yl
or* + rOr + r* 06*

Para resolver (2.11) podemos aplicar el método de separacién de variables y supo-

ner que ¢ (r,0) = R,(r)©,(0). Reemplazando en (2.11) obtenemos

, | (PR +£dR1 i—l—lz B _Ld@‘
"I\ar T ar ) R "o, 4o

de tal forma que cada lado de la ecuacion debe ser igual a una constante digamos

k*. Obtenemos entonces las siguientes dos ecuaciones diferenciales ordinarias

4o,
TiD +k0,=o0 (2.13)
d’R, dR, k*
+ . + A —— )R =o. (2.14)
dr*  rdr r
La solucién de (2.13) estd dada por
®, = G, coskf + H, senkf, (2.15)

10



donde G, y H, son constantes arbitrarias. Para que ©, sea 27—periddica, k debe ser
un numero entero; por otro lado, los nimeros naturalesn = o, 1, 2, . . . bastan para
generar todas las soluciones.

Parala ecuacién (2.14) hacemos el cambio de variable £ = Ar obteniendo asi la

ecuacion de Bessel de orden entero

d*R, n 1dR, +( n2>R
e T % 1— o | K=o,
d& & dt 3

cuya solucién se puede dar en términos de las funciones de Bessel de primera y

segunda especie J, y Y,,
R,(r) = AJ,(Ar) + BY,(Ar),
y asi
0.(r,0) = (AJ,(Ar) + BY,(Ar)) (G, cosnf + H, sennf). (2.16)

Anélogamente para solucionar (2.12) suponemos ¢_(r,0) = R,(r)©,(0),y

llegamos a las ecuaciones

4o,

D + k'@, =0 (2.17)
2R2 R, 2

d —l—ld — lz—l—n— R, =o. (2.18)
dr* r dr r

La ecuacién angular (2.17) eslamisma que en (2.13) y para (2.18) hacemos nue-

vamente la substitucion £ = Ary llegamos a la ecuacién de Bessel modificada

d2R2+ldR2 ( —|—k2>R ( )
T - — 1 - , — O, 2.19
dg ¢ dE §

cuyas soluciones son las funciones de Bessel modificadas de primera y segunda

11



especie I, y K,,. Asi,
¢,(r,0) = (CI,(ar) + DK,(Ar)) (G, cosnf + H, sennb) . (2.20)

Ademas Y, y K, tienen una singularidad en r = o de modo que B = D = o. Por

(2.16) y (2.20), la solucién general de (2.10) en el disco esta dada por
¢(r,0) = cosn (A" J,(Ar)+C" I,(Ar))+sennb (B* J,(Ar)+D" I,(Ar)), (2.21)

donde A*, B*, C* y D* son constantes arbitrarias.
Ahora consideremos las condiciones de frontera, empezando por el caso mas
)

sencillo.

2.2.1 LA PLACA CIRCULAR EMPOTRADA

En el caso de la placa circular empotrada, las condiciones de frontera (2.2) se
traducen en :
_ ¢
oo ]

=o. (2.22)

La primera condicién es equivalente a pedir A* J,,(1) + C* I,(1) = B* J,(1) +
D*I,(1) = o. Esta condicién permite simplificar la solucién (2.21) aun mas: un
célculo facil muestra que A*D* = B*C*, y por lo tanto, (A* J,(Ar) + C* L,(2r)
es multiplo escalar de (B* J,,(Ar) + D* I,(Ar)). De esta forma podemos escribir la

solucién (2.21) como

¢(r,0) = cos ("9_’70) (pJa(Ar) +qL, (Ar)), n=10,1,...,

de modo que las condiciones de frontera (2.22) se pueden escribir asf

<n(l) I, (D) (P) _ <°) _ (2.23)
J.(A) L)) \a °

Se tiene una solucién no nula de (2.22) cuando lamatrizen (2.23) es no invertible,

12
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log (1 + (p (W))?

Figura 2.2.1: Picos que indican la posicion de algunas de las raices de
p,(2) = o para la placa empotrada. Ver también la tabla 2.2.1.

y obtenemos asi la ecuacion caracteristica para la placa circular empotrada:

pu(d) = (M) I,() = J,() L) = o. (224)
Es conocido que para cualquiern = o, 1, ..., (ver [14]) existen una cantidad
infinita y numerable de soluciones A,,,,, m = 1,2, ..., de la ecuacion caracteristi-

ca (2.24). Los ceros ,,, se pueden aproximar de manera muy precisa utilizando
bibliotecas de funciones de Bessel como la de SciPy (ver [16]). En la figura 2.2.1
se muestran los graficos de las funcioneslog(1+ |p, |)) paran = o, 1,2 aquilos pi-
cos indican la ubicacion de los ceros de las funciones caracteristicas. La tabla 2.2.1
muestra la aproximacion de varios A,,,,.

Una vez que conocemos A,,,, el modo de vibracion correspondiente es ficil de

obtener observando que los coeficientes p y g satisfacen
p]ﬂ(lnm) + qIn(lnm> =0, (2.25)

13



m
1 2 3
n
0 3.1962 | 6.3064 | 9.4395
4.6109 | 7.7992 | 10.9581
2 5.9057 | 9.1969 | 12.4022
m
1 2 3
n
o 2.4041 | §5.5200 | 8.6537
1 3.8317 | 7.0156 | 10.1734
2 5.1356 | 8.4172 | 11.6198

Tabla 2.2.1: Raices 1, de la ecuacién caracteristica para una placa circular
empotrada (arriba). Valores A,,, para una membrana circular con condicién de
Dirichlet(abajo).

con esto quedan determinados p y g hasta un maltiplo escalar comun, digamos

—In lnm n )an
p=—7 ( 3 4= = J ( )2 (2.26)
\/]n(lﬂm> + In(lnm) \/] + I )
se obtiene asi la expresién para el modo de vibraciéon ¢
(pnm(r, ) = cos (n 0 — '70) (T Aamr) + qL A1), (2.27)
donde 7, es arbitrario y p y q satisfacen (2.25).
Observemos que para n = o el modo de vibracién ¢_ genera un espacio

propio 1-dimensional del problema (2.4) junto con las condiciones de fronte-
ra (2.22). Estos espacios propios son generados por una funcién radialmente si-
métrica. Mientras que paran > 1 el espacio propio correspondiente a A, es 2—
dimensional. En la parte izquierda de la figura (2.2.2) se muestran las lineas noda-
les, N, ,paran = o,1ym = 1,2. Observe que para la placa empotrada todos los
modos se anulan en el circulo r = 1.

Es interesante comparar las soluciones de este problema con los modos de vi-
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01 02 01 02
11 12 11 12

Figura 2.2.2: Lineas nodales de los modos de vibracién ¢, para placas circu-
lares (negro). La placa empotrada (izquierda) y la placa libre (derecha).

bracién de una membrana con condiciones de Dirichlet:

Ap+219=0 en {x: |x] <1},
(2.28)

p=o0 en {x: |x|] =1},
ya que esta es considerada como una primera aproximacion al modelo de vibra-
cién de placas. En (2.27), el valor de || es muy pequefio en comparacién con |p|;
por ejemplo, para el modo ¢  tenemos p ~ —0.9998 y g ~ 0.0198, de manera
que los modos de vibracion de las placas son muy parecidos a a una funcién de
la forma cos(n@ — n_)(pJa(Ar)), precisamente esté es la forma de los modos de
vibracién de una membrana. Por otro lado, las diferencias en los valores propios
y por ende en las frecuencias de vibracion si son considerables; la comparacién se
hace enla tabla 2.2.1. Tenemos entonces que las lineas nodales de los modos tanto
de la membrana como de la placa circular se constituyen de lineas diametrales y de
circulos concéntricos, sin embargo los radios de los circulos son distintos en los

dos modelos.

15



2.2.2 PLACAS CIRCULARES CON BORDE LIBRE

En el caso de la placa circular las condiciones de frontera libre (2.3) toman la

siguiente forma (ver [14]):
1—v (0 10%¢
P? ; (@*ﬁam)
0 1—v 0 (10%
{5*A¢“+ : 5?(2@@)}

en lo que sigue y por razones histdricas tomaremos v = 0.225 (este fue el valor

:O7

r=1

(2.29)

:07

r=1

utilizado por Ritzen [17]).
Al igual que en el ejemplo anterior, las soluciones de (2.4) con las condiciones

de frontera (2.29) son de la forma

¢ = cos (”9_’70) PJn Qumr) +qL, Apmr)), n€EN, m=1,2,...

Reemplazando en (2.29) se llega a una ecuacion caracteristica como (2.24). Los

detalles son engorrosos y los omitimos; damos la ecuacion caracteristica

PL3) + (= v) L0 — ()] _

L) — (o~ v) [AL(2) — wL,()]
RLA) + (= v (A~ Ju(1)]
L) — (1 — v (L) — L,(3)]

(2.30)

tomada de [14], la principal referencia correspondiente a la vibracién de placas.
Nuevamente, dado n = o,1,..., podemos encontrar una secuencia de valores
Aum que satisfacen la ecuacién caracteristica (2.30), y obtener, de forma anéloga al
procedimiento para las placas empotradas, las expresiones de los modos de vibra-
cion correspondientes.

En este caso Ao, = 0 es un cero de la ecuacién caracteristica, sin embargo, si
recordamos (2.5), el espacio propio correspondiente contribuye a la solucién de
la vibracién de la placa en la forma de una traslaciéon y una rotacion. En este caso

D

la frecuencia asociada es w = A* on = O, ypor lo tanto no consideramos los
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m
1 2 3 4
n
o 2.971 | 6.1873 | 9.3591 12.5165
4.5140 | 7.7260 | 10.9008 | 14.0619
2 2.3637 | 5.9418 | 9.1837 | 12.3793

Tabla 2.2.2: Aproximacién de varios ceros 1,,, de la ecuacién caracteristica
para la placa circular con frontera libre (v = 0.225). Se omite el cero 1,0 = o .

elementos de este espacio propio como modos de vibracién, esencialmente por-
que no vibran. La tabla 2.2.2 muestra algunas raices de (2.30). Las lineas nodales
para la placa circular empotrada y para la placa circular con frontera libre son muy
similares; ambas se componen de lineas diametrales y circulos concéntricos (Vea
la figura 2.2.2), sin embargo, como se puede apreciar en la figura 2.2.2, r = 1nunca

es una linea nodal de los modos de vibracién ¢ dela placa circular libre.

2.3 DOMINIOS GENERALES Y EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

El problema (2.4) para dominios acotados generales U es muy dificil, y sélo hay
soluciones explicitas en el ejemplo que mostramos, en las placas rectangulares y
otros pocos casos dispersos. Afortunadamente existen métodos numéricos avan-
zados con los cuales se puede resolver este problema en précticamente cualquier
dominio; precisamente con el método de elementos finitos (FEM por sus siglas en
inglés) inspirado por Walter Ritz en [ 17], cuando estudiaba este problema en una
placa cuadrada con frontera libre. Hasta el desarrollo del FEM, lo que existia para
solucionar ecuaciones diferenciales numéricamente era el método de diferencias
finitas; sin embargo, este método es de dificil aplicacién en dominios generales. A
diferencia del método de diferencias finitas, que se basa en las propiedades loca-
les descritas por una ecuacién diferencial, el FEM se basa en propiedades globales
dadas por la forma variacional del operador.

En nuestro caso, la forma variacional del problema de valores propios (2.4) con
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condiciones de frontera libre es

// Audv — (1— ) 82u32v+82u32v_ OPu OPv nd
U SR Oy  0Oy* Ox* Zaxayaxay BES (2.31)

= // uv dxdy.
U

Se dice también que u € H*>(U) es una solucién débil de (2.4), si paratodav €

H*(U) se satisface (2.31). H*(U) es un espacio de Hilbert muy especifico; pero
no entraremos en los detalles, para eso esta el excelente libro de L. Evans [7]. Es
muy interesante que se haya llegado antes al problema variacional (2.31), que la
ecuacién diferencial parcial (2.4). De hecho, el punto clave del trabajo [13] de G.
Kirchhoft es dar el funcional de energia correcto para una placa con frontera libre;
de este funcional se desprende la forma variacional (2.31) y de aqui la ecuacién
diferencial (2.4) con sus respectivas condiciones de frontera. Alentamos al lector
aleer un poco sobre la historia de este fascinante problema en [8].

Observe que las condiciones de frontera estan implicitas en la formulacion va-
riacional junto con el espacio de Hilbert H = H?*(U). Por ejemplo en el caso de

las placas empotradas, la forma variacional se transforma en

// (AuAv)dxdy = A* // wvdxdy, conu,v € H:(U), (2.32)
U U

en este caso el espacio H(U) exige que las funciones u, vy sus primeras derivadas
parciales se anulen en la frontera OU.

En esencia lo que hace el FEM es utilizar un subespacio de dimension finita de
H = H*junto conuna base de funciones, para aproximarlas soluciones u de (2.31)
o de cualquier otro problema variacional. De esta forma se transforma (2.31), o
(2.32) siesel caso, enun problema de valores propios de matrices, de matrices muy
grandes claro estd. El 4rea de los FEM es todo un mundo en si, afortunadamente
contamos con programas como FreeFem++ (ver [11]), que tienen incorporadas
las herramientas para hallar soluciones aproximadas de este tipo de problemas.

En la tabla 2.3.1 mostramos los primeros nueve valores propios (excluyendo el
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A =4.891 A =6.439 A =9.973

P A"fb.).&
AA

Figura 2.3.1: Lineas nodales (blanco) para una placa (triangulo equilatero de
lado 2) con borde libre (v = o.225). Abajo, las figuras de Chladni correspon-
dientes, obtenidas experimentalmente.

v 2 sl afs 67185 |
’ln H 2.93‘3.06‘3.06‘4.63‘4.63‘4.89‘5.43‘6.37‘6.44‘

Tabla 2.3.1: Valores de A, para una placa con borde libre y forma de tridngu-
lo equildtero de lado 2 (v = 0.225). Se omite el valor 2, = o.

valor propio o) de un tridangulo equiltero de lado 2 que vibra libremente; y en
la figura 2.3.1 se encuentran las curvas de nivel y los contornos de los modos de
vibracién (arriba), comparados con algunas figuras de Chladni que obtuvimos ex-
perimentalmente (abajo). El poder del método es asombroso, este nos permite
calcular, en cuestién de segundos, los modos de vibracién para placas de formas

arbitrarias.
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A =3.757 A =4.514 A = 4.885 A =5.997 A =5.997

P4 (@ 7 N

A =17.829 A =17.829 A = 8.099 A = 8.459 A =8.796

21 &N Pl G5

—

A =10.387 A =10.389 A = 10.866 A =11.039 A =11.51

A N B8 131

Figura 2.4.1: Lineas nodales (blanco) y contornos para una placa cuadrada
de lado 1 con los valores de A correspondientes (v = 0.225).

2.4 Los DpiBUJOS DE CHLADNI

La figura 2.3.1 muestra lo bien que se ajustan los experimentos al modelo, sin
embargo, es mucho lo que se puede decir sobre esto; miremos por ejemplo el caso
de la placa cuadrada. Aunque existen soluciones explicitas en este caso, podemos
utilizar el FEM para aproximar las soluciones sin recurrir a calculos largos y engo-
rrosos. En la figura 2.4.1 se muestran los contornos de los veinte primeros modos
de vibracién para una placa cuadrada de lado 1. Es interesante comparar estos mo-
dos con las dibujos de Chladni en la figura 1.0.1.

Observe que hay valores de A (en la figura 2.4.1) que se repiten para algunos
modos consecutivos, esto quiere decir que el espacio propio correspondiente tie-
ne como dimensién el numero de veces que este valor se repite, y que los modos

de vibracién bajo dicho valor forman una base de este espacio. Observe también
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b6 «.

N

Figura 2.4.2: Figuras de Chladni obtenidas como combinacién lineal de los
modos en la figura 2.4.1 para 1 = 5.99s.

que los modos correspondientes a A = 3.757, 4.514, 4.884, 8.095, 8.788,10.847,
11.019, 12.467, 12.804, 13.004, es decir, los que no se repiten, se pueden encontrar
facilmente en los dibujos de Chladni. Sin embargo hay modos como el que corres-
ponde al = 5.995 para los cuales no hay un dibujo en la figura 1.0.1 y, a su vez,
muchos dibujos que no aparecen en la figura 2.4.1. Lo que sucede es que cuando
la dimensién del espacio propio es mayor o igual a 2, el modo de vibracién de la
placa puede ser cualquier combinacién lineal de los elementos de la base. De esta
forma, es posible crear figuras de Chladni distintas a las que aparecen en la figura
2.4.1; por ejemplo para A = 5.995, se puede obtener una figura muy parecida al
cuarto dibujo en la primera fila de la figura 1.0.1, si al primer modo se le resta el
segundo (Ver la figura 2.4.2). En esencia la figura que se genera depende de la for-
ma de la fuerza arménica externa, es decir de los valores de f, en (2.7), en realidad
s6lo delos f, de los modos en resonancia. Chladni era un excelente violinista, y era
capaz de variar la contribuciéon de los modos a la fuerza externa variando el sitio
de la placa y la técnica con la que frotaba el arco del violin; obteniendo asi, varias

figuras para la misma frecuencia.

21



Figura 2.5.1: Montaje experimental: se sujeta la placa desde su centro por
medio de un tornillo, el cual a su vez se sujeta a una base utilizando una pren-
sa.

2.5 HECHO EN CASA

El experimento se puede reproducir con recursos muy limitados, y especular
sobre las dificultades que pudo haber tenido Chladni resulta ser muy divertido. En
esencia se necesita tan solo una placa metalica (30cm X 30cm es un buen tama-
fio), el arco de un violin, un poco de sal o de arena seca, e ingeniarse una forma
para sostener la placa. Podemos sujetar la placa de uno o mas bordes, dejarla re-
posar sobre sus bordes, o sujetarla desde un punto en su interior como lo hacia
Chladni; claro estd que para cada caso hay condiciones de frontera diferentes. El
ultimo caso mencionado tiene condiciones de frontera libre, y la placa se hace vi-
brar con la combinacién de dos fuerza externas: la que se ejerce con el arco del
violin y la fuerza de reaccion que ejerce el soporte sobre la placa. Siguiendo los
pasos de Chladni decidimos sujetar la placa con un tornillo desde su centro, en la
figura 2.5.1 se muestra el montaje experimental.

Mostramos algunas de las figuras obtenidas en la figura 2.5.2, observe que por el
centro dela placa siempre pasaalgunalinea, y enla mayoria de los casos mas de una.
Aunque serfa muy dificil describir la fuerza externa, es claro que el movimiento en
el centro de la placa esta restringido por el tornillo, y por lo tanto la fuerza externa
total sobre este punto debe ser cero o muy pequena. De estd manera es muy dificil

obtener en la placa un modo de vibracién cuyas lineas nodales no pasen por el
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Figura 2.5.2: Figuras de Chladni obtenidas experimentalmente sobre una
placa de hierro cuadrada sujeta de su centro.

Figura 2.5.3: Figuras de Chladni que no atraviesan el centro de la placa (el
tornillo se encuentra a 2 centimetros del centro).

centro; sin embargo, en los dibujos de Chladni hay figuras que no pasan por el
centro estds seguramente se obtienen sujetando la placa de otro punto. En la figura
2.5.3 se muestran dos figuras obtenidas sujetando la placa a un par de centimetros
del centro.

Las figuras de Chladni también se pueden obtener sobre tambores como mos-
tramos en la figura 1.0.3. En este caso la experimentacion requiere de equipos mas
sofisticados entre estos un generador de senales y una bobina, referimos al lector

interesado a [3 ] para los detalles.
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“Caos es un nombre para aquellos ordenes que

nos confunden.”

George Santayana

Movimiento Browniano en placas

LASTIMOSAMENTE EN LAS fotografias no se puede capturar lo que, en nuestra opi-
nioén, es lo més fascinante del fendmeno: la forma en que salta la arena para formar
las figuras. Todo ocurre muy ripido, en menos de 3 segundos desde que se em-
pieza a perturbar la placa con el arco del violin, ya se han formado las figuras de
Chladni. Cuando hay bastantes particulas de sal sobre la placa, pareciera como si
el viento las soplara hacia las figuras, pero si se observa con més cuidado el evento
se torna ain mds fascinante. Resulta casi imposible seguir la trayectoria de una sola
particula, no solo porque hay muchas, sino también que los caminos de estas son
completamente impredecibles. Es muy parecido a ver los puntos que saltan en un
televisor con mala senal. Incluso después que la mayoria se ha acomodado sobre

las lineas o saltado hacia el abismo, quedan unos cuantos granos deambulando por
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1000 pm

Figura 3.1.1: Granos de sal fotografiados a través de un microscopio, se pue-
den apreciar las esquinas e irregularidades de las particulas.

la placa sin decidirse a donde ir. Verlo en cimara lenta es simplemente mégico."
Lo segundo que se puede observar, es que entre mds cerca estén las particulas
a las lineas nodales mds cortos son sus saltos. Segtin el modelo de G. Kirchhoff
(Capitulo 2), si suponemos que la vibracién estd dominada por el modo ¢, el mo-
vimiento de la placa es pequenio alrededor de las lineas nodales de ¢ y aumenta al
alejarse de estas; asi la placa golpea con menor fuerza a las particulas mds cerca-
nas a las lineas nodales y sus saltos son més pequenos. De esta forma es evidente
que, para una particula la distancia de cada uno de sus saltos estd relacionada con
el desplazamiento vertical de la placa, ¢(x, y), del punto (x,y) € U desde donde

salta.

3.1 SE MUEVEN A SALTOS

Tenemos entonces que el movimiento de la arena se compone de pequeio sal-
tos aleatorios relacionados con la vibracién del modo resonante ¢. Denotaremos
por X, € Ulaposicioninicial dela particulasobrelaplacayporX,, n=1,2,...,

su posicion tras el n-ésimo salto, y haremos las siguientes suposiciones:

« Las particulas se mueven independientemente: por simplicidad supondre-

mos que las demds particulas no interfieren en la trayectoria de la particula

'http://www.youtube.com/watch?v=rVHLVQqiswI
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cuyo movimiento queremos describir.

Como la sal salta por los golpes que le propina la placa, y debido ala geome-
tria irregular de un grano de sal (ver la figura 3.1.1) y las imperfecciones de
la placa, es razonable pensar que los saltos dados por estas particulas no tie-
nen direcciones predilectas. Siendo asi, lo mas natural es suponer que cada
salto tiene una distribucion normal alrededor del punto desde donde salta,
es decir, cada salto X,,;, — X,, es una variable aleatoria bivariada normal-
mente distribuida con media y = (0, 0) y matriz de covarianza o> I (I esla

matriz identidad 2 X 2).

Como dijimos, la magnitud del salto estd relacionada con la amplitud del
movimiento de la membrana en el punto desde donde salta. Podemos in-
corporar esto al modelo suponiendo que la desviacidn estiandar de cada sal-
to X+, — X, es proporcional a ¢(X,,), esto es 0> = a*¢*(X,), donde a es

una constante que escala el tamano de los saltos. De esta forma se tiene que

Xy — Xy ~ aq)m(X,,) N(o, 1), (3.1)

donde N(o, I) es una variable aleatoria bivaluada normalmente distribuida

con media y = (0, 0) y matriz de covarianza .

Suponemos adicionalmente que los incrementos X, — X,,, n = 1,2, ...
son independientes entre si, en otras palabras, que los saltos anteriores no

condicionan al salto n-ésimo.

oo

Para hacer énfasis en la dependia de alpha denotaremos al proceso por {X%}°° de

ahora en adelante.

SIMULACION DEL PROCESO ESTOCASTICO

Se han adelantado simulaciones numéricas del proceso estocastico { X2} : se

escoge un punto inicial X; = g € U luego, usando un generador de namero alea-
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— Lineas nodales

- - - Borde de la placa
m  Punto de partida
e Posicion final

Figura 3.2.1: Los caminos que siguen algunas particulas en una simulacién
del proceso estocastico {X?}IV__. A la derecha se encuentran los contornos del

modo de vibracién ¢.

torios, se escoge un vector (dw!, dw?) al azar utilizando una distribucién normal
bivariada N(o, I), 0 lo que es equivalente, se escogen de forma independiente dw?}
y dw? de una distribucién normal con media y = o y varianza 0> = 1. La posicién

tras el primer salto estard dada por

d 1
X; =X ap(x) | ).
aw?
y en general por
d 1
Xip =X +ap(xy) |
aw?,

El proceso se repite un numero N de veces y se obtiene asi una trayectoria po-
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Figura 3.2.2: Caminos de las particulas para distintos valores de a.

sible para el proceso { X2} . Si se repitiera la simulacion, la trayectoria de la par-
ticula podria ser completamente diferente, asi se empiece en el mismo punto. En
la figura 3.2.1 se muestran los caminos de varias particulas sobre una placa cuadra-
da, los caminos fueron simulados utilizando la biblioteca NumPy de Python (ver
[16]) y para evaluar ¢ se utilizé una aproximacién del modo de vibracién obtenida
con FreeFem++.

Observe que las trayectorias son muy distintas las unas de las otras y bastante
impredecibles; sin embargo, la mayoria de las particulas terminan sobre las lineas
nodales del modo de vibracién. Note ademads que los saltos de las particulas son
grandes cuando se encuentran cerca de los extremos locales del modo de vibraciéon
y disminuyen en tamano cerca de las lineas nodales. La particula cambia muchas
veces de direccion hasta que se acerca lo suficiente a una linea nodal, donde parece
quedar atrapada debido a la baja probabilidad de dar un salto grande para alejarse
de ella. También hay particulas que abandonan la placa, como las de trayectorias
azul y verde en la parte superior, y una al margen izquierdo que se salié en su primer
salto. En todo esto el valor de a es muy importante, si el valor de a es muy grande
entonces los saltos también lo son y practicamente todos los puntos se salen de la
placa; es el equivalente a hacer vibrar la placa tan fuerte que tire todo al suelo (esto
también lo hemos logrado experimentalmente). Sin embargo, hacer a pequefio es

muy costoso en el siguiente sentido: para reducir a en un factor de k, se debe incre-
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Figura 3.2.3: Utilizando software para el andlisis de imagenes podemos trazar
los caminos recorridos por las particulas en una filmacién del experimento. El
grafico muestra dos imagenes independientes, en la de la derecha se utilizaron
mas particulas de sal.

mentar el nimero de pasos N en un factor de k*. Volveremos a esto mds adelante,
pero si no se hacen los incrementos de N adecuadamente las particulas parecen
no ir a ningtn lado. De esta forma, se debe escoger a con precaucion; ensayando
con distintos valores se llega a la idea intuitiva que existe un valor de a a partir del
cual las particulas convergen en su mayoria hacia las lineas nodales. Este parece ser
el caso en procesos de este tipo, sin embargo determinar ese valor analiticamente
es complicado adn en los casos mas sencillos (ver [12]). En el ejemplo de la figura
3.2.1utilizamos a = o.015, para este valor las trayectorias de las particulas son muy
parecidas a las que se observan experimentalmente. Utilizando la libreria openCV
(ver [5]) podemos trazar los caminos de las particulas en una filmacién del expe-
rimento. Con la libreria se detecta pixel por pixel lo que se mueve de un cuadro al
siguiente, y se pinta de negro; en la figura 3.2.3 se muestran los resultados de este
procesamiento.

La simulacién se puede hacer para muchas particulas; en la figura 3.2.4 se pue-
de apreciar como las particulas distribuidas inicialmente de forma uniforme so-
bre la placa, replican con precision los resultados tedricos tras la simulacién. Para

a < o.o15 el experimento funciona con igual éxito siempre y cuando se incre-
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Figura 3.2.4: Distribucién inicial de las particulas (izquierda) y posicién final
tras la simulacién (derecha).

mente N de manera adecuada, aunque al hacer esto los caminos se tornan mds
enroscados y largos como se muestra en la figura 3.2.2. A pesar de esto los caminos
se parecen mucho para los distintos valores de a, en especial para los a pequenos.
De hecho, en un sentido que especificaremos en la proxima seccidn, el proceso
{X2}_ converge hacia un proceso estocéstico {X; }o<t<oo continuo y sus cami-
nos (como los mostrados en la figura 3.2.2) convergen hacia las trayectorias del

proceso {Xt}ogtgoo-

3.3 METODOS NUMERICOS PARA EDE

Si hacemos a = +/dt, entonces la simulacidn descrita en la seccién anterior
coincide con el método de Euler-Maruyama (con pasos de tamafio dt) que aproxi-

ma la solucién de la siguiente ecuacién diferencial estocéstica (EDE) homogénea:

dX; o(X3, X2) o dw;
dX; 0 (P(X;’Xi) dw (3-2)

X, =q, con g€ U.
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Por ahora podemos ver la solucién X; = (X}, X?) en el intervalo [0, T] como el
limite de los procesos {X,}N__ cuandoa = v/dt — o yN x dt = T, enlos

siguientes sentidos:

E [|X; — Xoxarl] < K(dt): (3:3)
E [X7] — E [X,xq] | < Kdt (3.4)

n

Nos interesa en especial la convergencia (3.3) conocida como convergencia fuerte

de orden 1/2, la cual implica la convergencia de los caminos (ver [12]):
P (X = Xyeal > (de)?) < K(d1)",

es decir, que para un tiempo 7 = n X dt la probabilidad que X; se aleje de X}, es
baja siempre y cuando dt sea pequefio. El segundo tipo de convergencia (3.4) se
conoce como convergencia débil e implica que la distribucion de probabilidad de

X? tiende a la distribucién de la variable X; cuandoa — o

3.3.1 EL TIEMPO

Aceptamos que haciendo a = +/dt, introducimos en nuestro modelo el tiem-
po de manera arbitraria; y que de esta forma X; no representa la posicién de una

particula en el tiempo t. El significado de X; es otro; recordemos que partimos de

N

Cos . a
un proceso estocastico discreto {Xn}n:o’

donde X? indica la posicién de una par-
ticula tras el n-ésimo salto. Asi, para dt = a* fijo X, 4 es una aproximacién de X,
es decir para T = ndt, X, representa la posicion tras el n-ésimo salto. El tiempo de
los saltos de las particulas es algo mas complejo. De hecho, si denotamos por ¢; el
tiempo en el cual ocurre el salto #- ésimo, entonces t,, — t, depende de la altura
que alcance la particula en este salto, y t,, — t, es a su vez una variable aleatoria.
Tomar esto en cuenta complica considerablemente las cosas y se sale del ambito
de este trabajo, nos conformamos con que para t grande X, representa la posicién

de una particula tras muchos saltos.

Con estas consideraciones en mente y teniendo en cuenta que los tamanos de
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los saltos en el experimento son pequefios y la convergencia del método de Euler—
Maruyama, proponemos (3.2) como modelo para el movimiento de un grano de
arena sobre una placa en vibracion. La razén para tomar como modelo la EDE
(3.2), mas no el método numérico, es la misma que en ecuaciones diferenciales
ordinarias: la capacidad de aplicar las técnicas de célculo al estudio de la estabi-
lidad de equilibrios. El célculo de It6, desarrollado por el celebre matematico Ki-
yoshi It6, es el fundamento de la teoria de las EDE, y en nuestro caso proporciona
las herramientas necesarias para estudiar la estabilidad de (3.2). En lo que sigue
usaremos el calculo de Itd y la teoria de las EDE; el desarrollo de la teoria se en-
cuentra en los libros [4] y [ 15], daremos referencias més especificas a medida que
necesitemos la teoria.

Tenemos entonces un modelo que es en esencia una caminata aleatoria sobre un

dominio, donde el tamano de los saltos varia de acuerdo con el modo de vibracién

.

3.4 MOVIMIENTO BROWNIANO EN DOMINIOS ACOTADOS

El movimiento Browniano posee una variedad de propiedades interesantes e
incluso dificiles de creer, nos interesa en particular su conexién con las ecuacio-
nes diferenciales parciales (EDP). Problemas en EDP dan informacién inespe-
rada sobre procesos estocasticos descritos por EDE, como es el caso de las for-
mulas de Feynman-Kac (ver [15]). Consideremos un movimiento Browniano 2-
dimensional W; = (W}, W?), un dominio acotado U con frontera0U = I', UT,

y la tnica solucién u de la EDP

Au=o0 enU,
u =1 sobreT,, (3.5)

u = o sobreT,.
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Figura 3.4.1: Los caminos Brownianos parten desde los cuadrados negros, al
final de la simulacién se cuentan cuantos caen sobre I', y cuantos sobre T',.

Si se aplica la férmula de Ité al proceso estocéstico u(W;) sellegaa que parag € U,
u(q) describe la probabilidad de que el proceso q + W; cruce la frontera I', antes
de cruzar la frontera I',. En la préxima seccién mostraremos los detalles, no para
W, sino para la solucién de nuestro modelo (3.2), X;. Est4 interpretacién proba-
bilistica implica que a medida que el punto g se acerca a la frontera I, entonces la
probabilidad de que llegue a T', antes que a I, va incrementando.

En la figura (3.4.1) consideramos un dominio U circular, y I', y T, como ar-
cos del circulo (linea azul y roja respectivamente), el cuadrado negro representa el
punto de partida q. Desde g se simulan 100 trayectorias de un movimiento Brow-
niano (las sombras negras son los trazos de estas trayectorias) hasta que se alcanza
el borde del circulo. Los puntos azules son los puntos de llegada de los caminos
que llegaron a T', y los rojos los puntos de llegada de los caminos que llegaron a
I', primero. Podemos observar que ha medida que se acerca q a I', la cantidad de
puntos azules aumenta, esto es precisamente porque la probabilidad de llegara T,
antes que a I', aumenta.

Resulta que en nuestro modelo la solucién X; de (3.2) se comporta de mane-
ra muy similar al movimiento Browniano, con la condicién adicional que X; no
puede cruzar las lineas nodales de ¢. Usaremos este hecho para demostrar nuestro

resultado principal.
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3.5 EQUILIBRIOS ESTABLES Y LAS FIGURAS DE CHLADNI

Es bien conocido que los modos de vibracion, ¢ son suaves en el interior de U
y continuos en U. Suponemos que existe una extensién de soporte compacto y de
clase C'(R*) del modo ¢, de esta forma la ecuacién (3.2) satisface el teorema de
existencia y unicidad de soluciones fuertes para EDE (ver [4], capitulo 6), ademas
cualquier solucién est4 definida para t > o ([4] teorema 9.3.1). Por otro lado te-
nemos que cualquier punto perteneciente a las lineas nodales de ¢, es un equilibrio
de (3.2), es decir, para g € N, la solucién de (3.2) estd dada por X; = q. En los
ejemplos que hemos tratado su puede ver que las lineas nodales de los modos ¢ se
componen de un nimero finito de curvas suaves (ver por ejemplo las figuras 2.2.2
y 2.4.1) ; supondremos que este es siempre el caso.

Elresultado principal de este trabajo es mostrar que las lineas nodales son equi-
librios estocasticamente estables de (3.2) (ver [4], capitulo 11 para mas detalles).
Es conocido que (3.2) define un espacio de probabilidad sobre el espacio de tra-

yectorias ); denotaremos por P la funcién de probabilidad sobre este espacio.

Lema 1. Sea D un dominio acotado tal que 0D contenga un conjunto no vacio I',
compuesto de un niimero finito de curvas suaves tal que @|. = oyseal, = OD\T,.

Para q € D definimos
p(q) =P ({w € Q : X,(w) permanece en D para todot > o }) ,

y tomamos q, € T, fijo. Entonces tenemos que limg_, 4 p(q) =1

Prueba. Considere la solucién clasica u del problema (3.5 ). Es conocido que u es
suave en D y por el principio fuerte del maximo o < u < 1en D (ver [7]). Sea
n € Ny 1, el ‘hitting time’ de X; con OD. 7, es una variable aleatoria sobre {2, para
cada trayectoria w € Q, 7,(w) es el tiempo en que la trayectoria X(w) choca con

OD. Escribimos s At = min{s, t}. Aplicando la férmula de It6 a u(X;) obtenemos:

1

w(X,) — u(X,) = / LX) Au(X,) ds + / (X, Vu(X,) dW.,

2
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Como la integral de It6 (la segunda integral de la expresién anterior) es una mar-

tingala y X, = g es una constante, tomando t = 7, A n,n € N, obtenemos

E[u(Xenn)] —u(q) =E Uq ' i 0*(X,)Au(X,) ds| = o.

Si consideramos los conjuntos
{w € Q : X,(w) permanece en D paratodoo < t < n } = {14 > n},
entonces llegamos a que

u(q) = E [u (Xeyn)]

= u(X, dP+/ u(X,)dP
/{7q<"} ( ‘1) {rg=n} ( ) (3'6)

< /{ IRCSEARICEE

Note que si 7,(w) < n, entonces u(X;, (w)) = 1siX; (w) € T yu(X;, (0)) = o
si X, (@) € T,, de modo que | (ry<n} u(X:,) dP es igual a la probabilidad que X;
alcance la frontera I', antes que llegue a I', en un tiempo t = 7, < n. Pero debido
a la continuidad de los caminos X;(w) y a que los puntos sobre T', son equilibrios
de (3.2), X; no puede abandonar D a través de T',, de modo que el lado derecho
de la desigualdad (3.6) es exactamente la probabilidad de que X; permanezca en
D tras el tiempo t = n. Ahora, dejamos n — 00 y obtenemos u(q) < p(q). Si

o € T, no es una esquina, entonces lim,_, 4, u(q) = 1y se tiene el resultado. [

Este lema nos dice que dado g € U, las trayectorias de X; permanecen en U con
una probabilidad no nula, la cual puede ser elegida tan cercana a 1 como se quiera
siempre y cuando g este lo suficientemente cerca a unalinea nodal. Esto se muestra
enlafigura 3.5.1, donde las curvas de nivel de la solucién u de (3.5) en un dominio
D indican que la probabilidad de permanecer en D se aproxima a 1 cuando g se

acerca a I',. En el dibujo D est4 delimitado por un semicirculo (T,) y una curva
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Figura 3.5.1: Contornos de la funcién u definida en la prueba del lema 1.

y = a senx, donde ay el centro del circulo fueron elegidos para el propésito del
dibujo.

La prueba del lema 1 se basa en la representacion probabilistica de las funcio-
nes armoénicas en dominios acotados. Sin embargo el ‘hitting time’ 7, del proceso
X; con 0D no es necesariamente finito y se debe sortear este inconveniente en la
demostracion.

La estabilidad de los procesos estocasticos difiere de la estabilidad para las ecua-
ciones diferenciales ordinarias, no podemos garantizar que una particula cuya po-
sicion inicial q sea cercanaa q, € I'; permanezca cerca de qo para todo tiempo
t > o. Existen caminos w € Q que la pueden llevar lejos, sin embargo pode-
mos probar que esos caminos se vuelven mds escasos a medida que g — ¢, Esto

corresponde a la siguiente definicion de equilibro (ver [4]):

Definicion 1. Decimos q.es un equilibrio estocdsticamente estable de (3.2), si para
todoe > o

lim P| sup |Xi—qo| > ¢| =o.
9490 0<t< 00

Teorema 1. Silas lineas del modo de vibracion ¢ se componen de un niimero finito de

curvas suaves, entonces cualquier punto en N, es un equilibrio estocdsticamente estable
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de (3.2).

Prueba. Seaq, € Nyye > o tal que la bola de centro g, y radio ¢, B.(qs), se
puede dividir en un ndmero finito de regiones que satisfacen las hipotesis del lema
1. Denote por D uno de estos subdominios. Si ¢ € D, entonces por el lema 1

lim,_,q p(q) = 1,10 que implica la estabilidad del punto g,. ]

Esto prueba que en nuestro modelo una particula que se acerque a una linea
nodal tiene una probabilidad muy alta de quedarse atrapada cerca a esta, y si hay
muchas particulas es inevitable que varias queden atrapadas en las cercanias de las
lineas nodales, formando asi las figuras de Chladni. Puede haber orden a pesar del

caos!

3.6 EJEMPLO DE INESTABILIDAD

La demostracion de la estabilidad da la impresion que para cualquier ¢, y g, €
U con ¢(g,) = o, es un equilibrio. El ejemplo que damos a continuacién mues-
tra que este no es el caso; y que la estructura de curva de los ceros de ¢ juega un
papel importante en la estabilidad ya que esta es la permite atrapar las particulas.
Consideremos la EDE

dx, PR 0 aw:
= : (3.7)
dYt 0 X% + Yt% dm

la cual solo tiene un equilibrio aislado en (X;, Y;) = (o0, o). Introduciendo las va-
riables R = \/X} + Y; y ©; = arctan )% y aplicando la férmula de It6 obtenemos

dR, = iRt dt + R; (cos ©; dW; + sen ©, dW}) (+5)
2 3.8
dO; = — sen O, dW, + cos O, dW;
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Definimos

W, = cos ©; W, + sen ©, W

(3.9)
W? = —sen ©, W} + cos ©, W2,

los cuales son una rotacion de los procesos independientes W} y W3, y resultan ser
a su vez movimientos Brownianos independientes (ver [ 10] seccién 4.4). Esto nos

permite escribir (3.8) como

dR; = R, dt + R, dW'
2

d@t = de
cuya solucion esta dada explicitamente por

R =R, ", (3.10)
@t:®o—|—l/\/{:. (3.11)

Es bien conocido que el equilibrio R; = o de (3.10) es inestable (ver [4] capitu-

lo 11); en la figura 3.6.1 se muestra el comportamiento tipico de los caminos de

(3.10).

3.7 EL MODELO 1-DIMENSIONAL Y LAS FUNCIONES DE LYAPUNOV

Finalmente analizamos el caso 1-dimensional de nuestro modelo, este ayuda a
entender algunos aspectos de la estabilidad de los equilibrios de las EDE. Las téc-
nicas mas comunes para analizar la estabilidad en EDE son una versiones analogas
a las funciones de Lyapunov y a la linearizacion en ecuaciones diferenciales ordi-
narias (ver [4] capitulo 11). Consideremos la versién 1-dimensional de nuestro

modelo:

dXt = ¢(Xt) th,
(3.12)
X, =4¢q, qE€]labl,
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Figura 3.6.1: Algunos caminos de la solucién (3.10), el gréfico estd en escala
logaritmica. Este gréfico ilustra la inestabilidad de las soluciones de (3.8).

donde ¢ es una funcién Lipschitz en R, y supongamos que x = o esun cero aislado

de ¢. Tenemos que la funcién v(x) = (x*)/* es de clase C* excepto que no es

diferenciable en x = o. Ademis tenemos que v/(x) = :(x*)/4xy 1’ (x) =

-3 (x*)73/4. Aplicando la formula de Ito al proceso V; = v(X,) se obtiene

AV, = ~o*(X)v" (X;) dt + v/ (X;) dW;.
2
La teoria establece que si paraalgin § > o
1

L(v)(x) = —§¢2(x)(x2)_3/4 <o para o<«x<J,
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entonces el equilibrio x = o es asintéticamente estocasticamente estable. Es decir,
X, satisface la definicion 1 y ademds

lim P (lim X, = o) =1.

q—o t—00
Tenemos entonces que cualquier cero aislado de (3.12) es un equilibrio asintética-
mente estocdsticamente estable. Es claro que no podemos esperar este tipo de es-

tabilidad para las lineas nodales en el modelo 2-dimensional; ya que los equilibrios

no son aislados y la particula no sabria a cual de todos converger asintéticamente.
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Conclusiones y perspectivas

El camino que hemos seguido en nuestro estudio de las figuras de Chladni ha
sido muy emocionante, empezando con el andlisis de sonido de tambores y pan-
deretas hasta llegar al mundo de las EDE. Las figuras de Chladni proporcionan un
ejemplo muy bonito y directo de nuestra comprension de los fendmenos fisicos a
través de las matematicas, estas ademads, pueden reproducirse experimentalmen-
te con instrumentacion casera. Nuestro intento por describir el movimiento de la
arena nos ha adentrado en el increible mundo de los procesos estocasticos y las
EDE, y nos encontramos muy satisfechos con el resultado obtenido. Es un caso
muy bonito en el que la estabilidad de los equilibrios de las EDE le dan orden ala
naturaleza. En el momento nos encontramos haciendo analisis de imégenes sobre

videos del fenémeno, con la intencién de trazar los movimientos de las particulas.
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