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Unmodelo estocástico para las ėguras de Chladni

RĹňŊŁĹł

A ėnales del siglo XVIII, E. Chladni observa que la arena ėna, esparcida al azar

sobre una placa, se reacomoda formando bellos patrones predecibles cuando se

excita la placa con una fuerza externa apropiada. Al frotar su borde con un arco de

violín, la placa entra en resonancia con una de sus frecuencias naturales y la are-

na se acomoda sobre las líneas nodales del modo de vibración correspondiente.

En este trabajo se propone un modelo plausible en el que la posición de las par-

tículas obedece una ecuación diferencial estocástica (EDE) relativamente simple.

El resultado principal muestra que los puntos que conforman las líneas nodales

del modo de vibración resonante, son equilibrios estocásticamente estables de la

EDE. Para validar el modelo se comparan simulaciones estócasticas con algunos

resultados experimentales y las líneas nodales de placas empotradas y placas con

frontera libre.
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1
Introducción

EŇłňŉ FŀŃŇĹłň CļŀĵĸłĽ (ǉǏǍǎ–ǉǐǊǏ), doctor en derecho, conferencista itine-
rante, cazador de meteoritos y músico aėcionado, era un preclaro exponente del
siglo de las luces. El padre de la acústicamoderna se propone explicar la naturaleza
del sonido a ėnales del siglo XVIII. En uno de sus experimentos más famosos, que
alguna vez presentaría a Napoleón Bonaparte, Chladni esparcía arena sobre una
placa cuadrada. Mientras hacía vibrar la placa, frotándola con el arco de un violín,
su público observaba asombrado como la arena saltaba en todas las direcciones
hasta formar patrones de una belleza extraordinaria. En la ėgura ǉ.ǈ.ǉ se muestran
algunosde estos patrones dibujadospor elmismoChladni en su libro ‘DieAkustik’
[ǎ]. Ya sea por el atractivo del experimento o por el kilo de oro que ofreció Napo-
león al que lograra desentrañar el misterio, muchas de lasmentesmás brillantes de
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Figura 1.0.1: Figuras de Chladni en una placa cuadrada con frontera libre

la época pondrían sus mejores esfuerzos en explicar las ėguras de Chladni, llama-
das así en honor a su descubridor.

El estudio del fenómeno fue paralelo a avances revolucionarios en las matemá-
ticas, entre ellos el nacimiento del método de los elementos ėnitos bajo la mano
de Walther Ritz, y el desarrollo de una teoría de elasticidad para placas a la que
contribuyeron Gustav Kirchhoff y Sophie Germain. Fue precisamente Kirchhoff
quien ėnalmente estableció correctamente las ecuaciones diferenciales que rigen
las vibraciones de las placas con sus respectivas condiciones de frontera (aunque
el premio de Napoleón fue entregado a Sophie Germain). Para un entretenido e
iluminador análisis de los hechos históricos y repercusiones del estudio de este
fenómeno en las matemáticas referimos al lector a [Ǒ].

El fenómeno se explicó de la siguientemanera: las líneas deChladni correspon-
den con las líneas nodales de losmodos de vibración de la placa. En otras palabras,
la arena se acomoda en las líneas donde la placa no está vibrando. Según esto, si
una partícula de arena llega a uno de estos puntos donde no vibra la placa, per-
manece inmóvil de ahí en adelante debido a que no hay vibraciones que la hagan
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Figura 1.0.2: Antes y después de la simu-
lación estocástica del modelo.

Figura 1.0.3: Figura de Chlad-
ni lograda experimentalmente.

mover. Sin ayuda de computadores, Ritz fue capaz de calcular los modos de vibra-
ción para la placa cuadrada y dibujar algunas de estas líneas nodales, mostrando de
forma espectacular como coinciden estas con las ėguras de Chladni. Replicando
el experimento se puede observar que la arena se mueve de manera impredecible,
de algúnmodo recuerda la imagen de un televisor conmala señal o al movimiento
Browniano.No es claro en absoluto que la trayectoria serpenteante de una partícu-
la de arena tenga en algún momento que llegar a una línea nodal. En este sentido
creemos que queda mucho por decir acerca del fenómeno. ¿ Cómo es el movi-
miento de la arena sobre la placa? ¿Y por qué termina la arena sobre estas líneas
inmóviles de la placa?

Nuestro propósito es reconciliar el movimiento aparentemente caótico de las
partículas sobre la placa, con las ėguras claras y deterministas que se forman al ėnal
del experimento. Proponemos un modelo estocástico para describir las trayecto-
rias que siguen los granos de arena, basado en simples observaciones experimen-
tales. Las simulaciones numéricas del modelo que hemos adelantado coinciden
bien, tanto con los resultados teóricos como con las observaciones de los expe-
rimentos realizados. Por ejemplo, en la ėgura ǉ.ǈ.Ǌ se muestran la conėguración
inicial de ǐǈǈ partículas distribuidas sobre un círculo y el resultado al ėnal de la
simulación del modelo, a la derecha, en la ėgura ǉ.ǈ.ǋ se muestra la fotografía de
una ėgura de Chladni obtenida experimentalmente sobre una caja vallenata. Lla-
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ma poderosamente la atención la similitud entre las dos ėguras.
El trabajo consiste de dos partes: en la primera repasamos la teoría sobre la vi-

bración de placas, y hacemos una comparación de la teoría con las observaciones
de Chladni y resultados de algunos experimentos que hemos realizado. En la se-
gunda parte discutimos el movimiento de la arena sobre la placa, y proponemos
una ecuación diferencial estocástica (EDE) como modelo para dicho movimien-
to. Nuestro resultado principal consiste en demostrar que los puntos inmóviles de
la placa son equilibrios estables de la EDE. De esta forma tendremos partículas
que, con una alta probabilidad, permanecerán siempre cerca de las líneas nodales
y formarán las líneas de Chladni.
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“Las ecuaciones diferenciales parciales
fueron creadas por Dios, las condiciones de
ěontera por el demonio.”

Alan Turing

2
G. Kirchhoff y la vibración de placas

EłŊłŃĸĹ ŀŃňĵŇŉ͠ķŊŀŃňmás inĚuyentes en la teoría de elasticidad [ǉǋ], escrito
en ǉǐǍǈ porGustav Kirchhoff, se deducen las ecuaciones diferenciales que gobier-
nan la deformación de placas y sus debidas condiciones de frontera. Supongamos
que tenemos una placa homogénea deėnida en una región plana, U (la placa en
reposo), y que está sometida a una fuerza externa F. El desplazamiento vertical en
el tiempo t de un punto (x, y) ∈ U, denotado por u(t, x, y), está gobernado por la
solución de

ρ h utt + DΔƦu = F(t, x, y), en R× U,

u = p, en {t = Ƥ} × U,

ut = v, en {t = Ƥ} × U,

B(u) = Ƥ, en R× ∂U,

(Ǌ.ǉ)
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en donde Δ es el operador de Laplace y ΔƦ es el operador biarmónico (la compo-
sición del operador de Laplace consigo mismo). Las demás variables representan
los siguientes parámetros físicos:

ρ : densidad de la placa,

h : espesor de la placa,

D =
E hƧ

ƥƦ(ƥ − νƦ)
,

E : modulo de Young,

ν : razón de Poisson,

p = p(x, y) : posición inicial de la placa,

v = v(x, y) : velocidad inicial de la placa.

Finalmente B(u) es un operador que representa las condiciones de frontera de la
placa, la cual asumiremos que está empotrada o que vibra libremente (ver [ǉǐ]).
En el caso de la placa empotrada, es decir con bordes sujetos, digamos que a una
caja con rigidez inėnita, las condiciones de contorno están dadas por

u = Ƥ en R× ∂U,
∂u
∂η

= Ƥ en R× ∂U, (Ǌ.Ǌ)

en donde ∂
∂η es la derivada en la dirección normal exterior al borde ∂U. Cuando la

placa vibra libremente, las condiciones de contorno son

ν Δu+ (ƥ − ν)
∂Ʀu
∂ηƦ

= Ƥ, en R× ∂U,

(ƥ − ν)
∂Ƨu

∂η∂τƦ
+

∂

∂η
(Δu) = Ƥ, en R× ∂U,

(Ǌ.ǋ)

donde ∂
∂τ es la derivada en la dirección tangente al borde ∂U.

Ǌ.ǉ L͠łĹĵň ĽłŁ͸ŋĽŀĹň

Conocer la formaenque vibra la placa es sin dudaunbuenpuntodepartida para
estudiar el fenómeno de Chladni, sin embargo, calcular las soluciones de (Ǌ.ǉ) es
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Figura 2.1.1: Modos de vibración de un círculo empotrado correspondientes a
las dos frecuencias naturales más bajas.

muy difícil y solo puede hacerse en casos muy especiales; por ejemplo cuando la
placa es cuadrada o circular. A pesar de esto, el método de separación de variables,
la teoría espectral y un fenómeno de resonancia permiten describir el movimiento
de la placa de una manera relativamente sencilla. En efecto, la variable temporal t
puede separarse de las variables espaciales x y y con ayuda del problema de valores
propios (ver [Ǐ])

ΔƦφ− λƨ φ = Ƥ en U,

B(φ) = Ƥ en ∂U.
(Ǌ.ǌ)

De acuerdo con resultados conocidos de la teoría espectral de operadores dife-
renciales (ver [ǉ]) tenemos que cualquier solución de (Ǌ.ǉ) se puede escribir de
la forma

u(t, x, y) =
∞∑
n=Ƥ

Tn(t) φn(x, y), (Ǌ.Ǎ)

donde, para todo n ∈ N el par (λn, φn) satisface el problema de valores propios
(Ǌ.ǌ). Para n = ƥ, Ʀ, . . . , la función φn se conoce como el n-ésimomodo de vibra-
ción de la placa modelada por (Ǌ.ǉ). En la ėgura Ǌ.ǉ.ǉ se muestran los primeros
dosmodos de vibración de una placa circular empotrada. De acuerdo con (Ǌ.Ǎ), la
vibración de la placa es una superposición a la cual contribuyen los movimientos
de estos dos modos (entre inėnitos otros).

Sabemos que para cada n ∈ N el espacio propio deėnido por (Ǌ.ǌ) es de di-
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mensión ėnita, y se puede ordenar la secuencia de valores propios así

Ƥ ≤ λƨƥ ≤ λƨƦ ≤ · · · , con lim
n→∞

λƨn = ∞. (Ǌ.ǎ)

Además, si

F(t, x, y) = cos ω t
∞∑
n=Ƥ

fn φn(x, y), (Ǌ.Ǐ)

es decir, si la vibración de la placa se debe a una fuerza externa armónica de fre-
cuenciaω, reemplazando (Ǌ.Ǎ) en (Ǌ.ǉ) (ver [ǋ] o [Ǌ] ), se obtiene queTn satisface

dƦTn

dtƦ
+

(
D λƨn
ρ h

)
Tn(t) = fn cos ω t, t ≥ Ƥ,

Tn(Ƥ) = Ƥ, T′
n(Ƥ) = Ƥ.

(Ǌ.ǐ)

Para simpliėcar los cálculos hemos supuesto que las condiciones iniciales son nu-
las, es decir p(x, y) ≡ v(x, y) ≡ Ƥ. Como se sabe, el crecimiento en el tiempo de
la soluciónTn de (Ǌ.ǐ) dependerá de si la frecuencia externa ω entra en resonancia
con la frecuencia natural ωn = λƦn

√
D
ρ h . Un cálculo sencillo muestra que

Tn (t) =


fn cos ω t
ωƦ
n−ωƦ , si ωn ̸= ω,

fn t sen ω t
Ʀω , si ωn = ω.

De (Ǌ.ǎ) se deduce que existe a lo más una frecuencia natural, digamos ωm, que
entra en resonancia con la fuerza externa, de frecuencia ω. En tal caso la solución
dada por la serie (Ǌ.Ǎ) tendrá un término dominante, más precisamente

u(t, x, y)
t

=
fm
Ʀω

sen ω t φm(x, y) + o
( ƥ
t

)
.

Es evidente que en la realidad u no puede ser arbitrariamente grande, y que hay
factores de amortiguamiento que evitan que esto pase y se rompa la placa. Sin em-
bargo, el modelo indica un modo dominante y por lo tanto es razonable asumir
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que las vibraciones de la placa se pueden aproximar por

u(t, x, y) = T(t) φm(x, y), (Ǌ.Ǒ)

donde T es una función periódica cuya frecuencia coincide con ωm.

Esto simpliėca enormemente las cosas, en efecto, estamos preparados para en-
tender la explicación de las ėguras de Chladni a la que se llegó con el trabajo de
Kirchhoff. Si observamos (Ǌ.Ǒ), los ceros de φm son puntos estáticos de la placa,
y por lo tanto es lógico pensar que si una partícula de arena llega a uno de estos
puntos, permanecerá ahí en lo que sigue del experimento. Sucede que las líneas
nodales de un modo φ,

Nφ = {(x, y) ∈ U|φ(x, y) = Ƥ},

coinciden con las ėguras de Chladni. Si volvemos a la ėgura Ǌ.ǉ.ǉ podemos apre-
ciar que en el modo de la izquierda las líneas nodales coinciden con la frontera del
disco, mientras que en el modo de la derecha hay adicionalmente una línea diame-
tral donde el modo se anula. Alentamos al lector a hacer la comparación de este
último modo con las ėguras ǉ.ǈ.Ǌ y ǉ.ǈ.ǋ de la introducción. A continuación mos-
traremos como se obtienen estos modos cuando la placa es circular, uno de los
casos excepcionales donde (Ǌ.ǌ) se puede resolver explícitamente.

Ǌ.Ǌ Pŀĵķĵň ķĽŇķŊŀĵŇĹň

Resulta que (Ǌ.ǌ) se puede factorizar como

ΔƦφ− λƨ φ = (Δ + λƦ)(Δ − λƦ)φ = Ƥ. (Ǌ.ǉǈ)

Como los factores conmutan, es claro que cualquier solución de

(Δ + λƦ)φƥ = Ƥ (Ǌ.ǉǉ)
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o de
(Δ − λƦ)φƦ = Ƥ (Ǌ.ǉǊ)

es a su vez solución de (Ǌ.ǉǈ). Además, si λ ̸= Ƥ, toda solución φ de (Ǌ.ǉǈ) se
puede escribir como φ = φƥ+φƦ, donde φƥ y φƦ son soluciones de (Ǌ.ǉǉ) y (Ǌ.ǉǊ)
respectivamente. Esto se puede ver escribiendo

φ =
ƥ

ƦλƦ
(Δ + λƦ)φ︸ ︷︷ ︸

φƥ

+
ƥ

ƦλƦ
(−Δ + λƦ)φ︸ ︷︷ ︸

φƦ

,

y veriėcando fácilmente (Ǌ.ǉǉ) y (Ǌ.ǉǊ).
Consideremos entonces el disco unitario U = {x ∈ RƦ : |x| < ƥ}, y el

Laplaciano en coordenadas polares, dado por

Δ =
∂Ʀ

∂rƦ
+

ƥ
r
∂

∂r
+

ƥ
rƦ

∂Ʀ

∂θƦ
.

Para resolver (Ǌ.ǉǉ) podemos aplicar el método de separación de variables y supo-
ner que φƥ(r, θ) = Rƥ(r)Θƥ(θ). Reemplazando en (Ǌ.ǉǉ) obtenemos

rƦ
[(

dƦRƥ

drƦ
+

ƥ
r
dRƥ

dr

)
ƥ
Rƥ

+ λƦ
]
= − ƥ

Θƥ

dƦΘƥ

dθƦ
,

de tal forma que cada lado de la ecuación debe ser igual a una constante digamos
kƦ.Obtenemos entonces las siguientes dos ecuaciones diferenciales ordinarias

dƦΘƥ

dθƦ
+ kƦΘƥ = Ƥ (Ǌ.ǉǋ)

dƦRƥ

drƦ
+

ƥ
r
dRƥ

dr
+

(
λƦ − kƦ

rƦ

)
Rƥ = Ƥ. (Ǌ.ǉǌ)

La solución de (Ǌ.ǉǋ) está dada por

Θƥ = Gƥ cos kθ + Hƥ sen kθ, (Ǌ.ǉǍ)
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dondeGƥ yHƥ son constantes arbitrarias. Para queΘƥ sea Ʀπ–periódica, k debe ser
un número entero; por otro lado, los números naturales n = Ƥ, ƥ, Ʀ, . . .bastan para
generar todas las soluciones.

Para la ecuación (Ǌ.ǉǌ) hacemos el cambio de variable ξ = λr obteniendo así la
ecuación de Bessel de orden entero

dƦRƥ

dξƦ
+

ƥ
ξ
dRƥ

dξ
+

(
ƥ − nƦ

ξƦ

)
Rƥ = Ƥ,

cuya solución se puede dar en términos de las funciones de Bessel de primera y
segunda especie Jn y Yn

Rƥ(r) = A Jn(λr) + B Yn(λr),

y así

φƥ(r, θ) = (A Jn(λr) + B Yn(λr)) (Gƥ cos nθ + Hƥ sen nθ) . (Ǌ.ǉǎ)

Análogamente para solucionar (Ǌ.ǉǊ) suponemos φƦ(r, θ) = RƦ(r)ΘƦ(θ), y
llegamos a las ecuaciones

dƦΘƦ

dθƦ
+ kƦΘƦ = Ƥ (Ǌ.ǉǏ)

dƦRƦ

drƦ
+

ƥ
r
dRƦ

dr
−
(
λƦ +

nƦ

rƦ

)
RƦ = Ƥ. (Ǌ.ǉǐ)

La ecuación angular (Ǌ.ǉǏ) es la misma que en (Ǌ.ǉǋ) y para (Ǌ.ǉǐ) hacemos nue-
vamente la substitución ξ = λr y llegamos a la ecuación de Bessel modiėcada

dƦRƦ

dξƦ
+

ƥ
ξ
dRƦ

dξ
−
(

ƥ +
kƦ

ξƦ

)
RƦ = Ƥ, (Ǌ.ǉǑ)

cuyas soluciones son las funciones de Bessel modiėcadas de primera y segunda
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especie In y Kn. Así,

φƦ(r, θ) = (C In(λr) + DKn(λr)) (GƦ cos nθ + HƦ sen nθ) . (Ǌ.Ǌǈ)

Además Yn y Kn tienen una singularidad en r = Ƥ de modo que B = D = Ƥ. Por
(Ǌ.ǉǎ) y (Ǌ.Ǌǈ), la solución general de (Ǌ.ǉǈ) en el disco está dada por

φ(r, θ) = cos nθ (A∗ Jn(λr)+C∗ In(λr))+sen nθ (B∗ Jn(λr)+D∗ In(λr)), (Ǌ.Ǌǉ)

donde A∗, B∗, C∗ yD∗ son constantes arbitrarias.
Ahora consideremos las condiciones de frontera, empezando por el caso más

sencillo.

Ǌ.Ǌ.ǉ Lĵ ńŀĵķĵ ķĽŇķŊŀĵŇ ĹŁńŃŉŇĵĸĵ

En el caso de la placa circular empotrada, las condiciones de frontera (Ǌ.Ǌ) se
traducen en

φ|r=ƥ = Ƥ,
∂φ
∂r

∣∣∣∣
r=ƥ

= Ƥ. (Ǌ.ǊǊ)

La primera condición es equivalente a pedir A∗ Jn(λ) + C∗ In(λ) = B∗ Jn(λ) +
D∗ In(λ) = Ƥ. Esta condición permite simpliėcar la solución (Ǌ.Ǌǉ) aun más: un
cálculo fácil muestra que A∗D∗ = B∗C∗, y por lo tanto, (A∗ Jn(λr) + C∗ In(λr)
es múltiplo escalar de (B∗ Jn(λr) + D∗ In(λr)).De esta forma podemos escribir la
solución (Ǌ.Ǌǉ) como

φ(r, θ) = cos
(
n θ − ηƤ

)
(p Jn (λ r) + q In (λ r)) , n = Ƥ, ƥ, . . . ,

de modo que las condiciones de frontera (Ǌ.ǊǊ) se pueden escribir así(
Jn (λ) In (λ)
J′n (λ) I′n (λ)

)(
p
q

)
=

(
Ƥ
Ƥ

)
. (Ǌ.Ǌǋ)

Se tiene una solución nonula de (Ǌ.ǊǊ) cuando lamatriz en (Ǌ.Ǌǋ) es no invertible,
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Figura 2.2.1: Picos que indican la posición de algunas de las raíces de
ρn(λ) = Ƥ para la placa empotrada. Ver también la tabla 2.2.1.

y obtenemos así la ecuación característica para la placa circular empotrada:

ρn(λ) = Jn(λ) I′n(λ)− J′n(λ) In(λ) = Ƥ. (Ǌ.Ǌǌ)

Es conocido que para cualquier n = Ƥ, ƥ, . . . , (ver [ǉǌ]) existen una cantidad
inėnita y numerable de soluciones λnm,m = ƥ, Ʀ, . . . , de la ecuación característi-
ca (Ǌ.Ǌǌ). Los ceros λnm se pueden aproximar de manera muy precisa utilizando
bibliotecas de funciones de Bessel como la de SciPy (ver [ǉǎ]). En la ėgura Ǌ.Ǌ.ǉ
se muestran los gráėcos de las funciones log(ƥ+ |ρn|)) para n = Ƥ, ƥ, Ʀ aquí los pi-
cos indican la ubicación de los ceros de las funciones características. La tabla Ǌ.Ǌ.ǉ
muestra la aproximación de varios λnm.

Una vez que conocemos λnm, el modo de vibración correspondiente es fácil de
obtener observando que los coeėcientes p y q satisfacen

p Jn(λnm) + q In(λnm) = Ƥ, (Ǌ.ǊǍ)
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HHHHHHn
m ǉ Ǌ ǋ

ǈ ǋ.ǉǑǎǊ ǎ.ǋǈǎǌ Ǒ.ǌǋǑǍ
ǉ ǌ.ǎǉǈǑ Ǐ.ǏǑǑǊ ǉǈ.ǑǍǐǉ
Ǌ Ǎ.ǑǈǍǏ Ǒ.ǉǑǎǑ ǉǊ.ǌǈǊǊ

HHHHHHn
m ǉ Ǌ ǋ

ǈ Ǌ.ǌǈǌǉ Ǎ.ǍǊǈǈ ǐ.ǎǍǋǏ
ǉ ǋ.ǐǋǉǏ Ǐ.ǈǉǍǎ ǉǈ.ǉǏǋǌ
Ǌ Ǎ.ǉǋǍǎ ǐ.ǌǉǏǊ ǉǉ.ǎǉǑǐ

Tabla 2.2.1: Raíces λnm de la ecuación característica para una placa circular
empotrada (arriba). Valores λnm para una membrana circular con condición de
Dirichlet(abajo).

con esto quedan determinados p y q hasta un múltiplo escalar común, digamos

p =
−In(λnm)√

JƦn(λnm) + IƦn(λnm)
, q =

Jn(λnm)√
JƦn(λnm) + IƦn(λnm)

, (Ǌ.Ǌǎ)

se obtiene así la expresión para el modo de vibración φnm:

φnm(r, θ) = cos
(
n θ − ηƤ

)
(p Jn (λnm r) + q In (λnm r)) , (Ǌ.ǊǏ)

donde ηƤ es arbitrario y p y q satisfacen (Ǌ.ǊǍ).
Observemos que para n = Ƥ el modo de vibración φƤm genera un espacio

propio ǉ–dimensional del problema (Ǌ.ǌ) junto con las condiciones de fronte-
ra (Ǌ.ǊǊ). Estos espacios propios son generados por una función radialmente si-
métrica. Mientras que para n ≥ ƥ el espacio propio correspondiente a λnm es Ǌ–
dimensional. En la parte izquierda de la ėgura (Ǌ.Ǌ.Ǌ) se muestran las líneas noda-
les,Nφnm , para n = Ƥ, ƥ ym = ƥ, Ʀ. Observe que para la placa empotrada todos los
modos se anulan en el círculo r = ƥ.

Es interesante comparar las soluciones de este problema con los modos de vi-
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Figura 2.2.2: Líneas nodales de los modos de vibración φnm para placas circu-
lares (negro). La placa empotrada (izquierda) y la placa libre (derecha).

bración de una membrana con condiciones de Dirichlet:

Δφ+ λƦ φ = Ƥ en {x : |x| < ƥ},

φ = Ƥ en {x : |x| = ƥ},
(Ǌ.Ǌǐ)

ya que esta es considerada como una primera aproximación al modelo de vibra-
ción de placas. En (Ǌ.ǊǏ), el valor de |q| es muy pequeño en comparación con |p|;
por ejemplo, para el modo φƥƥ tenemos p ≃ −Ƥ.ƭƭƭƬ y q ≃ Ƥ.ƤƥƭƬ, de manera
que los modos de vibración de las placas son muy parecidos a a una función de
la forma cos(n θ − ηƤ)(p Jn(λ r)), precisamente está es la forma de los modos de
vibración de una membrana. Por otro lado, las diferencias en los valores propios
y por ende en las frecuencias de vibración si son considerables; la comparación se
hace en la tabla Ǌ.Ǌ.ǉ. Tenemos entonces que las líneas nodales de losmodos tanto
de lamembrana como de la placa circular se constituyen de líneas diametrales y de
círculos concéntricos, sin embargo los radios de los círculos son distintos en los
dos modelos.
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Ǌ.Ǌ.Ǌ Pŀĵķĵň ķĽŇķŊŀĵŇĹň ķŃł ĶŃŇĸĹ ŀĽĶŇĹ

En el caso de la placa circular las condiciones de frontera libre (Ǌ.ǋ) toman la
siguiente forma (ver [ǉǌ]) :[

Δφ− ƥ − ν
r

(
∂φ
∂r

+
ƥ
r
∂Ʀφ
∂θƦ

)] ∣∣∣∣
r=ƥ

= Ƥ,[
∂

∂r
(Δφ) +

ƥ − ν
r

∂

∂r

(
ƥ
r
∂Ʀφ
∂θƦ

)] ∣∣∣∣
r=ƥ

= Ƥ,
(Ǌ.ǊǑ)

en lo que sigue y por razones históricas tomaremos ν = Ƥ.ƦƦƩ (este fue el valor
utilizado por Ritz en [ǉǏ]).

Al igual que en el ejemplo anterior, las soluciones de (Ǌ.ǌ) con las condiciones
de frontera (Ǌ.ǊǑ) son de la forma

φ = cos
(
n θ − ηƤ

)
(p Jn (λnm r) + q In (λnm r)) , n ∈ N, m = ƥ, Ʀ, . . .

Reemplazando en (Ǌ.ǊǑ) se llega a una ecuación característica como (Ǌ.Ǌǌ). Los
detalles son engorrosos y los omitimos; damos la ecuación característica

λƦJn(λ) + (ƥ − ν) [λJ′n(λ − nƦJn(λ)]
λƦIn(λ)− (ƥ − ν) [λI′n(λ)− nƦIn(λ)]

=

λƧI′n(λ) + (ƥ − ν)nƦ [λJ′n(λ − Jn(λ)]
λƧI′n(λ)− (ƥ − ν)nƦ [λI′n(λ)− In(λ)]

(Ǌ.ǋǈ)

tomada de [ǉǌ], la principal referencia correspondiente a la vibración de placas.
Nuevamente, dado n = Ƥ, ƥ, . . . , podemos encontrar una secuencia de valores
λnm que satisfacen la ecuación característica (Ǌ.ǋǈ), y obtener, de forma análoga al
procedimiento para las placas empotradas, las expresiones de los modos de vibra-
ción correspondientes.

En este caso λƤƤ = Ƥ es un cero de la ecuación característica, sin embargo, si
recordamos (Ǌ.Ǎ), el espacio propio correspondiente contribuye a la solución de
la vibración de la placa en la forma de una traslación y una rotación. En este caso
la frecuencia asociada es ω = λƦ

√
D
ρ h = Ƥ, y por lo tanto no consideramos los
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HHHHHHn
m ǉ Ǌ ǋ ǌ

ǈ Ǌ.ǑǏǉ ǎ.ǉǐǏǋ Ǒ.ǋǍǑǉ ǉǊ.ǍǉǎǍ
ǉ ǌ.Ǎǉǌǈ Ǐ.ǏǊǎǈ ǉǈ.Ǒǈǈǐ ǉǌ.ǈǎǉǑ
Ǌ Ǌ.ǋǎǋǏ Ǎ.Ǒǌǉǐ Ǒ.ǉǐǋǏ ǉǊ.ǋǏǑǋ

Tabla 2.2.2: Aproximación de varios ceros λnm de la ecuación característica
para la placa circular con frontera libre (ν = Ƥ.ƦƦƩ). Se omite el cero λƤƤ = Ƥ .

elementos de este espacio propio como modos de vibración, esencialmente por-
que no vibran. La tabla Ǌ.Ǌ.Ǌ muestra algunas raíces de (Ǌ.ǋǈ). Las líneas nodales
para la placa circular empotrada y para la placa circular con frontera libre son muy
similares; ambas se componen de líneas diametrales y círculos concéntricos (Vea
la ėgura Ǌ.Ǌ.Ǌ), sin embargo, como se puede apreciar en la ėgura Ǌ.Ǌ.Ǌ, r = ƥ nunca
es una línea nodal de los modos de vibración φnm de la placa circular libre.

Ǌ.ǋ DŃŁĽłĽŃň ĻĹłĹŇĵŀĹň ŏ Ĺŀ Ł͐ŉŃĸŃ ĸĹ ĹŀĹŁĹłŉŃň ĺĽłĽŉŃň

El problema (Ǌ.ǌ) para dominios acotados generalesU esmuy difícil, y sólo hay
soluciones explícitas en el ejemplo que mostramos, en las placas rectangulares y
otros pocos casos dispersos. Afortunadamente existen métodos numéricos avan-
zados con los cuales se puede resolver este problema en prácticamente cualquier
dominio; precisamente con elmétodo de elementos ėnitos (FEMpor sus siglas en
inglés) inspirado por Walter Ritz en [ǉǏ], cuando estudiaba este problema en una
placa cuadrada con frontera libre. Hasta el desarrollo del FEM, lo que existía para
solucionar ecuaciones diferenciales numéricamente era el método de diferencias
ėnitas; sin embargo, este método es de difícil aplicación en dominios generales. A
diferencia del método de diferencias ėnitas, que se basa en las propiedades loca-
les descritas por una ecuación diferencial, el FEM se basa en propiedades globales
dadas por la forma variacional del operador.

En nuestro caso, la forma variacional del problema de valores propios (Ǌ.ǌ) con
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condiciones de frontera libre es∫∫
U

(
ΔuΔv− (ƥ − ν)

[
∂Ʀu
∂xƦ

∂Ʀv
∂yƦ

+
∂Ʀu
∂yƦ

∂Ʀv
∂xƦ

− Ʀ
∂Ʀu
∂x∂y

∂Ʀv
∂x∂y

])
dxdy,

= λƨ
∫∫

U
uv dxdy.

(Ǌ.ǋǉ)

Se dice también que u ∈ HƦ(U) es una solución débil de (Ǌ.ǌ), si para toda v ∈
HƦ(U) se satisface (Ǌ.ǋǉ). HƦ(U) es un espacio de Hilbert muy especíėco; pero
no entraremos en los detalles, para eso está el excelente libro de L. Evans [Ǐ]. Es
muy interesante que se haya llegado antes al problema variacional (Ǌ.ǋǉ), que la
ecuación diferencial parcial (Ǌ.ǌ). De hecho, el punto clave del trabajo [ǉǋ] de G.
Kirchhoff es dar el funcional de energía correcto para una placa con frontera libre;
de este funcional se desprende la forma variacional (Ǌ.ǋǉ) y de aquí la ecuación
diferencial (Ǌ.ǌ) con sus respectivas condiciones de frontera. Alentamos al lector
a leer un poco sobre la historia de este fascinante problema en [ǐ].

Observe que las condiciones de frontera están implícitas en la formulación va-
riacional junto con el espacio de Hilbert H = HƦ(U). Por ejemplo en el caso de
las placas empotradas, la forma variacional se transforma en∫∫

U
(ΔuΔv)dxdy = λƨ

∫∫
U
uv dxdy, con u, v ∈ HƦ

Ƥ(U), (Ǌ.ǋǊ)

en este caso el espacioHƦ
Ƥ(U) exige que las funciones u, v y sus primeras derivadas

parciales se anulen en la frontera ∂U.
En esencia lo que hace el FEM es utilizar un subespacio de dimensión ėnita de

H = HƦ junto conunabasede funciones, para aproximar las solucionesude(Ǌ.ǋǉ)
o de cualquier otro problema variacional. De esta forma se transforma (Ǌ.ǋǉ), o
(Ǌ.ǋǊ) si es el caso, enunproblemade valores propiosdematrices, dematricesmuy
grandes claro está. El área de los FEM es todo un mundo en si, afortunadamente
contamos con programas como FreeFem++ (ver [ǉǉ]), que tienen incorporadas
las herramientas para hallar soluciones aproximadas de este tipo de problemas.

En la tabla Ǌ.ǋ.ǉ mostramos los primeros nueve valores propios (excluyendo el
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Figura 2.3.1: Líneas nodales (blanco) para una placa (triangulo equilátero de
lado 2) con borde libre (ν = Ƥ.ƦƦƩ). Abajo, las figuras de Chladni correspon-
dientes, obtenidas experimentalmente.

n ǉ Ǌ ǋ ǌ Ǎ ǎ Ǐ ǐ Ǒ
λn Ǌ.Ǒǋ ǋ.ǈǎ ǋ.ǈǎ ǌ.ǎǋ ǌ.ǎǋ ǌ.ǐǑ Ǎ.ǌǋ ǎ.ǋǏ ǎ.ǌǌ

Tabla 2.3.1: Valores de λn para una placa con borde libre y forma de triángu-
lo equilátero de lado 2 (ν = Ƥ.ƦƦƩ). Se omite el valor λƤ = Ƥ.

valor propio ǈ) de un triángulo equilátero de lado Ʀ que vibra libremente; y en
la ėgura Ǌ.ǋ.ǉ se encuentran las curvas de nivel y los contornos de los modos de
vibración (arriba), comparados con algunas ėguras de Chladni que obtuvimos ex-
perimentalmente (abajo). El poder del método es asombroso, este nos permite
calcular, en cuestión de segundos, los modos de vibración para placas de formas
arbitrarias.
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Figura 2.4.1: Líneas nodales (blanco) y contornos para una placa cuadrada
de lado ƥ con los valores de λ correspondientes (ν = Ƥ.ƦƦƩ).

Ǌ.ǌ LŃň ĸĽĶŊľŃň ĸĹ CļŀĵĸłĽ

La ėgura Ǌ.ǋ.ǉ muestra lo bien que se ajustan los experimentos al modelo, sin
embargo, es mucho lo que se puede decir sobre esto; miremos por ejemplo el caso
de la placa cuadrada. Aunque existen soluciones explícitas en este caso, podemos
utilizar el FEM para aproximar las soluciones sin recurrir a cálculos largos y engo-
rrosos. En la ėgura Ǌ.ǌ.ǉ se muestran los contornos de los veinte primeros modos
de vibración para una placa cuadrada de lado ƥ. Es interesante comparar estos mo-
dos con las dibujos de Chladni en la ėgura ǉ.ǈ.ǉ.

Observe que hay valores de λ (en la ėgura Ǌ.ǌ.ǉ) que se repiten para algunos
modos consecutivos, esto quiere decir que el espacio propio correspondiente tie-
ne como dimensión el número de veces que este valor se repite, y que los modos
de vibración bajo dicho valor forman una base de este espacio. Observe también
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Figura 2.4.2: Figuras de Chladni obtenidas como combinación lineal de los
modos en la figura 2.4.1 para λ = Ʃ.ƭƭƩ.

que los modos correspondientes a λ = Ƨ.ƫƩƫ, ƨ.Ʃƥƨ, ƨ.ƬƬƨ, Ƭ.ƤƭƩ, Ƭ.ƫƬƬ, ƥƤ.Ƭƨƫ,
ƥƥ.Ƥƥƭ, ƥƦ.ƨƪƫ, ƥƦ.ƬƤƨ, ƥƧ.ƤƤƨ, es decir, los que no se repiten, se pueden encontrar
fácilmente en los dibujos deChladni. Sin embargo haymodos como el que corres-
ponde a λ = Ʃ.ƭƭƩ para los cuales no hay un dibujo en la ėgura ǉ.ǈ.ǉ y, a su vez,
muchos dibujos que no aparecen en la ėgura Ǌ.ǌ.ǉ. Lo que sucede es que cuando
la dimensión del espacio propio es mayor o igual a Ʀ, el modo de vibración de la
placa puede ser cualquier combinación lineal de los elementos de la base. De esta
forma, es posible crear ėguras de Chladni distintas a las que aparecen en la ėgura
Ǌ.ǌ.ǉ; por ejemplo para λ = Ʃ.ƭƭƩ, se puede obtener una ėgura muy parecida al
cuarto dibujo en la primera ėla de la ėgura ǉ.ǈ.ǉ, si al primer modo se le resta el
segundo (Ver la ėgura Ǌ.ǌ.Ǌ). En esencia la ėgura que se genera depende de la for-
ma de la fuerza armónica externa, es decir de los valores de fn en (Ǌ.Ǐ), en realidad
sólo de los fn de losmodos en resonancia. Chladni era un excelente violinista, y era
capaz de variar la contribución de los modos a la fuerza externa variando el sitio
de la placa y la técnica con la que frotaba el arco del violín; obteniendo así, varias
ėguras para la misma frecuencia.
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Figura 2.5.1: Montaje experimental: se sujeta la placa desde su centro por
medio de un tornillo, el cual a su vez se sujeta a una base utilizando una pren-
sa.

Ǌ.Ǎ HĹķļŃ Ĺł ķĵňĵ

El experimento se puede reproducir con recursos muy limitados, y especular
sobre las diėcultades que pudo haber tenidoChladni resulta sermuy divertido. En
esencia se necesita tan solo una placa metálica (ƧƤcm × ƧƤcm es un buen tama-
ño), el arco de un violín, un poco de sal o de arena seca, e ingeniarse una forma
para sostener la placa. Podemos sujetar la placa de uno o más bordes, dejarla re-
posar sobre sus bordes, o sujetarla desde un punto en su interior como lo hacía
Chladni; claro está que para cada caso hay condiciones de frontera diferentes. El
último caso mencionado tiene condiciones de frontera libre, y la placa se hace vi-
brar con la combinación de dos fuerza externas: la que se ejerce con el arco del
violín y la fuerza de reacción que ejerce el soporte sobre la placa. Siguiendo los
pasos de Chladni decidimos sujetar la placa con un tornillo desde su centro, en la
ėgura Ǌ.Ǎ.ǉ se muestra el montaje experimental.

Mostramos algunas de las ėguras obtenidas en la ėgura Ǌ.Ǎ.Ǌ, observe que por el
centrode laplaca siemprepasa alguna línea, y en lamayoríade los casosmásdeuna.
Aunque sería muy difícil describir la fuerza externa, es claro que el movimiento en
el centro de la placa está restringido por el tornillo, y por lo tanto la fuerza externa
total sobre este punto debe ser cero omuy pequeña. De está manera es muy difícil
obtener en la placa un modo de vibración cuyas líneas nodales no pasen por el
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Figura 2.5.2: Figuras de Chladni obtenidas experimentalmente sobre una
placa de hierro cuadrada sujeta de su centro.

Figura 2.5.3: Figuras de Chladni que no atraviesan el centro de la placa (el
tornillo se encuentra a 2 centímetros del centro).

centro; sin embargo, en los dibujos de Chladni hay ėguras que no pasan por el
centro estás seguramente se obtienen sujetando la placa de otro punto. En la ėgura
Ǌ.Ǎ.ǋ se muestran dos ėguras obtenidas sujetando la placa a un par de centímetros
del centro.

Las ėguras de Chladni también se pueden obtener sobre tambores como mos-
tramos en la ėgura ǉ.ǈ.ǋ. En este caso la experimentación requiere de equiposmás
soėsticados entre estos un generador de señales y una bobina, referimos al lector
interesado a [ǋ] para los detalles.
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“Caos es un nombre para aquellos ordenes que
nos confunden.”

George Santayana

3
Movimiento Browniano en placas

LĵňŉĽŁŃňĵŁĹłŉĹ Ĺł ŀĵň fotografías no se puede capturar lo que, en nuestra opi-
nión, es lomás fascinante del fenómeno: la forma en que salta la arena para formar
las ėguras. Todo ocurre muy rápido, en menos de ǋ segundos desde que se em-
pieza a perturbar la placa con el arco del violín, ya se han formado las ėguras de
Chladni. Cuando hay bastantes partículas de sal sobre la placa, pareciera como si
el viento las soplara hacia las ėguras, pero si se observa con más cuidado el evento
se torna aúnmás fascinante. Resulta casi imposible seguir la trayectoria de una sola
partícula, no solo porque hay muchas, sino también que los caminos de estas son
completamente impredecibles. Es muy parecido a ver los puntos que saltan en un
televisor con mala señal. Incluso después que la mayoría se ha acomodado sobre
las líneas o saltado hacía el abismo, quedan unos cuántos granos deambulando por
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Figura 3.1.1: Granos de sal fotografiados a través de un microscopio, se pue-
den apreciar las esquinas e irregularidades de las partículas.

la placa sin decidirse a donde ir. Verlo en cámara lenta es simplemente mágico.¹
Lo segundo que se puede observar, es que entre más cerca estén las partículas

a las líneas nodales más cortos son sus saltos. Según el modelo de G. Kirchhoff
(Capítulo Ǌ), si suponemos que la vibración está dominada por el modo φ, el mo-
vimiento de la placa es pequeño alrededor de las líneas nodales de φ y aumenta al
alejarse de estas; así la placa golpea con menor fuerza a las partículas más cerca-
nas a las líneas nodales y sus saltos son más pequeños. De esta forma es evidente
que, para una partícula la distancia de cada uno de sus saltos está relacionada con
el desplazamiento vertical de la placa, φ(x, y), del punto (x, y) ∈ U desde donde
salta.

ǋ.ǉ SĹ ŁŊĹŋĹł ĵ ňĵŀŉŃň

Tenemos entonces que el movimiento de la arena se compone de pequeño sal-
tos aleatorios relacionados con la vibración del modo resonante φ. Denotaremos
porXƤ ∈ U la posición inicial de la partícula sobre la placa y porXn, n = ƥ, Ʀ, . . . ,
su posición tras el n-ésimo salto, y haremos las siguientes suposiciones:

• Las partículas se mueven independientemente: por simplicidad supondre-
mos que las demás partículas no interėeren en la trayectoria de la partícula

¹http://www.youtube.com/watch?v=rVHLVQqiswI

ǊǍ
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cuyo movimiento queremos describir.

• Como la sal salta por los golpes que le propina la placa, y debido a la geome-
tría irregular de un grano de sal (ver la ėgura ǋ.ǉ.ǉ) y las imperfecciones de
la placa, es razonable pensar que los saltos dados por estas partículas no tie-
nen direcciones predilectas. Siendo así, lo más natural es suponer que cada
salto tiene una distribución normal alrededor del punto desde donde salta,
es decir, cada salto Xn+ƥ − Xn es una variable aleatoria bivariada normal-
mente distribuida con media μ = (Ƥ, Ƥ) y matriz de covarianza σƦ I (I es la
matriz identidad Ʀ × Ʀ).

• Como dijimos, la magnitud del salto está relacionada con la amplitud del
movimiento de la membrana en el punto desde donde salta. Podemos in-
corporar esto al modelo suponiendo que la desviación estándar de cada sal-
to Xn+ƥ − Xn es proporcional a φ(Xn), esto es σƦ = αƦφƦ(Xn), donde α es
una constante que escala el tamaño de los saltos. De esta forma se tiene que

Xn+ƥ − Xn ∼ α φm(Xn)N(Ƥ, ƥ), (ǋ.ǉ)

dondeN(Ƥ, I) es una variable aleatoria bivaluada normalmente distribuida
con media μ = (Ƥ, Ƥ) y matriz de covarianza I.

• Suponemos adicionalmente que los incrementos Xn+ƥ − Xn, n = ƥ, Ʀ, . . .
son independientes entre si, en otras palabras, que los saltos anteriores no
condicionan al salto n-ésimo.

Para hacer énfasis en la dependía de alpha denotaremos al proceso por {Xα
n}∞n=Ƥ de

ahora en adelante.

ǋ.Ǌ SĽŁŊŀĵķĽ͸ł ĸĹŀ ńŇŃķĹňŃ ĹňŉŃķ̾ňŉĽķŃ

Se han adelantado simulaciones numéricas del proceso estocástico {Xα
n}Nn=Ƥ; se

escoge un punto inicialXα
Ƥ = q ∈ U luego, usando un generador de número alea-
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Figura 3.2.1: Los caminos que siguen algunas partículas en una simulación
del proceso estocástico {Xα

n}Nn=Ƥ. A la derecha se encuentran los contornos del
modo de vibración φ.

torios, se escoge un vector (dwƥ
ƥ, dwƦ

ƥ) al azar utilizando una distribución normal
bivariadaN(Ƥ, I), o lo que es equivalente, se escogen de forma independiente dwƥ

ƥ

y dwƦ
ƥ de una distribución normal conmedia μ = Ƥ y varianza σƦ = ƥ. La posición

tras el primer salto estará dada por

Xα
ƥ = Xα

Ƥ + αφ(Xα
Ƥ)

(
dwƥ

ƥ

dwƦ
ƥ

)
,

y en general por

Xα
n+ƥ = Xα

n + αφ(Xα
n)

(
dwƥ

n

dwƦ
n

)
.

El proceso se repite un número N de veces y se obtiene así una trayectoria po-
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Figura 3.2.2: Caminos de las partículas para distintos valores de α.

sible para el proceso {Xα
n}Nn=Ƥ. Si se repitiera la simulación, la trayectoria de la par-

tícula podría ser completamente diferente, así se empiece en el mismo punto. En
la ėgura ǋ.Ǌ.ǉ semuestran los caminos de varias partículas sobre una placa cuadra-
da, los caminos fueron simulados utilizando la biblioteca NumPy de Python (ver
[ǉǎ]) y para evaluarφ se utilizó una aproximación delmodo de vibración obtenida
con FreeFem++.

Observe que las trayectorias son muy distintas las unas de las otras y bastante
impredecibles; sin embargo, la mayoría de las partículas terminan sobre las líneas
nodales del modo de vibración. Note además que los saltos de las partículas son
grandes cuando se encuentran cerca de los extremos locales delmodode vibración
y disminuyen en tamaño cerca de las líneas nodales. La partícula cambia muchas
veces de dirección hasta que se acerca lo suėciente a una línea nodal, donde parece
quedar atrapada debido a la baja probabilidad de dar un salto grande para alejarse
de ella. También hay partículas que abandonan la placa, como las de trayectorias
azul y verde en la parte superior, y una almargen izquierdoque se salió en suprimer
salto. En todo esto el valor de α es muy importante, si el valor de α es muy grande
entonces los saltos también lo son y prácticamente todos los puntos se salen de la
placa; es el equivalente a hacer vibrar la placa tan fuerte que tire todo al suelo (esto
también lo hemos logrado experimentalmente). Sin embargo, hacer α pequeño es
muy costoso en el siguiente sentido: para reducir α en un factor de k, se debe incre-
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Figura 3.2.3: Utilizando software para el análisis de imágenes podemos trazar
los caminos recorridos por las partículas en una filmación del experimento. El
gráfico muestra dos imágenes independientes, en la de la derecha se utilizaron
más partículas de sal.

mentar el número de pasosN en un factor de kƦ. Volveremos a esto más adelante,
pero si no se hacen los incrementos de N adecuadamente las partículas parecen
no ir a ningún lado. De esta forma, se debe escoger α con precaución; ensayando
con distintos valores se llega a la idea intuitiva que existe un valor de α a partir del
cual las partículas convergen en sumayoría hacia las líneas nodales. Este parece ser
el caso en procesos de este tipo, sin embargo determinar ese valor analíticamente
es complicado aún en los casos más sencillos (ver [ǉǊ]). En el ejemplo de la ėgura
ǋ.Ǌ.ǉ utilizamos α = Ƥ.ƤƥƩ,para este valor las trayectorias de las partículas sonmuy
parecidas a las que se observan experimentalmente. Utilizando la libreria openCV
(ver [Ǎ]) podemos trazar los caminos de las partículas en una ėlmación del expe-
rimento. Con la libreria se detecta pixel por pixel lo que se mueve de un cuadro al
siguiente, y se pinta de negro; en la ėgura ǋ.Ǌ.ǋ se muestran los resultados de este
procesamiento.

La simulación se puede hacer para muchas partículas; en la ėgura ǋ.Ǌ.ǌ se pue-
de apreciar como las partículas distribuidas inicialmente de forma uniforme so-
bre la placa, replican con precisión los resultados teóricos tras la simulación. Para
α < Ƥ.ƤƥƩ el experimento funciona con igual éxito siempre y cuando se incre-
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Figura 3.2.4: Distribución inicial de las partículas (izquierda) y posición final
tras la simulación (derecha).

mente N de manera adecuada, aunque al hacer esto los caminos se tornan más
enroscados y largos como semuestra en la ėgura ǋ.Ǌ.Ǌ. A pesar de esto los caminos
se parecen mucho para los distintos valores de α, en especial para los α pequeños.
De hecho, en un sentido que especiėcaremos en la próxima sección, el proceso
{Xα

n}Nn=Ƥ converge hacía un proceso estocástico {Xt}Ƥ≤t≤∞ continuo y sus cami-
nos (como los mostrados en la ėgura ǋ.Ǌ.Ǌ) convergen hacia las trayectorias del
proceso {Xt}Ƥ≤t≤∞.

ǋ.ǋ M͐ŉŃĸŃň łŊŁ͐ŇĽķŃň ńĵŇĵ EDE

Si hacemos α =
√
dt, entonces la simulación descrita en la sección anterior

coincide con elmétododeEuler–Maruyama (conpasos de tamaño dt) que aproxi-
ma la solución de la siguiente ecuación diferencial estocástica (EDE) homogénea:

(
dXƥ

t

dXƦ
t

)
=

(
φ(Xƥ

t,XƦ
t ) Ƥ

Ƥ φ(Xƥ
t,XƦ

t )

) (
dWƥ

t

dWƦ
t

)
XƤ = q, con q ∈ U.

(ǋ.Ǌ)

ǋǈ



Por ahora podemos ver la solución Xt = (Xƥ
t,XƦ

t ) en el intervalo [Ƥ,T] como el
límite de los procesos {Xn}Nn=Ƥ cuando α =

√
dt → Ƥ y N × dt = T, en los

siguientes sentidos:

E [|Xα
n − Xn×dt|] ≤ K (dt)

ƥ
Ʀ (ǋ.ǋ)

|E [Xα
n]− E [Xn×dt] | ≤ K dt (ǋ.ǌ)

Nos interesa en especial la convergencia (ǋ.ǋ) conocida como convergencia fuerte
de orden ƥ/Ʀ, la cual implica la convergencia de los caminos (ver [ǉǊ]):

P
(
|Xα

n − Xn×dt| ≥ (dt)
ƥ
ƨ

)
≤ K(dt)

ƥ
ƨ ,

es decir, que para un tiempo τ = n × dt la probabilidad que Xτ se aleje de Xα
n es

baja siempre y cuando dt sea pequeño. El segundo tipo de convergencia (ǋ.ǌ) se
conoce como convergencia débil e implica que la distribución de probabilidad de
Xα
n tiende a la distribución de la variable Xτ cuando α → Ƥ

ǋ.ǋ.ǉ Eŀ ŉĽĹŁńŃ

Aceptamos que haciendo α =
√
dt, introducimos en nuestro modelo el tiem-

po de manera arbitraria; y que de esta forma Xt no representa la posición de una
partícula en el tiempo t. El signiėcado de Xt es otro; recordemos que partimos de
un proceso estocástico discreto {Xα

n}Nn=Ƥ, donde Xα
n indica la posición de una par-

tícula tras el n-ésimo salto. Así, para dt = αƦ ėjoXn×dt es una aproximación deXα
n,

es decir para τ = ndt, Xτ representa la posición tras el n-ésimo salto. El tiempo de
los saltos de las partículas es algo más complejo. De hecho, si denotamos por tj el
tiempo en el cual ocurre el salto n- ésimo, entonces tn+ƥ − tn depende de la altura
que alcance la partícula en este salto, y tn+ƥ − tn es a su vez una variable aleatoria.
Tomar esto en cuenta complica considerablemente las cosas y se sale del ámbito
de este trabajo, nos conformamos con que para t grande Xt representa la posición
de una partícula tras muchos saltos.

Con estas consideraciones en mente y teniendo en cuenta que los tamaños de
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los saltos en el experimento son pequeños y la convergencia del método de Euler–
Maruyama, proponemos (ǋ.Ǌ) como modelo para el movimiento de un grano de
arena sobre una placa en vibración. La razón para tomar como modelo la EDE
(ǋ.Ǌ), más no el método numérico, es la misma que en ecuaciones diferenciales
ordinarias: la capacidad de aplicar las técnicas de cálculo al estudio de la estabi-
lidad de equilibrios. El cálculo de Itô, desarrollado por el celebre matemático Ki-
yoshi Itô, es el fundamento de la teoría de las EDE, y en nuestro caso proporciona
las herramientas necesarias para estudiar la estabilidad de (ǋ.Ǌ). En lo que sigue
usaremos el cálculo de Itô y la teoría de las EDE; el desarrollo de la teoría se en-
cuentra en los libros [ǌ] y [ǉǍ], daremos referencias más especíėcas a medida que
necesitemos la teoría.

Tenemos entonces unmodelo que es en esencia una caminata aleatoria sobre un
dominio, donde el tamaño de los saltos varia de acuerdo con el modo de vibración
φ.

ǋ.ǌ MŃŋĽŁĽĹłŉŃ BŇŃŌłĽĵłŃ Ĺł ĸŃŁĽłĽŃň ĵķŃŉĵĸŃň

El movimiento Browniano posee una variedad de propiedades interesantes e
incluso difíciles de creer, nos interesa en particular su conexión con las ecuacio-
nes diferenciales parciales (EDP). Problemas en EDP dan información inespe-
rada sobre procesos estocásticos descritos por EDE, como es el caso de las fór-
mulas de Feynman–Kac (ver [ǉǍ]). Consideremos un movimiento Browniano Ǌ-
dimensionalWt = (Wƥ

t,WƦ
t ), un dominio acotadoU con frontera ∂U = Γƥ ∪ ΓƦ

y la única solución u de la EDP

Δu = Ƥ enU,

u = ƥ sobre Γƥ,

u = Ƥ sobre ΓƦ.

(ǋ.Ǎ)
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Figura 3.4.1: Los caminos Brownianos parten desde los cuadrados negros, al
final de la simulación se cuentan cuantos caen sobre Γƥ y cuantos sobre ΓƦ.

Si se aplica la fórmula de Itô al proceso estocástico u(Wt) se llega a que para q ∈ U,
u(q) describe la probabilidad de que el proceso q +Wt cruce la frontera Γƥ antes
de cruzar la frontera ΓƦ. En la próxima sección mostraremos los detalles, no para
Wt, sino para la solución de nuestro modelo (ǋ.Ǌ), Xt. Está interpretación proba-
bilística implica que a medida que el punto q se acerca a la frontera Γƥ entonces la
probabilidad de que llegue a Γƥ antes que a ΓƦ va incrementando.

En la ėgura (ǋ.ǌ.ǉ) consideramos un dominio U circular, y Γƥ y ΓƦ como ar-
cos del círculo (línea azul y roja respectivamente), el cuadrado negro representa el
punto de partida q.Desde q se simulan ǉǈǈ trayectorias de un movimiento Brow-
niano (las sombras negras son los trazos de estas trayectorias) hasta que se alcanza
el borde del círculo. Los puntos azules son los puntos de llegada de los caminos
que llegaron a Γƥ y los rojos los puntos de llegada de los caminos que llegaron a
ΓƦ primero. Podemos observar que ha medida que se acerca q a Γƥ la cantidad de
puntos azules aumenta, esto es precisamente porque la probabilidad de llegar a Γƥ

antes que a ΓƦ aumenta.
Resulta que en nuestro modelo la solución Xt de (ǋ.Ǌ) se comporta de mane-

ra muy similar al movimiento Browniano, con la condición adicional que Xt no
puede cruzar las líneas nodales de φ. Usaremos este hecho para demostrar nuestro
resultado principal.

ǋǋ



ǋ.Ǎ EŅŊĽŀĽĶŇĽŃň ĹňŉĵĶŀĹň ŏ ŀĵň ĺĽĻŊŇĵň ĸĹ CļŀĵĸłĽ

Es bien conocido que los modos de vibración, φ son suaves en el interior de U
y continuos enU. Suponemos que existe una extensión de soporte compacto y de
clase Cƥ(RƦ) del modo φ, de esta forma la ecuación (ǋ.Ǌ) satisface el teorema de
existencia y unicidad de soluciones fuertes para EDE (ver [ǌ], capítulo ǎ), además
cualquier solución está deėnida para t ≥ Ƥ ([ǌ] teorema Ǒ.ǋ.ǉ). Por otro lado te-
nemos que cualquier punto perteneciente a las líneas nodales deφ, es un equilibrio
de (ǋ.Ǌ), es decir, para q ∈ Nφ la solución de (ǋ.Ǌ) está dada por Xt ≡ q. En los
ejemplos que hemos tratado su puede ver que las líneas nodales de los modos φ se
componen de un número ėnito de curvas suaves (ver por ejemplo las ėguras Ǌ.Ǌ.Ǌ
y Ǌ.ǌ.ǉ) ; supondremos que este es siempre el caso.

El resultado principal de este trabajo es mostrar que las líneas nodales son equi-
librios estocásticamente estables de (ǋ.Ǌ) (ver [ǌ], capítulo ǉǉ para más detalles).
Es conocido que (ǋ.Ǌ) deėne un espacio de probabilidad sobre el espacio de tra-
yectorias Ω; denotaremos por P la función de probabilidad sobre este espacio.

Lema ǉ. Sea D un dominio acotado tal que ∂D contenga un conjunto no vacío Γƥ

compuesto de un número ėnito de curvas suaves tal que φ|Γƥ = Ƥ y sea ΓƦ = ∂D \ Γƥ.

Para q ∈ D deėnimos

p(q) = P
({

ω ∈ Ω : Xt(ω) permanece en D para todo t ≥ Ƥ
})

,

y tomamos qƤ ∈ Γƥ ėjo. Entonces tenemos que limq→qƤ p(q) = ƥ.

Prueba. Considere la solución clásica u del problema (ǋ.Ǎ). Es conocido que u es
suave en D y por el principio fuerte del máximo Ƥ < u < ƥ en D (ver [Ǐ]). Sea
n ∈ N y τq el ‘hiĨing time’ deXt con ∂D. τq es una variable aleatoria sobreΩ, para
cada trayectoria ω ∈ Ω, τq(ω) es el tiempo en que la trayectoria Xt(ω) choca con
∂D.Escribimos s∧t = min{s, t}.Aplicando la fórmula de Itô a u(Xt) obtenemos:

u(Xt)− u(XƤ) =

∫ t

Ƥ

ƥ
Ʀ
φƦ(Xs)Δu(Xs) ds+

∫ t

Ƥ
φ(Xs)∇u(Xs) dWs.
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Como la integral de Itô (la segunda integral de la expresión anterior) es una mar-
tingala y XƤ = q es una constante, tomando t = τq ∧ n, n ∈ N, obtenemos

E
[
u
(
Xτq∧n

)]
− u(q) = E

[∫ τq∧n

Ƥ

ƥ
Ʀ
φƦ(Xs)Δu(Xs) ds

]
= Ƥ.

Si consideramos los conjuntos

{
ω ∈ Ω : Xt(ω) permanece enD para todo Ƥ ≤ t ≤ n

}
= {τq ≥ n},

entonces llegamos a que

u(q) = E
[
u
(
Xτq∧n

)]
=

∫
{τq<n}

u(Xτq) dP+

∫
{τq≥n}

u(Xn) dP

≤
∫
{τq<n}

u(Xτq) dP+ P({τq ≥ n}), .

(ǋ.ǎ)

Note que si τq(ω) < n, entonces u(Xτq(ω)) = ƥ si Xτq(ω) ∈ Γƥ y u(Xτq(ω)) = Ƥ
si Xτq(ω) ∈ ΓƦ, de modo que

∫
{τq<n} u(Xτq) dP es igual a la probabilidad que Xt

alcance la frontera Γƥ antes que llegue a ΓƦ en un tiempo t = τq ≤ n. Pero debido
a la continuidad de los caminos Xt(ω) y a que los puntos sobre Γƥ son equilibrios
de (ǋ.Ǌ), Xt no puede abandonar D a través de Γƥ, de modo que el lado derecho
de la desigualdad (ǋ.ǎ) es exactamente la probabilidad de que Xt permanezca en
D tras el tiempo t = n. Ahora, dejamos n → ∞ y obtenemos u(q) ≤ p(q). Si
qƤ ∈ Γƥ no es una esquina, entonces limq→qƤ u(q) = ƥ y se tiene el resultado.

Este lema nos dice que dado q ∈ U, las trayectorias deXt permanecen enU con
una probabilidad no nula, la cual puede ser elegida tan cercana a ǉ como se quiera
siempre y cuando q este lo suėcientemente cerca a una línea nodal. Esto semuestra
en la ėgura ǋ.Ǎ.ǉ, donde las curvas de nivel de la solución u de (ǋ.Ǎ) en un dominio
D indican que la probabilidad de permanecer en D se aproxima a ǉ cuando q se
acerca a Γƥ. En el dibujo D está delimitado por un semicírculo (ΓƦ) y una curva
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Figura 3.5.1: Contornos de la función u definida en la prueba del lema 1.

y = a sen x, donde a y el centro del círculo fueron elegidos para el propósito del
dibujo.

La prueba del lema ǉ se basa en la representación probabilística de las funcio-
nes armónicas en dominios acotados. Sin embargo el ‘hiĨing time’ τq del proceso
Xt con ∂D no es necesariamente ėnito y se debe sortear este inconveniente en la
demostración.

La estabilidad de los procesos estocásticos diėere de la estabilidad para las ecua-
ciones diferenciales ordinarias, no podemos garantizar que una partícula cuya po-
sición inicial q sea cercana a qƤ ∈ Γƥ permanezca cerca de qƤ para todo tiempo
t ≥ Ƥ. Existen caminos ω ∈ Ω que la pueden llevar lejos, sin embargo pode-
mos probar que esos caminos se vuelven más escasos a medida que q → qƤ. Esto
corresponde a la siguiente deėnición de equilibro (ver [ǌ]):

Deėnición ǉ. Decimos qƤes un equilibrio estocásticamente estable de (ǋ.Ǌ), si para
todo ε > Ƥ

lim
q→qƤ

P
[

sup
Ƥ≤t<∞

|Xt − qƤ| ≥ ε
]
= Ƥ.

Teorema ǉ. Si las líneas del modo de vibración φ se componen de un número ėnito de
curvas suaves, entonces cualquier punto en Nφ es un equilibrio estocásticamente estable
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de (ǋ.Ǌ).

Prueba. Sea qƤ ∈ Nφ y ε > Ƥ tal que la bola de centro qƤ y radio ε, Bε(qƤ), se
puede dividir en un número ėnito de regiones que satisfacen las hipótesis del lema
ǉ. Denote por D uno de estos subdominios. Si q ∈ D, entonces por el lema ǉ
limq→qƤ p(q) = ƥ, lo que implica la estabilidad del punto qƤ.

Esto prueba que en nuestro modelo una partícula que se acerque a una línea
nodal tiene una probabilidad muy alta de quedarse atrapada cerca a esta, y si hay
muchas partículas es inevitable que varias queden atrapadas en las cercanías de las
líneas nodales, formando así las ėguras de Chladni. Puede haber orden a pesar del
caos!

ǋ.ǎ EľĹŁńŀŃ ĸĹ ĽłĹňŉĵĶĽŀĽĸĵĸ

La demostración de la estabilidad da la impresión que para cualquier φ, y qƤ ∈
U con φ(qƤ) = Ƥ, es un equilibrio. El ejemplo que damos a continuación mues-
tra que este no es el caso; y que la estructura de curva de los ceros de φ juega un
papel importante en la estabilidad ya que esta es la permite atrapar las partículas.
Consideremos la EDE(

dXt

dYt

)
=

(√
XƦ
t + YƦt Ƥ
Ƥ

√
XƦ
t + YƦt

) (
dWƥ

t

dWƦ
t

)
, (ǋ.Ǐ)

la cual solo tiene un equilibrio aislado en (Xt, Yt) ≡ (Ƥ, Ƥ). Introduciendo las va-
riables R =

√
XƦ
t + YƦt y Θt = arctan Yt

Xt
y aplicando la fórmula de Itô obtenemos

dRt =
ƥ
Ʀ
Rt dt+ Rt (cosΘt dWƥ

t + senΘt dWƦ
t )

dΘt = − senΘt dWƥ
t + cosΘt dWƦ

t

(ǋ.ǐ)

ǋǏ



Deėnimos

Wr
t = cosΘtWƥ

t + senΘtWƦ
t

Wθ
t = − senΘtWƥ

t + cosΘtWƦ
t ,

(ǋ.Ǒ)

los cuales son una rotación de los procesos independientesWƥ
t yWƦ

t , y resultan ser
a su vezmovimientos Brownianos independientes (ver [ǉǈ] sección ǌ.ǌ). Esto nos
permite escribir (ǋ.ǐ) como

dRt =
ƥ
Ʀ
Rt dt+ Rt dWr

t

dΘt = dWθ
t

cuya solución está dada explícitamente por

Rt = RƤ eW
r
t , (ǋ.ǉǈ)

Θt = ΘƤ +Wθ
t . (ǋ.ǉǉ)

Es bien conocido que el equilibrio Rt ≡ Ƥ de (ǋ.ǉǈ) es inestable (ver [ǌ] capítu-
lo ǉǉ); en la ėgura ǋ.ǎ.ǉ se muestra el comportamiento típico de los caminos de
(ǋ.ǉǈ).

ǋ.Ǐ Eŀ ŁŃĸĹŀŃ ǉ-ĸĽŁĹłňĽŃłĵŀ ŏ ŀĵň ĺŊłķĽŃłĹň ĸĹ LŏĵńŊłŃŋ

Finalmente analizamos el caso ǉ-dimensional de nuestro modelo, este ayuda a
entender algunos aspectos de la estabilidad de los equilibrios de las EDE. Las téc-
nicasmás comunes para analizar la estabilidad en EDE son una versiones análogas
a las funciones de Lyapunov y a la linearización en ecuaciones diferenciales ordi-
narias (ver [ǌ] capítulo ǉǉ). Consideremos la versión ǉ-dimensional de nuestro
modelo: dXt = φ(Xt) dWt,

XƤ = q, q ∈ [a, b],
(ǋ.ǉǊ)

ǋǐ



Figura 3.6.1: Algunos caminos de la solución (ǋ.ǉǈ), el gráfico está en escala
logarítmica. Este gráfico ilustra la inestabilidad de las soluciones de (ǋ.ǐ).

dondeφ es una funciónLipschitz enR, y supongamosque x = Ƥ es un cero aislado
de φ. Tenemos que la función v(x) = (xƦ)ƥ/ƨ es de clase CƦ excepto que no es
diferenciable en x = Ƥ. Además tenemos que v′(x) = ƥ

Ʀ(x
Ʀ)−Ƨ/ƨx y v′′(x) =

− ƥ
ƨ(x

Ʀ)−Ƨ/ƨ. Aplicando la fórmula de Itô al proceso Vt = v(Xt) se obtiene

dVt =
ƥ
Ʀ
φƦ(Xt)v′′(Xt) dt+ v′(Xt) dWt.

La teoría establece que si para algún δ > Ƥ

L(v)(x) = − ƥ
Ƭ
φƦ(x)(xƦ)−Ƨ/ƨ < Ƥ para Ƥ < x < δ,

ǋǑ



entonces el equilibrio x = Ƥ es asintóticamente estocásticamente estable. Es decir,
Xt satisface la deėnición ǉ y además

lim
q→Ƥ

P
(

lim
t→∞

Xt = Ƥ
)
= ƥ.

Tenemos entonces que cualquier cero aisladode (ǋ.ǉǊ) es un equilibrio asintótica-
mente estocásticamente estable. Es claro que no podemos esperar este tipo de es-
tabilidad para las líneas nodales en elmodelo Ǌ-dimensional; ya que los equilibrios
no son aislados y la partícula no sabría a cual de todos converger asintóticamente.

ǌǈ



Conclusiones y perspectivas

El camino que hemos seguido en nuestro estudio de las ėguras de Chladni ha
sido muy emocionante, empezando con el análisis de sonido de tambores y pan-
deretas hasta llegar al mundo de las EDE. Las ėguras de Chladni proporcionan un
ejemplo muy bonito y directo de nuestra comprensión de los fenómenos físicos a
través de las matemáticas, estas además, pueden reproducirse experimentalmen-
te con instrumentación casera. Nuestro intento por describir el movimiento de la
arena nos ha adentrado en el increíble mundo de los procesos estocásticos y las
EDE, y nos encontramos muy satisfechos con el resultado obtenido. Es un caso
muy bonito en el que la estabilidad de los equilibrios de las EDE le dan orden a la
naturaleza. En el momento nos encontramos haciendo análisis de imágenes sobre
vídeos del fenómeno, con la intención de trazar los movimientos de las partículas.

ǌǉ
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Colofón

E ňŉĹ ŉŇĵĶĵľŃ ĺŊĹ escrito utilizando
LATEX, originalmente desarrollado por
Leslie Lamport y basado en TEX, de

Donald Knuth. El cuerpo del texto está
escrito en Arno Pro a ǉǉ pts, diseñado por
Robert Slimbach en el libro de tipos de
Aldine Press en Venecia, y licensiado por
Adobe en el ǊǈǈǏ. Una plantilla para escribir
una tesis de doctorado con esta apariencia se
puede encontrar en línea en la dirección
github.com/suchow/ o del autor en
suchow@post.harvard.edu, y se puede
utilizar bajo la licencia permitiva ŁĽŉ (Ŏǉǉ).
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