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Resumen

En este trabajo consideraremos el problema de identificar el término fuente en la ecuacién
del calor. Esto es, identificar la funcién F(z,t,u) en

u(z,t) = Uge (2, t) + Fz,t,u), 0<2z <1, 0<t <1, (2.7)

bajo las condiciones

u(z,0) = f(z) 0<z<1,
u(l,t) =g(t) 0<t<1, (2.8)
u(0,t) =h(t) 0<t<1.

Con la informacién adicional que proviene de las medidas
u’(z,t) = u(z,t) 4+ ruido, t € (t1,1s),

donde |Ju — u°|| < . Este problema de identificar F es en general no lineal, ademds como
no conocemos la solucién u(x,t), en el proceso de aproximar F' se identificard también
u(z,t).

Este tipo de problemas son mal formulados debido a que involucran derivadas y de haber
pequenos errores en los datos generaran grandes errores en los resultados. Para tratar este
problema se mostrara un algoritmo de aproximaciéon a F' que consiste en minimizar un
funcional especial (teorema principal) que depende de dos pardmetros de regularizacién
a y €, esta técnica de regularizacion [7] es conocida como regularizacién generalizada de
Tikhonov y para esto debemos introducir las ecuaciones de sensibilidad y la ecuacion del
problema adjunto.



Introduccion

Distinguir entre un problema directo y un problema inverso de un fenémeno dado es en
general una controversia, la definicién de cada una de ellas estd ligado a nuestra cul-
tura, es decir, es lo que interpretamos como una causa-efecto. El investigador ruso Oleg
Mikailivitch Alifanov en el area de problemas inversos, afirma que: 7 una solucion de
un problema inverso consiste en determinar causas basindose en observaciones de sus
efectos”, desde el punto de vista practico generalmente se llama problema directo aquel
en que su estudio fué precedido histéricamente. La ambigiiedad que genera (directo e
inverso) puede ser ejemplificada de la siguiente manera:

¢
Mqo

u

¢-1
spacio de param etros o modelos
spacic de datos u observaciones

roblema directo

"= Problema inverso

=E
=E
=p
=p
El astrofisico georgiano Viktor Amazaspovich Ambartsumian en (1996) dio una
definicién muy amplia de problema inverso: Un problema inverso consiste en la deter-
minacion de causas desconocidas a partir de efectos deseados u observados, nétese que en
general estas observaciones son imprecisas (datos con ruido 6 errores experimentales) e
incompletas, caso contrario con los problemas directos que requieren un acontecimiento
completo y preciso de las causas para determinar los efectos.

A principios del siglo pasado (1902) el matemético francés Jacques Hadamard, introdujo
el concepto de problema bien puesto. Segin Hadamard, un problema es llamado bien
puesto, si la ecuacién Kx = y con K : X — Y (lineal o no lineal) y X,Y espacios
normados cumple que:

1. Existencia: Vy € Y existe al menos un z € X tal que Kx = y.

2. Unicidad: Yy € Y existe a lo mas un x € X tal que Kz = y.



3. Estabilidad: La solucién z depende continuamente de y, es decir, para toda sucesion
rn C X con Kx, — Kz cuando n — o0, se sigue que x,, — x cuando n — 0.

Los problemas que no cumplan al menos una de estas propiedades son llamados problemas
mal puestos (ill posed).

Los problemas directos son llamados problemas mal condicionados si no se cumple la
condicién (3). En general ninguna de las condiciones de Hadamard se cumplen en un
problema inverso.

El modelamiento matematico de muchos fenémenos fisicos involucran usualmente ecua-
ciones diferenciales (ordinarias o parciales). Estos fendmenos dan lugar a la aparicién de
problemas inversos cuya naturaleza es no lineal. Para determinar un modelo matematico
completamente se requiere conocer los coeficientes o los términos fuente que determi-
nan el sistema y que estan relacionados con sus propiedades fisicas en conjunto con las
condiciones iniciales y/o datos de frontera. Dentro de la rama de los problemas inversos,
estd la identificacion de parametros de un sistema fisico. Cuando uno o varios coeficientes
o el término fuente del sistema no son conocidos, es decir no conocemos el modelo, el
problema se convierte en un problema inverso llamado problema de identificacion de
coeficientes. Estos problemas estan relacionados con la determinacién de propiedades
fisicas mediante observaciones hechas sobre la frontera de una determinada region acota-
da.

El problema inverso de identificar el término fuente en la ecuacién del calor (2.7)-(2.8) es
de vital importancia en muchas ramas de las ciencias de la ingenieria. Por ejemplo, una
estimacién precisa de la fuente contaminante es fundamental para salvaguardar el medio
ambiente en ciudades con poblaciones muy altas. En el problema de la conduccion de calor
y la difusién, siendo u la temperatura, la funcién F'(u) desconocida se interpreta como una
fuente de calor y del material considerado. Por otro lado en aplicaciones relacionadas con
productos quimicos o bioquimicos la funcién F'(u) se puede interpretar como un término
de reaccién.

El problema (2.7)-(2.8) ha sido estudiado recientemente en diversos trabajos [2,3,5,8].
Para los problemas inversos se han propuesto varios procedimientos de regularizacién
por ejemplo: Cannon y DuChateau [2] considera un ajuste de minimos cuadrados para
analizar el problema inverso del calor, la idea es determinar los pardametros 6ptimos a
fin de minimizar el error en el funcional a partir de los datos con errores. Sin embargo,
este método tiene algunos problemas, puesto que no suele ser evidente que la solucién del
problema de optimizacién solucione el problema inverso original y el funcional del error
puede estar basado sobre datos que no determinan unicamente la funcién desconocida.
Otros métodos para resolver este problema son los métodos de actualizacién residuales
tales como Newton, homotopia y Proyeccién de punto fijo (FPP), la principal dificultad
con estos métodos es la forma de la no linealidad [3]. Por otro lado Fatullayev [5] propone
una aproximacién de la funcion desconocida por piezas poligonales lineales determinadas
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consecutivamente de la solucién del problema de minimizacién asociado. En [8] aplican
la técnica de regularizacién de Tikhonov para formular una solucién regularizada, que es
estable y converge a la solucion exacta con una estimacion de error de tipo logaritmico.

Es bueno considerar que en estos trabajos no se han considerado errores en los datos. En
los problemas no lineales son muy pocos los analisis que se han hecho, para nuestro tra-
bajo aplicaremos una generalizacién del método de regularizacién de Tikhonov [7] donde
involucraremos dos parametros, para esto, se desarrollara el algoritmo de regularizacién
que permita recuperar el término fuente F' de (2.7) - (2.8), cuando f,g y h se suponen
conocidas y u viene de medidas en la practica, es decir tiene errores en el datos u’. Una
de las dificultades matematicas que se presentara en este problema inverso mal formulado
(2.7) - (2.8) es encontrar u; y u,, debido a que la diferenciacién es bien conocida como
un problema inverso mal puesto, generalmente la solucién no depende continuamente de
los datos (inestabilidad), esto es, pequenios cambios en los datos produce grandes cambios
en la soluciones computadas, para lo cual, generalmente se recurre a métodos de regulari-
zacion.

Para desarrollar un algoritmo que nos permita identificar numéricamente el término fuente
F', debemos minimizar el funcional de regularizacion generalizado de Tikhonov, durante
este proceso se deben introducir unas ecuaciones especiales conocidas como ecuaciones de
sensibilidad y la ecuacién del problema del adjunto. Una vez obtenida la minimizacién
del funcional determinaremos unas férmulas numéricas que se implementardan en el com-
putador para mostrar ejemplos de nuestro interés. Para facilitar la lectura, el trabajo se
ha divido de la siguiente manera:

En el capitulo 1, se presentaran los preliminares con resultados necesarios para afrontar
este problema. En el capitulo 2, se hara una introduccién a la ecuacién del calor como
problema directo y a las diferentes aplicaciones y soluciones numéricas. En el capitulo 3,
se analizard el método generalizado de Tikhonov, mostrando los teoremas de existencia,
convergencia y estabilidad. En el capitulo 4, se desarrollara el método generalizado de
Tikhonov al problema considerado en este trabajo para determinar las férmulas numéri-
cas que nos identifican el término fuente F'. Por tltimo en el capitulo 5, se presentara las
conclusiones y trabajo a futuro.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Problemas inversos y regularizacion

El astrofisico Viktor Amazaspovich Ambartsumian define problema inverso como deter-
minar causas desconocidas a partir de efectos deseados u observados, esta definicién la
tendremos en cuenta para nuestro trabajo, cabe anotar que dichas observaciones son
imprecisas, tenemos errores en los datos debido a que son datos experimentales, seran
incompletos, cosa que no sucede con los problemas directos. Para aclarar un poco esta
definicién de causa-efecto, podemos tener como causas en un modelo matematico, las
condiciones iniciales y de frontera, la fuente térmica/sumidero y propiedades (material);
los efectos son las propiedades calculadas a partir de un modelo directo, como un campo
de temperatura, concentracion de particulas, corriente eléctrica, etc.

Los problemas inversos se pueden clasificar de diferentes formas, aqui los clasificaremos
de acuerdo a la informacién que se quiere identificar:

= Problema de retrospectiva: Este problema consiste en determinar las condiciones
iniciales del modelo.

= Problema inverso de coeficientes: Este problema es de estimacion de parametros. Por
ejemplo identificacién del coeficiente de difusion 6 fuente en la ecuacion del calor.

= Problema inverso de frontera: Se debe encontrar las condiciones de frontera de un
dominio. Por ejemplo en el problema inverso de conducciéon de calor, la temperatura
en la frontera es desconocida y se determina a partir de mediciones en el interior del
objeto.

El matematico Jacques Hadamard introdujo el concepto de problema bien puesto, para
aquellos problemas que cumplen con tres condiciones: existencia, unicidad y estabilidad.
Los problemas que no cumplan con al menos una de las tres condiciones son llamados mal
puestos.



1. Preliminares

Para ilustrar el concepto de un problema inverso mal puesto, consideremos los siguientes
ejemplos, ver [15].

Ejemplo 1. Diferenciacion

Definimos como el problema directo el evaluar la integral:

(Tpp)() = / Todt e,

para una funcién real ¢ € C([0,1]) dada. El problema inverso consiste en resolver la
siguiente ecuacion:

Tpy =g (1.1)
Supongamos que damos una funcién ¢g° € C*([0,1]) tal que
19° = gllee <6 con 0< 8 <1

Las funciones
n

§(2) = gla) +dsen() w01
con n = 2,3,4,... en particular satisfacen
lgn = gllee = 0.

Sin embargo las derivadas

(90) () =g (@) + ncos() @€ 0,1]

satisfacen
6 ’ !
1(gn) = 9 llc =1
Entonces para un error en el dato arbitrariamente pequeno ¢, el error en el céalculo de la
derivada, es muy grande. Asi la derivada es un problema inverso mal puesto.

Ejemplo 2.
Consideremos la ecuacion Az =b, b € R™, z € R", A € R™*". Sea
Z ={x": ||JAx" — b|| = inf {||Ax — b|| : 2 € R"}},

Z : Conjunto de las soluciones del problema de minimos cuadrados, R(A) : Rango de A,
N(A) : Kernel de A. Se puede demostrar ficilmente que

|Az* — bl| =inf {||Az — b]| : 2 € R*} & ATAz* = A",

7



1. Preliminares

es decir, x* es solucién de minimos cuadrados de Ax* = b si y sélo si Az* es el elemento mas
cercano en R(A) a b, o equivalentemente Az* —b € R(A)* = N(A). Asi AT(Az*—b) =0
y por lo tanto AT Ax* = ATb.

La solucion generalizada x se define como:
|z|| = inf {||z||: z € Z}.
Para ilustrar un poco el ejemplo, veamos que el sistema Ax = b, no tiene solucién para

11 1
A=|11| y b=12
11 3

Asi las soluciones de minimos cuadrados estan dadas por

Z=A(z,y) v +y=2},

y la solucion generalizada esta dada por
~_ 1
=)
Consideremos el espacio de Hilbert /5 dado por el conjunto de sucesiones reales cuadrado

sumables,
ly = {a: ={z,} = (1,29, ..., Tp, ...) : in < oo} )
n=1

Definamos el operador A : /5 — {5 con

Ejemplo 3.

L2 T3 Ln
y:Ax: x1,§,2—7,...,$,... s
T 00 (3] 22 00
n 2 n 2
Un = —% E Y, = E — < g x, < 00.
n n3’ n nb n
n=1 n=1 n=1

Observemos que el operador A es un operador lineal y acotado puesto que para cada
a, feR
Az, } + B{zn}) = aA({zn}) + BA({20})-

Ademds, puesto que cada elemento de la sucesién {1/n°} es acotada por 1 tenemos que

2 - ‘-Tk|2 - 2 2
|Az|* = pr <l = 27,
k=1 k=1

co



1. Preliminares

es decir

A
4] = p{u} <1
P Tl

Por otro lado el operador A es compacto ya que podemos definir para cada £ € N un
operador lineal Ay € B(fs) ! tal que ||A — Ag|| — 0 cuando k — oco. En efecto,

gk p_ f wa/n n <k,
A{z,} ={ct} donde ¢} = { 0 ne ke

Los operadores A, son operadores lineales y acotados y tienen rango finito, por lo tanto
son compactos y ademas

[e’s) 2 e’}
1 1
A—Az|® = 2l < 7 R — ]
4= Al = 3 T < G S el = sl

De esta desigualdad se sigue que

1

A— Al < ———,
” k||_(/€+1)3

y asi ||[A — Ag|| — 0 cuando k — oo. Asi A es compacto por ser limite de operadores
compactos.

Ahora, si deseamos resolver el sistema Ar = y para un y dado donde A es compacto,
vemos que no es posible resolver el sistema de la forma x = A~1y, esto es debido a que
A no invertible. Si suponemos que lo es, entonces formalmente el operador inverso de A
esta dado por

Aily = (yla 8@/2, 272!3, ceey ngyn7 )

Puesto que

To I3 I

—1 o —1 . —1
A Az = A7 VA g, = A (azlgﬁﬁ

> = (21,2, T3, ..., Ty, ...) = X,
y similarmente

AA_ly - AA_l {yn} = A(yla 8y27 27y37 sy n3yna ) = (y17y27 Y3y o5 Yn, ) =Y,

pero el operador A~! no es acotado.

Por 1ultimo observemos que si tomamos la siguiente sucesion

1
L =(0,0,....,0,—,0,...),
Yn = ( - )

1B(¢5): Espacio de las funciones lineales acotadas de £5 en fo

9



1. Preliminares

claramente y,— 0, pero || A~ y,| = n — oo.

En conclusion si tenemos el sistema Ax = y, para un y dado, este sistema no tiene solucién

para todo y € {5, es decir si
< 1 1 1 )
(1= = = ),
227 32 n?

1 1 1
Yy = (1, 223 ) = A(1,2,3,...,n,...), pero (1,2,3,...) & {y aunque y € (5.
n

vemos que

Asi, este problema no cumple con la condicién (1) de Hadamard y se convierte en un
problema inverso mal puesto.

Una familia de problemas inversos inherentemente més dificiles son los referidos conjunta-
mente como problemas inversos no lineales. Estos problemas no lineales tienen una relacion
mas compleja entre los datos y el modelo, aunque también pueden ser representados por
la ecuacion:

y = Az,

donde A es un operador no lineal. En este tipo de problemas, lo primero que se debe hacer
es comprender la estructura del problema y dar una respuesta tedrica a los cuestionamien-
tos de Hadamard (de tal manera que el problema esté resuelto desde el punto de vista
tedrico). Una vez hecho esto se sigue con el estudio de la regularizacion y de las interpreta-
ciones de la evolucién de las soluciones con nuevas medidas (probabilisticas o de otro tipo).

Para solucionar los diferentes problemas inversos mal puestos, recurrimos a una lista de
métodos de soluciones:

= Inversion directa.

= Descomposicion en valores singulares.
= Minimos cuadrados.

= Métodos variacionales.

= Molificacién.

= Métodos Bayesianos, etc.

En nuestro trabajo estamos interesados en regularizar nuestro problema, la regularizacién
[17] consiste en la aproximacién de un problema mal formulado por una familia cercana de
problemas bien formulados, que dependen de un parametro positivo llamado pardmetro
de regularizacion. La principal propiedad es que, en el caso de datos libres de ruido,

10



1. Preliminares

las funciones de la familia convergen exactamente a la solucion del problema, cuando el
parametro de regularizacion tiende a cero; en el caso de datos con ruido se puede obtener
una aproximacion optima de la solucién exacta para valores del parametro distintos de
cero.

Consideremos el siguiente problema Az = y donde A es un operador compacto entre los
espacios de Hilbert X y Y sobre el campo de los complejos o reales. En la practica y
nunca es conocido exactamente, supongamos que y° € Y para un § > 0 con ||y — 3°|| < 4,
el objetivo es resolver
Az’ =,

que en general no tiene solucién debido a que no necesariamente se tiene que y° esta en el
rango de A (R(A)), por lo tanto lo mejor que podemos hacer es determinar una aproxi-
macién z° € X a la exacta x, también se requiere que la aproximada x° dependa continu-

amente de los datos 7°. En otras palabras queremos construir una aproximacién acotada
adecuada R : Y — X del operador inverso no acotado A™!: R(A) — X.

Definicién 1.1.1. Una extrategia de regularizacion es una familia de operadores lineales

acotados
R,:Y =X, «a>0,

tal que
h'n% R,Ax =0 para todo x € X, (1.2)

aqui el operador R, A converge puntualmente a la identidad.

Teorema 1.1.2. Sea R, una estrategia de regularizacion para un operador compacto
A: X =Y donde dim(X) = oco. Entonces tenemos

» Los operadores R, no son uniformemente acotados; esto es, existe una sucesion (o)
con ||Rq,|| — oo cuando j — oc.

» La sucesion (R, Ax) no converge uniformemente sobre subconjuntos acotados de X ;
es decir, no existe convergencia de R,A a la identidad 1.

Ejemplo 4.

Veamos una solucién aproximada del ejemplo 1 para la ecuacién (1.1) por cociente de

diferencias centradas. Sea o = h

g(@+h) —glx—h)
2h

(Rrg)(z) := z € [0,1],

para h > 0. Para hacer que (Rjg)(x) esté bien definido para = cerca de las fronteras,
supongamos por simplicidad que ¢ es periédica con periodo 1. Al hacer una expansién de
Taylor para g se tiene

11



1. Preliminares

/ h "
g~ Bagll < 519"

/ h2 1"
lg — Rugllee < —lg

oo

si g € C%([0,1]) o g € C3([0,1]) respectivamente. Para el dato ruidoso ¢° el error total
puede ser estimado por

lg = Rug’lle < llg" = Rglloo + |1 Rng — Big’lloo

4]

7’

si g € C?([0,1]). En este estimativo tenemos el error total dividido en un error aproximado
19" — Rh9||oo, €l cual tiende a 0 cuando h — 0, y el error en el dato ruidoso ||Ryg — Rug’|l,
el cual se va a infinito cuando h — 0. Para dar una buena aproximacién tenemos que
balancear estos dos términos de error por una buena eleccion de la discretizacién del

parametro h. El minimo del lado derecho para el error estimado es obtenido en h =
(2/]lg" [)*/26'/2. Con esta eleccién de h el error total es de orden

b w
< Sllg llee +

lg" = Rug’lle = O(6"%). (1.3)

Si g € C3([0,1]), haciendo un célculo similar tenemos que h = (3/||¢g" ||)*/36'/3 y tenemos
una mejor razoén de convergencia

g — Rig’ oo = O(6%3). (1.4)

Mas suavidad de g no mejora el orden de 6%? para el cociente de diferencias centradas
Rj,. Esto demuestra que para orden mas alto en el esquema de diferencias la razén de
convergencia es mas pequenio que O(0).

La razén de convergencia (1.3) refleja el hecho de que la estabilidad puede ser restaurada
en el problema (1.1) si es dada la informacién

lg"lloo < E.
En otras palabras, la restriccion del operador diferencial en el conjunto Wy := {g : [lg" || <
E} es continuo con respecto a la norma del maximo. Esto se sigue del siguiente estimativo
/ / d
lgr = golloo < (- = Bi)(g1 = g2)lloo + | Bnlg1 — g2)llos

||91 —92“00

h 1" 1"
< <llg — gl + -

<2V E|g1 = g2l o,
el cual se tiene para gy, g € Wg con la eleccion b = \/|lg1 — g2]|oo/E-

12



1. Preliminares

1.2. Molificacién para la diferenciacion numérica

Como definimos en la seccién anterior una de las técnicas conocidas para regularizar un
problema inverso mal puesto es la molificacién, en esta seccién mostraremos cémo fun-
ciona la molificaciéon para aproximar derivadas de funciones que vienen con ruido, debido
a la practica 6 datos experimentales.

Supongamos que tenemos una funcién con ruido, f¢ = f + €, nosotros queremos estimar
Jsfe tal que ||f — Jsf¢|| sea pequeno, pero al mismo tiempo que sea suave. Sea & > 0,

p>0,y
p ) -1
Ap:</ e_sds> )
—-p

La d—molificacion de una funcién integrable se basa sobre la convolucion con el kernel
Gaussiano

-1 7(12/52) . <
pso() = Ao e si |z| < po,
0 si x| > pd.

El §—molificado, psp, es no negativo en C*°(I) donde I = (—pd, pd) y satisface

po
/ psp(x)dr = 1.

,pé‘

Para f(x) € L}, (R), definimos esta d—molificacién por el operador convolucién

T+pd

ps(a — 5) f(s)ds = / pa — 5)f(s)ds.

—pd

[e.9]

Jsf(@) = (o5 * f)() = /

Sea K = {x; : j € Z} C R, que satisface zj41 —z; > d >0, € Zy G = {gj}jez
una funcién discreta definida sobre K, ademds sea s; = —(z;41 + ), j € Z, entonces la

d—molificacién de G para el caso discreto se define como

JsG(x) = i ( /

jf—oo j—1
/'5j
S

j—1

ps(x — s)ds) 95,

y note que
=

j=—o0

ps(x — s)ds) = / ps(s)ds = 1.

—pd

1.2.1. Aproximacién de derivadas

., . € . . !
Supongamos que damos una funcién con ruido f€ y queremos estimar su derivada f,
haciendo uso de las propiedades del operador convolucion, nosotros podemos proceder de
diferentes maneras:
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/7

» Usar la definicién directamente (ps * f)

. / , .z /
» Primero calcular f y después hacer la convolucién con p;.

Las propiedades principales que relacionan la §-molificacién con la diferenciacion de fun-
ciones con ruido son establecidas en los siguientes resultados, [9].

Teorema 1.2.1.

1. (Consistencia) Si f'(z) € C®'(R), entonces existe una constante C, independiente

de 4, tal que
1(Jsf) = fllee < C6.

2. (Estabilidad) Si f(x), fé(z) € C°(R) y ||f — f%|lo < ¢, existe una constante C,
independiente de ¢, tal que

1(T5f)" = (J5f%) |loo < C’g.

3. (Convergencia) |[(J5f%) — f'lee < C <(5 + g) .

Ahora veamos los resultados para la molificacién discreta. Sea Ax = x4, —z; para j € Z.
Teorema 1.2.2.

1. (Consistencia) Sea g'(z) € C*(RY), y G = {g; = g(z;) : j € Z} la versién discreta
de g. Entonces existe una constante C, independiente de 9§, tal que

/ ’ Azx
I56) -l <€ (34 5)

2. (Estabilidad) Para las funciones discretas G y G¢ = { g; ] € Z}, definidas en R con
|G — G|l < €, se tiene que
’ N €
[(JsG) = (JsG°) [l < 44,5
3. (Convergencia) Sea ¢ (v) € C™'(R') y G = {g; = g(x;) : j € Z} la versién discreta
de g, y G° = { g;:J€ Z} es la version discreta perturbada de g que satisface

|G — G|l < €.

Entonces existe una constante C', independiente de ¢, tal que

I / C
I(JsG7) = (J59) lloo < 5 (e + A),

! / A
056 = ol < € (54 54+ 5.

14
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1.2.2. Diferenciacion numérica por molificacién discreta

La diferenciacién numérica de datos inexactos es un problema mal formulado, y el método
que se presenta aqui se sigue de la reconstruccion estable de la derivada de una funcién
que es aproximadamente conocida en un conjunto discreto de puntos.

Sea G* = { g;:J € Z} la funcién discreta perturbada de g. Para reconstruir la derivada ¢
de datos con ruido utilizamos (d/dx)ps y la convolucién con la funcién dada. Los célculos
son arreglados con la aproximacién de diferencias centradas de la derivada molificada
(d/dx)JsG<, donde el operador de diferencia central (Dy) estd dado por

flz+ Ax) — f(z — Ax)

Teorema 1.2.3.

Suponga que g (z) € COY(R) y sean G = {g; = g(x;) : j € Z} la versién discreta de g,
y G = {gjE 1j € Z} la versién discreta perturbada de g que satisface |G — G|l < €.
Entonces

¢ (e + Ax) + C5(Ax)?

|1 Do(J5G%) = (J59) [loe < 5

, A
IDo(15G7) — ¢ lloe < C (5 T 7”””) Oy,

en donde el operador diferenciacién DY se define por la siguiente regla: Dj = Dy(JsG) () |r.
Teorema 1.2.4.

El operador D, satisface
A

DG e < 4Gl

Ver [9].

1.2.3. Ejemplos
Ejemplo 5.

Sean
f(z) = sen(wx) + cos(—mx?) y f'(z) = 7cos(nx) + 2mx sen(—mz?),

las funcion exactas y € = 0,02 el ruido para la funcién f.
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funcidn y funcidn con ruido

2 T ; T T T T T T T
[ R B LR E Ty ET ey R T T T R NETIRC ST
W b N
O&5F e ....................................................................
1 1 | 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 oz 03 04 05 0B 07 08 08 1

derivada exacta y derivada sin molificar

derivada exacta y derivada molificada
15 T T T :

4 !

0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
Ejemplo 2
Sean
0 si 0<z<1 0 si 0<x<1
flx)y=<X2x—-2 si 1<z<2 y fllay=< 2 s 1<z<2,
—r+4 s1 2<zx<3 -1 si 2<x<3

las funciones exactas y € = 0,02 el ruido para la funcién f.
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funcidn y funcidn con ruido
25 T ! ! ! !

1.3. Convergencia débil

Definicién 1.3.1. La clausura convexa de un conjunto A en un espacio vectorial X es
el conjunto de todas las combinaciones convexas de elementos de A. Esto es, el conjunto
de todas las sumas t;x1 + toxs + ... + t,z, en las cuales x; € Ajt; > 0,> t; = 1; n es
arbitrario.

Proposicién 1.3.2. Sean X, Y espacios normados. Si 'Y es un espacio de Banach, en-
tonces B(X,Y) es un espacio de Banach.

17
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De esta proposicién se deduce que X' = B (X, R) siempre es un espacio de Banach (atin
cuando X no lo sea). Mas atin si f € X'y u € X se suele denotar

(fiu) = f(u)
y se denomina producto de dualidad de f con w.

Definicién 1.3.3. Sea X un espacio de Banach y sea J la inyeccion candnica de X en

"

X" (bidual de X). Se dice que X es reflexivo si J(X) = X".

Definicién 1.3.4. Sea X un espacio normado. Una sucesion {u,} C X se dice que
converge débilmente a un punto v € X y se escribe

Up — U,

si y solo si
Vfe X setiene < fiu, >—< f,u>.

Veamos unas propiedades fundamentales de la convergencia débil sus demostraciones se
pueden ver en [18].

Propiedades:
Una sucesién {u,} en un espacio de Banach X sobre el campo R, entonces:

1. La convergencia fuerte u,, — u cuando n — oo implica la convergencia débil u,, — u
cuando n — oo.

2. Si dimX < oo, entonces la convergencia débil u, — u cuando n — oo implica la
convergencia fuerte u,, — u cuando n — oo.

3. Si u, — u cuando n — oo, entonces {u,} es acotada y ||u|| < limsup||u,| cuando
n — o0o. (Teorema de Banach y Steinhaus 1927).

4. Siu, — u cuando n — oo, entonces existe una sucesiéon {v, } en la clausura convexa
cerrada de {u,} tal que v,, — u cuando n — oco. (Teorema de Mazur 1933).

5. Si u, — u cuando n — o0, entonces u estd en la clausura convexa cerrada de {uy,}.

6. Si {u,} es acotado en X y si existe un v € X y un conjunto denso D en X' tal que
< f,u, >—< f,u > cuando n — oo para todo f € D, entonces u, — u cuando
n — oo.

7. Si X es reflexivo y la sucesién real {< v, u, >} converge para todo v € X ', entonces
existe un u € X tal que u,, — v cuando n — oo.

8. Si{u,} es una sucesién acotada en el B-espacio reflexivo X, entonces {u,} tiene una
subsucesién que converge débilmente. Si ademés cada subsucesién de {u, } converge
débilmente a u, entonces u,, — u cuando n — oo.

18



1. Preliminares

9. Se sigue de
Uy, — u en X cuando n — 00.

fn— fen X' cuando n — oo,

que < fn,u, >—< f,u > cuando n — o0.
10. Si X es reflexivo, entonces se sigue de
U, — u en X cuando n — oo.

fo— fen X cuando n — oo,

que < fn,u, >—< f,u > cuando n — oc.

1.4. Métodos iterativos

A. Método del descenso rapido

Consideremos un sistema de ecuaciones lineales de la forma

Az =b, (1.5)

donde A es de la forma A + aG, A y G son matrices de orden N, simétricas con A
semidefinida positiva, GG es definida positiva, y @ > 0 es un parametro dado. Suponga que
los autovalores de A y G son {ux}a, v {\ Y, respectivamente con

0 < pg < pr paral <k <N,
0 < A< Apyp paral <k <N,

Se define el nimero de condicién de la matriz A como k(A) = il y el nimero de condicién

M1
de G como k(G) < C, es decir, acotado independientemente de N. De hecho si indicamos
la dependencia de los autovalores sobre el tamano de la matriz, esto es p; = u,iN), entonces

frecuentemente se tiene:

lim 4™ =0, ,u,(qN) es acotado cuando N — oo luego lim k(A) = +o0.

n— N—oo

Observacién:

En problemas directos (de ecuaciones diferenciales parciales) es comun encontrar que la
matriz que resulta de la discretizacion (por elementos finitos o diferencias finitas) tiene
un numero de condicién grande, esto es debido a que el méaximo autovalor es muy grande
en comparacion con el mas pequenio. Ademds la matriz usualmente es esparcida y muy
grande.
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A
Veamos, para a > 0, que k(A + aG) < by F AN < k(A) sik(A) > k(G).
1+ aly

El descenso rapido es basado en la caracterizacién de la solucién de (1.5) como el mini-
mizador del funcional

f(z) = (Az,2) — 2(z,b), z€RY,
dados una matriz A y un vector b donde (-, -) denota el producto interior euclidiano sobre
RV,
Entonces no es dificil probar el siguiente resultado:

Proposicién 1.4.1. Si A es una matriz simétrica de orden N definida positiva, entonces

Au=b<+<= f(u) = Igl}&l}vf(ﬁ)

Supongamos que tenemos alguna aproximacién de u = A~'b, digamos y ~ u. Ahora
consideremos una nueva aproximacion de la forma

w =1y + tv,

donde t € R y v € R¥. Necesitamos elegir la direccién de v tal que el funcional tenga
la razén de decrecimiento (cerca de y) mayor. Del cédlculo multivariado conocemos que
V f(y) da la direccién de mayor razén de cambio de f en y y por lo tanto tenemos que v
= —V f(y). Con un simple célculo tenemos

Vi(y) =Ay—b.

Con la eleccion de la direccion v = —V f(y) elegimos el tamano del paso t = t* minimizando
F(t) :== f(y + tv). Esto es F'(t*) = 0 y por tanto

2
o]

pr= 1
(Av,v)

Consecuentemente, la expectativa es que el nuevo vector, w =y + t*v con v = b — Ay, es
la mejor aproximaciéon de u para y.

Algoritmo de Descenso Répido: Paso inicial y(® € RY

Para k> 0:
poner r¥) = b — Ay™ y PARE si r*®) = 0
2
calcule ¢, = —(LUH ) y actualizar y(k"rl) = y(k) + tkr(k)
v,V

20



1. Preliminares

Observacion:

Si A es una matriz cuadrada simétrica definida positiva entonces podemos definir un
producto interior sobre R por

[z,y] = (Az,y).
No es dificil mostrar que para o, 3 € Ry z,y,v € RV

w [2,2] >0 y[r,2] =0<= 2 =0.
= [z, y] =y, 2]
v oz + fBu,y| = oz, y] + Blv, y).

La correspondiente norma es dada por

lzlla = V(Az,z) , x € RY.

k) k)

Teorema 1.4.2. Para algin k > 0, el error e®):= v — y® satisface

k(A)— 11"
Il < |22 0

La prueba de este teorema se pueder ver en [1].
B. Método del Gradiente Conjugado

Una desventaja del método del descenso rapido es su caracter local. Es decir, que para
hallar la nueva direccion descendente se basa solamente en la ubicacién actual. Considere-
mos entonces la direccién del paso k, r®) = b — Ay,

Si y© =0, tenemos r® = b, y por lo tanto
y D =0+ mb e gen{b}, Y =b— Ay =b— 1 Ab,

y de aqui
y(2) — y(l) _|_ 7-27"(1) — le + TQ(b — TlAb) c gen{b, Ab},

y asi sucesivamente

y*) e gen{b, Ab,---  AF1p} = .

El espacio Sy es llamado el k-ésimo subespacio de Krylov correspondiente a b. Note
también que

gen{Az,A’z,--- A*zr} =S, dondez = A""b.

En el método del gradiente conjugado (GC) se usa el dato anterior para determinar la
direccion descendente. Este método aplicado al sistema Az = b puede ser definido como
sigue.
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Para determinar w® en la k-ésima (GC) iteracién, hacemos uso del método de Galerkin
con el subespacio Sy, de la siguiente manera

(Aw® —bv) =0, ve S,
o equivalentemente
w® —z 0] =0, veS,

por lo tanto la aproximacién k-ésima (GC) satisface
[w® v] = (b,v), veE S (1.6)

Esto significa que w®) es la proyeccién de z sobre S, respecto al producto interior -]
No es necesario tener un orden para conocer x y a su vez calcular esta proyeccién. En
efecto,
Hx—w(k)HA <|lz—wvll,, ve Sk
En particular,
—w® _ o®
lz = w Py < llz =y 4

donde {y®} es la sucesién de descenso empinado.
No es del todo obvio cémo puede ser calculado w* por un algoritmo relativamente simple.
No probaremos esto aqui simplemente identificamos el algoritmo. Ver [1].

Algoritmo del Gradiente Conjugado:

entrar p(@ = r©@ =p, w©® =0
calcule para k£ > 0 :
Ap®
(r®), pk))

whtD = w®) 4+, p®  donde a; = W

P+ — p(0) _ o Ap(®)

Ap®) )
(k+1) — (k+1) _ 3 (k) :( b,
p r Brp'™, donde [y (A Y

El préximo teorema da un resultado de convergencia para el método del gradiente conju-
gado.

Teorema 1.4.3. Para algun k > 0,

k K2(A) —1]" 0
=l <2 |2t 1] =l

donde e = 2 — w® . Ademds la sucesion {w™} del GC satisface

lv = w ™|, = min o —wl, .

Estos métodos se pueden encontrar en [1].
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Capitulo 2

Ecuacion del calor

2.1. Derivacion de las ecuaciones reaccion-difusion

Las ecuaciones de reaccién-difusién implican dos procesos diferentes: difusién (movimien-
to local) y reaccién (crecimiento, interacciones, cambios de estado).

La difusién es un fenémeno el cual un grupo de particulas se mueven como grupo de
acuerdo a la trayectoria irregular de cada una de las particulas. El principio de conservacién
es una de las teorias fisicas basicas en la formulacién de ecuaciones. Cuando el problema
en cuestién consiste en un proceso de reaccién acompanada de la difusion, este principio
conduce a un conjunto de ecuaciones en derivadas parciales de las incognitas del sistema.
Estas cantidades podran ser: concentraciones de masas en los procesos de reaccién quimica,
la temperatura en la conduccion del calor, flujo de neutrones en los reactores nucleares,
la densidad de poblacién en la dinamica de la poblacién y muchos otros. Para dar una
descripcién de la deduccién de las ecuaciones que se presentan consideremos u(z,t), como
la funcion de densidad, en el tiempo ¢ y la posicién x en un medio de difusiéon 2 en R™.
El principio de conservacion establece: Para cualquier subdominio R en §2, con frontera
cerrada S, la razon de cambio de la densidad de masa en R es igual a menos la razon
del flujo a través de la frontera S. Sea F' el campo vectorial denominado flujo y sea v
el vector normal exterior a S. Supongamos que u, F' son continuas en x y que F' tiene
derivadas parciales continuas con respecto a las componentes de x y t ademéas que u tiene
una derivada continua en t. Entonces la relacién de equilibrio se puede expresar como

d

dt Jp
donde a( es una constante de proporcionalidad, la cual depende del tipo de problema que
se esta estudiando. Por ejemplo, en procesos de reaccion quimica, ag representa el niimero
de Lewis, y en problemas de conduccion de calor es el producto entre la densidad y el calor
especifico. El signo negativo en la integral de superficie representa el flujo de densidad en
la regién R através de la frontera S. Del teorema de la divergencia tenemos que

apudr = — 7{ F.vds, (2.1)
S
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j{F.uds:/V.Fdx,
s R

donde V es el operador gradiente en z, y la ecuacién (2.1) se reduce a

/(aout + V.F)dx =0.
R

Suponiendo que u; y V.F' son continuas en €2 y la arbitrariedad del subdominio R implica
que
aguy + V.FF =0, en Q. (2.2)

Para relacionar el flujo de difusion F' para la funciéon de densidad u necesitamos de un
principio fisico. Este principio tiene diferentes nombres en diferentes contextos. Se llama
la ley de Fick en los procesos de reacciéon quimica, la ley de Fourier en los problemas de la
conduccién del calor y la ley de Darcy en las ecuaciones de medio poroso. En cada caso,
la ley establece, el flujo es proporcional al gradiente negativo de la densidad

F = —a"Vu,

donde a* es una funcién estrictamente positiva en €. Sustituyendo esta relacién en (2.2)
tenemos la ecuacion

u = V.(aVu), (2.3)

donde a = a*/ay. La funcién a es llamada el coeficiente de difusién en procesos de difusién
quimicos 6 el término de difusividad en problemas de conduccién de calor. El término
V.(aVu) representa la razén de cambio debido a la difusién.

Cuando tenemos factores externos como la fuente en nuestro fenémeno fisico, el principio
de conservaciéon establece que

d
— | agudr = —%F.yds—i- / qdzx.
dt Jg s R

En problemas de conduccién de calor podemos tener fuentes ¢ externas que generen mas
calor o sumideros donde se presenta pérdida de calor, en este caso, el término reaccién ¢
es la densidad por unidad de volumen por unidad de tiempo formado a través del proceso
de reaccién 6 interaccién. Haciendo un proceso analogo a la deduccion de la ecuacién
tenemos que

uy = V.(aVu) +q. (2.4)

Cuando ¢ es una funcién determinada por la ecuacién estandar (2.4) esta es la ecuacion
estandar difusiéon lineal o ecuacién del calor. En muchos problemas de tipo reaccién-
difusién, ¢ depende de la funcién u densidad y posiblemente en (z,t) de forma explicita.
Escribir ¢ = F(z,t,u) en (2.4) conduce a la ecuacién de reaccién-difusion
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ur — V.(aVu) = F(x,t,u). (2.5)

La ecuacién (2.5) en el campo de la ciencia aplicada es llamada ecuacién reaccion difusion
no estacionaria. En la literatura matematica a menudo son conocidas como ecuaciones
parabdlicas semilineales .

Mas informacién sobre las ecuaciones reaccién-difusién se puede ver en [11].

2.2. Aplicaciones

En el contexto de la conduccion de calor y la difusién cuando u representa la temperatura
y la concentracién, la funcién F'(x,t, u) desconocida se interpreta como una fuente de calor
y material. Por otro lado en aplicaciones de productos quimicos o bioquimicos se puede
interpretar como un término de reacciéon. Veamos unas aplicaciones.

1. Modelo lineal de Fischer del avance de los genes ventajosos

Considere la poblacién de una especie dada, distribuida uniformemente a lo largo de
un habitat lineal. Supongamos que el tamano del habitat es grande en comparacion
con las distancias que separan los lugares de la descendencia de aquellos que son
de sus padres. Supongamos ademas que en algin punto del hébitat una mutacion
ventajosa ocurre (es decir, una mutacién que es de alguna manera ventajosa para la
supervivencia de algin miembro de la poblacién).

Esta mutacién se difunde, primero en la vecindad de la ocurrencia de la mutaciéon y
después en los alrededores de la poblacion.

Sea p = p(z,t) la concentracién de los miembros de la poblacién con el gen mutante y
sea ¢ = q(z,t) la concentracién de los miembros de la poblacién cuyos descendientes
tienen el gen mutante (z es la posicién dentro el hébitat). Podemos asumir que g =
1—p. Denotemos por « la intensidad de la seleccion en favor del gen mutante, el cual
tomamos como independiente de p. Para « suficientemente pequena, la concentracion
p varia continuamente con el tiempo de generacion en generaciéon. Suponga que la
razén por generacién a la cual los miembros de la poblacion con el gen mutante

se difunde dentro de la poblacién total estda dada por —k’a—p, donde k£ > 0 es una
x

constante de difusién (independiente de = y p). Bajo todas estas suposiciones se
puede mostrar que la concentracion del gen mutante satisface

op  0%p
- @—i—ap(l —p)

Ver [13].

25



2. Ecuacion del calor

2. Genética poblacional

Consideremos una poblacién de individuos en donde cada uno porta dos genes,
digamos B y A, asi, la poblacion se divide en tres genotipos BB, BA y AA. Sea
Q2 el habitat donde vive la poblacién y sean w;(z,t), i = 1,2,3, las densidades de
poblacion de BB, BA y AA respectivamente. Supongamos que la poblacién se cruza
de manera aleatoria con una tasa de nacimiento r y que la poblacién se mueve con
una constante de difusion a. También suponemos que las tasas de muerte dependen
de los genotipos y los denotamos respectivamente con 7;, @ = 1,2,3. Bajo estas
condiciones las densidades u; satisfacen el sistema

8 U;
ot

= V(aqul) + fi(l’,t,ul,UQ,U;?,),i = 1,2,3.
Ver [13].

3. Dispersion de mamiferos

Modelos espaciales para la dispersién de mamiferos en ecologia vienen desde Skellam
[20], quien modelé la expansién de la poblaciéon de muskrats (roedores acudticos)
en Europa. Skellam encontré una relaciéon lineal entre la raiz cuadrada del area
habitada por los muskrats y el tiempo, usando un modelo de dos dimensiones con
dispersion aleatoria y crecimiento exponencial de la poblacion en coordenadas po-
lares. Suponiendo que la dispersién se da por igual en todas direcciones, es decir,
es isotrépica, y que el crecimiento de la poblacién es proporcional a la densidad
poblacionales, el modelo es:

o ror Uar

donde a es la constante de difusion y « la tasa neta de crecimiento. Ver [13].

95 ad ( 8S)+a57

4. Modelo de Maltus

En la prediccién de la mayoria de la poblacion, el modelo de Malthus sélo se puede
utilizar en un corto periodo de tiempo. Debido a la limitaciéon de los recursos, la
tasa de crecimiento de la poblacion se reducira y la poblacién pueden saturar a un
nivel maximo. Por lo tanto, es natural que se utilice una tasa de crecimiento que
depende de la densidad por habitante, la mas simple que se utiliza sobre todo, es
la tasa de crecimiento logistico. Junto con la difusién de la especie, se obtiene en la
siguiente ecuacion logistica difusiva

oP P
O —DpAP+aP (1~
ot Ta ( N)’
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donde a > 0 es la méaxima razén de crecimiento por capital y N > 0 es la capacidad
de carga. La ecuacién logistica difusiva es la mas simple ecuacién no lineal de reac-
cién-difusion, pero los métodos de analisis pueden ser utilizados en muchos otros
problemas.

5. Reactores quimicos y combustién

En la reaccién quimica no isotérmica el proceso participa de multiples especies quimi-
cas, las concentraciones quimicas normalizadas y la temperatura son governadas por
un sistema acoplado de ecuaciones de reaccién-difusiéon. En el caso de una sola es-
pecie donde el coeficiente de difusiéon y la difusividad térmica son constantes las
ecuaciones para la concentracién u y la temperatura v son dadas por

uy — D1V = —ay f(u,v),
vy — DoV = asf(u,v), (2.6)

donde a; se conoce como el nimero Thiele y ay/a; es la temperatura Prater. Si la
reaccién es irreversible la funciéon f es dada

f(u,0) = uPr(v),

y se conoce como la reaccién de orden p. De acuerdo a la cinética de Arrhenius la
funcién r(v) es determinada por la ecuacién

d%lj(lnr) = E/Rv?,

donde E es la energia de activacion y R es el gas constante. Esto da la relacion
r(v) = roel"F/H) = elr=1/v),
donde v = E/R y ro = e(). Asi la funcién reaccién f es
flu,v) = upe(”/—v/v)7
donde 7 es nimero Arrhenius y p es el orden de la reaccién. Ver [11].

6. Explosién térmica

En la derivacion de las ecuaciones para el problema de reaccion quimica, varias
aproximaciones son usadas para reducir el sistema acoplado (2.6) en un problema
de valor de frontera escalar. Otro modelo simple es el también llamado reaccion de
orden cero, el cual corresponde a p = 0 por la funciéon

f(u,v) = wler=/v)
En esta situaciéon la ecuacion para la temperatura v es reducida a
v — DoV = ase11/Y)

Ver [11].
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2. Ecuacion del calor

2.3. Teoremas de existencia y unicidad de la solucion

Recordemos que nuestro problema es identificar F' en
w(z,t) = Uge(z,t) + Fz,t,u), 0<2x <1, 0<t <1,
u(z,0) = f(z) 0<z<1,
u(l,t) =g(t) 0<t<1,
w(0,t) =h(t) 0<t<1,

(2.7)

(2.8)

es necesario establecer las condiciones debe cumplir F' para encontrar una unica solucion
con base en las condiciones iniciales y de frontera, lo cual garantizara existencia y unicidad
en la soluciéon de nuestro problema. A continuacién listaremos resultados cuyas pruebas

se pueden ver en [16].
Primero supongamos que F(x,t,u) = F(z,t) y definamos Q = [0,1] x [0, 1].

Definiciéon 2.3.1. La funcion

1

o) We_(ﬁ/‘”) si xeq, |
0 en otro caso

es la solucién fundamental del problema u; = u,,.
Donde ¢ cumple con las siguientes propiedades

» P(x,t) >0,V € [0,1].

. fol ¢(z,t)dr =1 para cada t € (0,1)
Consideremos el problema de valor inicial

U — U = 0,  (2,1) € Q

w(@,0) = f(z), z€l0,1]
y definamos la siguiente convolucién

1

u(w,t) = /0 oz —y,t —s)f(y)dy = W/o 67(‘x7y|2/4t)f(y)dy-

(2.9)

Teorema 2.3.2. Suponga que f € C([0,1]) N L>([0,1]) y definamos u como (2.9). En-

tonces
n oy € C%(Q),

w w2, t) — uge(x,t) =0, (x,t) € Q,
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2. Ecuacion del calor

. (xyt)lir(li(]’o)’u(a:,t) = f(2°) para cada punto 2° € [0,1]
(z,t)eQ
Ahora consideremos el problema de valor inicial no homogéneo
U — Upe = F, (x,8) € Q
u(x,0)= 0, x€]l0,1]
y definamos la siguiente convolucién

t 1 t 1 1 )
wat) = [ [ oy t—P @ iyis = [ty [ D Py, ayas.
(2.10)

Teorema 2.3.3. Sea u como (2.10), F € C{(Q)* y de soporte compacto. Entonces
= ue Q)
w2, t) — uge(x,t) = Fx,t), (x,t) € Q,

. lim  wu(z,t) =0 para cada punto x° € [0, 1]
(2,t)—(20,0),
(z,t)eQ

Asi, de los teoremas 2.3.2 y 2.3.3 tenemos que

1 t 1
wat) = [ ot —yt=arin+ [ [ ota =yt =Py

con las hipdtesis sobre F'y f dadas en los teoremas, u es solucion de (2.7)-(2.8).

Como estamos en un dominio acotado y tenemos condiciones de frontera, la unicidad

esta dada por el siguiente teorema.

Teorema 2.3.4. Eziste a lo mds una solucion u € C3(Q) del problema (2.7)-(2.8).

Por ultimo supongamos que F' := F(z,t,u), caso para el cual F' depende de la solucién.
A continuacién se presentaran dos teoremas que me garantizaran la existencia y unicidad
del problema (2.7)-(2.8).

Teorema 2.3.5. Sea F(x,t,u) una funcién monotona no decreciente en w. Entonces
eziste a lo mds una solucion del problema (2.7)-(2.8).

Teorema 2.3.6. Sea F'(x,t,u) una funcion Lipschitz continua en u. Entonces existe a lo
mds una solucion del problema (2.7)-(2.8).

Las pruebas se pueden encontrar en [14].

1IC2(Q) ={F:Q—=R:F F, F.,F, € C(Q)}
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2. Ecuacion del calor

2.4. Solucion numérica

Para calcular la solucién numérica de la ecuacion del calor aplicaremos un método que con-
siste en aproximar las derivadas parciales por expresiones algebraicas llamadas diferencias
finitas, veamos cémo aplicar este método para la siguiente ecuacién.

ou 0*u
E(az, t) = @(:c, t)+ F(u),
u(,0) = f(z),
u(0,t) = g(t),
u(l,t) = h(t).

Dividimos el intervalo [0, 1] de = en n subintervalos iguales [x;, z;41], ¢ = 1,2,...,n,n + 1
con,

T =xi 1+ Ar,z1 =0,
y Ax = 1/n este es llamado el tamafio de la red y hacemos un proceso andlogo para el

intervalo de [0, 1] de ¢ no necesariamente del mismo tamano de x. Sea At el tamano de
paso (en la direccién del tiempo). Los datos iniciales ahora son:

’LL? - f(ml)aug - f(x2)> -~-,u2_1 - f(xn—1)7u2 = f(ajn)>

y sea )

Como la condicién de frontera es conocida, entonces uf y ], ; son datos que ya se conocen
para todo j y sélo debemos calcular para u] para i = 2, ...,n. Tomemos
I [,J o J
v = (ul, ud, ]

La idea es dar el vector v/*! a partir de v/. Las ecuaciones diferenciales parciales pueden
ser aproximadas por ecuaciones de diferencias teniendo las siguientes relaciones:

Ou(wsty) wl™ —ul  Oulwity) uly, —u]

o At oz Ar

O*u(xy, t;) N uzﬂ — 2ug + u{_l
dx2 (Az)?

Entonces la ecuacién diferencial u; = u,, + F'(u) es ahora

W — ! u]-'Jrl —2u) 4+ ul 1 ,
L L= : = F(ul). 2.11
N At F) (211)
Sea
At 1_9
r= c=1-2r
(Aaj)27 )
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2. Ecuacion del calor

donde r < 1 para que el método sea estable, ver [19], entonces la expresién (2.11) puede
ser reescrita de la siguiente forma

wt = rul +oeul ol + AF(u)).

2.4.1. Ejemplos

Para la implementacién en el computador utilizamos Matlab 7.8.0 (R2009a).

Ejemplo 1
0 0?
Set) = S t) + Flu),
u(z,0) = = f(x),
u(0,t) = 0,
u(l,t) = e =h(t),

donde F(u) = u y u(z,t) = ze'.

.. . t
Solucion numérica u(xt)=xe
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2. Ecuacion del calor

Curvas de nivel u(x,h=xe"
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2. Ecuacion del calor

win® Error numérico
5 T T T T T
15f |
4_ -
36| ]
3_ -
251 |
2 ]
150 ]
1 [ -
osf ]
|
% 50 100 1500 200 250 300 360
Ejemplo 2
%ty = L) 4 Flatiw)
- X = r,t,u
375 ’ axQ ) ) Uy )
u(z,0) = 2% = f(),
u(0,t) = 0,
u(lt) = e =h(t),

donde F(z,t,u) = u(x,t) — 2e(t) y u(x,t) = x2e.

Solucién numérica u(x,t):xzel
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2. Ecuacion del calor

Curvas de nivel ux,fj=xle!

Error numérico
0.03 . T T T T

0.025 - B

0015+ L |

1 L L |
100 180 200 250 300 350
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Capitulo 3

Regularizacion Tikhonov
Generalizada

Sean X, Y, Z espacios de Hilbert adecuados con producto interno (,) v, (, )y (, ), respec-
tivamente. Sean ademas C' C X un subconjunto acotado y los operadores G : Y — Z y
¢ :C C X — Y (lineales o no). Consideremos el siguiente problema implicito no lineal
mal formulado

Gop(r)=y (3.1)

Suponemos que G y ¢ son operadores secuencialmente débilmente cerrados, es decir, para
cualquier sucesiéon {z,} C C que converge débilmente a x* entonces {p(z,)} converge
débilmente a ¢* y la sucesion {G(¢(x,))} converge débilmente a G* en donde p(z*) = ¢*

y G(p(a")) = G™.

Para la nocién de una solucién del problema (3.1), elejimos el concepto de z*- solucién de
norma minima (z*-m.n.s), zo la cual satisface

G o ¢(xo) =y,

llxo — 2*|| = ming{||lx — 2*|| : G o p(x) = y}.

En el problema (3.1) generalmente las soluciones no dependen continuamente de los datos
(inestabilidad), esto es, pequenios cambios en los datos produce grandes cambios en la
soluciones computadas. Generalmente, se recurre a métodos de regularizacién como el
que emplearemos en este trabajo. Para investigar la solucién del problema implicito in-
troducimos el funcional

Mg (G, 0,0% 2,27, y) = (G o p) (@) = yllz +ello(@) = & lly +alle —aly,  (32)
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3. Regularizacién Tikhonov Generalizada

donde €, a son parametros positivos, llamados parametros de regularizacién. Y considere-
mos el problema de minimizacién

mianD(Lp)M;[Ga 2 90*75573:*73/]' (33)

Este método se conoce como el método generalizado de Tikhonov que depende de dos
parametros de regularizacion para encontrar soluciones aproximadas a la solucién deseada.
A continuacion presentaremos los teoremas de existencia, convergencia y estabilidad, de
una manera general para espacios de Hilbert X, Y y Z, las pruebas que no se presentan
aqui se pueden ver en [7], [15].

3.1. Existencia y monotonicidad

Teorema 3.1.1. (Ezistencia.) Para todo o # 0 y € # 0 existe una solucion xt, del
funcional (3.3). St (C) y G(p(C))son acotados en Y y Z, respectivamente, entonces
existe una solucion & del problema (3.3) con a = ¢ = 0 la cual es una solucidn de
minimos cuadrados x*-norma-minima (z*-s.m.c.m.n.), es decir,

12 = 27| x = min{[la — 27| : I' = min |(G o p)(z) —yll;}-
Demostracion.
Consideremos el conjunto
S=A{(z,9(x),(Gop)(z)) :2€CCX XY X Z,
y definamos en este espacio el producto interno

(w191, 21), (22, Y2, 22)>6,a = a (1, 22) x + € (Y1, Y2)y + (21, 22)

y la norma
(1,51, 20) [l = (allen |k + ellmll + [12]12) 2.

Para probar que S es un conjunto débilmente cerrado de X x Y x Z, sea {z,} C C tal
que

(@n, 0(zn), (G 0 ) (@n)) = (2o, Yo, go),
esto implica que
Ty — To,
p(xn) = Po,
(G o@)(zn) = go-
Como ¢ y G son operadores débilmente cerrados, ¢(x,) = po vy (G o ¢)(xs) = go.
Por lo tanto (z.,¥.,9.) € Sy existe (x5, p(z5,), (G o ¢)(x5)) € S tal que

diS(S, (1:*7 90*7 y)) - ||($Z - JI*, SO(IZ) - 90*7 (G © @)(x;) - y)He,a?
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3. Regularizacién Tikhonov Generalizada

o equivalentemente
llf;[ﬁ(];, y] - minMé[x, y]'
zeC

Suponga ahora que ¢(C) y G(¢(C)) son acotados y considere que {¢,} y {a,} tales que
€n — 0y a;,, — 0. Entonces existe una sucesién {x,} C C tal que

Mg [, y] = mingec M [, y],

2 ® (|2 * (2
(G o@)(@n) —ylz + o llzn — 2"k + € lle(zn) — 7y <
(G o @) (@) = ylly + anllz = 2*[% + enlle(z) = "5,
para todo x € C.

Ademas,
T [[(G o p)(za) = yll, < [(Gop)(x) =yl

Dadas las sucesiones {z,}, {¢(z,)} v {(Gop)(z,)} acotadas, existe una subsucesion {z,, }
tal que

(G op)(@n,) = (Gop)(2),
entonces

(G o@)(@) —yll; < (G op)(x) —yllz,
para todo x € C.

Esto significa que 2 es una solucién del problema (3.3) con @ = € = 0. Ademas, & es
también una solucién de minimos cuadrados de (G o ¢)(x) = y. El conjunto de todas
las soluciones de minimos cuadrados es débilmente cerrado. De hecho, si denotamos el
conjunto por L y asumimos {7, }C L, entonces para cualquier z € C,

(G op)(@n) = yllz < (G o)) =yl

Ademaés, existe una subsucesion {z;, } tal que

Ly, —w,

p(an,) = p(w),
(G o@)(zn,) = (Gop)(w).

Puesto que @, — w, tenemos w = w*, (G o ¢)(w) = (G o ¢)(w*) y

[(Gop)(w) —yll, < [[(Gow)(z)—yl,,
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3. Regularizacién Tikhonov Generalizada

para todo x € C. Se deduce que w € L,y ademas, L es un subconjunto débilmente cerrado
de X y existe oy € L tal que

|zo — 2*|| = dis(L, z").
Teorema 3.1.2. (Monotonicidad). Si x¢, es una solucion del funcional (3.3), entonces
i) Si ey > €1 >0, entonces
sup [lo(zg) — ¥ [ly < nf fp(zd) — ¥7ly
Y
sup{I(G 0 ) (22) — gl lag — 2%} < ME{l(G 0 ) (@) — gl o — 2*I1% ),
para todo a > 0.
ii) Si el problema no reqularizado tiene una solucion &, entonces
(G o @)(x2) =yl + allz@ — 2™k + e llp(x2) — ¢y <
I(G o) (@) =yl +alld — 2|5 + e (@) — "5,
para todo o > 0.

ii1) Si ag > ap > 0, entonces

*

€ * Z. €
sup H{BOQ — 27| < mf”apw1 =7y

sup{[|(G o ) (25,) — y||, + ¢|lo(@s,) — 7|2}

< it {[[(G o @)(as,) =yl + e llolat,) v}

v

para todo € > 0.

i) Si s =€y, a; =€ Yy ey > e >0, entonces

sup{fla® — 27| + llp(a) — 'y }72 < imf{]lzt — 2|5 + [o(2) — " |5}

sup [[(G o ) () = yll; < Wf [[(G o p)(2%) —yll,-
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3. Regularizacién Tikhonov Generalizada

Demostracion:

i) Sumando (€3 — €1) [|p(z<2) — ¢*|? a ambos lados de la desigualdad

€ 2 € * (12 € %112
[(Gop)(xy) —ylly +allzg — 2™k + e llol@g) =y <
(G o@)(x2) —ylly + allz? — z*||% + e lle@2) — ™3, (3.4)
tenemos
€ 2 € *12 € %12 € %12
[(Gop)(ay) —yllz+allzg — 2|k +e o) — "y +(e2—a) e(y) — ¢ lly
< (G o) (a2) — yly+alla? — o™ (|5 +ei o(z2) — v [y +(ea—e) lo(2) — 15,

cancelando términos semejantes obtenemos

I(Gow)ed) =yl + allzy =2k +e o) —¢*lly

+ allle(y) —vrlly = lle(@d) — ™)y
€ 2 € %12 € *(12
< [(Gop)(ag) —yllz + allad — 2% + e [lo(ad) — 7|y
€1 2 €1 * 12 €1 * (12
< [(Gop)(ad) —yllz +alley — 27| + e lle(zd) —¢7|y,
luego
e2(llp(z2) — v [ly — lle(=) — ¥ 1I3) + elllp@s) — o3 — (@) —¢*[3) <0
y

(e2 — ) (lo(x2) = "Iy — llp(e) = ¥7[l3) < 0.
Puesto que €3 > €1, tenemos
€ * (|2 € * (2
() =y < lle(aq) =97y -
Esta tltima inecuacién y (3.4) implican
I(G o)) —ylly +allzy —a*llx < (G o)) =yl +allzi — 2"k,
lo cual demuestra la segunda parte de i).
ii) Es una consecuencia directa del hecho que () es una solucién del problema (3.3).

iii) Usamos la misma idea utilizada en la demostracién de la parte i). Dado que ()
es una solucién del problema (3.3), podemos escribir

[(G o)) = ully + o flwg, =2 +elletas,) — vy <

H(GO @)(ng) B yH2Z ta szz — " .2X+ € HQO(QSZQ) B w* s

v

(3.5)
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3. Regularizacién Tikhonov Generalizada

iv)

Sumando (a2 —ay) ||2¢, — 2*

a ambos lados de la inecuacion anterior, obtenemos

X
[(Gop) i) —yl, + azllas, —a|5 +aa(|as, — 2|5 = o5 — 2|3
+ellelas,) — v
< (Gop)a,) — |}, +az |28, — 2|5 + € |le@s,) — ¥l
< (G op)(as,) —yl, +az||as, — |5 +elle@s,) —v7|%

y agrupando términos tenemos

2 2 2 2
€ * € * € * € *
a2(||$012_$ X_”xal_x X)_‘_al(}lxal_x X_HIOQ_:E X)SO'
De este modo
2 2
€ * € *
(00 = ), — [~ e, — a*) <.
como ap > « se tiene que
2 2
€ * € *
Zo, =T || S ||Tay — 2 || -

La ultima desigualdad y (3.5) implican la segunda parte de iii). Es decir,

2

[(Gop)at,) —ull, + anllzs, — |5 +elel=h,) — v}
< [(Gowp)at,) —ylly, + o ||z, — 2|5 + € [leat,) —v*ly
< |G op)as,) —yll, +au |25, —2* |5 +€lleas,) — |y

de donde
1@ e@)ai) = wllytelle@n) = wlly < G o) at,) =yl +eletn,) —vrlly-
Para esta prucha, sumamos (e; —e; ) (|2 — 2*||5% + || (2?) — 1*||3) a la desigualdad

€ 2 € *12 € %112
[(Gop)(x?) —ylly + e[z — 2% + e llo@?) =¥y <
(G o @)(x?) =yl + e 22 — 2|5 + e [ e(@?) = ¥*|f3, (3.6)

y se obtiene

I(Gop)a®) =yl + elle® —a [y +lle(?) - ¢*lly)
+ ez =ty — Il =2 + o) ="y
— (=) = ¢*lIy)
< G o)) =yl +ellz® — 2" + e llo(a) =973
< (G@) ) = ylz + e llz® — a*llx + ez (™) = "),
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Por lo tanto,

€2 %12 €1 * (12 €2 * (12 €1 * 12

e[l — ™|y — [l — "% + ll(e) = ™[Iy = llo(z?) = ¢7(})
€ * (|2 € %12 € %12 € 112

—ea(lz® =2y = [la® =27 + llo(e®) =97y = lle(@?) = ¢y) <0
y
(e2 — e) ([l — 2*[[5 — [z — 2*|[% + lo(a2) — ¢*[ly — llp(z) —¥°[ly) < 0.
Como €3 > €1, tenemos que

€ ®12 € x 2 € %112 € %112
[ = 2l + [l(@?) = ¢*lly < o = 2™ + llee™) =97y -

De la ultima desigualdad y (3.6) tenemos
I(Gop) @) =yl + ellz” — 2"k +ellp(@) =[5

€ 2 € * (12 € *[12
1(Gow)(?) =yl + e llo® — ™[k + e [lo(z?) =&y

€ 2 € *(12 € * (12
(G o@)(@?) =yl + e llz — 2™k + e [lp(@) —¢"[ly

cancelando términos comunes tenemos

(G o)) —yllz < (G op)(a®) —yll-

<
<

3.2. Estabilidad y convergencia

Teorema 3.2.1. (Estabilidad). Sean ¢ > 0 y o > 0 fijos. Sea {y,} una sucesion en
Y tal que y, — y en Y. Sea {z,} una sucesion de soluciones del problema (3.3) para el
funcional M|z, y,]. Sip(C) y G(e(C)) son acotados en'Y y Z, respectivamente, entonces
existe una subsucesion, {x,, }, que converge débilmente, tal que cada limite débil w de la
subsucesion es una solucion de (3.3), ademds p(z,,) — ¢(w) y (Gop)(xy,) — (Gop)(w).

Demostracién. Se puede ver en [7].

Lema 3.2.2. Suponga que o(C) y G(o(C)) son acotados en'Y y Z, respectivamente. Sea
a; — 0y e, — 0. Entonces existe una subsucesion convergente en C' cuyo limite es una
solucion del problema (PS). Para oo = € = 0.

Demostracién.

Sea {27} una solucién (3.3). Puesto que {z}} y {¢(27)} son sucesiones acotadas en C'y
¢(C), respectivamente, para j fijo tenemos 27" — w; p(27") = p(w;), y (G o p)(x7*) —
(G o p)(wj). Es claro que {w,} es acotada y

2

1@ o@)wi) =yl +as [l = o[ + en lola*) = w75 <

2 |2 (2
(G o)) —yllz + o5 llz — 2" + en, () ="l
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para todo x € C.

Sacando lim inf tenemos
2 112 2 *1|2
[(Gop)(w;) =yl +ajllw; — 2|k <I[(Gop)(x)—ylz +a;llz -2k,
para todo x € C.

Asi, w; es una solucién del problema (PY), para a = o, € = 0. Puesto que {w; } es acotada,
existe una subsucesion {w;, } tal que

Wi, = w, pwj,) = W)y (Gop)(w) = (Gop)(w).
También
(G o) (w;,) — ylly + oy, lwy, — 27115 < (G o)) —ylly + ay, lz — %1%
para todo x € C.

Sacando lim inf, tenemos

(G o @)(w) =yl < (G op)(a) —ylly,

para todo x € C.

En consecuencia, w es una solucién del problema (3.3) o = € = 0. Finalmente, del teorema
3.1.2 iii), tomando a; =0y € =0,

i [|wj, — 2% < llw— 2"y,

Wj, — W.

Teorema 3.2.3. (Convergencia-estabilidad). Sea o(C) y F(p(x)) acotados en Y y Z,
respectivamente.

i) Suponga que el problema (G o ¢)(z) =y tiene una solucion y

2
=4, < 00— 0, an =0, e =0, “= =0 y " —0.
n 677/

Entonces la sucesion {x{ } tiene una subsucesion convergente fuertemente a x*—s.m.c.m.n.,
Z, tal que (G o p)(2) =y y (G o@)(wn,) — (Go@)(T) =y.
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ii) Suponga que el problema (G o ¢)(x) =y tiene una solucion y

é. 5721 On
Hy -y nHZS 5n_> 07 Qp— 07 €n 07 ——0 y —— 0.
€n €n
Entonces existe una subsucesion de {x' }, {xznn’“k} que converge débilmente y cada
limite dé_bz'l z de {xfﬁ’“k} satisface (Gop)(Z) =y, gp(xf;;’“k) —o(T)y (Go<p)(x;"n’“k) —
(Gop)(@) =y

iii) Suponga que el problema (G o ¢)(x) =y tiene una solucion y

2
n

Hy_ynH <—5” 07 Qp = €y ’07 Yy _—>O
Z
Qp

., . ., €
Entonces la sucesion {xi: } tiene una subsucesion, {xa,’ }, que converge fuertemente
Enk

aw € C tal que (G op)(w) =y, pral) = ¢(w) y (Gop)(war,) = (Gop)(w) =y.
Mas ain, (w,p(w)) es una (x*,9*)—s.m.n.

Demostracién. Se puede ver en [7].
Lema 3.2.4. Dados a,b y ¢ nimeros reales positivos, si a®> < ab+ c¢* entonces a < b+ c.
Demostracion:

Supongamos que a > b+ ¢, entonces ¢ < a — b, como a? < ab+ ¢ < ab+ (a —b)* y
a’ < ab+a? —2ab+b* luego 0 < b(b—a), y como b > 0 entonces b—a > 0y de aqui b > a.
y se tiene que a® < ab + ¢ < b + 2, luego a* < (b + ¢)?, entonces a < b+ ¢; lo que es
contraditorio porque se ha supuesto que a > b+ ¢. En consecuencia a < b+ ¢. [15].

Teorema 3.2.5. (Razdon de Convergencia). Sea C' convexo, ||y — y5||Z <0,y (Gop)(xg) =

y. Ademds, se tienen las siguientes condiciones:

a. G y ¢ son diferenciables en el sentido de Fréchet.
b. (Gog) (zo)(z, —20) = (Gop)(zq) — (G op)(wo) —Fa = (Gop)(zy) —y —Ta, donde
. L 2
17all; < 5 [l22 = ol
c. p(x0) — (o) = ol(x0) (20 — 10) + 74, donde 17l , < % Hxi — oni{ )

d. Eziste p € Z talque (z* — xo) + [¢'(20)] v = [(G o ¢)(x0)]" p, donde v=0p* — p(xy).

@

. L=1Lo|ull, + Li||lvlly v L <1. Entonces, con a =€ =0,

o5 ol < (V).
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3. Regularizacién Tikhonov Generalizada

Demostracion:

Usando x =z y Hy — y‘SHZ <4,

2 %112 %12
(G o) (xa) = ||, + @ llza — 27[Ix + aflo(za) = 7|5 <
0" + oo — &% + o llp(xa) — ¥7[l5 -

De
l7a — 2" 4+ @0 — 20l % = (0 — w0) — (2" — 20) % ,
tenemos
o — a*ll% = e — 2" % + 0 — 2% — 2 {wa — 20,2 — 20},
y

lo(za) = ¥*1l5 = llp(za) = (@o)lly + lle(@o) = ¥7[ly — 2 {p(wa) = ¢(x0), ¥* = ¢(x0)) -

Entonces

(G 0 @) (wa) = 4|, + & llva — w0l + e llo(za) — @lzo)l3

< 0%+ 20 (T — w0, T — 20) + 20 (p(0) — p(20), " — p(20))

=62 4 20 (x4 — To, ¥ — o) + 20 (o (20)(To — To) + Ta, V)

=62 4 20 (x4 — o, ¥ — o) + 20 {(T0 — T0), ©I(T0) * V) + 20 (T, V)

= 0% + 20 (T4 — T, T* — T + ©(x0) * V) + 20 (T, V)

= 0% + 20 (G o ) (xg) (1o — o), 1) + 20 (T, V)
=624 2a ((G o) (xa) — Yy, 1) — 20 (P, 1) + 200 (T, )
= 0% 4 20 <(G o p)(rq) — yé,/ﬁ> + 2« <y5 — y,,u> — 20 (T, 1) + 2 (T, V)
< &+ 20l | (G 0 ) (za) — 1P|, + 20 Nl 6+ (Lo il + L Nolly)a 1z — ol
— 5+ 20l (G 0 9)(wa) — [, + 20 Il 5+ L za — ol

luego,

(G o @) (wa) =" + ol = L) [|lza — mo]l§ + @ p(wa) — wlxo)|[} <
0% + 208 ||l + 20 [lull; [[(G 0 @) (wa) =4[l ;. (B.7)

y de esto es claro que

2
(G o@)(xa) — 1’|, < 0%+ 206 ||pll + 2a |l , |(G o ) (xa) — 3|, -
Usando el lema anterior tenemos
(G o@)(xa) = 9|, < (6% + 206 ||l 1)"? + 20 || 5 -

Ahora de (3.7) y de la tltima estimacién tenemos que
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3. Regularizacién Tikhonov Generalizada

a1 = L) wa — zollx < 8%+ 208 ||ull + 2o |l ull £ ((6 + 206 [l )2 + 20 [ al] )

= 6%+ 200 ||l + 20|l (6% + 200 [|l| 1)* + 40® ||l ,

2
< (6% + 206 ||ull /)V? + 20|l ]

(2 + 200 [|ull )2 + 20|l

[0 — 2ol x <
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Capitulo 4

Formulas numéricas

4.1. Formulacion variacional y operadores débilmente
cerrados

En la formulacion variacional del problema:
up(z,t) = Uge(x,t) + Fz,t,u), (z,t) €[0,1] x [0,1],

bajo las condiciones

u(z,0) = f(z) 0<z<1,
u(l,t) =g(t) 0<t<1,
w(0,8) =h(t) 0<t<1

es necesario determinar u € H'(Q), donde Q = [0, 1] x [0, 1]; tal que

1

ou L Oou g ! 1
E(b dr = i ga?dx +/0 F(x,t,u)¢ de, Vo€ H; () (4.1)

0

u(z,0) = f(z)
Estamos interesados en identificar el término fuente F' cuando tenemos datos observados

u dados por
u(z,t) = u(z,t) + ruido, t € (t1,ts),

tal que [|[u® — ul|r,Qp) < 9, donde Q7 = [0,1] x [t1,t5]. Esta clase de problemas de iden-
tificacion son usualmente mal puestos en el sentido en que pequenas perturbaciones en
los datos pueden producir grandes errores en las soluciones calculadas. Es decir, que en
el intervalo (t1,t2) donde u se conoce con errores debido a la practica, debemos encontrar
U ¥ Ugy; diferenciacién numérica que resulta ser un problema inverso mal puesto.
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4. Férmulas numéricas

Para estabilizar este problema, proponemos el método de regularizacion generalizado de
Tikhonov definido en el capitulo anterior, que depende de dos parametros de regularizacién
a vy € donde Gy ¢ son operadores definidos a continuacion.

Sea
©:C?O) c HY(Q) — HY(Q),

o(F)(x,t) = u(F, z,t), (4.2)

donde u es la solucién del problema que depende de F', y

G : HY(Q) — HY([0,1]) x L*(]0,1]),

Glu)(x) = ( /t ® ), /1t § 8“%’ t)dt) | (4.3)

1 1

Por lo tanto definimos el operador implicito G o ¢ como

Glo(F)) = ( /t * w(F 1), /t : Wdt) | (4.4)

1 1

Lema 4.1.1. Los operadores ¢ y (G o ) definidos en (4.2) y (4.4) respectivamente son
acotados.

Demostracion:

Sea F' € C3(2), tomemos ¢ = u(F) en la ecuacién variacional (4.1)

Ou Ou !
/—udx /%%da:—i-/o Fu dzx,

integrando respecto a t tenemos

//—udxdt /;/;(%)2 dxdt+/0t/01Fud:pdt,
ahora
[ [oa - [ ([3ne)e-[ ([ 30ra)e
_ /|uxt|d93——/]u:v0|d:r

= HUHL2— Hf||L27
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4. Férmulas numéricas

ademés

ol — stz [ 1%z = [ [ e < sl
_ g — — 2 —_— = > 2 2,
2! IeE R o Jy Ton o Jo FIE

entonces

1 1
sllellze = Sz < 1F e llule,

lullze < Iz + 20 F ||zl o
Por el lema 3.2.4 tenemos que

Jullz2 < [|fllz2 + 2[| F|l 2 (4.5)
Asi ¢ es acotado.
Puesto que

t 1 8U2 )
| [ 1z < s + 21 Flalal o
0o Jo OF

y usando (4.5) tenemos que

t 1 (9?,6
| [ 15wt <1718 + 200172 + 2P,
o Jo 0T

entonces (G o @) es acotado.

Lema 4.1.2. Los operadores ¢ y (G o ) definidos en (4.2) y (4.4) respectivamente son
débilmente cerrados.

Demostracién:
Consideremos las siguientes convergencias débiles
Fo—=F, o(F,) =", Gop(F,) =G,

donde F,, € C%(2). Claramente F € C?(Q), por el lema 4.1.1 {¢(F,)} es acotada en
Ly(92), entonces existe una subsucesién {p(F,, )} que converge débilmente a u* € Ly(2)
entonces u* = u(F') donde ¢* = ¢(F)(x,t) = u(F,z,t), ver [7].

Para probar que (G o ¢) es débilmente cerrado, supongamos que

Gun) = G* = (95, 91)-

Por definicién de G tenemos que

2 2 Qu, (F,x,t

1
" t ox
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4. Férmulas numéricas

Como p(F,) — ¢* y u(F,) son acotados en H'(Q) aplicamos el teorema de la convergencia
dominada para obtener que

to to
/ up(F, x, t)dt — / u(F,xz,t)dt = g> en Ly(Q).
t1

t1

Debido a

2 Qu, (F,z,t)
GUn{ 5T 0) o
/t ax gl’

1

tenemos que para todo ¢ € H*(Q)

1 to F 1
lim (/ Mdt) pdx = / gipd.
n—eo Jo t O 0

1

1 to n F t
/ gipdr = lim ( / Ou L )dt> wdx
0 n—oo
1
= lim < / au" F = t><ﬂdaz> dt
n—oo 0
= lim </uant g0dx>d

u(F,z,t) Spchv)d

[(f«
( 8qut )dt
[

gpd:v
t? F t)
ou(F, z, dt>

Entonces

ed,

para todo ¢ € H'()), entonces

“2 ou(F, x,t)
* = — 2 (F x,t)dt
gl [ al’ ( al‘7 ) )

1

asi el operador (G o ¢) es débilmente cerrado.

Para estudiar las soluciones del problema implicito (4.4) definimos el funcional
J:C}Q)c H'(Q) — R

J(F) = |G o o(F) = 1°|l7 + allF% + (M), (4.6)

to t2 4
- (/ u‘S(F,x,t)dt,/ Mdt) ,
t ” ox
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4. Férmulas numéricas

supongamos F* = 0, ¢* = 0 y definamos los espacios Z = H'(Q) x L?[0,1], X = C3(),
Y = HY(Q).

Consideremos el problema de minimizacion

in ME¢[G, o, F,hl. 4.7
o oG, o, I, b (4.7)

Para identificar a F' se ha creado el siguiente teorema, dado que no se conocia ningin
procedimiento para hacerlo a través de esta técnica de regularizacion.

Teorema 4.1.3. (Teorema principal)
La primera variacion del funcional J para el problema (4.7) estd dado por

5J(F) = /0 1 /0 Q0 — 2 £))6F () dir dt.

Para la demostracion del teorema primero se introduciran las ecuaciones de sensibilidad
y la ecuacion del problema adjunto, que se presentaran en las secciones siguientes. Sin
pérdida de generalidad, para el calculo de las férmulas numéricas, vamos a suponer que

F(z,t,u) = F(u).
4.2. Ecuaciones de sensibilidad
La derivada direccional de J en F', en la direccién §(F') es dada por la derivada de Gateaux

J(F.6F) = lim J(F + s6F) — J(F)

s—0 S

=VJ(F)oF =4J. (4.8)
Entonces

J(F +s0F) = ||G o o(F + s6F) — h°||% + a||F + s6F||% + e|lp(F + s0F)||3  (4.9)

J(F) =G o o(F) = 1°|l7 + allFI% + (M), (4.10)
restando (4.9) y (4.10) tenemos

J(F +s0F) = J(F) = (|Go@(F+s0F) = 1|7 = |G op(F) = h’|%)
+ o[l + s0F |5 — [[FI1%) + e(llo(F + s0F)|[5 — [le(F)]5),

desarrollando cada paréntesis, dividiendo sobre s y calculando el limite cuando s — 0
tenemos
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4. Férmulas numéricas

LG 0 p(F +56F) = k% = |G o () = h*[1%)
= fo fo ' ( u(z,t, F + s6F) — ho(z,1))? — (u(z,t, F) — h‘s(x,t))z) o(x —x;) dx dt

_fofo, L(u(z,t, F 4 s0F)* —u(z,t, F)?
—ohd(x, 7)( (2,1, F + 86F) — u(z, t, F)))o(z — 1) dz dt
— 2[0 fo ‘ u 2, t, F) — ho(z,t))o(z — z;)0u dx dt,

donde o es la funcion de Dirac.

2. (IF +s6F|% — II1F]%)
= (F + s0F, F + s6F) — (F, F)
=25 (F,6F) + s* (6F,6F) = lim,_o(12s (F,0F) + 1s* (0F,0F))
= lim, (2 (F,0F) + s (F,0F)) = 2(F,6F) =2 [ [} FOF da dt.

3. (o(F +s6 )5 — lle(F)IIF)

= (p(F + s0F), p(F + s0F)) — (p(F), p(F))
= (p(F +s0F) — o(F) + (F), o(F + s6F)) — (p(F), p(F))
= (p(F + 80F) — p(F), p(F + s6F)) + ((F), o(F + s6F)) — (o(F), p(F))
<90(F+85F) P(F), o(F +tv)) + (p(F), p(F + s0F) — ¢(F))

= lim; o ({((p(F + s0F) — o(F)), o(F + 56 F)) + (¢(F), (p(F + s0F) — (F))))
= (d(p ( ), @(F)) + (o(F), 8(o(F))) = 2 (8(o(F)), o(F))
2f f w ou dx dt.

Finalmente tenemos que

n

1l 1l
J(F,6F) = Qa/ / FéFdxdt + / / (2 Z(u — h%)o(z — 2;) + 2eu)dudrdt.
0 Jo 0 J0 =

Observemos que en el célculo de J'(F') aparece el término du en la segunda integral, la
idea es eliminarla y para esto primero introducimos las ecuaciones de sensibilidad.

2
%(m, t,F 4 s0F) = %(m, t,F + s6F) + [F + s0F(u(a, t, F + s6F)) (4.11)
y
9 o2
S (@t F) = 5 (@t F) + F(u(a,t, F)), (4.12)

restando (4.11) y (4.12) tenemos

% (x,t,F +s6F) — %(x,t, F)
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4. Férmulas numéricas

= 6fa—gCQQ[U(:I;,t,F +s0F) —u(z,t, F)| + [F + sdF|(u(z,t, F + s6F)) — F(u(x,t, F)),
dividiendo por s y calculando el limite cuando s — 0 tenemos
9 (6u) = 88—;2((5u) + limg_o Flu(z,t, F 4+ s0F)] + sdFlu(x,t, F + s6F)| — Flu(x,t, F)]
= 8‘9—;(5u) + 0F[u(z,t, F)| + 0 Flu(x,t, F)].

Asi, tenemos las siguientes Ecuaciones de sensibilidad

a(5) 82 —(du) + 20F (u), (4.13)
5 (04) = 55 (du :
du(0,t, F) =0,
du(l,t,F) =0,
du(x,0, F) = 0.

Las condiciones iniciales y de frontera se determinan de forma analoga. Ahora como ya
encontramos las ecuaciones de sensibilidad, a continuacién vamos a encontrar la ecuacion
diferencial del problema adjunto al problema inicial (1)-(2).

4.3. Ecuacion del problema adjunto

Para introducir la ecuacién diferencial del operador adjunto, utilizamos el concepto de
multiplicadores de Lagrange generalizados. Con este objetivo en mente, consideremos

= J+//@/)xt —Uge + up — F(u)]dzdt
/e <>]dt+/0 nO[u(0,8) — (¢ dt+/e u(z,0) — f(x))dx,

donde ¢ : Q — R, 0,7,: [0,1] — R son multiplicadores de Lagrange generalizados.

Calculemos 0T

5T — 1im ['(F+ sdF) — F(F)

lim - (4.14)
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4. Férmulas numéricas

Sea
(F+s0F) = J(F+s0F)+ /01 /01 Y(x,t) [t (z,t, F 4+ sOF) + wy(x,t, F + s6 F)
_[F + s6F)(ulx, t, s + §F))]dwdt + /0 OOt F 4 s6F) — (0t
- (0,1, F + 55F)) — gft))d
/ 0(x)[u(z,0, F + s6F) — f()]de

y
/ / (x, ) [—upe(z,t, F) + ug(x, t, F) — [F)(u(z, t, F))]dzdt
/ O(t)[u(1,t, F) ()]dt+/0 n(t)[u(0,t, F) — g(t)]dt
/0 () (e, 0, F) — f(2))da,
ahora

D(F + s6F) —T(F) = (J(F+s6F) — J(F))

1 1
—|—/ / (x, ) [—tupe(z,t, F 4+ $OF) 4+ uy(x,t, F + sOF)
o Jo

—[F + sdF|(u(z,t,s + 0F))
Fuge (2, t, F) —up(x,t, F) + [Fl(u(z, t, F))|dxdt

/9 (Lt F + s6F) — u(l, ¢, F))dt
+/ n(t)[uw(0,t, F + sdF) — u(0,t, F)]dt

—i—/l 0(z)[u(z,0, F + s6F) — u(zx,0, F)|dx.

Dividiendo sobre s, calculando el limite cuando s — 0 y haciendo uso de las ecuaciones
de sensibilidad (4.13) tenemos

5F—5J+/ / Y(x,t)] (915 (ou) ——(5u)—26F( )]dzdt.

Ahora tomemos
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4. Férmulas numéricas

1 1 62
L o= —/0 /0 O, 1) gy ()t

L - _/1/1¢( 126 F (u)dadt.

I; = //sztg (u))dzdt.

Integrando por partes tenemos

1 1
I, = —/ / Yeroudzdt,
0 0
1 1
L = - / / (s £)20F (u)dadt.
01 01
I; = —/ / U (u)dxdt.
0 0

¥(1,t) =0, ¥(0,t) =0, ¥,(1,0) =0, ¥(z,1) =0.
Entonces

= 2a/ / FéF (u dxdt—i—// u—h5 o(x — x;) + 2eu)dudzdt
1 1
//wmcSudmlt—/ / LZJ(as,t)%F(u)d:Bdt—/ / Ududxdt,
o Jo 0 Jo 0 Jo

agrupando términos tenemos:

Puesto que

n

/ / . Z = h*)o(z = z:) + 26 — oy — ) Sudzdt
/0 /0 (2aF + 24(2,t))0F (u)dwdt.

De esta forma, la ecuacién del operador adjunto esta dada por

Yy = —py + 2 Z(u — o (x — 2;) + 2eu, (4.16)
i=1

B(1,8) = 9(0,1) = 0,
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4. Férmulas numéricas

4.4. Gradiente del funcional

Demostracién: Una vez resuelta la ecuacion del adjunto (4.16), demostramos que la
ecuacién (4.15) queda de la forma

1,1
0J(F) :/ / (2aF — 2¢p(x, )0 F (u)dxdt,
0o Jo
lo cual prueba el teorema 4.1.3.

Ahora con el fin de estudiar numéricamente el problema (3.3), usamos splines lineales
para aproximar la funcion F':

donde [ ]
o 1 si T € |x;, Titr1
¢i(r) = {0 si  x en otro caso’

por lo tanto el gradiente del funcional es

oJ
OF,

/ 1 / 902 bu(t)dudt + 20F, (4.17)

En el proceso de minimizar J se utiliza el método del gradiente conjugado, de la siguiente
manera.

Sea p = [Fy, I, ..., Fy]T € RV*L los pardmetros sucesivos obtenidos por
ps+1 - ps + ’}/Sdsj 5 = 071727"'7

donde s es el nimero de iteracion, v* es el parametro de paso del descenso, d® es la
direccién de descenso y p es el paso inicial para el vector no conocido p.

La direccion de descenso es calculada por
ds —_ _gs —{—ﬁsds- 1’

donde g es el gradiente del funcional que se minimizard y (° es definido como

BO =0 ﬁs _ <gs _ gs-I’ gs>
lg=1]”
donde (-,-) y ||-|| denota el producto interior y la norma en R¥*! respectivamente.
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4.5. Mejoramiento de la estimacion de F

Finalmente para el mejorar la estimacién de F', debemos encontrar la soluciéon del problema
de minimizacién en una dimension. Estos célculos los realizaremos para la funcion F'(z,t).

7* = min J(p® — 7*d%).

¥>0

Usamos la siguiente la notacion p* = F' 'y ~°d® = ~(Vu,VJ), y dado que u(z,t, F —
YWVJI(F)) ~u(x,t, F) —v(Vu, VJ), tenemos la aproximacion

// (u —y(Vu, VJ) — h)? (m—xl)dmdthe// u — y(Vu, VJ)) dzdt

dJ 1 “ )
dvy :_2/ / (u—(Vu,VJ) = h%)o(x — z;)(Vu, VJ)dxdt

/ / w—~y(Vu, VJI))(Vu, VJ)dedt — 2@2 a‘] g;')

Haciendo = 0 y solucionando para 7 tenemos
Y

) (Vu,VJ)o(x — x;)dxdt + € w(Vu, VJ)dzdt + o F, 92
0 0 , o o i= 0 OF;
v 2_ 11 N (a7
L€) fy Jo (Tu, VT )dadt +a Y, (32)
Podemos conocer Vu = —u, que son las componentes de la variable du = —uéFi y estas

OF; OF;
pueden ser encontradas solucionando las ecuaciones de sensibilidad para 6 = 6(x,¢,d®). En
el método del gradiente conjugado V.J se relaciona con d® y haciendo uso de la derivada
de Gateaux para encontrar una expresion para du tenemos

Su(F,) = lim u(Fy, +od®) — u(F,)
" v—0 v

= (Vu,d®) = (Vu, VJ).
Al sustituir du por 6(z,t,d®) en la ecuacién de sensibilidad (4.7), tenemos

00 %6

E = @ + 25(F(:c,t)),
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reemplazando 6 F por SN di¢;(x)pi(t) tenemos

80 820
+2 d;p;
a7 Z éila
En conclusion el parametro de descenso queda de la forma

fo fo > (u—h’)o(x —x;)0(x, t; &)dadt + ¢ [} [10(z,t; d)dwdt + a N Feds

S

! (1+¢€) fo fo (z,t;d°))2dxdt + a SN (df)? 7

donde 6(z, t;d%) es la solucién del problema

0 0% =
O 00 2y dn(w)n(t)

ot 0x?
0(0,t) = 0,
0(1,t) = 0,
0(x,0) = 0.

4.6. Experimentacion numérica

Podemos ver que si u no depende del tiempo en la ecuacién uy(x, t) = uy,(z,t)+ F(x, t, u),
esta ecuacion se convierte en un problema eliptico y es el caso mas sencillo de resolver
numéricamente. Los ejemplos numéricos los realizaremos sobre la ecuacién

Uze = F(u),

y las férmulas numéricas para esta ecuacion se deducen de los calculos numéricos del
problema (1)-(2).

= Ecuacién del adjunto

s Gradiente del funcional

0.J
OF;

- /1 —2¢¢;(x)dx + 2 F;.
0
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4. Férmulas numéricas

s Pardmetro de descenso

fol il(u - h‘s)O'(l‘ — JIZ)0<.T, ds>d.r +e€ fol 9(1:’ ds)dl’ + o Zf\io Fsds
) (15 ) Jy Oz d) e + o S0, (d0)?

donde 6 es la solucion del problema

00 N
=0

S

v

bl

e
0(0) = 6(1) =0.

Los datos u° son generados agregando niimeros aleatorios distribuidos uniformemente a la
solucion exacta u. El programa que usamos para nuestros ejemplos numéricos es MATLAB

7.8.0 (R2009a), computador Asus, con procesador intel CORE 1i3.
Ejemplo 1

—Uge(T) = F(u),

u(0) = u(1) =0,

donde las soluciones exactas son u(x) = sen(mx) con F(u) = mu, con error en los datos
u® = u+ 6 (6§ = 0,02), el proceso que llevaremos a cabo en la identificacién de F es el
siguiente

2

Primero identificaremos H(x) = F(u(x)), en este proceso identificamos simultdneamente
u(x), luego conocidos u y H determinaremos F'.

Grafica del Error
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4. Férmulas numéricas

Tabla de errores
a £ 10+ 102 107 104 105 10% 107 10% 10¢ 10-
100 | 0.9945 | 0.9945 | 0.9945 | 0.9945 | 0.9945 | 0.9945 | 0.9945 | 0.9945 | 0.9945 | 0.9945
102 | 0.9479 | 0.9476 | 0.9476 | 0.9476 | 0.9476 | 0.9476 | 0.9476 | 0.9476 | 0.9476 | 0.9476
107 | 0.6545 | 0.6436 | 0.6423 | 0.6423 | 0.6423 | 0.6423 | 0.6423 | 0.6423 | 0.6423 | 0.6423
10+ 0.2097 | 0.1501 | 0.1430 | 0.1429 | 0.1429 | 0.1429 | 0.1429 | 0.1429 | 0.1429 | 0.1429
105 | 0.0929 | 0.0136 | 0.0049 | 0.0041 | 0.0040 | 0.0040 | 0.0040 | 0.0040 | 0.0040 | 0.0040
10¢ | 0.0797 | 0.0035 | 0.0114 | 0.0123 | 0.0124 | 0.0124 | 0.0124 | 0.0124 | 0.0124 | 0.0124
107 | 0.0781 | 0.0040 | 0.0127 | 0.0136 | 0.0137 | 0.0137 | 0.0137 | 0.0137 | 0.0137 | 0.0137
108 0.0782 | 0.0045 | 0.0129 | 0.0138 | 0.0139 | 0.0139 | 0.0139 | 0.0139 | 0.0139 | 0.0139
10° | 0.0783 | 0.0049 | 0.0131 | 0.0140 | 0.0141 | 0.0141 | 0.0141 | 0.0141 | 0.0141 | 0.0141
107 | 0.0784 | 0.0054 | 0.0133 | 0.0144 | 0.0149 | 0.0149 | 0.0149 | 0.0149 | 0.0149 | 0.0149

Como podemos observar los valores de parametros para los cuales se tiene el menor error
son: « = 107 % y e = 1072
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4. Férmulas numeéricas

&= 0.02,
a=10% =102,
Error = 0.0035.

1 D T T T T T T I I

Exacta
9 *  MNumérica

Generalizado Tikhonoy (o = 10'“, E= 10'2), Tikhonov (@ = 10'5. =0y,
Error = 0.0035 Error=0.0118

10 T T T T e T
B W“""’%‘Sn-“

A o Generalizado
at re Ty Tikhonow

" B Exacta
sl ?.g"‘ % Tikhornaoy
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4. Férmulas numeéricas

Identificacion u,
Error = 0.00065926

1 [ T T T T T T T T
# Numérica
nal Exacta

0&F .

0.7 F .

DEF .

0&F .

01F .

Identificacion F
10 T T T T T

Exacta
=N *¥ Numérica [

Como podemos observar I es una funcién lineal de la forma F(u) = cu donde debemos

determinar el valor de ¢, numéricamente haciendo F/u tenemos que ¢ & 7.
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4. Férmulas numéricas

Ejemplo 2

donde las soluciones exactas son u(z) = cos(g(%} +1)) con F(u) =m
datos u’ (6 = 0,02).

— Uy () = F(u),
u(0) =u(l) =0,

Grafica del Error

Tabla de errores

2

u, con error en los

o s| 101 102 102 10+ 104 104 107 10+ 10+ 10-0
10-1 | 09861 | 0.9861 | 0.9861 | 0.9861 | 0.9861 | 0.9861 | 0.9861 | 0.9861 | 0.9861 | 0.9861
102 | 0.9482 | 0.9479 | 0.9479 | 0.9479 | 0.9479 | 0.9479 | 0.9479 | 0.9479 | 0.9479 | 0.9479
103 | 0.6632 | 0.6526 | 0.6515 | 0.6514 | 0.6514 | 0.6514 | 0.6514 | 0.6514 | 0.6514 | 0.6514
104 |0.2302 | 0.1722| 0.1659 [0.1653 | 0.1652 | 0.1652 | 0.1652 | 0.1652 | 0.1652 | 0.1652
10 | 0.1166 | 0.0393 | 0.0309 | 0.0300 | 0.0299 | 0.0299 | 0.0299 | 0.0299 | 0.0299 | 0.0299
10 | 0.1017 | 0.0238 [0.0153 | 0.0144 | 0.0143 | 0.0143 | 0.0143 | 0.0143 | 0.0143 | 0.0143
107 | 0.1017 | 0.0226 | 0.0143 | 0.0135 | 0.0135 | 0.0135| 0.0135 | 0.0135 | 0.0135 | 0.0135
10 | 0.1017 | 0.0226 | 0.0145| 0.0138 | 0.0137 | 0.0137 | 0.0137 | 0.0137 | 0.0137 | 0.0137
10 | 0.1017 | 0.0226 | 0.0146 | 0.0139 | 0.0138 | 0.0138 | 0.0138 | 0.0138 | 0.0138 | 0.0138
10 | 0.1017 | 0.0227 | 0.0146 | 0.0139 | 0.0138 | 0.0138 | 0.0138 | 0.0138 | 0.0138 | 0.0138

Como podemos observar los valores

son: a =107y e = 1074,

de parametros para los cuales se tiene el menor error
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4. Férmulas numeéricas

&=0.02
a=107, =10,
Error= 10,0135

2 T T T T T

Generalizado Tikhonov (@ =107, e = 107h,
Error=0.0132

Tikhonov (@ =107, £= 0}
Error=0.0145

2 T T T T T T T I I
— Tikhonov
Exacta
0 k Generalizado
5, Tikhonow
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4. Férmulas numeéricas

Identificacion u,

Error = 0.000687
04 T T T T T T T T T

—+— MNurmérica

Exacta
n2F —

Identificacion F
2 T T T T T T
*  Mumérica
Exacta

0z 0.4

Como podemos observar F' es una funcién lineal de la forma F(u) = cu donde debemos

determinar el valor de ¢, numéricamente haciendo F/u tenemos que ¢ & 72.
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Capitulo 5

Conclusiones

Durante el presente trabajo vimos la importancia de F' en la ecuacion uy(z,t) = g (x,t)+
F(z,t,u) en las diferentes aplicaciones en la ciencia y la ingenerfa, de ahi nuestro interés
en plantearnos el problema inverso de identificacién de coeficientes a nuestro problema,
es decir, identificar F'. La importancia de este trabajo en el proceso de identificacién de

F', es debido a que usamos un método de regularizacion reciente [7], llamado generalizado
de Tikhonov que consiste de dos parametros a y € llamados parametros de regularizacién
y donde definimos dos operadores G y ¢ adecuados que cumplen con las condiciones
del método, asi, definimos el problema de identificaciéon de F' como un problema inverso

implicito
to [ F
Gp(F)) = (/ u(F,:):,t)dt,/ wc@.
t1 t1 xr

El método generalizado de Tikhonov consiste en definir el funcional J y paso siguiente
resolver el problema de minimizacién (P?%), dando asi, la primera variacién del funcional,
dJ,(Teorema principal 4.1.3) a través de las ecuaciones de sensibilidad y la ecuacién del
problema del adjunto. Por otro lado, los ejemplos numéricos presentados, se realizaron

para el caso donde u no depende de ¢t y bajo ciertas condiciones sobre F' donde ella es
mononota no decreciente en u, queremos resalta que este problema es mas sencillo de
resolver numéricamente mas no facil y para estos ejemplos podemos concluir lo siguiente

= El método generalizado de Tikhonov, nos proporciona mejores aproximaciones a la
exacta que el método de Tikhonov (un sélo pardmetro), aunque la diferencia del
error no es muy grande, el hecho de tener dos parametros de regularizacién (« y ¢)
brinda més posibilidades de hacer mejores aproximaciones.

» Para nuestros ejemplos numéricos trabajamos con errores en los datos (6 = 0,02) y
el método aplica una buena regularizacién para encontrar la aproximacion a F', en
articulos mencionados anteriormente no trabajan con errores en los datos.

= Por ultimo, en el proceso de identificacion de F' identificamos simultaneamente u y
esta aproximacion tiene un error mas pequeno comparado con el error de F.
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5. Conclusiones

Trabajo futuro

Presentar ejemplos numéricos donde se aplican las férmulas numéricas desarrolladas en el
capitulo 4, para la identificacién de F' en los siguientes problemas

up(2,t) = Uge (2, t) + Fz,t,u), 0<2z <1, 0<t < 1.

u(z,t) = Ugp(x,t) + F(u), 0 <2z <1, 0<t<1.
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