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Resumen

En este trabajo consideraremos el problema de identificar el término fuente en la ecuación
del calor. Esto es, identificar la función F (x, t, u) en

ut(x, t) = uxx(x, t) + F (x, t, u), 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1, (2.7)

bajo las condiciones

u(x, 0) = f(x) 0 ≤ x ≤ 1,

u(1, t) = g(t) 0 ≤ t ≤ 1, (2.8)

u(0, t) = h(t) 0 ≤ t ≤ 1.

Con la información adicional que proviene de las medidas

uδ(x, t) = u(x, t) + ruido, t ∈ (t1, t2),

donde ‖u− uδ‖ ≤ δ. Este problema de identificar F es en general no lineal, además como
no conocemos la solución u(x, t), en el proceso de aproximar F se identificará también
u(x, t).

Este tipo de problemas son mal formulados debido a que involucran derivadas y de haber
pequeños errores en los datos generarán grandes errores en los resultados. Para tratar este
problema se mostrará un algoŕıtmo de aproximación a F que consiste en minimizar un
funcional especial (teorema principal) que depende de dos parámetros de regularización
α y ε, esta técnica de regularización [7] es conocida como regularización generalizada de
Tikhonov y para esto debemos introducir las ecuaciones de sensibilidad y la ecuación del
problema adjunto.
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Introducción

Distinguir entre un problema directo y un problema inverso de un fenómeno dado es en
general una controversia, la definición de cada una de ellas está ligado a nuestra cul-
tura, es decir, es lo que interpretamos como una causa-efecto. El investigador ruso Oleg
Mikailivitch Alifanov en el área de problemas inversos, afirma que: ” una solución de
un problema inverso consiste en determinar causas basándose en observaciones de sus
efectos”, desde el punto de vista práctico generalmente se llama problema directo aquel
en que su estudio fué precedido históricamente. La ambigüedad que genera (directo e
inverso) puede ser ejemplificada de la siguiente manera:

El astrof́ısico georgiano Viktor Amazaspovich Ambartsumian en (1996) dio una
definición muy amplia de problema inverso: Un problema inverso consiste en la deter-
minación de causas desconocidas a partir de efectos deseados u observados, nótese que en
general estas observaciones son imprecisas (datos con ruido ó errores experimentales) e
incompletas, caso contrario con los problemas directos que requieren un acontecimiento
completo y preciso de las causas para determinar los efectos.

A principios del siglo pasado (1902) el matemático francés Jacques Hadamard, introdujo
el concepto de problema bien puesto. Según Hadamard, un problema es llamado bien
puesto, si la ecuación Kx = y con K : X → Y (lineal o no lineal) y X, Y espacios
normados cumple que:

1. Existencia: ∀y ∈ Y existe al menos un x ∈ X tal que Kx = y.

2. Unicidad: ∀y ∈ Y existe a lo más un x ∈ X tal que Kx = y.
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3. Estabilidad: La solución x depende continuamente de y, es decir, para toda sucesión
xn ⊂ X con Kxn → Kx cuando n→∞, se sigue que xn → x cuando n→∞.

Los problemas que no cumplan al menos una de estas propiedades son llamados problemas
mal puestos (ill posed).
Los problemas directos son llamados problemas mal condicionados si no se cumple la
condición (3). En general ninguna de las condiciones de Hadamard se cumplen en un
problema inverso.

El modelamiento matemático de muchos fenómenos f́ısicos involucran usualmente ecua-
ciones diferenciales (ordinarias o parciales). Estos fenómenos dan lugar a la aparición de
problemas inversos cuya naturaleza es no lineal. Para determinar un modelo matemático
completamente se requiere conocer los coeficientes o los términos fuente que determi-
nan el sistema y que están relacionados con sus propiedades f́ısicas en conjunto con las
condiciones iniciales y/o datos de frontera. Dentro de la rama de los problemas inversos,
está la identificación de parámetros de un sistema f́ısico. Cuando uno o varios coeficientes
o el término fuente del sistema no son conocidos, es decir no conocemos el modelo, el
problema se convierte en un problema inverso llamado problema de identificación de
coeficientes. Estos problemas están relacionados con la determinación de propiedades
f́ısicas mediante observaciones hechas sobre la frontera de una determinada región acota-
da.

El problema inverso de identificar el término fuente en la ecuación del calor (2.7)-(2.8) es
de vital importancia en muchas ramas de las ciencias de la ingenieŕıa. Por ejemplo, una
estimación precisa de la fuente contaminante es fundamental para salvaguardar el medio
ambiente en ciudades con poblaciones muy altas. En el problema de la conducción de calor
y la difusión, siendo u la temperatura, la función F (u) desconocida se interpreta como una
fuente de calor y del material considerado. Por otro lado en aplicaciones relacionadas con
productos qúımicos o bioqúımicos la función F (u) se puede interpretar como un término
de reacción.

El problema (2.7)-(2.8) ha sido estudiado recientemente en diversos trabajos [2,3,5,8].
Para los problemas inversos se han propuesto varios procedimientos de regularización
por ejemplo: Cannon y DuChateau [2] considera un ajuste de mı́nimos cuadrados para
analizar el problema inverso del calor, la idea es determinar los parámetros óptimos a
fin de minimizar el error en el funcional a partir de los datos con errores. Sin embargo,
este método tiene algunos problemas, puesto que no suele ser evidente que la solución del
problema de optimización solucione el problema inverso original y el funcional del error
puede estar basado sobre datos que no determinan únicamente la función desconocida.
Otros métodos para resolver este problema son los métodos de actualización residuales
tales como Newton, homotoṕıa y Proyección de punto fijo (FPP), la principal dificultad
con estos métodos es la forma de la no linealidad [3]. Por otro lado Fatullayev [5] propone
una aproximación de la función desconocida por piezas poligonales lineales determinadas
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consecutivamente de la solución del problema de minimización asociado. En [8] aplican
la técnica de regularización de Tikhonov para formular una solución regularizada, que es
estable y converge a la solución exacta con una estimación de error de tipo logaŕıtmico.

Es bueno considerar que en estos trabajos no se han considerado errores en los datos. En
los problemas no lineales son muy pocos los análisis que se han hecho, para nuestro tra-
bajo aplicaremos una generalización del método de regularización de Tikhonov [7] donde
involucraremos dos parámetros, para esto, se desarrollará el algoritmo de regularización
que permita recuperar el término fuente F de (2.7) - (2.8), cuando f, g y h se suponen
conocidas y u viene de medidas en la práctica, es decir tiene errores en el datos uδ. Una
de las dificultades matemáticas que se presentará en este problema inverso mal formulado
(2.7) - (2.8) es encontrar ut y uxx debido a que la diferenciación es bien conocida como
un problema inverso mal puesto, generalmente la solución no depende cont́ınuamente de
los datos (inestabilidad), esto es, pequeños cambios en los datos produce grandes cambios
en la soluciones computadas, para lo cual, generalmente se recurre a métodos de regulari-
zación.

Para desarrollar un algoŕıtmo que nos permita identificar numéricamente el término fuente
F , debemos minimizar el funcional de regularización generalizado de Tikhonov, durante
este proceso se deben introducir unas ecuaciones especiales conocidas como ecuaciones de
sensibilidad y la ecuación del problema del adjunto. Una vez obtenida la minimización
del funcional determinaremos unas fórmulas numéricas que se implementarán en el com-
putador para mostrar ejemplos de nuestro interés. Para facilitar la lectura, el trabajo se
ha divido de la siguiente manera:
En el caṕıtulo 1, se presentarán los preliminares con resultados necesarios para afrontar
este problema. En el caṕıtulo 2, se hará una introducción a la ecuación del calor como
problema directo y a las diferentes aplicaciones y soluciones numéricas. En el caṕıtulo 3,
se analizará el método generalizado de Tikhonov, mostrando los teoremas de existencia,
convergencia y estabilidad. En el caṕıtulo 4, se desarrollará el método generalizado de
Tikhonov al problema considerado en este trabajo para determinar las fórmulas numéri-
cas que nos identifican el término fuente F . Por último en el caṕıtulo 5, se presentará las
conclusiones y trabajo a futuro.
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4.2. Ecuaciones de sensibilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.3. Ecuación del problema adjunto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
4.4. Gradiente del funcional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
4.5. Mejoramiento de la estimación de F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
4.6. Experimentación numérica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

5. Conclusiones 65

6. Referencias 67

5



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Problemas inversos y regularización

El astrof́ısico Viktor Amazaspovich Ambartsumian define problema inverso como deter-
minar causas desconocidas a partir de efectos deseados u observados, esta definición la
tendremos en cuenta para nuestro trabajo, cabe anotar que dichas observaciones son
imprecisas, tenemos errores en los datos debido a que son datos experimentales, serán
incompletos, cosa que no sucede con los problemas directos. Para aclarar un poco esta
definición de causa-efecto, podemos tener como causas en un modelo matemático, las
condiciones iniciales y de frontera, la fuente térmica/sumidero y propiedades (material);
los efectos son las propiedades calculadas a partir de un modelo directo, como un campo
de temperatura, concentración de part́ıculas, corriente eléctrica, etc.

Los problemas inversos se pueden clasificar de diferentes formas, aqúı los clasificaremos
de acuerdo a la información que se quiere identificar:

Problema de retrospectiva: Este problema consiste en determinar las condiciones
iniciales del modelo.

Problema inverso de coeficientes: Este problema es de estimación de parámetros. Por
ejemplo identificación del coeficiente de difusión ó fuente en la ecuación del calor.

Problema inverso de frontera: Se debe encontrar las condiciones de frontera de un
dominio. Por ejemplo en el problema inverso de conducción de calor, la temperatura
en la frontera es desconocida y se determina a partir de mediciones en el interior del
objeto.

El matemático Jacques Hadamard introdujo el concepto de problema bien puesto, para
aquellos problemas que cumplen con tres condiciones: existencia, unicidad y estabilidad.
Los problemas que no cumplan con al menos una de las tres condiciones son llamados mal
puestos.

6



1. Preliminares

Para ilustrar el concepto de un problema inverso mal puesto, consideremos los siguientes
ejemplos, ver [15].

Ejemplo 1. Diferenciación

Definimos como el problema directo el evaluar la integral:

(TDϕ)(x) :=

∫ x

0

ϕ(t)dt x ∈ [0, 1],

para una función real ϕ ∈ C([0, 1]) dada. El problema inverso consiste en resolver la
siguiente ecuación:

TDϕ = g. (1.1)

Supongamos que damos una función gδ ∈ C1([0, 1]) tal que

‖gδ − g‖∞ ≤ δ con 0 < δ < 1.

Las funciones
gδn(x) := g(x) + δsen(

nx

δ
) x ∈ [0, 1],

con n = 2, 3, 4, ... en particular satisfacen

‖gδn − g‖∞ = δ.

Sin embargo las derivadas

(gδn)
′
(x) = g

′
(x) + n cos(

nx

δ
) x ∈ [0, 1],

satisfacen
‖(gδn)

′ − g′‖∞ = n.

Entonces para un error en el dato arbitrariamente pequeño δ, el error en el cálculo de la
derivada, es muy grande. Aśı la derivada es un problema inverso mal puesto.

Ejemplo 2.

Consideremos la ecuación Ax = b, b ∈ Rm, x ∈ Rn, A ∈ Rm×n. Sea

Z = {x∗ : ‖Ax∗ − b‖ = ı́nf {‖Ax− b‖ : x ∈ Rn}} ,

Z : Conjunto de las soluciones del problema de mı́nimos cuadrados, R(A) : Rango de A,
N(A) : Kernel de A. Se puede demostrar fácilmente que

‖Ax∗ − b‖= ı́nf
{
‖Ax− b‖ : x ∈ Rn}⇔ ATAx∗ = AT b,
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1. Preliminares

es decir, x∗ es solución de mı́nimos cuadrados de Ax∗ = b si y sólo si Ax∗ es el elemento más
cercano en R(A) a b, o equivalentemente Ax∗− b ∈ R(A)⊥ = N(A). Aśı AT (Ax∗− b) = 0
y por lo tanto ATAx∗ = AT b.

La solución generalizada
∼
x se define como:

‖∼
x‖ = ı́nf {‖z‖ : z ∈ Z} .

Para ilustrar un poco el ejemplo, veamos que el sistema Ax = b, no tiene solución para

A =

 1 1
1 1
1 1

 y b =

 1
2
3

 .

Aśı las soluciones de mı́nimos cuadrados están dadas por

Z = {(x, y) : x+ y = 2} ,

y la solución generalizada está dada por

∼
x =

(
1
1

)
.

Ejemplo 3.

Consideremos el espacio de Hilbert `2 dado por el conjunto de sucesiones reales cuadrado
sumables,

`2 =

{
x = {xn} = (x1, x2, ..., xn, ...) :

∞∑
n=1

x2
n <∞

}
.

Definamos el operador A : `2 → `2 con

y = Ax =
(
x1,

x2

8
,
x3

27
, ...,

xn
n3
, ...
)
,

yn =
xn
n3
,

∞∑
n=1

y2
n =

∞∑
n=1

x2
n

n6
≤

∞∑
n=1

x2
n <∞.

Observemos que el operador A es un operador lineal y acotado puesto que para cada
α, β ∈ R

A(α{xn}+ β{zn}) = αA({xn}) + βA({zn}).

Además, puesto que cada elemento de la sucesión {1/n6} es acotada por 1 tenemos que

‖Ax‖2 =
∞∑
k=1

|xk|2

n6
≤

∞∑
k=1

|xk|2 = ‖x‖2 ,
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1. Preliminares

es decir

‖A‖ = sup
x 6=0

{
‖Ax‖
‖x‖

}
≤ 1.

Por otro lado el operador A es compacto ya que podemos definir para cada k ∈ N un
operador lineal Ak ∈ B(`2) 1 tal que ‖A− Ak‖ → 0 cuando k →∞. En efecto,

Ak{xn} =
{
ckn
}

donde ckn =

{
xn/n

3 n ≤ k,
0 n > k.

Los operadores Ak son operadores lineales y acotados y tienen rango finito, por lo tanto
son compactos y además

‖(A− Ak)x‖2 =
∞∑

n=k+1

|xn|2

n4
≤ 1

(k + 1)6

∞∑
k=1

|xk|2 =
1

(k + 1)6 ‖x‖
2 .

De esta desigualdad se sigue que

‖A− Ak‖ ≤
1

(k + 1)3 ,

y aśı ‖A− Ak‖ → 0 cuando k → ∞. Aśı A es compacto por ser ĺımite de operadores
compactos.

Ahora, si deseamos resolver el sistema Ax = y para un y dado donde A es compacto,
vemos que no es posible resolver el sistema de la forma x = A−1y, esto es debido a que
A no invertible. Si suponemos que lo es, entonces formalmente el operador inverso de A
esta dado por

A−1y = (y1, 8y2, 27y3, ..., n
3yn, ...).

Puesto que

A−1Ax = A−1A {xn} = A−1
(
x1,

x2

8
,
x3

27
, ...,

xn
n3
, ...
)

= (x1, x2, x3, ..., xn, ...) = x,

y similarmente

AA−1y = AA−1 {yn} = A(y1, 8y2, 27y3, ..., n
3yn, ...) = (y1, y2, y3, ..., yn, ...) = y,

pero el operador A−1 no es acotado.

Por último observemos que si tomamos la siguiente sucesión

yn = (0, 0, ..., 0,
1

n
, 0, ...),

1B(`2): Espacio de las funciones lineales acotadas de `2 en `2
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1. Preliminares

claramente yn→ 0, pero ‖A−1yn‖ = n→∞.

En conclusión si tenemos el sistema Ax = y, para un y dado, este sistema no tiene solución
para todo y ∈ `2, es decir si

y =

(
1,

1

22
,

1

32
, ...,

1

n2
, ...

)
,

vemos que

y =

(
1,

1

22
,

1

32
, ...,

1

n2
, ...

)
= A(1, 2, 3, ..., n, ...), pero (1, 2, 3, ...) /∈ `2 aunque y ∈ `2.

Aśı, este problema no cumple con la condición (1) de Hadamard y se convierte en un
problema inverso mal puesto.

Una familia de problemas inversos inherentemente más dif́ıciles son los referidos conjunta-
mente como problemas inversos no lineales. Estos problemas no lineales tienen una relación
más compleja entre los datos y el modelo, aunque también pueden ser representados por
la ecuación:

y = Ax,

donde A es un operador no lineal. En este tipo de problemas, lo primero que se debe hacer
es comprender la estructura del problema y dar una respuesta teórica a los cuestionamien-
tos de Hadamard (de tal manera que el problema está resuelto desde el punto de vista
teórico). Una vez hecho esto se sigue con el estudio de la regularización y de las interpreta-
ciones de la evolución de las soluciones con nuevas medidas (probabiĺısticas o de otro tipo).

Para solucionar los diferentes problemas inversos mal puestos, recurrimos a una lista de
métodos de soluciones:

Inversión directa.

Descomposición en valores singulares.

Mı́nimos cuadrados.

Métodos variacionales.

Molificación.

Métodos Bayesianos, etc.

En nuestro trabajo estamos interesados en regularizar nuestro problema, la regularización
[17] consiste en la aproximación de un problema mal formulado por una familia cercana de
problemas bien formulados, que dependen de un parámetro positivo llamado parámetro
de regularización. La principal propiedad es que, en el caso de datos libres de ruido,
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1. Preliminares

las funciones de la familia convergen exactamente a la solución del problema, cuando el
parámetro de regularización tiende a cero; en el caso de datos con ruido se puede obtener
una aproximación óptima de la solución exacta para valores del parámetro distintos de
cero.

Consideremos el siguiente problema Ax = y donde A es un operador compacto entre los
espacios de Hilbert X y Y sobre el campo de los complejos o reales. En la práctica y
nunca es conocido exactamente, supongamos que yδ ∈ Y para un δ > 0 con ‖y− yδ‖ ≤ δ,
el objetivo es resolver

Axδ = yδ,

que en general no tiene solución debido a que no necesariamente se tiene que yδ está en el
rango de A (R(A)), por lo tanto lo mejor que podemos hacer es determinar una aproxi-
mación xδ ∈ X a la exacta x, también se requiere que la aproximada xδ dependa continu-
amente de los datos yδ. En otras palabras queremos construir una aproximación acotada
adecuada R : Y → X del operador inverso no acotado A−1 : R(A)→ X.

Definición 1.1.1. Una extrategia de regularización es una familia de operadores lineales
acotados

Rα : Y → X, α > 0,

tal que
ĺım
α→0

RαAx = 0 para todo x ∈ X, (1.2)

aqúı el operador RαA converge puntualmente a la identidad.

Teorema 1.1.2. Sea Rα una estrategia de regularización para un operador compacto
A : X → Y donde dim(X) =∞. Entonces tenemos

Los operadores Rα no son uniformemente acotados; esto es, existe una sucesión (αj)
con ‖Rαj

‖ → ∞ cuando j →∞.

La sucesión (RαAx) no converge uniformemente sobre subconjuntos acotados de X;
es decir, no existe convergencia de RαA a la identidad I.

Ejemplo 4.

Veamos una solución aproximada del ejemplo 1 para la ecuación (1.1) por cociente de
diferencias centradas. Sea α = h

(Rhg)(x) :=
g(x+ h)− g(x− h)

2h
x ∈ [0, 1],

para h > 0. Para hacer que (Rhg)(x) esté bien definido para x cerca de las fronteras,
supongamos por simplicidad que g es periódica con periodo 1. Al hacer una expansión de
Taylor para g se tiene
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1. Preliminares

‖g′ −Rhg‖∞ ≤
h

2
‖g′′‖∞,

‖g′ −Rhg‖∞ ≤
h2

6
‖g′′′‖∞,

si g ∈ C2([0, 1]) o g ∈ C3([0, 1]) respectivamente. Para el dato ruidoso gδ el error total
puede ser estimado por

‖g′ −Rhg
δ‖∞ ≤ ‖g

′ −Rhg‖∞ + ‖Rhg −Rhg
δ‖∞

≤ h

2
‖g′′‖∞ +

δ

h
,

si g ∈ C2([0, 1]). En este estimativo tenemos el error total dividido en un error aproximado
‖g′−Rhg‖∞, el cual tiende a 0 cuando h→ 0, y el error en el dato ruidoso ‖Rhg−Rhg

δ‖,
el cual se va a infinito cuando h → 0. Para dar una buena aproximación tenemos que
balancear estos dos términos de error por una buena elección de la discretización del
parámetro h. El mı́nimo del lado derecho para el error estimado es obtenido en h =
(2/‖g′′‖)1/2δ1/2. Con esta elección de h el error total es de orden

‖g′ −Rhg
δ‖∞ = O(δ1/2). (1.3)

Si g ∈ C3([0, 1]), haciendo un cálculo similar tenemos que h = (3/‖g′′′‖)1/3δ1/3 y tenemos
una mejor razón de convergencia

‖g′ −Rhg
δ‖∞ = O(δ2/3). (1.4)

Mas suavidad de g no mejora el orden de δ2/3 para el cociente de diferencias centradas
Rh. Esto demuestra que para orden más alto en el esquema de diferencias la razón de
convergencia es más pequeño que O(δ).

La razón de convergencia (1.3) refleja el hecho de que la estabilidad puede ser restaurada
en el problema (1.1) si es dada la información

‖g′′‖∞ ≤ E.

En otras palabras, la restricción del operador diferencial en el conjunto WE := {g : ‖g′′‖ ≤
E} es cont́ınuo con respecto a la norma del máximo. Esto se sigue del siguiente estimativo

‖g′1 − g
′

2‖∞ ≤ ‖(
d

dx
−Rh)(g1 − g2)‖∞ + ‖Rh(g1 − g2)‖∞

≤ h

2
‖g′′1 − g

′′

2‖∞ +
‖g1 − g2‖∞

h

≤ 2
√
E‖g1 − g2‖∞,

el cual se tiene para g1, g2 ∈ WE con la elección h =
√
‖g1 − g2‖∞/E.

12
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1.2. Molificación para la diferenciación numérica

Como definimos en la sección anterior una de las técnicas conocidas para regularizar un
problema inverso mal puesto es la molificación, en esta sección mostraremos cómo fun-
ciona la molificación para aproximar derivadas de funciones que vienen con ruido, debido
a la práctica ó datos experimentales.

Supongamos que tenemos una función con ruido, f ε = f + ε, nosotros queremos estimar
Jδf

ε tal que ‖f − Jδf
ε‖ sea pequeño, pero al mismo tiempo que sea suave. Sea δ > 0,

p > 0, y

Ap =

(∫ p

−p
e−s

2

ds

)−1

.

La δ−molificación de una función integrable se basa sobre la convolución con el kernel
Gaussiano

ρδ,p(x) =

{
Apδ

−1e−(x2/δ2) si |x| 6 pδ,
0 si |x| > pδ.

El δ−molificado, ρδ,p, es no negativo en C∞(I) donde I = (−pδ, pδ) y satisface∫ pδ

−pδ
ρδ,p(x)dx = 1.

Para f(x) ∈ L1
loc(R), definimos esta δ−molificación por el operador convolución

Jδf(x) = (ρδ ∗ f)(x) =

∫ ∞
−∞

ρδ(x− s)f(s)ds =

∫ x+pδ

x−pδ
ρδ(x− s)f(s)ds.

Sea K = {xj : j ∈ Z} ⊂ R, que satisface xj+1 − xj > d > 0, j ∈ Z y G = {gj}j∈Z

una función discreta definida sobre K, además sea sj =
1

2
(xj+1 + xj), j ∈ Z, entonces la

δ−molificación de G para el caso discreto se define como

JδG(x) =
∞∑

j=−∞

(∫ sj

sj−1

ρδ(x− s)ds

)
gj,

y note que
∞∑

j=−∞

(∫ sj

sj−1

ρδ(x− s)ds

)
=

∫ x+pδ

x−pδ
ρδ(s)ds = 1.

1.2.1. Aproximación de derivadas

Supongamos que damos una función con ruido f ε y queremos estimar su derivada f
′
,

haciendo uso de las propiedades del operador convolución, nosotros podemos proceder de
diferentes maneras:

13
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Usar la definición directamente (ρδ ∗ f)
′
.

Primero calcular f
′

y después hacer la convolución con ρ
′

δ.

Las propiedades principales que relacionan la δ-molificación con la diferenciación de fun-
ciones con ruido son establecidas en los siguientes resultados, [9].

Teorema 1.2.1.

1. (Consistencia) Si f
′
(x) ∈ C0,1(R), entonces existe una constante C, independiente

de δ, tal que
‖(Jδf)

′ − f‖∞ 6 Cδ.

2. (Estabilidad) Si f(x), f ε(x) ∈ C0(R) y ‖f − f ε‖∞ 6 ε, existe una constante C,
independiente de δ, tal que

‖(Jδf)
′ − (Jδf

ε)
′‖∞ 6 C

ε

δ
.

3. (Convergencia) ‖(Jδf ε)
′ − f ′‖∞ 6 C

(
δ +

ε

δ

)
.

Ahora veamos los resultados para la molificación discreta. Sea ∆x = xj+1−xj para j ∈ Z.

Teorema 1.2.2.

1. (Consistencia) Sea g
′
(x) ∈ C0,1(R1), y G = {gj = g(xj) : j ∈ Z} la versión discreta

de g. Entonces existe una constante C, independiente de δ, tal que

‖(JδG)
′ − g′‖∞ 6 C

(
δ +

∆x

δ

)
.

2. (Estabilidad) Para las funciones discretas G y Gε =
{
gεj : j ∈ Z

}
, definidas en R con

‖G−Gε‖∞ 6 ε, se tiene que

‖(JδG)
′ − (JδG

ε)
′‖∞ 6 4Ap

ε

δ
.

3. (Convergencia) Sea g
′
(x) ∈ C0,1(R1) y G = {gj = g(xj) : j ∈ Z} la versión discreta

de g, y Gε =
{
gεj : j ∈ Z

}
es la versión discreta perturbada de g que satisface

‖G−Gε‖∞ 6 ε.

Entonces existe una constante C, independiente de δ, tal que

‖(JδGε)
′ − (Jδg)

′‖∞ 6
C

δ
(ε+ ∆x) ,

y

‖(JδGε)
′ − g′‖∞ 6 C

(
δ +

ε

δ
+

∆x

δ

)
.

14
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1.2.2. Diferenciación numérica por molificación discreta

La diferenciación numérica de datos inexactos es un problema mal formulado, y el método
que se presenta aqúı se sigue de la reconstrucción estable de la derivada de una función
que es aproximadamente conocida en un conjunto discreto de puntos.

Sea Gε =
{
gεj : j ∈ Z

}
la función discreta perturbada de g. Para reconstruir la derivada g

′

de datos con ruido utilizamos (d/dx)ρδ y la convolución con la función dada. Los cálculos
son arreglados con la aproximación de diferencias centradas de la derivada molificada
(d/dx)JδG

ε, donde el operador de diferencia central (D0) está dado por

D0f(x) =
f(x+ ∆x)− f(x−∆x)

2∆x
.

Teorema 1.2.3.

Suponga que g
′
(x) ∈ C0,1(R) y sean G = {gj = g(xj) : j ∈ Z} la versión discreta de g,

y Gε =
{
gεj : j ∈ Z

}
la versión discreta perturbada de g que satisface ‖G − Gε‖∞ 6 ε.

Entonces

‖D0(JδG
ε)− (Jδg)

′‖∞ 6
C

δ
(ε+ ∆x) + Cδ(∆x)2

y

‖D0(JδG
ε)− g′‖∞ 6 C

(
δ +

ε

δ
+

∆x

δ

)
+ Cδ(∆x)2,

en donde el operador diferenciaciónDδ
0 se define por la siguiente regla:Dδ

0 = D0(JδG)(x)|R.

Teorema 1.2.4.

El operador D0 satisface

‖Dδ
0(G)‖∞ ≤ 4

Ap
δ
‖G‖∞.

Ver [9].

1.2.3. Ejemplos

Ejemplo 5.

Sean
f(x) = sen(πx) + cos(−πx2) y f ′(x) = π cos(πx) + 2πx sen(−πx2),

las función exactas y ε = 0,02 el ruido para la función f .
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Ejemplo 2

Sean

f(x) =


0 si 0 ≤ x < 1

2x− 2 si 1 ≤ x < 2
−x+ 4 si 2 ≤ x ≤ 3

y f ′(x) =


0 si 0 ≤ x < 1
2 si 1 ≤ x < 2
−1 si 2 ≤ x ≤ 3

,

las funciones exactas y ε = 0,02 el ruido para la función f .

16



1. Preliminares

1.3. Convergencia débil

Definición 1.3.1. La clausura convexa de un conjunto A en un espacio vectorial X es
el conjunto de todas las combinaciones convexas de elementos de A. Esto es, el conjunto
de todas las sumas t1x1 + t2x2 + ... + tnxn en las cuales xi ∈ A, ti ≥ 0,

∑
ti = 1; n es

arbitrario.

Proposición 1.3.2. Sean X, Y espacios normados. Si Y es un espacio de Banach, en-
tonces B(X, Y ) es un espacio de Banach.

17
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De esta proposición se deduce que X
′

= B(X,R) siempre es un espacio de Banach (aún
cuando X no lo sea). Más aún si f ∈ X ′ y u ∈ X se suele denotar

〈f, u〉 = f(u)

y se denomina producto de dualidad de f con u.

Definición 1.3.3. Sea X un espacio de Banach y sea J la inyección canónica de X en
X
′′

(bidual de X). Se dice que X es reflexivo si J(X) = X
′′
.

Definición 1.3.4. Sea X un espacio normado. Una sucesión {un} ⊂ X se dice que
converge débilmente a un punto u ∈ X y se escribe

un ⇀ u,

si y sólo si
∀f ∈ X ′ se tiene < f, un >→< f, u > .

Veamos unas propiedades fundamentales de la convergencia débil sus demostraciones se
pueden ver en [18].

Propiedades:

Una sucesión {un} en un espacio de Banach X sobre el campo R, entonces:

1. La convergencia fuerte un → u cuando n→∞ implica la convergencia débil un ⇀ u
cuando n→∞.

2. Si dimX < ∞, entonces la convergencia débil un ⇀ u cuando n → ∞ implica la
convergencia fuerte un → u cuando n→∞.

3. Si un ⇀ u cuando n → ∞, entonces {un} es acotada y ‖u‖ ≤ limsup‖un‖ cuando
n→∞. (Teorema de Banach y Steinhaus 1927).

4. Si un ⇀ u cuando n→∞, entonces existe una sucesión {vn} en la clausura convexa
cerrada de {un} tal que vn → u cuando n→∞. (Teorema de Mazur 1933).

5. Si un ⇀ u cuando n→∞, entonces u está en la clausura convexa cerrada de {un}.

6. Si {un} es acotado en X y si existe un u ∈ X y un conjunto denso D en X
′

tal que
< f, un >→< f, u > cuando n → ∞ para todo f ∈ D, entonces un ⇀ u cuando
n→∞.

7. Si X es reflexivo y la sucesión real {< v, un >} converge para todo v ∈ X ′ , entonces
existe un u ∈ X tal que un ⇀ u cuando n→∞.

8. Si {un} es una sucesión acotada en el B-espacio reflexivo X, entonces {un} tiene una
subsucesión que converge débilmente. Si además cada subsucesión de {un} converge
débilmente a u, entonces un ⇀ u cuando n→∞.
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9. Se sigue de
un ⇀ u en X cuando n→∞.

fn → f en X
′
cuando n→∞,

que < fn, un >→< f, u > cuando n→∞.

10. Si X es reflexivo, entonces se sigue de

un ⇀ u en X cuando n→∞.

fn ⇀ f en X
′
cuando n→∞,

que < fn, un >→< f, u > cuando n→∞.

1.4. Métodos iterativos

A. Método del descenso rápido

Consideremos un sistema de ecuaciones lineales de la forma

Ax = b, (1.5)

donde A es de la forma A + αG, A y G son matrices de orden N , simétricas con A
semidefinida positiva, G es definida positiva, y α ≥ 0 es un parámetro dado. Suponga que
los autovalores de A y G son {µk}Nk=1 y {λk}Nk=1 respectivamente con

0 ≤ µk ≤ µk+1 para 1 ≤ k ≤ N,

0 < λk ≤ λk+1 para 1 ≤ k ≤ N.

Se define el número de condición de la matriz A como κ(A) :=
µN
µ1

y el número de condición

de G como κ(G) ≤ C, es decir, acotado independientemente de N . De hecho si indicamos

la dependencia de los autovalores sobre el tamaño de la matriz, esto es µk = µ
(N)
k , entonces

frecuentemente se tiene:

ĺım
n→∞

µ
(n)
1 = 0, µ

(N)
k es acotado cuando N →∞ luego ĺım

N→∞
κ(A) = +∞.

Observación:

En problemas directos (de ecuaciones diferenciales parciales) es común encontrar que la
matriz que resulta de la discretización (por elementos finitos o diferencias finitas) tiene
un número de condición grande, esto es debido a que el máximo autovalor es muy grande
en comparación con el más pequeño. Además la matriz usualmente es esparcida y muy
grande.
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Veamos, para α > 0, que κ(A+ αG) ≤ µN + αλN
µ1 + αλ1

< κ(A) si κ(A) > κ(G).

El descenso rápido es basado en la caracterización de la solución de (1.5) como el mini-
mizador del funcional

f(x) = (Ax, x)− 2(x, b), x ∈ RN ,

dados una matriz A y un vector b donde (·, ·) denota el producto interior euclidiano sobre
RN .

Entonces no es d́ıficil probar el siguiente resultado:

Proposición 1.4.1. Si A es una matriz simétrica de orden N definida positiva, entonces

Au = b⇐⇒ f(u) = mı́n
x∈RN

f(x).

Supongamos que tenemos alguna aproximación de u = A−1b, digamos y ≈ u. Ahora
consideremos una nueva aproximación de la forma

w = y + tv,

donde t ∈ R y v ∈ RN . Necesitamos elegir la dirección de v tal que el funcional tenga
la razón de decrecimiento (cerca de y) mayor. Del cálculo multivariado conocemos que
∇f(y) da la dirección de mayor razón de cambio de f en y y por lo tanto tenemos que v
= −∇f(y). Con un simple cálculo tenemos

∇f(y) = Ay − b.

Con la elección de la dirección v = −∇f(y) elegimos el tamaño del paso t = t∗ minimizando
F (t) := f(y + tv). Esto es F ′(t∗) = 0 y por tanto

t∗ =
‖v‖2

(Av, v)
.

Consecuentemente, la expectativa es que el nuevo vector, w = y + t∗v con v = b−Ay, es
la mejor aproximación de u para y.

Algoŕıtmo de Descenso Rápido: Paso inicial y(0) ∈ RN

Para k ≥ 0 :
poner r(k) = b−Ay(k) y PARE si r(k) = 0

calcule tk =
‖v‖2

(Av, v)
y actualizar y(k+1) = y(k) + tkr

(k).
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Observación:

Si A es una matriz cuadrada simétrica definida positiva entonces podemos definir un
producto interior sobre RN por

[x, y] = (Ax, y).

No es dif́ıcil mostrar que para α, β ∈ R y x, y, v ∈ RN

[x, x] ≥ 0 y [x, x] = 0⇐⇒ x = 0.

[x, y] = [y, x].

[αx+ βv, y] = α[x, y] + β[v, y].

La correspondiente norma es dada por

‖x‖A =
√

(Ax, x) , x ∈ RN .

Teorema 1.4.2. Para algún k ≥ 0, el error ε(k):= u− y(k) satisface

∥∥ε(k)
∥∥

A
≤
[
κ(A)− 1

κ(A)+1

]k ∥∥ε(0)
∥∥

A
.

La prueba de este teorema se pueder ver en [1].

B. Método del Gradiente Conjugado

Una desventaja del método del descenso rápido es su caracter local. Es decir, que para
hallar la nueva dirección descendente se basa solamente en la ubicación actual. Considere-
mos entonces la dirección del paso k, r(k) = b−Ay(k).

Si y(0) = 0, tenemos r(0) = b, y por lo tanto

y(1) = 0 + τ1b ∈ gen{b}, r(1) = b−Ay(1) = b− τ1Ab,

y de aqúı
y(2) = y(1) + τ2r

(1) = τ1b+ τ2(b− τ1Ab) ∈ gen{b,Ab},
y aśı sucesivamente

y(k) ∈ gen{b,Ab, · · · ,Ak−1b} = Sk.

El espacio Sk es llamado el k-ésimo subespacio de Krylov correspondiente a b. Note
también que

gen{Ax,A2x, · · · ,Akx} = Sk, donde x = A−1b.

En el método del gradiente conjugado (GC) se usa el dato anterior para determinar la
dirección descendente. Este método aplicado al sistema Ax = b puede ser definido como
sigue.
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Para determinar w(k) en la k-ésima (GC) iteración, hacemos uso del método de Galerkin
con el subespacio Sk, de la siguiente manera

(Aw(k) − b, v) = 0, v ∈ Sk,

o equivalentemente
[w(k) − x, v] = 0, v ∈ Sk,

por lo tanto la aproximación k-ésima (GC) satisface

[w(k), v] = (b, v), v ∈ Sk. (1.6)

Esto significa que w(k) es la proyección de x sobre Sk respecto al producto interior [·, ·].
No es necesario tener un orden para conocer x y a su vez calcular esta proyección. En
efecto, ∥∥x− w(k)

∥∥
A
≤ ‖x− v‖A , v ∈ Sk.

En particular, ∥∥x− w(k)
∥∥

A
≤
∥∥x− y(k)

∥∥
A
,

donde {y(k)} es la sucesión de descenso empinado.
No es del todo obvio cómo puede ser calculado wk por un algoritmo relativamente simple.
No probaremos esto aqúı simplemente identificamos el algoritmo. Ver [1].

Algoritmo del Gradiente Conjugado:

entrar p(0) = r(0) = b, w(0) = 0
calcule para k ≥ 0 :

Ap(k)

w(k+1) = w(k) + αkp
(k), donde αk =

(r(k), p(k))

(Ap(k), p(k))
r(k+1) = r(k) − αkAp(k)

p(k+1) = r(k+1) − βkp(k), donde βk =
(Ap(k), r(k+1))

(Ap(k), p(k))
.

El próximo teorema da un resultado de convergencia para el método del gradiente conju-
gado.

Teorema 1.4.3. Para algún k ≥ 0,

∥∥ε(k)
∥∥

A
≤ 2

[
κ1/2(A)− 1

κ1/2(A) + 1

]k ∥∥ε(0)
∥∥

A
,

donde ε(k) = x− w(k). Además la sucesión {w(k)} del GC satisface∥∥x− w(k)
∥∥

A
= mı́n

w∈Sk

‖x− w‖A .

Estos métodos se pueden encontrar en [1].
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Caṕıtulo 2

Ecuación del calor

2.1. Derivación de las ecuaciones reacción-difusión

Las ecuaciones de reacción-difusión implican dos procesos diferentes: difusión (movimien-
to local) y reacción (crecimiento, interacciones, cambios de estado).

La difusión es un fenómeno el cual un grupo de part́ıculas se mueven como grupo de
acuerdo a la trayectoŕıa irregular de cada una de las part́ıculas. El principio de conservación
es una de las teoŕıas f́ısicas básicas en la formulación de ecuaciones. Cuando el problema
en cuestión consiste en un proceso de reacción acompañada de la difusión, este principio
conduce a un conjunto de ecuaciones en derivadas parciales de las incógnitas del sistema.
Estas cantidades podrán ser: concentraciones de masas en los procesos de reacción qúımica,
la temperatura en la conducción del calor, flujo de neutrones en los reactores nucleares,
la densidad de población en la dinámica de la población y muchos otros. Para dar una
descripción de la deducción de las ecuaciones que se presentan consideremos u(x, t), como
la función de densidad, en el tiempo t y la posición x en un medio de difusión Ω en Rn.
El principio de conservación establece: Para cualquier subdominio R en Ω, con frontera
cerrada S, la razón de cambio de la densidad de masa en R es igual a menos la razón
del flujo a través de la frontera S. Sea F el campo vectorial denominado flujo y sea ν
el vector normal exterior a S. Supongamos que u, F son continuas en x y que F tiene
derivadas parciales continuas con respecto a las componentes de x y t además que u tiene
una derivada continua en t. Entonces la relación de equilibrio se puede expresar como

d

dt

∫
R

a0udx = −
∮
S

F.νds, (2.1)

donde a0 es una constante de proporcionalidad, la cual depende del tipo de problema que
se está estudiando. Por ejemplo, en procesos de reacción qúımica, a0 representa el número
de Lewis, y en problemas de conducción de calor es el producto entre la densidad y el calor
espećıfico. El signo negativo en la integral de superficie representa el flujo de densidad en
la región R através de la frontera S. Del teorema de la divergencia tenemos que
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∮
S

F.νds =

∫
R

∇.Fdx,

donde ∇ es el operador gradiente en x, y la ecuación (2.1) se reduce a∫
R

(a0ut +∇.F )dx = 0.

Suponiendo que ut y ∇.F son continuas en Ω y la arbitrariedad del subdominio R implica
que

a0ut +∇.F = 0, en Ω. (2.2)

Para relacionar el flujo de difusión F para la función de densidad u necesitamos de un
principio f́ısico. Este principio tiene diferentes nombres en diferentes contextos. Se llama
la ley de Fick en los procesos de reacción qúımica, la ley de Fourier en los problemas de la
conducción del calor y la ley de Darcy en las ecuaciones de medio poroso. En cada caso,
la ley establece, el flujo es proporcional al gradiente negativo de la densidad

F = −a∗∇u,

donde a∗ es una función estrictamente positiva en Ω. Sustituyendo esta relación en (2.2)
tenemos la ecuación

ut = ∇.(a∇u), (2.3)

donde a = a∗/a0. La función a es llamada el coeficiente de difusión en procesos de difusión
qúımicos ó el término de difusividad en problemas de conducción de calor. El término
∇.(a∇u) representa la razón de cambio debido a la difusión.

Cuando tenemos factores externos como la fuente en nuestro fenómeno f́ısico, el principio
de conservación establece que

d

dt

∫
R

a0udx = −
∮
S

F.νds+

∫
R

qdx.

En problemas de conducción de calor podemos tener fuentes q externas que generen más
calor o sumideros donde se presenta pérdida de calor, en este caso, el término reacción q
es la densidad por unidad de volumen por unidad de tiempo formado a través del proceso
de reacción ó interacción. Haciendo un proceso análogo a la deducción de la ecuación
tenemos que

ut = ∇.(a∇u) + q. (2.4)

Cuando q es una función determinada por la ecuación estándar (2.4) esta es la ecuación
estándar difusión lineal o ecuación del calor. En muchos problemas de tipo reacción-
difusión, q depende de la función u densidad y posiblemente en (x, t) de forma expĺıcita.
Escribir q = F (x, t, u) en (2.4) conduce a la ecuación de reacción-difusión
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ut −∇.(a∇u) = F (x, t, u). (2.5)

La ecuación (2.5) en el campo de la ciencia aplicada es llamada ecuación reacción difusión
no estacionaria. En la literatura matemática a menudo son conocidas como ecuaciones
parabólicas semilineales .

Más información sobre las ecuaciones reacción-difusión se puede ver en [11].

2.2. Aplicaciones

En el contexto de la conducción de calor y la difusión cuando u representa la temperatura
y la concentración, la función F (x, t, u) desconocida se interpreta como una fuente de calor
y material. Por otro lado en aplicaciones de productos qúımicos o bioqúımicos se puede
interpretar como un término de reacción. Veamos unas aplicaciones.

1. Modelo lineal de Fischer del avance de los genes ventajosos

Considere la población de una especie dada, distribuida uniformemente a lo largo de
un hábitat lineal. Supongamos que el tamaño del hábitat es grande en comparación
con las distancias que separan los lugares de la descendencia de aquellos que son
de sus padres. Supongamos además que en algún punto del hábitat una mutación
ventajosa ocurre (es decir, una mutación que es de alguna manera ventajosa para la
supervivencia de algún miembro de la población).

Esta mutación se difunde, primero en la vecindad de la ocurrencia de la mutación y
después en los alrededores de la población.

Sea p = p(x, t) la concentración de los miembros de la población con el gen mutante y
sea q = q(x, t) la concentración de los miembros de la población cuyos descendientes
tienen el gen mutante (x es la posición dentro el hábitat). Podemos asumir que q =
1−p. Denotemos por α la intensidad de la selección en favor del gen mutante, el cual
tomamos como independiente de p. Para α suficientemente pequeña, la concentración
p vaŕıa continuamente con el tiempo de generación en generación. Suponga que la
razón por generación a la cual los miembros de la población con el gen mutante

se difunde dentro de la población total está dada por −k ∂p
∂x

, donde k > 0 es una

constante de difusión (independiente de x y p). Bajo todas estas suposiciones se
puede mostrar que la concentración del gen mutante satisface

∂p

∂t
=
∂2p

∂x2
+ αp(1− p).

Ver [13].
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2. Genética poblacional

Consideremos una población de individuos en donde cada uno porta dos genes,
digamos B y A, aśı, la población se divide en tres genotipos BB, BA y AA. Sea
Ω el hábitat donde vive la población y sean ui(x, t), i = 1, 2, 3, las densidades de
población de BB, BA y AA respectivamente. Supongamos que la población se cruza
de manera aleatoria con una tasa de nacimiento r y que la población se mueve con
una constante de difusión a. También suponemos que las tasas de muerte dependen
de los genotipos y los denotamos respectivamente con τi, i = 1, 2, 3. Bajo estas
condiciones las densidades ui satisfacen el sistema

∂ui
∂t

= O(aiOui) + fi(x, t, u1, u2, u3), i = 1, 2, 3.

Ver [13].

3. Dispersión de mamı́feros

Modelos espaciales para la dispersión de mamı́feros en ecoloǵıa vienen desde Skellam
[20], quien modeló la expansión de la población de muskrats (roedores acuáticos)
en Europa. Skellam encontró una relación lineal entre la ráız cuadrada del área
habitada por los muskrats y el tiempo, usando un modelo de dos dimensiones con
dispersión aleatoria y crecimiento exponencial de la población en coordenadas po-
lares. Suponiendo que la dispersión se da por igual en todas direcciones, es decir,
es isotrópica, y que el crecimiento de la población es proporcional a la densidad
poblacionales, el modelo es:

∂S

∂t
=
a

r

∂

∂r

(
r
∂S

∂r

)
+ αS,

donde a es la constante de difusión y α la tasa neta de crecimiento. Ver [13].

4. Modelo de Maltus

En la predicción de la mayoŕıa de la población, el modelo de Malthus sólo se puede
utilizar en un corto peŕıodo de tiempo. Debido a la limitación de los recursos, la
tasa de crecimiento de la población se reducirá y la población pueden saturar a un
nivel máximo. Por lo tanto, es natural que se utilice una tasa de crecimiento que
depende de la densidad por habitante, la más simple que se utiliza sobre todo, es
la tasa de crecimiento loǵıstico. Junto con la difusión de la especie, se obtiene en la
siguiente ecuación loǵıstica difusiva

∂P

∂t
= D∆P + aP

(
1− P

N

)
,
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2. Ecuación del calor

donde a > 0 es la máxima razón de crecimiento por capital y N > 0 es la capacidad
de carga. La ecuación loǵıstica difusiva es la más simple ecuación no lineal de reac-
ción-difusión, pero los métodos de análisis pueden ser utilizados en muchos otros
problemas.

5. Reactores qúımicos y combustión

En la reacción qúımica no isotérmica el proceso participa de múltiples especies qúımi-
cas, las concentraciones qúımicas normalizadas y la temperatura son governadas por
un sistema acoplado de ecuaciones de reacción-difusión. En el caso de una sola es-
pecie donde el coeficiente de difusión y la difusividad térmica son constantes las
ecuaciones para la concentración u y la temperatura v son dadas por

ut −D1∇2u = −a1f(u, v),

vt −D2∇2v = a2f(u, v), (2.6)

donde a1 se conoce como el número Thiele y a2/a1 es la temperatura Prater. Si la
reacción es irreversible la función f es dada

f(u, v) = upr(v),

y se conoce como la reacción de orden p. De acuerdo a la cinética de Arrhenius la
función r(v) es determinada por la ecuación

d

dv
(ln r) = E/Rv2,

donde E es la enerǵıa de activación y R es el gas constante. Esto da la relación

r(v) = r0e
(−E/Rv) ≡ e(γ−γ/v),

donde γ = E/R y r0 = e(γ). Aśı la función reacción f es

f(u, v) = upe(γ−γ/v),

donde γ es número Arrhenius y p es el orden de la reacción. Ver [11].

6. Explosión térmica

En la derivación de las ecuaciones para el problema de reacción qúımica, varias
aproximaciones son usadas para reducir el sistema acoplado (2.6) en un problema
de valor de frontera escalar. Otro modelo simple es el también llamado reacción de
orden cero, el cual corresponde a p = 0 por la función

f(u, v) = u0e(γ−γ/v).

En esta situación la ecuación para la temperatura v es reducida a

vt −D2∇2v = a2e
(γ−γ/v).

Ver [11].
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2.3. Teoremas de existencia y unicidad de la solución

Recordemos que nuestro problema es identificar F en

ut(x, t) = uxx(x, t) + F (x, t, u), 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1, (2.7)

u(x, 0) = f(x) 0 ≤ x ≤ 1,

u(1, t) = g(t) 0 ≤ t ≤ 1, (2.8)

u(0, t) = h(t) 0 ≤ t ≤ 1,

es necesario establecer las condiciones debe cumplir F para encontrar una única solución
con base en las condiciones iniciales y de frontera, lo cual garantizará existencia y unicidad
en la solución de nuestro problema. A continuación listaremos resultados cuyas pruebas
se pueden ver en [16].

Primero supongamos que F (x, t, u) = F (x, t) y definamos Ω = [0, 1]× [0, 1].

Definición 2.3.1. La función

φ(x, t) =


1

(4πt)1/2
e−(x2/4t) si x ∈ Ω,

0 en otro caso
,

es la solución fundamental del problema ut = uxx.

Donde φ cumple con las siguientes propiedades

φ(x, t) > 0, ∀x ∈ [0, 1].∫ 1

0
φ(x, t)dx = 1 para cada t ∈ (0, 1)

Consideremos el problema de valor inicial

ut − uxx = 0, (x, t) ∈ Ω

u(x, 0) = f(x), x ∈ [0, 1]

y definamos la siguiente convolución

u(x, t) =

∫ 1

0

φ(x− y, t− s)f(y)dy =
1

(4πt)1/2

∫ 1

0

e−(|x−y|2/4t)f(y)dy. (2.9)

Teorema 2.3.2. Suponga que f ∈ C([0, 1]) ∩ L∞([0, 1]) y definamos u como (2.9). En-
tonces

u ∈ C∞(Ω),

ut(x, t)− uxx(x, t) = 0, (x, t) ∈ Ω,
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ĺım
(x,t)→(x0,0),

(x,t)∈Ω

u(x, t) = f(x0) para cada punto x0 ∈ [0, 1]

Ahora consideremos el problema de valor inicial no homogéneo

ut − uxx = F, (x, t) ∈ Ω

u(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1]

y definamos la siguiente convolución

u(x, t) =

∫ t

0

∫ 1

0

φ(x−y, t−s)F (y, s)dyds =

∫ t

0

1

(4π(t− s))1/2

∫ 1

0

e−(|x−y|2/4(t−s))F (y, s)dyds.

(2.10)

Teorema 2.3.3. Sea u como (2.10), F ∈ C2
1(Ω)1 y de soporte compacto. Entonces

u ∈ C2
1(Ω),

ut(x, t)− uxx(x, t) = F (x, t), (x, t) ∈ Ω,

ĺım
(x,t)→(x0,0),

(x,t)∈Ω

u(x, t) = 0 para cada punto x0 ∈ [0, 1]

Aśı, de los teoremas 2.3.2 y 2.3.3 tenemos que

u(x, t) =

∫ 1

0

φ(x− y, t− s)f(y)dy +

∫ t

0

∫ 1

0

φ(x− y, t− s)F (y, s)dyds

con las hipótesis sobre F y f dadas en los teoremas, u es solución de (2.7)-(2.8).

Como estamos en un dominio acotado y tenemos condiciones de frontera, la unicidad
está dada por el siguiente teorema.

Teorema 2.3.4. Existe a lo más una solución u ∈ C2
1(Ω) del problema (2.7)-(2.8).

Por último supongamos que F := F (x, t, u), caso para el cual F depende de la solución.
A continuación se presentarán dos teoremas que me garantizarán la existencia y unicidad
del problema (2.7)-(2.8).

Teorema 2.3.5. Sea F (x, t, u) una función monotona no decreciente en u. Entonces
existe a lo más una solución del problema (2.7)-(2.8).

Teorema 2.3.6. Sea F (x, t, u) una función Lipschitz continua en u. Entonces existe a lo
más una solución del problema (2.7)-(2.8).

Las pruebas se pueden encontrar en [14].

1C2
1 (Ω) = {F : Ω→ R : F, Fx, Fxx, Ft ∈ C(Ω)}
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2.4. Solución numérica

Para calcular la solución numérica de la ecuación del calor aplicaremos un método que con-
siste en aproximar las derivadas parciales por expresiones algebraicas llamadas diferencias
finitas, veamos cómo aplicar este método para la siguiente ecuación.

∂u

∂t
(x, t) =

∂2u

∂x2
(x, t) + F (u),

u(x, 0) = f(x),

u(0, t) = g(t),

u(1, t) = h(t).

Dividimos el intervalo [0, 1] de x en n subintervalos iguales [xi, xi+1], i = 1, 2, ..., n, n + 1
con,

xi = xi−1 + ∆x, x1 = 0,

y ∆x = 1/n este es llamado el tamaño de la red y hacemos un proceso análogo para el
intervalo de [0, 1] de t no necesariamente del mismo tamaño de x. Sea ∆t el tamaño de
paso (en la dirección del tiempo). Los datos iniciales ahora son:

u0
1 = f(x1), u0

2 = f(x2), ..., u0
n−1 = f(xn−1), u0

n = f(xn),

y sea
uji = u(xi, tj), tj = tj−1 + ∆t, xi = xi−1 + ∆x, j ≥ 1, 1 ≤ i ≤ n+ 1.

Como la condición de frontera es conocida, entonces uj1 y ujn+1 son datos que ya se conocen

para todo j y sólo debemos calcular para uji para i = 2, ..., n. Tomemos

vj = [uj1, u
j
2, ..., u

j
n+1].

La idea es dar el vector vj+1 a partir de vj. Las ecuaciones diferenciales parciales pueden
ser aproximadas por ecuaciones de diferencias teniendo las siguientes relaciones:

∂u(xi, tj)

∂t
≈ uj+1

i − uji
∆t

,
∂u(xi, tj)

∂x
≈
uji+1 − u

j
i

∆x
,

∂2u(xi, tj)

∂x2
≈
uji+1 − 2uji + uji−1

(∆x)2
.

Entonces la ecuación diferencial ut = uxx + F (u) es ahora

uj+1
i − uji

∆t
=
uji+1 − 2uji + uji−1

(∆x)2
+ F (uji ). (2.11)

Sea

r =
∆t

(∆x)2
, c = 1− 2r,
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donde r < 1 para que el método sea estable, ver [19], entonces la expresión (2.11) puede
ser reescrita de la siguiente forma

uj+1
i = ruji+1 + cuji + ruji−1 + ∆tF (uji ).

2.4.1. Ejemplos

Para la implementación en el computador utilizamos Matlab 7.8.0 (R2009a).

Ejemplo 1

∂u

∂t
(x, t) =

∂2u

∂x2
(x, t) + F (u),

u(x, 0) = x = f(x),

u(0, t) = 0,

u(1, t) = et = h(t),

donde F (u) = u y u(x, t) = xet.
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Ejemplo 2

∂u

∂t
(x, t) =

∂2u

∂x2
(x, t) + F (x, t, u),

u(x, 0) = x2 = f(x),

u(0, t) = 0,

u(1, t) = et = h(t),

donde F (x, t, u) = u(x, t)− 2e(t) y u(x, t) = x2et.
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Caṕıtulo 3

Regularización Tikhonov
Generalizada

Sean X, Y , Z espacios de Hilbert adecuados con producto interno 〈, 〉X , 〈, 〉Y , 〈, 〉Z respec-
tivamente. Sean además C ⊆ X un subconjunto acotado y los operadores G : Y −→ Z y
ϕ : C ⊂ X −→ Y (lineales o no). Consideremos el siguiente problema impĺıcito no lineal
mal formulado

G ◦ ϕ(x) = y (3.1)

Suponemos que G y ϕ son operadores secuencialmente débilmente cerrados, es decir, para
cualquier sucesión {xn} ⊂ C que converge débilmente a x∗ entonces {ϕ(xn)} converge
débilmente a ϕ∗ y la sucesión {G(ϕ(xn))} converge débilmente a G∗ en donde ϕ(x∗) = ϕ∗

y G(ϕ(x∗)) = G∗.

Para la noción de una solución del problema (3.1), elejimos el concepto de x∗- solución de
norma mı́nima (x∗-m.n.s), x0 la cual satisface

G ◦ ϕ(x0) = y,

y

‖x0 − x∗‖ = mı́nx{‖x− x∗‖ : G ◦ ϕ(x) = y}.

En el problema (3.1) generalmente las soluciones no dependen cont́ınuamente de los datos
(inestabilidad), esto es, pequeños cambios en los datos produce grandes cambios en la
soluciones computadas. Generalmente, se recurre a métodos de regularización como el
que emplearemos en este trabajo. Para investigar la solución del problema impĺıcito in-
troducimos el funcional

M ε
α [G,ϕ, ϕ∗, x, x∗, y] = ‖(G ◦ ϕ)(x)− y‖2

Z + ε ‖ϕ(x)− ϕ∗‖2
Y + α ‖x− x∗‖2

X , (3.2)
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donde ε, α son parámetros positivos, llamados parámetros de regularización. Y considere-
mos el problema de minimización

mı́nx∈D(ϕ)M
ε
α[G,ϕ, ϕ∗, x, x∗, y]. (3.3)

Este método se conoce como el método generalizado de Tikhonov que depende de dos
parámetros de regularización para encontrar soluciones aproximadas a la solución deseada.
A continuación presentaremos los teoremas de existencia, convergencia y estabilidad, de
una manera general para espacios de Hilbert X, Y y Z, las pruebas que no se presentan
aqúı se pueden ver en [7], [15].

3.1. Existencia y monotonicidad

Teorema 3.1.1. (Existencia.) Para todo α 6= 0 y ε 6= 0 existe una solución xεα del
funcional (3.3). Si ϕ(C) y G(ϕ(C))son acotados en Y y Z, respectivamente, entonces
existe una solución x̂ del problema (3.3) con α = ε = 0 la cual es una solución de
mı́nimos cuadrados x∗-norma-mı́nima (x∗-s.m.c.m.n.), es decir,

‖x̂− x∗‖X = mı́n
x∈Γ
{‖x− x∗‖X : Γ = mı́n

x
‖(G ◦ ϕ)(x)− y‖Z}.

Demostración.

Consideremos el conjunto

S = {(x, ϕ(x), (G ◦ ϕ)(x)) : x ∈ C} ⊆ X × Y × Z,

y definamos en este espacio el producto interno

〈(x1, y1, z1), (x2, y2, z2)〉ε,α = α 〈x1, x2〉X + ε 〈y1, y2〉Y + 〈z1, z2〉Z ,

y la norma
‖(x1, y1, z1)‖ε,α = (α‖x1‖2

X + ε‖y1‖2
Y + ‖z1‖2

Z)1/2.

Para probar que S es un conjunto débilmente cerrado de X × Y × Z, sea {xn} ⊆ C tal
que

(xn, ϕ(xn), (G ◦ ϕ)(xn))→ (x◦, y◦, g◦),

esto implica que
xn ⇀ x◦,

ϕ(xn) ⇀ ϕ◦,

(G ◦ ϕ)(xn) ⇀ g◦.

Como ϕ y G son operadores débilmente cerrados, ϕ(x◦) = ϕ◦ y (G ◦ ϕ)(x◦) = g◦.
Por lo tanto (x◦, y◦, g◦) ∈ S y existe (xεα, ϕ(xεα), (G ◦ ϕ)(xεα)) ∈ S tal que

dis(S, (x∗, ϕ∗, y)) = ‖(xεα − x∗, ϕ(xεα)− ϕ∗, (G ◦ ϕ)(xεα)− y)‖ε,α,
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o equivalentemente
M ε

α[xεα, y] = mı́n
x∈C

M ε
α[x, y].

Suponga ahora que ϕ(C) y G(ϕ(C)) son acotados y considere que {εn} y {αn} tales que
εn → 0 y αn → 0. Entonces existe una sucesión {xn} ⊆ C tal que

M εn
αn

[xn, y] = mı́nx∈CM
εn
αn

[x, y],

o

‖(G ◦ ϕ)(xn)− y‖2
Z + αn ‖xn − x∗‖2

X + εn ‖ϕ(xn)− ϕ∗‖2
Y ≤

‖(G ◦ ϕ)(x)− y‖2
Z + αn ‖x− x∗‖2

X + εn ‖ϕ(x)− ϕ∗‖2
Y ,

para todo x ∈ C.

Además,
ĺım
n→∞

‖(G ◦ ϕ)(xn)− y‖Z ≤ ‖(G ◦ ϕ)(x)− y‖Z .

Dadas las sucesiones {xn}, {ϕ(xn)} y {(G◦ϕ)(xn)} acotadas, existe una subsucesión {xnk
}

tal que
xnk

⇀ x̂,

ϕ(xnk
) ⇀ ϕ(x̂),

(G ◦ ϕ)(xnk
) ⇀ (G ◦ ϕ)(x̂),

entonces
‖(G ◦ ϕ)(x̂)− y‖Z ≤ ‖(G ◦ ϕ)(x)− y‖Z ,

para todo x ∈ C.

Esto significa que x̂ es una solución del problema (3.3) con α = ε = 0. Además, x̂ es
también una solución de mı́nimos cuadrados de (G ◦ ϕ)(x) = y. El conjunto de todas
las soluciones de mı́nimos cuadrados es débilmente cerrado. De hecho, si denotamos el
conjunto por L y asumimos {x̂n}⊆ L, entonces para cualquier x ∈ C,

‖(G ◦ ϕ)(x̂n)− y‖Z ≤ ‖(G ◦ ϕ)(x)− y‖Z .
Además, existe una subsucesión {x̂nk

} tal que

x̂nk
⇀ w,

ϕ(x̂nk
) ⇀ ϕ(w),

(G ◦ ϕ)(x̂nk
) ⇀ (G ◦ ϕ)(w).

Puesto que x̂n ⇀ w, tenemos w = w∗, (G ◦ ϕ)(w) = (G ◦ ϕ)(w∗) y

‖(G ◦ ϕ)(w)− y‖Z ≤ ‖(G ◦ ϕ)(x)− y‖Z ,
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para todo x ∈ C. Se deduce que w ∈ L, y además, L es un subconjunto débilmente cerrado
de X y existe x0 ∈ L tal que

‖x0 − x∗‖X = dis(L, x∗).

Teorema 3.1.2. (Monotonicidad). Si xεα es una solución del funcional (3.3), entonces

i) Si ε2 > ε1 ≥ 0, entonces

sup ‖ϕ(xε2α )− ψ∗‖Y ≤ ı́nf ‖ϕ(xε1α )− ψ∗‖Y

y

sup{‖(G ◦ ϕ)(xε1α )− y‖2
Z+α ‖xε1α − x∗‖

2
X} ≤ ı́nf{‖(G ◦ ϕ)(xε2α )− y‖2

Z+α ‖xε2α − x∗‖
2
X},

para todo α ≥ 0.

ii) Si el problema no regularizado tiene una solución x̂, entonces

‖(G ◦ ϕ)(xε2α )− y‖2
Z + α ‖xε2α − x∗‖

2
X + ε2 ‖ϕ(xε2α )− ψ∗‖2

Y ≤
‖(G ◦ ϕ)(x̂)− y‖2

Z + α ‖x̂− x∗‖2
X + ε2 ‖ϕ(x̂)− ψ∗‖2

Y ,

para todo α ≥ 0.

iii) Si α2 > α1 ≥ 0, entonces

sup
∥∥xεα2

− x∗
∥∥
X
≤ ı́nf

∥∥xεα1
− x∗

∥∥
X
,

y

sup{
∥∥(G ◦ ϕ)(xεα1

)− y
∥∥2

Z
+ ε
∥∥ϕ(xεα1

)− ψ∗
∥∥2

Y
}

≤ ı́nf{
∥∥(G ◦ ϕ)(xεα2

)− y
∥∥2

Z
+ ε
∥∥ϕ(xεα2

)− ψ∗
∥∥2

Y
},

para todo ε ≥ 0.

iv) Si α2 = ε2, α1 = ε1 y ε2 > ε1 ≥ 0, entonces

sup{‖xε2 − x∗‖2
X + ‖ϕ(xε2)− ψ∗‖2

Y }
1/2 ≤ ı́nf{‖xε1 − x∗‖2

X + ‖ϕ(xε1)− ψ∗‖2
Y }

1/2

y
sup ‖(G ◦ ϕ)(xε1)− y‖Z ≤ ı́nf ‖(G ◦ ϕ)(xε2)− y‖Z .
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Demostración:

i) Sumando (ε2 − ε1) ‖ϕ(xε2α )− ψ∗‖2
Y a ambos lados de la desigualdad

‖(G ◦ ϕ)(xε1α )− y‖2
Z + α ‖xε1α − x∗‖

2
X + ε1 ‖ϕ(xε1α )− ψ∗‖2

Y ≤
‖(G ◦ ϕ)(xε2α )− y‖2

Z + α ‖xε2α − x∗‖
2
X + ε1 ‖ϕ(xε2α )− ψ∗‖2

Y , (3.4)

tenemos

‖(G ◦ ϕ)(xε1α )− y‖2
Z+α ‖xε1α − x∗‖

2
X+ε1 ‖ϕ(xε1α )− ψ∗‖2

Y +(ε2−ε1) ‖ϕ(xε2α )− ψ∗‖2
Y

≤ ‖(G ◦ ϕ)(xε2α )− y‖2
Z+α ‖xε2α − x∗‖

2
X+ε1 ‖ϕ(xε2α )− ψ∗‖2

Y +(ε2−ε1) ‖ϕ(xε2α )− ψ∗‖2
Y ,

cancelando términos semejantes obtenemos

‖(G ◦ ϕ)(xε1α )− y‖2
Z + α ‖xε1α − x∗‖

2
X + ε2 ‖ϕ(xε2α )− ψ∗‖2

Y

+ ε1(‖ϕ(xε1α )− ψ∗‖Y − ‖ϕ(xε2α )− ψ∗‖)Y
≤ ‖(G ◦ ϕ)(xε2α )− y‖2

Z + α ‖xε2α − x∗‖
2
X + ε2 ‖ϕ(xε2α )− ψ∗‖2

Y

≤ ‖(G ◦ ϕ)(xε1α )− y‖2
Z + α ‖xε1α − x∗‖

2
X + ε2 ‖ϕ(xε1α )− ψ∗‖2

Y ,

luego

ε2(‖ϕ(xε2α )− ψ∗‖2
Y − ‖ϕ(xε1α )− ψ∗‖2

Y ) + ε1(‖ϕ(xε1α )− ψ∗‖2
Y − ‖ϕ(xε2α )− ψ∗‖2

Y ) ≤ 0

y
(ε2 − ε1)(‖ϕ(xε2α )− ψ∗‖2

Y − ‖ϕ(xε1α )− ψ∗‖2
Y ) ≤ 0.

Puesto que ε2 > ε1, tenemos

‖ϕ(xε2α )− ψ∗‖2
Y ≤ ‖ϕ(xε1α )− ψ∗‖2

Y .

Esta última inecuación y (3.4) implican

‖(G ◦ ϕ)(xε1α )− y‖2
Z + α ‖xε1α − x∗‖

2
X ≤ ‖(G ◦ ϕ)(xε2α )− y‖2

Z + α ‖xε2α − x∗‖
2
X ,

lo cual demuestra la segunda parte de i).

ii) Es una consecuencia directa del hecho que (xε2α ) es una solución del problema (3.3).

iii) Usamos la misma idea utilizada en la demostración de la parte i). Dado que (xεαi
)

es una solución del problema (3.3), podemos escribir∥∥(G ◦ ϕ)(xεα1
)− y

∥∥2

Z
+ α1

∥∥xεα1
− x∗

∥∥2

X
+ ε
∥∥ϕ(xεα1

)− ψ∗
∥∥2

Y
≤∥∥(G ◦ ϕ)(xεα2

)− y
∥∥2

Z
+ α1

∥∥xεα2
− x∗

∥∥2

X
+ ε
∥∥ϕ(xεα2

)− ψ∗
∥∥2

Y
. (3.5)
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Sumando (α2−α1)
∥∥xεα2

− x∗
∥∥
X

a ambos lados de la inecuación anterior, obtenemos∥∥(G ◦ ϕ)(xεα1
)− y

∥∥2

Z
+ α2

∥∥xεα2
− x∗

∥∥2

X
+ α1(

∥∥xεα1
− x∗

∥∥2

X
−
∥∥xεα2

− x∗
∥∥2

X
)

+ ε
∥∥ϕ(xεα1

)− ψ∗
∥∥2

Y

≤
∥∥(G ◦ ϕ)(xεα2

)− y
∥∥2

Z
+ α2

∥∥xεα2
− x∗

∥∥2

X
+ ε
∥∥ϕ(xεα2

)− ψ∗
∥∥2

Y

≤
∥∥(G ◦ ϕ)(xεα1

)− y
∥∥2

Z
+ α2

∥∥xεα1
− x∗

∥∥2

X
+ ε
∥∥ϕ(xεα1

)− ψ∗
∥∥2

Y
,

y agrupando términos tenemos

α2(
∥∥xεα2

− x∗
∥∥2

X
−
∥∥xεα1

− x∗
∥∥2

X
) + α1(

∥∥xεα1
− x∗

∥∥2

X
−
∥∥xεα2

− x∗
∥∥2

X
) ≤ 0.

De este modo
(α2 − α1)(

∥∥xεα2
− x∗

∥∥2

X
−
∥∥xεα1

− x∗
∥∥2

X
) ≤ 0,

como α2 > α1 se tiene que ∥∥xεα2
− x∗

∥∥2

X
≤
∥∥xεα1

− x∗
∥∥2

X
.

La última desigualdad y (3.5) implican la segunda parte de iii). Es decir,∥∥(G ◦ ϕ)(xεα1
)− y

∥∥2

Z
+ α1

∥∥xεα1
− x∗

∥∥2

X
+ ε
∥∥ϕ(xεα1

)− ψ∗
∥∥2

Y

≤
∥∥(G ◦ ϕ)(xεα2

)− y
∥∥2

Z
+ α1

∥∥xεα2
− x∗

∥∥2

X
+ ε
∥∥ϕ(xεα2

)− ψ∗
∥∥2

Y

≤
∥∥(G ◦ ϕ)(xεα2

)− y
∥∥2

Z
+ α1

∥∥xεα1
− x∗

∥∥2

X
+ ε
∥∥ϕ(xεα2

)− ψ∗
∥∥2

Y
,

de donde∥∥(G ◦ ϕ)(xεα1
)− y

∥∥2

Z
+ε
∥∥ϕ(xεα1

)− ψ∗
∥∥2

Y
≤
∥∥(G ◦ ϕ)(xεα2

)− y
∥∥2

Z
+ε
∥∥ϕ(xεα2

)− ψ∗
∥∥2

Y
.

iv) Para esta prueba, sumamos (ε2−ε1)(‖xε2 − x∗‖2
X +‖ϕ(xε2)− ψ∗‖2

Y ) a la desigualdad

‖(G ◦ ϕ)(xε1)− y‖2
Z + ε1 ‖xε1 − x∗‖2

X + ε1 ‖ϕ(xε1)− ψ∗‖2
Y ≤

‖(G ◦ ϕ)(xε2)− y‖2
Z + ε1 ‖xε2 − x∗‖2

X + ε1 ‖ϕ(xε2)− ψ∗‖2
Y , (3.6)

y se obtiene

‖(G ◦ ϕ)(xε1)− y‖2
Z + ε2(‖xε2 − x∗‖2

X + ‖ϕ(xε2)− ψ∗‖2
Y )

+ ε1(‖xε1 − x∗‖2
X − ‖x

ε2 − x∗‖2
X + ‖ϕ(xε1)− ψ∗‖2

Y

− ‖ϕ(xε2)− ψ∗‖2
Y )

≤ ‖(G ◦ ϕ)(xε2)− y‖2
Z + ε2 ‖xε2 − x∗‖2

X + ε2 ‖ϕ(xε2)− ψ∗‖2
Y )

≤ ‖(Gϕ)(xε1)− y‖2
Z + ε2 ‖xε1 − x∗‖2

X + ε2 ‖ϕ(xε1)− ψ∗‖2
Y ).
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Por lo tanto,

ε2(‖xε2 − x∗‖2
X − ‖x

ε1 − x∗‖2
X + ‖ϕ(xε2)− ψ∗‖2

Y − ‖ϕ(xε1)− ψ∗‖2
Y )

− ε1(‖xε2 − x∗‖2
X − ‖x

ε1 − x∗‖2
X + ‖ϕ(xε2)− ψ∗‖2

Y − ‖ϕ(xε1)− ψ∗‖2
Y ) ≤ 0

y

(ε2 − ε1)(‖xε2 − x∗‖2
X − ‖xε1 − x∗‖

2
X + ‖ϕ(xε2)− ψ∗‖2

Y − ‖ϕ(xε1)− ψ∗‖2
Y ) ≤ 0.

Como ε2 > ε1, tenemos que

‖xε2 − x∗‖2
X + ‖ϕ(xε2)− ψ∗‖2

Y ≤ ‖x
ε1 − x∗‖2

X + ‖ϕ(xε1)− ψ∗‖2
Y .

De la última desigualdad y (3.6) tenemos

‖(G ◦ ϕ)(xε1)− y‖2
Z + ε1 ‖xε1 − x∗‖2

X + ε1 ‖ϕ(xε1)− ψ∗‖2
Y

≤ ‖(G ◦ ϕ)(xε2)− y‖2
Z + ε1 ‖xε2 − x∗‖2

X + ε1 ‖ϕ(xε2)− ψ∗‖2
Y

≤ ‖(G ◦ ϕ)(xε2)− y‖2
Z + ε1 ‖xε1 − x∗‖2

X + ε1 ‖ϕ(xε1)− ψ∗‖2
Y ,

cancelando términos comunes tenemos

‖(G ◦ ϕ)(xε1)− y‖2
Z ≤ ‖(G ◦ ϕ)(xε2)− y‖2

Z .

3.2. Estabilidad y convergencia

Teorema 3.2.1. (Estabilidad). Sean ε > 0 y α > 0 fijos. Sea {yn} una sucesión en
Y tal que yn → y en Y. Sea {xn} una sucesión de soluciones del problema (3.3) para el
funcional M ε

α[x, yn]. Si ϕ(C) y G(ϕ(C)) son acotados en Y y Z, respectivamente, entonces
existe una subsucesión, {xnk

}, que converge débilmente, tal que cada ĺımite débil w de la
subsucesión es una solución de (3.3), además ϕ(xnk

)→ ϕ(ω) y (G◦ϕ)(xnk
)→ (G◦ϕ)(ω).

Demostración. Se puede ver en [7].

Lema 3.2.2. Suponga que ϕ(C) y G(ϕ(C)) son acotados en Y y Z, respectivamente. Sea
αj → 0 y εn → 0. Entonces existe una subsucesión convergente en C cuyo ĺımite es una
solución del problema (P ε

α). Para α = ε = 0.

Demostración.

Sea {xnj } una solución (3.3). Puesto que {xnj } y {ϕ(xnj )} son sucesiones acotadas en C y
ϕ(C), respectivamente, para j fijo tenemos xnk

j ⇀ ωj ,ϕ(xnk
j ) ⇀ ϕ(ωj), y (G ◦ ϕ)(xnk

j ) ⇀
(G ◦ ϕ)(ωj). Es claro que {ωj} es acotada y∥∥(G ◦ ϕ)(xnk

j )− y
∥∥2

Z
+ αj

∥∥xnk
j − x∗

∥∥2

X
+ εnk

∥∥ϕ(xnk
j )− ψ∗

∥∥2

Y
≤

‖(G ◦ ϕ)(x)− y‖2
Z + αj ‖x− x∗‖2

X + εnk
‖ϕ(x)− ψ∗‖2

Y ,
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para todo x ∈ C.

Sacando ĺım ı́nf tenemos

‖(G ◦ ϕ)(ωj)− y‖2
Z + αj ‖ωj − x∗‖2

X ≤ ‖(G ◦ ϕ)(x)− y‖2
Z + αj ‖x− x∗‖2

X ,

para todo x ∈ C.

Aśı, ωj es una solución del problema (P ε
α), para α = αj, ε = 0. Puesto que {ωj} es acotada,

existe una subsucesión {ωjk} tal que

ωjk ⇀ ω, ϕ(ωjk) ⇀ ϕ(ω) y (G ◦ ϕ)(ωjk) ⇀ (G ◦ ϕ)(ω).

También

‖(G ◦ ϕ)(ωjk)− y‖2
Z + αjk ‖ωjk − x∗‖

2
X ≤ ‖(G ◦ ϕ)(x)− y‖2

Z + αjk ‖x− x∗‖
2
X ,

para todo x ∈ C.

Sacando ĺım ı́nf, tenemos

‖(G ◦ ϕ)(ω)− y‖2
Z ≤ ‖(G ◦ ϕ)(x)− y‖2

Z ,

para todo x ∈ C.

En consecuencia, ω es una solución del problema (3.3) α = ε = 0. Finalmente, del teorema
3.1.2 iii), tomando α1 = 0 y ε = 0,

ĺım ‖ωjk − x∗‖X ≤ ‖ω − x
∗‖X ,

y
ωjk → ω.

Teorema 3.2.3. (Convergencia-estabilidad). Sea ϕ(C) y F (ϕ(x)) acotados en Y y Z,
respectivamente.

i) Suponga que el problema (G ◦ ϕ)(x) = y tiene una solución y

∥∥y − yδn∥∥
Z
≤ δn → 0, αn → 0, εn → 0,

δ2
n

αn
→ 0 y

αn
εn
→ 0.

Entonces la sucesión {xεnαn
} tiene una subsucesión convergente fuertemente a x∗−s.m.c.m.n.,

x̂, tal que (G ◦ ϕ)(x̂) = y y (G ◦ ϕ)(xnk
)→ (G ◦ ϕ)(x̂) = y.
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ii) Suponga que el problema (G ◦ ϕ)(x) = y tiene una solución y

∥∥y − yδn∥∥
Z
≤ δn→ 0, αn→ 0, εn→ 0,

δ2
n

εn
→ 0 y

αn
εn
→ 0.

Entonces existe una subsucesión de {xεnαn
}, {xεnk

αnk
} que converge débilmente y cada

ĺımite débil x̄ de {xεnk
αnk
} satisface (G◦ϕ)(x̄) = y, ϕ(x

εnk
αnk

)→ ϕ(x̄) y (G◦ϕ)(x
εnk
αnk

)→
(G ◦ ϕ)(x̄) = y.

iii) Suponga que el problema (G ◦ ϕ)(x) = y tiene una solución y

∥∥y − yδn∥∥
Z
≤ δn → 0, αn = εn → 0, y

δ2
n

αn
→ 0.

Entonces la sucesión {xεnαn
} tiene una subsucesión, {xεnk

αnk
}, que converge fuertemente

a ω ∈ C tal que (G ◦ϕ)(ω) = y, ϕ(x
εnk
αnk

)→ ϕ(ω) y (G ◦ϕ)(x
εnk
αnk

)→ (G ◦ϕ)(ω) = y.
Más aún, (ω, ϕ(ω)) es una (x∗, ψ∗)−s.m.n.

Demostración. Se puede ver en [7].

Lema 3.2.4. Dados a, b y c números reales positivos, si a2 ≤ ab+ c2 entonces a ≤ b+ c.

Demostración:

Supongamos que a > b + c, entonces c < a − b, como a2 ≤ ab + c2 < ab + (a − b)2 y
a2 < ab+a2−2ab+b2 luego 0 < b(b−a), y como b > 0 entonces b−a > 0 y de aqúı b > a.
y se tiene que a2 ≤ ab + c2 < b2 + c2, luego a2 < (b + c)2, entonces a < b + c; lo que es
contraditorio porque se ha supuesto que a > b+ c. En consecuencia a ≤ b+ c. [15].

Teorema 3.2.5. (Razón de Convergencia). Sea C convexo,
∥∥y − yδ∥∥

Z
≤ δ, y (G◦ϕ)(x0) =

y. Además, se tienen las siguientes condiciones:

a. G y ϕ son diferenciables en el sentido de Fréchet.

b. (G ◦ϕ)′ (x0)(xδα − x0) = (G ◦ϕ)(xδα)− (G ◦ϕ)(x0)− r̂α = (G ◦ϕ)(xδα)− y− r̂α, donde

‖r̂α‖Z ≤
L0

2

∥∥xδα − x0

∥∥2

X
.

c. ϕ(xδα)− ϕ(x0) = ϕ′(x0)(xδα − x0) + r̂α, donde ‖r̂α‖Z ≤
L1

2

∥∥xδα − x0

∥∥2

X
.

d. Existe µ ∈ Z talque (x∗ − x0) + [ϕ′(x0)]∗ v = [(G ◦ ϕ)(x0)]∗ µ, donde v=ψ∗ − ϕ(x0).

e. L = L0 ‖µ‖Z + L1 ‖v‖Y y L < 1. Entonces, con α = ε = δ,∥∥xδα − x0

∥∥
X
≤ ϑ(

√
α).
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Demostración:

Usando x = x0 y
∥∥y − yδ∥∥

Z
≤ δ,

∥∥(G ◦ ϕ)(xα)− yδ
∥∥2

Z
+ α ‖xα − x∗‖2

X + α ‖ϕ(xα)− ψ∗‖2
Y ≤

δ2 + α ‖x0 − x∗‖2
X + α ‖ϕ(xα)− ψ∗‖2

Y .

De
‖xα − x∗ + x0 − x0‖2

X = ‖(xα − x0)− (x∗ − x0)‖2
X ,

tenemos
‖xα − x∗‖2

X = ‖xα − x∗‖2
X + ‖x0 − x∗‖2

X − 2 〈xα − x0, x
∗ − x0〉 ,

y

‖ϕ(xα)− ψ∗‖2
Y = ‖ϕ(xα)− ϕ(x0)‖2

Y + ‖ϕ(x0)− ψ∗‖2
Y − 2 〈ϕ(xα)− ϕ(x0), ψ∗ − ϕ(x0)〉 .

Entonces∥∥(G ◦ ϕ)(xα)− yδ
∥∥2

Z
+ α ‖xα − x0‖2

X + α ‖ϕ(xα)− ϕ(x0)‖2
Y

≤ δ2 + 2α 〈xα − x0, x
∗ − x0〉+ 2α 〈ϕ(xα)− ϕ(x0), ψ∗ − ϕ(x0)〉

= δ2 + 2α 〈xα − x0, x
∗ − x0〉+ 2α 〈ϕ′(x0)(xα − x0) + rα, v〉

= δ2 + 2α 〈xα − x0, x
∗ − x0〉+ 2α 〈(xα − x0), ϕ′(x0) ∗ v〉+ 2α 〈rα, v〉

= δ2 + 2α 〈xα − x0, x
∗ − x0 + ϕ′(x0) ∗ v〉+ 2α 〈rα, v〉

= δ2 + 2α 〈(G ◦ ϕ)′(x0)(xα − x0), µ〉+ 2α 〈rα, v〉
= δ2 + 2α 〈(G ◦ ϕ)(xα)− y, µ〉 − 2α 〈r̂α, µ〉+ 2α 〈rα, v〉
= δ2 + 2α

〈
(G ◦ ϕ)(xα)− yδ, µ

〉
+ 2α

〈
yδ − y, µ

〉
− 2α 〈r̂α, µ〉+ 2α 〈rα, v〉

≤ δ2 + 2α ‖µ‖Z
∥∥(G ◦ ϕ)(xα)− yδ

∥∥
Z

+ 2α ‖µ‖Z δ + (L0 ‖µ‖Z + L1 ‖v‖Y )α ‖xα − x0‖2
Y

= δ2 + 2α ‖µ‖Z
∥∥(G ◦ ϕ)(xα)− yδ

∥∥
Z

+ 2α ‖µ‖Z δ + αL ‖xα − x0‖2
Y ,

luego,∥∥(G ◦ ϕ)(xα)− yδ
∥∥2

Z
+ α(1− L) ‖xα − x0‖2

X + α ‖ϕ(xα)− ϕ(x0)‖2
Y ≤

δ2 + 2αδ ‖µ‖+ 2α ‖µ‖Z
∥∥(G ◦ ϕ)(xα)− yδ

∥∥
Z
, (3.7)

y de esto es claro que∥∥(G ◦ ϕ)(xα)− yδ
∥∥2

Z
≤ δ2 + 2αδ ‖µ‖+ 2α ‖µ‖Z

∥∥(G ◦ ϕ)(xα)− yδ
∥∥
Z
.

Usando el lema anterior tenemos∥∥(G ◦ ϕ)(xα)− yδ
∥∥
Z
≤ (δ2 + 2αδ ‖µ‖Z)1/2 + 2α ‖µ‖Z .

Ahora de (3.7) y de la última estimación tenemos que
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α(1− L) ‖xα − x0‖2
X ≤ δ2 + 2αδ ‖µ‖+ 2α ‖µ‖Z ((δ2 + 2αδ ‖µ‖Z)1/2 + 2α ‖µ‖Z)

= δ2 + 2αδ ‖µ‖+ 2α ‖µ‖Z (δ2 + 2αδ ‖µ‖Z)1/2 + 4α2 ‖µ‖Z
≤
[
(δ2 + 2αδ ‖µ‖Z)1/2 + 2α ‖µ‖Z

]2
y

‖xα − x0‖X ≤
(δ2 + 2αδ ‖µ‖Z)1/2 + 2α ‖µ‖Z√

α
√

1− L
= ϑ(
√
α).
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Caṕıtulo 4

Fórmulas numéricas

4.1. Formulación variacional y operadores débilmente

cerrados

En la formulación variacional del problema:

ut(x, t) = uxx(x, t) + F (x, t, u), (x, t) ∈ [0, 1]× [0, 1],

bajo las condiciones
u(x, 0) = f(x) 0 ≤ x ≤ 1,

u(1, t) = g(t) 0 ≤ t ≤ 1,

u(0, t) = h(t) 0 ≤ t ≤ 1.

es necesario determinar u ∈ H1(Ω), donde Ω = [0, 1]× [0, 1]; tal que∫ 1

0

∂u

∂t
φ dx =

∫ 1

0

∂u

∂x

∂φ

∂x
dx+

∫ 1

0

F (x, t, u)φ dx, ∀φ ∈ H1
◦ (Ω) (4.1)

y
u(x, 0) = f(x)

Estamos interesados en identificar el término fuente F cuando tenemos datos observados
u dados por

uδ(x, t) = u(x, t) + ruido, t ∈ (t1, t2),

tal que ‖uδ − u‖L2(QT ) ≤ δ, donde QT = [0, 1] × [t1, t2]. Esta clase de problemas de iden-
tificación son usualmente mal puestos en el sentido en que pequeñas perturbaciones en
los datos pueden producir grandes errores en las soluciones calculadas. Es decir, que en
el intervalo (t1, t2) donde u se conoce con errores debido a la práctica, debemos encontrar
ut y uxx; diferenciación numérica que resulta ser un problema inverso mal puesto.
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Para estabilizar este problema, proponemos el método de regularización generalizado de
Tikhonov definido en el caṕıtulo anterior, que depende de dos parámetros de regularización
α y ε donde G y ϕ son operadores definidos a continuación.

Sea
ϕ : C2

1(Ω) ⊂ H1(Ω) −→ H1(Ω),

ϕ(F )(x, t) = u(F, x, t), (4.2)

donde u es la solución del problema que depende de F , y

G : H1(Ω) −→ H1([0, 1])× L2([0, 1]),

G(u)(x) =

(∫ t2

t1

u(x, t)dt,

∫ t2

t1

∂u(x, t)

∂x
dt

)
. (4.3)

Por lo tanto definimos el operador impĺıcito G ◦ ϕ como

G(ϕ(F )) =

(∫ t2

t1

u(F, x, t)dt,

∫ t2

t1

∂u(F, x, t)

∂x
dt

)
. (4.4)

Lema 4.1.1. Los operadores ϕ y (G ◦ ϕ) definidos en (4.2) y (4.4) respectivamente son
acotados.

Demostración:

Sea F ∈ C2
1(Ω), tomemos φ = u(F ) en la ecuación variacional (4.1)∫ 1

0

∂u

∂t
udx =

∫ 1

0

∂u

∂x

∂u

∂x
dx+

∫ 1

0

Fu dx,

integrando respecto a t tenemos∫ t

0

∫ 1

0

∂u

∂t
u dx dt =

∫ t

0

∫ 1

0

(
∂u

∂x

)2

dx dt+

∫ t

0

∫ 1

0

Fu dx dt,

ahora

∫ t

0

∫ 1

0

∂u

∂t
u dx dt =

∫ 1

0

(∫ t

0

∂u

∂t
u dt

)
dx =

∫ 1

0

(
1

2

∫ t

0

d

dt
(u)2 dt

)
dx

=
1

2

∫ 1

0

|u(x, t)|2dx− 1

2

∫ 1

0

|u(x, 0)|2dx

=
1

2
‖u‖2

L2 −
1

2
‖f‖2

L2 ,
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además

1

2
‖u‖2

L2 −
1

2
‖f‖2

L2 +

∫ t

0

∫ 1

0

|∂u
∂x
|2dxdt =

∫ t

0

∫ 1

0

Fu dx dt ≤ ‖F‖L2‖u‖L2 ,

entonces

1

2
‖u‖2

L2 −
1

2
‖f‖2

L2 ≤ ‖F‖L2‖u‖L2 ,

‖u‖2
L2 ≤ ‖f‖2

L2 + 2‖F‖L2‖u‖L2 .

Por el lema 3.2.4 tenemos que

‖u‖L2 ≤ ‖f‖L2 + 2‖F‖L2 . (4.5)

Aśı ϕ es acotado.

Puesto que ∫ t

0

∫ 1

0

|∂u
∂x
|2dxdt ≤ ‖f‖2

L2 + 2‖F‖L2‖u‖L2 ,

y usando (4.5) tenemos que∫ t

0

∫ 1

0

|∂u
∂x
|2dxdt ≤ ‖f‖2

L2 + 2‖F‖L2(‖f‖L2 + 2‖F‖L2),

entonces (G ◦ ϕ) es acotado.

Lema 4.1.2. Los operadores ϕ y (G ◦ ϕ) definidos en (4.2) y (4.4) respectivamente son
débilmente cerrados.

Demostración:

Consideremos las siguientes convergencias débiles

Fn ⇀ F, ϕ(Fn) ⇀ ϕ∗, G ◦ ϕ(Fn) ⇀ G∗,

donde Fn ∈ C2
1(Ω). Claramente F ∈ C2

1(Ω), por el lema 4.1.1 {ϕ(Fn)} es acotada en
L2(Ω), entonces existe una subsucesión {ϕ(Fnk

)} que converge débilmente a u∗ ∈ L2(Ω)
entonces u∗ = u(F ) donde ϕ∗ = ϕ(F )(x, t) = u(F, x, t), ver [7].

Para probar que (G ◦ ϕ) es débilmente cerrado, supongamos que

G(un) ⇀ G∗ = (g∗o , g
∗
1).

Por definición de G tenemos que∫ t2

t1

un(F, x, t)dt ⇀ g∗o ,

∫ t2

t1

∂un(F, x, t)

∂x
dt ⇀ g∗1.
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Como ϕ(Fn) ⇀ ϕ∗ y u(Fn) son acotados en H1(Ω) aplicamos el teorema de la convergencia
dominada para obtener que∫ t2

t1

un(F, x, t)dt ⇀

∫ t2

t1

u(F, x, t)dt = g∗o en L2(Ω).

Debido a ∫ t2

t1

∂un(F, x, t)

∂x
dt ⇀ g∗1,

tenemos que para todo ϕ ∈ H1(Ω)

ĺım
n→∞

∫ 1

0

(∫ t2

t1

∂un(F, x, t)

∂x
dt

)
ϕdx =

∫ 1

0

g∗1ϕdx.

Entonces ∫ 1

0

g∗1ϕdx = ĺım
n→∞

∫ 1

0

(∫ t2

t1

∂un(F, x, t)

∂x
dt

)
ϕdx

= ĺım
n→∞

∫ t2

t1

(∫ 1

0

∂un(F, x, t)

∂x
ϕdx

)
dt

= ĺım
n→∞

∫ t2

t1

(∫ 1

0

un(F, x, t)
∂ϕ

∂x
dx

)
dt

=

∫ t2

t1

(∫ 1

0

u(F, x, t)
∂ϕ

∂x
dx

)
dt

=

∫ t2

t1

(∫ 1

0

∂u(F, x, t)

∂x
ϕdx

)
dt

=

∫ 1

0

(∫ t2

t1

∂u(F, x, t)

∂x
dt

)
ϕdx,

para todo ϕ ∈ H1(Ω), entonces

g∗1 =

∫ t2

t1

∂u(F, x, t)

∂x
(F, x, t)dt,

aśı el operador (G ◦ ϕ) es débilmente cerrado.

Para estudiar las soluciones del problema impĺıcito (4.4) definimos el funcional

J : C2
1(Ω) ⊂ H1(Ω) −→ R

J(F ) = ‖G ◦ ϕ(F )− hδ‖2
Z + α‖F‖2

X + ε‖ϕ(F )‖2
Y , (4.6)

donde

hδ =

(∫ t2

t1

uδ(F, x, t)dt,

∫ t2

t1

∂uδ(F, x, t)

∂x
dt

)
,
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supongamos F ∗ = 0, ϕ∗ = 0 y definamos los espacios Z = H1(Ω)× L2[0, 1], X = C2
1(Ω),

Y = H1(Ω).
Consideremos el problema de minimización

mı́n
F∈C2

1 (Ω)
M ε

α[G,ϕ, F, h]. (4.7)

Para identificar a F se ha creado el siguiente teorema, dado que no se conocia ningún
procedimiento para hacerlo a través de esta técnica de regularización.

Teorema 4.1.3. (Teorema principal)
La primera variación del funcional J para el problema (4.7) está dado por

δJ(F ) =

∫ 1

0

∫ 1

0

(2αF − 2ψ(x, t))δF (u) dx dt.

Para la demostración del teorema primero se introducirán las ecuaciones de sensibilidad
y la ecuación del problema adjunto, que se presentarán en las secciones siguientes. Sin
pérdida de generalidad, para el cálculo de las fórmulas numéricas, vamos a suponer que
F (x, t, u) = F (u).

4.2. Ecuaciones de sensibilidad

La derivada direccional de J en F , en la dirección δ(F ) es dada por la derivada de Gateaux

J
′
(F, δF ) = ĺım

s→0

J(F + sδF )− J(F )

s
= ∇J(F )δF = δJ. (4.8)

Entonces

J(F + sδF ) = ‖G ◦ ϕ(F + sδF )− hδ‖2
Z + α‖F + sδF‖2

X + ε‖ϕ(F + sδF )‖2
Y (4.9)

y
J(F ) = ‖G ◦ ϕ(F )− hδ‖2

Z + α‖F‖2
X + ε‖ϕ(F )‖2

Y , (4.10)

restando (4.9) y (4.10) tenemos

J(F + sδF )− J(F ) = (‖G ◦ ϕ(F + sδF )− hδ‖2
Z − ‖G ◦ ϕ(F )− hδ‖2

Z)

+ α(‖F + sδF‖2
X − ‖F‖2

X) + ε(‖ϕ(F + sδF )‖2
Y − ‖ϕ(F )‖2

Y ),

desarrollando cada paréntesis, dividiendo sobre s y calculando el ĺımite cuando s → 0
tenemos
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1. (‖G ◦ ϕ(F + sδF )− hδ‖2
Z − ‖G ◦ ϕ(F )− hδ‖2

Z)

=
∫ 1

0

∫ 1

0

n∑
i=1

(
(u(x, t, F + sδF )− hδ(x, t))2 − (u(x, t, F )− hδ(x, t))2

)
σ(x− xi) dx dt

=
∫ 1

0

∫ 1

0

n∑
i=1

1
s
(u(x, t, F + sδF )2 − u(x, t, F )2

−2hδ(x, t)(u(x, t, F + sδF )− u(x, t, F )))σ(x− xi) dx dt
= 2

∫ 1

0

∫ 1

0

n∑
i=1

(u(x, t, F )− hδ(x, t))σ(x− xi)δu dx dt,

donde σ es la función de Dirac.

2. (‖F + sδF‖2
X − ‖F‖2

X)
= 〈F + sδF, F + sδF 〉 − 〈F, F 〉
= 2s 〈F, δF 〉+ s2 〈δF, δF 〉 = ĺıms→0(1

s
2s 〈F, δF 〉+ 1

s
s2 〈δF, δF 〉)

= ĺıms→0(2 〈F, δF 〉+ s 〈δF, δF 〉) = 2 〈F, δF 〉 = 2
∫ 1

0

∫ 1

0
FδF dx dt .

3. (‖ϕ(F + sδF )‖2
Y − ‖ϕ(F )‖2

Y )
= 〈ϕ(F + sδF ), ϕ(F + sδF )〉 − 〈ϕ(F ), ϕ(F )〉
= 〈ϕ(F + sδF )− ϕ(F ) + ϕ(F ), ϕ(F + sδF )〉 − 〈ϕ(F ), ϕ(F )〉
= 〈ϕ(F + sδF )− ϕ(F ), ϕ(F + sδF )〉+ 〈ϕ(F ), ϕ(F + sδF )〉 − 〈ϕ(F ), ϕ(F )〉
= 〈ϕ(F + sδF )− ϕ(F ), ϕ(F + tv)〉+ 〈ϕ(F ), ϕ(F + sδF )− ϕ(F )〉
= ĺıms→0

1
s
(〈(ϕ(F + sδF )− ϕ(F )), ϕ(F + sδF )〉+ 〈ϕ(F ), (ϕ(F + sδF )− ϕ(F ))〉)

= 〈δ(ϕ(F )), ϕ(F )〉+ 〈ϕ(F ), δ(ϕ(F ))〉 = 2 〈δ(ϕ(F )), ϕ(F )〉
= 2

∫ 1

0

∫ 1

0
u δu dx dt.

Finalmente tenemos que

J
′
(F, δF ) = 2α

∫ 1

0

∫ 1

0

FδFdxdt+

∫ 1

0

∫ 1

0

(2
n∑
i=1

(u− hδ)σ(x− xi) + 2εu)δudxdt.

Observemos que en el cálculo de J ′(F ) aparece el término δu en la segunda integral, la
idea es eliminarla y para esto primero introducimos las ecuaciones de sensibilidad.

∂u

∂t
(x, t, F + sδF ) =

∂2u

∂x2
(x, t, F + sδF ) + [F + sδF ](u(x, t, F + sδF )) (4.11)

y

∂u

∂t
(x, t, F ) =

∂2u

∂x2
(x, t, F ) + F (u(x, t, F )), (4.12)

restando (4.11) y (4.12) tenemos

∂u
∂t

(x, t, F + sδF )− ∂u
∂t

(x, t, F )
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= ∂2

∂x2 [u(x, t, F + sδF )− u(x, t, F )] + [F + sδF ](u(x, t, F + sδF ))− F (u(x, t, F )),

dividiendo por s y calculando el ĺımite cuando s→ 0 tenemos

∂
∂t

(δu) = ∂2

∂x2 (δu) + ĺıms→0 F [u(x, t, F + sδF )] + sδF [u(x, t, F + sδF )]− F [u(x, t, F )]

= ∂2

∂x2 (δu) + δF [u(x, t, F )] + δF [u(x, t, F )].

Aśı, tenemos las siguientes Ecuaciones de sensibilidad

∂

∂t
(δu) =

∂2

∂x2
(δu) + 2δF (u), (4.13)

δu(0, t, F ) = 0,

δu(1, t, F ) = 0,

δu(x, 0, F ) = 0.

Las condiciones iniciales y de frontera se determinan de forma análoga. Ahora como ya
encontramos las ecuaciones de sensibilidad, a continuación vamos a encontrar la ecuación
diferencial del problema adjunto al problema inicial (1)-(2).

4.3. Ecuación del problema adjunto

Para introducir la ecuación diferencial del operador adjunto, utilizamos el concepto de
multiplicadores de Lagrange generalizados. Con este objetivo en mente, consideremos

Γ = J +

∫ 1

0

∫ 1

0

ψ(x, t)[−uxx + ut − F (u)]dxdt

+

∫ 1

0

θ(t)[u(1, t)− j(t)]dt+

∫ 1

0

η(t)[u(0, t)− g(t)]dt+

∫ 1

0

θ(x)[u(x, 0)− f(x)]dx,

donde ψ : Ω→ R, θ, η, : [0, 1]→ R son multiplicadores de Lagrange generalizados.

Calculemos δΓ:

δΓ = ĺım
s→0

Γ(F + sδF )− Γ(F )

s
. (4.14)
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Sea

Γ(F + sδF ) = J(F + sδF ) +

∫ 1

0

∫ 1

0

ψ(x, t)[−uxx(x, t, F + sδF ) + ut(x, t, F + sδF )

−[F + sδF ](u(x, t, s+ δF ))]dxdt+

∫ 1

0

θ(t)[u(1, t, F + sδF )− j(t)]dt

+

∫ 1

0

η(t)[(u(0, t, F + sδF ))− g(t)]dt

+

∫ 1

0

θ(x)[u(x, 0, F + sδF )− f(x)]dx

y

Γ(F ) = J(F ) +

∫ 1

0

∫ 1

0

ψ(x, t)[−uxx(x, t, F ) + ut(x, t, F )− [F ](u(x, t, F ))]dxdt

+

∫ 1

0

θ(t)[u(1, t, F )− j(t)]dt+

∫ 1

0

η(t)[u(0, t, F )− g(t)]dt

+

∫ 1

0

θ(x)[u(x, 0, F )− f(x)]dx,

ahora

Γ(F + sδF )− Γ(F ) = (J(F + sδF )− J(F ))

+

∫ 1

0

∫ 1

0

ψ(x, t)[−uxx(x, t, F + sδF ) + ut(x, t, F + sδF )

−[F + sδF ](u(x, t, s+ δF ))

+uxx(x, t, F )− ut(x, t, F ) + [F ](u(x, t, F ))]dxdt

+

∫ 1

0

θ(t)[u(1, t, F + sδF )− u(1, t, F )]dt

+

∫ 1

0

η(t)[u(0, t, F + sδF )− u(0, t, F )]dt

+

∫ 1

0

θ(x)[u(x, 0, F + sδF )− u(x, 0, F )]dx.

Dividiendo sobre s, calculando el ĺımite cuando s → 0 y haciendo uso de las ecuaciones
de sensibilidad (4.13) tenemos

δΓ = δJ +

∫ 1

0

∫ 1

0

ψ(x, t)[
∂

∂t
(δu)− ∂2

∂x2
(δu)− 2δF (u)]dxdt.

Ahora tomemos
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I1 = −
∫ 1

0

∫ 1

0

ψ(x, t)
∂2

∂x2
(δu)dxdt,

I2 = −
∫ 1

0

∫ 1

0

ψ(x, t)2δF (u)dxdt,

I3 =

∫ 1

0

∫ 1

0

ψ(x, t)
∂

∂t
(δ(u))dxdt.

Integrando por partes tenemos

I1 = −
∫ 1

0

∫ 1

0

ψxxδudxdt,

I2 = −
∫ 1

0

∫ 1

0

ψ(x, t)2δF (u)dxdt,

I3 = −
∫ 1

0

∫ 1

0

ψtδ(u)dxdt.

Puesto que

ψ(1, t) = 0, ψ(0, t) = 0, ψx(1, 0) = 0, ψ(x, 1) = 0.

Entonces

δΓ = 2α

∫ 1

0

∫ 1

0

FδF (u)dxdt+

∫ 1

0

∫ 1

0

(2
n∑
i=1

(u− hδ)σ(x− xi) + 2εu)δudxdt

−
∫ 1

0

∫ 1

0

ψxxδudxdt−
∫ 1

0

∫ 1

0

ψ(x, t)2δF (u)dxdt−
∫ 1

0

∫ 1

0

ψtδudxdt,

agrupando términos tenemos:

δΓ =

∫ 1

0

∫ 1

0

(2
n∑
i=1

(u− hδ)σ(x− xi) + 2εu− ψxx − ψt)δudxdt

+

∫ 1

0

∫ 1

0

(2αF + 2ψ(x, t))δF (u)dxdt.

De esta forma, la ecuación del operador adjunto está dada por

ψt = −ψxx + 2
n∑
i=1

(u− jδ)σ(x− xi) + 2εu, (4.16)

ψ(1, t) = ψ(0, t) = 0,

ψx(1, 0) = ψ(x, 1) = 0.
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4.4. Gradiente del funcional

Demostración: Una vez resuelta la ecuación del adjunto (4.16), demostramos que la
ecuación (4.15) queda de la forma

δJ(F ) =

∫ 1

0

∫ 1

0

(2αF − 2ψ(x, t))δF (u)dxdt,

lo cual prueba el teorema 4.1.3.

Ahora con el fin de estudiar numéricamente el problema (3.3), usamos splines lineales
para aproximar la función F :

F (u(x, t)) =
N∑
i=1

Fiφi(x)φi(t),

donde

φi(x) =

{
1 si x ∈ [xi, xi+1]
0 si x en otro caso

,

por lo tanto el gradiente del funcional es

∂J

∂Fi
=

∫ 1

0

∫ 1

0

−2ψφi(x)φi(t)dxdt+ 2αFi. (4.17)

En el proceso de minimizar J se utiliza el método del gradiente conjugado, de la siguiente
manera.

Sea p = [F0, F1, ..., FN ]T ∈ RN+1, los parámetros sucesivos obtenidos por

ps+1 = ps + γsds, s = 0,1,2,...,

donde s es el número de iteración, γs es el parámetro de paso del descenso, ds es la
dirección de descenso y p0 es el paso inicial para el vector no conocido p.

La dirección de descenso es calculada por

ds = −gs + βsds - 1,

donde g es el gradiente del funcional que se minimizará y βs es definido como

β0 = 0, βs =
〈gs − gs-1,gs〉
‖gs-1‖2 ,

donde 〈·, ·〉 y ‖·‖ denota el producto interior y la norma en RN+1 respectivamente.
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4.5. Mejoramiento de la estimación de F

Finalmente para el mejorar la estimación de F , debemos encontrar la solución del problema
de minimización en una dimensión. Estos cálculos los realizaremos para la función F (x, t).

γs = mı́n
γ>0

J(ps − γsds).

Usamos la siguiente la notación ps ≡ F y γsds ≡ γ(∇u,∇J), y dado que u(x, t, F −
γ∇J(F )) ' u(x, t, F )− γ(∇u,∇J), tenemos la aproximación

J '
∫ 1

0

∫ 1

0

n∑
i=1

(u− γ(∇u,∇J)− hδ)2σ(x− xi)dxdt+ ε

∫ 1

0

∫ 1

0

(u− γ(∇u,∇J))2dxdt

+α
N∑
i=0

(Fi − γ
∂J

∂Fi
)2

y

dJ

dγ
= −2

∫ 1

0

∫ 1

0

n∑
i=1

(u− γ(∇u,∇J)− hδ)σ(x− xi)(∇u,∇J)dxdt

−2ε

∫ 1

0

∫ 1

0

(u− γ(∇u,∇J))(∇u,∇J)dxdt− 2α
N∑
i=0

(Fi − γ
∂J

∂Fi
)(
∂J

∂Fi
).

Haciendo
dJ

dγ
= 0 y solucionando para γ tenemos

γ =

∫ 1

0

∫ 1

0

n∑
i=1

(u− gδ)(∇u,∇J)σ(x− xi)dxdt+ ε
∫ 1

0

∫ 1

0
u(∇u,∇J)dxdt+ α

∑N
i=0 Fi

∂J
∂Fi

(1 + ε)
∫ 1

0

∫ 1

0
(∇u,∇J)2dxdt+ α

∑N
i=0

(
∂J
∂Fi

)2 .

Podemos conocer ∇u =
∂u

∂Fi
, que son las componentes de la variable δu =

∂u

∂Fi
δFi y estas

pueden ser encontradas solucionando las ecuaciones de sensibilidad para θ = θ(x, t,ds). En
el método del gradiente conjugado ∇J se relaciona con ds y haciendo uso de la derivada
de Gateaux para encontrar una expresión para δu tenemos

δu(Fn) = ĺım
υ→0

u(Fn + υds)− u(Fn)

υ
= (∇u,ds) = (∇u,∇J).

Al sustituir δu por θ(x, t,ds) en la ecuación de sensibilidad (4.7), tenemos

∂θ

∂t
=
∂2θ

∂x2
+ 2δ(F (x, t)),
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reemplazando δF por
∑N

i=0 diφi(x)φi(t) tenemos

∂θ

∂t
=
∂2θ

∂x2
+ 2

N∑
i=0

diφi(x)φi(t).

En conclusión el parámetro de descenso queda de la forma

γs =

∫ 1

0

∫ 1

0

n∑
i=1

(u− hδ)σ(x− xi)θ(x, t; ds)dxdt+ ε
∫ 1

0

∫ 1

0
θ(x, t; ds)dxdt+ α

∑N
i=0 F

s
i d

s
i

(1 + ε)
∫ 1

0

∫ 1

0
(θ(x, t; ds))2dxdt+ α

∑N
i=0(dsi )

2
,

donde θ(x, t;ds) es la solución del problema

∂θ

∂t
=
∂2θ

∂x2
+ 2

N∑
i=0

diφi(x)φi(t),

θ(0, t) = 0,

θ(1, t) = 0,

θ(x, 0) = 0.

4.6. Experimentación numérica

Podemos ver que si u no depende del tiempo en la ecuación ut(x, t) = uxx(x, t)+F (x, t, u),
esta ecuación se convierte en un problema eĺıptico y es el caso más sencillo de resolver
numéricamente. Los ejemplos numéricos los realizaremos sobre la ecuación

−uxx = F (u),

y las fórmulas numéricas para esta ecuación se deducen de los cálculos numéricos del
problema (1)-(2).

Ecuación del adjunto

2
n∑
i=1

(u− jδ)σ(x− xi) + 2εu− ψxx = 0,

ψ(1) = ψ(0) = ψx(1) = 0.

Gradiente del funcional

∂J

∂Fi
=

∫ 1

0

−2ψφi(x)dx+ 2αFi.
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4. Fórmulas numéricas

Parámetro de descenso

γs =

∫ 1

0

n∑
i=1

(u− hδ)σ(x− xi)θ(x; ds)dx+ ε
∫ 1

0
θ(x; ds)dx+ α

∑N
i=0 F

s
i d

s
i

(1 + ε)
∫ 1

0
(θ(x; ds))2dx+ α

∑N
i=0(dsi )

2
,

donde θ es la solución del problema

−∂
2θ

∂x2
= 2

N∑
i=0

diφi(x),

θ(0) = θ(1) = 0.

Los datos uδ son generados agregando números aleatorios distribuidos uniformemente a la
solución exacta u. El programa que usamos para nuestros ejemplos numéricos es MATLAB

7.8.0 (R2009a), computador Asus, con procesador intel CORE i3.

Ejemplo 1

−uxx(x) = F (u),

u(0) = u(1) = 0,

donde las soluciones exactas son u(x) = sen(πx) con F (u) = π2u, con error en los datos
uδ = u + δ (δ = 0,02), el proceso que llevaremos a cabo en la identificación de F es el
siguiente

Primero identificaremos H(x) = F (u(x)), en este proceso identificamos simultáneamente
u(x), luego conocidos u y H determinaremos F .
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4. Fórmulas numéricas

Tabla de errores

Como podemos observar los valores de parámetros para los cuales se tiene el menor error
son: α = 10−6 y ε = 10−2.
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4. Fórmulas numéricas
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4. Fórmulas numéricas

Como podemos observar F es una función lineal de la forma F (u) = cu donde debemos
determinar el valor de c, numéricamente haciendo F/u tenemos que c ≈ π2.
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4. Fórmulas numéricas

Ejemplo 2

−uxx(x) = F (u),

u(0) = u(1) = 0,

donde las soluciones exactas son u(x) = cos(
π

2
(2x+ 1)) con F (u) = π2u, con error en los

datos uδ (δ = 0,02).

Tabla de errores

Como podemos observar los valores de parámetros para los cuales se tiene el menor error
son: α = 10−7 y ε = 10−4.
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4. Fórmulas numéricas
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4. Fórmulas numéricas

Como podemos observar F es una función lineal de la forma F (u) = cu donde debemos
determinar el valor de c, numéricamente haciendo F/u tenemos que c ≈ π2.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Durante el presente trabajo vimos la importancia de F en la ecuación ut(x, t) = uxx(x, t)+
F (x, t, u) en las diferentes aplicaciones en la ciencia y la ingeneŕıa, de ah́ı nuestro interés
en plantearnos el problema inverso de identificación de coeficientes a nuestro problema,
es decir, identificar F . La importancia de este trabajo en el proceso de identificación de

F , es debido a que usamos un método de regularización reciente [7], llamado generalizado
de Tikhonov que consiste de dos parámetros α y ε llamados parámetros de regularización
y donde definimos dos operadores G y ϕ adecuados que cumplen con las condiciones
del método, aśı, definimos el problema de identificación de F como un problema inverso
impĺıcito

G(ϕ(F )) =

(∫ t2

t1

u(F, x, t)dt,

∫ t2

t1

∂u(F, x, t)

∂x
dt

)
.

El método generalizado de Tikhonov consiste en definir el funcional J y paso siguiente
resolver el problema de minimización (Pα

ε ), dando aśı, la primera variación del funcional,
δJ ,(Teorema principal 4.1.3) a través de las ecuaciones de sensibilidad y la ecuación del
problema del adjunto. Por otro lado, los ejemplos numéricos presentados, se realizaron

para el caso donde u no depende de t y bajo ciertas condiciones sobre F donde ella es
monónota no decreciente en u, queremos resalta que este problema es más sencillo de
resolver numéricamente más no fácil y para estos ejemplos podemos concluir lo siguiente

El método generalizado de Tikhonov, nos proporciona mejores aproximaciones a la
exacta que el método de Tikhonov (un sólo parámetro), aunque la diferencia del
error no es muy grande, el hecho de tener dos parámetros de regularización (α y ε)
brinda más posibilidades de hacer mejores aproximaciones.

Para nuestros ejemplos numéricos trabajamos con errores en los datos (δ = 0,02) y
el método aplica una buena regularización para encontrar la aproximación a F , en
art́ıculos mencionados anteriormente no trabajan con errores en los datos.

Por último, en el proceso de identificación de F identificamos simultáneamente u y
esta aproximación tiene un error más pequeño comparado con el error de F .
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5. Conclusiones

Trabajo futuro

Presentar ejemplos numéricos donde se aplican las fórmulas numéricas desarrolladas en el
caṕıtulo 4, para la identificación de F en los siguientes problemas

ut(x, t) = uxx(x, t) + F (x, t, u), 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1.

ut(x, t) = uxx(x, t) + F (u), 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1.
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