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Resumen
En este informe final de trabajo de grado de maestria, se presenta un estudio centrado en la
formacion matematica relativa a las funciones, de futuros profesores de Ciencias Naturales,
Ilevado a cabo a traves de la implementacion de una secuencia de ensefianza bajo la estrategia
metodoldgica de los experimentos de ensefianza. Para este se toman como perspectivas teoricas la
investigacion en modelacion matematica conjugadas con las caracteristicas didacticas de
herramientas tecnologicas affordances; buscando como objetivo central determinar las
caracteristicas de una propuesta de formacion matematica basada en la modelacién de tal forma
que esta atienda a las necesidades de los estudiantes del programa de Licenciatura en Ciencias
Naturales y Educacion Ambiental de la Universidad del Valle. Los resultados dan cuenta de
cdmo una aproximacion basada en la modelacion matematica apoyada en herramientas digitales
permite una apropiacién progresiva de los conceptos fundamentales de las funciones

caracterizadas desde la nocion de razén de cambio.

Palabras clave: Affordances, experimento de ensefianza, formacion de profesores,

modelacion matematica, herramientas digitales, relacion matematicas y ciencias.



Abstract
In this final report, we present a study focused on the mathematical formation related to
functions, of future science teachers, carried out through the implementation of a teaching
sequence under the methodological strategy of Teaching experiments. To develop it, research in
mathematical modelling is taken as a theoretical perspective as well as the affordances from
technological tools; seeking as central objective to determine the characteristics of a
mathematical formation proposal based on modelling in such a way that it tends to the specific
needs of students from a teacher education in natural sciences and environmental education of the
Universidad del Valle. The results show how a mathematical modeling-based approach,
supported by digital tools allows for a progressive appropriation of fundamental concepts of

functions characterized from the notion of rate of change.

Keywords: Affordances, digital tools, mathematical modelling, mathematics-science

relation, teacher education, teaching experiment.
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Introduccidn
El amplio progreso de la ciencia y la tecnologia propicia espacios de transformacion en
todos los &mbitos de la sociedad moderna, con lo que la necesidad de formar ciudadanos capaces
de afrontar los desafios actuales y porvenir es una constante. En tal contexto, la formacion de
pensamiento matematico adquiere gran relevancia, en particular en lo relacionado con los

aspectos de este que favorecen la resolucion de problemas en distintos ambitos de la realidad.

Numerosas investigaciones han mostrado que el aprendizaje de las matematicas
representa una dificultad para los estudiantes en todos los niveles educativos; particularmente en
el nivel de educacion superior, en donde la necesidad de formacion en matematicas de los

estudiantes responde a los criterios propios de cada disciplina o profesion.

En este sentido, la formacion matematica requerida por cada profesion varia de acuerdo
con sus necesidades, y en el caso de los programas de formacidn de profesores, vale la pena
preguntarse acerca de los aportes particulares que para un futuro educador genera el recibir una

formacion matematica.

Dentro de esta discusién general, el programa de formacion de profesores en ciencias
naturales y educacion ambiental de la Universidad del Valle reconoce que sus estudiantes
requieren recibir formacion matematica, pues esta ciencia funge como una herramienta

importante en el estudio de los fendmenos disciplinares que son de su interés.

Con este reconocimiento, a la entonces Area de Educacion Matematica, ahora Escuela de
Educacion en Ciencias, Tecnologias y Culturas de la Facultad de Educacion y Pedagogia, le fue
encargada la exploracion de caracteristicas y propuestas relacionadas con las formas de

presentacion de los contenidos habitualmente abordados en los cursos de formacion matematica



bésica, especificamente en cursos de estudiantes para profesor de ciencias naturales; con el fin de
elaborar una propuesta que dé cuenta de las necesidades propias de formacion matematica de los
estudiantes del programa de licenciatura en ciencias naturales y educacion ambiental; de esta
solicitud nace una propuesta de dos cursos denominados Formacion Matemaética | y Formacion

Matematica Il.

El presente informe presenta una investigacion realizada en el marco de dicha solicitud
del programa de licenciatura en ciencias naturales y educacién ambiental, en la cual se realiz6 un
estudio detallado de la propuesta del entonces Area de Educacion Matemética, ahora Escuela de
Educacion en Ciencias, Tecnologias y Culturas, particularmente para la asignatura de Formacion

Matematica |, dando paso a reflexiones y propuestas para la mejora del curso.

Para ofrecer al lector un panorama general acerca del contenido del documento, a
continuacion, se describen cada uno de los cincos capitulos en los que se ha organizado el
presente informe: en el primer capitulo se define y acota el tema de estudio, delimitando asi el
problema de investigacion, se formulan los objetivos de este y se dan argumentos que sustentan

la propuesta de trabajo.

En el segundo capitulo se hace un recorrido por los conceptos y posturas tedricas que
orientaron el desarrollo del trabajo, se inicia el capitulo con la presentacion de elementos
relacionados con la nocion de Affordances de una herramienta tecnoldgica (Brown et al, 2004) la
cual es explorada con la intencion de caracterizar aquellas acciones que una cierta herramienta
tecnoldgica le facilita (o dificulta) a un estudiante al ser enfrentado a una actividad de
aprendizaje; a continuacion se presentan ideas relacionadas con la modelacién matematica
(Stillman, 2019) como linea amplia de investigacion en educacion matematica, dentro de la cual

la presente investigacion pretendié acercarse a la perspectiva del disefio de tareas de modelacion



matematica (Reit y Ludwig, 2018); a continuacion, se definen contextos en los cuales pueden
desarrollarse tales tareas de modelacion matematica (Barrera y Santos, 2002); se cierra el capitulo
haciendo mencion a investigaciones relacionadas con la ensefianza y el aprendizaje de la razon de
cambio (Rendon, 2009). Cabe mencionar que este marco referencial constituye un elemento
central para el disefio y aplicacion de las actividades, asi como para interpretar los resultados

obtenidos durante la implementacién de estas.

El tercer capitulo presenta las caracteristicas de los experimentos de ensefianza, los cuales
determinan el marco metodolégico en el que se desarrollé el proyecto. Posteriormente se
describen los instrumentos disefiados, se detalla la totalidad de las actividades que componen la

secuencia de ensefianza y las vicisitudes de la implementacion de estas.

El cuarto capitulo presenta un conglomerado de los resultados obtenidos, asi como el
analisis de los datos construidos a partir de las aplicaciones; los resultados obtenidos en dichos
analisis se organizan de acuerdo con el marco referencial tedrico presentado. Los datos
encontrados dan cuenta de como los estudiantes logran progresivamente construir modelos
matematicos en los que se involucran algunos tipos de funciones, al trabajar en contextos reales y
realistas, a partir de la identificacion de las relaciones entre magnitudes presentes en la situacién

abordada y la covariacion de tales magnitudes.

Finalmente, en el capitulo quinto se describen las conclusiones a las que se llegaron con la
implementacién del experimento de ensefianza, buscando dar respuesta a las preguntas de
investigacion planteadas de tal forma que se da cuenta de la consecucion de los objetivos
planteados y de los cuales se derivan algunas sugerencias para el desarrollo futuro del trabajo, se

cierra el documento con la presentacion del listado de referencias bibliograficas y los anexos.



Capitulo I: Presentacion del Problema de Investigacion

En este capitulo se hace referencia a algunos elementos contextuales que dan lugar al
desarrollo de la investigacion, en este sentido, se define y acota el problema de investigacion.
Como punto de partida se dan argumentos sobre la necesidad social de la formacién ciudadana en
ciencias naturales, y especificamente de profesores de ciencias naturales que puedan atender a
tales requerimientos dando paso al reconocimiento de las particularidades requeridas en los
programas de formacidn universitaria, en particular de la formacién matematica requerida por el
programa de Licenciatura en Ciencias Naturales y Educacion Ambiental de la Universidad del
Valle de acuerdo con sus objetivos, asi como los resultados de investigaciones realizadas en el

marco de la formacidn inicial de profesores de ciencias tales como el trabajo de Cabrera (2016).

Adicionalmente, se presenta una seleccion de trabajos que anteceden la investigacion, tal
como el de Teuscher y Reys (2012), donde se reconoce la importancia de la razén de cambio
como un concepto fundacional del calculo, estos autores estudian también la apropiacién de este
concepto en estudiantes que se encuentran iniciando su primer curso de célculo. Por otro lado,
trabajos como el de Frykholm y Glasson (2005) han abordado problemas relativos a la
integracién entre matematicas y ciencias en la formacion de profesores de ciencias. Finalmente,
se presentan elementos relacionados con el papel que juegan las matematicas como herramienta
para abordar el estudio de fendmenos propios de las ciencias, con lo que se da muestra de la
imperiosa necesidad que tienen los futuros profesores de ciencias de tener una formacion
matematica. Los anteriores elementos, sirven como una justificacion y sustento al desarrollo de

este trabajo.



Se reconoce que el problema general de la educacion es extremadamente complejo, razon
por la que todo trabajo de investigacion debe ser delimitado a través de preguntas y objetivos

concretos; en este sentido, en la parte final del capitulo se presenta dicha informacion.

1.1Presentacion y contextualizacion del problema

En la actualidad, el papel que ocupan la ciencia y la tecnologia es fundamental para el
desarrollo de los pueblos y en la vida cotidiana de las personas (MEN, 2004). En ambitos tan
cruciales de la experiencia diaria como el transporte, la democracia, las comunicaciones, la toma
de decisiones, la alimentacion, la medicina, entre muchos otros, estan regidos en mayor o menor
medida por los avances cientificos y tecnoldgicos, por todo lo anterior el Ministerio de Educacion
Nacional (MEN, 2004), afirma que “parece dificil que el ser humano logre comprender el mundo

y desenvolver en ¢l sin una formacion cientifica basica” (pag. 1)

En un mundo en constante cambio, con complejidades y desafios cada vez mayores,
resulta apremiante que las personas cuenten con los conocimientos y herramientas necesarias que
proveen las ciencias para comprender su entorno (MEN, 2004). De tal forma que sea posible
aportar a la transformacion de este, desde una postura critica y ética frente a los hallazgos y

enormes posibilidades que ofrecen las ciencias.

Asi entonces, para el Ministerio de Educacion Nacional (MEN, 2004), formar en Ciencias

Naturales en Educacion Bésica y Media significa:

Contribuir a la consolidacion de ciudadanos y ciudadanas capaces de asombrarse,
observar y analizar lo que acontece a su alrededor y en su propio ser; formularse
preguntas, buscar explicaciones y recoger informacion; detenerse en sus hallazgos,

analizarlos, establecer relaciones, hacerse nuevas preguntas y aventurar nuevas



comprensiones; compartir y debatir con otros sus inquietudes, sus maneras de proceder,
sus nuevas visiones del mundo; buscar soluciones a problemas determinados y hacer uso

de los conocimientos cientificos. (p. 1)

Este planteamiento conlleva también una concepcion de las ciencias que oriente la
consecucion de los objetivos de formacion; en este sentido, se afirma que en la actualidad méas
que hablar la ciencia en singular, se habla de disciplinas cientificas, consideradas como cuerpos
de conocimientos desarrollados en el mercado de teorias que dirigen las investigaciones (MEN,
2004). Asi entonces, la fisica, la biologia, etc. intentan ademas de hacer descripciones de sucesos
de la realidad o predecir acontecimientos bajo ciertas condiciones; fundamentalmente,
comprender lo que ocurre en el mundo, y dar luces sobre el complejo entramado de relaciones
que existe entre diversos elementos, la interrelacion entre ellos, y las razones que se ocultan tras

los eventos.

A la luz de las metas de formacién en Ciencias Naturales para los ciudadanos, aparece
también la necesidad de que haya una poblacion de profesores adecuadamente formados, que se
encuentren en capacidad de llevar a cabo el cumplimiento, e incluso superacion de tales metas.
En este sentido, la formacion de profesores es un tema a la orden del dia en la agenda de
investigacion internacional en el campo de la educacion (Acevedo Diaz, 2010; Loughran y
Hamilton, 2016), se ha reconocido que este es un proceso complejo en el que influyen una

diversidad de elementos y agentes.

En el caso de Colombia, el Ministerio de Educacion Nacional impuls6 una serie de
reformas en torno a los tres subsistemas que componen el sistema de formacidn de profesores,
estos subsistemas son: formacion inicial, en servicio y avanzada. (MEN, 2013, citado en Cabrera,

2016) Al ubicarse el interés del presente informe de investigacién en la formacion inicial de



profesores de ciencias, y especificamente, la formacién matemaética de dichos profesores; se

procede a presentar una descripcion de tal subsistema:
Para el Ministerio de Educacién Nacional (2013) este subsistema se entiende como:

... proceso de formacion cuyos referentes principales son la educacion y la pedagogia, asi como la
comprension analitica de como se suceden la ensefianza y el aprendizaje en el ser humano, de
coémo aprender a ensefiar, a construir conocimiento y a movilizar el pensamiento en los diferentes
campos del conocimiento, a partir de una sélida fundamentacion epistemolégica, tedrica y praxica,
organizadas diacronica y sincronicamente, para alcanzar la titulacién como profesional en

educacion. (p. 69)

Cabrera (2016) afirma que el proceso de formacidn debe contribuir a los futuros
profesores de ciencias en la superacion de retos como lo pueden ser el presentar los problemas,
modelos, conceptos, leyes, teorias, historia y epistemologia como atributos propios de la
disciplina que orientaran en sus clases; también el brindar las bases fundamentales del
conocimiento sobre el aprendizaje de las ciencias; y, reconocer la importancia de las

concepciones de los estudiantes para orientar su aprendizaje.

En este sentido, los programas de formacion inicial de profesores deben estar a la altura
de tales exigencias, de lo contrario, deberan proponerse alternativas que conduzcan al
cumplimiento de estas, es decir, vincular cuestiones relacionadas con para qué se ensefia un
contenido, de las estrategias para ensefiarlo, de cbmo lo comprenden los estudiantes, de la

practica y del curriculo (Cabrera, 2016).

Por otro lado, se acepta que la formacion matematica es un imperativo de la sociedad
actual, prueba de ello es que el desarrollo de pensamiento matematico aparece contemplado como

uno de los objetivos especificos de la educacion basica secundaria en la Ley General de



Educacion (1994), con lo que se da lugar al estudio de las matemaéticas en ese ciclo, pues estas

configuran un contexto propicio para la formacion de dicho pensamiento.

Dirigiendo la atencion al ciclo de la educacion superior, y en particular a la Universidad
del Valle; la politica curricular de dicha institucion® contempla la formacion de pensamiento
matematico en el componente de los fundamentos generales del curriculo; a partir de este
reconocimiento, es posible preguntarse por cual es la formacion matematica que requiere un
profesional; en este sentido, se afirma que no todos los profesionales deben recibir la misma
formacion matematica, y que esta debe adecuarse a las necesidades de cada programa académico

(Alsina, 2001).

Autonomamente, en el afio 2015 la Universidad del Valle renovo su politica curricular y
proyecto formativo, materializada en el Acuerdo 025 de septiembre 25, lo cual ha brindado mas
elementos para abordar las discusiones internas referentes a las reformas de los programas, y en
particular, de los programas de formacién de profesores en las distintas areas.

En este acuerdo se entiende la formacion basica general y especifica en la Universidad
del Valle como:

... laresponsable de introducir a los estudiantes en la vida universitaria y la cultura
académica; en los conocimientos sin los cuales es inconcebible la formacion dentro de un
campo del saber; de aprender los contenidos y las técnicas basicas de una disciplina y de
apropiarse de reflexiones que, aunque relacionadas con una identidad profesional,
implican sobre todo la produccion de una consciencia historica y estética que trasciende

los fines puramente instrumentales de la formacion. (Articulo 4°, 2015).
Como un objetivo curricular correspondiente al ciclo de la formacion béasica general y

especifica se encuentra el de fortalecer en los estudiantes su pensamiento I6gico-matematico,

! Acuerdo 025 de 2015 Consejo Superior. “Por el cual se actualiza la Politica Curricular y el Proyecto Formativo de la
Universidad del Valle”



cientifico-tecnoldgico, filoso6fico, humanistico y artistico; y dentro de este espectro, es posible
ubicar propuestas encaminadas al desarrollo de pensamiento matematico en los estudiantes de la
Universidad del Valle; este fue el interés central del presente trabajo. En este sentido, los avances
en las ciencias han dejado ver que no todos los profesionales requieren la misma formacion

matematica.

El programa de Licenciatura en Ciencias naturales y Educacion ambiental, adscrito a la
Escuela de Educacién en Ciencias, Tecnologias y Culturas de la Facultad de Educacion y
Pedagogia, no ha sido ajeno a estos procesos de transformacion en las politicas curriculares que
orientan su quehacer; en este sentido han realizado procesos de autoevaluacion y reforma que han
dado lugar a discusiones académicas con respecto a su proyecto formativo en general, y a la
formacion de sus estudiantes en las ciencias como la biologia, la quimica, la fisica, y

particularmente, las matematicas.

Por tal razén, se da paso a una mirada enfocada en el papel que cumplen las matematicas
en la formacion de un profesor de ciencias naturales, con lo que se abre el espectro a la
exploracion de propuestas relacionadas con la formacion matematica mas apropiada para los

estudiantes de la Licenciatura en Ciencias Naturales y Educacion Ambiental.

A raiz de la reflexion propia de tales procesos, el programa de Licenciatura en Ciencias
Naturales y Educacion Ambiental definié dos asignaturas para sus nuevos estudiantes, Formacion
Matematica | y Formacion Matematica Il (Ver Anexo A: Programa de curso), cada una de 3
créditos?, con los cuales brindarles las herramientas requeridas para un satisfactorio proceso a lo

largo de su formacidn profesional como futuros profesores de ciencias naturales.

2 Un crédito se define en la Universidad del Valle como la unidad de medida del trabajo académico que debe
realizar un estudiante en cada una de las actividades formativas establecidas como requisitos para la obtencion del
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En este sentido, el MEN (2004) afirma que “no es posible pensar en aprendizajes
auténticos en ciencias que no signifiquen relaciones profundas y arménicas con otras areas como
las matematicas y el lenguaje” (p. 110) y especificamente, se llama la atencion a como el
desarrollo cientifico implica el uso de las matematicas como sistema simbolica que permita
cuantificar y construir modelos de los fendémenos observados (MEN, 2004). Asi, trabajos como
los de Maass et al (2019) expresan como la modelacion matematica puede ser un vehiculo
importante para “traer problemas del mundo real al salon de clase de matematicas” (English,

2016, citado en Maass, 2019).

Maass (2019) afirma que es posible la conexién entre la modelacién matematica y las
ciencias debido a que, en su mayoria, los problemas del mundo real en los cuales la modelacion
matematica es una aproximacion adecuada son de naturaleza interdisciplinar; esta nocion de
conexiones entre matematicas y ciencias ha sido explorada en trabajos como los de Frykholmy

Glasson (2005).

Para estos autores, el lenguaje utilizado para discutir la relacion entre ciencia y
matematicas debe ser seleccionado cuidadosamente para promover distintas percepciones y
précticas alrededor de la formacién en ciencias y matematicas; Ilaman la atencion a las
investigaciones previas en torno a términos como la interdisciplinariedad y la integracion
(Berlin, 1991; Berlin y White, 1995; citados en Frykholkm y Glasson, 2005). En relacion con la
interdisciplinariedad, una idea principal en estas discusiones incluye la suposicion de que la
integridad de los limites de cada disciplina sera preservada a través de la exploracién de

contextos comunes que promuevan el aprendizaje tanto de las ciencias como de las matematicas.

titulo en un programa de pregrado. Un crédito académico equivale a 48 horas de trabajo académico del estudiante,
distribuidos sobre la base de periodos académicos de 16 semanas calendario, con dos semanas adicionales para
examenes y evaluacion. (Resolucion de consejo académico Universidad del Valle 136 de 2017)
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Esta perspectiva, requiere, de manera habitualmente poco realista (Frykholm y Glasson, 2005),

que los profesores tengan el conocimiento para ensefiar las dos disciplinas satisfactoriamente.

Por otro lado, y respecto a la nocion de integracion, las acepciones comunes del término
implican que la ciencia y las matematicas puedan ser mezcladas a la perfeccion de tal forma que
sea dificil determinar donde terminan las matemaéticas y donde empiezan las ciencias; la cual trae

sus propios desafios.

Teniendo en cuentas las definiciones presentadas para interdisciplinariedad e integracion,
Frykholm y Glasson (2005) proponen hablar de conexiones entre ciencias y matematicas,
conexiones que se encuentren auténticamente situadas en las précticas de cada campo, y en las
experiencias comunes de los estudiantes, para estos autores, muchos profesores son capaces de
reconocer y reforzar sobre distintas conexiones entre las matematicas y las ciencias que ellos

perciben como intuitivos y relevantes.

Frykholm y Glasson (2005) afirman que, en lugar de yacer principalmente dentro de los
constructos de cada disciplina, las conexiones entre ciencias y matematicas tienden a emerger de
los conocimientos previos y las experiencias de los profesores. Asi, entonces conjugando la
propuesta de Frykholm y Glasson (2005) con la propuesta de Maass (2019), la modelacién
matematica parece un escenario importante para la explicitacion de conexiones entre ciencias y
matematicas, que apoye la formacién en matematicas de los estudiantes para profesor de ciencias

naturales y educacion ambiental de la Universidad del Valle.

A raiz de todas las consideraciones anteriores, se plantea la siguiente pregunta orientadora

para la investigacion
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¢Que aporta a la formacién matemaética inicial de los estudiantes de la Licenciatura en Ciencias
Naturales y Educacion Ambiental de la Universidad del Valle la caracterizacion de una secuencia

de ensefianza basada en la modelaciéon matematica?

1.2 Antecedentes y Justificacion

Es posible afirmar que existe un acuerdo generalizado acerca de la necesidad que tienen los
profesionales en general, de recibir formacion en saberes y conocimientos matematicos, sin
embargo, la naturaleza o especificidad de tal formacion puede, incluso debe, variar de acuerdo con
los objetivos de cada programa académico en relacidn con el papel que juegan las matematicas en

el quehacer de los profesionales que forman.

Enmarcado en este panorama general, una mencion especial merece la formacion de
profesores, un vasto campo de investigacion en el que el papel que juegan las ciencias, en particular
las matematicas, que se estudian deben ser objeto de reflexion didactica por parte de los futuros
profesores, al ser tanto parte de la dimensién de conocimientos generales que estos deben tener,

como objeto de ensefianza.

En esta direccion, un estudio de la formacion matematica que requieren los profesionales,
y particularmente los futuros profesores pasa por analizar qué es lo que se requiere que los
estudiantes aprendan, y en este sentido, es posible afirmar que lo que se busca no es el estudio de
las matematicas per se, sino que se busca la formacion de pensamiento matematico por parte de
los estudiantes, y que este pensamiento pueda ser aplicado en distintos contextos seglin sea
requerido en su labor profesional. A continuacion, se hace referencia explicita de algunas

investigaciones que se han encargado de estudiar el campo de interés mencionado.
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Para ello, se presentan los antecedentes de esta investigacion clasificandolos en tres
subapartados los cuales son: mostrar investigaciones relativas a la ensefianza y/o aprendizaje de la
razén de cambio, como objeto matemaético de estudio en la investigacion y a partir del cual se busco
caracterizar las funciones lineales, afines, cuadraticas y exponenciales; luego se presentaran las
investigaciones alusivas a trabajos que promueven la estrategia de la busqueda de conexiones entre
matematicas y ciencias. Por ultimo, se presentardn algunas investigaciones que presentan

elementos metodoldgicos relativos a la investigacion basada en disefio (IBD).

1.2.1 Investigaciones relativas a la razén de cambio, variacion y funciones.

En el presente subapartado se realiza una mirada a investigaciones relativas desde tres
puntos de vista buscando dar cuenta del estado general de la cuestion: Se da inicio presentando la
investigacion de Teuscher y Reys (2012) quienes analizan la comprension de la razén de cambio
en estudiantes que han cursado diferentes cursos de calculo. A continuacion, se presenta el
trabajo de Byerley y Thompson (2017) en donde se analizan los significados de profesores en
ejercicio acerca de las nociones de medida, pendiente y razén de cambio. Se cierra el subapartado
con el trabajo de Villa-Ochoa et al (2018) quienes investigan el papel de la modelacion y el uso

de tecnologias en el estudio de la razon de cambio instantanea.

Teuscher y Reys (2012) examinaron la comprensién de la razon de cambio en estudiantes
del curso Advanced Placement Calculus que hubiesen cursado distintos cursos de matematicas en
su educacion previa. Los estudiantes realizaron un examen de conocimientos y dos tareas abiertas
con preguntas referentes a razon de cambio. Los resultados dieron cuenta de que todos los
estudiantes poseian falencias importantes en la interpretacion del significado de la razon de

cambio sin importar su formacion previa.
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Los estudiantes correctamente calculaban la razon de cambio en funciones lineales, sin
embargo, cuando la funcién no era lineal, los estudiantes presentaban dificultades para calcularla,
modelarla en un grafico o interpretarla en un contexto del mundo real, resultados en concordancia
con lo reportado por autores como Herbery y Pierce (2008, citado en Teuscher y Reys, 2012)
quienes afirman que tipicamente, la razon de cambio es presentada a los estudiantes mediante la
férmula de la pendiente de una linea. Y maés aun, se tiende a priorizar la préctica de calcular la
pendiente de una linea sin dar importancia a la interpretacion de lo que tal resultado significa
dentro de un determinado contexto o a las unidades de medida de las magnitudes que intervienen

en tal situacion.

Para Teuscher y Reys (2012) el vocabulario utilizado por profesores y libros de texto para
la razén de cambio es importante, y puede ser un factor que contribuya a los errores y baja
comprensidn de los estudiantes, pues las explicaciones dadas por los estudiantes sugieren
confusiones sobre los conceptos de pendiente, inclinacion, razon de cambio, asi como las

relaciones entre estas.

Dirigiendo la atencion a los profesores, Byerley y Thompson (2017) llevaron una a cabo
una investigacion en la cual indagaron acerca de los significados que poseian para profesores de
matematicas preuniversitarios los conceptos de pendiente, medida y razon de cambio. Los datos
fueron recolectados mediante un instrumento escrito validado, disefiado para diagnosticar los

significados matematicos en los profesores.

En los resultados de Byerley y Thompson (2017) se resalta que la mayoria de los
profesores poseen principalmente significados aditivos y basados en férmulas para la pendiente y

la razon de cambio en items escritos. Pocos profesores dieron cuenta de como la razén de cambio
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compara el tamafio de cambios relativos entre dos cantidades. Para estos autores, los débiles
esquemas de medida en los profesores pueden asociarse con significados limitados para la razén
de cambio. Sugieren, en general que la razén de cambio deberia ser un tema prioritario y

especifico de desarrollo profesional para los profesores de matematicas.

Respecto al papel de la modelacion y la tecnologia en el aprendizaje de la razén de
cambio, Villa-Ochoa et al (2018) presentan los resultados de un estudio destinado a reconocer las
contribuciones que los contextos y las tecnologias digitales ofrecen a la comprension de la tasa de
variacion instantdnea como una manera de aproximarse a la derivada en un punto en el estudio de

las matematicas.

Villa-Ochoa et al (2018) mencionan como en la literatura en educacion matematica no
existe un consenso acerca de la definicion de modelacion matematica ni de las implicaciones en
el aula; afirman que para ellos la modelacion se entiende como una practica de articulacion entre
dos entes, uno llamado modelo que actda en otro llamado lo modelado para diversos fines como
la prediccion, el diagndstico o la evaluacion de aspectos del ente modelado (Arrieta y Diaz, 2015,

citado en Villa-Ocho et al, 2018).

El estudio se llevo a cabo a través de la metodologia cualitativa del estudio de casos, en el
cual participaron cuatro estudiantes voluntarios de un curso de precalculo de un programa de
ingenieria de una universidad pablica en Medellin, Colombia. Las tareas que conformaron el
estudio referian a la modelacion de fendmenos de covariacion apoyadas con herramientas de
software como Geogebra y Modellus. El propésito de estas era analizar el comportamiento de
variables, reconocer patrones y establecer mecanismos para construir modelos que representaran

la covariacion.
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Los resultados obtenidos dan cuenta de cdmo los fendmenos modelados y las tecnologias
digitales no son neutros en la comprension de la razén de cambio instantdnea; dan muestra
también, de que las situaciones en las cuales la razon de cambio puede asociarse a magnitudes, en
contextos y experiencias cercanas a los estudiantes, contribuye a pasar de la comprension de la
razon de cambio promedio a la comprension de la razon de cambio instantinea. Villa-Ochoa et al
(2018) concluyen sugiriendo la necesidad de disefiar ambientes que promuevan que los
estudiantes se enfrenten a experiencias de modelacién con tecnologia en la que los objetos

matematicos puedan tener diversidad de significados e interpretaciones.

La revision de la literatura relativa a la razén de cambio da luces respecto al papel que
juega dicha nocién para el estudio de multiples fenémenos y la comprension de algunos tipos de
funciones, asi como de las limitaciones que las aproximaciones cléasicas han tenido ante el estudio
de esta. En este sentido, la modelacion matematica se presenta como un campo fértil de

investigacion desde el cual desarrollar aportes para la educacion matematica.

1.2.2 Investigaciones relativas a las conexiones entre matematicas y ciencias

Como se menciond brevemente en apartados anteriores, existen multiples perspectivas
que abogan por un trabajo de integracion, trabajo interdisciplinar o de bisqueda de conexiones
en la educacion en matemaéticas y ciencias naturales. Siguiendo la propuesta de Frykholm y
Glasson (2005), la investigacion sigui6 la orientacion del trabajo en la busqueda de conexiones
entre matematicas y ciencias. En los parrafos siguientes se presentan investigaciones que dan

cuenta parcial del estado de la investigacion en este sentido.

Ya desde inicios de siglo, Frykholm y Glasson (2005) llamaban la atencion a como la

literatura en educacion en matematicas y ciencia “estaba repleta con llamados a la integracion
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entre matematicas y ciencia” (p. 1) sin embargo, hacia falta aun el desarrollo de estudios que
examinaran los prerrequisitos, creencias, experiencias y conocimientos requeridos para que los
profesores implementaran la ensefianza integrada. Estos autores realizaron un estudio en el cual
exploraron el conocimiento del contenido, el conocimiento didactico del contenido, actitudes y
creencias con relacion a la integracion entre matematicas y ciencia, que futuros profesores de

matematicas o ciencias tenfan durante su formacion.

El estudio de Frykholm y Glasson (2005) exploré un modelo colaborativo que busco
generar oportunidades educativas significativas dentro del contexto de la formacion inicial de
profesores, para fomentar la habilidad y la voluntad de identificar y aprovechar las conexiones
entre matematicas y ciencia para la ensefianza en el aula de clase. Los resultados de la
investigacién dieron muestra de que la busqueda de conexiones entre matematicas y ciencia
generd entusiasmo entre los participantes pues las producciones de sus colaboraciones dieron
cuenta de que lograron crear oportunidades aprendizaje significativas para sus estudiantes, a

partir de los conocimientos base que cada uno de los participantes poseia.

Algunas de las cuestiones que el trabajo de Frykholm y Glasson (2005) dejan abiertas
incluyen una preocupacion respecto al nimero de futuros profesores que no tenian experiencias
previas en relacién al trabajo colaborativo de la basqueda de conexiones entre matematicas y
ciencia, a pesar de no poseer la experiencia y sentirse poco preparados para ello, muchos de estos
participantes reportaron creencias fuertes sobre lo positivo de realizar tales conexiones; por otro
lado, una preocupacién quiza mas critica se refiere a los usos de las matematicas en los proyectos
propuestos por los participantes, pues en muchos casos la matematica aparecia fundamentalmente

como una herramienta para la recoleccién y representacion de datos; presentando asi una
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percepcion quizé limitada de los aportes de la educacion matematica en la formacion de los

ciudadanos.

Cerca de una década después, Baxter et al (2014) expresaron también la tendencia a
hablar acerca de la integracidn entre matematicas y ciencia, sin embargo, estos autores afirman
que eran aun escasas investigaciones que exploraran maneras de apoyar a los profesores a lograr
tal objetivo. Baxter et al (2014) utilizaron investigaciones en desarrollo profesional en ciencia y
matematicas para disefiar un proyecto de desarrollo profesional que ayudase a profesores de
grados tempranos a mejorar su ensefianza de las matematicas y las ciencias al conectar

estratégicamente estas disciplinas.

Los propdsitos del estudio incluian: identificar los cambios en la confianza y practicas de
los docentes después de participar en el proyecto de desarrollo profesional; e, identificar
diferentes formas de conectar matematicas y ciencias durante el desarrollo profesional. En
relacion con el primero de estos objetivos, Baxter et al (2014) reportan que, tanto en matematicas
como en ciencias, los docentes se sintieron méas confiados en su habilidad para involucrar a los

estudiantes en el aprendizaje, evaluar las comprensiones y facilitar discusiones en clase.

Con relacion al segundo objetivo, los autores se apoyaron en la propuesta de Huntley
(1998, citado en Baxter et al, 2014) de un continuo de integracion entre matematicas y ciencia
(ver Figura 1) el cual identifica diversos tipos de integracion, que va desde: clases de ciencia, a
clases de ciencia con algo de matematica, a clases que parecieran integrar perfectamente

matematicas y ciencia, a clases de matematicas con algo de ciencia, y a clases de matematicas.
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Figura 1. Continuo de integracién Matemaéticas y Ciencia. Adaptado de Huntley (1998, citado en Baxter et al 2014)

Baxter et al (2014) concluyen que es muy importante apoyar a los docentes a identificar y
desarrollar conexiones entre matematicas y ciencias significativas, mas alla de ser superficiales o
triviales. En este sentido, la manera en como las disciplinas se relacionan es tan importante, o
mas, que el nivel de prominencia que tenga cada disciplina en una determinada actividad.
Definen dos tipos de conexiones: Infusion que refiere a la resolucidn de problemas matematicos
relacionados a conceptos cientificos, y Transferencia, que refiere a indagaciones cientificas
apoyadas por procesos y conceptos matematicos. A pesar de estas conexiones, los autores cierran
con el llamado de atencion de Lederman y Niess (1997, citado en Baxter et al, 2014) de que

matematicas y ciencias tienen distinciones epistemoldgicas que son criticas de mantener.

Por otro lado, en su tesis doctoral Wong (2018) indaga acerca de la relacién entre la
ciencia escolar y la educacion matematica. La autora afirma que, si bien la ciencia es dependiente
del pensamiento y herramientas matematicas, esta cercana relacion no se ve habitualmente
reflejada en las escuelas o en las politicas educativas; Wong (2018) plantea criticas a los llamados
a que los departamentos de matematicas y ciencias trabajen conjuntamente al preguntarse por la

plausibilidad de tales propuestas.

Especificamente se pregunta por el como y hasta qué punto es posible que educadores en

matematicas y ciencias trabajen juntos, asi como cuales son las barreras que dificultan
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colaboraciones efectivas, y de mutuo beneficio entre profesores de matemaéticas y ciencias; asi

como formas de intentar superar tales barreras.

Algunos de los resultados de Wong (2018) demuestran que la dependencia en la relacion
matematicas y ciencia es asimétrica: las ciencias dependen de las matemaéticas, pero lo opuesto no
es cierto, lo cual dificulta el desarrollo de una relacion mutuamente beneficiosa pues las ciencias
siempre tenderan a percibir méas beneficios en cualquier colaboracion. Esta dependencia
asimétrica no ha sido explorada y parece ser critica para dar cuenta de porqué las colaboraciones

entre los departamentos de matemaéticas y ciencias en las escuelas es tan atipica.

En términos de los objetivos de la investigacion realizada, esta asimetria presentada por
Wong (2018) parece apoyar la hipotesis de que el involucrar contextos propios de las ciencias en
las clases de matematicas para profesores en formacién de ciencias naturales, apoyaréa su
formacion matematica y fomentara una mejor aplicacion de las matematicas en la formacién

cientifica de tales profesores.

La revision de la literatura en la relacién matematicas y ciencia da cuenta de que, si bien
se han realizado Ilamados al trabajo conjunto, poca atencion se ha puesto a las dificultades
epistemoldgicas que tal trabajo demanda tanto para profesores de matematicas, de ciencias e

investigadores interesados en la educacion en ambos campos.

1.2.3 Investigaciones relativas a la metodologia de investigacion basada en disefio

Dentro del espectro amplio de la investigacion basada en disefio, y al fungir como una
herramienta metodologica, las trayectorias hipotéticas de aprendizaje han sido empleadas en
variedad de investigaciones con distintos objetos de estudio, en lo siguiente se presenta una

seleccion realizada de tres investigaciones relativas al uso de trayectorias hipotéticas de
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aprendizaje, especificamente relativas a algunos de los objetos mateméticos que fueron tomados
en cuenta en el disefio de la propuesta de la investigacion: la pendiente como razén de cambio;
las funciones cuadraticas y situaciones de cambio cuadrético; y el comportamiento de

crecimiento o decrecimiento exponencial.

Con relacion al trabajo pendiente y razén de cambio, Nusantara y Putri (2018)
investigaron el papel que tiene el uso de un contexto realista, como lo puede ser el analisis de la
inclinacion de una escalera recostada en una pared, en el aprendizaje de la pendiente de una recta.
Los autores afirmaron que “la formula para la pendiente de una linea recta tiende a ser ensefiada
directamente sin involucrar sus bases conceptuales, y asi, la pendiente parece estar desconectada

de las experiencias de los estudiantes” (p. 1).

Como estrategia metodoldgica, Nusantara y Putri (2018) llevaron a cabo una
investigacién basada en disefio dentro de la cual produjeron una trayectoria de aprendizaje
constituida por una serie de tareas que componian tres actividades matematicas: (i) determinar la
pendiente de dos escaleras diferentes; (ii) determinar la pendiente de una recta mediante el
trabajo con tridngulos semejantes, y (iii) resolver problemas relativos al tema de la pendiente de
una recta. Se resalta que el proceso de resolucion de los estudiantes evidencié un momento de
modelacién de la situacion presentada mediante el uso de triangulos rectangulos. Estas
actividades fueron revisadas durante los ciclos de analisis local, tomando como base las

dificultades aparentes que presentaban los estudiantes durante la aplicacion de esta.

Algunas de las conclusiones obtenidas por Nusantara y Putri (2018) incluyen la
afirmacion de cémo el contexto de la escalera, un contexto de tipo realista jugd un papel

importante en el aprendizaje de la pendiente de una linea recta, y que el uso de la trayectoria de
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aprendizaje brindd elementos para caracterizar los aprendizajes esperados en cada una de las

actividades que la componian.

Por otro lado, Fonger et al (2020) estudiaron las concepciones de los estudiantes mediante
un experimento de ensefianza de pequefia escala dirigido a desarrollar la comprension del
crecimiento cuadratico como un fendmeno cuya razén de cambio estd en constante variacion.
Para ello, los autores disefian una trayectoria de aprendizaje utilizando como soporte teorico las
nociones de Formas de Pensar (WoT, por sus siglas en inglés), y Formas de Entender (WoU por
sus siglas en inglés) respecto a los crecimientos cuadraticos en respuesta a actividades que

enfatizan el cambio en cantidades relacionadas.

Fonger et al (2020) llaman la atencion a como existen dos aproximaciones tipicas para la
ensefianza de las funciones: una aproximacion mediante la nocion de correspondencia, prevalente
en la educacién media y que enfatiza las funciones como asignaciones; por otro lado, una
aproximacion de covariacion (Thompson y Carlson, 2017, citado en Fonger et al (2020), en la
que enfatizan la a atencion en cambios relacionados entre dos variables (habitualmente x e y).
Desde esta aproximacion es posible estudiar los cambios de al menos dos maneras diferentes:
mediante la coordinacion de cambios sucesivos entre los pares de valores, o, mediante el
razonamiento de cantidades que varian simultaneamente, y que a su vez es posible estudiar como

cambia cada cantidad en relacién con la otra.

Fonger et al (2020) afirman que al escribir sobre la trayectoria de aprendizaje no es
posible pretender describir una progresion lineal de las ideas o la estructura del aprendizaje que
ocurre, con lo que se llama la atencién a las multiples relaciones existentes y que intervienen

durante el aprendizaje y también la ensefianza. Concluyen afirmando que las trayectorias de
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aprendizaje pueden servir como una herramienta que busque enlazar las teorias sobre el

aprendizaje con teorias sobre la ensefianza.

Finalmente, Ellis et al (2016) desarrollan una trayectoria de aprendizaje relativa al
crecimiento exponencial, que busco identificar y caracterizar las concepciones iniciales que
tenian los estudiantes sobre el crecimiento exponencial, asi como sus respectivas evoluciones, a

través de una ensefianza enfocada en la covariacion.

La trayectoria desarrollada por Ellis et al (2016) fue construida a partir de dos
experimentos de ensefianza, y busca dar explicaciones acerca del pensamiento y el aprendizaje de
los estudiantes en relacion con un conjunto de tareas y actividades disefiadas para engendrar una
visién del crecimiento exponencial como una relacion entre dos cantidades que covarian

continuamente.

Para estos autores, la investigacion con trayectorias de aprendizaje tiene el potencial para
apoyar una mejora en la comprension del aprendizaje de los estudiantes, permitir el desarrollo de
estrategias de ensefianza mas efectivas, asi como guiar el disefio de curriculos y estandares.
Mencionan que muchas de las trayectorias de aprendizaje disefiadas hasta el momento trabajan
con conceptos matematicos que se estudian en los primeros afios de escolaridad, como la division
en partes iguales, la medicion de longitudes, sumas y restas, entre otros; con lo que el trabajo con

conceptos de niveles superiores se reporte como una necesidad apremiante en la investigacion.

Ellis et al (2016) afirman que las trayectorias de aprendizaje pueden proveer
oportunidades para traducir hallazgos de investigacién en desarrollo profesional y mejora en la

formacion de profesores, permitiéndole a los profesores analizar los aprendizajes de sus
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estudiantes con el fin de brindar una retroalimentacion apropiada o disefiar o elegir, las

actividades més apropiadas para ellos.

Los elementos anteriores dan cuenta de la potencialidad que tiene la posibilidad de
realizar una investigacion marcada en el espectro de las Investigaciones Basadas en Disefio
(IBD), especificamente dirigida al nivel universitario, en este sentido el presente trabajo de grado
de maestria busco aportar elementos para continuar la discusién respecto a la formacion

matematica a nivel universitario.

1.3  Objetivos

Los objetivos estan estrechamente relacionados con la pregunta de investigacion central, y
son los que orientaron las actividades que se llevaron a cabo. Se parte de un objetivo general

complementado por objetivos especificos, tal como se muestra a continuacion.

1.3.1 Objetivo General

e Determinar las caracteristicas de una propuesta de formacion matematica basada
en la modelacion de tal forma que esta atienda a las necesidades de los estudiantes
del programa de Licenciatura en Ciencias Naturales y Educacién Ambiental de la

Universidad del Valle.

1.3.2 Objetivos Especificos

La realizacion de la investigacion implic también la proposicién de objetivos
secundarios, que complementan de alguna manera el objetivo general, estos se mencionan a

continuacion.
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e Caracterizar la formacion matematica que requiere un estudiante de la licenciatura
en ciencias naturales y educacion ambiental de la Universidad del Valle.

e Determinar las estrategias, estructuras y modelos conceptuales que permitan
describir una secuencia de ensefianza basada en la modelacion matematica para el
desarrollo de pensamiento matematico en estudiantes de la licenciatura en ciencias
naturales y educacion ambiental.

e Formular una secuencia de ensefianza con respecto a la nocién de razén de cambio
para los estudiantes de la licenciatura en ciencias naturales y educacion ambiental
de la universidad del valle que atienda a sus requerimientos especificos de

formacion.

1.3.3 Preguntas auxiliares de investigacion

Los objetivos enunciados anteriormente obedecen al planteamiento de una serie de
preguntas de investigacion complementarias a la central planteada anteriormente, éstas se
enuncian a continuacion

¢Cual es la importancia de la formacién matematica que recibe un estudiante para

profesor de ciencias naturales?

¢ Como caracterizar la formacion matematica que requiere un estudiante para profesor de

Ciencias naturales en sus estudios profesionales?

¢ Qué tipo de saber matematico requiere un profesional de la educacion en el area de

ciencias naturales?

¢Como disefar una secuencia de ensefianza que promueva una formacién matematica
apropiada para los estudiantes de ciencias naturales?
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¢Cdmo un experimento de ensefianza puede aportar elementos tedricos para la
configuracién de propuestas didacticas para estudiantes de la Licenciatura en Ciencias Naturales

y Educacion Ambiental?
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Capitulo I1: Referentes Tedricos

En el presente capitulo se abordan con detalle las posturas a partir de las cuales fue
consolidado el marco tedrico que sustentd la investigacion, tales posturas fueron construidas a
partir de una revision bibliografica que dio cuenta del potencial de la modelacion matematica
como herramienta para el estudio de fendmenos en las distintas ciencias, lo que promueve las

conexiones entre matematicas y ciencias descritas en el planteamiento del problema.

En la primera parte del capitulo se explora la nocion de Affordances, que fue traducida
como “Caracteristicas Didacticas de los recursos digitales” siguiendo la propuesta tedrica de
Brown et al (2004), con esta se exploran aquellas caracteristicas de los recursos digitales que
posibilitan, o dificultan, la realizacion de acciones por parte de los estudiantes al enfrentarse a
una actividad mediada con un recurso tecnolégico, en este sentido, las herramientas digitales se
pretendid fuesen utilizadas como complemento y de manera armonica con las tareas de

modelacion.

Posteriormente, se presentaran algunas posturas tedricas existentes en la literatura
relacionadas con la investigacién en modelacion, siguiendo la categorizacién propuesta por
Stillman (2019) se ubica la investigacion dentro de la perspectiva del Disefio de tareas de
modelacion en las lineas empiricas de investigacion y se resalta el trabajo de Reit y Ludwig

(2018) quienes proponen una serie de criterios para el disefio de tareas de modelacion.

En la tercera parte del capitulo se presenta la clasificacion propuesta por Barrera y Santos
(2002) de tres tipos de contextos en los que se pueden desarrollar actividades y tareas para el
trabajo matematico en el aula. Se cierra el capitulo con una presentacion conceptual de la nocion
de razon de cambio, objeto matematico de interés en la investigacion y que fundamenta la
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aproximacion a las funciones y los modelos que se propusieron como elementos de primordial
interés en la formacion matematica de los estudiantes de la licenciatura en ciencias naturales y

educacion ambiental.

2.1 Affordances / Caracteristicas didacticas de los recursos digitales

Desde inicios de siglo, Brown et al (2004) Ilaman la atencion a que el termino
“affordances” incremento su prominencia en la literatura académica en educacion matematica en
general, y en particular en la linea de investigacion de tecnologias en educacion matematica;
mencionan adicionalmente, una proliferacion de distintos usos e interpretaciones. Por tal razon,
en lo que sigue se exploran las raices y uso del término, asi como algunas de sus aplicaciones

buscando clarificar sus maltiples significados.

Inspirado por la psicologia de las cosas cotidianas, el término fue tomado del area de la
interaccién humano-computador la cual se enfoca en los ambientes disefiados por el hombre
(Norman, 1988, citado en Brown et al 2004). Pea (1993, citado en Brown et al, 2004) sugirié que
la nocién de affordances fuese usada para explorar la interrelacion entre herramientas tales como
los computadores, y la practica educativa. Pea extiende la idea a los artefactos utilizados en la
ensefianza y a las representaciones matematicas y afirma que las affordances de los objetos

profunda y a veces innecesariamente restringen su accesibilidad al humano ordinario.

Por otro lado, Gibson (1977, citado en Brown et al, 2004) afirma que, si el affordance es
percibido o atendido, o no, dependera de las necesidades del observador y cémo estas cambian;
sin embargo, el affordance permanecera invariante, esta siempre alli para ser percibido. Para este
autor los affordances existen dentro de las restricciones de un ambiente y son invariantes.
Proponen como ejemplo considerar una mesa rectangular vista por un observador desde una
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posicion particular. La perspectiva del observador le permitira observar directamente uno u otro
elemento de la mesa, como la longitud de las patas, o el centro de la mesa y estas perspectivas
cambian a medida que el observador altera su posicién, sin embargo, la mesa en si misma no

habra cambiado a lo largo de la observacion.

En relacion a la educacién matematica, Pea (1993, citado en Brown et al, 2004) considera
que la investigacion hacia la nocion de affordances es de vital importancia, pues muchos de los
objetivos de la educacion estan basados en “the success of the social constructability of
affordances — that one can get a learner to attend to the pertinent properties of the environment, or
the designed object, or the inscriptional notations, such that the learner can join in to contribute to
distributed intelligence in activity” (p. 121) Es decir, que ante una situacion de, por ejemplo,
andlisis de cambios cuantitativos, el estudiante pueda reconocer cuales son las caracteristicas mas
importantes que le permite discernir la herramienta utilizada para dar una posible solucién a la

situacion.

Analizar los affordances en una situacion puede necesitar ser mas que listar los items
disponibles en tal situacion (Kennewell, 2000, citado en Brown et al, 2004). Este autor realizé un
experimento de disefio con un marco teérico basado en tres grandes categorias de analisis:
affordances, limitaciones y habilidades; para explorar el efecto de tareas de modelacién apoyadas
por tecnologias digitales en el aprendizaje del &lgebra. Describe los affordances como “atributos
de las caracteristicas de apoyo” (2001, p. 103) o “el potencial de accién inherente a las
caracteristicas de la situacion” (2000, p. 55) Afirma que las limitaciones son complementarias, y

no son el opuesto a las affordances.
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Las affordances describen el potencial de accién, y las limitaciones describen la estructura
de la accion. Interacciones entre estudiantes y dispositivos tecnoldgicos necesariamente
involucran tanto las habilidades del estudiante como las affordances de las herramientas
tecnoldgicas. Estos elementos se combinan para determinar el potencial de la interaccion en

cualquier situacion dada.

Kaput (2001, citado en Brown et al, 2004) afirma que las affordances de la tecnologia son
las maneras en que esta provee soluciones exitosas a dilemas en la ensefianza, y potencializa las

fortalezas de los estudiantes.

El uso de affordances y limitaciones como un marco referencial para el andlisis de la
actividad de aula en ambientes de aprendizaje matematica y tecnolégicamente ricos parece
prometedor. Al manipular los affordances y las limitaciones de ambientes particulares podria ser
posible determinar trayectorias de aprendizaje que busquen apoyar y mejorar la formacién

matematica de los estudiantes.

Brown et al (2004) afirman que aprender como utilizar un instrumento complicado tal
como una calculadora CAS requiere descubrir sus affordances (aquellas que no son obvias) y
aprender a operar dentro de sus limitaciones. Por tanto, el usuario debe aprender a pensar sobre
estos problemas y operaciones matematicas de una manera similar a los desarrolladores del
software. Un desafio para la investigacion en educacion matematica es estudiar como este

proceso puede ser productivo.

Para el desarrollo de la investigacién, se tomé una postura a partir de la cual fueron
construidas 3 categorias tedricas y de disefio que buscaron operativizar esta nocién, al hacer

variar la cantidad de limitaciones y affordances disponibles en una herramienta digital presentado
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como parte de una actividad a ser desarrollada por los estudiantes, las cuales se describen a

continuacion.

T1. Affordances limitados

En esta categoria fueron incluidos applets cuya utilizacion estuviese plenamente
delimitada, la cantidad de herramientas disponibles para el usuario fuese fija y no pudiese
modificarse de ninguna manera. Asi, todas las herramientas disponibles tienen un papel
preestablecido en el desarrollo de la actividad propuesta, y los estudiantes deben Gnicamente

percibir dichos affordances y utilizarlos.

T2. Affordances sugeridos

En esta categoria fueron incluidos applets cuya limitacion fuese menor en comparacion
con los T1, sin embargo, aun incluyen elementos que dirigen la atencion al uso de herramientas

especificas en concordancia con los objetivos de las actividades propuestas.

T3. Affordances ilimitados

En esta categoria se incluyen los applets que no vienen con ninguna limitacion y
sugerencia (adicional a las del desarrollador del software), es decir, permiten una exploracion

total y no orientada de los affordances de los que dispone el applet o software.

Por otro lado, procedemos ahora a explorar investigaciones que han indagado sobre el
potencial didactico de la herramienta web Geogebra, la cual ha mostrado ser un apoyo
significativo en comparacidn con otras herramientas como Khan Academy, IXL, NCTM
Illuminations, entre otros (Lavicza, 2010, citado en Wassie y Zergaw, 2019). Resultados como

los de Moeller y Reitzes (2011, citados en Wassie y Zergaw, 2019) y Velchova (2011, citados en
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Wassie y Zergaw, 2019) han dado muestra de como al integrar Geogebra con el curriculo de
matematicas puede incrementar la satisfaccion de los estudiantes, formar estudiantes con
habilidades esenciales para el trabajo en matematicas y proveer una experiencia de aprendizaje
activa. La siguiente es una lista de caracteristicas que hacen de Geogebra una herramienta a ser
considerada y preferida, en los procesos de ensefianza y aprendizaje, Geogebra:

e Es un software libre, multi plataforma, y estd compuesto de herramientas faciles de

utilizar
e Soporta escenas dinamicas

e Permite multiples representaciones de objetos matematicos

e Permite guardar y exportar archivos en multiples formatos

e Permite la insercion de imagenes

e Funciona con LaTeX

e Tiene capacidades de prueba automaticas.

e Esta disponible en multiples idiomas

e Permite la produccion de materiales educativos por parte de los usuarios, que pueden ser
libremente compartido a través de la web

e Tiene una muy activa comunidad internacional de usuarios que comparten sus materiales

de ensefianza y brindan soporte técnico.

Wassie y Zergaw (2019) realizaron un estudio documental a partir de articulos con
revision por pares, documentos de conferencias y reportes técnicos publicados en Ingles en el
periodo desde 2007 hasta 2018 en bases de datos como: Mendeley Library, Science Direct
library, Education Resources Information Center (ERIC) con las palabras claves Geogebra y
Tecnologia en Educacion Matematica, con toda la informacidn recogida, la categorizaron en
subtemas, tales como la contribucion de Geogebra en la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas; el aporte de Geogebra en la generacion de interés por parte de los estudiantes; y, los

desafios y limitaciones de integrar Geogebra en la escuela.
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En relacién con la contribucion de Geogebra en la ensefianza y el aprendizaje, Wassie y
Zergaw (2019) mencionan que la capacidad de Geogebra para integrar conceptos algebraicos y
geomeétricos, le hace preferible para el descubrimiento de propiedades y relaciones matematicas
y, por tanto, para desarrollar en los estudiantes el pensamiento creativo. Geogebra ha sido
utilizado como una herramienta para realizar una “demostracion automatica” y una explicacion
del teorema de Pitagoras. Ha sido indicado que esta aproximacién ayuda a clarificar el teoremay
motiva a los estudiantes a estar concentrados con la clase; entre otras, la efectividad de Geogebra
también ha sido evidenciada en la comprension de figuras geométricas, en la resolucion de
problemas de optimizacion lineal, en la descripcion de autovalores y autovectores, la ldgica

béasica de la simetria y la modelacion de curvas paramétricas (Wassie y Zergaw, 2019).

Geogebra también juega un papel importante en la visualizacion y la comprensién de los
efectos de la variacion de pardmetros en funciones, y los efectos de transformaciones rigidas y
no-rigidas (Anabousy et al. 2014, Caglayan, 2011, citados en Wassie y Zergaw, 2019). También
es posible caracterizar los efectos del grado y el coeficiente principal en el grafico de funciones
polinomiales de alto grado, junto con su dominio y rango, ceros y la multiplicidad de los ceros,

valores maximos y minimos, puntos de interseccion e intervalos de monotonia.

La existencia del software de matematica dinamica, Geogebra, es una oportunidad para
investigadores y profesores para hacer énfasis en las caracteristicas dinamicas de distintos
fendmenos de la vida real. Geogebra permite la creacion de recursos de ensefianza que podrian
mejorar los ambientes de ensefianza y aprendizaje (Caligaris et al 2015, citado Wassie y Zergaw,

2019).
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Desde la perspectiva de Geogebra como una herramienta para generar interés en los
estudiantes, se encontrd que clases apoyadas en este software incrementaron la motivacién de los
estudiantes (Liu et al, 2011, citado en Wassie y Zergaw, 2019) asi como sus razonamientos y la
resolucion de problemas (Acufia, 2014; Akanmu, 2016 citados en Wassie y Zergaw, 2019).
Particularmente, clases en geometria del plano, trigonometria, anélisis de funciones y sus
graficas, estadistica, en la comprension de teoremas relacionados con circunferencias, fracciones,
y en geometria de transformaciones se encontraron mejoras en los resultados académicos de los
estudiantes. Curiosamente, los estudiantes se vuelven mas responsables de su propio aprendizaje

e incrementan su participacion en las clases (Dikovic, 2009, citado en Wassie y Zergaw, 2019).

Por ultimo, desde la perspectiva de los desafios y limitaciones de integrar Geogebra en las
clases de matematicas, Wassie y Zergaw (2019) mencionan que, entre muchos otros, la
disponibilidad de dispositivos con los cuales acceder a Geogebra, el conocimiento pedagogico
para integrar Geogebra y la “alfabetizacion tecnoldgica” de los usuarios son algunos de los
desafios para lograr una educacion matematica integrada con Geogebra de manera efectiva. De
hecho, el acceso a los recursos no es ni el objetivo central, ni una garantia que asegure el
cumplimiento de los objetivos de las clases. Mas bien, este es un vehiculo hacia tal objetivo, y

para lograrlo, se requiere de uso consciente e intencional.

La fluidez de los estudiantes en el uso de las tecnologias es una oportunidad para que las
instituciones educativas lleven a la practica clases integradas con herramientas tecnoldgicas.
Hasta ahora, Geogebra ha demostrado ser una herramienta crucial en la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas en los niveles secundario y terciario (educacion media 'y

superior). Una eleccion inteligente de sesiones complementadas con Geogebra tienen la ventaja
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de inspirar a los estudiantes hacia su aprendizaje y por tanto mejorar sus logros académicos

(Wassie y Zergaw, 2019).

Por otro lado, aun hay &reas donde hace falta mucha investigacion tales como los posibles
riesgos o dificultades de utilizar Geogebra, el disefio curricular que adecuadamente incluya
sesiones de clase que involucren tecnologia y la contribucion de Geogebra en la evaluacion de los
estudiantes. Por encima de todo, para Wassie y Zergaw (2019) la intencion tras usar Geogebra en
la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas no deberia ser la de reemplazar totalmente las

clases tradicionales de matemaéticas, sino el complementarlas para hacerlas mejores.

2.2 Una perspectiva en modelacion

Existen multiples perspectivas desde las que ha sido investigada la modelacién
matematica y, en este sentido, Brown e Ikeda (2018) consideran importante definir los limites de
la investigacion en modelacion matematica, afirman que “la modelacion ocurre cuando
profesores, estudiantes, matematicos y otros, intentan describir alguin aspecto del mundo real en
términos matematicos con el fin de mejorar la comprensién sobre algo, tomar o recomendar
acciones” (p. 2). En los pérrafos siguientes, se presentan a grandes rasgos algunas lineas de

investigacion y se hace especial énfasis en la linea empirica del disefio de tareas.

Para el presente trabajo, retomamos como punto de partida la postura de Niss et al (2007,
citado en Stillman, 2019) quien afirma que “la modelacion matematica entendida como la
resolucion de problemas del mundo real es el proceso de aplicar matematicas a un mundo
problema del mundo real con el objetivo de entenderlo” (p.1); sin embargo, Stillman (2019)

expresa ademas que
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la modelacion es més que aplicar matematicas, es aplicar las matemaéticas necesarias con
la intencion de mejorar la comprension respecto a la situacién o problema del mundo real
al que un estudiante se ve enfrentado. Sin embargo, una vez hallada la solucion
matematica, ya no se vuelve mas sobre el problema inicial excepto para verificar si tal

solucién tiene sentido (p. 2) (cita original en inglés).

Con una postura definida respecto a la modelacién matematica, es prudente entonces
preguntarse acerca de los objetivos o metas de la inclusion de la modelacion matematica en el
aula de clase; Stillman (2019) afirma que existen varios argumentos que son aproximadamente
equivalentes a los cinco argumentos que Blum y Niss (1991) presentan para apoyar la inclusion
de aplicaciones del mundo real y modelacién matemaética en los curriculos educativos. Desde un

punto de vista matematico, se proponen los siguientes tres objetivos

1. Lainclusion de la modelacion matematica como un vehiculo para ensefiar conceptos y
procedimientos matematicos.

2. Ensefiar modelacion matematica y maneras de aplicar matematicas como contenido
matematico, es decir, como parte esencial de las matematicas.

3. Ensefiar modelacion matematica para promover las matematicas como una actividad
humana que da respuesta a problemas de distintas naturalezas con lo que se da lugar a la

emergencia de conceptos, nociones y procedimientos matematicos.

A partir de la anterior nocion general de la modelacion, y sus metas al ser incluido en el
aula de clase, Stillman (2019) describe dos grandes lineas de indagacion fructiferas en el campo:
las lineas teoricas y las lineas empiricas. El presente trabajo de grado se inscribe en la segunda de

estas, y, especificamente en la perspectiva del disefio de tareas de modelacion.
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Las lineas empiricas de investigacion en la investigacion en modelacién matematica son
muchas y variadas, Stillman (2019) presenta tres: estudiantes como modeladores, profesores de
modelacidn, y, disefio de tareas de modelacién. Se revisa un pequefio subconjunto de estudios
ejemplares y los resultados mas importantes de estos, se enfatiza Unicamente en la linea del
disefio de tareas, al ser en la cual se decide inscribir la investigacion. En la Figura 2. Lineas
empiricas de investigacion en modelacién. Tomado de Stillman (2019) se presentan posibles intereses

de investigacion en cada una de las lineas.

Competencies,

Student Visualisation,
Modellers Capabilities at
different ages

Practices, Actions,

Empirical Lines of Teachers of Beliefs, Knowledge
Inquiry Modelling requirements,

Competencies

Task Design

Task difficulty
Representations

Figura 2. Lineas empiricas de investigacion en modelacion. Tomado de Stillman (2019)

Resultados empiricos de estudios enfocados en la linea de Estudiantes como

Modeladores

Las lineas de indagacidn que se concentran en los estudiantes abarcan sus competencias
de modelacion y sus competencias matematicas, la visualizacidn y sus capacidades en diferentes

edades.

Investigacion cuantitativa por Kaiser y Brand (2015, citado en Stillman, 2019) ha
confirmado que la competencia de modelacidn parece consistir en una competencia global de
modelacion y multitud de sub-competencias, tales como simplificar/matematizar, trabajar

matematica e interpretar/validar.

37



Estos autores retoman la definicién de competencia de modelacion propuesta por Brand
(2014, citado en Stillman, 2019) que la entiende como la “habilidad para resolver tareas
completas de modelacion, asi como usar habilidades metacognitivas para monitorear el proceso
de modelacion”. El papel de una competencia global de modelacion permanece como una
pregunta abierta, sin embargo, parece estar presente en las distintas aproximaciones investigativas

referentes a la modelacidn en educacion matematica.

Resultados empiricos de estudios enfocados en los Profesores de modelacién

Estudios en esta linea de investigacion se han concentrado en las préacticas, acciones,
creencias, competencias y conocimientos requeridos por parte de los profesores, entre otras
caracteristicas y factores que influyen al planear, preparar, ejecutar, evaluar y reflejar sobre los

procesos de modelacion en los que involucran a sus estudiantes.

Al menos dos aproximaciones diferentes han sido identificadas en los profesores en el
aula de clase al buscar promover el desarrollo de competencias de modelacion: atomistica, en
esta el énfasis esta en los procesos de matematizacion y el analisis matematico de los modelos. Y
holistica, en la cual el énfasis esta en el proceso de modelacién como un todo y en el cual se
espera que todas las fases (de modelacién) jueguen un papel. Resultados de Kaiser y Brand
(2015, citado en Stillman, 2019) confirman que ambas aproximaciones pueden fomentar la

competencia de modelacion.

Czocher (2018, citada en Stillman, 2019) plantea una pregunta respecto a las
competencias para apoyar la modelacion por parte de los estudiantes. ;Cémo hacen los
profesores para que sus estudiantes tomen conciencia que un punto central de la modelacion es el

de reducir la complejidad de una situaciéon del mundo real, de tal forma que algin(os) modelo(s)
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pueda(n) ser aplicado(s) o construido(s), y no el de mantener esa complejidad para que el
“modelo” sea una imagen exacta de la realidad? De esta manera llama la atencion acerca de la
necesidad de continuar los estudios que se concentren también en las competencias de los

profesores.

Resultados empiricos de estudios enfocados en Disefio de Tareas

El disefio de tareas en contextos de modelacion educativa es un area fructifera para la
investigacién puesto que un conjunto de especificaciones para problemas adecuados para el aula
debe estar basadas en algun tipo de evidencia tedrica o empirica (Stillman, 2019). Los elementos
esenciales de las tareas utilizadas en implementaciones exitosas de modelacién en estudios de
investigacion han de ser capturados en criterios de disefio que puedan ser utilizados para
propositos tanto de aula como investigativos en el futuro (Stillman, 2019, Reit y Ludwig, 2018).
Sin embargo, debe Ilamarse la atencion acerca de que la implementacion de tales tareas es una
dificultad mayor que el disefio de la tarea por si misma, tal implementacion también involucra los

elementos metodoldgicos de la investigacion o el aula de clase.

El disefio de tareas ha sido explorado menos en estudios de practicas de aula y mas como
una herramienta para evaluar la modelacién. Stillman (2019) afirma que esta es un area que
cambia énfasis rapidamente dependiendo de quien se encuentre investigando. Reit y Ludgwig
(2018) construyeron un conjunto de criterios que orientaron el disefio de tareas de modelacion,
tales criterios se listan a continuacion:

Autenticidad del contexto.
Valores numéricos realistas.
Caracter de resolucion de problemas.

Preguntas con un formato naturalistico.
Variedad de posibles aproximaciones a la tarea.

akrwdPE
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Para estos autores, la autenticidad y la relacion con la realidad son elementos centrales de
las tareas de modelacion. Se define la autenticidad de una tarea siguiendo la idea de Palm (2002,
citado por Reit y Ludwig, 2018) quien la entiende como el hecho de que la tarea tenga su origen
en la realidad, y alin mas, la situacion a estudiar de hecho ocurre (o puede ocurrir) en la realidad.
En este sentido, el uso de valores numéricos realistas, es decir, que sean cercanos a los valores
que se obtendrian mediante la observacion o experimentacién en la situacion real es de

fundamental importancia para mantener la autenticidad de la tarea propuesta.

El caracter de resolucién de problemas hace referencia a que no exista un algoritmo de
antemano que brinde una solucion a la tarea que los estudiantes puedan aplicar directamente, esto
implica que la identificacion de la solucion a la tarea sea en si mismo, parte del problema que los

estudiantes deben abordar.

El formato naturalistico de las preguntas que se formulen hace referencia a que tales
preguntas sean cercanas a los estudiantes y/o se formulen como una pregunta realista que puede
surgir en la realidad. Por ultimo, la variedad de posibles aproximaciones a la tarea implica que
debe haber mas de una aproximacion posible para llegar a la solucion esperada. Estas distintas
aproximaciones pueden ser distinguidas por el modelo matematico construido, de forma, que
pueda existir entonces mas de un modelo posible que lleve a una respuesta satisfactoria a la tarea

propuesta.

Estos cinco criterios, en conjunto con la perspectiva de investigacion del disefio de tareas
de modelacion, formaron parte directa de los elementos tedricos utilizados en la realizacion de los
disefios de las actividades que forman parte de la secuencia de ensefianza que fue aplicada a los

estudiantes de la licenciatura en ciencias naturales y educacion ambiental.
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2.3 Contextos involucrados en problemas de modelacion

Barrera y Santos (2002) afirman que en el estudio de las matematicas es necesario atender
a los procesos que promuevan oportunidades a los estudiantes de examinar casos particulares,
formular conjeturas, presentar argumentos y comunicar resultados. De esta manera, los contextos
en que son propuestas las tareas pueden favorecer que estas constituyan un apoyo para promover
en los estudiantes la disposicion hacia el estudio la disciplina, y, por tanto, al aceptar la nocion
propuesta estos autores, resulta importante realizar una distincion entre algunos de los posibles
contextos en que una actividad puede ser propuesta al ser esta una categoria teérica que permea
los disefios de una propuesta de aula.

En el apartado anterior, Reit y Ludwig (2018) mencionan el uso de valores numéricos
realisticos y de contextos auténticos como dos de los criterios que han de ser tenidos en cuenta
para el disefio de tareas en las que se ponga en juego el proceso de modelacidn en los estudiantes.
En este sentido, Barrera y Santos (2002) proponen una distincion de tres tipos de contextos con
caracteristicas propias de situaciones que pueden servir de marco para favorecer la participacién
de los estudiantes.

Contexto puramente matematico

En este tipo de contextos el referente en el cual se desarrolla la situacion involucra

Unicamente aspectos matematicos. En este tipo de contextos es posible plantear objetivos como la

formulacién de problemas o la basqueda de solucion a una pregunta plateada.

Contexto del mundo real
En este tipo de contextos, el entendimiento del problema a trabajar se relaciona con la
identificacion de variables de la situacion real que puedan ser examinadas a partir de recursos

matematicos. El proceso de solucion de un problema en contexto real conlleva a la construccion
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de un modelo matematico. Por la complejidad inherente que conllevan este tipo de problemas,
generalmente se hacen simplificaciones para construir una representacion matematica

aproximada a la realidad.

Contextos hipotéticos

La situacion se construye a partir de una serie de suposiciones acerca del comportamiento
de las variables o parametros que explican el desarrollo de la situacion. Dicho comportamiento de
los pardmetros no se basa en datos o informacion experimental o de laboratorio. El planteamiento
de situaciones hipotéticas en el aula puede contribuir a que los estudiantes empleen una serie de
recursos matematicos, y diferentes representaciones de tal suerte que puedan construirse uno o
mas modelos de la situacién estudiada, con el fin de estudiar las caracteristicas de los distintos

modelos y buscar distintas formas de solucion ante las tareas propuestas.

En la investigacion tomo especial interés aquellos contextos hipotéticos, esto al involucrar
la sugerencia dada por Reit y Ludwig (2018) de prestar atencion a que los valores numéricos que
aparecian fuesen realistas, entendido como que fuesen valores cercanos a aquellos que se
obtendrian en una medicidn experimental en la situacion real que se esté hipotetizando, asi como
el posible recurso a situaciones en contextos reales, permitiendo a los estudiantes realizar

mediciones directas en aquellas situaciones.

2.4 Una conceptualizacion sobre la razon de cambio

El estudio del cambio es de interés primordial en el desarrollo del trabajo, al ser una
actividad humana presente en un sinfin de situaciones de la vida real y de las ciencias. En este
sentido, en el presente apartado daremos inicio con una descripcion de lo que son los cambios

cualitativos, los cambios cuantitativos y la relacion de estos Gltimos con la actividad de medicion.
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Para posteriormente presentar algunas ideas de la razon de cambio como coeficiente de
diferencias, y como tal coeficiente se relaciona con razonamientos covariacionales y
proporcionales. Se cierra el apartado presentando algunas razones de cambio constantes y

variables, con sus respectivos ejemplos.

2.4.1 Cambio cualitativo

En una situacion de cambio, intervienen magnitudes que pueden cambiar o no cambiar en
la evolucion de las circunstancias iniciales (Renddn, 2009). En este sentido, es importante
identificar tales magnitudes y la relacion que existe entre ellas dentro de una situacién particular.
La identificacion de las magnitudes y la descripcion verbal y escrita de la manera como estas
magnitudes se comportan en la situacion, es el acercamiento cualitativo al fenémeno que
permitira hacer predicciones preliminares de lo que sucedera con los elementos involucrados en

la situacion con el transcurso del tiempo (Renddn, 2009).

Los cambios cualitativos hacen referencia a las relaciones entre factores o componentes
de una situacion, es decir, se precisa un antes y un después en la circunstancia respecto a aquellas
situaciones que generan la modificacion (Rendon, 2009). Este tipo de cambio no se determina
numéricamente, sino que parte de descripciones, secuencias o instrucciones representadas por
medio de palabras que permiten definir una respuesta o conclusién sobre algo. Es probable que
este tipo de cambios se apoyen en modelos graficos y expresiones adjetivadas (Rendon, 2009); es
esperable, ademas, que en las descripciones de situaciones de cambio cualitativo se usen
expresiones como: la magnitud tal aumenta, la magnitud tal disminuye, tal magnitud aumenta
mas rapido que tal otra, tal magnitud disminuye mas lentamente que tal otra, tal magnitud ni

aumenta ni disminuye, entre otras.
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Finalmente, Renddn (2009) propone entonces que el cambio cualitativo se caracteriza por:
distinguir las caracteristicas necesarias para identificar modificaciones de un objeto, situacion o
accion propia de un contexto; Permitir representar una situacion con una definicién pobre
(parcial, incierta y/o imprecisa), soportando el proceso de solucion y proporcionando una
interpretacion de los resultados; y, Ser la forma més ampliamente utilizada para explicar las

modificaciones ocurridas respecto a algo, desde el razonamiento por sentido comun.

2.4.2 Cambio cuantitativo

Los cambios se denominan cuantitativos cuando es posible asignar nimeros a las
cualidades que se estdn comparando; dicha actividad de asignacién es llamada medida. Dicha
nocion de medida (valor numérico) viene de la operacion cotidiana de comparar conjuntos y no
solo se vincula con el nimero de elementos de un conjunto, sino también con la nocion de

extension, entre otras (Renddn, 2009).

Desde los inicios elementales de la teoria de conjuntos y la topologia métrica, hay un
inmenso camino recorrido que ha pulido la definicién de medida. Se ha desarrollado la teoria de
conjuntos, la nocion de métrica y de topologia, de tal forma que hoy en dia se cuenta con
definiciones formales de medida como una funcién definida sobre un conjunto. Esta actividad,
gue consiste en asignar objetivamente un nimero a alguna observacién, ha sido una actividad
propia de las ciencias naturales desde siempre. “La necesidad de matematizar, cuantificar y
predecir los cambios en los fendmenos naturales, obliga a la construccién de modelos que no son

mas que aproximaciones de la realidad” (Garcia et al, 2002. Citado en Renddn, 2009).

En muchas situaciones, el hombre se ha relacionado no solo con la actividad de medir,

sino también con la necesidad de determinar la variacion de dichas mediciones. Estas variaciones
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hacen referencia a los cambios de las medidas, es decir, se relaciona con los cambios
cuantitativos, busca ademas definir un niimero asociado a las modificaciones ocurridas de tal
forma que, en cualquier circunstancia, sea posible enunciar la cantidad de aumento o disminucion

(Rendon, 2009).

El cambio cuantitativo se describe con base los factores que lo generan, mateméaticamente
denominados variables, las cuales son tomados como causas, es decir, como relaciones de
dependencia que dan cuenta de lo ocurrido. Adicionalmente, este tipo de cambio pretende lograr
precision, exactitud y verificacion concreta respecto a alguna modificacién. EI conocimiento gana
asi en confiabilidad y rigurosidad; el procedimiento que desde el avance matematico ha permitido
determinar con exactitud un cambio consiste en establecer un punto inicial o de referencia 'y un
punto final y contrastarlos a ambos numéricamente, simbolicamente puede ser escrito como Ax =

xr — x; (Renddn, 2009)

2.4.3 Razbn de cambio

En términos exclusivamente matematicos, la razén de cambio se define como un
“cociente incremental o de diferencias” (Rendon, 2009). El cociente es definido como el cambio
o diferencia en una variable Y dividido por el respectivo cambio en una segunda variable X,

reconociendo que el cambio se establece hallando la diferencia entre una magnitud final con una

— Y2—Y1

X2—X1

e . . sy A e e, .,
inicial, simbolicamente se expresa como ﬁ . Esta definicidn suele llamarse también

razén de cambio promedio sobre un intervalo [x;, x, ]. Rendén (2009) resalta que en muchas
ocasiones la razon de cambio esta dotada de un significado contextual, pues plantea relaciones

significantes entre las magnitudes que intervienen.
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En esta direccion, Thompson y sus colegas (1994, 1996, 2008, 2013. Citados en Byerley y
Thompson, 2017) describieron como una interpretacion productiva sobre la razén de cambio en
los estudiantes, involucra la coordinacion e integracion progresiva de nociones subyacentes tales
como la cantidad, variacién, covariacion, cambio, acumulacion y proporcionalidad. Afirman que
un apropiado entendimiento de la razon de cambio involucra la covariacion de cantidades, asi

como cantidades y magnitudes relativas.

2.4.3.1 Razén de cambio constante

Este tipo de razones al hallar el resultado del cociente para cualesquiera dos pares de
observaciones, siempre un define un mismo resultado. Es decir, al calcular la variacion de los

incrementos se puede obtener siempre un resultado igual (Rendon, 2009).

Un ejemplo de este tipo de razones puede encontrarse en la pendiente de una recta, la cual
no tiene variacion para cualquier par de coordenadas de este elemento geométrico. Asi como lo
puede ser el incremento en la temperatura de un liquido en el tiempo al ser expuesto a una fuente
constante de calor, un experimento con estas caracteristicas hizo parte de las actividades que

conforman la secuencia de ensefianza (ver seccion 3.4)

n F

Figura 3. Representacion gréfica pendiente de una recta
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2.4.3.2 Razén de cambio variable

En algunos casos el cambio puede variar para distintas mediciones que se hagan de las
magnitudes en consideracion. En estos casos recibe el nombre de razén de cambio instantanea, y

en ellas se toman variaciones “pequefias” entre los estados inicial y final de las magnitudes a

. . ., ., . A
considerar. Habitualmente en notacion funcion se representa como Allm =

x—0 4x

Esta notacion es también utilizada para relacionar la pendiente de la recta tangente a una
curva en un punto determinado, que fue considerado como uno de los grandes problemas en los

que trabajaron matematicos europeos del siglo XVII (Rendén, 2009).

El limite utilizado para definir la pendiente de una recta tangente también se utiliza para
definir la derivada de una funcién. Este concepto se encarga de determinar la razén de cambio de
una funcién en un punto dado. Es decir, provee una formulacion matematica de la nocion del

coeficiente de cambio (Rendon, 2009).

De esta manera, las razones de cambio pueden caracterizar algunas funciones elementales,
como una funcién lineal o afin, con lo cual se buscara allanar el camino para un posterior estudio

de las razones de cambio instantaneas con las derivadas en el curso siguiente.

Las posturas tedricas aqui descritas perfilan entonces, una posibilidad de aproximacion al
estudio de las funciones mediante la modelacion de fenbmenos de variacion, cambio y cambios
relacionados, todo ello enmarcado en contextos reales y realisticos, en los cuales recurrir a
herramientas digitales sirva como un apoyo para la descripcidn, estudio y modelacion de tales
fendmenos, al poseer affordances que permiten la construccion de distintos modelos (graficos,

algebraicos, etc.) a partir de observaciones experimentales constituidas en datos.
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Capitulo I11: Metodologia de la investigacion

En el presente capitulo se presentan elementos que dan cuenta de la metodologia que
oriento la investigacion, para tal construccion se tomo en cuenta la caracterizacion ofrecida por
Camargo (2021), en la cual se entiende una metodologia como un “conjunto conformado por un
enfoque, una o varias aproximaciones, una o varias estrategias investigativas, un conjunto de
recursos y una fundamentacion tedrica especifica que genera la base racional para orientar la

investigacion de principio a fin” (p. 18)

Se asumieron las metodologias cualitativas de investigacion como el escenario en el cual
definir la orientacion metodoldgica para este trabajo de grado, puesto que, entre otras
caracteristicas, estas permiten acotar la pregunta de investigacion a lo largo de la ejecucion y
desarrollo del proyecto, asi como la elaboracién emergente de las categorias de analisis, las
cuales surgen a partir de los datos que se obtienen durante la ejecucion del proyecto (Hernandez

et al, 2010).

En una metodologia, la fundamentacién tedrica y las estrategias deben articularse en una
relacion estrecha de construccion y reformulacion mutua, de tal suerte que los principios y
conceptos asumidos en la fundamentacion tedrica definan el espectro de lo que es posible y
deseable conocer y cémo puede ser conocido. Para Camargo (2021) la metodologia determina el
problema a investigar, las preguntas que se hacen, el marco conceptual de referencia, el modelo
investigativo, las estrategias y los recursos que se ponen en juego para obtener informacion y

analizarla.

Dentro del espectro de posibilidades que se abre en los estudios cualitativos, se presenta la

estrategia investigativa de los Experimentos de Ensefianza como una alternativa sobre la cual
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esbozar el trabajo del proyecto realizado. Se presentan las particularidades de dicha estrategia y
se hace una descripcién de algunos de los elementos que participan en el desarrollo del
experimento, tales como una descripcion general de los estudiantes con quienes se trabajo, la
modalidad de desarrollo de la asignatura y la manera en que fue recolectada la informacion que
posteriormente se transformara en datos, resultados que fueron analizados en el capitulo IVy a

partir de los cuales fueron construidas las conclusiones presentadas en el capitulo V.

Finalmente, se cierra el capitulo presentando los disefios de las situaciones que componen
la secuencia; las tareas que conforman las actividades que se incluyeron en cada una de las cinco

situaciones, haciendo explicitas sus particularidades y caracteristicas.
3.1Enfoque y aproximacion del estudio

Como sefiala Paramo (2013, citado en Camargo, 2021) lo que define el enfoque de una
investigacién no son los procedimientos empleados sino la postura epistemoldgica que se asuma
para identificar problemas, formular preguntas y aproximarse al fenébmeno de investigacion; y asi
mismo, (Camargo, 2021) llama la atencion respecto a la necesidad de sobrepasar la dicotomia
sostenida entre el uso de procedimientos cualitativos y cuantitativos, dejando de asociarlos a uno
u otro enfoque epistemoldgico, esto con el fin de aprovechar los beneficios de cada uno segun los

fines especificos de la investigacion.

En este sentido, el presente informe se adscribié bajo el denominado enfoque
fenomenoldgico entendido como el conjunto de supuestos, visiones y practicas de acercamiento
que asumen quienes consideran que los fendmenos de indagacion sistematica pueden ser
descritos, interpretados, explicados y cuestionados. El enfoque fenomenoldgico es bien recibido

en la investigacion en ciencias humanas porque mas alla de buscar control y prediccion pretende
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obtener descripciones, explicaciones e inferencias, fundamentadas y suficientemente

significativas de los fendmenos de estudio.

Desde este enfoque, existen al menos tres posibles aproximaciones que pueden ser
conjugados con la estrategia del experimento de ensefianza: la aproximacion interpretativa o
hermenéutica, en la cual los investigadores buscan profundizar en los significados que construyen
estudiantes, profesores, agentes educativos, etc., sobre objetos y procesos matematicos, la
naturaleza de las practicas educativas, entre otras; no intentan extraer informacion del escenario
investigativo de manera imparcial, sino mediante una co-elaboracion con los participantes del
estudio. La aproximacion antropoldgica que se enfoca en la identificacion de regularidades de
comportamientos, acciones y practicas de grupos humanos en su escenario natural. Y, por ultimo,
la aproximacion colaborativa-social que estudia acciones de colaboracion en escenarios sociales;
en esta aproximacion, investigadores sensibles a las inquietudes de los participantes disefian junto

con ellos un libreto para experimentar una transformacion en el escenario.

Una caracteristica comun que tienen las tres aproximaciones que corresponden al enfoque
fenomenoldgico, es que no se pretenden generar leyes generales sino hacer interpretaciones
factibles y Utiles en relacién con los objetivos de la investigacion (Camargo, 2021). Por esta
razon, la investigacion se rigio llevando una aproximacion mixta que tuviera en consideracion las

principales caracteristicas de cada una de las tres aproximaciones arriba descritas.
3.2 Estrategia investigativa: Experimento de ensefianza

La estrategia investigativa Experimento de Ensefianza consiste en el disefio,
implementacion y evaluacion de una secuencia de ensefianza organizada con la meta de poner en
funcionamiento una conjetura sobre un aprendizaje especifico; se busca determinar si ocurre un

desarrollo relevante en contextos enriquecidos mediante el disefio y estudio sistematico de formas
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y oportunidades de aprendizaje, estrategias de ensefianza, artefactos mediadores, formas de
interaccion, patrones discursivos y otros condicionantes del ambiente de la clase, tales como las

normas sociales y sociomatematicas (Camargo, 2021).

Los participantes en un Experimento de Ensefianza son: los investigadores, responsables
de proponer la secuencia de ensefianza y recopilar la informacion para analizarla; un profesor que
hace parte del equipo de investigacion y es el responsable de la gestion de la secuencia;
investigadores que actian como observadores no participantes en la clase; y los estudiantes del

aula en donde esta tiene lugar, que son considerados colaboradores en el estudio.

El escenario de un Experimento de Ensefianza suele ser el aula regular de clase, aunque
eventualmente se puede llevar a cabo en aulas acondicionadas para tal efecto con menos
estudiantes o incluso con grupos de estudiantes que se involucran voluntariamente en la
ensefianza en situaciones extracurriculares. EI profesor estd acompafiado de uno o0 mas
observadores no participantes que hacen parte del equipo de investigacién. Ellos contribuyen a
interpretar lo que los estudiantes dicen o hacen y apoyan la toma de decisiones sobre los pasos a
dar en la clase. Su posicion de observadores les permite captar informacién que puede habérsele

escapado al profesor y ampliar las evidencias de cara a la interpretacion que se busca.

Los investigadores, incluido el profesor, van al escenario investigativo con una secuencia
preliminar de ensefianza la cual han previsto segln la conjetura de aprendizaje que piensan poner
en juego. Esta conjetura surge de comprometerse con un marco conceptual sobre el aprendizaje
en general y sobre la forma de promover el desarrollo especifico de un contenido matematico en

un escenario social determinado.

La conjetura formulada tiene dos dimensiones: una, referida al contenido matematico en
juego, responde al interrogante sobre qué deberia ser ensefiado; otra, referida al aprendizaje y
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denominada dimension didactica, responde al como deberia ser ensefiado. En la dimension de
contenido la conjetura sugiere una via de acercamiento conceptual para atender un problema. En
la dimension didactica la conjetura indica, a partir de un marco conceptual, como organizar la

instruccion, qué tipo de tareas proponer en la secuencia y qué aprendizajes se esperarian lograr.

La conjetura delinea las siguientes etapas del experimento. No se busca simplemente
probarla o descartarla sino ir revisandola y reelaborandola a medida que el experimento esté en
marcha y los investigadores se dan cuenta si el acercamiento conceptual funciona, si una

tipologia se sostiene 0 no o si cierta clase de tareas logra el efecto deseado. (Camargo, 2021)

La estrategia metodoldgica Experimentos de Ensefianza estéa constituida de dos aspectos
ciclicos, el primero correspondiente al disefio y planeacion de su puesta en acto, y el segundo a
los analisis. Este Gltimo se describe en dos momentos: los analisis locales y el analisis
retrospectivo, en la Figura 4. Esquema Experimentos de ensefianza. tomada de (Camargo, 2021) se
muestra una posible esquematizacion de las fases correspondientes al experimento de ensefianza,

y las relaciones entre sus componentes, que seran descritas mas adelante.

Experimentacion de
tareas de la -
Fundamentacion ., secuencia alisi
© Formulacién ‘ > Analisis
conceptual sobre retrospectivos
el aprendizaje. de una \l/
P al e, conjetura N Planeacion de
e[lngliela .y ; sobre qué una secuencia Analisis
z(())nlsin?cci(’m ensefiar y de ensefianza intercalados con la :
tual d cémo experimentacion Produccion de
CDllCEp. ua e un l‘eSU]tﬂdOS
contenido
especifico \l/
Ajustes a la
secuencia

Figura 4. Esquema Experimentos de ensefianza. tomada de (Camargo, 2021)

El experimento se realiza intercalado con la ejecucion de la secuencia. Las discusiones
sostenidas por el equipo de investigacion mientras el experimento progresa son frecuentemente
pragmaticas pues la preocupacion central es la calidad de la experiencia matematica de los
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estudiantes. Estas reuniones intermedias tienen como propdsito el ajuste de la conjetura y las
tareas subsecuentes en la secuencia disefiada. Los analisis de la actividad de los estudiantes y del
proceso social realimentan nuevas experiencias en el aula y conducen a variaciones de metas

especificas para una sesion dada (Cobb, 2000)

La Gltima etapa de un Experimento de Ensefianza es un andlisis retrospectivo de la
informacion generada en el curso del experimento. Este analisis se hace orientado por la
conjetura inicial y tiene como meta encuadrar los eventos de la clase en un marco conceptual
amplio para ubicar el experimento como representativo de otros. Los investigadores revisan las
evidencias obtenidas durante la experimentacion, retrospectiva y prospectivamente, en busca de
refinar, confirmar o modificar la conjetura, proponer constructos tedricos e incluso desarrollar

modelos de ensefianza.

Los productos de una investigacion que adopta la estrategia Experimento de Ensefianza
son varios. En primer lugar, secuencias de ensefianza implementadas, evaluadas y mejoradas, con
indicaciones explicitas sobre los cambios que se sugieren para que los estudiantes puedan
progresar; En segundo lugar, modelos reales de actividad matematica de los estudiantes y de la
transformacion de esta actividad como resultado de una secuencia de ensefianza (Cobb, 2000). En
tercer lugar, “pruebas de existencia” que muestran como, bajo ciertas condiciones, es posible
lograr un efecto deseado y vale la pena seguir intentdndolo; en cuarto lugar, constructos o
interpretaciones mas profundas de las que se tenian hasta el momento acerca del fendmeno en
estudio que dan cuenta de la efectividad o no de las conjeturas puestas en juego (Romberg, 1992,

citado en Camargo 2021).

En lo que sigue se presenta el sentido que adoptan en este trabajo cada uno de los

elementos que forman parte de la estrategia metodologica del experimento de ensefianza, asi
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como de otros que no se encuentran ilustrados en la Figura 4. Asimismo, se muestran aspectos que

son propios del trabajo investigativo.

3.3 Recoleccién de informacion

El experimento de ensefianza fue llevado a cabo entre los meses de septiembre y octubre
de 2021, en una modalidad asistida por tecnologia aun debida a la pandemia global producida por
la enfermedad COVID-19 (OMS, 2022). Por esta razon la totalidad de las sesiones fue realizada a
través de la plataforma para reuniones Meet de Google, lo cual permitié la grabacion de cada una

de estas a través de la herramienta integrada en la plataforma para tal fin.

Las sesiones del experimento fueron llevadas a cabo en el marco del desarrollo de la
asignatura formacion matematica I, cuyos participantes eran estudiantes de primer semestre del
programa de licenciatura en ciencias naturales y educacion ambiental de la Universidad del Valle.
La intensidad horaria consistia en una Unica sesion virtual sincronica semanal con una duracion

de tres horas.

De esta manera, fue posible registrar los datos de las interacciones de los estudiantes ante
las actividades que se proponian mediante sus participaciones en clase; adicionalmente, se asigné
como tarea para cada sesion, la realizacion de “notas de clase” en la que los estudiantes mostraran

su trabajo individual alrededor de cada una de las actividades que componian las situaciones.

Para el desarrollo del trabajo final (Ver Actividad 2.2 en seccion 3.4.2) cada grupo de
estudiantes cont6 con la posibilidad de una asesoria individual con el profesor del curso, en la

cual presentaban sus avances parciales e inquietudes respecto al desarrollo del trabajo, la
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grabacion de estas sesiones en conjunto con el documento definitivo constituye un elemento

importante para la evaluacion y analisis de los resultados de la secuencia.

En suma: se cuenta con grabaciones de sesiones y asesorias, con las cuales estudiar las
reacciones de los estudiantes y sus interacciones en el aula con el profesor, y, en algunos casos,
con otros estudiantes; notas de clase individuales relativas a cada actividad propuesta; y con el

documento de trabajo final elaborado en grupos de tres (3) estudiantes.

3.4 La Secuencia de Ensefanza

La asignatura formacion matematica | (ver Anexo A) esta segmentada en un momento de
introduccidn, y 3 unidades, cada una dedicada a un pensamiento especifico (numeérico,
geométrico y variacional). Dentro de estas, el espacio mas propicio para el estudio de los
fendmenos de cambio en contextos reales y realisticos es la unidad de pensamiento variacional,

razdn por la que el experimento de ensefianza fue llevado a cabo durante esta unidad.

En las cinco sesiones que componen la unidad del pensamiento variacional, se realiz6 una
aproximacion desde la perspectiva de la covariacién y la razon de cambio para introducir y
caracterizar las funciones de interés de estudio (lineales, cuadraticas y exponenciales). La
secuencia estd compuesta por un total de cinco situaciones, las cuales fueron abordadas a lo largo
de cinco sesiones de clase de tres horas semanales. Cada situacidn esta compuesta por un
conjunto de actividades que sirven como apoyo para el desarrollo de los objetivos de aprendizaje.
A continuacion, se presenta la conjetura de la secuencia y sus dimensiones didactica y de
contenido, posteriormente se presentan los criterios tedricos utilizados en el disefio de las
actividades y finalmente, se cierra el apartado con una presentacion de la planeacion de cada
sesion con sus respectivas actividades.
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Conjetura de la secuencia de ensefianza

Un trabajo fundamentado en la razén de cambio, formulado desde la perspectiva de la
modelacién matemaética y el trabajo integrado con herramientas digitales, apoya la apropiacion de
affordances apropiados para el trabajo con la funcion matematica y algunos tipos particulares

(Funcion lineal, cuadrética, exponencial).

Dimension de contenido

Estudio de la variacion, covariacion y dependencia entre magnitudes desde el punto de vista

de la razon de cambio expresada mediante una funcion matematica.

Dimension did4ctica o de aprendizaje

Mediante el trabajo con tareas de modelacion matematica apoyadas en los affordances de
recursos digitales, se busca generar las condiciones propicias para el aprendizaje de la funcion

matematica.

Sobre las actividades que componen la secuencia de ensefianza

Para el disefio de las actividades que componen las cinco situaciones que se estudian a
través de la secuencia, se tomaron dos grandes categorias tedricas: Tecnologia y Modelacion que

fueron presentadas las secciones 2.1y 2.2 respectivamente.

Con relacion a los affordances de las distintas herramientas tecnologicas que fueron
utilizadas y su papel en el trabajo de los estudiantes, se desarrollaron tres categorias teoricas de

disefio las cuales fueron presentadas en la seccion 2.1
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T1. Affordances limitados.
T2. Affordances sugeridos.

T3. Affordances ilimitados.

Por su parte, desde la perspectiva de la modelacion consideramos las siguientes cinco

subcategorias propuestas por Reit y Ludwig (2018).

M1. Autenticidad del contexto.

M2. Valores numéricos realistas.

M3. Caracter de resolucion de problemas.
M4. Preguntas con un formato naturalistico.

M5. Variedad de posibles aproximaciones a la tarea.

Hemos de mencionar que, si bien la propuesta de estos autores propende por tomar en cuenta las
cinco subcategorias en el disefio de todas las tareas, para los fines propuestos de la secuencia, en

ciertas situaciones fueron dejadas de lado algunas de ellas.

Situacion Actividad Tecnologia Modelacion
Al.l T1 M4, M5
S1. Nocion de Al.2 T2 M3, M4, M5
Cambio Al.3 T1 M1, M4, M5
Al4 T3 M3, M4, M5
S2. Razo6n de A2.1 T1, T2 M2, M4, M5
Cambio A2.2 T3 M3, M5
S3.Razonde | A3y T2 M4, M5
Cambio
Constante A3.2 T3 Ml, MZ, M5
S4. Razon de
Cambio A4.l T3 M1, M2, M3, M4, M5
variable
S5. Razon de
cambio A5.1 T3 M1, M3
variable 2.

Tabla 1. Rejilla de disefio de las actividades que componen la secuencia de ensefianza
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3.4.1 Situacién 1. Introduccién al pensamiento variacional

La primera sesion del experimento de ensefianza estuvo distribuida en dos momentos: el
primero de estos fue introductorio, se presento el plan de trabajo de las siguientes cinco sesiones,
que conformaban también el cierre del curso y se discutio la nocion de cambio, enfatizando la
idea de la cuantificacion y su papel en el estudio de las ciencias naturales. En el segundo
momento de la sesion se presentaron un conjunto de actividades (1.1 a 1.4) que fueron
categorizadas como de “andlisis de cambio en situaciones puntuales” donde mediante el estudio
de graficos de puntos principalmente apoyados en applets de tipo T1, se pudiesen establecer

comparaciones que permitiesen describir cambios dentro de las situaciones abordadas.

Momento 1: Nocién de cambio

La discusion dio inicio con la idea de cambio, y como los cambios pueden ser percibidos;
se dieron ejemplos de situaciones de cambio de tipo cualitativo y cuantitativo buscando enfatizar
la nocion de cuantificar, entendida como “asignar objetivamente un niimero a alguna
observacion” (Rendon, 2009). Dicha autora menciona que cuantificar “ha sido una actividad
propia de las Ciencias Naturales desde siempre. La necesidad de matematizar, cuantificar y
predecir los cambios en los fendmenos naturales obliga a la construccion de modelos que no son

mas que aproximaciones de la realidad" (p. 13).

Momento 2: Analisis de Cambios en situaciones Puntuales

Actividad 1.1

Esta primera actividad buscé introducir a los estudiantes a un trabajo de analisis de situaciones en

las que no se involucren valores numéricos de manera explicita, y se pretendié realizar una
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discusién grupal constante a lo largo de un conjunto de tareas seleccionadas de Swan (1985) (Ver
Anexo B)

Actividad 1.2

En esta actividad se propuso a los estudiantes realizar un anéalisis basado en una situacion
experimental realizada en un laboratorio virtual, applet de tipo T2, cuyo acceso les es permitido a
los estudiantes. se buscé realizar comparaciones entre el tiempo que tarda en alcanzar el punto de
ebullicion cada una de las tres sustancias, esto haciendo un recurso a la informacion dada sobre

cada liquido utilizado (agua, alcohol, benceno).

“En un laboratorio, se han puesto a calentar cantidades iguales de tres liquidos (agua,
alcohol y benceno). Se ha registrado el tiempo que han tardado en empezar a hervir y se
presenta en la gréfica siguiente. ;Qué informacion puede inferir de los distintos liquidos?

¢ Cual de los tres puntos representa el agua? ¢Por qué?

Temperatura

Tiempo

Figura 5. Actividad 1.2

Actividad 1.3

Se propuso realizar el analisis de una situacion en la que se involucran dos distancias
(casa-parque, casa-estacion de policia) y cuatro recorridos en los cuales tales distancias fueron
recorridas. Se siguid adicionalmente el patron de las actividades anteriores de no utilizar nimeros

de manera explicita.
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Un ciclista sale de su casa y tras un tiempo de recorrido le roban su bicicleta por lo que
debe regresar caminando a casa. Al volver a casa toda su familia ha salido; por lo que
decide ir caminando a la estacion de policia mas cercana a poner la denuncia por el robo.
Tras lograr poner la denuncia, un familiar lo recoge en carro para llevarlo a casa y poder
descansar del ajetreado dia.

Si cada punto en la grafica siguiente representa uno de los segmentos recorridos. ¢Cual es

cudl? ¢Por qué?

Distancia

E H
L L)
D G
L L)

Tiempo

Figura 6. Actividad 1.3

En esta actividad es posible encontrar que algunos estudiantes detecten que los puntos E y
H correspondan a la distancia casa-parque; asi como otros estudiantes podrian considerar que los
puntos D y G corresponden a tal distancia, con lo que se permite al menos dos diferentes posibles

a una resolucion que pueda ser considerada correcta.

Actividad 1.4

La cuarta y Gltima actividad de la sesion 1 buscé ahondar en la comprension de los
estudiantes respecto de la nocién de cambio, al configurarse como una actividad en la que estos
debian proponer una posible situacion que pudiese ser abordada mediante el estudio de valores

puntuales como las que fueron presentadas a lo largo de la sesion.

La actividad 1.4 present6 un primer acercamiento a la posibilidad de proponer una

situacion que pudiese ser modelada, en este caso particular mediante puntos en un grafico, con lo
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que se busco generar en los estudiantes interés por el estudio de situaciones en contextos extra

matematicos (hipotéticos o realistas) con el uso de herramientas matematicas.

Proponga una situacion que pueda ser abordada mediante el estudio de momentos

puntuales y de un ejemplo de una posible estrategia de solucion.

3.4.2 Situacion 2. Cambios relacionados, razon de cambio y proyecto de

modelacion

La sesidn 2 estuvo compuesta en 3 momentos, en el primero de estos se abordd la idea de
la comparacion para dar cuenta de cambios en fendmenos, asi como la idea del cambio
relacionado, desembocando en la actividad 2.1, en la cual se realiz6 la exploracién de dos applets
(de tipos T1y T2) buscando complementar la pregunta del “;Qué cambia?” con el “;Cémo
cambia?” e iniciando la exploracion y posible asignacion de relaciones entre aquellas magnitudes
que cambiaban. En el tercer momento se presento la propuesta de trabajo final del curso,
materializado en la actividad 2.2 que permitia ser explorada en contextos reales o realistas, asi

como el recurso a applets de tipo T3

Momento 1: Cambios relacionados.

Se inicio6 la sesion llamando la atencion respecto a cdmo la nocion de cambio requiere de
al menos dos “estados” o “puntos de comparacion” para poder ser percibido, y como en el estudio
de la naturaleza estos dos estados suelen ser medidos con relacién al tiempo (cambios en el

tiempo)
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Asi, se establecié una pregunta mas grande al establecer que la pregunta “;Qué cambia?”
Puede estar acompafiada de un “;Cémo cambia?” Que atafie a una descripcion relacionada con

otros cambios que ocurren simultdneamente con el cambio de intereés.

Actividad 2.1

En esta actividad se involucran dos applets de tipo T1y T2, que presentan modelos de una
situacion en contexto realista y uno totalmente matematico en los cuales se pretende abordar con
los estudiantes las preguntas de ¢Qué cambia? ;Como cambia? Y ¢Es posible establecer
relaciones entre las magnitudes que cambian? Invitando a la exploracién libre de los applets para

posteriormente realizar una discusion grupal sobre lo encontrado.

Explore los siguientes applets de Geogebra y conteste. ¢ Qué cambia? ; Como cambia? ¢Es posible

establecer relaciones entre las magnitudes que cambian?

Area de la base del tanque Tiempo Altura
(segundos) (metros)
Cerrar la llave
1 0.2
2 0.4
3 0.6

Altura = 1.08m

Figura 7. Actividad 2.1a ®

3 https://www.geogebra.org/m/PHIENQfw
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Figura 8. Actividad 2.1b*

Momento 2. Razon de cambio y nocion de funcion

Analizadas las situaciones del momento 1, en las que se buscé llamar la atencion sobre
como puede existir mas de una inica magnitud que cambia en un unico “proceso”. A
continuacion, se procedid a definir la razén de cambio como una manera de establecer relaciones
entre al menos dos magnitudes que co-varian, y se mostré mediante un andlisis visual apoyado en

el triangulo diferencial como algunas de estas razones de cambio pueden ser observadas.

Adicionalmente, a partir de esta caracterizacion de la razon de cambio como una forma de
relacionar dos magnitudes, se present6 la nocion de funcion de una variable, como idea
matematica que engloba relaciones entre dos magnitudes y que seria el objeto de estudio

subyacente a las sesiones posteriores.

Momento 3: Propuesta de trabajo final de modelacion matematica

El tercer y ultimo momento de la sesion 2 abogo por la presentacion de la propuesta de

trabajo final, a ser realizado en parejas de estudiantes. Se presento la guia de trabajo final, se

4 https://www.Geogebra.org/m/pbwzp5i6
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atendieron dudas y se mostré un ejemplo de trabajo final realizado durante una version anterior

del curso.

Actividad 2.2 Trabajo final - equivalente al tercer examen parcial

La presente actividad propuso un ejercicio de exploracion para los estudiantes, en el que
estos pudieran realizar un proceso de estudio y andlisis sobre algun fendmeno de la naturaleza
que fuese de su interés. En este sentido, no se sugiri6 la utilizacién de ningin software en
especifico, més si era recomendable apoyarse en herramientas tecnolégicas para la construccion y
posterior refinamiento del modelo, esto configur6 una actividad de tipo T3. El proyecto se
convirtio entonces en una actividad transversal a ser desarrollada en paralelo con las restantes
situaciones de la secuencia. En el disefio de la tarea se involucraron los criterios M3 y M5 de
manera explicita, al permitir que los estudiantes pudiesen realizar una aproximacion al fenémeno

a modelar con relativa libertad.

El texto que orientd la actividad es seleccionado del libro “Los reyes de la pasarela.
Modelos matemdticos en las ciencias” (de Torres Curth, 2015), al presentar una posibilidad de
aproximacion a la nocién de modelacion que permita orientar (sin llegar a esquematizar) el

trabajo de los estudiantes.

Explicacion

“La construccion de modelos matematicos puede resumirse en algunos “pasos”, que pueden tener

la utilidad de ilustrar esta parte del quehacer matematico, pero obviamente no es una regla.

En primer lugar, ha de existir una eleccién de lo que se quiere modelar (y ha de haber una buena
razén para ello). Luego, se deberan identificar los componentes del modelo y sus relaciones, que

luego se traducirdn en ecuaciones.
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Una vez que el modelo esta armadito, usualmente contiene lo que llamamos parametros, es decir,
constantes indeterminadas que deberan ser reemplazadas por valores numéricos. La construccion
del modelo, que como ya dijimos es el resultado del conocimiento del sistema, de sus
componentes y relaciones, suele incluir datos. Estos datos generalmente provienen de
experimentos de laboratorio y/o de observaciones de campo, o de resultados alcanzados con
anterioridad (por ejemplo, datos ya publicados por otros investigadores). Esta informacion
permitira dar a los parametros los valores numéricos adecuados. Esta inclusion de la “informacion

de la realidad” en el modelo es lo que se conoce como calibracion del modelo.

El proximo paso es la validacion, que refiere a la comparacion de los valores de salida del modelo
con valores reales (empiricos) de dichas variables. El objetivo de esta comparacion es evaluar el
error cometido por el modelo (que proviene tanto del conjunto de supuestos como de los errores
de medicidn y experimentacion) y determinar si este es un error que estamos dispuestos a tolerar.
El conocimiento previo que el investigador tiene del sistema permite contrastar los resultados
tedricos (el modelo conceptual y las hipétesis de funcionamiento del sistema) con lo que se
observa en la realidad, y asi validar o no el modelo.

Otra parte importante en la construccion de los modelos es lo que se conoce como analisis de
sensibilidad. La pregunta acé es qué tanto se podrian modificar los resultados del modelo si los
valores de las variables de entrada o los parametros cambiaran un poquito. La importancia de este
paso es radical, ya que si el modelo se dispara a valores totalmente distintos cuando se producen
pequefias perturbaciones en los valores numéricos de entrada o en los parametros, no sera un
modelo muy confiable, ya que pequefios errores de medicién podrian llevar a resultados muy

diferentes.

Una vez que sabemos que el modelo “funciona” en esta realidad, podemos ponerlo a funcionar en
otros escenarios hipotéticos, que nos permitan contestar la pregunta ““;qué pasaria si...?”. Esta
fase se la conoce como simulacion. Es el proceso de obtener resultados del modelo
independizandose de la realidad que le dio origen. Uno obtiene valores de las variables de salida
en tiempos futuros a partir de series simuladas de valores de las variables de entrada. Estas ultimas
pueden ser series de datos que son (aunque no necesariamente reales) de interés para ver

precisamente “qué pasaria si...”

Obviamente el proceso de construir un modelo no es un proceso lineal, sino que tiene sus idas y
vueltas, sus ajustes, interpretaciones y reinterpretaciones que conducen a redefinir algunas de sus

partes o su totalidad. Lo que si es cierto es que es un proceso rico y muy creativo.” (p, 25-26)
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Producto

Cada grupo entrega un trabajo (normas de presentacién APA) en el que describe su desarrollo de

los pasos anteriores. Son seis pasos, marcados con negrita en el texto (el Gltimo puede no estar).

La presentacion de esta actividad fue acompariada con el ejemplo de un trabajo similar
realizado por estudiantes del semestre anterior con el fin de dar alguna idea de como involucrar
elementos tecnoldgicos y un ejemplo del tipo de fendbmeno que se podia abordar.
Adicionalmente, los estudiantes contaron con una o dos sesiones adicionales e individuales (por
parejas), en las cuales presentar avances intermedios y dialogar con el profesor respecto a las

dudas que tenian en el desarrollo del proyecto.

Esta actividad fue central en la propuesta de la secuencia de ensefianza, y las actividades
siguientes buscaron apoyar el desarrollo del proyecto de modelacion, asi como especificar
conceptos matematicos involucrados en el trabajo con la razén de cambio, tal como la nocion de

funcion.

3.4.3 Situacion 3. Situaciones de cambio lineal y afin.

La sesion 3 estuvo conformada por dos momentos, en el primero de estos se realizé una
exploracién en una herramienta digital de tipo T2 a los efectos sobre la grafica de una funcion
lineal la modificacion de sus pardmetros acompafiado del desarrollo de un cuestionario en Google
forms. En el segundo momento se realizé una experimentacion virtual a partir de un applet de
tipo T1, con el cual se ejemplifico un tipo de fendmeno realista que da lugar a funciones lineales
o afines, para posteriormente proponer a los estudiantes la replicacion de la experimentacion y la

construccion individual de modelos para sus experimentos.
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Momento 1: Exploracion del efecto visual de la variacion de los parametros de una

funcién afin.

Se inicio la clase recordando el tipo de razon de cambio identificable en la grafica de una
linea recta y se procedio a discutir las caracteristicas de dichas funciones, y del significado de los
parametros “m” y “b” en las funciones de la forma y = f(x) = mx + b. Para esto se propuso la

exploracion de un applet de Geogebra de tipo T2° complementado con un conjunto de preguntas.

Actividad 3.1 Exploracion de caracteristicas de las funciones afines con Geogebra

La actividad consiste en dos partes a realizar de manera consecutiva: una exploracion de
los efectos en la grafica de la funcion que suceden al modificar respectivamente los parametros m
y b en una funcion de tipo lineal, posteriormente, se realizé un cuestionario en Google forms (Ver
Anexo C) de manera individual, este formulario debi6 ser llenado en un tiempo de 15 minutos
buscando identificar de manera rapida la forma en que los estudiantes habrian logrado dar sentido

a las transformaciones generadas por la variacion de los distintos parametros de una funcion afin.

En el siguiente applet de Geogebra, explore qué sucede con la grafica de la funcion al modificar
los valores de los de los deslizadores presentes, posteriormente, proceda al formulario y conteste

las preguntas alli presentes.

Momento 2. Exploracién y modelacién de una situacion de cambio afin.

Apoyados en un laboratorio virtual de libre acceso®, se pretendio realizar en conjunto con

los estudiantes la construccion de un modelo matematico de la curva de calentamiento del agua

5> https://www.Geogebra.org/m/by7zdyzk
6 https://labovirtual.blogspot.com/2014/04/curva-de-calentamiento.html
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en estado liquido. En el desarrollo de la construccion, se busco llamar la atencion respecto a
cdémo hay otras variables que tienen un efecto en los resultados que se pueden obtener (potencia
de la estufa en watts, cantidad de liquido a utilizar, temperatura inicial, entre otros que no

aparecen en el laboratorio virtual, como lo es la presion atmosférica).

La construccion se realiz0 en tres etapas: En la primera de estas se realizaria la
experimentacion a partir de la cual se tomaron los datos en el laboratorio virtual. La segunda
etapa iniciaba una vez se tenia una cantidad apropiada de datos, (al menos 10 mediciones) los
cuales fueron trasladados a la Hoja de Célculo de Geogebra, para posteriormente, ser graficados
como puntos en la Vista Grafica y, por ultimo, en la tercera etapa encontrar la recta de mejor
ajuste con la correspondiente herramienta. De esta manera naceria una ecuacion de la forma

aproximadamente y = mx + b.

Actividad 3.2 Modelacién de un fenédmeno de calentamiento

En la presente actividad se le pidi6 a cada estudiante, realizar un proceso de modelacion
sobre el laboratorio virtual para el liquido alcohol y el benceno (Un applet de tipo T1). Era
permitido realizar modificaciones a las otras variables (cantidad de liquido, potencia de la estufa,
etc.), sin embargo, estas debian ser explicitadas, al fungir como parametros del experimento. La
construccion del modelo podia ser apoyada en el software de Geogebra u otro software de tipo

T3.

68



@® agua O alcohol (O benceno

t(s)  T(°C) t(s) T°C) | t(s) T(°C)

10°C Seleccione la sustancia, masa,
O B temperatura inicial y potencia de la
O p°c  estufa. Pulse el boton de la estufa para

iniciar
@ 10°C

Salvador Hurtado Fdez. 2013 SOME RIGHTS RESERYED

Figura 9. Actividad 3.2. Imagen tomada de "https://labovirtual.blogspot.com/2014/04/curva-de-calentamiento.html"

Construya modelos matematicos para la curva de calentamiento del alcohol y del benceno, puedes

modificar la potencia de la estufa, cantidad de liquido y temperatura inicial de la sustancia.

3.4.4 Situacion 4. Situaciones de cambio cuadratico.

La sesion 4 del experimento estuvo compuesta por tres momentos. En el primero de estos
se realiz6 una socializacién de las construcciones realizadas en la actividad 3.2 propuesta al final
de la sesion anterior, alli los estudiantes pudieron dar cuenta de su apropiacion parcial de los
elementos tedricos relevantes para la construccion de modelos y el trabajo con los applets
involucrados, asi como conceptos relevantes en la caracterizacion de las funciones lineales. En el
segundo momento se present6 un esquema de escritura, que busco ilustrar una posible
organizacion de los desarrollos al trabajo final actividad 2.2. Por ultimo, se realiz6 un estudio de
las funciones cuadraticas, caracterizadas desde las razones de cambio y apoyados por un applet
en modalidad T2, que desembocé en la actividad 4.1, en la cual se buscd la construccion de un

modelo de una situacion financiera a partir de una exploracién libre en modalidad T3.

Momento 1: Discusién en grupo de las construcciones realizadas en la actividad 3.2
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La clase dio inicio con una discusién grupal breve relacionada con los modelos
construidos individualmente por los estudiantes en el desarrollo de la actividad 3.2 de la semana
anterior. Se buscd resaltar las nociones de pendiente como una forma de expresar la razén de

cambio en funciones cuya gréfica es una linea recta.

Momento 2: Lineamientos escritura Trabajo Final

Se present6 mediante un dialogo grupal apoyado en un documento de google docs (ver
Anexo D), un formato de documento escrito elaborado para orientar la construccion del informe

del trabajo final (Actividad 2.2)

Universidad del Valle. Facultad de Educacién y Pedagogia.

Licenciatura en CN

Formacién matematica |

Profesor

Fecha

Mi trabajo final de FM | (gjemplo, pongale un titulo atractivo)

MNombre Integrante - codigo
Mombre integrante - codigo

Introeduccion: En unos dos o tres parrafos se presenta una sintesis del trabajo: ; qué situacion se
aborda? ¢ Qué problema se trabajo? ¢ qué tipos de funciones se emplean? jQué analisis se realiz6?
i,qué se obtuvo o a qué se llegd?

El llenado de un recipiente, tema que se trabaja en el colegio, me dejé con varias preguntas,
es un tema de aparente simplicidad pero que sirve de escenario para estudiar el
comportamiento de varias magnitudes: el volumen de un recipiente, el tiempo en que se llena
0 se desocupa. ..

Aqui van a plantear una pregunta guia, una pregunta que oriente su indagacion.

Ejemplos de posibles preguntas:
Figura 10. Ejemplo formato escritura para actividad 2.2

Se pretendio de esta manera dotar a los estudiantes de un formato que orientase la

escritura, presentando también un ejemplo de una posible situacion a estudiar.

Momento 3: Trabajo en grupos pequefios de actividades de modelacién que dan lugar a

funciones cuadréticas.
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El tercer momento de la clase dio inicio recordando la construccién presentada antes
referente al tridngulo diferencial y como este permitia caracterizar, particularmente, funciones
cuadraticas, asi como presentar la expresion algebraica general de una funcion cuadrética de la

forma f(x) = ax? + bx + c.

Figura 11. Exploracion parametros de una funcion cuadratica

Actividad 4.1 Modelacién de una situacion financiera

En esta actividad se buscaba que los estudiantes trabajen en grupos pequefios para la
construccion de un modelo que permita dar solucion a la situacion planteada. Este proceso debia
involucrar la identificacién de cudles son las variables relevantes para el problema y como
escribir relaciones entre ellas, de tal forma que se diera lugar a la formulacién de una funcién
cuadratica que, por ejemplo, describiera la variacion de los ingresos del gimnasio en funcién de la
rebaja que se haga a la cuota mensual. La situacion se presenta de manera abierta con la intencion
de que los estudiantes puedan (o no) utilizar el software Geogebra como un apoyo en la

construccién de su solucion.

En un gimnasio local, hay 150 socios que pagan una cuota mensual de $60.000. Los duefios del
gimnasio desean incrementar sus ingresos, y, tras un estudio de mercado, se llega a la

recomendacién de reducir la cuota mensual, ya que por cada $1.000 que ésta disminuya, se
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inscribiran 5 nuevos socios. ¢ Cuanto deberia disminuirse la cuota para obtener la maxima

ganancia mensual?

Algunas preguntas auxiliares

o ¢Como varia el ingreso al reducir la cuota?

o ¢Qué ocurre con el nimero de socios al reducir la cuota?

o ¢Genera mas ganancias el hecho de que se inscriban mas socios?
o Establecer un modelo de la situacion.

El espacio final de la clase se dedic6 a la discusion grupal respecto a las estrategias de

solucion propuestas por los estudiantes respecto a la actividad 4.1.

3.4.5 Situacion 5. Situaciones de cambio exponencial.

La ultima sesion del curso estuvo dividida en tres momentos; en el primero de ellos se
realizé una presentacion relativa a fendmenos de cambio exponencial, apoyados en el software de
Geogebra para la representacion grafica de algunas de las funciones resultantes en las
exploraciones. En el segundo momento se propone la actividad 5.1, la cual presenta una situacién
en contexto realista, en la que se solicita la construccién de un modelo a través de una
exploracion libre en modalidad T3. El momento de cierre realiza una exploracion de una
herramienta T2, buscando ilustrar los efectos de los distintos parametros presentes en una funcion

exponencial.

Momento 1: Funciones exponenciales, andlisis de situaciones elementales.

En el primer momento de la clase, se presentaron situaciones de cambios de tipo

exponencial, haciendo énfasis en la razon de cambio de las variables en estudio en cada situacion,
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especificamente mencionando cémo el valor de la variable independiente esta relacionado de

manera multiplicativa con el valor “anterior”.

1. Modelo de una bacteria que se duplica empezando con una sola 2*

2. El caso de més de una bacteria (poblacion inicial mayor)

3. El decaimiento radioactivo. El is6topo del Polonio 21°Po tiene una semivida
aproximada de un periodo de 140 dias, es decir, dada cualquier cantidad, la mitad
de ella se desintegrara en 140 dias. Si al principio hay 20 mg de ?'°Po. Construir

un modelo que describa la cantidad restante tras un tiempo determinado

Momento 2: El estudio del buzo, flujo luminoso.

El segundo momento de la clase consistio en trabajo autbnomo en grupos pequefios para

la construccion de un modelo matematico de una situacion realistica

Actividad 5.1. Modelaciéon de un fenémeno fisico

La actividad consistié en la modelacion de un fenémeno fisico relativa a la cantidad de
luz que llega a distintas profundidades, dando lugar a una exploracion de un fenémeno en el que

las variables a relacionar son la profundidad y el flujo luminoso.

Un problema importante en oceanografia es establecer la cantidad de luz que puede
atravesar en distintas profundidades del mar. Segun la Ley de Beer-Lambert, existe un
modelo para este fendmeno, en el que estan presentes la cantidad de luz que llega a
una cierta profundidad y el flujo luminoso emitido desde un foco de luz en la

superficie.
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En un experimento llevado a cabo en una costa cercana, un buzo registro el flujo
luminoso conforme se sumergia a ciertos metros de profundidad del nivel del mar,

utilizando un sensor que arrojo los siguientes resultados

Profundidad en Flujo luminoso en
metros (m) lumen (Im)
0 2600
1 866.66
2 288.88
3 96.296
4 32.099

Tabla 2. Datos actividad 5.1

Formular una conjetura sobre el comportamiento observado en la tabla y contestar las

siguientes preguntas

1) ¢Cuénto seré el flujo luminoso a los 6 metros de profundidad?
2) ¢Y alos 20 metros?
3) ¢Y alos n metros?

4) Establecer un modelo matematico de la situacion
Momento 3: Exploracion de pardmetros de la funcion exponencial

En el tercer momento de la clase, se procedio a realizar una exploracion de los efectos que
generan en el gréfico de una funcion exponencial, la modificacion de los parametros de ella
tomando como base la forma f(x) = a * b*~¢ + d, empezando desde de la funcién f(x) = b* y

afiadiendo gradualmente los demas parametros.

Tal exploracion seré realizada apoyados en el software de Geogebra’

7 https://www.geogebra.org/calculator/jsfuwrtd
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GeoGebra P\J calc. Grafica ~

i a=11 o

8 R

f(x) = 1.1%

Figura 12. Exploracion parametros funcion exponencial

En esta situacion se busco describir las transformaciones que generan en la funcion las

modificaciones de los pardmetros. A traves de las siguientes preguntas orientadoras

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)

(Qué sucede si el pardmetro “a” es un nimero negativo?

¢Cbémo es la gréfica de la funcion si a=1?

¢Como es la grafica de la funcion si 0<a<1?

¢Como es la grafica de la funcion si a>1?

¢ Qué sucede con la gréafica de la funcion si b>0? ;Y si b<0?
¢Qué sucede con la gréfica de la funcién cuando ¢>0? ;Y si c<0?
¢Qué sucede con la gréfica de la funcion cuando d>0? ;Y si d<0?

Con la exploracion de los parametros de la funcion exponencial se dio cierre a la ltima

sesion del experimento, y del curso. Los estudiantes contaron con una semana de tiempo

adicional posterior a la sesion para las Ultimas asesorias y posterior entrega del trabajo final

(Actividad 2.2 en la secuencia).
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Capitulo IV: Resultados y discusion

En el presente capitulo se hace una presentacion en dos secciones de los resultados
obtenidos en la aplicacion de la secuencia de ensefianza. En un primer momento se realiza una
descripcidn de los resultados, en el cual se busca identificar, tendencias, patrones y momentos a
resaltar de la experiencia; se incluye también una descripcién del ciclo de analisis locales
explicitando alli sus principales conclusiones y aportes para el ajuste de la secuencia en el

transcurso del desarrollo del experimento.

En la segunda seccidn del capitulo, se procede a desplegar el aparato teérico con el cual se
realizo el andlisis de los resultados. En este sentido, se presentan las categorias de analisis
disefiadas, asi como la forma en que estas fueron puestas en juego para discutir la informacion
obtenida en el experimento buscando dar respuesta a los objetivos planteados por la

investigacion.

4.1 Resultados

En los parrafos siguientes se presentan un consolidado de los resultados obtenidos en la
aplicacion de la secuencia de ensefianza, se da inicio con la presentacion de algunas de las
discusiones llevadas a cabo durante los ciclos de analisis local, diferenciados en dos niveles:
forma y contenido. Posteriormente se realiza una presentacion de los resultados a la luz de tres
categorias que atienden parcialmente a los objetivos del trabajo: la formacién matematica de los
estudiantes de la Licenciatura en Ciencias Naturales y Educacion Ambiental de la Universidad
del Valle; los modelos conceptuales y las estrategias utilizadas que orientaron el disefio de la

secuencia de ensefianza; y el disefio mismo de la secuencia de ensefianza.
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Como contexto general la asignatura Formacion Matematica |, y especificamente el
trabajo relativo a la secuencia, se desarrollé en el segundo semestre del afio 2021 y fue dictada en
una modalidad asistida por tecnologia. La secuencia fue desarrollada simultdneamente con dos
grupos, de 20 y 22 estudiantes respectivamente, por esta razén se cuenta con un total de 10
grabaciones (1 para cada sesion para cada grupo), las notas de clase entregadas de manera
individual en cada clase, asi como el consolidado de 21 trabajos finales que fueron elaborados

entre ambos grupos.

4.1.1 Andlisis local: la forma

El ciclo de andlisis locales se surtid realizando una reunién semanal posterior a las
aplicaciones de las actividades que componian la secuencia. Dichas reuniones consistieron en una
revision por parte del equipo investigador a los videos, materiales y actuaciones de los
estudiantes frente a las actividades que se habian propuesto en la semana, de tal suerte que se
pudiesen realizar ajustes a las actividades que componian las situaciones a ser propuestas en las

sesiones restantes.

A nivel de forma, los ciclos de anélisis local dieron cuenta de como las actividades
tuvieron una duracion cercana a la esperada, asi como estrategias de solucion variadas, aunque
cercanas a las esperadas de acuerdo con los objetivos de los disefios; la Unica excepcion siendo el
ejercicio de modelacion de funciones cuadréticas en la cual los estudiantes realizaron una
aproximacion inesperada a la situacion, resolviendola con una aproximacion numerica en lugar

de la propuesta de modelacién (ver apartado 4.1.2).

El experimento de ensefianza se surtio en los tiempos planteados, especificamente entre

los meses de septiembre y octubre de 2021; dio muestra progresiva de la apropiacion por parte de
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los estudiantes de las teméticas abordadas, asi como la identificacion y aprovechamiento de los
affordances de los softwares puestos en juego, al ser notable como el recurso a las herramientas
digitales tuvo un impacto en la actividad matematica de los estudiantes, evidencias de estas
afirmaciones son explicitadas en el siguiente apartado. Se resalta como a raiz de las discusiones
adelantadas en los ciclos de andlisis local, multiples actividades fueron modificadas antes de ser
mostradas a los estudiantes, asi como incluso nuevas actividades fueron disefiadas, por ejemplo,

la actividad 3.1.

4.1.2 Andlisis local: el contenido

El desarrollo de las actividades que componian la secuencia fue llevado a cabo en
sesiones semanales de 3 horas durante un periodo de 5 semanas, con una semana adicional final
para la entrega de la actividad 2.2 que fungié como trabajo final de la asignatura. En los parrafos
siguientes se presenta una sintesis de algunas de las discusiones surtidas en los ciclos de analisis

local con relacion al nivel de contenido de las actividades.

Con respecto a la actividad 1.1, algunos estudiantes asignaron al eje vertical del grafico la
variable “altura”, dando asi lugar a una lectura invertida de las respuestas esperadas, con lo que
se logra evidenciar una lectura icdnica de la informacion presentada en el gréafico tal como se ve
en el siguiente fragmento transcrito de una grabacion, E se refiere al estudiante, y P al profesor.

E: ... Pero yo lo hice tal forma que Alicia era la segunda, a no, Carlos es el primero.

P: Carlos es el primero...

E: Alicia es el segundo, el tercero es Lola... el cuarto es Martha, el quinto es Daniel, el
sexto es Pili, y el séptimo Javi.

La discusién dio paso a la idea de cdmo para establecer cambios una posible estrategia es
la de realizar comparaciones con preguntas orientadoras como ¢Qué tienen en comudn? ;Qué

tienen de diferente?
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1. La cola de la parada del autobis

{Quién estd representado por cada punto del diagrama inferior?

A\

Edad e ‘e

40 5e

70

Altura

Alicia Murta Pil Dansel Carlos Lole Javi

Figura 13. Actividad 1.1 parte 1 como se les presentd a los estudiantes. Adaptado de Swan (1985)

A partir de estas aclaraciones, el analisis de comparaciones para establecer cambios fue la

estrategia habitual para el desarrollo de las siguientes partes de la actividad.

P: Cada persona que participe me dice qué piensa de una de las frases, y por qué, para
escuchar a varias personas...

El: Okey, entonces comienzo con “el avidn mas viejo es mas barato”

P: Si, “el avion mas viejo es mas barato” ;jEs verdad? ;O es falso? ;Y por qué?

E1: Para mi es verdad; porqué en la primera grafica en la de precio y antigliedad se
muestra que el mas antiguo es el punto A, y se muestra mucho mas abajo en la grafica en
el eje del precio, por lo tanto, es verdad, que el avién mas viejo, que es el mas antiguo, el
A, es de menor valor.

Velocidad Autonomia
de crucero B de vuelo oA

Precio

Antigiledad Tamano Capacidad de viajeros

La primera grafica muestra que el avion B es mas caro que el A. (Qué
mas indica?

iSon ciertas o falsas las siguientes afirmaciones?
«El avion mas viejo es mas barato»

«El avion mas rapido es mas pequeno»

«El avion mas grande es mas vigjo»

«El avion mas barato transporta menos pasajeros»

Figura 14. Actividad 1.1 parte 2 como se les presentd a los estudiantes. Adaptado de Swan (1985)
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Pasando a la actividad 1.2, se dio via libre a la exploracion de un laboratorio virtual de
categoria T2 en el que los estudiantes pudieron explorar los resultados, también se dio cuenta de
la busqueda de informaciones adicionales para determinar los factores que afectan la situacion.

Una estrategia general fue la de investigar los puntos de ebullicion de las sustancias.

E: ...Seria facil saber cuél de los liquidos es, conociendo el punto de ebullicion de cada
uno de los liquidos, asi pues, el que tenga mayor punto de ebullicion vaa ser la L, y pues
a mayor tiempo de ebullicién también demora méas tiempo en llegar a ese punto, a esa
temperatura; creo que, en este caso, el agua seria E porqué tiene el punto de ebullicion
mas alto que los otros dos, sé que el benceno y el alcohol tienen un punto de ebullicion
mas bajo.

En la actividad 1.3 se present6 una discusion en la que algunos estudiantes alin poseian
dificultades de lectura, dando muestra de selectivamente ignorar los ejes; adicionalmente, surgio
organicamente la posibilidad de dar méas de una respuesta que sea correcta ante la situacion
propuesta, llamando la atencion respecto a las distintas interpretaciones qué se le pueden dar a un

mismo grafico como se puede observar en el siguiente fragmento transcrito.

E1: Profe, en ese grafico, D o E podrian ser respuestas correctas para el lugar del robo,
pues donde le roban la cicla al muchacho.

P: Estoy de acuerdo. ¢Por qué lo dices?

E1: Porqué pues no sabemos a qué distancia esta la estacion de policia o a qué distancia le
robaron la cicla.

E2: Pero eso lo podemos definir, pues ahi dice que “tras un tiempo recorrido...” eso
quiere decir que si alcanzé a recorrer distancia durante un tiempo. Y dice gque la estacion
de policia es la mas cercana, de pronto esta mas cerca que el tiempo que recorri6 en la
bicicleta ante de que se la robaran

E3: Pero que sea la mas cercana no quiere decir que esta necesariamente cerca, porqué la
estacion de policia mas cercana a mi casa esta brutalmente lejos, pero aun asi es la mas
cercana. Yo no creo que eso afirme que sea mas cerca que el lugar donde lo robaron.

E4: ¢ No se supone qué la estacion de policia es la mas cerca a la casa? Porqué él ya se
habia devuelto a la casa cuando se fue a la estacion ;/No?

E3: Por eso, pero que sea la estacién mas cercana no asegura que sea cerca.
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Actividad 1.3

Un ciclista sale de su casa y tras un tiempo de recorrido le roban su bicicleta
por lo que debe regresar caminando a casa. Al volver a casa toda su familia ha
salido; por lo que decide ir caminando a la estacion de policia mas cercana a
poner la denuncia por el robo. Tras lograr poner la denuncia, un familiar lo
recoge en carro para llevarlo a casa y poder descansar del ajetreado dia.

Si cada punto en la grafica siguiente representa uno de los segmentos
recorridos. ;Cual es cual? ;Por qué?

Distancia

Tiempo

Figura 15. Actividad 1.3 como se les present6 a los estudiantes. Elaboracién propia

La primera sesion de la secuencia se cerro con la actividad 1.4, en la que se invito a los
estudiantes a proponer situaciones que involucraran magnitudes dentro de un contexto hipotético
o realista que fuese de alguna manera, de su interés. En este caso algunas de las propuestas fueron

cercanas a los contextos de las actividades 1.1 a 1.3.

La segunda sesion de la secuencia estuvo compuesta por dos actividades principales, y se
inicio la sesion con una discusion relativa a la idea de cambios relacionados, y se presenta como
ejemplo el area y lado de un cuadrado y como estos cambian. En la actividad 2.1 se involucraron
dos applets de tipos T1y T2 respectivamente, que presentaban una situacion realista y una
situacion puramente matematica. La discusion del trabajo con estos applets estuvo orientada a
responder las preguntas: ¢ Qué cambia? ;Como cambia? Y ¢Es posible establecer relaciones entre

las magnitudes que cambian?

81



Con relacion al applet del tanque de agua, algunos estudiantes lograron describir como el
cambio del rea de la base del cilindro genera un efecto en el volumen del tanque, mencionado en
algunos casos en términos de la capacidad del tanque y la cantidad de agua; otros estudiantes no
percibieron el affordance de modificar tal area de la base, se identificaron relaciones entre tiempo

y altura.

Con relacion al applet de figuras geométricas, se realiz una discusion respecto a como la
forma de la figura permanece igual como un cuadrado dentro del cual hay tridngulos que estan
cambiando, asi como algunas de las relaciones posibles de congruencia entre triangulos, aunque
no se logren justificar con rigurosidad.

E: Yo queria decir dos cosas, es que a mi me parece que la forma de la figura, dsea los

triangulos, no es que cambie mucho. Osea la forma se mantiene, hasta que puede ¢si?

Hasta que ya esté tan bajito que ya no puede ser tridngulo, sino que, pues, como que

desaparece. Pero, cuando vuelve a empezar la animacion uno ve que la forma sigue siendo

igual ¢Si me entiende?

P: Okey...

E: Y que pues, es un cambio que es muy limitado, 6sea tiene poquitas o casi hinguna
posibilidad de presentar una alteracion.

También sucedi6 que un estudiante menciond que utilizé las herramientas de Geogebra
para explorar, dando muestra de la identificacion de affordances Utiles para la tarea. Exploro
medidas de angulos, medidas de bases de triangulos, de areas de los triangulos ABG y CGD.
Numeéricamente exploré como la suma de las areas de los triangulos ABG y CGD permanecen

constante.
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Segmento

Triangulo

Figura 16. Exploracion de un estudiante en la actividad 2.1

La actividad 2.2 fue presentada en esta sesion, sin embargo, al ser esta actividad
considerada el trabajo final para efectos del desarrollo del curso, se dio un plazo extenso para la
realizacion de esta y un conglomerado de los resultados de esta actividad seran presentados en la
siguiente seccién. En la presentacion de la guia de la actividad, hubo pocas intervenciones, salvo
preguntas relativas al formato de entrega, cantidad de integrantes por trabajo, fecha de entrega,

etc. Y con ella se dio cierre a la segunda sesion.

En la sesion 3 se llevaron a cabo las actividades 3.1 y 3.2 de la secuencia. Con relacién a
la primera de estas se realiz6 una exploracion libre seguida de un diligenciamiento de un
formulario de Google donde se preguntaban por interpretaciones respecto a los parametros my b
en una ecuacion de la forma y=mx+b. Las respuestas a este formulario dieron cuenta de una
dificultad en la identificacion de ecuaciones que representan rectas horizontales (ver Figura 17),
sin embargo, cuando la recta no es horizontal hubo una adecuada interpretacion tanto de la

pendiente como del intercepto con el eje vertical.
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La linea roja representa la grafica de una funcion. ;Cual es su ecuacion algebraica? IO copiar

2 de 16 respuestas correctas

I
T
[*5]
S
]

)
h

y=x-3 0 ({0 %

Figura 17. Resultados en actividad 3.1. Elaboracién propia

Posteriormente, en la actividad 3.2 los estudiantes trabajaron de manera individual, y el
profesor atendia dudas durante el desarrollo de esta. En esta actividad surgieron dudas respecto al
uso de Geogebra, en particular los estudiantes realizaron preguntas sobre: CoOmo poner paréntesis
en la aplicacion; cdmo poner texto en la vista gréfica.; hacer aparecer la ecuacion del grafico en

la vista grafica; modificar la cantidad de cifras decimales que aparecen en el software.

Se menciona adicionalmente una inquietud respecto a un punto que “parece estar fuera”
del ajuste, con lo que, al revisar el proceso seguido por el estudiante, se muestra un error en el
proceso de toma de datos al haber ignorado el tiempo que tard6 el material en derretirse en el

laboratorio virtual. (ver Figura 18)
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Figura 18. Toma de datos de un estudiante en actividad 3.2

Adicionalmente, la actividad 3.2 fue recapitulada en el inicio de la siguiente sesion donde
se discutio el efecto de la potencia de la estufa, y cdmo este efecto era reflejado en la ecuacién
producida por el modelo. Algunos estudiantes listaron los parametros posibles de ser alterados en
el applet (potencia de la estufa, cantidad de material a calentar y temperatura inicial). Se
menciona como a mayor potencia el tiempo en alcanzar el punto de ebullicion es menor y como

este comportamiento se ve reflejado en la pendiente de la recta.

Con respecto a la actividad 4.1, esta fue trabajada de manera grupal, y surgieron preguntas
en relacion con lo que se entendia con la expresion “establecer un modelo de la situacion”, y se
ilustré una tendencia a resolver la actividad mediante la estrategia de prueba y error utilizando
estrategias numéricas, tal cbmo se muestra en el siguiente apartado transcrito.

E: Profe una pregunta

P: Dime

E: Cuando se refiere a establecer un modelo de la situacion. ¢A qué se refiere? Osea. .. te

comento lo que hice. Ya lo hice, pero a nimeros, ahora ; Como establezco un modelo? Ya

encontre la solucion a la pregunta de cuanto deberia disminuir la cuota para obtener el
maximo de ganancia. /Ahora como establezco...?
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P: Esos numeros que me dices que encontraste, conviértelos en puntos que puedas poner
en una grafica, por ejemplo

E: Ya okey, hacer la grafica con las caracteristicas de la situacion... ;La hago en
Geogebra o qué?

P: Esa es una opcion valida.

Este intercambio da muestra de la estrategia general seguida por los estudiantes en el
desarrollo de esta actividad, en la que una posibilidad de desarrollo numérico opaco la busqueda

de modelos para hallar la solucion.

Por ultimo, el desarrollo de la actividad 5.1 fue precedido por dos actividades de
modelacion en situaciones de cambio exponencial orientadas por el profesor en la tltima sesion
de la secuencia en las cuales se presentd una ecuacion general para una funcion exponencial que
fue usada de base para el desarrollo de la actividad. Algunos estudiantes buscaron identificar el
patron de cambio en los valores de la funcién con el fin de identificar la base del exponente,
como se da muestra en el siguiente fragmento transcrito.

E: Profe una pregunta

P: Dime

E: Es que en el grupo encontramos un patrén digamoslo asi entre los metros de

luminosidad, y nos dimos cuenta de que, al dividir el nimero original, digamos 2600 por

3, 6sea dividirlo por 3 nos daba el resultado de abajo, pero al llegar a 288,88 y dividirlo

por 3, nos da 96,293 entonces no sabemos si eso afecta en algo.

P: Si, esté bien, porqué realmente aqui hay una aproximacion oculta, pero esta bien,
encontraron la relacion que es.

La mencion a las aproximaciones generd nuevamente una discusion acerca de la cantidad
de cifras decimales a utilizar y el efecto que estos pueden tener en la construccién de datos para
la elaboracidn de modelos. Algunos estudiantes se apoyaron en Geogebra, especificamente las
herramientas de ajuste exponencial para la construccion de su modelo, dando lugar a ecuaciones

diferentes. (ver Figura 19)
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Figura 19. Soluciones de estudiantes a actividad 5.1

La sesion final dio cierre con la exploracién de los efectos visuales de algunos pardmetros
en la funcion exponencial, y se dio una semana adicional de plazo para la entrega del trabajo final
(Actividad 2.2). Los resultados de esta actividad se consolidan y se presentan en el siguiente
apartado.

4.1.3 Sobre la formaciéon matematica de los estudiantes de la Licenciatura en Ciencias
Naturales y Educacion Ambiental de la Universidad del Valle

En los pérrafos siguientes se presentard un conglomerado de los resultados obtenidos en la
actividad 2.2 Trabajo final, buscando mediante la exploracion de las distintas situaciones
modeladas, las herramientas tecnoldgicas involucradas y los tipos de contexto, brindar una
caracterizacion de la formacion matematica adquirida por los estudiantes que formaron parte del

experimento.

En la siguiente tabla se presenta un resumen de las producciones de los estudiantes, en
donde se describe, para cada grupo, la situacion estudiada, el tipo de contexto en que se enmarcé
la actividad y las herramientas digitales utilizadas para su analisis, vale la pena mencionar cémo

este trabajo fue propuesto para ser realizado de manera individual o en parejas.
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Herramientas

Situacion Contexto L Comentario
tecnologicas
Ley de Real Geogebra Se realiza un experimento al medir los
enfriamiento de cambios de temperatura de una taza de
Newton café utilizando un termémetro digital
Llenado de un Realista Léapiz y papel El estudiante imagina una situacion
cilindro hipotética en la que se debe rescatar a una
persona de un pozo, no utiliza funciones,
sino aproximaciones numéricas para dar
propuestas de solucion, se resalta como
los valores numéricos disefiados fueron
apropiados al contexto propuesto
Rescate de Real Excel Realizan un modelo de prevision a partir
animales de estadisticas oficiales publicadas,
domesticos apoyandose en el software de Excel para
realizar tales predicciones
Equilibrio Realista Geogebra, Excel | Se realiza un estudio acerca de los efectos
energético en del consumo de distintas cantidades de
deportistas carbohidratos, los datos son construidos a
partir de valores de referencia
proporcionados en bibliografia
especializada.
Accidentes Real Excel Se utilizaron estadisticas reales de la
ofidicos en cantidad de accidentes relacionados con
Colombia serpientes, y se desarroll6 un modelo que
busco establecer una relacion entre la
temperatura promedio y la cantidad de
accidentes, dando una posible
justificacion a tal relacion.
Admisionesen | Real Excel Se realiza un modelo comparativo a partir
la Universidad de datos publicados por la Universidad
del Valle del Valle referentes a la cantidad de
aspirantes a ciertas carreras durante los
semestres previos a la pandemia del
Covid-19 y durante la misma.
Desplazamiento | Real Excel Se realiza un modelo predictivo de la

forzado en San
Andrés de
Tumaco

cantidad de desplazados a partir de la
informacion publicada en bibliografia
especializada.
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Trafico ilegal de | Real Excel Se presentan modelos descriptivos a partir
fauna en de graficos en Excel, construidos
8 | Colombia utilizando estadisticos reales. No se
construye un modelo utilizando
funciones.
Casos Real Geogebra Se construye un modelo predictivo a
reportados de partir de estadisticas oficiales, y se utiliza
9 | Ebolaen la para contrastar en relacion con los valores
republica del reales, mostrando las limitaciones del
Congo modelo elegido y posibilidades de mejora
Mercado Real Geogebra, Excel | Se presentan modelos descriptivos a partir
inmobiliario en de gréaficos en Excel, construidos
10 | Colombia utilizando estadisticos reales. No se
construye un modelo utilizando
funciones.
Covid-19enel | Real Excel Se construye un modelo predictivo a
departamento de partir de estadisticas oficiales, y se utiliza
11 | Narifio, para contrastar en relacion con los valores
Colombia reales, mostrando las limitaciones del
modelo elegido y posibilidades de mejora
Potencia de un | Realista Geogebra, Excel | Se construyen modelos descriptivos a
motor de carro partir de estadisticas publicadas en
12 de Formula 1 medios especializados, se establecen
relaciones funcionales entre distintos tipos
de aceleracion que se toman en cuenta en
el disefio de tales motores.
Gasto calérico | Realista Excel, aplicacién | Se presentan modelos descriptivos a partir
en jugadores de online de de gréaficos en Excel, construidos
13 | futbol medicién de utilizando valores aproximados a partir de
calorias una aplicacion en linea. No se construye
un modelo utilizando funciones.
Mortalidad de Real Geogebra, A partir de datos oficiales, se construyen
enfermedades Numbers dos modelos que relacionan la edad y los
14 | cardiovasculares fallecimientos por enfermedades
cardiovasculares, uno para hombres y otro
para mujeres.
Ritmo cardiaco | Real Geogebra Se construyen dos modelos de la
15 en una prueba frecuencia a partir de datos

de rendimiento

experimentales, uno para un deportista
activo, y otro para un deportista que viene
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denominada
“test de Cooper”

de un proceso de rehabilitacion para
realizar comparativos entre ambos.

Casos Real Excel Se construye un modelo predictivo a
reportados de partir de estadisticas oficiales, y se utiliza
16 | Covid-19 en el para contrastar en relacion con los valores
Valle del Cauca reales, mostrando las limitaciones del
modelo elegido y posibilidades de mejora
Péndulo Simple | Real PASCO Capstone | Apoyados en el software Capstone para el
andlisis de videos del experimento, se
construyen datos a partir de los cuales
17 :
establecer un modelo funcional de la
amplitud de la oscilacion en funcién del
tiempo
Cambio Real Excel Se presentan modelos descriptivos a partir
climético de graficos en Excel, construidos
18 utilizando estadisticas reales. No se
construye un modelo utilizando
funciones.
Desnutricién en | Real Excel Se construyen modelos descriptivos a
la Guajira, partir de estadisticas publicadas en
19 | Colombia medios especializados, buscando dar
cuenta de tendencias en el
comportamiento de los datos.
Crecimiento Realista Geogebra, Excel | A partir de estadisticas oficiales, se
Poblacional construyen datos sobre la variabilidad de
20 | Caracol la poblacion de caracoles a lo largo del
Africano en tiempo, dando lugar a un modelo
Cali, Colombia predictivo.
Sistema de Real Geogebra, Excel | Se construyen modelos a partir de la
control del pH construccion de datos experimentales,
de los alimentos estudiando la variacién en el pH de una
21 sustancia base al ir afadiéndole

volumenes de dos sustancias distintas. Se
establecen relaciones funcionales entre el
pH y el volumen

Tabla 3. Consolidado respuestas estudiantes a actividad 2.2

En términos de la variedad de softwares utilizados en el desarrollo de estos trabajos, se

observo una tendencia a la utilizacion de Microsoft Excel, esto en contraste a las exploraciones
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en Geogebra promovidas en las sesiones de la secuencia, esto se observa pues en 10 trabajos se
apoyaron unicamente con Excel, 4 trabajos utilizaron inicamente Geogebra, en 5 trabajos
utilizaron tanto Excel como Geogebra; es de resaltar como adicional a estas dos aplicaciones
principales, algunos grupos de trabajo utilizaron aplicaciones distintas a las anteriores bien fuese
de manera complementaria a Excel o Geogebra, o de manera exclusiva, algunas de estas
aplicaciones fueron Numbers®, PASCO Capstone® y una aplicacion web de céalculo de calorias no
especificada'®. Un Unico trabajo se apoyo en la aplicacion PASCO Capstone para hacer todo el
proceso de anélisis de videos de su experimento con los cuales construir datos; tan solo un Unico

trabajo no utilizé ningun software para apoyarse.

Por otro lado, la gran mayoria de los trabajos fueron realizados en contextos reales, bien
fuese mediante la realizacion directa de experimentos a partir de los cuales construir los datos, 0 a
partir de datos publicados en fuentes especializadas, encontrandose en 16 de los 21 trabajos
presentados, contextos de este tipo; los restantes 5 trabajos fueron elaborados en contextos
realistas, en los cuales se destaca el cuidado en la seleccion de los valores numéricos de tal forma

que estos fuesen cercanos a los valores que serian reales.

En algunos de estos trabajos se utilizo bibliografia especializada para dar soporte a los
valores numéricos de los datos que se proponian para el estudio de la situacion, como se observa
en la Figura 20. La tendencia al uso de contextos reales o de tipo realista teniendo especial
atencion a la cercania de los valores numéricos utilizados da muestra del interés que poseen los

estudiantes de una licenciatura en ciencias naturales y educacién ambiental a este tipo de

8 https://www.apple.com/co/numbers/
% https://www.pasco.com/products/software/capstone
1 Trabajo nimero 13 en Tabla 3. Consolidado respuestas estudiantes a actividad 2.2
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contextos, y se configuré como una oportunidad para que los estudiantes identificaran maneras en
que las matematicas podrian servirles como herramientas para la descripcion y/o prediccion de

fenémenos de distintas naturalezas.

Variables de Deportista 1 Deportista 2

cambio
Gasto Calérico en (30min) H64Kcal 435Kcal

Ingesta de Carbohidratos 700g (4kcal/g) 300g (4kcal/g)
Y su aporie energético por
cada (g)

Ingesta de Proteinas y su 12649 (4kcal/g) 32g(4kcal/g)
aporte energético
por cada (g)
Ingesta de Lipidos y su 1369 (9kcal/g) 38g(9kcallg)
aporte energético por cada
(@)

Tabla 2. Informacion de las variables de cambio
Calibracién del Modelo

Los datos expuestos en la tabla 2 se obtuvieron a partir de las formulas
aportadas por el libro ”Fisiologia del Ejercicio” (McArdle et al_,2015) y el articulo
“Nutricién FPara ef Entrenamiento y la Competicion” (Olivos et al, 2012). Los valores
del gasto caldrico en 30 minutos de actividad, son valores simulados y modificados
de la informacion aportada por “Exercise & Calories Burned per Hour” (Universidad
of Kentucky) y la pagina de noticias BBC (British Broadcasting Corporation) News
Mundo que publicé el articulo * Cuél es el estilo de natacion con el que quemas mas|
calorias”.

Figura 20. Justificacion construccién datos trabajo contexto realista.

En 14 de los trabajos presentados por los estudiantes como desarrollo a la actividad 2.2 se
construyeron modelos que relacionaban de manera explicita distintas magnitudes, y los
estudiantes buscaban con estas relaciones establecer funciones que permitieran realizar
descripciones y/o predicciones sobre el comportamiento de la situacion abordada, siendo las méas
habituales relaciones entre tiempo y cantidad de contagiados de Covid-19 o casos de Ebola (ver

Figura 21)
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COMPORTAMIENTO DE LOS CASOS DE EBOLA
CONFIRMADOS EN LA R.D DEL CONGO ENTRE LOS PERIODOS DE
AGOSTO A DICLEMBRE DE 2018,

CADA UNIDAD EN LA GRAFICA EN EL EJE Y

CORAESPONDE A 100 CASOS DE EBOLA

'CONFIAMADOS

ECUACION APROXIMADA DEL COMPORTAMIENTO DE CASOS
DE EBOLA CONFIRMADOS

y = 0.86(193 / 43)A(1/ 3 X)
y=aeA(bx)

Figura 21. Ejemplo de funcién Infeccion vs Tiempo en el trabajo de un grupo de estudiantes.

Por otro lado, 6 de los trabajos presentados establecieron modelos que realizaban
descripciones de los fendmenos estudiados y se apoyaron con representaciones graficas
habitualmente estadisticas, como graficos de barras o diagramas circulares, en estos casos los
estudiantes no propusieron posibles relaciones entre magnitudes y, por tanto, tampoco funciones
que pudiesen cuantificar tales relaciones. Sin embargo, es de resaltar como a pesar de no utilizar
funciones, en este conjunto de trabajos se utilizan herramientas proporcionadas por las

matematicas para la elaboracion de andlisis relativos a las tematicas estudiadas.
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2017 2018 2018 2020 2021

m Animales incautados por afio = Prevision (Animales incautados por afio)

Grafica 2: Promedio de animales incautados del afio 2020 con base en los afios 2017-2019

Figura 22. Ejemplo de gréfico de barras, andlisis de trafico ilegal de fauna en Colombia

Hubo un Gnico trabajo que no cumplid ni siquiera aproximadamente con los objetivos
propuestos de la actividad, puesto que no utilizé establecié ningun tipo de modelo, la situacion
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que propuso fue de tipo hipotético y con poco cuidado al manejo de valores numéricos, y

tampoco se apoy0 en ningun software.

Estos resultados dan muestra de coémo un 66% de los grupos efectivamente utilizaron
funciones de distintos tipos (lineales, afines, cuadréaticas, exponenciales) para modelar las
relaciones entre las magnitudes presentes en sus situaciones de interés y las formas en que tales
magnitudes cambiaban, por otro lado el 29% de los estudiantes propusieron modelos que les
permitieran describir la situacion estudiada sin usar funciones, mas si utilizando distintas

representaciones graficas y softwares que les brindaran informacion relevante.

De esta forma, un alto porcentaje de los estudiantes reconocio las funciones como
herramientas Utiles para estudiar el cambio y modelar fenémenos de distintas naturalezas, asi
mismo en discusiones llevadas en clase se abordaron los conceptos que fundamentan las
funciones tales como dominio y rango, elementos que seran de utilidad en un estudio mas

detallado del cambio como el que se propone en la introduccion a las derivadas.

4.1.4 Sobre los modelos conceptuales y las estrategias utilizadas que orientaron el disefio
de la secuencia

A nivel de estrategias que orientaron el disefio, al tomar en consideracion las categorias
construidas para los affordances a partir de la propuesta de Brown, Stillman y Herbert (2004), se
busco que las actividades propuestas en la secuencia tuviesen en consideracién distintos niveles
de aproximacion a las affordances de las herramientas utilizadas, partiendo de unas
presentaciones graficas estaticas (de tipo T1) a partir de las cuales hacer inferencias, hasta llegar
a un ejercicio abierto en el que el uso de tecnologias digitales fuese incluso opcional, en este

sentido los estudiantes apropiaron el uso de geogebra como una herramienta de tipo T3 con la
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cual apoyarse en el desarrollo de las multiples actividades de la secuencia, y, especificamente, en

la actividad 2.2 trabajo final.

Adicional al trabajo con las tecnologias digitales, se busco conjugar que todas las
actividades estuviesen propuestas en alguno de los tres contextos propuestos por Barrera y Santos
(2002) dando prelacién a los contextos realistas. Esto puede observarse en como tan solo dos
actividades (2.1 y 3.1) involucraron contextos puramente matematicos. La actividad 2.2 que
compone el trabajo final permitié una aproximacion libre, dando lugar a que los estudiantes
pudiesen elegir qué tipo de contextos trabajar, en este sentido también se pudo observar una
tendencia a los contextos reales y realistas, pues muchos de los contextos elegidos por los
estudiantes fueron tomados directamente de la vida real, mediante la realizacion de experimentos

propios o la toma de datos publicados por otros autores (ver apartado 4.1.3).

Como elemento final a tomar en consideracion en las estrategias de disefio, se encuentran
las propuestas de Reit y Ludwig (2018) relativas a subcategorias o criterios para la propuesta de
tareas de modelacién matematica, las cuales mencionan entre otras, lo realista del contexto, asi
como el uso de valores numéricos cercanos a aquellos que se encontrarian en una
experimentacion real; con relacion a estos criterios, las distintas actividades de la secuencia los

tuvieron en cuenta en mayor o menor medida de acuerdo a como se observa en la Tabla 1.

Los elementos arriba mencionados fueron conjugados en distintos niveles, en una
estrategia de disefio general que atendiera ademas al contenido matematico que se queria abordar
en cada actividad, de tal manera que los estudiantes se enfrentaran a la elaboracion de modelos de
creciente complejidad a lo largo del desarrollo las actividades que componian la secuencia, en los

cuales se involucraran contextos puramente matematicos, realistas o reales, como puntos de
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partida para que, con el apoyo de las tecnologias digitales permitieran un refinamiento de las
intuiciones iniciales de los estudiantes. En este punto vale la pena resaltar nuevamente como la
actividad 4.1, relativa a cambios cuadréaticos fue solucionada por los estudiantes principalmente
mediante el recurso a estrategias numeéricas, sin hacer uso de softwares de apoyo diferentes a una
calculadora tradicional. Esta actividad llamo la atencion a cémo la posibilidad de una resolucion

numérica “sencilla” opacd la intencion del disefio de la actividad.

La ejecucion de esta estrategia de disefio vislumbré un modelo conceptual subyacente a la
misma, en el cual el trabajo con la elaboracién de modelos, que pasaba por la identificacion de
variables involucradas en los fendmenos, la dependencia e independencia de estas variables y las
relaciones entre ellas, asi como formas de cuantificar tales relaciones, al ser fundamentado en
contextos realistas cercanos a los estudiantes, y apoyados en el uso de herramientas digitales,
brindaria a los estudiantes, elementos para el aprendizaje de los conceptos relativos a las

funciones con las que se trabajo.

415 Sobre el disefio de la secuencia de ensefianza

La discusion de las estrategias, estructuras y modelos conceptuales presentados en el
apartado anterior, dieron luces en el disefio de la secuencia de ensefianza que fue presentada en
detalle en el apartado 3.4 la cual estuvo compuesta por un total de diez actividades distribuidas en
cinco sesiones llevadas a cabo una a la semana (ver Tabla 4), se contd con una semana adicional
para el pulimiento y entrega de la actividad 2.2 que se configuré como el trabajo final para la

asignatura. La aplicacion de la secuencia se dio entre los meses de septiembre y octubre de 2021.
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Sesion Id_eas generales que Actividades qu?
orientaban la sesion componian la sesion
Al.l
., Nocion de cambio, analisis Al.2
Sesion 1 . .
de situaciones puntuales Al.3
Al4
Raz6n de cambio, A2.1
Sesion 2 modelacion de fenédmenos
A2.2
de la naturaleza
Razdn de cambio constante, A3.1
Sesion 3 modelacion de fenédmenos
fisicos A3.2
Razén de cambio variable,
Sesion 4 cuadratica, modelacion de A4.1
una situacion financiera
Razdn de cambio variable,
Sesion 5 exponencial, modelacion de A5.1
una situacién biologica

Tabla 4. Distribucion actividades por sesion en la secuencia de ensefianza

Se logro elaborar una propuesta que tomara una perspectiva de la covariacion de
magnitudes, y las razones de cambio para caracterizar las funciones matematicas y cobmo estas
pueden ser utilizadas para modelar fenémenos fisicos, biolégicos, econdmicos o puramente
matematicos, con lo que se busco ampliar el panorama de los estudiantes respecto a maneras en
que las matematicas pueden ser utilizadas para estudiar los fendmenos que son de su interés como
estudiantes de una licenciatura en ciencias naturales. Tal ampliacién pudo observarse en la
variedad de tematicas abordadas en la actividad 2.2 (trabajo final) mostradas en la Tabla 3, donde
se trabajaron tematicas desde la poblacidn de bacterias, poblaciones de animales bajo ciertas

condiciones, la velocidad en el lanzamiento de cohetes, entre otras.

Los apartados anteriores dan cuenta del consolidado de los resultados obtenidos en el
proceso de ejecucion del experimento de ensefianza, asi como de las principales vicisitudes

sorteadas durante el mismo, en los parrafos siguientes se presentara el contraste de estos
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resultados con los elementos tedricos que orientaron la investigacion, dando lugar a la discusion
de tales resultados y que orientan la escritura de las conclusiones que dan cierre a la

investigacion.

4.2 Analisis y discusion

En los parrafos siguientes se presenta un consolidado de las discusiones adelantadas por el
equipo investigador a raiz de los resultados del experimento de ensefianza presentados en el
apartado Resultados y un analisis de estos al ser contrastados con los elementos teéricos que

orientaron el disefio de la secuencia.

La presentacion de estos andlisis ha sido segmentada de acuerdo con tres grandes
categorias de discusion. Primero se presenta una discusion sobre la nocion de modelacion
presente en el disefio de las tareas y la manera en que esta nocion se hizo presente en las distintas
elaboraciones de los estudiantes. A continuacion, se presenta el anélisis de los affordances
puestos en juego en las actividades que componian la secuencia y las respuestas de los
estudiantes a estas actividades, buscando dar luces respecto al desarrollo en la capacidad de los
estudiantes de percibir y aprovechar los distintos affordances que permite un mismo software. Se
cierra el apartado presentando una discusion relativa a la relacion entre los affordances
trabajados, los contextos en que se enmarcaron las tareas de modelacion y las elaboraciones de
los estudiantes, donde se bosqueja la manera colaborativa en que tales elementos tedricos

apoyaron la formacion de los estudiantes.

4.2.1 Sobre la nocion de modelacion y el disefio de tareas de modelacion

Como punto de partida para la discusion referente al papel de la modelacion matematica

en el experimento de ensefianza, se retoman las dos acepciones que fueron presentadas en el
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apartado 2.2. Brown e lkeda (2018) expresan que “la modelacion ocurre cuando profesores,
estudiantes, matematicos y otros, intentan describir algin aspecto del mundo real en términos
matematicos con el fin de mejorar la comprension sobre algo, tomar o recomendar acciones”
(pég. 2) y por su parte, Stillman (2019) extendia una definicién previa al afirmar que “la
modelacidn es més que aplicar matematicas, es aplicar las matematicas necesarias con la
intencion de mejorar la comprension respecto a la situacion o problema del mundo real al que un
estudiante se ve enfrentado” (pag. 2).

Ambas definiciones expresan una nocion de modelacion en la cual se entiende como un
proceso, en el que los elementos matematicos a ser empleados no son preestablecidos, y, por el
contrario, una buena parte del proceso que se debe surtir ante una situacién problema es el de
establecer cuales son aquellas “matematicas necesarias” que menciona Stillman (2019), es decir,
qué objetos matematicos son los mas apropiados para estudiar el fenémeno a abordar.

Tal discusién da lugar a la puesta en consideracion de quiza multiples objetos
matematicos de manera simultanea, comparando sus caracteristicas y sus posibilidades de
representacion de los distintos elementos, variables y relaciones presentes en los fendmenos a
abordar; por esta razén, las distintas actividades propuestas en la secuencia buscaron hacer
referencia a situaciones abiertas (en multiples contextos realistas, reales y en casos reducidos,
puramente matematicos) de tal manera que se propiciara en los grupos de trabajo de los
estudiantes, la discusion acerca de los objetos matematicos a utilizar buscando asi, la apropiacién
por parte de los estudiantes de las propiedades y caracteristicas de tales objetos matematicos..

En este sentido, los resultados evidenciados en los trabajos de los estudiantes dan cuenta
de la aparicion de tales discusiones, especialmente ilustradas en la variedad de modelos
presentados por los estudiantes en el desarrollo de la actividad 2.2 Trabajo Final; como fue

mencionado en el apartado 4.1.3, el 66% de los grupos utilizaron de manera general, modelos a
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partir del establecimiento de relaciones entre magnitudes expresadas con funciones, objeto
matematico subyacente en la secuencia, utilizando diversas representaciones de estas, entre otras,
tabulares, cartesianas y algebraicas. En estos casos, la relacion mas comun fue la de utilizar el
tiempo como variable independiente, para el estudio de diversas posibles variables dependientes

tales como: contagios COVID, contagios Ebola, periodo de un péndulo, gastos caloricos, etc.

Por su parte, el 29% de los estudiantes construyeron modelos en los cuales las relaciones
funcionales entre magnitudes no fueron la base matematica de su estudio; en estos casos, las
discusiones de los grupos de estudiantes parecen haberlos llevado a decidir la utilizacién de otros
objetos matematicos distintos a las funciones para estudiar sus fendmenos de interés, sin
embargo, vale la pena mencionar como estos trabajos también constituyen una aproximacion a la
nocion de modelacion antes descrita, pues a partir de un contexto especificamente elegido por
ellos, buscaron estudiarlo utilizando las herramientas matematicas que consideraron mas
apropiadas y que lograron construir modelos que denominamos descriptivos, pues en su mayoria
generaban descripciones de fendbmenos y sus distintos elementos, expresando en menor nivel las
relaciones entre tales elementos.

Las distintas elaboraciones de los estudiantes, que dan cuenta de distintas y progresivas
aproximaciones a la nocién de modelacion matematica, permitieron vislumbrar maneras en que
las matematicas podian servirles de apoyo para el estudio de fendmenos naturales, sociales,
econdmicos, entre otros que fuesen de su interés particular; con lo que la inclusion de una
perspectiva de modelacion en la formacion matematica orientada a estudiantes para profesor de
ciencias naturales mostrd ser una caracteristica importante para la motivacion y el éxito

académico de los estudiantes.
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4.2.2 Sobre los affordances de las herramientas digitales

Se inicia la discusion de los resultados relativos a los affordances de las herramientas
digitales involucrados en el disefio y aplicacion de la secuencia de ensefianza, con un comentario
general respecto a la modalidad en la que el curso fue orientado. La asignatura Formacion
Matemética |, y especificamente el trabajo relativo a la secuencia, se desarroll6 en el segundo
semestre del afio 2021, atin enmarcado fuertemente por las restricciones al contacto fisico y las
interacciones sociales en persona debida a la pandemia declarada por la OMS causada por el
virus del COVID-19! (OMS, 2020). Por estas razones la asignatura fue dictada en una

modalidad asistida por tecnologia.

Por tal motivo, todas las sesiones de clase de la aplicacion de la secuencia de ensefianza
fueron realizadas a través de la plataforma Meet de Google; la interaccion entre estudiantes y
profesor fue totalmente virtual, a través de correos electronicos, plataforma de campus virtual de
la Universidad del Valle y reuniones extra-clase, también por la plataforma Meet. Todas estas
condiciones tuvieron un impacto significativo en el desarrollo de la asignatura, por mencionar
algunas, la posibilidad de grabar todas las sesiones de clase, permitiendo un registro audiovisual
y escrito de las interacciones de los estudiantes; la posibilidad de guardar las notas “del tablero”
que el profesor generaba en el transcurso de cada sesion de clase, entre otras. Un analisis de la
manera en que estas condiciones afectaron las decisiones del profesor y sus formas de interaccion

con los estudiantes excede ampliamente los objetivos de la investigacion, razén por la cual se

1 https://www.who.int/es/director-general/speeches/detail/who-director-general-s-opening-remarks-at-the-
media-briefing-on-covid-19---11-march-2020
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procede a enfatizar la perspectiva de los estudiantes, y como las herramientas digitales propuestos

impactaron en su actividad matematica.

Con relacion a las herramientas tecnolégicas puestas en juego como variables en el
disefio, se construyeron tres categorias tedricas y de disefio que hicieron referencia al nivel de
limitacion en las posibilidades de exploracion de un applet o software utilizado, como se explic
en el apartado 3.4 estas categorias fueron denominadas T1, T2 y T3. En la categoria T1, las
posibilidades de exploracion se encontraban especialmente limitadas a aquellos affordances que
se veian directamente involucrados en la actividad; de tal forma que, si un estudiante lograba

percibir algun affordance, este iba a ser relevante para el desarrollo de la actividad.

Con respecto a la categoria T2, denominada affordances sugeridos, las posibilidades de
exploracion del respectivo applet o herramienta digital se encontraban orientadas bien fuese por
las instrucciones en la actividad, o una interfaz de usuario adaptada de tal forma que mostrase
algunas de las herramientas disponibles, dejando ocultas otras herramientas que podrian, o no, ser
utiles para la resolucion de algunas actividades. En este sentido, las actividades apoyadas con
applets T2 buscaban dar el espacio para la identificacion de affordances adicionales a las
estrictamente necesarias para desarrollar las actividades, de tal manera que existiese la

posibilidad de dar respuestas con un mayor nivel de estructuracion.

Un ejemplo de tal potencial se mostro en la Figura 16. Exploracion de un estudiante en la
actividad 2.1, en la que un estudiante al percibir otros affordances del applet de Geogebra, pudo
realizar exploraciones en las cuales comparar multiples elementos presentes en la figura, tales
como las medidas de las areas, angulos y lados de distintos triangulos que podian ser

identificados en la construccion geométrica; resultados como el mostrado en la Figura 23 dan
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cuenta de la apropiacién por parte de los estudiantes del manejo de los recursos digitales y su uso

como instrumento en la resolucion de un problema propuesto.
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Figura 23. Exploracion en applet de tipo T2, actividad 2.1

Por ultimo, los recursos de tipo T3 presentaron un desafio especifico pues al no presentar
ningun tipo de restriccion, recaia en los estudiantes la eleccion incluso del recurso digital a
utilizar y la manera en que este seria utilizado para dar respuesta a las actividades propuestas. En
las actividades 3.2 y 5.1, la estrategia general que surgid entre los estudiantes fue el de utilizar el
software de Geogebra para representar los datos que se obtenian, y a partir de alli utilizar la
herramienta Ajuste (lineal, o exponencial) para hacer aparecer una funcién que describiera

aproximadamente el comportamiento de las variables involucradas.

Se resalta lo ocurrido en la actividad 4.1, la cual categorizamos, en relacion con los
recursos tecnologicos, como una actividad de tipo T3, en la cual, los estudiantes dieron respuesta
a la actividad en su mayoria sin hacer uso de recurso digital alguno, lo cual al ser una actividad

propuesta en la parte final de la secuencia se esperaba gque los estudiantes mostrasen una mayor
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apropiacion del uso de las herramientas digitales para apoyarse en la resolucion de los problemas,
sin embargo, recurrir inicamente a una resolucion hecha a lapiz y papel, mediante el ensayo y
error con los valores numeéricos, da luces respecto a las caracteristicas que puede tener una
actividad que busque generar en los estudiantes la necesidad de recurrir a herramientas digitales

para el desarrollo de estas.

Lo enunciado en los parrafos anteriores, da cuenta parcial de la manera en que las
herramientas digitales influenciaron la actividad matematica de los estudiantes al enfrentarse a las
distintas actividades que componian la secuencia, ilustrando como en algunos casos los
estudiantes se limitaban a la utilizacion unicamente de las herramientas que habrian sido
mostradas por el profesor, o, en otros casos, al haber una mayor apropiacion de la herramienta
digital, se identificaba la posibilidad de aprovechar affordances adicionales, que pudiesen

profundizar la exploracion realizada de los fendmenos estudiados.

Sin embargo, la posibilidad de utilizacion de diversos affordances ofrecidos por las
herramientas digitales no fue el Gnico impacto observado en la actividad matemaética de los
estudiantes; en el apartado siguiente se presenta la discusion relativa a la manera en que las
herramientas digitales propuestas complementaron la perspectiva en modelacion puesta en juego

y su apropiacion por parte de los estudiantes.

4.2.3 Sobre la complementariedad de los elementos teoricos en el transcurso de la

secuencia de ensefianza

El anélisis de las maneras en que los affordances de los recursos digitales impactaron la
actividad matematica de los estudiantes, transcurrié también por tomar en consideracion la

concepcién de modelacion subyacente al disefio de las actividades que componian la secuencia,
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asi como los contextos en los que estas fueron propuestas. Por esta razon, en los parrafos
siguientes se presenta el andlisis realizado al impacto que los elementos tedricos operativizados

en criterios de disefio tuvieron los unos con respecto a los otros.

En la concepcion que oriento el disefio, se pretendia que las herramientas digitales se
configuraran como apoyos para los procesos de modelacion de los estudiantes, de tal forma que
estos fueran apropiandose gradualmente de las herramientas, hasta lograr en las actividades
posteriores, particularmente la actividad 2.2 trabajo final, ser capaces de recurrir al uso de
herramientas digitales que consideraran, en sus discusiones grupales, necesarias y suficientes para

construir los modelos de los fendmenos que estaban abordando.

Esta intencion de disefio se observa en como las actividades de la secuencia tienden a
reducir las limitaciones en el uso de las herramientas digitales, pasando de actividades con
herramientas digitales T1 hacia actividades con herramientas digitales T3, esto a la vez que la
modelacién requerida en cada actividad subsecuente iba reduciendo los parametros
predeterminados, es decir, buscando presentar preguntas abiertas que no preconfiguraran un
camino o estrategia hacia la solucién. En este sentido, los resultados dan cuenta de como las
herramientas digitales fueron puestas en coordinacion con los criterios de modelacion en las
tareas generando oportunidades de discusion en los estudiantes que desembocaran en una

actividad matematica mediada por software como Geogebra o Excel.

Siguiendo la propuesta de Reit y Ludgwig (2018) respecto a la autenticidad de los
contextos a involucrar en el disefio de actividades, en la secuencia se utilizaron inicamente dos
herramientas digitales en las que la situacién a estudiar fue planteada en un contexto puramente

matematico (actividades 2.1b y 3.1), por su parte, la vasta mayoria de las actividades fueron
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ubicadas en contextos realistas; entre estas, las actividades de la sesion 1 de la secuencia fueron
disefiadas de tal forma que no fuesen utilizados valores numéricos para establecer relaciones o
comparaciones, pues la intencion de esta primera sesion fue la de realizar un acercamiento inicial
a la nocion de cambio a nivel cualitativo. Las actuaciones de los estudiantes en esta primera
sesion dan cuenta de como la ubicacion en contextos realistas permitio la comprension de las

actividades y el desarrollo de estas como se ilustrd en el apartado 4.1.2.

Por su parte, en las actividades que, si involucraron el trabajo con valores numéricos, el
disefio tuvo en cuenta también la recomendacion de Reit y Ludgwig (2018) de utilizar valores
numeéricos realistas, de tal forma que todo valor numérico presentado a los estudiantes en una
actividad fuese cercano al valor “real” que se obtendria en una medicion o experimentacion
directa de los fendmenos. De esta manera, los criterios tedricos de la modelacién matematica
fueron puestos en concordancia con los contextos en que eran enmarcadas las actividades

propuestas.

Con excepcion de la actividad 4.1 de la secuencia, en la cual los estudiantes en su mayoria
no se apoyaron en las herramientas digitales que habian sido privilegiadas durante el desarrollo
de la secuencia, optando por una solucion numeérica de la misma; las respuestas de los estudiantes
a las actividades, bosquejadas en el apartado 4.1.2 dan muestra del papel complementario de las
herramientas digitales en el desarrollo de la actividad matematica de los estudiantes,

especificamente en sus procesos de construccion de modelacion.

Los resultados dan cuenta de cémo los estudiantes apropiaron el uso de los valores
matematicos realistas, como se puede dar cuenta en la actividad 2.2 trabajo final, en la cual

aquellos estudiantes que trabajaron en contextos realistas en muchos casos “construyeron” sus
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datos a partir de articulos, libros, o fuentes de informacion de tal forma que sus datos numéricos

fuesen cercanos a aquellos de la realidad (ver, por ejemplo Figura 20).

A manera de sintesis, los elementos tedricos relativos a la concepcion de modelacion
presente en las tareas, asi como el recurso a herramientas digitales fueron puestos en
concordancia, y su conjugacion mostro ser un valioso aporte para la formacion de los estudiantes,
pues los resultados dan cuenta de como la apropiacion de las herramientas digitales dio lugar a
procesos de modelacién que permitieran el estudio de los distintos fendbmenos como se ilustro en
el apartado 4.1.3. Asi mismo, los contextos en que se enmarcaron las actividades mostraron
generar interés en los estudiantes, sin embargo, no parecid haber un efecto notable entre los
contextos utilizados y el recurso a distintas herramientas digitales, en este sentido la relacion

entre estos dos elementos no parece ser tan significativa.

Los resultados arriba mostrados y la discusion precedente configuraron el cierre del
experimento de ensefianza con el cual se buscé dar respuesta a los objetivos planteados en el
trabajo de investigacion. En los apartados 4.1.1 a 4.1.3 de los andlisis locales y la formacién
matematica de los estudiantes de la licenciatura en ciencias naturales y educacién ambiental se
presentd un conglomerado de resultados que dan respuesta parcial al objetivo especifico 1. En el
apartado 4.1.2 se describieron las estrategias, estructuras y modelos conceptuales de tal forma
que se dio respuesta parcial al objetivo especifico 2, y, por ultimo, los apartados 3.4y 4.1.5
presentan la secuencia de ensefianza disefiada y aplicada, de tal forma gque se da respuesta parcial
al objetivo especifico 3. El apartado 4.2 de la discusion de los resultados complementa los

apartados descritos en la evaluacion de la consecucion de los objetivos.
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Capitulo V: Conclusiones y recomendaciones

El desarrollo del presente trabajo dio lugar a una serie de resultados presentados y
discutidos en el capitulo 1V, los cuales desde la mirada de quienes estuvieron involucrados en la
investigacion, aportan de manera significativa a la ensefianza de las funciones a través de la
modelacién matemaética, particularmente dirigida a estudiantes para profesor de ciencias
naturales, al inicio de su formacion universitaria, al presentar una propuesta de caracterizacion de
las funciones desde las relaciones de variacién y covariacion de magnitudes involucradas en

fendmenos de las distintas ciencias.

A continuacion, se presentan las principales conclusiones derivadas de la investigacion,
divididas a partir de cada uno de los objetivos especificos planteados, recogiendo la forma en que
se les dio cumplimiento, adicional a comentarios a manera de cierre sobre cada uno de ellos. De
esta manera se realiza una presentacion que muestra la forma en que se dio cumplimiento al
objetivo general del trabajo. Se da cierre al capitulo presentando algunas lineas de indagacion que

quedan abiertas a futuros trabajos de investigacion.

5.1 Respecto al objetivo especifico 1

El estudio del cambio, en particular su cuantificacién, es un elemento fundamental en el
estudio de las ciencias naturales (Garcia, 2002, citado en Rendon, 2009), en este sentido, las
funciones son objetos matematicos que vinculan magnitudes mostrando entre ellas relaciones de
dependencia, covariacion entre otras, por tanto, su estudio es privilegiado en los cursos de

matematicas que se ofertan a estudiantes de la licenciatura en ciencias naturales.

La propuesta de formacién matematica para estos estudiantes, como fue entendida en este

trabajo, se expreso en una aproximacion sistematica al estudio de los cambios y, particularmente,

108



a la razén de cambio en fendmenos de las ciencias fisicas, bioldgicas, e incluso econdmicas, de
tal forma que esta aproximacion diera lugar a la caracterizacion de algunos tipos especificos de
funciones que son de especial interés para un posterior abordaje en el estudio de los cambios

instantaneos en la introduccién al calculo diferencial e integral (ver 3.4).

Al ser un curso de nivel universitario, se optd por realizar una aproximacion relativamente
breve a cada tipo de funcion pues la formacion bésica recibida en los niveles previos de
escolaridad afirma que los estudiantes fuesen por lo menos familiares con algunas de las
funciones a trabajar (MEN, 1998, 2006). Esta caracteristica configuré una oportunidad para
concentrarnos en las caracteristicas de las funciones como objetos matematicos privilegiados para
expresar relaciones entre magnitudes, las formas en que tales magnitudes varian y covarian, de tal
forma que se perfilaran como herramientas Utiles para el estudio de fenémenos en las distintas

ciencias.

Otro elemento importante que tomar en cuenta fue la manera en que las herramientas
digitales en que se apoy0 la secuencia contribuyeron en la actividad matematica de los
estudiantes y sus formas de relacionarse con los fendmenos. En este sentido, la propuesta de
formacion matematica para los estudiantes de la licenciatura en ciencias naturales busco
concentrarse en el analisis de los fendmenos estudiados, y sus relaciones, apoyandose en los
affordances de las herramientas digitales para profundizar tales anélisis, asi como delegando los

calculos més extensos estas herramientas.

Los resultados presentados en el apartado 4.1.3 dieron cuenta de la apropiacion de los

estudiantes de esta propuesta de formacion, al mostrar un uso extensivo de multiples softwares
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como Geogebra, Excel, entre otros. Para apoyarse en la expresion de las relaciones por ellos

establecidas en sus analisis de los fendmenos abordados.

Es posible afirmar con base en los resultados obtenidos que los estudiantes, en su
mayoria, apropiaron el concepto de funcion acorde con lo planteado en los objetivos de la
secuencia, pues en los fendmenos abordados en la actividad 2.2 trabajo final, muchos de los
grupos recurrieron a representaciones de funciones con diversos niveles de ajuste a los datos
construidos u obtenidos para el anlisis de los fendmenos abordados (ver 4.1.3); sin embargo, y
quiza méas importante, se dio muestra del desarrollo de criterios por parte de las estudiantes para
realizar la pregunta de las matematicas necesarias a aplicar en una situacion con base en lo
propuesto por Stillman (2019); en este sentido, las relaciones entre magnitudes, la covariacion y
la razén de cambio fueron elementos matematicos utilizados por los estudiantes para dar

respuesta a tal pregunta (ver 4.1.2).

En este sentido, se concluye que como parte de una formacion matematica apropiada para
un estudiante para profesor de ciencias naturales y educacién ambiental puede incluirse la
caracterizacion de las funciones mediante la razon de cambio, pues esta permite hacer explicitas
algunas de las relaciones entre distintas magnitudes presentes en un fendmeno a estudiar, lo cual
puede apoyar a los estudiantes al enfrentarse al analisis de fendémenos de las ciencias de su interés

o el estudio de modelos matematicos clasicos en la literatura de las ciencias naturales.

5.2 Respecto al objetivo especifico 2
Tal como lo menciona Stillman (2019), la investigacion en modelacion matematica
configura un extenso campo de investigacion que ha probado dar frutos tanto a nivel tedrico para

el desarrollo del campo mismo, como a nivel de aula, con propuestas didacticas y sugerencias de
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disefio para situaciones en las que se pretenda involucrar el proceso de modelacion matematica.
Dentro de estas sugerencias, el conjunto de caracteristicas propuestas por Reit y Ludwig (2018)
para el disefio de tareas de modelacion fueron fundamentales en el disefio de las actividades que
compusieron la secuencia, y dieron muestra de una forma en que pueden involucrarse

orientaciones tedricas en el quehacer docente.

En este sentido, la manera de conjugar los elementos teoéricos involucrados en la
investigacién constituy6 una estrategia para el disefio y quedo ilustrada en la seccion 3.4 La
Secuencia de Ensefianza, con lo que se da una muestra de posibles formas de conjugar resultados
de investigacion en una propuesta que pueda ser llevada al aula. Asi, una estrategia llevada a
cabo en el desarrollo de la investigacion involucro la elaboracion de rejillas de disefio,
constituidas por categorias operativas disefiadas a partir de cada uno de los elementos tedricos

principales en los que se apoyo el trabajo.

Las interrelaciones de los elementos tedricos puestos en juego en el disefio y evaluacion
de las actividades, dio cuenta de una estructura a partir de la cual fue posible describir los
distintos elementos que conformaban la secuencia de ensefianza. En particular dio la posibilidad
de describir cada actividad en términos de los criterios de modelacion que fueron tenidos en
cuenta en su disefio, asi como los tipos de herramientas digitales propuestos para su desarrollo

(ver 3.4).

A la luz de los resultados presentados en el capitulo 1V, y especialmente de la discusion
adelantada en el apartado 4.2.3, la aplicacion de una secuencia de ensefianza que tomé en
consideracién los affordances de las herramientas digitales puestas en juego, asi como categorias

tedricas de disefio de tareas de modelacion propuestas en distintos contextos, dio lugar a
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discusiones en los grupos de estudiantes relativas a los conocimientos matematicos “necesarios”

o “apropiados” para abordar el estudio de fendmenos en las distintas ciencias.

En este sentido, los elementos tedricos que orientaron los disefios, configuraron un apoyo
a la actividad matematica de los estudiantes, especialmente permitiendo la caracterizacion de las
funciones a partir de relaciones entre magnitudes, variaciones de estas, y la forma en que tales
variaciones afectaban a otras magnitudes involucradas, a la par que fomento la indagacién en los
estudiantes por las maneras en que los conceptos matematicos trabajados durante el desarrollo de

la secuencia ayudaban a describir fenGmenos en otras ciencias.

A manera de conclusion es posible afirmar que el operativizar los elementos tedricos que
orientan el disefio y planeacion de la secuencia de ensefianza (un ejemplo de tal operativizacion
se puede observar en la Tabla 1), se configura en una estrategia fundamental para lograr describir
una propuesta de secuencia, de tal forma que los elementos conceptuales matematicos que se
quieran abordar puedan ser incluidos y desarrollados en las distintas actividades, secuenciadas de
tal manera que den respuesta a los objetivos de formacion matematica que se propongan. (ver

4.1.4)

Asi pues, el presente trabajo de investigacion se configura como una muestra de una
posible organizacién de las estructuras que, basadas en los modelos conceptuales derivadas de
elementos tedricos presentados en el Capitulo 2, permitieron describir una secuencia de
ensefianza basada en la modelacién, y que tenia como objetivo la formacién de pensamiento
matematico, particularmente relativo al pensamiento variacional en el trabajo con funciones de

tipo lineal, afin, cuadréatico y/o exponencial, dirigida a estudiantes de primer semestre del
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programa de Licenciatura en Ciencias Naturales y Educacion Ambiental de la Universidad del

Valle.

5.3 Respecto al objetivo especifico 3

Con relacion a la secuencia de ensefianza, esta fue formulada tomando como orientacion
los elementos tedricos seleccionados, asi como la estrategia metodoldgica del experimento de
ensefianza, dando lugar a una serie de situaciones y actividades en las que los estudiantes se
enfrentaron a procesos de modelacion de fendmenos en distintos contextos, siendo apoyados por

herramientas tecnolégicas que podian, o no, ser opcionales para el desarrollo de estas.

La secuencia dio lugar a una aproximacion progresiva al concepto de funcion, y
especificamente, a las funciones lineales, afines, cuadraticas y exponenciales, caracterizdndolas
mediante las relaciones entre las magnitudes involucradas en los fendémenos estudiados y las
formas en como estas covariaban, enmarcadas en tareas de modelacion disefiadas acorde con los
criterios propuestos por Reit y Ludwig (2018) y que involucraban el posible recurso a

herramientas digitales para apoyar el desarrollo de estas (ver 4.1.3).

Se logré elaborar una propuesta que tomara como perspectiva la covariacion de
magnitudes, y las razones de cambio para caracterizar las funciones matemaéticas y como estas
pueden ser utilizadas para modelar fendmenos fisicos, biolégicos, econémicos o puramente
matematicos, con lo que se busco ampliar el panorama de los estudiantes respecto a maneras en
que las matematicas pueden ser utilizadas para estudiar los fenOmenos que son de su interés como
estudiantes de una licenciatura en ciencias naturales, en este sentido, los resultados obtenidos

permitieron afirmar como la utilizacion de este tipo de fendmenos fue una estrategia productiva
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para fomentar la participacion e interés de los estudiantes en el trabajo con los objetos

matematicos abordados, en este caso algunos tipos de funciones (ver 4.1.5).

La secuencia disefiada permitid estructurar el plan de trabajo de buena parte de los

contenidos a abordar en el semestre (ver Anexos

Anexo A, programa de curso), proporcionando una mirada a la fundamentacion de los
conceptos relativos a algunos tipos de funciones mediante una aproximacion basada en la
modelacidn; en este sentido, el trabajo con secuencias de ensefianza muestra ser una alternativa
valiosa para el disefio de planes de trabajo en los cursos de formacion universitaria, que busca
vincular los resultados de investigacion con propuestas de aula e intenta reducir la brecha entre

investigacion y docencia.

Finalmente, al tomar en consideracion como la secuencia disefiada y presentada buscé
atender a las especificidades de los estudiantes con quienes se trabajo, en particular, el papel de
las matematicas como una herramienta de apoyo para la modelacion, estudio y andlisis de
fendmenos en las ciencias naturales; esta puede ser tomada, valorada, incrementada y redisefiada
por investigadores interesados en la formacion matematica de futuros profesores de ciencias, o en
el trabajo con modelacion y funciones apoyados en tecnologias digitales; asi como puede servir
de base para nuevos disefios que se ajusten a atender las necesidades de formacion especificas de

los estudiantes a quienes sean dirigidos.

5.4 Recomendaciones y futuros aspectos de investigacion

Una vez presentados los resultados del desarrollo de este trabajo de investigacion, se
formulan algunas recomendaciones o sugerencias para aquel lector interesado en profundizar

aspectos de la ensefianza y aprendizaje de las funciones, y que deseen implementar este tipo de
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propuestas tedrico-metodoldgicas en el aula, en el que se destaque la caracterizacion de las

funciones mediante la razon de cambio y las relaciones entre magnitudes.

La apropiacion de un marco tedrico, y a partir de este, una concepcion de
aprendizaje y de ensefianza, es un proceso que lleva tiempo, asi como dificultades
inherentes al cambio en la forma de pensar que, en ocasiones, pasa por evaluar
criticamente las posturas personales previamente elaboradas.

En este sentido, la explicitacion de la postura que se quiera tomar en relacion con
la ensefianza y el aprendizaje permite una valoracion de las variables puestas en
juego en el disefio de actividades que se lleven al aula, o incluso en el disefio de
secuencias de ensefianza que transcurran durante un tiempo prolongado. En el
presente trabajo se conjugo una perspectiva tedrica que involucré modelos
matematicos (Stillman, 2019, Reit y Ludwig, 2018), asi como el recurso a
herramientas digitales y sus affordances (Brown et al, 2004; Wassie y Zergaw,

2019), buscando apoyar el aprendizaje de las funciones de los estudiantes.

Debido al interés especifico de la formacion matematica de futuros profesores de ciencias

naturales, la asimetria en la relacion entre las matematicas y las ciencias detallada por Wong

(2018) puede ser tomada como una oportunidad, para desde los cursos de matematicas apoyar la

formacion de los estudiantes presentando los conocimientos matematicos como saberes Utiles y

necesarios para la comprension, modelacion y estudio detallado de fendmenos en las ciencias

naturales que sean de su interés principal.

En este sentido, la modelacion matematica apoyada por recursos tecnolégicos mostraron

ser elementos teoricos y de disefio que aportan significativamente a propuestas de aula que
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permiten vincular el estudio de fendmenos en distintas ciencias (fisica, quimica, economia) con
los elementos y conceptos matematicos habitualmente empleados en sus descripciones, dando
luces en relacion con el papel de las funciones matematicas y sus distintos tipos (lineal,
cuadratica, exponencial, entre otras) en la descripcion analitica de tales fenémenos, en particular
se resalta la caracterizacion de las funciones a partir de la razon de cambio, que pasa por la
identificacion de relaciones entre distintas magnitudes presentes en un mismo fenémeno, como
un elemento de andlisis importante que debe ser tomado en cuenta al proponer anélisis de

situaciones que puedan ser modeladas con funciones.

Finalmente, y como cierre del documento, vale la pena mencionar que, a partir de los
resultados obtenidos en la investigacion y la confrontacion tedrica de estos, es posible plantear
interrogantes que podrian considerarse importantes para el desarrollo de futuras investigaciones,

que puedan dar continuidad a lo elaborado; entre ellas se encuentran:

e ;De qué manera abordar los cambios instantaneos y las razones de cambio
instantaneas desde una perspectiva de modelacion apoyada por herramientas
digitales?

e ;COmo puede estudiarse la manera en que los affordances de los recursos digitales
impactan la actividad matematica del docente y la manera de dar sus clases, en

ambientes de docencia presencial o asistida por tecnologias?
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Anexos

Anexo A: Programa de curso

UNIVERSIDAD DEL VALLE
INSTITUTO DE EDUCACION Y PEDAGOGIA
AREA DE EDUCACION MATEMATICA

Universidad
del Valle

1. IDENTIFICACION DE LA ASIGNATURA

Licenciatura en Ciencias Naturales
y Educacion Ambiental — 3491

Nombre de la Asignatura Formacion Matematica |
Cddigo y Grupo 405138M — Grupos 1y 2
Jorge Enrique Galeano

Programa académico

Profesores: Jimmy Alexander Uribe

Martes 7:00 a.m. - 10:00 a.m.
Horario: Miércoles 10:00 a.m. - 1:00 p.m.
Créditos 3
Habilitable Si
Validable Si
Periodo académico Febrero — Junio de 2021

2. DESCRIPCION GENERAL

Un elemento importante en la educacién matematica es propiciar el desarrollo de procesos centrales del
pensamiento matematico en la poblacién escolar; y particularmente, en los profesores en formacion. En este
sentido, consideramos que una de las competencias que deben desarrollar los estudiantes de la licenciatura
en ciencias naturales, es la modelacion matematica.

Respecto a la modelacién, se pueden distinguir tres tipos de contextos, utilizados para incentivar la
participacion de los estudiantes en actividades esenciales del quehacer de la disciplina: contextos del mundo
real, los hipotéticos y los puramente matematicos (Barrera y Santos, 2002).

De acuerdo con lo anterior, en este curso se abordaran modelos en estos tres contextos y se impulsara el
aprendizaje basado en proyectos con la mediacion de tecnologias digitales; haciendo uso de sistemas de
Geometria Dindmica, sistemas algebraicos computacionales, Hoja Electronica de célculo, plataformas
electronicas, etc.

A continuacién, describimos brevemente cada uno de los contextos mencionados anteriormente:
a. Contextos del mundo real. El referente donde se desarrolla la situacion involucra fenémenos o
situaciones reales. La solucién de este tipo de problemas conlleva a la construccion de un modelo

matematico.
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El punto de partida en la construccion de un modelo matemaético es un problema real. Debido a la
complejidad que tienen este tipo de problemas, generalmente se hacen simplificaciones para construir una
representacion matematica aproximada a la realidad. Por lo tanto, hay que establecer una clara distincion
entre el modelo como representacién y la situacion representada.

Un modelo de la situacion original resulta a partir de trasladar datos, variables, conceptos, relaciones,
suposiciones y condiciones, a un lenguaje matematico. El valor que se da a los resultados y las predicciones,
gue es un aspecto fundamental en matematicas, pues permiten tomar decisiones; estan en funcién de la
interpretacion que se haga de los modelos dentro de la situacion real que se estudia, de ahi que, en el proceso
de solucion se aplicaran los métodos matematicos conocidos para obtener los resultados de dicho modelo,
sacar conclusiones, calcular y revisar ejemplos concretos. Para esto, el manejo de herramientas
computacionales puede resultar de gran utilidad.

b. Contextos hipotéticos. La situacion se construye a partir de una serie de condiciones y suposiciones
sobre las variables que intervienen en un problema realista. Los datos proporcionados en este tipo de
problemas no son reales.

El planteamiento de situaciones hipotéticas en el aula puede contribuir a que los estudiantes empleen una
serie de recursos matematicos, diferentes representaciones de los conceptos que se involucran, y diferentes
formas de resolver el mismo problema.

c. Contextos puramente matematicos. El referente en el que es construida la situacién problematica
involucra solamente aspectos matematicos.

El objetivo principal de plantear este tipo de situaciones es que los estudiantes pueden hacer uso de recursos
y estrategias para disefiar métodos de solucidn, encontrar patrones, construir conjeturas y darles
seguimiento. Un ejemplo, es el problema que se denomina explorando

Son muchas las aplicaciones de las matematicas que se pueden abordar en el nivel de bachillerato. La
experiencia nos sefiala que este enfoque despierta mayor interés en los estudiantes hacia el estudio de las
matematicas.

En el curso, se estudiaran problemas de aplicacion a la biologia, a la economia, a la fisica. De tal manera
gue el maestro vea la necesidad de problematizar el entorno. Y que en las ciencias tiene una beta de
problemas que pueden servir de plataforma para motivar a sus alumnos.

3. OBJETIVOS
3.1. Objetivo Central

Ofrecer herramientas para la modelacion matematica que permitan explicar fendmenos naturales con la
mediacion de tecnologias digitales, para la toma de decisiones o la comprension de la informacion.

3.2. Objetivos Especificos
¢ Reconocer las caracteristicas de los modelos matematicos en el transcurso de la historia de la
humanidad.
* |dentificar las caracteristicas de un modelo matematico.
« Diferenciar algunos tipos de modelos matematicos.
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e Proponer modelos matematicos deterministicos y aleatorios para la comprension de
fendmenos naturales.

* Proponer modelos matematicos sobre el entorno cercano.

e Utilizar tecnologias digitales como herramientas de mediacion en la construccion y solucion
de modelos matematicos.

4. CONTENIDOS Y/O EJES TEMATICOS.

1. Introduccién

Se abordara desde una aproximacion historica a la modelacion matematica algunos de los problemas
asociados a la fisica, astronomia, quimica y biologia. Asi mismo, privilegiando el papel que juega la
modelacidon matematica, se pretende en esta seccidn dar cuenta de qué es un modelo matematico, el proceso
de modelar, y los tipos de proyectos de modelacién en ciencias naturales.

2. Pensamiento numérico
Se pretende describir a los nimeros reales como un objeto de estudio fundamental en el desarrollo de las
matematicas; sus propiedades y relaciones. Conocer la naturaleza de nimeros relevantes como: Piy e.

3. Pensamientos métrico y geométrico

Centrado en los procesos de modelacidon, conocer los modelos de la naturaleza para estimar el area y el
perimetro de situaciones reales. Modelar y resolver problemas relativos a la densidad y el volumen.
Describir transformaciones elementales en el plano y estudiar las secciones conicas y sus aplicaciones.

4. Pensamiento variacional
En esta seccion se quiere abordar situaciones de cambio y variacién, involucrando problemas de modelacion
con funciones en fenémenos de las ciencias tales como la fisica, la quimica, entre otros.

5. METODOLOGIA

El curso es de modalidad asistida por tecnologia y tiene una duracion de tres horas semanales. Se llevara a
cabo un trabajo tedrico-practico donde el profesor conjuntamente con los estudiantes adelantara la discusion
y analisis de las actividades propuestas tanto a nivel individual como grupal, abordaran proyectos de
modelacién matematica de fenémenos de la naturaleza con la mediacion de tecnologias digitales.

Tipo de Clase No. de horas
Teodrica: Discusion de una lectura 1
Tedrica: Uso de recursos (e.g. tecnologias digitales) en el desarrollo del 1
pensamiento matematico
Taller (trabajo colaborativo) 1

6. EVALUACION

La evaluacion final del curso sera el promedio ponderado de

ITEM Porcentaje
Controles de lectura 10%
Talleres y actividades en clase 20%/30%
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Proyecto de modelacion matemaética 30%
Exéamenes (son dos) 40%/30%

7. BIBLIOGRAFIA BASICA
Benitez, D. (2006). Formas de razonamiento que desarrollan los estudiantes en la resolucion de problemas
con apoyo de la tecnologia computacional. Tesis Doctoral. Cinvestav. México.
Hitt, F. (2006). Funciones en contexto. Prentice Hall, Pearson
Hitt, F. (1996). Sistemas semioticos de representacion del concepto de funcién y su relacion con
problemas epistemolégicos y didécticos. En Investigaciones en Matemética Educativa. Hitt, F. (Ed.).
Grupo Editorial Iberoamérica, (pp. 245-264), México.
Mederos, O y Rodriguez, B (2010). Modelacion Matematica. UADEC-México.
MEN (2004). Pensamiento Variacional y Tecnologias Computacionales. Serie Documentos. Ministerio de
Educacion Nacional. Santafé de Bogota.
Santos, M. y Barrera M., F. (2005). Delving into Conceptual Frameworks: Problem Solving
Representations, and Models and Modeling Perspectives. In Lloyd, G. M., Wilson, J. L. M., y Behm, S. L.
(Eds.), Proceedings of the 27" annual meeting of the North American Chapter of the International Group
for the Psychology of Mathematics Education.
Esta bibliografia se complementara a lo largo del curso.
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Anexo B: Imagenes seleccionadas de Swan (1985) que componen
actividad 1.1

Imagenes de las actividades seleccionadas de Swan (1985) que componen la actividad

1.1

Actividad 1.1

1. La cola de la parada del autobts

(Quién estd representado por cada punto del diagrama inferior?

Edad e ‘e

i@ 50

N
4

Altura

Alicia Marta Pili Daniel Carlos Lola Javi |

Las siguientes graficas describen a dos aviones ligeros, A y B (Nota:
las graficas no se han realizado con exactitud).

Precio Velocidad

de crucero

Autonomia
B de vuelo

Antigiiedad Tamaiio Capacidad de viajeros
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Precio Velocidad Autonomia
B de crucero R de vuelo A

B
s A *A

. .

> —> >
Antigiiedad Tamafio Capacidad de viajeros

La primera grafica muestra que el avion B es mas caro que el A. [Qué
mas indica?

— (Son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones?
«El avion mas viejo es mas barato»
«El avion mas rapido es mas pequeno»
«El avion mas grande es mas viejo»
«El avion mas barato transporta menos pasajeros»
— Copia las graficas siguientes. En cada grafica marca dos puntos que
representen a Ay a B.

Antigiiedad Tamano

~ | ~
e

Velocidad Autonomia de vuelo
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Anexo C : Preguntas del formulario de Google forms actividad 3.1

Preguntas del formulario de Google forms actividad 3.1 de la secuencia de ensefianza

La linea roja representa la grafica de una funcion. ;Cual es su ecuacion algebraica? *

b

y=3

y=3

y=x+3

y=x-3

126



La linea roja representa la grafica de una funcion. ;Cual es su ecuacion algebraica? ™

)
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P a e s - - a &
La linea roja representa la grafica de una funcion. ;Cual es su ecuacion algebraica?

b

S

y=0.2x+1

Y=-0.2%+1

y=0.2%-1

y=-0.2%-1

128



La linea roja representa la grafica de una funcion. ; Cual es su ecuacion algebraica? *

i

y=0.2x+1

y=0.2x-1

y=-0.2x+1

y=-0.2x-1
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La linea roja representa la grafica de una funcion. ;Cual es su ecuacion algebraica? *

b

y=x+1

y=x-1

y=-x+1

y=-x-1
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La linea roja representa la grafica de una funcion. j;Cual es su ecuacion algebraica? *

y=u+]

y=x-1

y=-x+1

y=-x-1
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La linea roja representa la grafica de una funcidn. ;Cual es su ecuacion algebraica? *

Y

N

y=x+1

y=x-1

y=-x+1

y=-x-1
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La linea roja representa la grafica de una funcion. ;Cual es su ecuacion algebraica? *

K

y=x+1

y=x-1

y=-x+1

y=-x-1

133



La linea roja representa la grafica de una funcion. ;Cual es su ecuacion algebraica? *

¥

y=7u+1

y=7%-1

y=-7x+1

y=-7x-1
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La linea roja representa la grafica de una funcion. ;Cual es su ecuacion algebraica? *

b

y=7x+1

y=Tx-1

y=-7x+]

y=-7x%-1
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La linea roja representa la grafica de una funcién. ;Cual es su ecuacion algebraica? *

b

y=7x+1

y=7%-1

y=-7x+1

y=-7x-1
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La linea roja representa la grafica de una funcién. ;Cual es su ecuacion algebraica? *

Y

y=7x+1

y=7%-1

y=-7x+1

y=-7¥-1
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Anexo D: Formato borrador escritura para actividad 2.2 Trabajo

Final

Universidad del Valle. Facultad de Educacion y Pedagogia.
Licenciaturaen CN

Formacion matematica |

Profesor

Fecha

Mi trabajo final de FM I (ejemplo, pongale un titulo atractivo)
Nombre Integrante - codigo
Nombre integrante - cédigo

Introduccion: En unos dos o tres parrafos se presenta una sintesis del trabajo: ¢qué situacion se aborda?
¢Qué problema se trabaj6? ¢ Qué tipos de funciones se emplean? ;Qué analisis se realiz6? ;Qué se obtuvo
0 a qué se llego?
El llenado de un recipiente, tema que se trabaja en el colegio, me dejo con varias preguntas, es un
tema de aparente simplicidad pero que sirve de escenario para estudiar el comportamiento de
varias magnitudes: el volumen de un recipiente, el tiempo en que se llena o se desocupa...
Aqui van a plantear una pregunta guia, una pregunta que oriente su indagacion.
Ejemplos de posibles preguntas:
® La pregunta busca una generalizacion o definicion conceptual (“;Quées ...? ",
“sComoes ..?").
® La pregunta promueve una descripcion (“';Qué se puede observar de...?”)
® La pregunta es de explicacion causal (““;Por qué ...?").
® La pregunta requiere una comprobacion (“;Como se comprobaria que ...?").
® [La pregunta es de tipo predictivo (“;Qué pasara si ...?").
e La pregunta es de relaciones: causalidad, asociacion, tendencia y / o interaccion entre
dos o mas variables (“;Como influird ... en ...? ", “;Como cambiara ... si ...?").

Se lleg6 a la funcion tal, con la cual...
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1. Estudio analitico del llenado de un recipiente

Un recipiente como el de la figura de abajo se llena con un agua, el agua entra a una razén
constante. La gréfica de la derecha muestra como varia la altura del liquido en el vaso X a medida

que el agua cae dentro de él.

2 1

Altura o

L e

Ve W Vaolumen

Figura 1. Descripcion de mi situacion. Elaboracion propia

Teniendo en cuenta la grafica siguiente, ;Cémo  Opciones

podriamos determinar cudl seria el envase \ 7\
adecuado para obtener la representacion mas K / \\
cercana de la relacion que se presenta entre altura ’ / ® \_\
y volumen? oo e i Fraseo comco

Altura L N /// \\\ ® /

Embudo taponado Cubo

Volumen

—

El analisis se centra en B y D, pues obviamente A 'y C no son, y teniendo en cuenta que en
recipientes “rectos” la grafica es una linea recta ;como decidir entre B y D? Un andlisis intuitivo
del grafico me dice que la altura crece poco al principio y a medida que aumenta el volumen la
altura crece mas; o mejor, cambios iguales en el volumen producen primero aumentos pequefios
en la altura y al final aumentos grandes en dicha altura. Eso parece ser la descripcion de lo que

ocurre con el recipiente B
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2. El papel de las graficas...

Lo anterior nos lleva a proponer una forma de generalizar y tecnificar el estudio de la relacion

entre el cambio en la altura y el aumento del volumen en diversos recipientes. El problema se

formul6 en los siguientes términos:

Volumen

Alura W ¢ . ;/
-/

/

s
o
Volumen

Altura

Valumen

Para un recipiente que se llena a raz6n constante
¢Como afecta su forma a la velocidad con la que
sube el nivel del agua?

Se considera el nivel del agua la variable (y)
dependiente de la variable (x) volumen {la
“velocidad” es la razon de cambio de la y con

respecto a la x.}

¢Qué me dicen las funciones de esta velocidad de llenado?

Responder a estas cuestiones permitira no solo decidir a qué recipientes corresponden las gréaficas

de al lado, sino entender la relacién que en ellos se presenta entre la altura y el volumen (es decir,

la razon de cambio)

3. Razdn de cambio: el caso del volumen y la altura de un recipiente

gue se llena

3.1 Ideas bésicas sobre el llenado de recipientes
En un recipiente cilindrico, una unidad de volumen produce un incremento (fijo) de la altura del
agua. Veamos el siguiente ejemplo hipotético
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Figura 2. llustracion del llenado de un recipiente: en cada imagen se muestra la entrada de una unidad de volumeny
su correspondiente cambio en la altura del agua.

Distintos recipientes tienen distintas tasas de cambio de la altura con respecto al volumen.
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Figura 3. llustracion del llenado de un recipiente, variacion del grosor: en comparacion con un recipiente tomado
como referencia, se muestra el llenado de dos recipientes mas delgados que el de referencia.

3.2 mi modelo del problema
Para estudiar el comportamiento de la razon de cambio en recipientes no cilindricos, se realizan
dos experimentos con dos vasos. Los vasos se llenan con una unidad de volumen (1 copa) lo que

garantiza la “entrada” constante de volumen; para cada copa se toman las medidas de las alturas,
como se puede ver a continuacion.
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Las medidas anteriores se organizan en una tabla y se procesan con...

V(copas) Hi{cm)
1
2,6
3,8
4,9
5,7
6,5
7
7,8
8,4
9
9,5

Wi N || |W (N2 O

=
=

H(cm)
10
g y=-0,0473% + 1,2823% + 12629 e ’
o
g e
7 e ]
."I.I
& -
5 .
¢ ’
3 ".--
2 |
1é
0
] 2 4 & B 10 12
Vicopas)

En el segundo vaso obtengo:

{poner el vaso largo}

y uso Graphmatica para comparar
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20
h
12
¥=-0,0274¢% + 1,2203x + 1 J846-®

10 e 15

g L

L 3

Las graficas “extendidas” no corresponden con el problema -pues el dominio de las funciones no
es el real- sin embargo dejan ver mejor el comportamiento de cada funcion. El tamafio de los
vasos explica porqué una grafica es més alta que la otra.

3.3

Lo anterior abre preguntas sobre este comportamiento en recipientes que no tienen lados rectos,
por ejemplo:

Frasco de evaporacion

y buscar el impacto sobre la razon de cambio.

143




Conclusiones: Con base en lo realizado se deben escribir dos o tres parrafos que sinteticen los
resultados a los que se llego en el anélisis, la forma en que estos atienden el problema propuesto
y/o la manera en que nuestra comprension de la situacién mejora o cambia gracias a lo realizado.

CONCLUSIONES
En relacion con el llenado de recipientes puedo decir que:

La forma afecta a la velocidad en que se sube el nivel del agua de tal y tal manera.

De la misma manera: las gréaficas, las funciones me dicen de esta velocidad de llenado que tal y
tal cosa.

El desarrollo de lo anterior amplia nuestro conocimiento del comportamiento del llenado de un
recipiente en tanto que tal cosa y tal cosa.
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