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Resumen

En este trabajo se establece la existencia y unicidad del problema de valor inicial-frontera
asociado a la ecuacién de Benjamin-Bona-Mahony (BBM)

U + Uy + Uy — Uy = 0, (BBM)

en la semirrecta real, y de un sistema de ecuaciones BBM en la semirrecta, el cual es
un modelo asociado a la propagacion de ondas en una Y-unién con aristas semi-infinitas.
Ademas, el desarrollo de este trabajo permitira al autor iniciar su estudio en el tema de las
ecuaciones diferenciales de evolucién de tipo dispersivo tanto del punto de vista analitico
como numérico. Se realizar un estudio detallado, siguiendo los resultados desarrollados en
[2], e incluyendo los detalles en las demostraciones de los resultados que no se encuentran
directamente en los articulos de referencia, junto con la teoria necesaria en el estudio de
los problemas de valor inicial-frontera considerados. Ademas, se realiza una exploracion
numérica de los modelos considerados mediante el uso de las rutinas del software Mat-
hematica de Wolfram para aproximar soluciones de problemas de valor inicial-frontera
asociados a ecuaciones diferenciales parciales.

PALABRAS CLAVES Existencia y unicidad, Ecuacion BBM, Modelo de ondas dis-
persivas, Canal con bifurcacién, Apliacacién del teorema punto fijo de Banach
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Capitulo 1

Introduccion

Los objetivos principales de este trabajo son establecer la existencia y unicidad del pro-
blema de valor inicial-frontera asociado a la ecuacién de Benjamin-Bona-Mahony (BBM)

Up + Uy + Uy — Ugzy = 0, (BBM)

en la semirrecta real, y de un sistema de ecuaciones BBM en la semirrecta, el cual es
un modelo asociado a la propagacién de ondas en una Y-unién con aristas semi-infinitas,
como se muestra en la figura (1.1). Ademsds, el desarrollo de este trabajo permitird al
autor iniciar su estudio en el tema de las ecuaciones diferenciales de evolucién de tipo
dispersivo tanto del punto de vista analitico como numérico.

Figura 1.1. Canal con una bifurcacién en forma de Y.

La ecuacién (BBM) estd relacionada con la conocida ecuacién de Korteveg-de Vries (KdV)

Up + Uy + Uy + Ugze = 0, (KdV)



2 INTRODUCCION

que es un sistema totalmente integrable, con mucho desarrollo e interés en la literatura,
por sus variadas aplicaciones, y que admite las llamadas soluciones onda solitaria que se
trasladan sin deformarse en un medio no lineal. En la modelacién de la propagacion de
ondas sobre distancias finitas, la ecuacion BBM ha mostrado ser un modelo matematico
mas adecuado, debido al nimero de condiciones de frontera menor (con respecto a la
KdV) que se requiere para el problema de valor inicial-frontera esté bien propuesto sobre
un intervalos finito [6] , [7]. Ademds, se ha mostrado en [8] que las soluciones de los
dos modelos permanecen cerca entre si (con respecto a una norma apropiada), durante
intervalos de tiempo relativamente largos.

En [2], Bona y Cascaval proponen un modelo que consta de 3 ecuaciones de tipo BBM
acopladas para describir la propagacion de ondas en un canal con bifurcacion, y se de-
muestra que el problema esta bien propuesto. Para esto, se aplica el principio clasico de
punto fijo de Banach a la formulacién integral correspondiente.

En este trabajo se realizara un estudio monografico detallado, siguiendo los resultados
desarrollados en [2], e incluyendo los detalles en las demostraciones de los resultados que
no se encuentran directamente en los articulos de referencia, junto con la teoria necesaria
en el estudio de los problemas de valor inicial-frontera considerados. Ademas, se reali-
za una exploraciéon numérica de los modelos considerados mediante el uso de las rutinas
del software Mathematica de Wolfram para aproximar soluciones de problemas de valor
inicial-frontera asociados a ecuaciones diferenciales parciales.

En este documento en primer lugar se considera el problema de valor inicial-frontera

(e + Uy + Uty — Uy =0, x> 0,8 >0,

u(z,0) = g(x), x>0, (1.1)

u(0,1) = h(t),
| limgsoou(x,t) =0, >0,

parat > 0 y x > 0, donde se conoce los valores de g y h, que satisfacen la condicion
de consistencia u(0,0) = ¢(0) = h(0), lim,,, g(x) = 0. Un sistema fisico para el cual
(1.1) puede servir como un modelo es el caso de la propagacién de ondas en un canal
semi-abierto representado por la semirrecta [0,00) que contiene agua y con un generador
de ondas ubicado en el extremo x = 0 [3].

En segundo lugar, se considera el problema de valor inicial- frontera [2] para el siguiente
sistema de ecuaciones BBM en un intervalo semi-infinito:

Ujp — Wi gt + Ol o + 03U o = 0 re€RT,t>0
Up = Uy = U3, Uy + Uy + U3z =0 r=0,t>0
T—r00 -

ui(w,0) = gi(x), z € RY,

parai=1,2,3,t >0y x > 0, donde 01 = —1,05 = 03 = +1. Ademds supondremos que
las condiciones iniciales satisfacen las condiciones de compatibilidad

91(0) = g2(0) = g3(0), (1.3)



91,2(0) + 922(0) + 95.,(0) = 0. (1.4)

Se ha dividido el trabajo en cinco capitulos. En el primer capitulo se dan algunas definicio-
nes y propiedades de los operadores lineales en espacios normados, y ademads, se introduce
la definicion de espacios de Banach y espacios L”. En el desarrollo de este capitulo se hace
una demostracién detallada del teorema punto fijo de Banach, el cual es esencial para el
estudio de los problemas de valor de frontera que seran analizados en el presente trabajo.
En el segundo capitulo se considera del problema de valor inicial-frontera asociado a la
ecuacion BBM en una semirrecta (1.1), donde se procede a demostrar la existencia de una
solucion durante un intervalo de tiempo suficientemente pequeno. Esto se hace mediante
la reformulacién de (3.1) en forma de una ecuacién integral, y aplicando el teorema punto
fijo de Banach y la desigualdad de Gronwall.

En el tercer capitulo se considera el problema de valor inicial- frontera asociado al modelo
para propagacién de ondas en un canal en forma de una Y- unién (1.2). Se demuestra la
existencia y unicidad del sistema de tres ecuaciones acopladas tipo BBM, aplicando de
nuevo el teorema punto fijo de Banach y la desigualdad de Gronwall.

En el cuarto capitulo se ilustran algunas soluciones numéricas del problema de valor inicial
asociado al ecuacién BBM en la semirrecta, y al modelo para el canal con bifurcacion
mediante el uso del software Mathematica de Wolfram.

Finalmente en el quinto capitulo se dan algunas conclusiones de los aspectos mas relevantes
del trabajo y senalando futuros estudios.






Capitulo 2
PRELIMINARES

En este capitulo se presentan las principales definiciones y resultados que se emplearan a
lo largo de este trabajo.

Definicién 2.1. Una apliacién ||.|]| : X — R se dice que es una norma sobre X si ella
satisface las siguientes propiedades

(i) ||z]| >0 Vze X y|lz|| =0siysdlosiz=0.
(i) |lazx|| = |af ||z]] VaeR, VreX.
(iif) [[z +yll <[l=[| +[lyll Vo,y e X.

El espacio X provisto de la norma ||.|| recibe el nombre de espacio vectorial normado y
se denota por (X, |.||)-

Ejemplo 2.1. Para cada ntimero real p con 1 < p < oo la cantidad ||.||, definida por
1]y = [|zal” + |2af” + ... + [l
es una norma en R™.

Definicién 2.2. Sea X un espacio vetorial y sea ||.||1 ¥ ||.||2 dos normas en X. La norma
||.||2 es equivalente a la norma ||.||;, si existen constantes M, m > 0 tal que para todo
reX

mlfa|ly < [fzlls < Mllz[]s.

2.1. Operadores lineales

Sean (X, ||.||x), (Y,||-||ly) espacios vectoriales normados sobre el mismo cuerpo K, con
vectores nulos Ox y Oy, respectivamente. Una aplicacién A : D(A) € X — Y que asigna
a cada z € D(A) un unico vector y € Y se le llama un operador de X en Y. El conjunto
D(A) sobre el cual actiia se le llama el dominio del operador. Remitimos al lector para
més detalles en [12].
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Definicién 2.3. Se dice que un operador A : D(A) € X — Y es lineal si
(i) D(A) es un subespacio de X.
(i) Aoz + pz) = aA(z) + BA(z) VYa,B € K,Vz,z € D(A).
El conjunto de todos los operadores lineales y acotados de X en Y se designa por £(X,Y).

Definicién 2.4. Se dice que un operador lineal A : D(A) C X — Y es acotado si existe
una constante M > 0 tal que

1AG@)[ly < Mllz[|x Ve € D(A).

Teorema 2.1. Continuidad y acotamiento Sea A : D(A) C X — Y wun operador
lineal, donde D(X) C X y X , Y son espacios normados. Entonces

(i) A es continuo si y solo si T es acotada.
(ii) Si A es continuo en un solo punto, entonces A es continuo en todo punto.

Demostracion. (i) Si A = 0 la afirmacion es trivial. Ahora supongamos A # 0, entonces
||A|| # 0. Primero supongamos que A es acotado y consideremos xy € D(A) arbitrario.
Sea € > 0 dado. Entonces, como A es lineal, para z € D(A) tal que

€

||z — x| <0 donde &= :
1Al

obtenemos
Az — Azo|| = |[A(x — x0)|| < [[A|] |[X — Xol| < |[A]|d = €.

Como xg es arbitrario, lo anterior muestra que A es continuo. Ahora, supongamos que A
es continuo, entonces para xo € D(A) arbitrario, asi, para € > 0, existe § > 0 tal que

||Ax — Axo|| <€, Vo€ D(A) tal que ||z — xo|| <0.

Seay # 0 en D(A) y definimos x = xo—i—ﬁy. Entonces, si ||z—z|| = §, por la continuidad
y la linealidad de A tenemos que

) )
Ax — Axgl| = ||A(x — x0)|| = A(—y)H—— Ayl| < e
! oll = [[A( — o) H )| = ol

Lo anterior puede ser escrito de la forma ||Ay|| < C||y||, donde C' = €¢/§ lo que prueba
que A es acotado.

(74) Vemos que la continuidad de A en un punto implica que A es acotado por la segunda
parte de la prueba del anterior literal, lo cual implica la continuidad de A en todo punto
por (7). O
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2.2. Espacios de Banach

En el desarrollo tedrico de este trabajo se utilizan los espacios de Banach.

Definicién 2.5. (Espacios de Banach). Un espacio vectorial normado (X, ||.||) es un
espacio de Banach si es completo con respecto a la topologia inducida por la norma.

Ejemplo 2.2. Sea X un conjunto, entonces
B(X)={f:X =R |f es acotada}

con la norma
[ flloe = sup | f(z)]
reX

es un espacio de Banach.

Ejemplo 2.3. El espacio C''([0,T]) de funciones continuas y diferenciables en [0,7] con
la norma

[ ller oy = max{[|Floos [1Floc }

es un espacio de Banach.

Ejemplo 2.4. Sean X y Y espacios de Banach, entonces el producto X x Y es un espacio
de Banach, con las normas

(o)l = [l + Iyl
1@ )l = Ul + [lyl15)"?,
(@, 9)loo = méx{]|z[], [[yl]},

las cuales son equivalentes.

2.3. Espacios L?

Definicién 2.6. El espacio LP = LP(R), 1 < p < oo es el conjunto de todas las funciones
medibles de valor real, cuyas potencias p son integrables sobre R, es decir,

[1r@rds < .

La norma usual en este espacio es denotada por || f||.r y estd definida por

1/p
1]y = ( / If(r)!pda:) |

Similarmente, se define L?(a,b) el cual es el espacio que describe las funciones medibles
cuadrado integrables f : [a,b] — R con norma

b 1/2
1|22 ap) = (/ |f(x)]2da:> .

LP es un espacio de Banach con la norma ||.||z».
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2.4. Teorema punto fijo de Banach

Definicién 2.7 (Contraccion). Sea (X, || - ||x) un espacio de Banach. Decimos que una
aplicacion T': X — X es una contraccion si existe 0 < # < 1 tal que

|T(x) —T(y)|lx < 0|l —yllx, paratodosz,ye X.

Teorema 2.2. (Punto fijo de Banach) Sea (X, || - ||x) espacio de Banach. SiT : X — X
es una contraccion, entonces existe un unico punto fijo en X, es decir, un unico x € X
tal que T'(z) = x.

Demostracion. Escojamos un xy € X arbitrario. Definamos una sucesion (z,),en tal que
T(z,) = xn+1 paran > 0. Si C' es la constante de contraccién, notemos que

[0t = allx = [T(zn) = T(@ns1)llx < Clln — nallx-
Iterando la desigualdad, deducimos que
[ 2041 — Znllx < C"[lay — ol x-

Puesto que C' < 1, de la tltima desigualdad, se tiene que (x,)nen €s una sucesiéon de
Cauchy. Por la completez de X, la sucesién es convergente, digamos a un x € X, es decir,
z, = x € X si n — co. Mostremos que 7'(z) = z.

1T () = zl[x < NT(2) = T(xn)llx + T (xn) — 2l x
< Ol = wnllx + [len — zllx) = 0.

De aqui que T'(x) = z. Finalmente para mostrar la unicidad, supongamos que T'(z) = x
y T(y) = y para z,y € X. Entonces

lz = ylix = IT(x) = T(W)llx < Cllz —yllx,

lo cual implica que
(1 =0z —yllx <0,

de lo cual se concluye que x = y pues C' > 1. O]
2.5. Desigualdades ttiles

Teorema 2.3. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) El producto escalar en R™ satis-
face

[zyl < laflyl, (z,y) €eR™ (2.1)

Teorema 2.4. (Desigualdad de Holder forma integral) Sean f € LP y g € L1
donde 1 < p,q <00y % + % = 1. Entonces tenemos

/R Falde < 1111w 19l oo

En particular st p = q = 2, entonces la desigualdad es llamada, desigualdad de Cauchy-
Schwarz
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Teorema 2.5. (Desigualdad Integral de Minkowski) Sean f,g € LP(R") con 1 <
p < oo. Entonces

L+ glle@ny < M1 fllLe@ny + 9] Lo@n)-
Demostracion. Si f,g € LP(R™) se sigue que

1S + 9110y = / Faglde< [ 1+ g (1] + lglda
R™ R™

p,%l 1/p 1/p
Pd Pd Pd
< ([ 1r+aras) ((/Rnlfl o) ([ tras) )

= |1f + gl ey (£l oy + 119l Loceny)-

]

Teorema 2.6. (Desigualdad de Gronwall en forma integral) Sea g : [0,7] — R,
una funcion continua y positiva, y supongamos que existen constantes Cy, Cy no negativas
que satisfacen la desigualdad integral

g(t) < Cy+ 4 /tg(s)ds te0,7]. (2.2)

Entonces,
g(t) < Coe®"  para t € [0,T).

Demostracion. Se define en primer lugar la funcion

t
G(t) =Cy+ Cl/ g(s)ds.
0
Entonces la funcién G(t) es una funcién diferenciable y esta satisface

(i) g(t) < G(2)
(i) G'(t) = Chg(t).

Aplicando la regla de Leibniz para la diferencia del producto e “**G(t), y por (i), llegamos
a

10 (p) = O C1g(t) — Cre=OMGI(H)

dt
= Cie”g(t) — G(t)] < 0.

Entonces, e~“1'G(t) es decreciente, asi e"“'G(t) < G(0) = Cy. Ahora por (i), se deduce
que
g(t) < G(t) < Coe™.
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2.6. Espacios de Sobolev en dimensiéon uno

En esta seccién daremos una breve introduccién a los espacios de Sobolev en dimension
uno con I C R un intervalo no necesariamente acotado. Estos espacios miden el tipo de
diferenciabilidad de las funciones en L?*(I). Remetimos a [11] para mds detalles.
Denotaremos por Cj (I) al espacio de funciones continuas con soporte compacto en I.

Definicién 2.8. Dado v € LP(I), decimos que z es la derivada débil (o derivada distri-
bucional) de v si se satisface que

/ug&’da: = —/chdx, Vo € Cy(I),
I I

y en tal caso se escribe que v’ := z.

Definicién 2.9. Sea I C R un intervalo abierto y p € R con 1 < p < 400. Se define el
espacio de Sobolev W?(I) por

WP(I) .= {u € LP(I) :u' existe en el sentido débil y esta en LP(I)}.

En particular, denotaremos
HY(I) := Wh(I).

Definicién 2.10. En el espacio W?(I) de define la norma
I lwiey : WH(I) — RT

y estd dada por

1/p b b 1/p
!/ !/
s = (Il + 11 B)" = ([ TP+ [copar)

El espacio H'(I) est4 dotado del producto escalar

(w, V) gy = (w,v) 20y + (', 0") oy = /a u(t)v(t)dt —i—/a o' (t)'(t)dt,

y por tanto, de la norma correspondiente

1/2 b b 1/2
o = (ol + 11Vn) ™ = ([ utorar+ [“wopar)

Teorema 2.7. Si H'(R) esta continumente sumergido en Cy(R), el espacio de funciones
continuas y acotadas. En otras palabras, si f € H'(R), entonces f € Cy(R) y

I fllse < CIlfllm

Demostracion. Para detalles de la demostracién ver ([5], p. 47, teorema 3.2) O

Definicién 2.11. Una funcién f € C,(R™) es asintoticamente nula si lim f(z) = 0.
Tr—00
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Proposicion 2.8. H'(R") estd continuamente sumergido en C,(R1) (espacio de funcio-
nes continuas y acotadas definidas en RT ). Ademds, cuando H'(RT) se identifica como
un subespacio de Cy(RT), entonces f € H'(R™") implica que f es asintdticamente nula y
que

1o < ClIf |- (2.3)

Demostracion. Sea g la extension de f a R obtenido reflejando a f sobre el origen. Enton-
ces se tiene que g € H'(R). Asf que el resultado de inclusién se tiene del teorema (2.7) lo
que implica que g es continua, acotada y asintéticamente nula y se sigue que para x € R,

) = -2 / T ) )y < / TG+ (@) Ady = 1B

por lo tanto || f||ec < C||f]]m-

2.7. Espacios de funciones

Definicién 2.12. Definimos C*([a, b]) como el espacio de Banach de las funciones defini-
das en el intervalo [a, b] y con valores reales, cuyas derivadas hasta orden k son continuas.
En este espacio podemos definir la norma

1/l (apy = sup [f9(2)]. (2.4)

z€(a,b]
0<j<k

Denotamos ||f||(;0([a,b]) por ||f||C([a,b})-

Definicién 2.13. Sea RT los ntimeros reales no negativos. Se define Cf(R™) como el
conjunto de las funciones en R* cuyas primeras k derivadas son acotadas y continuas.
Este es un espacio de Banach con la norma

1 fllcp@ey = sup [f9(2)]. (2.5)

zeRT

0<j<k
También se consideran espacios de funciones de dos variables analogas a los espacios
unidimensionales que se acaban de definir anteriormente.

Definicién 2.14. Se define el espacio C([0, T]; X), para cualquier espacio de Banach X
(por ejemplo X = C* (o) H*), es el espacio de Banach de funciones continuas v : [0, 7] —
X con la norma

lulleqorix) = sup [lul., 1)]]x.
0<t<T

Definicién 2.15. Para T' > 0, se define el espacio de Banach de funciones continuas
acotadas u : RT x [0,7] — R con la norma,

Jullx, = sup sup |u(z,t)],
T>t>0 >0

se denota por X7 = Cy(R* x [0, 7], R).






Capitulo 3

Ecuacion BBM en la semirrecta

En este capitulo veremos que el problema de valor inicial- frontera de la ecuacién Benjamin-
Bona-Mahony (BBM) en la semirrecta estd bien formulado localmente. Para ello primero
se reescribe el modelo para tener una ecuacién diferencial ordinaria para u; la cual se re-
escribe utilizando la funciéon de Green correspondiente para llegar a una ecuacion integral
asociada, la cual se estudia a través del teorema del punto fijo de Banach. Posteriormente
se emplea el lema de Gronwall para demostrar que las solucion es tnica.

3.1. Ecuacién integral asociada

El problema de valor inicial- frontera de la ecuaciéon Benjamin-Bona-Mahony (BBM) en
la semirrecta,

ut—a2umt—|—5ux+’yuua:=0, xeR*,tEO

uw(0,t) = h(t), lim u(x,t) =0, +>0

T—00
(BBM), = (3.1)
u(z,0) = g(x), x>0
lim g(x) =0, r € RY.
\ IT—00

Para t > 0 y « > 0 donde se especifican las condiciones del problema de valor inicial, el
valor de h y g, donde se cumple que u(0,0) = g(0) = h(0). Observe en la Figura 3.1 el
esquema del problema. Por simplicidad, en esta seccién supondremos que las constantes
en la ecuacion BBM son iguales a 1.

13
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u(x, f)
04

0.2

N\ SN 1m0 g(a) =0

h(0) = g(0)505—""100 150 200 250 300
0.2
0.4

Figura 3.1. BBM en una semirrecta

El problema de valor inicial-frontera (BBM ) reescalado se puede reescribir como
Ut — Uggt = _(uw + uum)a (32>

donde se tiene una ecuacién diferencial ordinaria para u,; para llegar a la forma integral
de esta ecuacién se procede mediante el método de variacion de parametros a la ecuacion

(2 = Duy = |, (3.3)

donde f(z) = (u, + uu,). Asi que esta ecuacién se puede ver como la ecuacién diferencial
ordinaria no homogénea

@ =Dz =, (3.4)
donde z = wu;.

En primer lugar, analizamos la ecuacién homogénea asociada (92 — I')z = 0. Tenemos que
la ecuacién caracteristica correspondiente es

M —1=0 o equivalentemente (A—1)(A+1)=0.

En consecuencia, tenemos que la solucion de la ecuacion homogénea es:

zn = cre” + coe .

Sean z; = e” y zo = ¢~ *. Para encontrar una expresion para la solucién de la ecuacién no
homogénea (3.4), buscamos una solucién particular z, de la forma

Zp == U121 + UQZQ.

Resolviendo el sistema de ecuaciones para las incognitas U; y Us y empleando la regla de
Cramer, donde W (x) denota el Wronskiano W (zy, z2)(x)

z1 22 *

! !
21 R9

(&

W(Zl, ZQ) =

e
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tenemos 0
e T
N I P I
Ui(x) = va<z1 20 e e, (35)
Z1 0 e’ 0
o 1
R (36)

De (3.5) y (3.6) tenemos

= %/0 f(y)e Ydy, Uy(x) = —%/0 f(y)e'dy.

Asi que la solucion particular buscada esta dada por

Zp:%/o f(y)e

Se tiene que la solucién de la ecuacién homogénea (3.4) se puede escribir como

y)evdy.

z = zp + Zp,

er [T
= e’ + e " + —/ flye
2 Jo

Con las condiciones de z(0) = h'(t) y que z tiende a cero cuando z tiende a infinito,
entonces deducimos que

(3.7)

y)evdy.

2(0) =c¢; +co = h'(t), lo que implica que ¢y = I (t) — ¢;.

Ahora, si dividimos a ambos lados de la ecuacién por e se tiene

1 T
Z(Z’) =+ Cz€72x + = / f(y)e*
ev 2 Jo

y haciendo que z tienda a cero cuando x tiende a infinito, se tiene que

y)eldy,

1 [e.9]
O=c+ 5 / f(y)e ¥dy implica que ¢ = —5/ f(y)e Ydy.
0

Remplazando en (3.7) tenemos

=3 | e o -+ 5 [ e
N T 1 > —(z+y) . 1 > T—y 1 ‘ T—y
= h'(t)e +2/0 fy)e™ " dy 2/0 f(y)e dy+2/0 fly)e"dy

-3 | fweray

y)evdy
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1 X
— K1) + 2 / Fw)e @0 dy + + / floe @y =5 [ )y
0

-5 |t [ e iy =5 [ weray

=n e+ [ ey g [ e =g [ e
-3 | e

=W (b)e" + 5 /0 (e @) — e~ ) f(y)dy + % / (=) — ™) f(y)dy

=0 5 [ (e e )y

Se concluye de lo anterior que u; en la ecuacién (3.3) se puede escribir como

u(z,t) = h'(t)e™ + /Ooo P(z,y)[uy + uuy|(y, t)dy, (3.8)

donde P(z,y) = (e~ @) — el*=vl). Ahora haciendo integracién por partes, obtenemos

u(x,t) = h'(t)e™ + /000 K(z,y) {u + u;] (y, t)dy, (3.9)

donde K (z,y) = %(e_(”y) + sgn(x —y)e~1*7¥1). Ahora integrando con respecto al tiempo
y teniendo en cuenta las condiciones inicial y de frontera u(z,0) = g(x), u(0,t) = h(t), se
sigue

t 00 2
u(z,t) = g(x) + (h(t) — h(0))e " + / / K(x,y) [u + %} (y, s)dyds.
0o Jo
Por lo tanto se tiene que la ecuacién integral asociada al problema (3.1) estd dada por

(e, t) = g(z) + (h(t) — h(0))e™® + B(u)(z, 1), (3.10)

W) (1) = /0 t /O T K(y) [u—i— “;] (4, 5)dyds.

Definimos el operador A como la parte derecha de la ecuacion (3.10):

(Au)(z,t) = g(z) + (h(t) — h(0))e ™ + B(u)(x, t). (3.11)

Observacién 3.1. Aqui se supone que g € C,(R") y que h € C([0,T]). Demostraremos
a continuacion que el operador A es una aplicacion que va de una bola cerrada en Xy
en si misma y si T es elegido lo suficientemente pequeno, A es ademas una aplicacién de
contraccion en esa bola. Con esto, tendremos usando el teorema de punto fijo de Banach
que el operador A tiene un punto fijo y por tanto, existe una solucién u en el espacio Xg
de la ecuacion integral (3.10).

donde
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3.2. Existencia local en la semirrecta

Teorema 3.1. Sean T > 0, g € C,(R") y h € C([0,T]). Entonces eziste una constante
positiva

S = S(HQHCb(Rﬂ, HhHC(O,T))7

con 0 < S < T, dependiendo solo de g y h tal que la ecuacion integral (3.10) tiene una
unica solucion u € Xg.

Demostracion. Sea R > 0 y se considere el operador no lineal

t 00 2
Au = g(x) + (h(t) — h(0))e ™ + / / K(x,y) {u + %] (y, s)dyds,
0o Jo
que se define en el espacio métrico completo
B(0,R) ={v e Xs: ||[v||xs < R},

donde Xg = Cp(R* x [0,T]; R).

Primero demostremos que A aplica la bola cerrada B(0, R) C Xg en ella misma para R
grande y S suficientemente pequeno. Sea u € B(0, R), y demostremos que Au € B(0, R).
Tenemos el estimativo

Aullx, = Hgm =t - nope + | t | K [0+ 307 g

Xs
< llg@)ll, + || (h(t) - -xHXS / K(@,) [u+ 207 (y, $)dyds
Xs
< supsup |g()] + supsup | — k(0
>0 S>30 >0 S>>0

-+ sup sup

>0 S>>0

/ot /OOO K(w,y) [u+ 5u°] (y, s)dyds

< supg(a)| + sup [h(t) — h(0)] + supsup

>0 S>t>0 x>0 S>t>0 J

/000 K(x,y) [u + %uﬂ (vy, s)dy‘ ds
(3.12)

t /oo K(z,y) [u+ 3u?] (y, s)dy| ds

< sup|g(z)| + sup [A(t)] + sup sup

>0 S>t>0 x>0 5>t>0 J

< llg@)lic, @) + 110,97 + sUPS sup

z>0 S>s20

/ K(z,y) [u+ 3u’] (y,s)dy‘

< @) leeer + I Ollogosy + Ssup [ 1K Galsupsu [[u+ 307] (. 5)| dy

y>0 S>5>0

< 196wy + 10O goy + S (510 [ 1oy} Ju+ b,

< ||9($)||05(R+) + ||h<t)||c([o,5}) + 5 Hu(l + %U)HXS
< lg@)llc, sy + 1ROl cqo,sy + S (lullxs (1 + 3llullxs))
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< Ng(@)lle, @) + 1RO co.s + 5 (ullxs (T + llullxs)) -

Aqui hemos utilizado el resultado,

sw/|MWWMww/\%ﬂm+wm—W”%wy
0 0

220 z=0

< sup (/ (%(e*(:ﬁy) + ey*1>dy +/ %|67(w+y) - emy|dy>
0 x

x>0

1 v 00 ‘
< sup (/ (=@t 4 ev=2)dy + / (e=(+y) 4 exy)dy) (3.13)
0 x

1
< sup (=70 4 @r72) [i 4 (e — ) )
x>0 2
<1
Por lo tanto
[ Aul|xg < [lg(@)]le,@+) + [1RO]eqo.sy + Slllullxs (1 + [[ullxs)]- (3.14)

Si u € B(0, R), entonces ||u||x, < R, y se sigue
[Aullxs < [lg(@)llc, @) + [[RO)lc.sy + TSRO+ R).

Sea § = |[g()||c,®+) + |[h(t)|lc(o,s)) ¥ escojamos R > 0 lo suficientemente grande a fin
que 20 < R. Por lo tanto,

1
Aullx. <6+ SR(1+R) < -R+ SR(1+ R).
s 2

Asi que podemos escoger S > 0 lo suficientemente pequeno a fin que %R+S R(1+R) < R,
lo cual es posible tomando por ejemplo

SR(1+ R) < 3R,

1
2

o equivalentemente
1

< - <7 1
oS Sy S (3.15)

En consecuencia, tenemos que Au € B(0, R).

Mostremos ahora que A es una aplicacién contractiva en la bola cerrada B(0, R). Para
ver esto, sean u,v € Xg.

HM—mmf{

/Ot /OOO K(z,y)(u+ 3u®)(y, s)dyds — /Ot /OOO K(z,y)(v+ 20?)(y, 5)dyds

Xs

/0 /OOO K(mv y) ((’LL + %UQ) — (U + %7)2)) (y’ s)dyds

Xs
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/OOO K(z,y) ((u = 0)(1+ 5(u+0)) (y, s)dyds

Xs

= sup sup
z>0 S>t>0

< supsup /
z>0 $>t>0 J(

< Ssup sup

x>0 S>s>0

< Ssup /OOO |K (2, y)lsup sup |((u—v)(1+ 5(u+0)) (y,5)| dy

x>0 y>0 S>520

/0 /000 K(z,y) ((u—0)(1+ 3(u+0)) (y,s)dyds

/000 K(z,y) ((U —v)(1+ %(u + v)) (v, S)dy‘ ds

Amkﬁ&W(W—UﬂL+au+@)@£W4

< Ssup/OO |K(x,y)] H((u —v)(1+ %(u—l— U))”XS dy

x>0

<5 (sup [T IKGldy) (= o)1+ bt o),

< S)[((u—=)(1+ 3(u+0))| .
< Slu— o) |xg ]| (1 + (4 v))]]xq
< Sl — v xs {1+ 2(|Jullxs + |0llxs) -

Entonces si u,v € B(0, R) y de la ecuacién (3.15), obtenemos

|[Au — Av||xg < Sllu—v||xe {1 + 3 (JJullxs + |[v]]xs)}
< S(1+ R)[lu — vl|xg

< Sllu—vllxs.
Entonces A es una contraccion. El teorema punto fijo de Banach garantiza un inico punto

fijo de A en B(0, R), por lo tanto existe una solucién u en Xg de la ecuacién integral (3.10).
[

3.3. Unicidad

Teorema 3.2. La solucién de la ecuacion integral (3.10) es dnica en el espacio Xg.

Demostracion. Supongamos que u y v son dos soluciones en Xg de (3.10). Entonces
[lu = vllxs < [|Au— Av|x;

< // K(z,y) ((u+ iu®) — (v + 20%) (y, s)dyds

< Aué K(a,y) ((u—v) +

/0 /ooo K(2,y) ((u—v)(1+ 3(u+v)) (y, s)dyds

Xs

(u* — v2)) (y, s)dyds

[

Xs

IN

Xs
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= sup sup
2>0 S>>0

/0 /OOO K(z,y) (u—0)(1+ 5w +v)) (y, s)dyds

t [e%e)
< sup sup / K(w,y) (1= )(1 + Lu+v)) (g, 5)dy| ds
>0 $>t>0 J
t
s/ sup sup / K () (4= 0)(1+ Lu+v)) (3, 5)dy| ds
0 2>0S>s>0

/0 sup/ (z,y)|supsup |((u—v)(1+ 3(u+v)) (y,s)| dyds

x>0 y>0 S>520

< / sup [ 1 Gl = 001+ 3+ o), dos

x>0

< [ (son [T Gl lw = o)1+ 30+ o) s
S/o H(u—v)(l—i—%(u—i—v)“xsds
< [ = ol bt ol

t
< {1+ Sl + lolls)} [ ol
0

Aplicando la desigualdad de Gronwall (2.6) se obtiene que

[lu =[xy < ||Au = Avl[x,
<0,

entonces u = v para todo t € [0,7], y por lo tanto la solucién de la ecuacién integral
(3.10) es tnica en Xp. O



Capitulo 4

Modelo para propagacion de ondas en
un canal con bifurcacion

En este capitulo consideraremos el problema de valor inicial-frontera asociado al modelo
propuesto en [2] para describir la propagacién de ondas en un canal en forma de una
Y-unién con aristas semi-infinitas (ver Figura (4.1)), dado por

y:61U62U63: (—OOl,O]U[O,OOQ)U[O,OO;g). (41)

Aqui w; = w;(z,t), i = 1,2,3 representa la amplitud de la onda en la seccién i, = la
posicién, y ¢t > 0, representa el tiempo. La notacién oo, indica la arista (i = 1,2, 3) donde
oo es considerado.

Figura 4.1. Canal en forma de Y. La funcién h(t) es el valor comiin (que es desconocido) de las funciones
U1, Uz, U3 en el tiempo ¢t en la interface x = 0.

De acuerdo a [2], consideramos el siguiente modelo para describir la propagacion de ondas
en un canal de la forma indicada:

Uy — Wz + Uz + Uty z: =0, <0, (4.2)

21
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Uy — U ggt + Uz + Uglipz = 0, x>0, (4.3)

Uz — Uszg + Us g + Uslizz =0, x>0, (4.4

sujeta a las siguientes condiciones de continuidad y balance de flujo en el punto z = 0,
donde se encuentra la bifurcacion del canal:

m(O,t): 2(0,) = u3(0,1),
U1,5(0,8) = U, (0,) + T (0, ).

Haciendo cambio de variable T — x = —Z para u;, obtenemos el problema de valor inicial-
frontera con tres ecuaciones de BBM para u; = u;(x,t)[= 4;(Z,t)] en RT(i = 1,2, 3),

(4.5)

Wip — Wigat + Ol p + O, =0, € RT ¢ >0,

Up = Uy = U3, Uy z + Uz + U3, =0, x=0,7>0,

xh_)rgoul(m,t) =0, t>0, (4.6)
ui(z,0) = gi(z), = €RT,
donde 07 = —1,09 = 03 = +1. Ademads supondremos que las condiciones iniciales (en
t = 0) satisfacen las condiciones de compatibilidad
91(0) = 92(0) = g5(0), 91:(0) + 92.2(0) + g3..(0) = 0, (4.7)

con g, g2, g3 tendiendo a cero cuando x — oo. Adicionalmente, denotaremos por h(t) al
valor comin de uy, us, us (el cual es desconocido) en la interface x = 0, es decir,

h(t) = u1 (0, 1) = uz(0, 1) = us(0, ). (4.8)

Procediendo similarmente a lo realizado en el capitulo anterior para la ecuacion BBM,
obtenemos la siguiente formulacién integral para cada componente u;, ¢ = 1,2,3

wi(z,t) = gi(z) + (h(t) — h(0))e ™ + Ui/o /000 K(z,y)[u; + 1u?)(y, s)dyds, (4.9)

donde el kernel de la integral anterior tiene la forma

K(z,y) = 5 (™ +sgn(z —y)e ), 2,y > 0.

Sl
Observe que esta funcion esté relacionada con la funcién de Green correspondiente al
operador 9% — I en el intervalo (0, 00).

Ahora usamos la condicién de balance de flujo en (4.7) para determinar el término h(t) —
h(0), y de (3.8), obtenemos

w; 2(0,8) = —R'(t) — O'i/ e gy + uiwi g (y, s)dyds.
0

Por lo tanto, la condicién de balance de flujo se convierte en

3 00
0= Z u; 2¢(0,t) = =3R/(t) — / e gy + uiwi | (y, s)dyds.
— 0
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En otras palabras, la funcién desconocida h(t) debe satisfacer

h(t) / / (14 wr)ugy — (1 +ug)ugy — (14 ug)us | (y, s)dyds. (4.10)

Para analizar el problema de valor inicial-frontera que estamos considerando, necesitamos
encontrar una expresién equivalente para h(t). Haciendo integracién por partes al lado
derecho de la ecuacién (4.10) y usando que u; = uy = u3 en x = 0 se tiene que

h(t) = h(0) — %/Ot(h( ) + ))ds + 5 / / (w1 + 5u) (4.11)

— (ug + uz) (us + ug)](y,s)dyds.

donde A(0) = g;(0) es una constante para i = 1,2, 3.

Combinando (4.11) con el sistema de ecuaciones (4.9) obtenemos

wn(,t) = ga(2) + (h(t) — h(0))e — / / " Kz, y) [ + bad)(y, )dyds

ug(z,t) = go(x) + (h(t) — h(0))e™™ +/0 /OOO K(z,y)[us + %ug](y, s)dyds

t oo (4.12)
ug(z,t) = gs(x) + (h(t) — h(0))e ™ + /0 /0 K(z,y)[us + %ug] (y, s)dyds

h(t):h(o)—%/ot(h() ))ds + = // e (ur + Lu?)

(uz + U2) (us + U3)]<ya s)dyds.
Ahora, sea C es el operador definido para u = (uy, us, uz, h)? como

1

Clw = h0) = 3 [ ((s)+ ¥(s))as

1 t o0
+ 5/0 /O e Y[(ur + tud) — (ug + tul) — (uz + 1ud)(y, s)dyds.

Observe que el problema se ha reducido a encontrar la solucién (uq, us, us, h) de las ecua-
ciones (4.12) y
C(u) = h(t). (4.13)

Ahora se define el espacio Y7, puesto que en el trabajo se consideraran sistemas de ecua-
ciones, se requerira el espacio producto

YT = {(ul,UQ,U‘g,,h) S XTXXTXXTXC([O,T]), ui(0,0) = ]’L(O) = gi(O) parai = 1,2,3} (4.14)
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con la norma

[ (urs g, us, W)y = (]| xr + [Juallxr + lJusllx + [1Allogom)- (4.15)

4.1. Existencia local

Teorema 4.1. Sean T'> 0 y R > 0. Entonces existe una constante k > 0 tal que

IC(w) = C(v)lle@n) < kllw = vlly,,
para todo w,v € B(0,R) C Y.

Demostracion. Sea v = (vy,v9,v3,h) y w = (wy,ws, w3, h) y se considera el operador C
definido en el espacio de Banach

B(0,R) ={u € Yr:||ully, <R}

donde
YT - XT X XT X XT X C([O>T])>

con la norma

[|(u, u, s, )lye = Mwallxr + [luzllxr + lusllxz + [[Plloqo)-

Tenemos que,

10 = C¥Mloror = |~ 3 [ (06) + 42 == pias+ 1 [ [ eltwn + ot

— (w3 +v3) — (W + qw3) — (v1 + 307) + (v2 + 303) + (v3 + 503)](y, s)dyds

L[

—@w?H@—0@+?@%ﬂm+%ﬁ%ﬂw+&@ﬂ%@+%ﬁm%$@%

Xr

X7

H / / Y(wr —v1)(1+ H{wy + o}

— (wg — o) (1 + %{wg +wvo}) — (wg —v3)(1 + %{UJg +vs )|y, s)dyds

<[5 [@-ha+ b+ ipa

Xr

L[ [ e

(1+ 3{wr + o1} — (wy —va) (1 + 3{wz + va}) — (w3 — v3)(1 + 3{ws + v3})](y, s)dyds

< sup sup

>0 T>t>0

~+ sup sup

z>0 T>t>0

5 | () =1+ 1)+ B
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((h(s) — A(s))(1 + L{A(s) + h(s)})|ds + ~sup sup /0

3 >0 T>t20

1 / ¢
< 5 sup
3T>t>o 0

| e =)

(14 5{wi + 01} — (wy — 02) (1 + §{ws + v2}) — (w3 — v3) (1 + §{ws +vs})](y, s)dy|ds
< 5 b [((h(s) ~ F(s)(1+ HA() + DI+ gowpsup | [~ e(wn = v

+ 2{wi + v} — (we — va) (1 + F{ws + v2}) — (w3 — v3)(1 + 3{ws + v3})](y, s)dy‘

< 5 b [((h(s) = H(s) (1 + HAG) + DI+ gowpsup [ |e(wn = )

+ 3{wr + v} — (wy — ) (14 5{wz + v2}) — (w3 — v3)(1 + 3{ws + v3})](y, s)|dy

< 5 sup(h(s) = )1+ 301(s) + RN+ 5 ([ Iy ) supsu s = )

+ 3{wr +v1}) = (w2 — v2) (1 + 3{wz 4 v2}) — (ws — v3)(1 + 3{ws + vs})](y, 5)

< I~ B+ 30+ IDlleqomy + F1lIGwn w1+ 3wy + 0} — (e — o)1
+ %{wQ +v9}) — (wg — v3)(1 + %{ws + v Pl xr

< AT((h = h) X+ 3{h+ BP)|lcqory + 2T/ (wi — v1)(1 + {wi + vi}|x,
+ 37| (w2 — v2) (1 + 3{wz + v2})||xy + 37T|[(ws — v3) (1 + 3{ws + v3})||x,

< 3T(1h = Bllcqon (1 + ${I1hllcqoam + 1] eqoam) + 5T 1wy = villx, (14 ${]|wi]|x,
+ Jo1]|xz }) + 5T |Jwa — vol|xp (1 + 3{||wal|x, + [|v2]]x1})
+ 37T |ws — vs||x, (1 4 3{||ws]|xz + ||vs]|xs})-

Ahora supongamos que v, w pertenecen a la bola cerrada B(0, R) de radio R y centro en
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0 en Y. Asi tenemos que

IC(w) = CW)llcwmr) < 3T+ R)|Ih — hlleqom + 5T(L+ R)lJwr — v |x,

<
— 3
+ 3T(1+ R)|Jws — va|x, + 3T(1 + R)|Jws — vs||x,

= 1T(1+ R)(||h = hlleqor) + [lwi — vi]|xr

+ [[wa — vof|xp + [[ws — vs]|x7)
S %T(l + R)H('LUl,'LUQ,'LUg, h) - (U17U27U37 };’)HYT
Finalmente, tomando k = 3T(1 + R), se tiene
|IC(w) = C(v)lcor) < kllw = v]ly;.
]

Teorema 4.2. SeanT > 0y g; € C,(RY), parai = 1,2,3. Entonces existen un S en [0, T],
yu = (uy,ug,us, h) € Yg que satisface el sistema de ecuaciones integrales (4.12)-(4.13).

Demostracién. Sea B el operador definido para u = (u1, uy, u3, h)T como

g1(z) + (C(u) - fo fo (z, y)[ur + ul](ya s)dyds
ga(x) + (C(u) — e % + fo I K (z,y)[u + 3ud)(y, s)dyds
B(u) — (4.16)
g5(x) + (C(w) = h(0))e ™™ + [y Jo~ K (,)[us + Ju](y, s)dyds
C(u)

Entonces el problema se reduce a demostrar la existencia de un punto fijo del operador
B(u), lo cual se realizara utilizando el teorema de punto fijo de Banach en una bola cerrada
en el espacio de Banach Xg, para S suficientemente pequeno. Demostremos que B aplica
la bola cerrada B(0, R) C Ys en ella misma para S y R apropiados. Sea u € B(0,R) y
demostremos que Bu € B(0, R). Tenemos los siguientes estimativos:

By, = [lga(2) + (Clu) — h(0))e ™ — / / " Kz, y)lun + 2ed)(y, s)dyds

Xs

+

ga(2) + (C(w) — h(0))e~™ + / / " K@, y)luz + 22y, s)dyds

Xs

+

g3(x) + (C(u) — h(0))e ™ + /0 /OOO K(z,y)us + 3u3)(y, s)dyds

+ICW)leqom)

Xs
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< llgr(@)llxs + [[(C(w) = r(0))e™ x5 + /0 /OOO K (z,y)[u + 3ui)(y, s)dyds

T llga(@)lxe + [1(Clu) — (0))e"1xs + / /0°°K<z,y>[u2+;ug]@,s)dydsX
T llgs(@)l1xs + [1(C(w) — R(0))e]1xs + / /mex,y)[uw§u§]<y,s>dydsX

+[1C()|leo,57

< Nlgn(@)llxs + 11(C(u) = b(O))1xs lle=I1xs + H [ Kl + b, o)uas

192 s + 1) = h(O)1xs e llxs + H [ [ Kl + 2o s)avis )
T llga(@)llxs + 11(C(w) — (O] 1xs lle s + / /OOOK<w,y>[u3+%uéxy,s)dydsX

+[1C()]|c(o,5)-

Ahora utilizando algunos resultados como (3.13) y los estimativos que se realizaron para
una sola ecuacién BBM en ( 3.12), obtenemos

IBllys < llg1lle, @ + [lg2lle,@e) + [lgslle,@) + 3[[C(u) — ~(0)]|xs

+ S /OOO K (2, y)[u + 4](y, 5)dy /OOO K(z,y)[uz + 2](y, 5)dy

+s‘
Xs

Xs

+5)

/0 " K, y)us + (g, 5)dy

+ [1C(W)|leo,57)

Xs

<Ilgille,@+) + llgallo,®+) + llg3lle,@+) + 3[[C(a) = h(0)]]xq

+5 (sup [Tl | +5 (sup [ Il |
20 Jo Xs 20 Jo

+ S (Sup/ IK(x,y)Idy) Hw. + %‘2"
0 Xs

x>0

2
U
U2+72

2
u
u1+71

S

+ [1C(W)||eo,57)

<\lgille,®+) + llg2llc,@+) + [lg3llc, @+ + 3[|C(u) — h(0)]|x4

+ 8 [Jur + qui| .,
+1C(W)]le(o.97)

8 |Juz + gus| g + S [lus + 503y,

< llglle, @) + llgzlle, @+ + lgslle, @) + 3[1C(w) = h(0)]|xs
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+ S([Jur]|xs (1 + 3l urllxs) + Nuzllxg (14 3lusllxs) + [us]|xs (1 + 5/ |usl|xs))
+ [IC(W)]|e(po,5)-

Antes de continuar se calcula los estimativos de ||C(u) — h(0)||xs ¥ ||C(w)||c(o,s))-

ICw) = hO)lx, = 10) — 3 [ 06) + beenas + 3 [ [7 e+ ha

— (u2 + 3u3) — (us + 3u3)](y, s)dyds — h(0)

Xs

1

_ H = () + (s + 4 / t e + b

— (ug + $u3) — (uz + 3u3)](y, s)dyds

Xs

1 t
< | [ @+ pe)as
31.Jo Xs
1 o0
b g8 ) ) BN
0 Xs

< 18 ]|n+ a2

Ho([msp +35 ‘ /0 e Y(uy + 3u3)(y, s)dy

[ et ey~ [ e+ ). s)dy
0 0

Xs
<3Sh+ %hQHC([O,S]) +39 ‘ / eV (ur + 3ui)(y, s)dy
0 X
%sH ey + 1)y s)dy|  +1s ] [+ oy
0 Xg 0 X

1,2
U1—|—§U1

<3S Hh + %hQHC([O,S]) +35 (/O ’ey‘dy)
S( |6_y|dy) +3S </ |e_y|dy)
0 X 0

< 55 ([n1+ %h)HC([O,S]) + g Sllun (1 + qu)llxg

Xs

1,2 1,2
Ug + U5 us + 5uj

Wl

Xs

gSllua(1 + gu2)llxs + 5Slus(1 + Fus)l|xs

< £S1hlleqo,sp (X + HAllcqo,sn) + 55T uallxs (14 3 ur | xg)



EXISTENCIA LOCAL 29

gSluallxs (1 + 3lluallxs) + 5usllxs (1 + 5lus|lxs)

< 2S(|Meqo,sn (1 + 511l leqo.spy) + Hullxs (1 + 3] |urlxs)

+ {2 xs (1 + 3lluzllxg) + llusllxs (1 + 5llus|lx,))-

Y para ||C(u)||c(o,s)) se hace los estimativos de manera similar a lo anterior, donde
m = [h(0)]

IClemsn < 10— 3 [ o)+ 3a2enas+ 3 [ [ e+ b

— (ug + 3u3) — (uz + 3u3)](y, s)dyds
Xs

/0 (h(s) + Lh2(s))ds

< +1
m J—
- 3

Xs
1
=S

* 3

| e + ) = (o hud) — (wn + B )y
0 Xs

1 172 1 - 1,2
<m+ gS Hh + §h HC([O,S]) + gSH /[; e y(ul + §u1)(y,s)dy

- [ et sy~ [ e+ ). s)dy
0 0 Xs

<m+ S ||h+ 307 o o.e + %SH /0 e+ 3w, sy

Xs

S

|| [T evu+ b))y
0 X

#38) [ e+ 1wy
Xg 0

1,2

< 58+ 302 g+ 35 ([ eIy
(o] ([ o)
0 Xs 0

<m+ 3SR+ 30| gosy) + 3T (1+ Fua)]lx,

Xs

1,2 1,2
u2—|—§u2 U3+§u3

Xs

gSllua (L + 5u2)llxs + 3Slus(L + 5us)lx

< m+ 3SIhlleqosy (1 + 5lBlleqo.sy) + 5SHunllxs (1 + 5l llxs)

35 luallxs (1 + 3lluzllxs) + 35N Iusllxs (1 + 5llus||x,)
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< m+ gS(lIhlleqo,sy (L + 5l1lloqo.s)) + uallxs (1 + 3l uallx,)

+{luzlxs (1 + 3lluallxs) + [usllxs (1 + 3lus|lxs))-

Asi, de lo anterior se sigue que
IBwllys < llglle, @) + lloallo, @) + llgsllo,@e) + 3[C(w) = h(0)]]xs
+ S([unllxs (14 3llunllxs) + uallxg (1 + 3lluallxs) + [lusllxs (1 + 3/Jusllxs))
+IC(W)lleo.s)
<lgrlle, @) + lg2lle, @) + llgslle, @+ + 35 (Alleqo.sn (1 + 511Allcqo.sn)
s (14 3l lxs) + [uallxs (1 + 3lluallxg) + [lusllxs (1 + 3lusllxs))

+ S([Jurllxs (1 + 3|l xs) + [uzllxs (1 + 3uallxs) + [us|lxs (1 + 3l usl|xs))
+m+ 3S(||7lleqo,sn (X + SAllcqo,sn) + 1wl lxs (1 + $lutl|xs)

+ [[uallxs (1 + gllual|xs) + [lusllxs (1 + 5llus|lxs))

< lglle,®ne +m -+ 28((|hlleqo,sn (1 + 2IAllco.s))
+ [Ju || xs (1 + ]| xg) + [Juzl|xs (1 + 3l uzl|xs) + [us||xs (14 3lusl|xs)))

+ S (JJunllxs (1 + llunllxs) + uzllxs (L + 5luallxe) + llusllxs (1 + 3llusllxs))

< |lglle, @+ +m +3S((|1Allcqo.s) (1 + 3lAlleqo.sy) + [ullxs (T + 3llullxs)
+ [Jul|xs (1 + §lualxs) 4 ||us||xs (1 + 5llus|xs)))-

Aqui m = |h(0)|. Suponiendo que u € B(0, R) se tiene que ||ullyy, < R para R > 0, lo
suficientemente grande y

IB(w)|lys < llglle, @+ +m + 3S(([|hllcqo,sy (X + 3R) + |uallxs (1 + 3R)
+ [Jual|xs (1 + 3R) + ||usl| x5 (1 + §R)))

< llglle,@eys +m+ 381+ 5R)(([12lloqo.sy + [lunllxs + [luzllxs + [lusllxs))

Por lo tanto

IB(Wllys < llglle,@+ys +m +3SR(1+ R). (4.17)
De acuerdo a (4.17), B aplica la bola cerrada de radio R con centro en 0 en si misma. Sea
e = |lgllc,@+ys +m < §R, se escoge a R > 0 lo suficientemente grande de tal manera que

2¢ < R. Por lo tanto
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IB(u)]yy; <€e+3SR(1+R) < iR+ 3SR(1+R).

Ahora,escogemos el valor de S positivo, lo suficientemente pequenio, tal que %R+3S R(1+
R) < R, lo que nos permite tomar

1
3SR(1+ R) < 5R
o equivalentemente
1
S< —— < T 4.18
“6(l+R) — (4.18)

Por lo tanto, tenemos que Bu € B(0, R).

Mostremos ahora que B es una aplicacién contractiva donde v = (uy, us, ug, h). Las funcio-
nes g1, ga y g3 se asume que estan en Cy,(R™), y sean v = (vq,v9,v3,h) y w = (w1, wa, w3, h)
pertenecientes a Yg. Entonces

IB(w) — B(V)lvs = ||e*(Clw) - C(v))(t) - / /Ooof((x,y)[ww%w%

e (Clw) — C(¥))(t) + / / " Kyl + b

— o1 — 3vi)(y, s)dyds||  +
Xs

— vy — 303)(y, 8)dyds|  + |le”*(C(w) — C(v))(t) — /0 /000 K (@, y)ws + yu3

Xs

—v3 = 503)(y, s)dyds||  +||C(w) — C(¥v)lleqo.s)
Xs

e " (C(w) — C(v))(t) — /0 /000 K(z,y)(w; —v)(1+ %{wl + v1})(y, s)dyds

Xs

+

e (C(w) — C(v))(t) + / / " K, y) (s — 02)(1+ Huwg + v2)) (g, 8)dyds

Xs

+

e (C(w) — C(v))(t) + / / " K () (ws — v)(1+ Hws + v3))(w, )dyds

+IC(w) = C(v)lleo.sy

Xs

< |le™le, @) IC(W) = C(v)]le(o,s))

n / /OOOK<x,y><w1—v1><1+%{w1+v1}><y,s>dydsX
e e, @ ICw) — C)leqosy
T / / K, )(s = 02)(1+ bl + ] )dyds||

+ e lle, @) |IC(w) — C(V)llc(o,s))
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+\ [ st — e + s+ ) vy .
+ [|C(w) = C(v)|lc(o,9))
< [[C(w) — CO)lleqosy + H [ Kt = o)+ b+ o)) dgas )
FICW) - CW)lleos) + H [ [ Kt = )0+ Hu 4 01 )
£11Cw) — C)loos) + H [ [ s = )0+ S+ o)) )

+IC(w) = Cv)lleo.sy-

Ahora, en vista del resultado (3.13), tenemos

= sup sup
>0 S>>0

t
< sup sup /
>0 S>t20 J 0

/ " K(y) ((w— o)1+ L+ 0)) (o, s)dy\

/0 /OOO K(z,y) ((w —v)(1+ 5(w +v)) (y, 5)dyds

Xs

/0 /0°° K(z,y) (w —v)(1+ 5(w +0)) (y, s)dyds

ds

/0 T K(a,y) (w— )1+ 2w +0) (v, 8)dy

< Ssup sup

x>0 S>s>0

< Ssup [ (eg)lsupsup | (w0 = o)1+ b+ ) (5)| dy

x>0 y>0S>2s>0

< Ssup [ 1K ()] (0 = o)1+ 0+ 0) |,

<5 (sup [ 1K Gldn ) (0w = o)1+ 3w+ o),
< S]|((w—v)(1 + S+ ) ..
Por tanto, se sigue que
IB(w) — B(¥)lye < [IC(w) — C¥)lcqosy + Sll(wn —v0)(1 + 4w + 01}l
(w) = C)llcqos + Sll(wa — e2)(1 + Sz + e}l
+11C(w) = CWllogosy + Sll(ws — 09)(1 + S + b x.
(w) - C(v)

lleo.5)

< |C(w) = C(v)|leqo,sp) + Sllwr — vi|xs (1 + 5{]|wilxs + l[v1]|xs})

+[[C(w) = C(V)lleqo.sy + Sllwz = vaflxs (1 + 3{[[wallxs + [[va]]xs})
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+[1C(w) = C(V)lleqo.sy + Sllws = vsllxs (1 + 3{llwsllxs + [[vs]]xs})

+[|C(w) = C(v)lle(o.91)

< 4||C(w) — C(V)leqo.sp + Sllwr — vr]]xs (1 + 3{[|willxs + o1l x5 })
+ S)|ws — vo| x4 (1 + 3{[|wal|xs + |lv2]|xs})
+ S||ws — vs| x4 (1 4 3{||ws]|xs + |lvs]|xs })-

Ahora supongamos que v, w pertenecen a la bola cerrada B(0, R) de radio Ry centro en
0 en Ys. Entonces se sigue que

IB(w) = B(v)[lys < 4[|C(W) = C(v)[lcqo.sy + Sllwr — vi|[xs (1 + R)
+ Slfwy = vaf x5 (1 + R) + S[|ws — vs|[xs (1 + R)

= 4[[C(w) = CV)lleqo,sp + S+ R)([[wr = vi[xs + [Jwz — vaf [ xg

+ [lws — vs|xs)-
Por teorema (4.1) y de la ecuacién (4.18) tenemos que
IB(wW) = B(W)llvs < 551+ R)(||h = hlloqo.s)) + [lwr — ol[xs + [[wz = va] | x;
+ [lws — vsflxs) + S+ R)([Jwr — vr[xs + [[wz — val[xs

+ [|ws — vs]|xs)

< 3S(1+ R)(||h = hlleqo,sy + |Jwr — vilxg + | [ws — va]|xs

+ [lws — v3]|x5)
< 35(1+ R)||(w1, we,ws, h) — (v1, 02, v3, il)HYS

1
<3— —
<S5 Rl v

1
< Slw =il
Para los valores de S, R seleccionados, B es una contraccion. Asi, el teorema punto fijo de
Banach garantiza un tnico punto fijo de B en B(0, R), por lo tanto existe una solucién

(u1,u2,usz, h) en Ys al sistema de ecuaciones integrales (4.12), (4.13).
]

4.2. Unicidad

Teorema 4.3. El punto fijo obtenido en el teorema anterior es unico en el espacio Ys.
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Demostracion. Sean w = (wq, wq, w3, h) y v = (vy,ve, v3, B) en Ys. Entonces
W = v]lys < [[B(wW) = B(v)]lys

< |le*(ciw) - cv)t) - / / " K (g + 3u? — v — L2y, s)dyds

Xs

e (C(w) — C(v))(H) + / / K (@, )l + 2k — vs — Yodl(y, )dyds

t ')
H / / K(z,y)[ws + %wg — U3 — %vg](y, s)dyds
o Jo

+[|C(w) — C(v)|leqo.s)

Xs

Xs

=H // K () (wn — 00)(1+ Hoon + 00}y, )dyds

+

e (C(w) — C(v))( / / K (0, 9)(ws — 02)(1+ Lawy + 12)) (3, 5)ddyds

Xs

e " (C(w) — C(v))(t) + /0 /000 K(z,y)(ws —v3)(1 + %{wg + v3})(y, s)dyds

+[C(w) = CV)lleo.sy

_|_

Xs

< lle~*llo, @ IC(®) = C®)llcros)

+//nyw— )(1+ ${wi + v1})(y, s)dyds
+1le e, @l ICW) = CW)lleqos)
[ w0+ b+ e s)duds
)

+ [le™le, @ [|C(wW) — C(v)|leqo.s)

+ // K (2, y) (ws — v5)(1 + Ly + v3})(y, 5)dyds

+IC(w) = C)lle.s

< [[C(w V)lleqo,sn H// K(z,y) (w1 —v1)(1 + {wi + v1})(y, s)dyds .

+IC(w) - C(v ||c[0,s)+H/O/O K (e, y)ws — )(1+ M + 02} (9, 8)dyds

Xs

FICw) - CW)lleos) + H [ [ s = )0+ Hus+ o))

+ [|C(w) = C(v)||e(o,9))

Xs
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haciendo uso de (3.13) se estima la siguiente norma

/ K (2, ) (0= 0)(1+ 3w+ 1)) (3, s)dyds

Xs

= sup sup
>0 S=t0

/D /O K(z,y) (w—v)(1+ (w+0)) (y, s)dyds

t o)
< supsup / K(w,y) ((w = v)(1 + 2w +v)) (y, 5)dy| ds
x>0 S>t>0
/ sup sup / K(z,y) —0)(1+ 3(w+v)) (y, s)dy| ds
0 2>0S2s30
S/ sup/ (z,y)[sup sup |((w —v)(1+ L(w+v)) (y,s)|dyds
0 30 y>0 S>30
t
S/sup/ K (z,y)] ||(w—v)(1+ 3 (w—l—v)”Xdeds
0 =20 Jo

<[ (swgg/omu«x,y)uy) w = v)(1 + Sw + )] ds
< [ =)+ 3w+ ol ds,

de lo anterior se tiene
W = vllys <[IC(w) = C)lleqo.s) + /Ot 1(wr = vi) (1 + 3{wr + v1})|lxeds
+IC(w) = C)lleqo.sy + /Ot [1(w2 = v2) (1 + 3{ws + va})||xsds
+[C(w) = CV)lleqo.sy + /Ot [1(ws — vs) (1 + 3{ws + vs})||xsds

+ [|C(w) = C(v)lle(o.91)

t
< A4[[C(w) = C(v)lleqo.s) +/0 (Hwr = onllxs (T4 5{llwrllxs + o1]lxs})

+ |Jwg — vo| x5 (1 + 5{[|wal|xs + |[v2]|xs})
+ |Jws — vs]|xs (1 + 3{[|ws|xs + |Jvs]|xs}))ds

ahora utilizaremos el siguiente resultado
t
1C(w) = C(¥)lleqo.s) < %/0 17 = hlleqo.sy (L + 5{lIRlloqo.sy + 1P HIcqo.s))ds
t
%/0 w1 = villxs (1 + g{l[willxs + [[o1][xs })ds

t
+ %/ [lwz = vallxs (1 + 5{llwal[xs + [[va]|xs })ds
0
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y por lo tanto,

t
+§/ s — sl xa (1 + 2{Ilwsllxe + llusllxe})ds
0

t
< %/0 (Hh — hlleqo.sn (1 + 5{lIPllcqo.sy + [1hHIcqo,s))

+ lwy — villxs (1 + 3{IJwrllxs + [v1]lxs})
+ |Jwy — vol| x5 (1 + 5{[|wa|lxs + [lva]|xs})

T llws — vl (1 + Ll xe + ||v3||xs}>)ds,

t
W — v|lys < %/ (Ilh — hlleqo,s) (1 + 2{1|2llcqo.s) + 1A eqo,s))
0

Defina las constantes

+[lwr = vl lxe (14 3{llwilxg + [lorl]xs})
+ [[wz = vaf lxo (14 3{I[wallxs + [lvallxs})

s = el (1 Hllualls + all, ) ) s
t

# [ (s = ol 0+ 3l + o)
0

i = vall g (14 Sl + el )

+[Jws — vslxs (1 + 3{]|ws]]xs + |\U3I\Xs}))d8

t
< 3/ (Ilh — hleqo,sn (L + 2{11Rlleqo,s) + [1hH | eqo,s))
0

+[Jwr = vnllxg (14 5{{|wilxs + [Jvrllxs })
+ [[wz = vaf [xo (14 5{llwallxs + [lvallxs})

+ [Jws — vsllxg (1 + 5{|lws|lxs + I\v:sl\xs}))d&

a = (1+ {Ihllcqosp + 1R ] cqo.s))
b= 1+ 3{l|wil|xs + [lv1|lxs})
¢ = (14 3{||wa||xs + |2l x5 })

d = (1+ 3{[|wsllxs + [[vs]lxs}).
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y G = méax{a, b, ¢, d}. Entonces
t ~
W —v]|ys < 3G/ (Hh = hlleqo,s) + llwr = vif[xg + |[we — val[ x5 + [Jws — U3HXS> ds
0
t
< 3G/ (||(w17w2>w37 h) — (v1,va,v3, h)||ys> ds
Ot
< 3G/ [|lw — v||yyds.
0

Finalmente, usando la desigualdad de Gronwall (2.6) obtenemos

1w = vllys < [[B(W) = B(v)][ys
<0.

Entonces ||[w — v||y, = 0, de donde w = v,para todo ¢t € [0,7] y por lo tanto la solucién
es Unica en Yr. O






Capitulo

Experimentos numeéricos

En este capitulo presentamos los resultados de algunas simulaciones realizados con los
problemas de valor inicial-frontera estudiados en el presente trabajo.

5.1. Simulacion de la ecuacién BBM en una semi-
rrecta

Para ilustrar las soluciones del problema de valor inicial asociado a la ecuacion BBM,
calculamos numéricamente mediante la utilizacion del software Mathematica de Wolfram,
haciendo uso de la rutina NDSolve, la cual nos permite aproximar la soluciéon del pro-
blema de valor inicial-frontera (3.1)

[ us + Buy + YUty — QU =0 € [0, L]
u(z,0) =0

u(0,t) = sen(0.5¢t)

[ 1m0 u(z,t) =0,

donde a =1y =1,0=1, y cont € [0,160]. Los resultados se encuentran en la Figura
5.1. Observe que el movimiento es producido por el generador de ondas de tipo sinusoi-
dal colocado en el extremo del canal x = 0. Luego conforme pasa el tiempo, la onda va
propagandose hacia la derecha y se presentan una secuencia de oscilaciones tipicas en las
ecuaciones del tipo dispersivo tal como la ecuacién BBM. La rutina NDSolve de Mathe-
matica utiliza el método de lineas para transformar el sistema de ecuaciones diferenciales
parciales dado en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en términos de los
valores de la funcién u(z,t) en una malla de puntos x en el intervalo [0, L]. La condicién
de decaimiento en infinito para u(x,t) se implementa como u(L,t) = 0, donde pardmetro
L se escoge suficientemente grande. En este caso se toma L = 300.

39
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Figura 5.1. Solucién numérica u(z,t) de la ecuaciéon BBM en la semirrecta en los tiempos ¢t = 0.5,
t=30,t =65, t=90, t =130, t = 150.
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5.2. Simulacién con el modelo para la propagacion de
ondas en una bifurcacion

En esta seccion, exploramos del punto de vista numérico la solucion del sistema

Ui g — U gzt + O3l + O, = 0, 2> 0,120,

Uy = Uz = us, ul,m+u2,x+u3,x:07 enx:O,tZQ

lim u;(x,t) =0, (5-1)
T—r00
ui(z,0) = gi(z), x>0, t>0,

para i = 1,2,3, 01 = —1,09 = 03 = 41, cuya existencia y unicidad fue establecida en el

capitulo anterior. Consideramos el caso particular en que ¢1(x) = g(z), g2(z) = g3(z) =0,
donde g(x) (elevacién en el canal de entrada) es la funcién con soporte compacto dada

por
1
g(x) = exp(m>, |z — 20| <1,
0, en otro caso.

Para la implementacién numérica, es conveniente introducir la siguiente variable
U =uy + us + us.

Es claro que mediante este cambio de variable, una vez encontrados ui,us, U, podemos
calcular la componente us.
Con esto el sistema (5.1) en las variables uy, ug, U puede escribirse como

Uyt — Ulgat — Ule — ULUL z = 0,

Ut — U zat + U2 + UgU o = 07

5.2
Up—upy —uss +Up —ury — sy + (U —uyp —ug)(Up — up g — Ugy)— (5:2)
(szt — Ui, gzt — u2mct) = 07
para x > 0,t > 0, sujeto a las condiciones iniciales y de frontera
ui(z,0) = g(z), wus(x,0)=0, U(x,0)=g(x), x>0,
Ux:()a U = Uz, U:3u17 ZU:O,tZO, (53)
lim uy(x,t) = lim wug(z,t) = lim U(x,t) =0, t>0.
T—00 T—>r00 T—r00

Es importante destacar que la condicion de frontera de balance de flujo en la formulacion
original (5.1) introduce fuerte inestabilidad numérica que se origina en la interface x = 0.
En contraste, la formulacién dada en (5.2)-(5.3) puede resolverse sin dificultad numérica
usando la rutina NDSolve. Analogamente a lo que se hizo con la ecuacion BBM escalar,
la condiciéon de decaimiento cuando x — 0o que se exige en las componentes uy, uqg, U se
implementan numéricamente como

wi(Lyt) = us(Lt) = U(L,t) = 0,

con L > 0 suficientemente grande. En ese experimento numérico se tomé L = 70. Asi, el
dominio espacial computacional es el intervalo [0, 70].
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En las Figuras 5.2, 5.3, se presentan los resultados de las simulaciones en diferentes
tiempos. Observe que aqui se estan graficando las variables originales en el problema,
es decir, uy(z,t) = wui(—=x,t) junto con us(x,t) = us(x,t). Por simetria, tenemos que
ﬂg(l?,t) = ’l_Lg(l',t).

-03 02l

() (f)

Figura 5.2. Solucién numérica del modelo de BBMs en una bifurcacién en los tiempos t = 0, t = 0.5,
t=4,¢t=10,t =15, ¢t = 20. En cada gréfica, en x < 0 se encuentra la componente @ (z,t) y en x > 0
se encuentra la componente @z (x,t) = ug(x,t).
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Figura 5.3. Solucién numérica del modelo de BBMs en una bifurcacién en los tiempos t = 30, t = 40,
t =50, t = 60. En cada grafica, en x < 0 se encuentra la componente 4, (z,t) y en 2 > 0 se encuentra la
componente us(x,t) = ts(x,t).






Capitulo 6

Conclusiones

1. Se realizé un estudio introductorio del punto de vista analitico y numérico de dos
modelos uni-dimensionales para la propagacion de ondas en un canal, considerando
efectos dispersivos y no lineales.

2. Ambos problemas considerados permitieron ser reformulados en una forma integral,
aprovechando las buenas propiedades del operador diferencial I — 9% en un intervalo
del cual es posible calcular explicitamente la correspondiente funciéon de Green.

3. Utilizamos el teorema punto fijo de Banach para establecer la existencia y unicidad
de los problemas de valor de frontera estudiados en el presente trabajo, aplicandolo
a la correspondiente formulacion integral del modelo.

4. Se realiz6 una exploracion numérica preliminar con los modelos utilizando el softwa-
re Mathematica de Wolfram el cual demostré ser muy eficiente en la aproximacion
numérica de problemas de valor inicial-frontera asociados a ecuaciones diferenciales
parciales en una dimension. Un posible trabajo futuro seria comparar la solucién
numérica en el caso del modelo uni-dimensional para el canal con bifurcacién con
otros modelo Boussinesq 2-dimensionales conocidos en el caso con simetria conside-
rado. En el caso del canal con bifurcacion, destacamos la dificultad numérica que
surgio, relativa a las condiciones de frontera prescritas en la interface x = 0, las
cuales provocan la aparicion temprana de inestabilidad numérica. Esto fue resuelto
realizando una formulacion apropiada del sistema.
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