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Abstract
We obtain the asymptotics of a small negative eigenvalue for the discrete Schrédinger equation
in the presence of a shallow potential well.

Keywords: Schriédinger equation, asymptotics, eigenfunctions.
MSC(2000): Primary: 81Q15, Secondary: 39A11.

Resumen
Obtenemos las asintéticas de un valor propio negativo y pequefio para la ecuacién de Schrédinger
en la presencia de un pozo de potencial poco profundo.
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1 Introducciéon

Es bien conocido que la ecuacion de Schrédinger
(-A+U)V =EV¥ (1)

en el caso cuando U describe un pozo de potencial poco profundo (i.e., U = eV (x),
V(z) € C°(R"), y € — 0) tiene exactamente un valor propio Ey = —3%, 3 € R
bajo el espectro esencial [0,00) en el caso cuando [p, V(z)dr < 0y la dimen-
sion n del espacio de configuracién es 1 o 2. Esto fue determinado para n = 1
y en el caso radialmente simétrico para n = 2 ya en el famoso libro de Landau
y Lifshitz [4] y después fue demostrado en el caso general en dimension 2 por
Simon [6]. Resultados cercanos al comportamiento limite de la resolvente pueden
ser encontrados en [1], [3]. En [7] un método diferente fue usado para obtener
las asintoticas de las funciones propias (que no aparecen del todo en la aproxima-
cion de Simon). Esta es basada en una construccion explicita de funciones propias
aproximadas. Sucede que esta construccion es completamente elemental cuando
uno pasa a la representacion de momentos. Ademés este método es igualmente
eficiente para la ecuacién de Schrédinger y el problema de ondas de agua atra-
padas por una sierra submarina, que, como es conocido en el folklore, es anédlogo
a la ecuacion de Schrodinger con un pozo de potencial poco profundo. Nuestra
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meta aqui es aplicar este método a la ecuacion discreta de Schrédinger. Las con-
diciones heuristicas que presentamos abajo muestran que el éxito del método esta
determinado no por la escogencia del Hamiltoniano H(x, —i0/0z), sino mas bien
por el comportamiento de H(z,p) para p pequeno. Dado que el Hamiltoniano de
la ecuacién discreta de Schrodinger es 4sin?(p/2) + U(x), y que el de la continua
es p? +U(x), su comportamiento para p pequefio es idéntico. La formulacién ma-
tematica del problema bajo consideraciéon es como sigue. Buscamos soluciones no
triviales ¢ = {¢;},j € Z,1 € l, del problema

—(Vj41 — 25 + j_1) +eVjpy = By, (2)

oo
dondee - 0y V ={V;} estal que ) V; <0y, por sencillez, V tiene soporte
j=—o00
compacto, i.e., V; = 0 para |j| > R con R suficientemente grande. Dado que el
operador de multiplicacién por una sucesién finita es compacto en I, el espectro
continuo de (2) coincide con ese de la ecuacion libre (V; = 0) y el del ultimo es el

segmento [0,4]. Demostraremos el siguiente teorema.

o0
Teorema 1.1. 1) Si > V; < 0. Entonces el problema (2) tiene un valor propio
Jj=—00
negativo

1 o0
E=—¢2324+0(?), donde [o= = > v (3)
Jj=—00

El vector propio correspondiente a este valor propio es dado por

o 53/2 T ipj A(p)
%_7\/72? _Wemmdpa (4)
donde
A(p) = ao(p) + ca1(p) + 52@2(?) +..., B=eBoteh+efat...),
X(—m;m) —i
ao(p) = =<1~ Vie ", (5)
0 zj_ioo V Z

]_700

X(—mr) €8 la funcion caracteristica de (—m,m); V(p) = (KotV)(p) (dada por una
formula andloga a (8)), y el resto de valores (1, Ba, ... y las funciones a1, as, . ..
son determinadas de un sistema recurrente de ecuaciones.

o0
2) Si >, V; =0. Entonces el problema (2) tiene un valor propio negativo

j==oc

VVke =)

sin?(p/2) “an2p2) P (6)

B =02+ 0(), o = —/_ Z
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El vector propio correspondiente a este valor propio es dado por (4) donde

5252(604-551+5252+...),a0(p) X( ) Z Ve*lpj (7)

j=—00

y los valores restantes (1, B2, . .. y las funciones ai(p), az(p), ... son determinados
de un sistema recurrente de ecuaciones.

Observe que el integrando en (6) no tiene ninguna singularidad en ¢t = 0 dado

que la expresion ) V;Vj exp(—it(j — k)) tiene un cero de orden 2 en el origen por
&S (e8]

la condicion )~ V; = 0. Nos gustaria observar que en el caso > V; < 0 ahi

j=—o0 j=—o0
aparece un valor propio a la derecha del espectro continuo.

2  Consideraciones heuristicas

Como en [7], las formulas que aparecen en el Teorema 1 estan basadas en el
siguiente razonamiento heuristico. Para un negativo pequefio E, E = —f32, di-
gamos, la solucion de (2) para |j| > R es dada por (salvo términos de orden
O(B%) ; ~ (1+B),j >< 0. Interpolando esta sucesién, obtenemos (para 3
pequeno) una funciéon que es “casi constante”, cuando § — 0. Interpolemos el
problema (2) a todo el eje. Usemos las formulas de interpolacion de Kotelnikov:

W) = (Kot)(x Z s

y analogamente para V' (x). Observe que \If(:zz) € La(—o00,00) sip €lg y

—~—

(Koty)(p) = Z eI (8)
j=—00
Asi (2) se lee como
—(¥(x+1) -2V (zx)+V(x—1)) +eV(x)¥(z) = EV(x). (9)
Pasando a la transformada de Fourier W(p) r [ e~ (x)dx obtenemos
Fo)asint 5+ ) = —= [ V-6, (10)

aqui la mtegramon es de —m a w porque el soporte de la transformada de Fou-
rier de S“:Tx =5 pertenece a este intervalo. Dado que ¥ es “casi constante”,

transformada de Fourier es una sucesion de tipo § cuando § — 0. Por lo tanto
U(p) ~ V(p)/(4sin? £+ 3?). Asf es natural buscar la transformada de Fourier de

W en la forma

I _ a3/2 ao(p) + ear(p) + 2as(p) + ..
‘I’(p) - /6 4Sin2 g +62

L B=pFo+ebi e+, (11)
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3 Esquema de la demostracion

Damos aqui una demostracién del primer punto del teorema 1; la idea de la
demostraciéon de la segunda es similar. De acuerdo al esquema descrito arriba,
buscamos la solucién aproximada de la ecuacion (10) en la forma

. An(p)

Unp) = Bl ) gt o Anl) a0+ aalp)(12)

donde c¢(g) es una constante de normalizacion. Suponemos que ag(p) # 0 y

By, =00 +ebi+ 4" Bn, (13)

El nivel de energia aproximado es E,, = —?B2. Buscamos la solucién que satisface
las condiciones de normalizacién

ap(0) =1, ar(0)=0, k=2,...,n. (14)

Nuestra meta es construir los valores de o, f1 . . . , B, y las funciones ag(p), . . ., an(p)
tales que W, (p) satisface la ecuacion (10) hasta O(e"!) donde ||O(e"t1)]|L, <
Ce™*1. Sustituyendo (12) en (10), obtenemos una ecuacién equivalente

/ P)An(p) dpf
\/27r - 4sm2p +e2B2

An(p = (15)

Necesitaremos un lema auxiliar en expansiones asintéticas de las integrales de la

forma
/ o)y (16)
[—m,x] 4sin” 5 4 p

cuando p — 0, donde ¢(t) es una funcion analitica en ¢ para |t| < 7. Hay varios
métodos para calcular tales asintoticas (ver [2]); en nuestro caso el método basado
en el cilculo de los residuos es mas conveniente. Se introduce el contorno en el
plano complejo C

M= (—7T7—1]U{$+iy5$2+y2:]_,|CC| S]_,y>0}U[]_,7T)

Lema 3.1. Sea ¢(t) una funcion analitica en t para |t| < 7. Entonces cuando

p— +0
t) dt
iy [ O = o0y
(t)dt B " 3
(m() i szé)u T o). (17)
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No damos la demostracion de este lema. Continuamos la demostracion del

Teorema, 1. Sustituyendo en el Lema 3 p = By, ¢(t) = V (p—t)An(t) y calculando

los coeficientes de €%, &', €2, ..., obtenemos la expansién de la integral en el lado

derecho de la ecuacion (15):

Vp—t)An(t) dt -
eBn(1+ 523721/4)1/2/[ | 4(Sin2 t)+ 5(2])92 = mag(0)V (p)
—T,T 2 n

_ m{ﬂo [mom)V'(p) — iah(0)V (p)—

1 /71 V(p?_tt)ao(t)dt] —al(O)V(p)} +...

47 sin” 5

Multiplicando la expresiéon obtenida por —e/v/27 e igualando en (15) los coefi-

cientes de €¥, k = 1,..., a cero, obtenemos el sistema para B, ap, k =0,1,...:
T ~
foao(p) = /30007 0), (18)
Boai(p) + Brao(p) (19)
s . =/ . ot ]- V(p - t)
=./= - - — [ 2 ag(t) dt
{0007 0) - b7 0) - - [ Dt
— al(O)f/(p)} + ...
Obtengamos los primeros valores de o, f1,. .., ao(p), a1(p), . ... Tomando p = 0

en (18) y tomando en cuenta que ag(0) = 1, obtenemos By = —/FV(0). Por la

condicion ap(0) = 1, obtenemos de (19) ag(p) = ggé’% Tomando p = 0 en (19).

Por la formula ag(p) y la condicion a;(0) = 0, obtenemos
1 [ VOV (-t)
=- | ———dt 20
b 8 [ﬂ sin? L (20

Ahora encontramos ai(p) de (19). Sustituyendo las formulas ag, By y 81 en (19)
y tomando en cuenta el hecho que ag(0) = 1, obtenemos

) = 5o\ 3 VOV O - VOVE)
1 V()V(p—t)
vl Aaraaat
V(p) VRV (-t)
+4\/ﬂ‘7(0)2 /71 n? T dt (21)
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Vemos que en efecto aq(0) = 0. Procediendo anélogamente, obtenemos 3, y an,
suponiendo que (g, 31,...,a0,a1,... son conocidos y ax(0) = 0,k = 2,...,, v
buscamos a,(p) tal que a,(0) = 0. Por un lema bien conocido (ver, por ejemplo
Lema 1.3 de [5]), el par propio aproximado que hemos construido esta cerca al
exacto, y esto finaliza la demostracién.
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