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RESUMEN

En el presente trabajo de grado se pretende estudiar las propiedades Opticas de cristales
foténicos ternarios con geometria anular, conformados por cortezas cilindricas coaxiales de ma-
teriales superconductores y dieléctricos alternadas.

Para caracterizar la dependencia de estas propiedades con respecto a pardmetros externos,
tales como la temperatura y geometria del cristal, se obtendrd la ecuaciéon maestra para los
campos eléctrico y magnético a partir de las ecuaciones de Maxwell, llegando de esta forma
a un problema de valores propios, cuyas soluciones seran calculadas numéricamente usando el
método de la matriz de transferencia. Los superconductores seran introducidos en el sistema a
partir del modelo de los dos fluidos. De esta forma, es posible estudiar propiedades tales como
transmitancia o reflectancia en funcién de la frecuencia de la radiacion incidente, y construir la
estructura de bandas foténicas del cristal.

La respuesta Optica observada permite diferenciar los efectos para polarizacion TE y TM,
en donde en este ultimo caso se presentan nuevas brechas foténicas, una asociada a cada su-
perconductor. Estas responden a cambios de temperatura variando su posicién en el espectro
electromagnético, ademads su ancho puede ser modificado variando pardmetros como el ntimero
azimutal, el radio interno del cristal, el indice de refraccién del dieléctrico y el grosor de las
capas superconductoras y dieléctricas.

Palabras clave: cristales foténicos, brecha de bandas foténicas, matriz transferencia, su-
perconductores, ondas electromagnéticas.
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CAPITULO

1
INTRODUCCION

Los cristales fotonicos son estructuras cuyo indice de refraccion varia periédicamente en el
espacio en una, dos o tres dimensiones; en el caso unidimensional la estructura puede construir-
se a partir de laminas delgadas cuyo grosor puede también obedecer a una variacién periédica [1].

Dicha periodicidad rompe la simetria de traslaciéon continua produciendo efectos no triviales
sobre la propagacién de ondas electromagnéticas a través del cristal. Este comportamiento pre-
senta caracteristicas analogas al transporte de electrones a través de materiales cristalinos [2], el
cual ha sido ampliamente estudiado desde la mecédnica cudntica con base en el teorema de Bloch,
describiendo la funcién de onda del electron como el producto entre una funcién asociada a la
periodicidad de la red y una onda plana [3]. De esta forma, como se presentan bandas permitidas
y brechas energéticas prohibidas para el transporte electrénico en un material cristalino, existen
también ciertos rangos de frecuencia en los cuales no se propaga la radiacion electromagnética
para cristales foténicos en los cuales las diferencias entre los valores de los indices de refraccion
son lo suficientemente grandes, estos rangos se denominan gaps o brechas fotonicas. Esto significa
que en los cristales fotonicos es posible introducir el concepto de estructura de bandas fotonicas,
tal como ocurre con la estructura de bandas energéticas en un cristal [2].

Debido a que la respuesta optica de los cristales foténicos es altamente sensible a las varia-
ciones de parametros geométricos y externos como temperatura y campo magnético aplicado,
entre otros, es posible tener cierto grado de control operacional sobre las brechas entre bandas
foténicas al variar dichos mecanismos externos. Ademads, estas estructuras pueden estar formadas
por dieléctricos, superconductores, fluidos magnéticos, semiconductores, grafeno, entre otros, de
forma que puedan ser usadas las propiedades de los materiales constituyentes para modificar su
respuesta 6ptica [1]. El interés en este tipo de sistemas no solo se da desde el punto de vista
de la investigacién cientifica, sino también en la implementacién y desarrollo de tecnologias en
diversos campos como la medicina, quimica, telecomunicaciones y muchos mas, debido al con-
trol que los cristales permiten sobre las ondas electromagnéticas, muy util en la construccion
de reflectores y filtros épticos, especialmente en el caso unidimensional debido a que son mas
factibles en su fabricacién que sus andlogos bi o tridimensionales [4, 5, 6, 7].

Este tipo de estructuras empezaron a estudiarse desde 1888, cuando Lord Rayleigh mostro la
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existencia de las brechas en los cristales foténicos unidimensionales [8]. El término cristal foténico
no fue usado oficialmente por la comunidad cientifica sino hasta 1987, cuando Eli Yablonovitch
[9] v Sajeev John [10] publicaron sus articulos, independientemente, introduciendo el concepto.
Gracias a estos resultados se produjo un notable interés cientifico motivado por las potenciales
ventajas tecnolégicas que prometia el control foténico en materiales sélidos. Ademas, se han de-
sarrollado investigaciones con distintas geometrias y combinaciones de materiales, las cuales por
mucho tiempo se limitaban a lo teérico debido a la compleja elaboracién de estas estructuras.
Los primeros resultados experimentales fueron obtenidos hasta 1991 por el mismo Yablonovitch
y sus compafieros, quienes mostraron la primera brecha foténica en tres dimensiones [11].

En particular, un cristal foténico con geometria cilindrica permitiria confinar una onda elec-
tromagnética dentro de la estructura, como en un reflector de Bragg, si su frecuencia se encuentra
dentro de una brecha foténica. A finales de los anios 90, Kaliteevski et. al. desarrollaron el méto-
do de la matriz transferencia para ondas electromagnéticas cilindricas en reflectores de Bragg,
anadiendo el ndmero azimutal m como un pardmetro del sistema. Asi, la estructura de bandas
fotonicas puede ser estudiada a partir del espectro de reflectancia [12]. Desde la publicacién de
ese trabajo se ha venido usando dicho método en gran cantidad de investigaciones recientes:

En 2009 Mei-Soong Chen y sus compaiieros anadieron una capa superconductora a un cristal
anular binario con un material diléctrico, encontrando una brecha foténica adicional alrededor
de la zona de permitividad cero cuando la onda electromagnética estaba en polarizacién TM,
esto debido a la interaccién entre el componente eléctrico de la onda y los superelectrones del
superconductor. Dicha brecha no aparecia en el sistema planar andlogo ni en el anular con polari-
zacién TE, ademads encontraron que las brechas foténicas en las estructuras cilindricas coinciden
con las de un cristal foténico planar cuando el nimero azimutal es cero [13]. La incorporacién
de este tipo de materiales empez6 a interesar a los investigadores desde 1999 [14] debido a sus
potenciales aplicaciones tecnoldgicas, ya que en los superconductores el indice de refraccién es
sensible a pardmetros externos como la temperatura o la frecuencia de la onda electromagnética
incidente. El indice de refraccién de un material superconductor puede ser descrito a partir del
modelo de los dos fluidos [15].

Para principios del 2016, Srivastava y Aghajamali anadieron una tercera capa, de material
dieléctrico, a la estructura anular, ampliando la cantidad de parametros geométricos que pueden
ser variados [16]. Un ano despues, en 2017, Sreejith y sus companeros consideraron cristales
fotonicos ternarios unidimensionales, con geometria plana, con una celda unitaria compuesta
por una capa de dieléctrico y dos capas superconductoras de diferente temperatura critica,
evidenciando la sensibilidad de las brechas foténicas a caracteristicas como el ancho de las
capas constituyentes [17]. El objetivo de nuestro trabajo de grado es continuar en esta linea de
investigacién; en el grupo de Fisica Tedrica del Estado Sélido en la Universidad del Valle se han
estudiado sistemas anulares binarios con un superconductor y un dieléctrico [18] y cristales 2D
con superconductores [19], con base en estos trabajos previos se modela la configuracién de dos
superconductores y un dieléctrico a un sistema anular ternario como el mostrado en la figura
1.1.
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Figura 1.1: Esquema del cristal foténico coaxial. Se analizara un sistema en donde la
periodicidad estd dada por tres capas cilindricas de materiales con indices de refraccion
distintos entre si, en donde se estudiaran distintas combinaciones de superconductores
y dieléctricos [16].

El cristal foténico anular se construye a partir de tres capas cilindricas delgadas en un arreglo
coaxial en donde la variacién periddica del indice de refraccion es en funcién de la coordenada
radial p. La periodicidad se establecerd con base en tres materiales: un dieléctrico con indice de
refraccion no de p1 a po v dos superconductores con indice de refracciéon ny y ns de pg a p1 y de
P2 a ps, respectivamente. El centro del cilindro se tomard con el indice de refracciéon del vacio
ng al igual que el exterior.

El objetivo de nuestro trabajo es estudiar como varian las brechas fotonicas al cambiar los
pardmetros externos y geométricos de nuestro cristal. Dichas brechas pueden ser estudiadas a
partir del espectro de reflectancia, el cual se obtiene estudiando el comportamiento de las ondas
electromagnéticas en cada interfaz, concepto que se desarrollara en el préximo céapitulo. Sin
embargo, los sistemas anulares requieren un formalismo y consideraciones distintas, por lo que
en el capitulo 3 se estudiard como obtener tedrica y numéricamente el espectro de reflectancia
en coordenadas cilindricas. Los materiales superconductores tienen propiedades que deben ser
introducidas en el modelo, estas seran desarrolladas en el capitulo 4. Por ultimo, se analizardn
los resultados y conclusiones al modelar numéricamente los cristales foténicos ternarios, anulares
con distintos componentes superconductores y dieléctricos, variando el nimero azimutal, el radio
del centro del cilindro, la temperatura, el indice de refraccién del dieléctrico y los espesores de las
tres capas para polarizacién TE y TM en cada caso. La pregunta de investigacién que pretende
responder nuestro trabajo a partir de la modelaciéon del sistema es ;como se modifican las brechas
foténicas de los critales foténicos previamente descritos ante la variacion de mecanismos externos
de control tales como la composicién, geometria y temperatura?



CAPITULO

2

METODO DE LA MATRIZ
TRANSFERENCIA EN SISTEMAS
PLANOS UNIDIMENSIONALES

Si una onda electromagnética busca entrar a un cristal foténico, pero su frecuencia se en-
cuentra dentro de una brecha en la estructura de bandas foténicas, no podria propagarse en el
material viéndose reflejada, su longitud de penetracién se estudiard en el capitulo 4 y si no hay
pérdidas energéticas se asume reflexion total en las brechas. Este hecho nos permite estudiar en
su totalidad las brechas entre bandas fotonicas dependiente de la frecuencia a partir de la reflec-
tancia, la cual puede ser calculada con base en el coeficiente de reflexién usando los componentes
de la matriz transferencia. En este capitulo se construird dicha matriz en una interfaz, luego se
anadira una placa de longitud finita entre dos medios para construir la matriz al presentarse
m&s de un cambio de propiedades en el sistema, para finalizar generalizando por completo el
problema hallando la matriz en una estructura peridédica plana.

2.1. Ondas electromagnéticas en la frontera entre dos medios

Las ondas electromagnéticas al incidir en los cristales fotonicos deben atravesar la interfaz
entre medios con propiedades distintas, como lo son sus permitividades eléctricas €; y €2, y
permeabilidades magnéticas 1 y po. Es posible describir los campos eléctrico E(r, t) y magnético
H(r, ?);

E(r,t) = Eye'lkr—1, (2.1.1a)
H(r,t) = Hpe'lkr—1, (2.1.1b)
Donde Ey y Hy son las amplitudes y la direcciones de E(r,t) y H(r, t), respectivamente, k

es el numero de onda y w su frecuencia. Dadas las condiciones de la figura 2,1 el vector de onda
tiene solamente dos componentes en coordenadas cartesianas: k = kX + k, 2.
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T

€ € 2

Figura 2.1: Incidencia de una onda electromagnética desde un medio con permitividad
€1 y permeabilidad p1 hacia otro con permitividad ez y permeabilidad u2 [20].

Con el objetivo de analizar el comportamiento de las ondas en la interfaz se usan las condi-
ciones de frontera de la componente tangencial de los campos eléctrico y magnético,

E{ = E;, (2.1.2a)

Hi = Hy, (2.1.2b)

respectivamente. Por lo que la componente = del vector de onda debe ser igual en la frontera
entre ambos medios, asi que

kz1 = kyo = kg (2.1.3)

Sustituyendo (2.1.1) en las ecuaciones de Maxwell puede establecerse la relacién entre el
nimero de onda y su frecuencia, obteniendo la relacién de dispersién

(2.1.4)

Dicha relacién juega un papel importante en la descripcién de las brechas foténicas!, por
ahora describiremos la relacién de dispersion en ambos medios

n12w?

102 = k12 = ky® + k2, (2.1.5a)
ng*w? 2 2 2

2 = ko’ =k, 4+ k.0~ (2.1.5b)

donde n; = ,/1i;€;. De acuerdo a la figura 2.1, es posible ahora definir un dngulo de incidencia
f1 y uno de refraccién 0, a partir de las relaciones:

'Esta est4 relacionada con los valores propios de las ecuaciones maestras que se desarrollardn en el capitulo 3.
Ademas clasificando los nimeros de bandas de las ondas y estudiando el diagrama de bandas a partir del grafico del
vector de onda frente a la frecuencia del modo, pueden observarse graficamente las brechas como discontinuidades
en las bandas, este enfoque se analiza a mayor profundida en el capitulo 3 del libro de Joannopoulos [2].
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tanfy = -2 (2.1.6a)
kzl

tanfy = <o (2.1.6b)
k.o

z

Una vez definidos estos angulos, se usan (2.1.3) y (2.1.5) para obtener la razén

E:SiHQQ (2.1.7)

no  sinf;’

conocida como ley de Snell, a partir de la cudl se obtendran los coeficientes de refleccion y
transmisién.

Para hallar el angulo de reflexién se toma en cuenta que para que se cumpla la condicién
de frontera de la componente tangencial en todo el plano z = 0, las tres ondas deben tener la
misma fase, por lo que k7 = k;, lo que por ley de Snell y relacién de dispersién nos permite
escribir.

k1sinf; = k1 sin@,, (2.1.8)

y asi 1 = 6,., por lo que kjl y k; son iguales en valor absoluto pero en direccién opuesta.

2.2. Coeficientes de reflexion y transmisiéon

De forma general, los vectores de campo presentes en las ondas electromagnéticas pueden
describirse como combinacién lineal de componentes paralelas y perpendiculares al plano de
incidencia, por lo que el caso en el que el campo eléctrico sea perpendicular a dicho plano,
polarizacion transversal eléctrica (TE), y cuando sea el campo magnético el perpendicular, po-
larizacion transversal magnética (TM), conforman una base a partir de la cual puede describirse
cualquier onda electromagnética arbitararia. Es por esto que vale la pena analizar ambos casos
de forma independiente para describir nuestro sistema de la forma ma&s general posible.

2.2.1. Polarizacién TE

En este caso, es posible describir el campo eléctrico de forma E = Ey y al campo magnético
como H = H,x + H,z. Como puede verse en la figura 2.2, se han denotado con + las ondas que
se propagan de izquierda a derecha y con — las que se propagan en direccién contraria.

Debido a (2.1.2) debe cumplirse

Ef +E =Ej +Ey, (2.2.1a)
HY+H,=H,+H,. (2.2.1b)

Usando la ley de Faraday descrita en la forma

H= "kxE, (2.2.2)
Jhw

es posible reescribir le ecuacién (2.2.1b) como:

k k k k
ZlcEfr—{— ZICE; _ Z2CE;+ 22C

piw piw 12w 12w

E;, (2.2.3)
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€1 M €2 K2

Figura 2.2: Incidencia de la onda electromagnética con polarizacién TE [20].
a partir de la cual, junto con la ecuacién (2.2.1a), puede plantearse el sistema de ecuaciones:

b > <E1+> ( e ) <E2+>
ko ks L= _ ks & 2 ). (2.2.4)
<_u11 )\ T o/ \F2

Multiplicando ambas partes de la ecuacion a la izquierda por la inversa de la primera matriz,
la ecuacion queda escrita finalmente:

kizp ki-p
<E;) _1 (1 the 1o ) (E) (225
- _ Kizp2 1z M2 -] e
E2 2 \! kozp1 1+ k2z 1 El
MTE

Se define a M”® como la matriz transferencia entre ambos medios en polarizacion TE. Esta
nos permite describir teéricamente el paso de la onda electromagnética del medio 1 a la region
siguiente a partir de las componentes del campo eléctrico y las propiedades de los medios entre
los que se estd propagando la onda. Esta herramienta es muy 1til y ha sido ampliamente usada,
como en el caso de la obtencién de la ecuacién para los estados acotados de un pozo de potencial
y su coeficiente de transmisién [21].

En este caso, se usaran las componentes de dicha matriz para hallar los coeficientes de
reflexién y transmision, escribiéndola en la forma:

MTE MTE
MTE = < 1 12 ) 2.2.6

Es sabido que cuando la onda Ef incide sobre la interfaz, una parte es reflejada y la otra es
transmitida, de aqui que E, = 0. Asi, pueden usarse (2.2.5) y (2.2.6) para escribir:

Ey = MIPEF + MEFE, (2.2.7a)
Ey = MIPEF + MLFET =0. (2.2.7b)

Las amplitudes de transmision trp y reflexién rrp pueden definirse, entonces, como:
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ETF
trp = —=-, (2.2.8a)
EY
£y
"TE = i (2.2.8b)
EY
respectivamente. De esta forma, usando (2.2.7) se obtiene
det MITF
trg = s (2.2.9&)
MLF
M$HE
rrTE = . (2.2.9b)
MLE

El coeficiente de transmision T esta dado por la razén entre los flujos de energia de los
dos medios [20], dado por la amplitud del vector de Poynting, de forma que:

2
_c i s C e € Reka 2
S1 = g-Re [Ef x H*| = 3 Re [EYH] = 7 e |Ef|", (2.2.10a)
c . c . c? Rek.o 2
Sy = g-Re [E3 x H}"] = 5 Re [EyHY = - moj |E5|”. (2.2.10b)
Asi
S2  p1 Rek.o 2
Trg=—=— t . 2.2.11
TE = ST o Rokuy [trel ( )
Por otro lado, el coeficiente de reflexién Rpp puede obtenerse de
Rrg = |rrsl, (2.2.12)
de forma que
Trg + Rrgp = 1. (2.2.13)

Por lo que se trabajard con (2.2.12) para obtener el espectro de reflectancia y estudiar
las brechas foténicas del cristal. Al depender esta constante de las propiedades de la onda
electromagnética, su valor va a ser distinto para cada frecuencia. Asi, para los valores de w en
los que Rrg = 1 se puede decir que hay una brecha foténica, y en los casos en los que Rrp < 1
hay transmisién, por lo que la onda puede propagarse parcial o totalmente por el material.

2.2.2. Polarizacién TM

Para el caso de la polarizacién transversal magnética el campo eléctrico se describe como
E =FE,x+ E,z y el campo magnético con su inico componente H = Hy como se muestra en
la figura 2.3.

Siguiendo el mismo procedimiento que en la seccién anterior, usando la ley de Ampere en
vez de la de Faraday en el paso andlogo a (2.2.2), se llega a la matriz transferencia

ki ki
(HQJ_F) Y ’,gézz b ’,g;zz <H1t> (2.2.14)
H, 2 \1- ke 4 ke | \g- )

kaze€1 kaze€1

J/

MTM
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i

€1 €

Figura 2.3: Incidencia de la onda electromagnética con polarizacién TM [20].

a partir de la cual se obtienen las amplitudes de transmisién y reflexién

det MTM
™ = , (2.2.15a)
MIM
MM
reM = —a 2.2.15b
o = 3 (2215b)
respectivamente, y los coeficientes de transmision y reflexién
€1 Rek.o 2
Try = — t , 2.2.16
™ €9 Rekzl | TM| ( a)
Rry = rrml)?, (2.2.16b)

respectivamente. De esta forma también es posible estudiar las brechas fotdnicas en esta
polarizacién. Cualquier onda electromagnética con direccién distinta puede ser descrita como
combinacién lineal de estos dos casos de polarizacién, experimentalmente es mas conveniente
tener la onda polarizada en una sola direccién por lo que a partir de ahora supondremos que lo
estdn y continuaremos analizando ambos casos de forma independiente.

2.3. Incidencia en un arreglo multicapa

En un cristal foténico las ondas electromagnéticas deben pasar de un medio material a otro
en repetidas ocasiones, por lo que es importante modelar los pasos entre las distintas regiones.
Iniciamos describiendo el sistema como una placa de longitud ¢ entre dos medios distintos para
luego generalizar al sistema peridédico de multiples capas de distinta longitud.

2.3.1. Placa entre dos medios distintos

Analizaremos el sistema descrito en la figura 2.4 en el que se tiene una placa de longitud ¢
con permitividad ez y permeabilidad po en medio de dos regiones con permitividades (e, €3) y
permeabilidades (u1, p3) distintas.
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€2 H2 €3 M3

Figura 2.4: Incidencia de una onda electromagnética en una estructura multicapa, en
donde se tiene una placa de longitud ¢ en medio de dos medios distintos, se muestra
el caso con polarizacién TE [20].

Calcular los coeficientes de transmisién y reflexién en este caso puede parecer altamente
complejo ya que, como se observa en la figura 2.5, se tienen efectos de dispersién dentro de la
placa. Esta es una de las ventajas del método de la matriz transferencia, ya que dicha matriz
contiene dentro de si todas las contribuciones de transmisién y reflexion en el sistema [20].

Con el objetivo de construir la matriz transferencia para este sistema recordamos del resul-
tado (2.2.5) que, en polatrizacién TE, el paso de la onda del primer medio a la placa se describe

COomo:
ES\ _ re (BT
<E;>_M12 Er )’ (2.3.1)

denotando MZ# como la matriz en la interfaz entre el primer y el segundo medio?. Una vez la
onda cruza la frontera su propagacién por el medio homogéneo de espesor ¢ entre las interfaces,

puede ser descrita por la matriz
eikzzl 0
( 0 eikﬁl> . (2.3.2)

Por lo que la propagacién hasta el medio 3 quedaria completamente descrita por

E+ eikzgl 0 E+
<E§_> = M3s’ < 0 eikzgl> My (Ei_) ; (2.3.3)

de donde es posible obtener

TE T (" 0 TE
Mplaca:M23 0 o—ikz2l M12 (2.3.4)

2No confundir con MLE que refiere a la componente 12 de la matriz MTE.
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Figura 2.5: Proceso de dispersién de la onda electromagnética incidente en la placa
de longitud £ entre dos mmedios distintos [20].

como la matriz transferencia que describe el paso de la onda por la placa. De esta forma, es
posible obtener las amplitudes y los coeficientes de transmisién y reflexion:

2
p1 Rek.3 2 p1 Rek.3 det Mglgca
TE = — |tTE" = — TE , (2.3.5&)
p13 Rekzy piz Rekzy | Mppc oo
1z,
Rrg = |rre|® = # . (2.3.5b)
placago

2.3.2. Propagacién en un sistema periédico

En el caso de un sistema en el que se tenga un ntimero k£ de medios de espesor {5 que se
repiten periédicamente N veces, como en un cristal foténico, es posible aplicar el mismo método
de la placa pero en este caso para definir una celda unitaria, para la cual la permitividad eléctrica
cumple €(z 4 d) = €(z), con d = Y-, {s. El esquema se muestra en la figura 2.6.

Celda unitaria

€1 € €« €1 € €« €1 € €

(1| 0> Uy (1| 0> Uy {1 | O le

Nd

Figura 2.6: Definicién de la celda unitaria en un cristal foténico plano en el que &
medios se repiten N veces.
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Asi, la onda electromagnética se propagaria en el medio s-ésimo describiéndose con una
matriz de la forma (2.3.2), a la cual denominaremos matriz de propagacion del medio s:

eikzsfs 0
]ps - ( 0 e_ikzs£s> . (236)

Al llegar a la frontera, la propagacion se describe a partir de la matriz transferencia entre el
medio s y el medio s + 1, una vez mas se tiene la matriz de propagacién pero del medio s + 1
y asi continiia el método hasta la 1ltima transicién del medio x al medio 1. De esta forma la
matriz de la celda unitaria U puede escribirse como:

k—1

U = MaaPr [ [ Ma—s)nss)Prs. (2.3.7)
s=1

Por lo tanto, si el cristal se encuentra entre dos medios materiales, (eo, fo) v (€f, ps), la
matriz transferencia de toda la propagacion M queda descrita de la forma:

M = M, (My1) ™ UM M. (2.3.8)

Por medio de la cual, usando (2.3.5), pueden calcularse finalmente los coeficientes de trans-
mision y reflexion para todo el cristal en ambas polarizaciones:

o Reky |det M| (2.3.98)
~ ps Rekso | Moo .
M. 2
R = 7Mz; (2.3.9b)

Los cuales pueden ser usados para estudiar las brechas foténicas de la estructura plana pe-
riédica. En nuestro caso nos interesa conocer la matriz transferencia de un sistema con geometria
cilindrica, para el cual existen consideraciones que cambian aspectos importantes del calculo vy,
por lo tanto, los resultados. A continuacién extenderemos esta idea y construiremos la matriz
transferencia para un sistema anular.



CAPITULO

3

PROPAGACION EN UN MEDIO CON
GEOMETRIA ANULAR

El sistema descrito en la figura 1.1 difiere geométricamente del solucionado en el anterior
capitulo. En este caso estamos interesados en la propagacién de ondas cilindricas desde el origen
de cordenadas en direccién radial, en un sistema con simetria angular.

La primera diferencia relevante es que en este caso no es posible tener incidencia oblicua de
las ondas electromagnéticas, ya que al tenerse propagacion radial, las ondas electromagnéticas
impactan perpendicularmente las capas de la estructura, por esto se hace necesario redefinir la
polarizacién. Es conveniente hacerlo en términos del campo que se encuentre en direccién al eje
de simetria. Se denomina asi TE a aquellas ondas con el campo eléctrico en direcciéon z y TM
a aquellas en las que es el campo magnético el que tiene esta direccién, como se muestra en
la figura 3.1, de forma que se sigue cumpliendo que cualquier onda electromagnética cilindrica
arbitraria podra describirse como combinacién lineal de ambas polarizaciones sin pérdida de
generalidad.

TE ™

Figura 3.1: Redefinicién de la polarizacién TE y TM en geometria anular en funcién
del campo que se encuentra en direccién z.

13
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Asi, se empieza a construir la matriz transferencia desde un enfoque distinto al anterior:
solucionando las ecuaciones maestras para cristales foténicos [2] y aplicando condiciones de
frontera de forma que se puedan obtener las componentes de la matriz a partir de las soluciones
de la ecuacion de valores propios que describe el sistema.

3.1. Ecuaciones maestras en coordenadas cilindricas

Los cristales fotonicos, al ser arreglos peridédicos en funcién del vector posicién r, pueden ser
modelados a partir de un conjunto de regiones en las que cada material tiene constante dieléctrica
€ homogenea. Dependiendo de la caracteristica dispersiva de cada medio, dicha constante puede,
0 no, estar en funcién de la frecuencia de la onda transmitida w. Tomando en cuenta estas
dependencias, la constante dieléctrica del cristal debe ser descrita como e€(w) = €e(r,w). En
nuestro modelo tedrico no hay presencia de cargas libres, p = 0, ni corrientes de conduccion,
J =0, también se considera compuesto por materiales macroscopicos e isotrépicos, por lo tanto
D(r,t) = €pe(r,w)E(r,t). Considerando materiales no magnéticos, de forma que p = o en todo
el cristal, el indice de refraccién queda descrito como n(r,w) = (/€(r,w) y las ecuaciones de
Maxwell en nuestra heteroestructura adoptan la forma:

V-H(r,t) =0, VxE(r,t)—F/uLoaHa(?t): )
- (3.1.1)
V- [e(r,w)E(r,t)] =0, V x H(r,t) — eoe(r,w)T =0.

Haciendo uso de la linealidad de estas ecuaciones, las dependencias temporales y espaciales
son separadas expandiendo los campos en un conjunto de funciones arménicas. Se describen asi
los campos en la forma H(r,t) = H(r)e~ ! y E(r,t) = E(r)e~™*, por lo que la parte rotacional
de las ecuaciones (3.1.1) nos permite escribir:

V x E(r) = iwpoH(r), (3.1.2a)
V x H(r) = —iwepe(r,w)E(r). (3.1.2b)

En donde al calcular el rotacional de la ecuacién (3.1.2a) se puede llegar a una expresién de
la ecuacion maestra para el campo eléctrico:

1 w 2
Vv x [V xE@m)] = (£) E@®. 3.1.3
ooV IV B = () Bw) (3.3

En el caso en que se tome el rotacional de la ecuacién (3.1.2b) se llega también a una expresién
de la ecuaciéon maestra pero en este caso para el campo magnético.

Vx| v H(r)] = () ), (3.1.4)
e(r,w) c
las cuales son ecuaciones de valores propios para sus respectivos campos y su valor propio pue-
de ser asociado a la relacién de dispersién descrita en la ecuacién (2.1.4). Con el objetivo de des-
cribir nuestro sistema de transmisiéon unidimensional con geometria anular, se expresa el campo
electromagnético a partir de sus componentes en coordenadas cilindricas: E = E,é,+Eyés+FE. €,
yH=H,,+ Hyéys + H.&..

Debido a la redefinicién de la polarizacién, es necesario analizar cémo se construye la matriz
transferencia para el caso anular. Consideraremos inicialmente las ondas TE, las cuales se en-
cuentran polarizadas con el campo eléctrico en direccién z. Los campos se describen en términos
de sus unicas componentes no nulas: E = E.é, y H = H,&,+ Hzé,. De esta forma, la ecuacién
(3.1.3) adopta la forma:
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1 19> 10 (9 w2
—— =S5+t -5 |5 Er:—(—)Er. 3.1.5
o o o (00 )| B0 = (£) B0 (3.1.5)
Siendo esta la ecuacién maestra en coordenadas cilindricas para la componente z del campo
eléctrico. Ahora, tomando en cuenta la polarizacién TM los campos quedan descritos tinicamente

en sus componentes E = E,&, + Egé, y H= H.&., en este caso se obtiene la ecuacién maestra
en coordenads cilindricas para la componente z del campo magnético:

s (o) o )| 0= () mw. 619

Ambas son ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden, por lo que el objetivo ahora
es hallar sus soluciones.

3.2. Solucién de la ecuacion maestra por separacion de variables

Con el objetivo de hallar las soluciones de la ecuacién maestra en polarizaciéon TE, (3.1.5),
se observa que la dependencia espacial de la constante dieléctrica dificulta el proceso, por lo que
se analizard una sola capa del cilindro con constante dieléctrica homogenea, esto es €(w). Por el
método de separacién de variables suponemos una solucién de la forma: E,(p, ¢) = V(p)P(¢),
asi, la ecuacion maestra se escribe:

1 20(g) 1 9 [ V(D)) (w2 -
(¢) 0¢? +V(p)”87) (Pap>+(6) pe(w) =0, (3.2.1)

por lo que cada término debe ser igual a una constante para que la ecuacion diferencial siempre
sea nula. En el caso azimutal dicha constante debe cumplir ciertas condiciones para respetar la
fisica del modelo: primero, debe ser siempre un ntmero real no positivo para que la solucién
sea periédica, por eso se describe como —m? < 0 para todo m real. Por otro lado, m debe ser
siempre un nimero entero para asegurar que se vuelve al mismo punto al finalizar cada ciclo, es
decir, su periodo es multiplo entero de 27, por lo que m = 0,+1, 42, ... se denomina ntimero o
modo azimutal. De esta forma

1 2e(¢) 2 o

50 952 : (3.2.2a)
02D (o) B

952 +m2®(¢) = 0. (3.2.2b)

asi ®(¢) = €™ es una solucién particular. Por tltimo, remplazando (3.2.2a) en (3.2.1), teniendo
que (2.1.4) puede reescribirse como k? = ¢(w)w?/c? y definiendo u = kp, se llega a la expresién:

0%V oV
2 2 2
u 8u2+uf)u+(u -m*)V =0, (3.2.3)

la cual es una ecuacién conocida como ecuacién diferencial de Bessel de orden m [22].

3.2.1. Funciones de Bessel

La ecuacion diferencial

0 f(x of (x
2 82(2 ) +z J(;;) + (902

se conoce como ecuacion diferencial de Bessel de orden v [23]. Al ser una ecuacién diferencial
de segundo orden, tiene dos soluciones linealmente independientes, al primer tipo de soluciones
se les denomina funciones de Bessel de primera especie de orden v:

—v?) f(z) =0, (3.2.4)
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o (—1)* T 2k+v
J(z) = kzo IR CERT (5) : (3.2.5)

las cuales son finitas en el origen para v no entero no negativo, y divergen en el limite
x — 0 para v negativo no entero. Si v no es un entero, entonces .J, y J_, son linealmente
independientes, por lo que la solucién de la ecuacién diferencial de Bessel es una combinacion
lineal de ambas funciones. En caso contrario, v coeficiente entero, se cumple J_, = (—=1)"J,,
por lo que la solucién no puede estar dada por funciones linealmente dependientes. En este caso
se introducen las funciones de Bessel de sequnda especie de orden v:

Jy(x) cos(vm) — J_,(x) .
sin(v) » VN (3.2.6)
Y, (z) = lim Y, (x), neN

v—n

Y, (z) =

también denominadas funciones de Neumann o Weber, las cuales divergen en el origen z = 0.
Asi, para v entero, la solucién de la ecuacion diferencial de Bessel es una combinacion lineal
de funciones de Bessel y Neumann: f(x) = A,J,(x) + B,Y,(x), siendo A, y B, constantes que
dependen de las condiciones iniciales. Ambas funciones tienen como propiedad la identidad de
Abel, segin la cual su wronskiano es igual a

W [J,(2),Y,(2)] = J,(2)Y.(2) — J,(2)Y,(z) = — (3.2.7)
De esta base del espacio de soluciones de la ecuacién de Bessel pueden describirse soluciones
particulares denominadas funciones de Hankel o funciones de Bessel de tercera especie de orden
v, definidas de la forma:

HW (z) = J,(x) + i, (2), (3.2.8a)
HP(2) = J,(x) — iV, (). (3.2.8b)

Estas soluciones son cominmente usadas para ecuaciones de ondas convergentes y divergentes
en sistemas cilindricos simétricos, como es nuestro caso. Es facil mostrar a partir de la propiedad
(3.2.7) que el wronskiano de las funciones de Hankel es igual a:

43
T

W (HD (z), HP ()| = HD (2)H, ) () — H,W (@) H (z) = (3.2.9)

Asi, la parte radial del campo eléctrico V' (p) tiene dos soluciones linealmente independientes,
como m es una constante entera estas soluciones son combinacién lineal de funciones de Bessel
Jm(kp) y funciones de Neumann Y,,(kp), por lo que la solucién total para el campo eléctrico
polarizado transversalmente puede escribirse de la forma:

E.(p,§) = V(p)®(¢) = [ATpn(kp) + BYn(kp)] €™, (3.2.10)

siendo A y B constantes determinadas por las condiciones de frontera. Siguiendo este mismo
orden de ideas, se puede probar que la solucién de la ecuacién maestra (3.1.6) para el caso de la
polarizacién TM puede escribirse como:

H.(p, ) = [CTm(kp) + DYru(kp)] €™, (3.2.11)

con C'y D también constantes dadas por las condiciones de frontera.
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3.3. Construccion de la matriz transferencia

La solucién para el campo eléctrico tiene la forma: F,(p, ¢) = V(p)e™™?, siendo V(p) una
combinacién lineal de funciones de Bessel y Neumann. Escribiendo la ecuacién (3.1.2a) en coor-
denadas cilindricas, y recordando que se describe la transmision de las ondas de forma perpen-
dicular al eje de simetria por lo que se anulan todas las derivadas con respecto a z, se llega a las
ecuaciones:

K OF. _L@EZ
wpiop O ¢

= 3.3.1

a partir de las cuales es posible obtener todas las componentes de la onda electromagnética en
el cristal en funcién de la solucién de E,. Para construir la matriz transferencia se reemplaza la
solucién obtenida por separacién de variables en (3.3.1), obteniendo:

m .
— ime¢
H, qupV(p)e , (3.3.2a)
i OV(P)\ ime im
H == —_— mm = mm 3.
¢ (wuo Bp >e U(p)e™?, (3.3.2b)
siendo
U(p) = ip [AJ},(kp) + BY,,(kp)] (3.3.3)

linealmente independiente a V(p), con p = \/6/7 la admitancia intrinseca de la capa y ¢ la
permitividad eléctrica del material; es importante notar que en este caso, la notacién J,, (kp) se
refiere a derivacién con respecto a kp, esto es 0J,,(kp)/kdp. Es posible deducir de (3.3.2a) que
para m # 0 la componente radial del campo magnético es diferente de cero, por lo que al flujo
enrgético en direccion radial se le adiciona un flujo de energia que circula al rededor del cristal
[24].

Al ser V(p) y U(p) soluciones de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden, pueden
ser escritas como combinacién lineal de dos soluciones linealmente independientes: Vi(po), Va(po)
y U1(po), U2(po), con los siguientes valores definidos en un punto py del cristal.

E-0 )0 e

De forma que para obtener las soluciones de V(p) y U(p), en cualquier punto p del cristal,
bastarfa con multiplicar la matriz de las soluciones de (3.3.4) por una matriz columna de los
valores iniciales, esto es

V(P)) (Vl V2> <V(Po)> TE (V(PO)>

— =M , 3.3.5
(o) = (& &) (wim Upo) (335)
siendo MTF 1a matriz transferencia de nuestro sistema cilindrico con polarizacién TE. Debido a
que las soluciones de las funciones V(p) y U(p) fueron previamente obtenidas por funciones de
Bessel, bastaria reemplazar las condiciones definidas en py para determinar todos los componen-

tes de la matriz transferencia, en una sola capa, entre un punto pg y otro p del cristal. Primero,
la condicién inicial a la izquierda de (3.3.4),

{Aljm(kpo) + B1Ym(kpo) = 1 (3.3.6)

ip [A1J}, (kpo) + B1Y,, (kpo)] =0
Usando la propiedad (3.2.7), es fécil verificar que:

™ ™
A1 = §kp0Y7;1(kp0), By = —§kp0J;n(kpo). (337)



Capitulo 3. Propagacién en un Medio con Geometria Anular 18

De igual forma para la condicién inicial de la derecha de (3.3.4),

AQJm(kp()) + BgYm(kp()) =0 (3 3 8)
ip [AaJl, (kpo) + BaYy, (kpo) =1
se obtienen las constantes:
Tk Tk
Ay = i——poYm(kpo), By = —i——poJm(kpo), 3.
2 =5, P0 (kpo) 2 Z2pPoJ (kpo) (3.3.9)
por lo que las componentes de la matriz transferencia son:
T
Vi = M{Y" = “kpo [V (kpo) Jm(kp) — 1, (Kpo) Y (Kp)]
Tk
Va = Miy" = —iz—po [T (kpo) Yo (k) — Yon (kpo) T (kp)]
p (3.3.10)

e

Ur = My =iz kppo Y, (kpo) T3 (kp) = Ty (po) Vi (kp)]
T

Us = Myy” = 5 kP [Jin(kpo) Yo (kp) — Yo (kpo) Ty, (kp)] -

Es posible probar que para polarizaciéon TM se llega al mismo resultado para la matriz transfe-
rencia, solo que en dicho caso se alternan p < €, por lo que p = \/;% y en este caso se denomina
impedancia intrinseca [25]. Como se aclaré al principio, esta es la matriz transferencia para una
sola capa uniforme, debido a la continuidad entre capas uniformes de los componentes perpendi-
culares a la transmision, estos son E, y Hy, la matriz transferencia a lo largo del cristal foténico
se obtiene mediante el producto de las matrices transferencia de cada capa, esta operacién se
llevard a cabo a continuacién en la base de ondas propagantes, sin embargo se calculard primero
el determinante de M. Para esto es necesario usar la propiedad (3.2.7), obteniendo:

det [MT®] = MLEMEE — MEFMEE = 22 (3.3.11)
p
lo cual refleja que, en nuestro sistema cilindrico, se conserva la energia total transportada por
la onda transmitida en el cristal a medida que aumenta el radio y disminuye la amplitud [24].
3.4. Matriz transferencia en la base de ondas propagantes.

Como fue discutido anteriormente, las funciones de Hankel son solucién de la ecuacién dife-
rencial de Bessel, siendo estas particularmente ttiles en la descripcién divergente y convergente
de las ondas electromagnéticas en el cristal foténico cilindrico. Asi, es posible describir las com-
ponentes de los campos en el caso divergente como:

B = Ay (kp)e' (3.4.1)
HT =i AH/(I)(k ) ime T
é pAllm “(Fp)e
y el caso convergente se escribe:
E; = AH,(,%)(k:p)eim‘;5 349
H; = ipAHY) (kp)eim? (342)
) pAllm “(Rp)e

De forma que las componentes £, y Hy pueden escribirse como superposicion de estas soluciones,
obteniendo:

E,=Ef+E], (3.4.3a)
Hy = ip[CYEF + CPE]), (3.4.3b)
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siendo C1? = H;,Slg)(kp) /Hr(r}g)(kp), soluciones a partir de las cuales puede plantearse la
siguiente ecuacién matricial:

(Hqs) N (z’pa‘ﬁ) z‘pC,Sf)) <E—) =W ( E2> ; (3.4.4)

con WTE la matriz transferencia en la base de ondas propagantes con polarizacién TE. Més
adelante sera necesario conocer la inversa de esta matriz, la cual puede calcularse de la forma:

-1
WEE WLE det [WTE) \ -W4LF  WlE |° o

por lo que para hallarla primero se obtiene su determinante usando el wronskiano de la ecuacion
(3.2.9) en el proceso, se tiene asi:

4 1 1
det [WTP] = ——— ) (3.4.6)
m kop 13 (kp) HyY (kp)
con ky = k/p = wpo/\/€o. Por lo que la inversa de la matriz transferencia es:
TEN-1 _ T (1) (2) ipCy —1
(WTE)™" = —kopHY) (kp)H (kp) | "y, : (3.4.7)
4 —ipCh 1

Ahora consideramos el caso en el que una onda electromagnética pasa de una capa [ a la siguiente,
[ + 1, la transformacién del campo al atravesar la frontera obedece la condicién de continuidad
de los componentes tangenciales, esto es (E., Hé)T = (ESH), HéHl))T, la cual puede escribirse

en términos de la ecuacién (3.4.4) como:

Et ET EY -1 E* ET
WTE ( Z_l) _ WTE Z_(l+1) N Z_(l+1) — WTE % WTE ( Z_l) _ NTE ( Z_l) )
l E ; (1+1) Ez(l-l,-l) Ez(l-l,-l) < (l+1)> l Ezl l ?zl )
3.4.8

Identificamos a N;‘FE como la matriz transferencia al pasar de la capa [ a la capa siguiente [ + 1,
en la base de ondas propagantes. Usando (3.4.4) y (3.4.7) no es dificil hallar

@ ) @) @

T Pa+1)C,n -nC,; prasC,, -mC,,

N = szopHﬁr})(k(z+1)P)Hﬁ)(k(z+1)P) ( ( (1)) By ™ ( (2)) Gy ™
PG _p(l+1)0m(l+1) nChi _p(l+1)Cm(z+1)

(3.4.9)

con k; = /€ (w)w/c el nimero de onda en la capa l y Cfgl) = H,/?(ln)(klp)/Hr(,?)(klp).

Para finalizar, en el caso en el que se quiera estudiar la propagacién de una onda en una capa
uniforme en la base de ondas propagantes, se tendria que solucionar un sistema de la forma:

+ +
(Ez_(p)) =T (Ei(p°)> : (3.4.10)
Ez (p) Ez (pO)
donde T se define como la matriz transferencia a través de una capa uniforme desde pg hasta p.
Usando las ecuaciones para el campo eléctrico en (3.4.1) y (3.4.2) es facil verificar que:

H (kp)

(1)
T — | # (keo) o |- (3.4.11)

HY (kpo)
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3.4.1. Coeficientes de reflexién y transmisiéon

Suponemos la transmision de una onda divergente de amplitud 1 que atraviesa el cristal de
la capa | a la capa [ + 1, esto produce una onda transmitida de amplitud t; y otra parte, con
amplitud ry, se refleja como se muestra en la figura 3.2.

Figura 3.2: Transmisién de una onda electromagnética en un medio conformado por
capas cilindricas, al pasar de un medio [ al siguiente [ 4+ 1, una parte se transmite tq
y la otra se refleja r4.

La representacién matricial de la forma (3.4.4) para este caso es:

" <1) (NEF N><1>
=N = , 3.4.12
(o) c ) T \gE NgE) (3:4.12)

de forma que los coeficientes de transmisién y reflexiéon son

det [NT'F 4i
4= eN[Tflf - M Y 0 @Y’ (3.4.13a)
122 mhopHuy' (kip) Hr (Kip) (p(z+1)Cm(l+1) —Plsz)
(1) (1)
_ _Ng{; ) Cig1) — P10
ra= =37 = B O (3.4.13b)
22 PGy — p(l+1)0m(l+1)
respectivamente. Del caso andlogo para una onda convergente se obtiene:
det [NI'F 4i
L= e]\L_ml; | _ = 5 ! o Gy (341a)
122 mwhkopHm’ (kay1yp) Hm (kq41)p) (p(z+1)0m(l+1) —plle)
) @)
NTE  pay1)C, -mC,,
po = —SRL I+ = m(i+1) L (3.4.14b)

TE 2 1
Niza plCr(nl) _p(lJrl)C'r(n()l—l-l)
3.4.2. Coeficientes de reflexién y transmisiéon para estructuras cilindricas en
capas

El cristal foténico cilindrico a evaluar se encuentra sumergido entre dos medios, un medio
incial para valores 0 < p < pg con indice de refraccién ng y un medio final para py < p < o0,
siendo py el radio total del cristal cilindrico, con indice de refraccién ny. Dicho sistema se
representa en la figura 3.3.
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Figura 3.3: Transmisién de una onda electromagnética de amplitud 1 en un cristal
cilindrico desde el centro del cristal, con indice de refraccién €g, hasta el medio externo,
con indice de refraccién 5. Una parte de dicha onda se transmite tq y la otra se refleja
Td.

El dltimo célculo tedrico se centra en obtener los coeficientes de reflexién y transmision de
todo el cristal, con este objetivo se describe la onda incidente y la reflejada en el medio inicial
con ayuda de la ecuacién (3.4.4):

1 1 (1) 14+7rg (3.4.15)
ipoq% ipng()) re) ipoCﬁ()) + iponjgrd ’ o
de igual forma para la onda transmitida en el medio final:
1 1 tq td
= 3.4.16
(o ) ()= (i) (3410
por lo tanto
1 + Tq TEN—1 td
. . = (M . . 3.4.17
(ZPOC% + ZPOC,S%M) ( ) prcr(i}td ( )

Usando (3.4.5) se puede obtener (MTE )_1 y, a partir de la derivacion de los coeficientes de
transmisién y reflexién para la onda divergente en (3.4.13), se puede llegar a la solucién:

_ 1
det [(17F) ] 4 (s pHSY (kop) HEY (kop) )
fa = M; T (i 0D — Y + im0 (oD 2 — ag ) (3:4.182)
22 tPoCno My 21 ) TG (W0CmoMs 22

gy (M= inoCloMiy ) +iprClyy (Mg — ipoCla My )

My . (3.4.18b)
/
My, (ipOC'T(j())Mh — Mél) + z’pr,(nlJ)c (ipocr(ng{Q - MéQ)

rd =

De forma analoga es posible hallar los coeficientes para la onda convergente. Para obtener
los coeficientes en polarizacion TM solo es necesario hacer los intercambios i <> —i y p <> € [25].
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3.5. Implementacién del modelo en el método numérico

Usando las construcciones anteriores, es posible tener una imagen clara de los detalles fenome-
nolégicos de nuestro sistema. Sin embargo, para llevar a cabo el estudio numérico es importante
optimizar lo méaximo posible la descripcién tedrica para minimizar el tiempo y la complejidad
del célculo. Con este fin en mente, volvemos a las ecuaciones (3.3.1), que en polarizacién TM
tendrian la forma:

P wep 09 7 T we 0p

El siguiente paso es aplicar la condicién de frontera de la continuidad de las componentes

tangenciales, para esto usamos las soluciones de la ecuacién parcial diferencial de Bessel en
polarizacién TE y TM en la base de ondas propagantes para la capa j-ésima.

i OH, o _ i 0m,

(3.5.1)

(B.); = |A;HD (hsp) + By HE (ki) | €2, (3.5.2)
(H.); = |G H (kip) + DD (kip) | ™. (3.5.2D)

En el caso de la componente ¢ aplicamos la relacién de dispersion a las componentes Hy de
(3.3.1) y E4 de (3.5.1) y remplazamos las soluciones (3.5.2), obteniendo

2
(Ho); = iw== | A;HD (k;p) + B;HP (k;p) | ¢, (3.5.32)
J
1 .
(Eq); = iwpto— | CH (kyp) + DyH,P (ki) | ¢, (3.5.3b)
J

donde en este caso ' denota la derivada sobre p. Asi, por la condicién de frontera de las
componentes perpendiculares, se debe cumplir para las ecuaciones (3.5.2a) y (3.5.3a) que para
polarizacién TE es

A HD (kjp) + BiH (kip) = Ajsr HO (kjy1p) + By HSY (kjyap), (3.5.4a)
n;? /(1) n;” 1(2) 1’ /(1) nj+1” 1(2)
——AjH, 7 (kjp) + ——BiHp™ (kjp) = AjrHy (kjap) + Bj1Hy” (kjp),
kj kj kj+1 kjt1
(3.5.4b)
y para las ecuaciones (3.5.2b) y (3.5.3b) que para polarizacién TM es
CiH (kjp) + DyHD (kjp) = CjaHE) (kjy1p) + Dy  HY (kjt1p), (3.5.5a)

1
k;

1 1 1
CHD (kjp) + ngva(f)(ij) =T 1Cj+1H£§1)(kj+1ﬂ) + —Dj HP) (kjs1p), (3.5.5b)
J

J+ ki1

que puede reescribirse como

Hy (kip)  Hy (k) <A> () Hy (ky1p) <A)
na 1 . 2 = - 1 n; 2 )
T H (kip) P (kip) ) \B) ;2 H (hyap) 2 H (hiap) ) \B) 1,

kji1 kjt1
(3.5.6a)

() HE (ki) <c> _( HR ) D) <C>
/ / o ! ; .
kinn(l)(kjﬂ) %Hn(l)(kjﬂ) D)~ \gtm (kisip) g ) (kjap) ) \D) 4

j+1 kj+1
(3.5.6b)
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De forma que, siguiendo la légica de los céalculos anteriores, puede obtenerse las matrices
transferencia en la capa j efectuando

D (k;11p) B2 (np) \ [ HD ;) HE (k;p)
MTE =\ 2m ,(1§+1p n. 2m ,(2§+1p n.2 m/(l)] n.i2 m/(2)j R (357&)
J o Hm (kjap) G- Hm (kjgp) T Hm (kjp) 5 H™ (Kjp)

HD (k;41p) HOGip) \ [ H (kip)  HD(kip)
MM = [T e R a2 ey )L (3.5.b)
! kHle (kj+1/)) kHle (kj+1/)) ;T].Hm (kjp) ]T].Hm (kjp)

Asi, segin la subseccién 2.3.2, el siguiente paso es definir una celda unitaria, mas en este caso
no es posible ya que las propiedades de las capas varian al aumentar el radio como es propio de
las estructuras con geometria cilindrica. Esto anade un grado de complejidad al método numérico
ya que se deben calcular tantas matrices transferencia como capas hayan en nuestro sistema,
sin embargo se tiene a favor el hecho de que no es necesario incluir en este caso las matrices de
propagacion ya que las componentes de estas nuevas matrices transferencia incluyen funciones
de Hankel, como puede verse en (3.4.11), las cuales, en su dependencia radial, describen tanto la
propagacién como la transicién entre capas [24]. Asi, la matriz transferencia de un cristal anular
en el que se tiene una periodicidad de x materiales repitiéndose IV veces, se calcula como:

kN kN
M™F = T ™MER M"Y = T M. (3.5.8)
j=0 Jj=0

y a partir de esta se obtienen los coeficientes de reflexién usando (2.2.12) en polarizacién TE
y (2.2.16b) en polarizaciéon TM.



CAPITULO

4

DESCRIPCION DE LOS
SUPERCONDUCTORES

Los materiales superconductores son aquellos que por debajo de cierta temperatura critica T,
presentan dos propiedades caracteristicas: cero resistencia eléctrica y diamagnetismo perfecto.
Este fenémeno fue descubierto por H. Kamerlingh Onnes en 1908 al observar que bajo 4,15K la
resistencia ohmica del mercurio se desvanecia por completo, iniciando el campo de estudio de los
superconductores [26]. A partir de este hallazgo se han encontrado materiales con temperaturas
criticas cada vez mas altas, este es el caso de los compuestos de cobre como el YBasCuzOr_s
(YBCO), el cual fue el primer material encontrado cuyas propiedades superconductoras empie-
zan a aparecer por encima de la temperatura de condensacién del nitrégeno [27], abriendo el
paso al campo de los superconductores de alta temperatura.

Comprender este tipo de materiales es crucial para una correcta descripcién e incorporacion
al modelo que sea usado para estudiar nuestro cristal foténico. Se iniciara describiendo el modelo
de los dos fluidos, usado como marco tedrico para empezar a plantear las ecuaciones que describen
la interaccion entre campos electromagnéticos y superconductores, como lo son las ecuaciones
de London y la teoria de Ginzburg-Landau. Por 1iltimo, se obtiene el indice de refraccion de los
superconductores ya que este debe ser incluido dentro de la matriz transferencia previamente
construida para estudiar las brechas foténicas del cristal.

4.1. Modelo de los dos fluidos

Un superconductor puede ser modelado como un material compuesto por una mezcla de
dos fluidos de electrones con propiedades distintas: el primer fluido es de electrones normales y
el segundo de electrones superconductores o superelectrones; estos ultimos con carga e*, masa
efectiva m* y densidad 7} dados por las relaciones:

24
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e’ = 2e, (4.1.1a)

m* = 2m, (4.1.1b)
L 1

s = 5s- (4.1.1c)

Siendo e y m la carga y masa de los electrones normales!, respectivamente, y 7, la densidad
electronica de los superelectrones; debido a fluctuaciones en 74 se tendria que la forma general
de (4.1.1c) es ng*x < 37, y la igualdad se da en el limite 7' = 0 [27].

Estos dos fluidos coexisten y estan mezclados en el material pero no interactian entre ellos.
La densidad electrénica total 1 en el superconductor seria entonces la suma de las densidades de
los electrones normales 7, y los superelectrones 7,. Muy por encima de la temperatura critica
todos los electrones se comportan normalmente, por lo que n = 7,, siendo ns = 0, pero al
disminuir la temperatura por debajo de su valor critico los electrones empiezan a transformarse
gradualmente en superelectrones, lo que describe una dependencia de la densidad en funcién de
la temperatura de forma que:

n=nn(T) +ns(T), (4.1.2)

siendo 7 constante. Se tendria asi que a T" = 0 todos los electrones se comportan como super-
electrones por lo que n = n,, siendo 7, = 0. Esta dependencia se encuentra esquematizada en la
figura 4.1 y puede ser estudiada a partir de las ecuaciones de London y la teoria de Ginzburg
Landau.

ne(©)

Temperature

Figura 4.1: Densidad de los superelectrones 7 en funcién de la temperatura 7'. 1,(0)
es igual a 7, esta disminuye a medida que aumenta la temperatura anulandose en
T = T.. Las lineas punteadas muestran el comportamiento de 9n;/9T, en T = 0 se
anula y en T' = T, toma un valor negativo que aumenta con 7 y disminuye con T,
ambas constantes asociadas al material superconductor [27].

'Esta imagen cldsica de los superelectrones, desarrollada en 1950, fue descrita cudnticamente por la teorfa
BCS, 7 afios después, a partir de pares de electrones, denominados pares de Cooper. Ambas teorias coinciden en
las magnitudes de la masa, carga y densidad de los superelectrones/pares de Cooper, sin embargo, para nuestro
caso vamos a quedarnos con la descripcién clasica ya que es el marco tedrico en el que estd modelado nuestro
sistema.
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4.2. Ecuaciones de London-London

Dentro de un superconductor no pueden existir campos magnéticos constantes ya que estos
materiales son diamagnéticos, por lo que las lineas de campo rodearan el superconductor en
vez de penetrarlo; este fendmeno es conocido como efecto Meissner, figura 4.2, y fue descrito en
1933 por Meissner y Ochsenfeld [28]. En 1935 los hermanos Fritz y Heinz London trabajaron en
una descripcién de los fenémenos magnéticos en superconductores obteniendo como resultado
las ecuaciones de London-London.

i

ﬂ\
Figura 4.2: Representacién de un material superconductor en presencia de un campo

magnético estatico, las lineas de campo rodearan al cuerpo y no lo penetrardn debido
al efecto Meissner [26].

Se inicia modelando la interaccién entre un campo eléctrico E y una carga e* con masa
efectiva m* y velocidad v en un metal, esta dindamica se describe a partir de la ecuacion de
Drude-Lorentz la cual es la ley de Newton para el electrén cuya constante de amortiguamiento
es T, asi:

1
m* (\'f + v> =¢"E, (4.2.1)
T

despreciando el segundo término ya que para un conductor perfecto 7 — oo. Teniendo la
densidad de corriente superconductora J5 = nse*v, (4.2.1) puede reescribirse de la forma.

*2
j, =" g

o (4.2.2)

)

a la cual se le conoce como primera ecuacion de London. Luego se calcula el rotacional de
la derivada temporal de la ley de Ampere-Maxwell

VX(VXH):VXJS+VXﬁ (4.2.3)
y, a continuacién, se remplaza (4.2.2) en (4.2.3) y se usa la ley de Faraday para obtener
: 1107 .
V x (v X H) _ <AL2 + CQW) H, (4.2.4)

definiendo

i m*

como la longitud de penetracion de London. Integrando (4.2.4) una vez con respecto al tiempo,
se llega a la segunda ecuacion de London, mejor conocida simplemente como ecuacion de London:
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V x (V x H) + LR N P (4.2.6)
A2 o) T =

Una derivacion alternativa puede llevarse a cabo calculando la energia libre del superfluido

descrito en la seccién 4.1 [29]. En el caso no dependiente del tiempo se anula la derivada temporal,
quedando con la ecuaciéon de London:

1
Vx (VX H)+ 3H=0. (4.2.7)
L

4.3. Superconductor en un campo magnético

Usaremos el resultado anterior para analizar el comportamiento de un campo magnético
dentro de un superconductor. Para este fin descomponemos las componentes del campo en sus
partes perpendicular y paralela a la superficie superconductora como muestra la figura 4.3.

e

Figura 4.3: Incidencia de un campo magnético H, a) perpendicular y b) paralelo a la
superficie del superconductor.

a)

4.3.1. Campo perpendicular al superconductor

Como se observa en la figura 4.3a, el campo incide perpendicular al plano zy. Por la ley
de monopolos magnéticos V - H = 0, por lo que 0H,/0z = 0, de forma que H, es constante.
De la ley de Ampere-Maxwell V x H = J se tiene que el primer término de la ecuacién (4.2.7)
se anula, por lo que H no tiene otra alternativa méas que hacerse cero, esto significa que en un
superconductor no es posible tener la incidencia perpendicular de un vector de campo magnético
[29].

4.3.2. Campo paralelo al superconductor

En el caso de la figura 4.3b, el campo magnético tiene la forma funcional H = H(z)y. Usando
la identidad vectorial Vx Vx H=V(V-H) — (V- V)H, (4.2.7) puede reescribirse como:

V’H — %Hzo,
A

L
o H, ) LH iy (4.3.1)
022 )\L2 y— =
Cuya solucién es:
H(z) = H,(0)e ¥, (4.3.2)

con Hy(0) la intensidad del campo en la superficie del superconductor. Este resultado muestra
que, a pesar del efecto Meissner, se tiene la incidencia de un campo magnético estatico paralelo
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a la superficie del superconductor, sin embargo tiene forma de onda evanescente con tasa de
decaimiento dada por Az, [29], este efecto se esquematiza en la figura 4.4.

Figura 4.4: Onda evanescente del campo magnético al ingresar a un superconductor.
El decaimiento exponencial estd mediado por la tasa de decaimiento Ar.

Por lo tanto, esta constante definidad en (4.2.5) es una medida de qué tanto puede incidir
un campo magnético en el material superconductor, teniendo generalmente valores que no su-
peran los cientos de nanémetros [27], por lo que puede ser despreciada a menos que se estudie
el comportamiento en la frontera o se tengan capas superconductoras delgadas cuyo espesor
sea del orden de Ar. Ahora bien, debido a la ecuacién (4.1.2) el apantallamiento del campo
deberia verse afectado ante cambios de temperatura, puesto que a medida que nos acercamos
a la temperatura critica el material empezaria a perder sus propiedades superconductoras, per-
mitiendo que el campo magnético tenga una incidencia méas profunda en el material; de aqui
que A, = A(T). Esta dependencia ha sido ampliamente estudiada a partir de leyes empiricas y
datos experimentales [29, 30, 31], a continuacién desarrollamos el planteamiento llevado a cabo
en la teoria de Ginzburg-Landau para describir dicha dependencia.

4.4. Teoria de Ginzburg-Landau

En el modelo de Landau (1936), el cual se usa para describir transiciones de fase de segundo
6rden (sin calor latente), se asume que estas se describen en términos de un pardmetro de orden
que se anula por encima de la temperatura critica pero toma valores distintos de cero para los
valores de temperatura en los que se da la transicién [32]. Este modelo fue usado inicialmente para
estudiar transiciones ferromagnéticas, sin embargo en 1950, Ginzburg y Landau aprovecharon
este enfoque para estudiar la dependencia con la temperatura en sistemas superconductores,
dado que la transicién de fase de estos es de segundo orden [29]. Se asume asi, que el pardmetro
de orden es una cierta funcién de onda macroscépica compleja ¢ y, a partir de esta, se expande
hasta cuarto orden la energia libre de Gibbs del sistema,

F=F(T)+alp* + %BI@/)I“. (4.4.1)

Generalizando esta expresion, teniendo en cuenta gradientes de energia, campo magnético
aplicado e interaccion entre las cargas y el campo electromagnético, la minimizacién de la energia
libre nos conduce a las dos ecuaciones de Ginzburg-Landau:
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h2 ie* 2
“omr [V - hA<r>] D(r) + app(r) + B(r)[Ph(r) = 0, (4.4.2a)
ie* o*2
T [ (1) V() — )T ()] — S ()PA () = (). (4.4.2b)

En el caso de un superconductor uniforme sin presencia de campo magnético, la ecuacién (4.4.2a)
tiene como soluciones: [1h| = 0 y || = (—a/B)Y/2. Para modelar la transicién de fase supercon-
ductora, 8 puede ser una constante positiva y se exige que o« = a(7") sea una funcién cuyo signo
cambie en T' = T, asi:

a=qa(T -1T), (4.4.3)

con a constante, por lo que las soluciones quedan de la forma:
0 , T >1T,
= 1/2 ) 4.4.4
] (a(Tc[;T)) T <T, ( )
De la ecuacién (4.4.2b) se tiene que para un superconductor uniforme

J(r)=—

6*2
— [ (r)*A(r), (4.4.5)

pero usando la ley de Ampere-Maxwell en el primer término de la ecuacién de London (4.2.7),
v uoH =V x A en el segundo término, puede llegarse a

*2
J(r) = - nA®). (4.4.6)

m*

Comparando estos ultimos dos resultados, se llega a que el médulo al cuadrado del pardame-
tro de orden es la densidad superelectrénica y por tanto, segun (4.2.5), la dependencia con la

temperatura de A\;, estaria dada por:
G
2
1—— . 4.4.7
(1-7) @47)

_(_m'B
/\L(T) N (uoe*QaTc>

Tomando su valor minimo en T" = 0 y divergiendo en 7' = T, lo que da cuenta de la pérdida
total del diamagnetismo en el material [29]. Debido a que la expresion (4.4.3) es completamente
arbitraria, pueden ser usadas otras expresiones empiricas que se ajusten mejor a los resultados
experimentales debido a que se ha observado que la dependencia temporal de Az (7T') estéd supedi-
tada a las propiedades del material [33]. En el modelo de Gorter-Casimir para superconductores
convencionales se propone:

D=

A(T) = T (4.4.8)
(%)

donde A\g es la longitud de penetracién de London a T' = 0, p es igual a 2 para supercon-
ductores de alta temperatura? (T, > 77K) e igual a 4 para los de baja temperatura (7. < 77K)
[31]. No obstante, trabajar con p = 4 para superconductores de alta temperatura es un muy
buen ajuste dados ciertos parametros [17]. Otros autores incluso operan con p = 3 [6].

2Los superconductores cuya temperatura es superior a las 77K son denominados de alta temperatura, ya que
a este valor el nitrégeno alcanza su punto de ebullicién, por lo que es posible mantener un material en estado
superconductor en un bano de nitrégeno liquido.
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4.5. Indice de refraccion de un superconductor

Dado el marco tedrico presentado hasta ahora, es posible describir la propagacién de las
ondas electromagnéticas en un medio dispersivo. En el caso superconductor, se ha modelado
como un fluido de particulas cargadas donde los portadores de carga son superelectrones, por lo
que es posible establecer la analogia con la propagacion electromagnética en un plasma [34].

Si las longitudes de onda son lo suficientemente largas como para que contengan muchas
distancias interatémicas entonces es posible estudiar la dependencia del indice de refraccion
superconductor ng a partir de una descripcién clasica. La fuerza que actia sobre cada super-
electrén en el limite no relativista estd dada por e*E(r,t) = m*v. Asi, usando la definicién de
Js, la ley de Ohm y la ecuacién (4.2.5), puede deducirse de (2.1.1a) que la conductividad del
superconductor se expresa como:

1
o =

donde w es la frecuencia de la onda electromagnética. Asi, el indice de refraccién complejo

n(w) = c\/pey /1 + i% (4.5.2)

para el material superconductor, dependiente de la longitud de onda, queda descrito de la
forma:

na(A) = 1 /1 — (2:&)2. (4.5.3)

De esta expresién es importante resaltar dos resultados: el indice de refraccién depende de
AL, v esta a su vez es una funcion de la temperatura como se discutio en la seccién anterior, por
lo que n(A\) = n(A,T). Por iltimo, se puede notar que a temperatura fija existe una longitud
de onda A = 27\ en la cual el indice de refraccién se anula y, a partir de alli, empieza a
tomar valores complejos. Este valor se denomina A, por su nombre en inglés lambda threshold,
y tendra importantes efectos en los espectros de reflectancia.

4.6. Brecha energética superconductora

Aunque la teoria de Ginzburg-Landau describe apropiadamente los fenémenos macroscépicos
de la superconductividad, es necesario describir estos materiales desde un punto de vista mi-
croscépico para entender ciertos fendmenos. De esto se encargaron John Bardeen, Leon Cooper
y John Robert Schrieffer al desarrollar la teoria BCS de la superconductividad en 1957 [35].

En el estado base normal, los electrones ocupan por completo todos los estados por debajo
de la energia de Fermi, cuando estos no interactian entre ellos se tiene el mar de Fermi, en el
cual pequenas excitaciones arbitrarias tienen lugar permitiendo que un electrén esté por encima
de la superficie de Fermi. La teoria BCS supone una interaccién atractiva entre electrones, la
cual produce que este nuevo estado base esté separado de los estados excitados por una brecha
energética de valor E, [36].

De esta forma, la ocupacién de los estados se da en forma que si el estado con vector de
onda k y spin up estd ocupado, entonces el orbital con vector de onda —k y spin down también
lo esta, y viceversa. Esta configuracién en dios de electrones se denomina formacién de pares
de Cooper, los cuales al tener spin nulo obedecen la estadistica de Bose-Einstein [36]. El estado
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fundamental de pares de Cooper tiene una energia menor que el estado fundamental normal, por
eso este ultimo se dice inestable con respecto a la formacién de pares de Cooper y en T' =0 la
banda ma&s baja se encuentra completamente ocupada por estos pares. Sin embargo, para T > 0
se producen excitaciones promoviendo los electrones a estados méas energéticos, mas para poder
ocupar estos estados es necesario que el par de Cooper se rompa quedando finalmente dicha
banda con dos nuevos electrones normales individuales y no interactuantes [27].

En este orden de ideas, una radiacién incidente con energia superior a E, romperia los pa-
res de Cooper del material destruyendo localmente el estado superconductor [37]. Esto podria
representar un problema relevante ya que de la razén adimensional de la teoria BCS se tiene la
aproximacién Ey ~ 3,528kpT [27]. Para superconductores de alta temperatura como el YBCO
dicho valor se encuentra al rededor de los 30meV y la energia de radiacién de un laser en el
espectro visible es del orden de 3eV, esto es 100 veces mayor a la energia necesaria para romper
los pares de Cooper [38]. Sin embargo, experimentalmente pueden tomarse dos consideraciones
en cuenta para evitar este problema:

La muestra puede ser irradiada con un laser de potencia menor a cierto valor que permita
al material mantenerse en el estado superconductor, esta fue la estrategia usada por Luz E.
Gonzéalez y su equipo al trabajar experimentalmente con cristales foténicos con componentes
superconductores siendo radiados por un laser en el espectro visible, observando que no se tienen
mas que fluctuaciones térmicas y, para una potencia menor a 10mW, la interaccién radiacién-
materia no altera la superconductividad del YBCO permitiendo que el cristal foténico radiado
conserve sus propiedades superconductoras [38]. Por tltimo, es importante garantizar que el
material se mantenga en un bano térmico de forma que la temperatura se mantenga constante y
por debajo de su valor critico. De esta forma, aunque se tenga la energia necesaria para romper
los pares de Cooper, las condiciones experimentales promueven que los pares rotos vuelvan a
unirse, por lo que el estado superconductor se mantiene. Es importante recordar del modelo de
los dos fluidos que por encima de T" = 0 existen electrones normales y superelectrones, por lo
que es inevitable que los pares se rompan, mas estos pueden volver a formarse.

4.7. Anisotropia

Por 1ltimo, es importante resaltar otra caracteristica importante de los compuestos super-
conductores y es su anisotropia, las propiedades del mismo dependen de su orientacién. En el
caso del YBCO, su resistividad es dos 6rdenes de magnitud superior en el eje de anisotropia ¢ que
paralelo al plano ab, perpendicular a ese eje [27]. La dependencia angular de estas propiedades,
como la resistividad p, sigue la funcién

p(0) = papsin® 0 + p, cos® 6, (4.7.1)

siendo 0 igual al angulo con respecto al eje c. Este comportamiento se observa también en
la longitud de pentracion de London Aj, del material, por lo que es importante considerar este
efecto en la construcciéon del cristal y al definir sus parametros.



CAPITULO

5
RESULTADOS

En el siguiente capitulo se mostraran y analizaran los resultados obtenidos al estudiar la
respuesta éptica de un cristal foténico anular ternario con la configuraciéon superconductor,
dieléctrico, superconductor.

Los parametros a variar son el nimero azimutal m introducido en las ecuaciones de Bessel,
el radio del centro del cilindro pg en el cual se tiene el vacio, el indice de refraccién del dieléctri-
co np que al ser una constante serd considerado como uno de los parametros del sistema, la
temperatura T la cual se toma como la del bano térmico en el que se encuentra el cristal y por
ultimo, los espesores d de las capas tanto de los superconductores como del dieléctrico.

Ademsds, se analizaran los resultados para las dos polarizaciones anulares descritas en el
capitulo 3, tanto la transversal eléctrica (TE) como la magnética (TM). También se variard
el material superconductor de la tercera capa para estudiar la dependencia del material en la
respuesta Optica.

5.1. Cristal compuesto por YBCO, SrTiO; y BSCCO

Inicialmente consideraremos para la segunda capa del cristal un dieléctrico con espesor dp =
120nm e indice de refraccién igual al del SrTiOs, esto es np = 2,437, se modelara dicho valor
tedricamente constante a cambios de otros pardmetros en el sistema. A los lados de este se
ubicaran dos capas superconductoras de espesor dg1 = dgo = 70nm de los siguientes materiales:

» Primera capa: YBagaCuszO7 (YBCO) = Tercera capa: BisSroCaCuszOg (BSCCO)
o T.=92K o T.=95K
e )y = 140nm e )y = 150nm

Cuyas propiedades se toman, para el YBCO de [27, 39] y para el BSCCO de [16]. Ambos
superconductores de alta temperatura critica cuyos valores se encuentran muy cerca entre si,
solo 3K de diferencia.

32
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El cristal se encuentra inmerso en un medio con indice de refraccién ng = ny = 1 el cual,
ademads, cumple la funcién de bano térmico manteniendo el cristal a una temperatura de 77K.
Con este valor de temperatura se usa la ecuacion (4.4.8) con p = 4 [17] para calcular la longitud
de penetracién de London A, de los superconductores y, a partir de este resultado, se calcula la
longitud de onda umbral Ay, para ambos usando (4.5.3), obteniendo:

» YBCO a 77K = BSCCO a 77K
e \; =196,173nm e \p =198,95Tnm
o )\ = 1232,59nm e )\ = 1250,08nm

Con el objetivo de estudiar la estructura de bandas foténicas de este cristal, se graficara la
reflectancia en funcién de la longitud de onda, esta se obtiene a partir de la matriz transferencia
del sistema construida en (3.5.8), para la cual kK = 3 y N puede ser escogido a conveniencia de
forma que permita obtener resultados 6ptimos sin extender demasiado el tiempo de cémputo,
por lo que se trabajard con N = 6 quedando asi con el producto de 18 matrices transferencia.
Al discutir el software en el que se implementaria el método numérico se decidié usar Wolfram
Mathematica 13.1 ya que era el lenguaje en el que se han desarrollado los estudios anteriores en
el grupo de investigacion.

5.1.1. Comparacion sistema plano y anular

Para verificar que el sistema haya sido descrito correctamente, primero se reproducen los
resultados obtenidos para el cristal anular en el articulo [39], obteniendo los mismos resultados
en nuestro modelo. Después de esta comprobacion se reesc ribe el cédigo para modelar nuestro
sistema anular ternario y se inicia un estudio equivalente con nuestro cristal: Primero, en po-
larizacion TM, se comparan los espectros del cristal anular para m = 0 con el sistema plano
equivalente, este ultimo conserva los mismos parametros y la incidencia de la radiacién electro-
magnética es normal. En la figura 5.1 se presentan espectros de reflectancia correspondientes a
los dos tipos de cristales fotonicos.
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Figura 5.1: Comparacién de los espectros de reflectancia en funcién de la longitud de
onda A entre un cristal foténico anular (linea continua) y uno plano (linea discontinua).
Para ambos se usaron los parametros N = 6, ds1 = 70nm, dp = 120nm, ds2 = 70nm,
T = 77K, en el caso anular se tiene pg = 1000nm y m = 0, mientras que en el caso
plano el angulo de incidencia 6;,. = 0.
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Puede observarse que la respuesta éptica en ambos casos es equivalente, salvo un notable
corrimiento hacia longitudes de onda maés altas en el sistema plano. Este resultado permite es-
tablecer una relacién entre el comportamiento planar y el anular para m = 0, el cual puede
explicarse recordando que el niimero azimutal da cuenta de la periodicidad angular de las on-
das cilindricas, al anularse se dejan de considerar las propiedades cilindricas quedando con un
sistema, que se comporta como un cristal foténico plano.

En este espectro de reflectancia se observa una delgada brecha foténica cerca a 200nm, en el
ultravioleta; para estos valores los resultados dejan de ser confiables ya que al usar un modelo
clasico se debe garantizar que las longitudes de onda sean mucho mayores a las distancias
interatémicas, por lo que nos centraremos en los resultados del espectro visible en adelante. La
siguiente brecha es un poco mas extensa abarcando desde parte del ultravioleta hasta tonos entre
el azul y el verde en el espectro visible. La tltima brecha, la més extensa de todas, se encuentra
en el rojo del espectro visible pero la mayor parte de esta se ubica en el infrarrojo. En valores
por encima de esta brecha se tiene la zona de permitividad cero de ambos superconductores,
dada por A\,; por esto, es conveniente estudiar el espectro de reflectancia en un rango de A entre
200nm y 1600nm.

5.1.2. Variacion del nimero azimutal m

Manteniendo los parametros anteriores, salvo por el radio del centro pg = 500nm, se analizard
ahora el efecto que tiene el nimero azimutal m en el sistema, este da cuenta de la periodicidad
angular de nuestro sistema anular. En la figura 5.2 se muestran los espectros de reflectancia,
en polarizacion TE y TM, para distintos valores de m; recordando que este valor debe ser
estrictamente entero.
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Figura 5.2: Espectros de reflectancia al variar el nimero azimutal m en un cristal
foténico anular para polarizacién TE (blanca) y TM (sombreada). Los pardmetros
usados son N = 6, ds1 = 7T0nm, dp = 120nm, ds2 = 7T0nm, T = 77K y po = 500nm.

En polarizacién TE no se tienen variaciones considerables, ademéds se da un comportamiento
equivalente al de la figura 5.1. No hay una razén por la que la propagacién de las ondas se vea
afectada por el nimero azimutal, ya que para ambas polarizaciones no cambia la periodicidad
ni la estructura de nuestro sistema, inicamente el estado de momento angular se ve modificado.
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No obstante, se observa que el comportamiento de las brechas cambia en polarizacion TM
a partir de m = 1. En este caso, el efecto de la interacciéon de la componente radial del cam-
po eléctrico E, de la radiacién incidente con los superelectrones de los superconductores en el
sistema es la responsable de estas dos nuevas brechas. De la ecuacién (3.3.2a), se tiene una
dependencia lineal de la componente radial del campo con m, por lo que la variaciéon del nimero
azimutal tiene efectos en la interaccion modificando el tamaifio de la brecha, esto se hace evidente
al notar que dicha brecha aparece en la zona de permitividad cero de cada superconductor. Al
no existir esta interaccion en polarizacién TE el espectro no cambia.

A partir de este momento vamos a identificar estas nuevas brechas como brechas foténicas
superconductoras', es notable que el ancho de estas aumenta drasticamente con m, por lo que
en este caso los cristales anulares son altamente sensibles al estado de momento angular de las
ondas. Retomando la discusién con respecto a la ecuacion (3.3.2a), en donde se evidencia que la
variacion de m tiene efectos directos en la componente lineal del campo para modos no nulos,
se tiene que la interaccién responsable de la brecha se intensifica al aumentar m ampliando su
ancho. Esto también explica por qué el caso m = 0 es equivalente al caso TE, ya que esto anula
la interaccién quedando con un sistema que no evidencia presencia superconductora.

Esta nueva brecha foténica superconductora ya habia sido observada anteriormente al intro-
ducir un superconductor en el cristal [6, 7, 14, 16, 17, 31, 39]. Sin embargo, se obtiene como
nuevo resultado que se genera una brecha por superconductor y su posicion en el espectro es
facil de predecir ya que solo es necesario conocer la longitud de onda umbral )y, del material.

5.1.3. Variacién del radio del centro del cilindro pg

Una forma de seguir evidenciando esta equivalencia entre el sistema plano y en el que se tiene
m = 0, es variando el radio del centro py. Fijando m = 1 y manteniendo todos los parametros
anteriores iguales. Los resultados se muestran en la figura 5.3.
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Figura 5.3: Respuesta éptica del cristal foténico anular al modificar el radio del centro
po para polarizacién TE (blanca) y TM (sombreada). Manteniendo N = 6, ds1 =
70nm, dp = 120nm, ds2 = 70nm, T =7TK y m = 1.

No confundir con la brecha energética superconductora descrita en la sesién 4.6
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Una vez mas, no se muestra una dependencia considerable de las brechas fotonicas con el
radio del centro para polarizacién TE, pero en el caso TM se nota un adelgazamiento en las
brechas foténicas superconductoras al aumentar el radio. Esto podria explicarse al notar que a
medida que pp aumenta el cristal va perdiendo su caracter anular y puede empezar a ser visto
como un sistema plano para efectos practicos, provocando que su estructura de bandas fotonicas
se asemeje al de un cristal plano, disminuyendo el grosor de sus brechas hasta parecerse a las
obtenidas en polarizacion TE. Este efecto de brechas delgadas puede llegar a ser muy valioso en
la construccién de narrow band filters.

5.1.4. Variacion del indice de refraccién del dieléctrico np

Hasta ahora se ha usado el dieléctrico SrTiOs, sin embargo, dado que la existencia de las
brechas se asocia con las condiciones de periodicidad del material, se hace interesante variar el
indice de refraccion del dieléctrico para afectar directamente las propiedades del cristal. Fijamos
dgs1 = 45nm, dp = 90nm y dgo = 45nm para apreciar mejor los efectos, reportando los resultados
de la figura 5.4.
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Figura 5.4: Efecto de la variacién del indice de refraccién del dieléctrico np en el
espectro de reflectancia del cristal foténico anular para ondas TE (blanca) y TM
(sombreada). Con N = 6, ds1 = 45nm, dp = 90nm, dgs2 = 45nm, po = 500nm y
m = 1.
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Analizando primero los resultados para polarizaciéon TE, se observa que para np = 1 no
existe ninguna brecha foténica dentro de la porcion del espectro estudiada, esto se deberia a
que, segun la ecuacién (4.5.3), el indice de refraccién de un superconductor ng es una funcién
que puede ser igual a uno como maximo, por lo que si np es igual a uno el sistema no tendria
una periodicidad tan marcada. Segun [2], el ancho de las bandas foténicas estd dado por la
razén entre el rango de las frecuencias de la brecha Aw y la frecuencia de su punto medio wy,;qg,
denominada gap-midgap ratio:
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Aw 4 _
Y = Zsin ! <M) , (5.1.1)
Wmjid ™ ni + ng

esta mide el ancho de la brecha en un cristal en el que se tienen dos materiales con indices de
refraccion ny y ne. Es claro, a partir de aqui, que a mayor diferencia entre los indices de refrac-
cion mayor es el ancho de la brecha, asi que lo que determina qué tan extensa es la brecha seria el
contraste entre las propiedades de los materiales. Por este motivo, cuando np = 1 las brechas no
son apreciables porque los valores de los indices de refraccion en el sistema son lo suficientemente
similares entre si como para que no se experimenten efectos debido a la periodicidad. A medida
que aumenta np se acentua el contraste entre las propiedades de los materiales, lo que produce
que empiecen a aparecer las brechas y se hagan cada vez mas anchas, presentando ademaés un
corrimiento hacia longitudes de ondas mayores.

En polarizacién TM se observa el mismo comportamiento salvo por las brechas foténicas
superconductoras, las cuales permanecen en el sistema ain cuando la periodicidad no es lo sufi-
ciente marcada. Esto se debe a que la existencia de estas brechas estd asociada con la presencia
de superconductores en el sistema, ain cuando el valor del indice de refraccion de estos sea muy
similar al del dieléctrico, la interaccién radiacion-superconductor sigue ocurriendo, por lo que las
brechas permanecen. No obstante, estas si se ven afectadas por el gap-midgap ratio en cuanto a
que a medida que aumenta la diferencia entre indices de refraccién, aumenta también el grosor
de estas brechas.

5.1.5. Variacion de la temperatura T

Una vez modificado el ancho de las brechas podemos preguntarnos si es también posible
modificar a conveniencia su posicién en el espectro electromagnético. Debido a que las brechas
asociadas a los superconductores se encuentran centradas en A,, al variar su valor podriamos
cambiar las brechas de posicién. Dado que )y, depende de A, y esta, a su vez, depende de la
temperatura, como se mostré en (4.4.8), entonces al variar T' la posicién de las brechas cam-
biaria. Los espectros obtenidos se muestran en la figura 5.5.

Puede observarse que en polarizacién TE no se observan cambios, debido a que la tempe-
ratura no estd relacionada con la periodicidad del material y, ademas, las brechas que deben
responder a cambios de temperatura son las superconductoras, las cuales no aprecen en el caso
TE. En cambio, para polarizacion TM se observa claramente cémo la posicion de las brechas
cambia. No es dificil hallar la funcién que describe esta dinamica, usando la definicién de Ay, y
la ecuacién (4.4.8) se llega a que la posicién de la brecha estéd dada por:

Ao

47
T
1= (£)

de forma que es posible predecir la posicién de la brecha foténica superconductora para
una temperatura y superconductor dado. Sumado a esto, puede verse como las brechas se van
acercando hasta llegar a una temperatura en la que los valores de )\, son iguales, por lo que las
dos brechas se comportan como una sola. Igualando las longitudes de onda umbrales de ambos
superconductores puede hallarse la temperatura en la que esto ocurre, obteniendo:

An(T) = 27 (5.1.2)

(T Te2)* (Mo1? — Ao2?)
Aor*Ter — Mo2?Teo*

con T¢; la temperatura critica y Ag; la longitud de penetraciéon de London a 7" = 0 del
superconductor j, obteniéndose T' = 79,272K para el caso del YBCO y el BSCCO.

T = : (5.1.3)
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Figura 5.5: Reflectancia del cristal foténico anular en funcién de la longitud de onda
para cambios de temperatura en el sistema con ondas TE (blanca) y TM (sombreada).
Para N =6, ds1 = 45nm, dp = 90nm, ds2 = 45bnm, po = 500nm y m = 1.

A partir de esta temperatura las brechas vuelven a separarse, sin embargo no se sigue au-
mentando més el valor de T' ya que no es conveniente acercarnos a la temperatura critica de los
superconductores. Volveremos a este problema mas adelante.

5.1.6. Variacion del espesor de las capas d

Por 1ltimo, se analizard la dependencia que tienen las brechas foténicas ante cambios de
espesores de las capas cilindricas en la figura 5.6.
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Figura 5.6: Reflectancia para cambios de dgi en polarizacién TM con los pardmetros
N =6, dp =120nm, ds2 = T0nm, T = T7K, po = 500nm y m = 1.
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En particular se varia el espesor de la primera capa superconductora notando que el sistema
no es muy sensible a estas variaciones ya que los cambios no son facilmente reconocibles en las
graficas obtenidas. Por este motivo se decide estudiar el espectro de reflectancia para polariza-
ciéon TM en un rango de longitudes de onda entre 1130nm y 1350nm, donde se encuentran las
brechas foténicas superconductoras.

Atn asi puede verse que, aunque hay un aumento en el grosor de las brechas al aumentar
el espesor de la capa, estas se encuentran muy cerca entre si debido a que las propiedades
de los superconductores son muy similares. Por esto, es conveniente cambiar la tercera capa
superconductora por una de un material con caracteristicas que difieran mas del YBCO.

5.2. Cristal compuesto por YBCO, SrTiO3; y Hg-1223

El HgBagCasCus010 (Hg-1223) es un superconductor de alta temperatura cuyas propiedades
son [31]:

» HgBayCasCus0qp (Hg-1223) a 77K

o T.=135K

e )\g=17Tnm

e A\ = 187,182nm
o )\ =1176,10nm

Debido a que su temperatura critica difiere més del YBCO que el BSCCO, se esperaria que
las brechas fotonicas superconductoras de ambos materiales estén mas distanciadas entre si.
5.2.1. Variacion del radio del centro del cilindro py

Para comenzar, se retoma el estudio del radio del centro pg reportando los resultados en la
figura 5.7.
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Figura 5.7: Espectro de reflectancia para ondas TM en el cristal foténico anular con
YBCO y Hg-1223 para cambios de po. Los pardmetros son N = 6, ds1 = 70nm,
dp = 120nm, ds2 = 70nm, T =T7T7TK y m = 1.
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Ahora el espectro de reflectancia se estudiara usando mapas de calor y debido a que en TE
no se tienen cambios asociados al superconductor se analiza solo el caso con polarizacién TM.
En este caso el valor de reflectancia se tiene en la barra de color por lo que las brechas fotonicas
se encuentran en las zonas en las que el mapa de calor se torna blanco.

Puede observarse claramente como para los valores mas bajos de radio las brechas asociadas
a los superconductores son mas anchas. A medida que este radio aumenta las brechas se hacen
mas estrechas, acercandose cada vez mas al comportamiento planar en donde no se tienen dichas
brechas, caso equivalente a cuando se tiene polarizacién TE. Adema&s se tiene una mayor sepa-
racion entre las brechas, permitiendo que se diferencia mejor cada una de estas que en el caso
de la figura 5.3. Sin embargo, para valores mas bajos de pg es inevitable que ambas, al hacerse
mas anchas, vuelvan a juntarse pareciendo una sola brecha.

También es importante notar que este crecimiento, al disminuir pg, se da hacia la derecha de
Ath, que es donde el indice de refracciéon de los superconductores toma valores imaginarios. Lo
que refuerza el supuesto de que estas brechas existen debido a la presencia de superconductores
en los cristales y que es su caracter dispersivo, y la existencia de su zona de permitividad cero,
lo que produce la brecha foténica superconductora.

5.2.2. Variacién del indice de refraccién del dieléctrico np

Ahora, volvemos a analizar para el nuevo material el efecto que el indice de refraccion del
dieléctrico produce en las propiedades épticas del cristal. En la figura 5.8 se analiza el espectro
de reflectancia en este caso.
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Figura 5.8: Respuesta dptica ante variaciones del indice de refraccién del dieléctrico
en el cristal foténico anular para polarizacién TM. Se fijan N = 6, ds1 = 70nm,
dp = 120nm, dge = 7T0nm, T = T7K, po = 500nm y m = 1.

En este mapa de calor se aprecia el determinante efecto que tiene la periodicidad del cristal
en las brechas. Para np = 1 no se presentan brechas al igual que en los resultados de la figura
5.4, puede verse que el espectro es completamente oscuro lo que permite la transmision de ondas
electromagnéticas de todas las longitudes de onda dentro de nuestro intervalo. Sin embargo, a
medida que np va aumentando, las brechas empiezan a aparecer, se hacen cada vez mas anchas
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y presentan corrimiento a valores mas altos de longitud de onda, al igual que en el caso anterior
porque el contraste entre los indices de refraccién del dieléctrico y el de los superconductores
tiene efectos en el ancho de las bandas, segin la ecuacién (5.1.1).

No obstante, hay dos brechas que permanecen en la misma posiciéon para todo valor de np,
y como estas se ubican justo en la zona de permitividad cero de cada superconductor podemos
deducir que se trata de las brechas foténicas superconductoras. Aunque su posicién permanece
constante, su grosor aumenta con np obedeciendo también la relacién (5.1.1). Se confirma en
general que el indice de refraccién afecta la posicién y ancho de las brechas foténicas asociadas
a la periodicidad, pero solo el ancho de las asociadas a los superconductores.

5.2.3. Variacién de la temperatura T’

Estudiamos ahora el espectro de reflectancia ante variaciones de la temperatura obtenido en
la figura 5.9.
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Figura 5.9: Efecto de los cambios de temperatura en el espectro de reflectancia con
ondas TM. Para N = 6, ds1 = 70nm, dp = 120nm, ds2 = 7T0nm, po = 500nm y
m = 1.

Ahora las brechas asociadas a la periodicidad del cristal permanecen en la misma posicién y
con el mismo ancho, sin embargo, las brechas foténicas superconductoras se tornan dindmicas,
justo lo contrario a lo que se obtuvo al variar np en el caso anterior. Para bajas temperaturas
no hay efectos apreciables, esto dado que (5.1.2) describe funciones cuyos cambios notables se
empiezan a dar a medida que los superconductores se acercan a su temperatura critica. Esto ex-
plica por qué la brecha asociada al YBCO presenta cambios méas pronunciados y la del Hg-1223
no, debido a que la temperatura critica de este 1ltimo estd aun lejos de ser alcanzada.

Puede también calcularse el punto de corte entre ambas brechas usando (5.1.3), obtenien-
do que este se da a 74,620K, lo que se ajusta a los resultados obtenidos. Debido a este efecto
podemos decir que los cristales foténicos anulares con presencia de superconductores, para po-
larizacion TM, son sistemas altamente sensibles a variaciones de temperatura.
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5.2.4. Variacién del espesor de las capas d

Finalmente, se hace el respectivo andlisis de la respuesta 6ptica ante variaciones de los groso-
res de las capas. Con la combinacién anterior de superconductores era dificil apreciar los efectos
entre las brechas ya que estas se encontraban muy cerca entre si, ahora que se tienen brechas
mas separadas estos efectos pueden ser estudiados.

Sumado a esto, se busca también responder la pregunta de si el orden de los materiales tiene
algun efecto en los resultados, por lo que se invierte el orden de los superconductores ubicando
el Hg-1223 en la primera capa y el YBCO en la tercera.

Se varian, asi, incialmente los anchos de la capa dg; siendo este el YBCO, la capa dp del
dieléctrico y la dgo del Hg-1223, reportando los resultados en la parte superior de la figura 5.10.
La inversién de este orden se reporta en la parte inferior de esta misma figura. Al igual que en
la figura 5.6. Analizando una sola capa a la vez, para los superconductores se hacen variaciones
de 50nm a 100nm y en el dieléctrico de 100nm a 150nm ya que en estos intervalos es donde
mejor se observa el fenémeno.
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Figura 5.10: Respuesta Optica del cristal foténico anular con ondas TM ante varia-
ciones del grosor de las capas. En las graficas superiores se muestra la variacién de
a) la primera capa superconductora de YBCO, b) el dieléctrico y ¢) la tercera capa
que es el superconductor Hg-1223. En las gréficas inferiores se alterna el orden de los
superconductores para verificar el efecto de las posiciones de los materiales, por lo que
d) es la primera capa superconductoras de Hg-1223 e) sigue siendo el dieléctrico y f)
es el YBCO. Los pardmetros que se mantienen fijos son N = 6, T = 77K, po = 500nm
y m = 1. Al variar una capa las otras se mantienen fijas en dg1 = 70nm, dp = 120nm
o dgo = 70nm.
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Empezando por la figura 5.10a), se observa un crecimiento en el ancho de las brechas al
aumentar dgp, sin embargo, es la brecha asociada a la Ay, del YBCO en la que es notorio este
efecto debido a que se encuentra a mayor longitud de onda, que es hacia donde aumenta el grosor
de las brechas, debido a que en esta zona es que el indice de refraccién de los superconductores
pasa de tomar valores reales a complejos.

Para los resultados de la figura 5.10b) se nota una mayor sensibilidad en ambas brechas al
aumentar dp, observando también el efecto de crecimiento hacia mayores longitudes de onda,
en donde una vez mads la presencia de la brecha del YBCO no permite que la del Hg-1223 siga
aumentando de grosor, mientras que la del YBCO aumenta sin ser detenida.

Por tltimo, en la figura 5.10c) se estudia el espectro de reflectancia para cambios de la ca-
pa superconductora de Hg-1223, en este caso se observa una mayor sensibilidad en la brecha
asociada a la Ay, del Hg-1223 al aumento del espesor de la capa con respecto a 5.10a), pero
de igual forma a los casos anteriores, la siguiente brecha se encuentra inmediatamente después
impidiendo que la primera siga creciendo. En general, es la brecha que se ubica a mayor longitud
de onda la que mas responde a cambios en el espesor de las capas.

Observando las variaciones al alternar la disposicién de las capas en las figuras 5.10d), 5.10e)
y 5.10f), no se notan cambios significativos con respecto a los primeros 3 resultados, por lo que
el orden de los materiales no tendria efectos sobre la respuesta dptica, esto es de esperarse ya
que se tiene una estructura periddica.



CAPITULO

6
CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Al estudiar las propiedades 6pticas de cristales fotonicos anulares ternarios con presencia de
dos superconductores de alta temperatura y un dieléctrico, a partir de sus espectros de reflec-
tancia, comparando la respuesta 6ptica en polarizacién TE y TM, se puede observar una nueva
brecha foténica por cada superconductor, las cuales estdn asociadas a la interaccién entre la
componente radial del capo eléctrico y los superelectrones. Estas brechas no se tiene para el caso
TE ya que no se da dicha interaccién.

Se observa ademds una equivalencia entre el comportamiento de un cristal foténico plano con
angulo de incidencia cero y uno anular con nimero azimutal cero. Al variar distintos parametros
se observa, ademds, como estos modifican las brechas en la estructura de bandas foténicas del
cristal. Los principales resultados se resumen en la siguiente tabla:

TE TM
. Las brechas foténicas superconductoras
m No hay cambios. (L
aumentan drasticamente con m.
. Las brechas fotdénicas superconductoras
£0 No hay cambios. P

disminuyen su grosor.

Las brechas foténicas se hacen mas gruesas | Las brechas foténicas superconductoras
np | y se corren hacia longitudes de onda mayor | mantienen su posicién pero aumentan

al aumentar el contraste entre los n. Su grosor.
Las brechas foténicas superconductoras
T No hay cambios modifican su posicién obedeciendo el
comportamiento descrito en (5.1.2).
No hay cambios considerables pero las El aumento de grosor en las brechas
d | brechas foténicas asociadas a la periodicidad foténicas superconductoras se da
aumentan muy levemente su grosor. hacia longitudes de onda mas altas.

Estas caracterizaciones de las estructuras nos permite obtener beneficios en cuanto a sus
aplicaciones tecnolégicas. Por ejemplo, la disminucién de la longitud de las brechas observada
permitiria crear muy buenos narrow band filters disminuyendo el ancho de bandas para aumen-
tos del radio interno pg, controlar el ancho y la posicién de estas brechas variando el indice de
refraccién del dieléctrico o el grosor de las capas haria que una onda electromagnética se refle-

44
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je al interior del cilindro para una longitud de onda deseada, manteniéndola confinada lo cual
presenta multiples ventajas. Se observa ademads que al incorporar superconductores el cristal
funciona como un muy buen sensor térmico.

Es importante, entonces, continuar con el estudio de estas estructuras modificando otros
parametros termodindmicos. Podrian estudiarse los efectos que un campo magnético tiene en
el sistema ya que las propiedades superconductoras se ven modificadas en la presencia de estos
campos. También podrian incorporarse materiales novedosos como grafeno en medios efectivos
como una de las capas del cristal. Ademas, seria provechoso profundizar més en las posibilidades
que estas estructuras presentan en el area de la espectroscopia, ya que si su respuesta éptica se ve
modificada dependiendo del material que se encuentre en ellos, podria llevarse a cabo el proceso
inverso para obtener informacién del material presente en el crsital a partir de la posicion de las
brechas.
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