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Resumen

El presente trabajo se sustenta en la Teoria Antropoldgica de lo Didactico como una perspectiva
tedrica que permite contrastar una Obra Matematica de referencia (OMr) con la Obra Matematica
propuesta (OMp) por la Institucion Educativa Nifio Jesis de Praga, para determinar las
potencialidades y limitaciones que, eventualmente, pueden manifestarse en el proceso de
ensefianza de los nUmeros enteros y sus operaciones.

La OMp se describe especificamente en términos de la Organizacion Matematica a ensefiar y en
consecuencia se configura a partir de dos elementos fundamentales: el plan de estudio del area de
matematicas y los libros de texto escolares. Mientras que la OMr se define mediante algunas
Organizaciones Matematicas sabias que legitiman de forma epistemoldgica el proceso de
ensefianza de los nUmeros enteros, como son las investigaciones de Cid & Bolea (2010) y Bruno
(1997). Ademas, en la configuracion de la OMr se consideran los planteamientos del Ministerio
de Educacion Nacional (MEN, 1998; 2006) acerca de la ensefianza de los nimeros enteros, asi
como algunos aspectos discutidos desde la TAD, tales como el fendmeno de atomizacion del
proceso de ensefianza y el autismo tematico.

El resultado mas representativo de esta investigacion se relaciona con el hecho de evidenciar que
la OMp, en torno a la ensefianza de los numeros enteros, se organiza en un conjunto de Obras
Matematicas puntuales (OMPSs) débilmente relacionadas, que no favorecen la construccion amplia
del conjunto de los nimeros enteros y sus operaciones como una estructura de anillo totalmente

ordenada (Z, +,*).

Palabras claves: Teoria Antropolégica de lo didactico (TAD), obra matemaética propuesta (OMp),

obra matematica de referencia (OMr), nimeros enteros.
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Introduccion

Esta investigacion se inscribe en la Linea de formacion Didéactica de las Matematicas del
Programa de Licenciatura en Educacion Basica con énfasis en Matematicas del Instituto de
Educacion y Pedagogia (IEP) de la Universidad del Valle. Puntualmente, en esta investigacion se
discuten los resultados de un estudio que analizd la Obra Matemética propuesta (OMp)
configurada en la Institucién Educativa Nifio Jesus de Praga, para la ensefianza de los numeros

enteros, con el fin de aportar evidencias sobre las potencialidades y limitaciones de la misma.

Este estudio se llevo a cabo en el marco de la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD),
perspectiva tedrica que admite la existencia de un modelo Unico, llamado praxeologia, como una
herramienta fundamental para organizar cualquier actividad matematica (Chevallard, 1999).
Dicha praxeologia u Organizacion Matematica se constituye alrededor de uno o varios tipos de
tareas matematicas que conducen a la creacion de técnicas matematicas, las cuales se justifican a
través de tecnologias matematicas que emergen y se desarrollan en el marco de una teoria

matematica.

Dentro de los aspectos que desarrolla esta investigacidn, se reconocidé que en la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas, los niUmeros enteros no estan exceptos de presentar diferentes
dificultades, algunos de ellas asociadas con obstaculos identificados en su construccion histérica.
Esta y otras razones que se exponen en la investigacion mostraron la pertinencia del estudio, al
centrar su atencion en la realizacion de un analisis, en términos de potencialidades y limitaciones
de la OMp en una Institucion Educativa al ponerla en contraste con una Obra Matematica de

referencia (OMr) que da pautas sobre los procesos de instruccion de los niUmeros enteros.



Para el desarrollo del objetivo de investigacion, se defini6 una OMr constituida por elementos
tedricos reconocidos por Cid & Bolea (2010) y Bruno (1997). Ademas, en la configuracion de la
OMr se consideraron los planteamientos del Ministerio de Educacion Nacional (MEN, 1998; 2006)
acerca de la ensefianza de los nimeros enteros, asi como algunos aspectos discutidos desde la
TAD, tales como: el fendmeno de atomizacion del proceso de ensefianza y el autismo tematico.
La definicion de la OMr y la posterior reconstruccion de la OMp (conformada por el plan de
estudios del area de matematicas y dos libros de texto escolares) determinaron los elementos

fundamentales para llevar a cabo el anélisis de comparacion entre ambas Obras Matematicas.

Para efectos de organizacion en la presentacion y desarrollo del trabajo, la investigacién se ha

estructurado en cuatro capitulos:

El capitulo uno presenta los antecedentes, la contextualizacion y formulacién del problema, la
justificacién del mismo y los objetivos. En el problema se abordan algunas dificultades que se
presentan en la ensefianza de los nimeros enteros, los modelos de ensefianza para introducirlos en
el &mbito escolar y la conexién entre los diversos conjuntos numéricos. El capitulo finaliza

mencionando la importancia y pertinencia de la investigacion en el contexto local.

En el segundo capitulo, se exponen los referentes conceptuales que sustentan tedricamente este
trabajo. Inicialmente, aparecen los planteamientos de la TAD (Chevallard, 1999), haciendo
especial énfasis en la estructura de una obra matematica (OM). Ademas, se discuten los fendmenos

de autismo tematico y atomizacion del proceso de ensefianza. Seguidamente se presentan los



planteamientos curriculares del Ministerio de Educacion Nacional, en lo concerniente a los
Lineamientos Curriculares de Matematicas (MEN, 1998) y los Estdndares Basicos de
Competencias en Matematicas (MEN, 2006). Finalmente, se presenta la propuesta unitaria de
Bruno (1997), en la cual se resalta la importancia de articular los sistemas numéricos y la necesidad
de tener en cuenta tres dimensiones y sus transferencias en el trabajo con los nimeros enteros. En
este capitulo, también se expone la propuesta de Cid & Bolea (2010), en la que se mencionan los
elementos necesarios para la construccion de los enteros como un anillo totalmente ordenado

(Z, +,%).

En el tercer capitulo se lleva a cabo la descripcién y analisis de la Obra Matematica propuesta.
Inicialmente se mencionan los aspectos metodoldgicos que orientan el desarrollo de los objetivos
de la investigacion y que se concretan en tres fases. La fase | corresponde a los referentes
conceptuales que integran una OMr, la fase Il se centra en describir la OMp por la Institucion
Educativa y la fase 11 propone la comparacién entre ambas Obras Matematicas. En segundo lugar,
se describe y analiza la OMp por la Institucion Educativa, determinando las limitaciones y
potencialidades, tanto del plan de &rea de matemaéticas, como de los dos libros de texto escolares

estipulados para la ensefianza de los nimeros enteros.

Finalmente, en el cuarto capitulo se exponen las conclusiones, reflexiones finales del trabajo y
algunas preguntas que surgieron en el desarrollo y culminacion del trabajo, las cuales pueden

constituirse en nuevas rutas de investigacion.



CAPITULDO I. Aspectos generales de la
Investigacion



1.1 Antecedentes

Son varias las investigaciones cuyo interés se centra en estudiar los nimeros enteros, tratando

aspectos de importancia para su ensefianza y aprendizaje. Por ende, es importante seguir tratando

este objeto matematico, es por esto que este trabajo centra su atencion en mejorar el proceso

educativo en torno a estos numeros. A continuacion, se presentan algunas investigaciones que

contribuyen al desarrollo de este trabajo:

Inicialmente se presentan dos trabajos inscritos en la linea de Didactica de las Matematicas del
Instituto de Educacion y Pedagogia (IEP) de la Universidad del Valle: La primera es la
realizada por Ordofiez y Chavarro (2012), en la cual se muestra un analisis realizado a las OMp
de una institucion escolar, a la luz de la TAD, con relacién a la introduccion del concepto de
nlmero entero, cuyo objetivo es ver las limitaciones y potencialidades de la OMp. Las autoras
hacen una descripcion y analisis al plan de area de matematicas y a los textos escolares (Cédigo
matematica 6 y Codigo matematica 7 de editorial SM) de la institucion educativa, ademas
tienen en cuenta los Lineamientos Curriculares de Matematicas (MEN, 1998) y los Estandares
Basicos de Competencias en Matematicas (MEN, 2006), contrastando los resultados con los

referentes tedricos de la TAD y la Perspectiva Unitaria propuesta por Bruno (1997).

La segunda es la investigacion realizada por Martinez (2014), en ella se identifica la ecologia
de la Obra Mateméatica propuesta en una institucion escolar, con relacion a la introduccion del
concepto de nimero entero, desde la TAD. Se realiza un estudio de algunos fenémenos

didacticos como: el autismo escolar; la atomizacion del proceso de ensefianza; y la reduccion
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del estudio de Z a un entorno aritmético, esto con el fin de ver las restricciones que desde el
nivel de la OMp son impuestas al tratamiento escolar de Z y que delimita en gran medida su
puesta en marcha como objeto de aprendizaje. Para ello, se construye a partir de un estudio

tedrico, una OMr que sera guia de analisis para ser contrastada con la OMp.

Ambos trabajos presentan una estructura similar, pues trabajan con los Z desde la misma teoria
y contrastan la OMr con la OMp de las instituciones educativas que a cada uno le corresponde.
Por este motivo, estos trabajos presentan aspectos importantes para nuestra investigacion, en
tanto que permiten identificar problematicas propias al interior de la teoria y proporciona
aspectos teoricos y metodoldgicos para contrastar una OMp con una OMr en torno a los

ndmeros enteros.

e Por su parte Castillo (2014), presenta una investigacion donde da cuenta de la ecologia o
condiciones que limitan o posibilitan el proceso de ensefianza-aprendizaje de los racionales
positivos en una institucién escolar, tomando como punto de partida algunos fenémenos
de la TAD como el autismo tematico y la atomizacién de la ensefianza. Construye una OMr
la cual es el soporte para analizar por medio de un contraste la OMp de la institucion. A
pesar de que en nuestra investigacion trabajamos con un objeto matematico diferente, este
referente es importante en la medida en que ademas de utilizar la TAD, contrastan la OMr

con la OMp siendo esto una guia para este trabajo.

e Otro trabajo importante es el que presenta Corica & Otero (2009), su sustento tedrico es la

TAD vy el propésito de la investigacion es describir y comprender las organizaciones
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matematicas en torno al limite de funciones que se estudian en una institucion universitaria,
asi como la produccion de los estudiantes en el momento de la evaluacion. Para ello, se
trabajo con estudiantes del primer afio del ciclo basico, en el curso de “Analisis Matematico
I” que se imparte en la facultad de ciencias exactas de una universidad de Argentina. Las
conclusiones indicarian que en esta universidad se estudian organizaciones matematicas
puntuales y rigidas que solo conducen a la revision de algoritmos algebraicos. Este trabajo
colabora al nuestro en la medida en que se trabaja desde la TAD permitiéndonos tener una
mejor orientacion en aspectos metodoldgicos y tedricos, en cuanto al anélisis de la OMp

en relacion a la OMr.

Por ultimo, el libro “Numeros Enteros” de Gonzales et al (1999) es producto de una investigacion
realizada con el fin de aportar una visién completa de los nimeros enteros, desde sus fundamentos
hasta la propia planificacion curricular. El libro se divide en 7 capitulos y a su vez, en tres bloques,
de tal manera que en el primer bloque (capitulo 2 y 3) se trabaja la historia y la epistemologia de
los numeros enteros, en el segundo bloque (capitulos 4, 5y 6) se realiza un analisis didactico dentro
del cual se hace un estudio sobre las vias de acceso a Z, los métodos formales con un enfoque
didactico-critico y los obstaculos y concepciones sobre los nimeros enteros a partir de encuestas
y libros de texto, y por altimo, en el bloque tres (capitulo 7) se presenta una propuesta didactica
que recoge lo expuesto en capitulos anteriores pretendiendo integrar distintas opciones didacticas,
esta propuesta representa una via de acceso didactica a los nimeros enteros asi como a los
conceptos y relaciones implicitos en su construccion. Es de resaltar la importancia que este trabajo

tiene para el nuestro, pues la informacién que nos brindan es necesaria para el desarrollo del
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mismo, permitiéndonos tener una mejor vision de lo que fue la construccion de los enteros, las

dificultades y obstaculos que tuvieron y las diferentes vias de acceso a estos numeros.
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1.2 Problematica

Diversas investigaciones en Educacion Matematica (Gonzalez et al, 1990; Bruno, 1997; Cid 2001,
Ordofiez y Chavarro, 2012; Martinez, 2014) indican que la ensefianza y aprendizaje de los nimeros
enteros y sus operaciones siempre se encuentra marcada por dificultades y obstaculos, relacionados
con la complejidad misma del concepto, sus formas de representacion, entre otros. En particular,
en Gonzalez et al (1990) mencionan que, en el proceso de ensefianza de los nimeros enteros en el
entorno escolar, tales dificultades han prevalecido a través del tiempo en el seno de las instituciones

educativas, entre ellas estan:

1) La concepcion promovida por la ensefianza en la educacion primaria al sugerir que la adicion
de nimeros implica la accion de afiadir y que la sustraccién entre dos nimeros se identifica con la
accion de quitar. Esta concepcién ingenua de adicion y sustraccion ligada al plano de la accién,
trae consigo la idea de que una suma siempre €S un aumento y que una resta siempre es una
disminucion, de ahi que algunos estudiantes ante preguntas como ““;puedes encontrar un niimero
que sumado a 5 de 2?” o “Es posible encontrar un niimero que restado de 7 de 10?”, respondan

que no es posible o simplemente se queden perplejos.

2) Identificacién de los simbolos literales con numeros positivos: cuando se hace constante
referencia a los nimeros positivos por medio de las letras a, b, c, d,..., z y a los nimeros negativos
con las letras acomparfiadas del signo menos (-a, -b, -c, -d,..., -z), los estudiantes se resisten a creer
que a, por ejemplo, puede representar un niimero negativo, para ellos “a no puede ser negativo,

seria -a”.
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3) La concepcion equivocada que adopta el orden entre los negativos como el mismo orden natural:
como se sabe, en la serie natural los nimeros son mayores a medida que van estando mas alejados
del origen, trasladar esta misma secuencia a los nimeros negativos conduce a errores. Por ejemplo,
ante preguntas como ¢cual es el nimero mayor en una unidad a —4? algunos estudiantes responden

que ese nimero es —5.

4) La imposicion de lo formal como obstaculo: la historia de los nimeros enteros deja ver que cada
que se realiza un avance en conocimiento hay una ruptura con concepciones previas, sin embargo,
en la ensefianza de los mismos (segun el testimonio de los libros de texto) se olvida con frecuencia
reduciéndolos a un formalismo vacio que se constituye en obstaculos y origina errores, dado que
los estudiantes se sienten en un terreno diferente donde les cuesta orientarse porque carecen de

intuiciones, o porque las tienen pero se encuentran tan ajenos a la teoria que no les ayudan.

Ademas de las dificultades mencionadas, Martinez (2014) manifiesta otra dificultad que ha surgido
en el transcurso de la ensefianza de los nimeros enteros, se refiere a su introduccién en un contexto
eminentemente aritmético, sustentado en modelos concretos que se refieren a situaciones de la
vida diaria: si bien, puede justificarse la ensefianza de los numeros enteros desde situaciones
concretas (deudas y haberes, temperaturas, fichas de colores, méviles que recorren un camino,
etc.), también hay una fuerte consideracion que indica que esta forma de introducir la ensefianza
de los numeros enteros trae consigo varias dificultades. Por ejemplo, Cid y Bolea (2010) revelan
que estas situaciones concretas limitan la construccion y comprension de Z porque generan

concepciones erréneas en cuanto a las relaciones de orden y operaciones con los nimeros.
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En concordancia con Cid y Bolea (2010) la introduccion de los enteros a partir de un entorno
algebraico, en lugar del uso de situaciones concretas, puede resultar mas conveniente para su
tratamiento a nivel escolar, esto porque el uso de situaciones concretas enfatizan las estructuras de
espacio vectorial y espacio afin, promoviendo la concepcion de numero negativo (nocion necesaria
para la construccion de Z) como medida de magnitudes opuestas o relativas, pero la epistemologia
de los nimeros negativos muestra que su razon de ser no proviene de este tipo magnitudes
definidas en el ambito de la aritmética, sino en el &mbito del algebra, (Chevallard citado por Cid y
Bolea, 2010). Sin embargo, la misma investigacion ha sefialado que hace falta una buena base

empirica para validar esta consigna.

A estas dificultades se suma el tipo de propuesta de ensefianza para los nimeros que presenta poca
0 nula conexion entre los conjuntos numeéricos, y que puede generar en los estudiantes una idea
incompleta de nimero, haciendo que asocien solo uno o algunos sistemas numéricos y dejen los
demas de lado. Para hacer frente a esta situacién, Bruno (1997) presenta una vision unitaria de la
ensefianza de los nimeros, en donde argumenta que lo que se aprende acerca de ellos forma parte
de un Unico conocimiento numeérico, por ende, es necesario conectar los conjuntos numéricos
logrando que los estudiantes no construyan este conocimiento como nucleos aislados, es asi que,
en tanto sistema numérico, Z debe estar claramente articulado con los demas sistemas numéricos,
por lo cual, sugiere que las propuestas de ensefianza para los enteros, deben partir de las

limitaciones del conjunto de los numeros naturales y asi justificar la necesidad del nuevo sistema

(2).
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Ahora bien, el marco general de ensefianza de los nimeros enteros, deja entrever diferentes
concepciones o formas de introducir este contenido curricular. Si bien, cada una de ellas esta
dotada de potencialidades, también presentan limitaciones que son diferenciables en los
aprendizajes de los estudiantes. La consideracion de una forma de introduccion para los enteros
depende de las particularidades de la institucion escolar donde el proceso de ensefianza se lleve a
cabo, puesto que ella genera condiciones para el trabajo del docente y para el aprendizaje de los

estudiantes.

Desde el enfoque de la TAD se reconoce que dos instituciones pueden desarrollar relaciones
institucionales diferentes de un mismo concepto matematico, el cual asumen como dominio de
ensefianza (Artigue, 2011). En el caso de los nimeros enteros, desde este enfoque tedrico es
pertinente investigar la postura institucional y sus implicaciones en el proceso de ensefianza dentro
de dicha institucion. La cuestion remite entonces a analizar el proceso educativo entre instituciones

al introducir la ensefianza de los nimeros enteros.

Este proceso de comparacion, segin Chevallard (citado por Corica y Otero, 2009) OMr u
organizacién matematica sabia, que integra el conocimiento matematico formal; transitar por una
OMp u organizacion matematica a ensefiar, que puede rastrearse en planes de aula, libros de texto
y documentos institucionales y terminar con dos organizaciones matematicas: la ensefiada y la

aprendida.
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En coherencia con lo anterior, esta investigacion pretende describir la OMp por una institucion
educativa en la ensefianza de Z, y contrastarla con una OMr para determinar sus potencialidades

y sus limitaciones. De esta manera, se plantea la siguiente pregunta:

¢Cudles son las potencialidades y limitaciones de la Obra Matematica propuesta en la Institucion

Educativa Nifio Jesus de Praga, desde la mirada de la TAD, con relacion a la construccion de los

nameros enteros y sus operaciones en el &ambito escolar?
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1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo general

Analizar la Obra Matematica propuesta en la Institucion Educativa Nifio Jesus de Praga desde la
mirada de la TAD, con relacion a la construccion de los nimeros enteros y sus operaciones, para

determinar sus potencialidades y limitaciones.

1.3.2 Objetivos especificos

1. Identificar, a partir de algunos articulos de investigacion en Educacién Matematica, una
obra matematica de referencia (OMr) que sustente los procesos de construccién de los
numeros enteros y sus operaciones en el ambito escolar.

2. Describir la Obra Matematica propuesta (OMp) en el plan de area y en dos libros de texto
empleados en la Institucion Educativa Nifio Jesus de Praga para su posterior analisis con
la OMr identificada.

3. Contrastar la Obra Matematica propuesta (OMp) de la Institucion Educativa Nifio Jesus
de Praga con la Obra Matematica de referencia (OMr) para determinar sus potencialidades

y limitaciones.
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1.4 Justificacion

Este trabajo pretende, desde los planteamientos de la TAD, analizar la OMp en la Institucion
Educativa Nifio Jesus de Praga en torno a la construccion de los nimeros enteros y sus operaciones.
A continuacion presentamos las razones que validan la pertinencia de esta investigacion, teniendo
en cuenta aspectos como: la importancia de abordar la ensefianza de los numeros enteros dadas las
dificultades que esto supone; los diversos tipos de propuestas de ensefianza para los nimeros
enteros con los alcances y limitaciones que cada una puede tener; la ensefianza de los sistemas
numéricos como nucleos no aislados; y el contraste entre la OMp por una institucion educativa y

la OMr, en torno a un mismo objeto matematico.

Para comenzar, el lento proceso de aceptacion a nivel historico de los nimeros enteros deja
entrever que es un campo complejo, que genero rechazo debido a las dificultades y obstaculos que
implicaba la ampliacion del concepto de nimero. Esta situacion se traslada a la ensefianza de este
conjunto numérico en el &mbito escolar, haciendo que las propuestas de ensefianza para los
nimeros enteros sean objeto de analisis, por las variantes que pueden presentar y las

potencialidades o limitaciones que estas representan en el proceso de ensefianza y aprendizaje.

En relacion con la necesidad de analizar las propuestas de ensefianza para los nimeros enteros,
Gonzalez et al (1990) sefiala que dicho andlisis deberia tener como objetivo el identificar en la
propuesta cuatro aspectos, que, segun los autores, son indispensables para favorecer la

comprension de los nimeros enteros:
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e Dominar la construccion matematica de los nUmeros enteros, su estructura y propiedades,

asi como las herramientas matematicas que se utilizan.

e Conocer los hechos historicos relevantes relacionados con la matematica, con los nimeros

en general y con los enteros en particular.

e Conocer los estudios y reflexiones sobre la naturaleza y existencia de los numeros enteros,
asi como los procesos y relaciones implicadas en la formacién de los conceptos

correspondientes, en su formalizacion y en su devenir historico.

e Conocer las aplicaciones y utilidades de los nimeros enteros en contextos no matematicos

tales como la vida diaria y otras ciencias.

Sin duda, a causa de la extension y profundidad de estos aspectos, asi como por el estado de las
investigaciones, abordarlos por completo en una propuesta no es un trabajo facil. Sin embargo, el
andlisis a todo disefio curricular y su desarrollo en el aula de clase, deberia arrojar que se
fundamentan al menos en los conocimientos mas elementales de estos cuatro puntos, de lo
contrario, podria decirse que la propuesta dificilmente guiard a la comprensién los nimeros
enteros, el dominio de sus operaciones y aplicaciones algebraicas y su manejo en contextos

diferentes.

Ademas de lo anterior, otro aspecto importante a tener en cuenta son las diferentes vias de

aproximacion a Z, es decir, los modelos que se pueden utilizar para introducir los nimeros enteros
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en el aula de clase, pues este conjunto numérico se constituye y se acepta principalmente por los
problemas mateméticos que resuelve, pudiendo establecer métodos generales para resolver

ecuaciones; convertir la operacion de restar en una ley interna; y describir relaciones geométricas.

Estos modelos Gonzales et al (1990) los clasifica en: el aritmético, el geométrico y el algebraico?,
dependiendo del campo conceptual en que se encuentra el problema de partida y los conceptos que
se utilizan. Cada uno ellos presentan potencialidades pero también pueden limitar el trabajo con
Z, pues asi lo dejan ver investigaciones como la realizada por Cid (2015), donde se defiende un
modelo mas que otro, en este caso, la autora manifiesta que introducir a Z con el modelo aritmético
puede generar efectos no deseados e incluso, obstaculizar una buena comprension de dichos
numeros, de esta forma, propone introducir los enteros desde un entorno algebraico, pues
menciona que la razén de ser inicial de los nUmeros enteros viene dada por la necesidad del calculo
algebraico y la resolucién de ecuaciones. A causa de lo anterior, es necesario identificar el o los
modelos tenidos en cuenta en propuestas para para introducir a Z especialmente en una institucion
escolar, logrando determinar como afectan tanto positiva como negativamente la ensefianza de

estos numeros.

! Gonzales et al (1990) definen estos modelos de la siguiente manera: En el modelo aritmético, los nimeros enteros

tienen importancia dada la necesidad que se tiene de ampliar la operacion de restar en N pudiendo obtener como
resultado un nimero negativo; en el modelo algebraico, para dar soluciones a ecuaciones imposibles de resolver en N,
es necesario los nimeros enteros y con ellos su constitucion del conjunto de los negativos; y en el modelo geométrico
prevalece los nimeros enteros como un instrumento necesario para poder establecer una escala numérica sobre una

recta y con magnitudes dirigidas.
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Por otro lado, de acuerdo a las orientaciones curriculares del MEN en los Lineamientos
Curriculares de Matematicas (1998) y Estandares Basicos de Competencias en Matemaéticas
(2006), la ensefianza de los sistemas numéricos (cuyo objetivo es el desarrollo del pensamiento
numeérico) debe ser un trabajo continuo a lo largo de toda la educacion bésica y media, de modo
que el paso de un sistema a otro sea justificado por las limitaciones del primero y las
potencialidades del segundo, tal como la historia lo refleja. Por tal razon esta investigacion tendra
en cuenta para el andlisis a la OMp por la institucion, la propuesta de Bruno (1997) acerca de una
vision unitaria de la ensefianza de los nimeros. Tener en cuenta la propuesta de Bruno (1997) en
el analisis a la OMp, permitira identificar la relacion que desde la institucion se establece entre N y
Z, lo que se traducira en potencialidades y limitaciones en la propuesta de ensefianza institucional,
esto porque Bruno (1997), en acuerdo con las orientaciones curriculares del MEN, manifiesta que
una adecuada ensefianza de Z, debe partir de la necesidad de dar solucidn a situaciones que el

sistema conocido (N) no puede solucionar.

Todo lo anterior nos permite evidenciar la importancia de analizar las propuestas de ensefianza
que buscan trabajar a Z en la escuela, teniendo en cuenta elementos como: los aspectos que
deberian fundamentar cada propuesta para enfrentar la dificultad que supone dicha ensefianza; las
distintas vias de aproximacion a Z de acuerdo a modelos que cuentan con potencialidades y
limitaciones en la introduccion y trabajo de dicho sistema numérico; y la necesidad de articular los
sistemas numéricos para evitar que el conocimiento numérico que se debe adquirir en la educacion

basica y media se vea fragmentado.
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Ahora bien, el tipo de analisis al que se ha hecho referencia resulta conveniente abordarlo desde

la perspectiva de la TAD por varias razones:

e Presenta varios fendmenos en la ensefianza de las matematicas, entre los cuales estan la
atomizacion del proceso de ensefianza de las matematicas y el autismo tematico. El
primero, es la tendencia (cada vez méas acentuada en el proceso de ensefianza) a fragmentar
los contenidos de ensefianza, presentandolos sin conexion alguna y dejando de lado el
trabajo sistematico y disciplinado, que acaba eliminando los objetivos a medio y largo
plazo. El segundo, es una especie de encierro en los temas, que tiene como consecuencia
el olvido de las razones de aprender determinado objeto matematico; de esta manera los
estudiantes no tienen acceso a la importancia de establecer conexiones entre lo que se

aprende y el por qué de lo que se aprende (Gascon, 1998).

e Se postula la nocion de obra matemdtica (OM), que modeliza la actividad matematica, que
“como toda obra humana, surge siempre como respuesta a un conjunto de cuestiones y
como medio para llevar a cabo, en el seno de cierta institucion, determinadas tareas
problematicas” (Gascon, 1998, p. 11). Desde esta perspectiva, la ensenanza de Z adopta
una estructura que se caracteriza por tener dos grandes bloques, el bloque de la praxis
(tareas y técnicas) y el bloque del logos (tecnologia y teoria). Esta estructura haré visible

la relacion entre el trabajo practico con Z y el sustento formal de dicho sistema.

e Se reconocen las particularidades de 1a OMp y se invita a contrastarlas con una OMr para

determinar asi posibles limitaciones y potencialidades.
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A parte de todo lo que se ha mencionado, es necesario aclarar la pertinencia de este trabajo, pues
en las investigaciones realizadas por Ordofiez y Chavarro (2012), Martinez (2014) y Castillo
(2014) se presentan estudios similares a los que se pretenden desarrollar en esta investigacion.
Dado que el saber matematico varia segun la institucion educativa dependiendo del lugar y las
necesidades que se tengan, la gran diferencia radica en que se trabaja en una institucion educativa
completamente diferente y aparte de esto, los analisis realizados a los textos escolares presentan
una estructura diferente que fue orientada por el trabajo de Corica y Otero (2009), pues ninguno

de los trabajos en cuestion realiza un analisis riguroso desde los términos que la TAD integra.
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CAPITULDO II. Referentes conceptuales
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2.1 Teoria Antropoldgica de lo Didactico

En este trabajo se toma como referente didactico la Teoria Antropologica de lo Didactico (TAD)
de Chevallard (1999), la cual permitira desarrollar aspectos importantes de esta investigacion, tales
como: la identificacion de una OMr en relacion a Z y sus operaciones; la descripcion de una OMp
en torno a Z y sus operaciones, a partir de los planes de area y libros de texto de una institucion
educativa; la identificacion de potencialidades y/o limitaciones de la OMp al realizar un contraste

entre estay la OMr.

El enfoque antropoldgico en didactica de las matematicas (Chevallard, citado por Gascén, 1998)
surge en el marco de la didactica fundamental y como consecuencia del desarrollo de la teoria de
la transposicion didactica (Chevallard, citado por Gascon, 1998), hasta llegar a ser considerado
como un cuerpo tedrico didactico (TAD), luego de las ultimas aportaciones donde se modeliza el
proceso de estudio de una obra matemaética por medio de la teoria de los momentos didacticos

(Chevallard, Bosch, Gascon, citado por Gascon, 1998).

La TAD sitla la actividad matematica en el conjunto de las actividades humanas, por lo que asi
debe ser interpretada (es decir, modelizada) y no Unicamente como la construccion de un sistema
de conceptos, como la utilizacioén de un lenguaje 0 como un proceso cognitivo. La TAD cuenta
con un modelo de las matematicas institucionales en el que se incluye la matematica escolar como
un caso particular y con un modelo de las actividades matematicas institucionales que incluye la
ensefianza y aprendizaje escolar de las matematicas como una actividad matematica institucional
particular (Gascon, 1998).
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A continuacion, se describen las nociones fundamentales de este cuerpo teérico con las cuales se

trabaja a lo largo de esta investigacion:

2.1.1 Nocién de Organizacion Matematica (OM).

La organizacion matematica, actualmente denominada por Chevallard (1999) como organizacion
praxeoldgica u obra, modeliza el conocimiento matematico como actividad humana, de esta
manera, “‘surge como respuesta a un conjunto de cuestiones y como medio para llevar a cabo, en
el seno de cierta institucion, determinadas tareas problematicas” (Gascon, 1998). Se propone un

modelo que describe su estructura y sus caracteristicas:

oM
TECNICAS TECNOLOGIA TEORIAS
TAREAS (Maneras {Justificacion (Tecnologia de
de hacer) de la técnica) la tecnologia)

lHustracion 1:Estructura de una obra matematica (Ordofiez y Chavarro,
2012, pég 31)

La ilustracién 1 muestra la forma en cdémo se estructura una OM, donde se deben convertir las

tareas problematicas iniciales en tareas rutinarias, elaborando ciertas maneras de hacer (técnicas).
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Es aqui donde se asocian los tipos de problemas y las técnicas constituyendo un saber-hacer que
hace referencia a la practica de la actividad (praxis). Ahora bien, para que las técnicas existan,
deben de poder ser explicadas y esto se logra con la tecnologia, y al mismo tiempo, se necesita el
argumento formal que da paso a la justificacion rigurosa de dicha tecnologia, es decir, la teoria.
Estos elementos (tecnologia y teoria) conforman el logos para la praxis y se corresponden con el
saber. Ademas, la praxis y el logos se hallan intimamente relacionados y su articulacion permite

dar forma a la Praxeologia matematica.

Para aclarar el panorama anterior, a continuacion, se describen los elementos mencionados:

Tareas: La tarea es todo aquello que sea propuesto para ser abordado en el seno de una institucion
materializandose mediante preguntas, ejercicios y demas actividades propuestas para ser realizadas
por los sujetos pertenecientes a dicha institucion. Asi pues, Chevallard (1999) menciona al

respecto:

“tareas, tipos de tareas, géneros de tareas no son datos de la naturaleza, son “artefactos”,
“obras”, construcciones institucionales, cuya reconstruccion en tal institucioén, y por

ejemplo en tal clase, es un problema completo, que es el objeto mismo de la didactica”

(p.3).

Técnicas (0y): Las tareas requieren de una manera de realizarse, es por esto que las técnicas
vendrian siendo la manera de hacer, por ello, deben de ser entendibles y bien justificadas para que

tengan validez.
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En una institucion X, existe solo una o por lo menos un pequefio nimero de técnicas que son
reconocidas institucionalmente, excluyendo técnicas alternativas posibles que se pueden presentar

en otra institucion. Un ejemplo de esto es el presentado por Chevallard (1999):

“Se puede determinar el signo de un binomio ax + b escribiendo esta expresion como

a[x - (-ba)], lo que permite concluir mediante un pequefio razonamiento: 2 - 3x =
—3(x—§) es negativo si x > % positivo para x < g ;50 +3 = 5[x- (-0,6)] es
positivo para x >-0,6, negativo para x <-0,6; etc. Pero esta manera de hacer,

practicamente desconocida en la ensefianza secundaria francesa actual, recibiria sin

duda una oleada de criticas” (p.4).

Tecnologia: Latecnologia es un discurso racional sobre la técnica, la cual permite justificar y hacer
inteligible y véalido lo que se pretende, ademas de esto, aporta elementos que modifican la técnica
ampliando su alcance, logrando superar sus limitaciones y posibilitando la produccién de nuevas

técnicas (Gascon, 1998).

Teorias: La teoria es el paso a un mayor nivel de explicacion y justificacion, retomando el papel
que tiene la tecnologia respecto a la técnica, asi pues, el discurso tecnoldgico contiene afirmaciones

mas 0 menos explicitas, de las que se puede pedir razén.

Praxeologia puntual, institucional y regional: las praxeologias son puntuales cuando se centran

en un unico tipo de tareas, generalmente asociadas a un pequefio conjunto de técnicas. Se habla
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de praxeologias locales cuando los bloques practicos se articulan en torno a un discurso
tecnoldgico comdn. Si las praxeologias locales se estructuran alrededor a una teoria, conforman
praxeologias regionales (Bosch & Gascén, 2009). El caracter puntual, local o regional de una

praxeologia es relativo a la institucion considerada.

Ademas de estas nociones, Chevallard (citado por Corica & Otero (2009)) introdujo la distincion
de diferentes tipos de OM, segun el grado de complejidad de sus componentes:

e Obras Mateméticas Puntuales (OMP): Estdn generadas por lo que se considera en la
institucién como un Unico tipo de tarea y esta definida a partir del bloque préactico-técnico.

e Obras Matematicas Locales (OML): Es el resultado de integrar diversas praxeologias
puntuales. Cada praxeologia local se caracteriza por una tecnologia que sirve para
justificar, explicar, relacionar entre si y producir las técnicas de todas las praxeologias
puntuales que la integran.

e Obras Matematicas Regionales (OMR): Se obtienen mediante la coordinacion,
articulacion y posterior integracion de diversas praxeologias locales a una teoria
matematica en comun.

e Obras Matematicas Globales (OMG): Surgen al agregar varias praxeologias regionales a

partir de la integracion de diferentes teorias.

2.1.2 Atomizacidn del proceso de ensefianza y autismo tematico

El enfoque de la TAD permite abordar algunos fendmenos didacticos, entre los cuales se

encuentran la atomizacion del proceso de ensefianza y el autismo tematico. El primero se refiere
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a la tendencia cada vez mas acentuada hacia la transformacion del proceso de ensefianza en un
conjunto desestructurado de actividades independientes entre si, en el seno del cual se tratan los
problemas matematicos como “anécdotas” aisladas y en el que el trabajo sistematico y disciplinado
y los objetivos a medio y largo plazo tienden a desaparecer; el segundo, esta relacionado con el
anterior y se puede abreviar como una especie de encierro en los temas, lo cual tiene como
consecuencia mas inmediata el olvido de las razones de ensefiar y aprender determinado objeto
matematico, de esta manera no se tienen acceso a la importancia de establecer conexiones entre lo

que se aprende y el por qué de lo que se aprende (Gascon, 1998).

2.2 Desde lo curricular

El Ministerio de Educacion Nacional (MEN) argumentan que el conocimiento matematico en la
escuela, es considerado como una actividad social que debe de tener en cuenta los intereses y la
afectividad de los nifios y jovenes, esto con el fin de mejorar el proceso educativo. Todo plan de
area y proyecto educativo institucional (PEI) de las instituciones deben de apuntar hacia esa
consigna, por ende, el Ministerio de Educacion Nacional brinda conocimientos generales en los
Lineamientos curriculares de matematicas (MEN, 1998) y Estandares Béasicos de Competencias

en Matematicas (MEN, 2006) para que cada institucion desarrolle su propio curriculo.

Teniendo en cuenta lo anterior y centrando la atencion en el pensamiento numeérico, se puede
observar como en los documentos oficiales del MEN no se muestran los conjuntos numeéricos
como conjuntos separados, por el contrario, siempre se plantean la ensefianza de los nimeros de

una manera integrada en el pensamiento numerico, frente a esto el MEN (1998) sefala:
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“El pensamiento numérico se adquiere gradualmente y va evolucionando en la medida en que
los alumnos tienen la oportunidad de pensar en los nimeros y de usarlos en contextos

significativos” (pag. 26).

Frente a esto, los estudiantes inician un trabajo con los nimeros, y van ampliando su significado a
medida que van avanzando en los afios escolares, de esta forma, segun Bruno (1997) la ensefianza
de los nimeros debe de darse de una manera unificada de tal forma que los estudiantes no
construyan un conocimiento de los nimeros como nucleos aislados. Por esta razon, la propuesta y
la estructura curricular de cada institucién deben de plantearse de forma que haya un trabajo
integrado de los distintos pensamientos, pues se pude deducir del MEN (2006) la coherencia
horizontal, ademas de esto, también la coherencia vertical la cual va articulada por el pensamiento
numeérico en los diferentes conjuntos de grados. Ambos haciendo referencia al concepto de nimero

entero en los grados 6° y 7° de la educacion como se muestra a continuacion:

Coherencia horizontal de 6° a 7°
Pensamiento Pensamiento Pensamiento Pensamiento Pensamiento

numerico y sistemas | espacial y sistemas métrico y aleatorioy variacional y sistemas

NuMeEricos geométricos sistemas de sistemas de algebraicos analiticos

medidas datos

Resuelvo y formulo | Predigo y comparo | Resuelvoy Resuelvo y Analizo las
problemas utilizando | los resultados de formulo formulo propiedades de
propiedades basicas | aplicar problemas que problemas a correlacion positiva y
de la teoria de transformaciones requieren partir de un negativa entre
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nameros, como las rigidas (traslaciones, | técnicas de conjunto de variables, de variacién
de igualdad, las de rotaciones, estimacién. datos lineal o de

las distintas formas reflexiones) y presentados en proporcionalidad

de desigualdad y las | homotecias tablas, diagramas | directay de

de la adicion, (ampliaciones y de barras, proporcionalidad
sustraccion, reducciones) sobre diagramas inversa en contextos
multiplicacion, figuras circulares. aritméticos y
divisiény Bidimensionales en geomeétricos.
potenciacion. situaciones

matematicas y en el

arte.

Identifico

caracteristicas de
localizacion de
objetos en sistemas
de representacion
cartesiana y
geogréfica.

Tabla 1 Coherencia horizontal (MEN, 2006)

La tabla anterior intenta mostrar la conexion que existe entre cada pensamiento teniendo en cuenta
los estandares que hacen referencia al sistema numérico, de esta manera, se tienen los estandares
del conjunto de grados de sexto a séptimo asociados a los sistemas numéricos, siendo el
pensamiento numérico el eje central pues es quien hace referencia a las operaciones con nimeros,
asi, los estandares mencionados en cada uno de los pensamientos estan articulados con el
pensamiento numeérico de las siguiente manera: con el pensamiento espacial en tanto que se pueden
usar los nimeros como segmentos orientados al aplicarlos en transformaciones geométricas o
representaciones cartesianas; con el pensamiento métrico en tanto que se pueden dar valores
aproximados con nimeros para dar solucion a un problema; con el pensamiento aleatorio y el
variacional se vincula directamente, pues el primero permite ver los problemas en diferentes
sistemas de representacion y el segundo, permite verlos desde conceptos mas generales como el

de funcion (Ordofiez y Chavarro, 2012).
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En la tabla 1 se evidencia que hay una integracion entre los sistemas numéricos, pues en ningun
momento se menciona un conjunto numeérico en particular, siempre alude a ellos de manera general
dejando el trabajo con los nimeros enteros muy abierto, y, ademas, el lector queda expuesto a

demasiadas interpretaciones.

En cuanto a la coherencia vertical, se obtiene la siguiente informacion:

Coherencia vertical

Grupos de grado Pensamiento numérico

De 1°a 3° Identifico regularidades y propiedades de los numeros utilizando diferentes
instrumentos de calculo (calculadoras, &bacos, bloques multibase, etc.).

De 4° a 5° Justifico regularidades y propiedades de los nimeros, sus relaciones y
operaciones.

De6°a7° ES_IZ_:lb|eZCO conjeturas sobre propiedades y relaciones de los nimeros,
utilizando calculadoras o computadores.

De 8° a 9° Resuelvo problemas y simplificc_) calculos usaqdo propiedades y relaciones de
los nimeros reales y de las relaciones y operaciones entre ellos.

De 10° a 11° Establezco relaciones y diferencias entre diferentes notaciones de nimeros
reales para decidir sobre su uso en una situacion dada.

Tabla 2 Coherencia vertical (MEN, 2006)

Latabla 2 da cuenta de la relacion de un estandar con los demas estandares del mismo pensamiento,
en este caso, el pensamiento numeérico. Se observa que no hay una distincion clara de los conjuntos
numéricos, esto puede generar (teniendo en cuenta que el MEN (2006) guia los curriculos de las
instituciones logrando establecer diferentes relaciones entre los conocimientos, procesos y
contextos) que no haya una orientacion clara de cuéles puedan ser las obras matematicas a las que

se debe de prestar mayor atencion.
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Dado que, tanto en la coherencia horizontal como en la vertical, se presenta la informacion de
manera general, cada institucion debe velar por la toma de decisiones que con ayuda de los
documentos oficiales del MEN vy el personal en el area de matematicas sean las indicadas para
realizar las obras mateméticas. Esto debe apuntar a que haya una integridad entre los
conocimientos que se estan departiendo, en este caso, los sistemas numéricos, de tal forma que no
se vean de manera aislada, haciendo alusion a lo que Bruno (1997) plantea tanto en la vision
unitaria como en la transferencia entre las dimensiones permitiendo que se tenga una mejor

ensefanza.

2.3 Desde la Propuesta unitaria de Bruno

Bruno (1997) realiza aportes a una investigacion que esta situada desde el pensamiento numérico
y propone que partiendo de la experiencia que tienen los estudiantes sobre los numeros, se realice
una comprension efectiva de los conjuntos numéricos teniendo en cuenta sus representaciones,
estructuras y el campo de aplicacion. Para ello esta investigacion reconoce la necesidad de

curriculos integrados para que los estudiantes puedan hacer las conexiones pertinentes.

De esta manera, durante el proceso escolar de los estudiantes en el estudio de los nimeros y sus
propiedades es conveniente tener en cuenta la visién unitaria de los niUmeros que propone Bruno
(1997), debido a que es importante que el conocimiento que los estudiantes adquieren sobre los

nlumeros, sea parte de un proceso continuo en donde se puedan realizar las conexiones pertinentes
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entre cada sistema numérico, de modo tal que los conocimientos previos se integren a los nuevos

y estos a los previos con la potencialidad que tienen.

Algunos autores plantean que durante la escolaridad se realiza un trabajo fuerte con las operaciones
en los diferentes sistemas numéricos y los estudiantes dan cuenta de estas maneras de operar en
cada uno de ellos, sin embargo, no existe una vision unitaria que contribuya a establecer las
correctas relaciones que existen entre los sistemas numericos y es aqui en donde el proceso tiene
una ruptura dado que las propiedades intrinsecas de cada sistema numérico las desconoce, asi den

cuenta por separado de su parte operatoria. (Bruno, 2001).

El conocimiento numérico abarca diversos aspectos relativos a los nimeros, las operaciones, las
propiedades y la forma en que se representan cada uno de ellos. Estos aspectos adquieren
relevancia en la forma como sean tratados en la escuela. Bruno (1997), plantea tres dimensiones
para hacer tal desarrollo, propiciando la conexion de los diferentes sistemas numéricos. Estas son:
las dimensiones abstractas, de recta y contextual, las cuales favorecen la ensefianza en tanto se

realice una transferencia adecuada entre cada una de ellas.

Asi pues, en la dimension abstracta se sitGan los conocimientos referidos a los sistemas numéricos
como estructuras matematicas y las formas de escritura con los nimeros, la dimension de recta
hace referencia a la representacion de los numeros sobre una recta, puntos y vectores y la

dimension contextual hace referencia a la utilidad de los nimeros y su uso. (Bruno, 1997).
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Teniendo en cuenta lo anterior, el conocimiento numérico no se limita al conocimiento de las tres
dimensiones, sino que también abarca las transferencias entre ellas, es decir, la expresion de una

dimensién de un conocimiento dado en otra.

2.3.1 Las transferencias entre las dimensiones.

La transferencia entre las dimensiones permite una vision unificada de los sistemas numéricos y
de los procesos que con ellos se trabajen, para que haya una construccion adecuada y no se
promueva el aprendizaje como nucleos aislados. El esfuerzo en la ensefianza debe encaminarse en
que las tareas que se planifiquen apunten a que haya una transferencia entre las dimensiones,
logrando que se pueda pasar por los diferentes procesos de aprendizaje y reconocer la estructura

de lo que se estudia.

A continuacidn, se representa como se dan las transferencias mediante la ilustracion, que simboliza
la manera de ver un tridngulo en el que las flechas uniendo los vértices indican las transferencias

de una dimensidn a otra.

llustracion 2: Transferencia de las dimensiones (Bruno, 1997, pag 7)
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2.3.2 Los numeros negativos desde la Vision Unitaria.

La vision unitaria descrita por Bruno (1997), la concretamos para el caso de los nimeros negativos,
en donde se propone una ensefianza de ellos que considere las tres dimensiones y que siga una

secuencia de extensiones que avance hacia los nimeros reales.

Es decir, la Perspectiva Unitaria de Bruno (1997) pone de manifiesto una ensefianza unificada que
parte de los nimeros enteros y tiene en cuenta los fendmenos didacticos presentes en cada
subconjunto de [R. Plantear una ensefianza dada por secuencias de extension permite una
comprension unificada en la construccion de los numeros y tiene en cuenta lo aspectos particulares

que intervienen en los distintos sistemas numericos.

Dado que la ensefianza de los sistemas numérico se da por extension es decir, se introduce N, luego
Z * continla con Z ~ y se van construyendo con Q% e I, hasta llegar a “R” y la construccion por
extension va reconociendo las limitantes de los primeros conjuntos numéricos, una vinculacion
oportuna de los sistemas numéricos implica tener en cuenta que la unicidad debe permitir el uso
de los sistemas numéricos en cualquier contexto, basados en las dimensiones como lo menciona

Bruno (1997).

Bruno (1997), menciona la importancia de ensefiar los sistemas numéricos desde una perspectiva
unitaria reconociendo las limitaciones de Naturales y potencialidades de los enteros, de esta
manera los estudiantes pueden reconocer que los conjuntos numeéricos van surgiendo en la medida

que van respondiendo a inquietudes que con los naturales eran limitadas.
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2.4 Desde las matematicas

Se presentan en este apartado algunas reflexiones de tipo epistemoldgico que sustentan la
necesidad de trabajar los numeros enteros desde el campo de lo algebraico, de modo que sus
aspectos estructurales puedan ser justificados. Se tienen en cuenta los planteamientos de Cid &
Bolea (2010) para la construcciéon de un Obra Matematica de Referencia (OMr) que muestre
algunos elementos que deberian ser tenidos en cuenta en la ensefianza de los nimeros enteros, asi

como elementos que permiten la construccién de Z como anillo ordenado.

Los nimeros enteros aparecen debido a las limitaciones que se presentan en la operatividad de los
nameros naturales. Esta limitacion se presenta de la siguiente forma de acuerdo con el teorema
mostrado por Recalde et al (1998), segun el cual para dos niUmeros naturales m y n, conm < n,
existe un numero natural s, tal que m + s = n, que permite incorporar la resta como operacion
entre naturales. ElI nimero s se denomina la diferencia entre n y m, y se representa como n - m.
Tenemos entoncesques = n- msiysolosin = m + s. Al namero n se le llama el minuendo
y a m el sustraendo.

Observemosquen- 0 = n.

Lo expuesto en el teorema anterior deja ver las limitaciones de N cuando aparecen expresiones
como x + a = b, que puede escribirse x = b — a, donde no se cumpla la condicion de que a < b,
lo cual implica que x carezca de sentido dentro de este conjunto numeérico. Este tipo de limitaciones
de los naturales requieren de la creacion de otro conjunto numérico en donde las soluciones no

generen discusiones, es asi como surgen los numeros enteros. (Gonzalez et al., 1990).
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Vale la pena resaltar que, historicamente, esta extension no fue inmediata; la razon es que da origen
a los nimeros negativos y desde la antigliedad clésica, el nimero estaba ligado al proceso de contar
donde lo negativo no tenia cabida. Incluso hasta mediados del siglo pasado muchos famosos
matematicos se negaban a reconocerles la ciudadania numérica, sin embargo, aspectos como los
que aparecen a continuacion vencieron la resistencia a considerar los nimeros negativos (Recalde

etal., 1998):

e Se podian extender las operaciones de suma y producto sin ningun sacrificio tedrico.

e La existencia de fendmenos fisicos, como el movimiento, que llevan al planteamiento de
ecuaciones como 3 + x = 2 6 5x + 6 = 0 y cuyas soluciones requieren de la
existencia de los niUmeros negativos.

e La matematizacion de ciertos fendmenos como la altitud y la medida de la temperatura.

e El desarrollo de sistemas contables por parte de los comerciantes, que exigian un método

de consignar las deudas, incluyendo la acumulacion progresiva de las mismas.

Ahora bien, a parte de las limitaciones de operatividad que se presentan en N, pueden tomarse
algunas situaciones de la vida real en las que surge la necesidad de cantidades negativas, tal es el
caso de la temperatura bajo cero en lugares con climas extremadamente frios, un buzo cuando esta
en plena accion en el mar, algunas pérdidas o ganancias, entre otras. Sin embargo, el trabajar los
nimeros enteros a partir de este tipo de situaciones tiene algunas limitaciones, asi lo plantea Cid
& Bolea (2010) cuando dicen que los modelos concretos pueden contribuir a que los alumnos

adquieran creencias erroneas sobre los nimeros negativos y sus operaciones, porque enfatizan las
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estructuras de espacio vectorial y espacio afin, en lugar de la estructura de anillo totalmente

ordenado.

Las concepciones creadas bajo los modelos concretos han sido objeto de andlisis, y los resultados
indican que se presenta un obstaculo, cuando solamente se entiende a los numeros negativos como
medida de magnitudes opuestas o relativas, hecho que resalta que el campo de accion algebraico
es necesario para que los enteros y sus representaciones, sean vistos como un nuevo conjunto

numeérico que tiene potencialidades mas amplias que los naturales (Cid & Bolea, 2010).

Para ilustrar lo dicho anteriormente se toman algunos ejemplos mostrados por Cid & Bolea (2010):
el modelo de deudas y haberes puede facilitar que los estudiantes decidan que —7 es mayor que
—2 porque “una deuda de 7 euros es mayor que una de 2 euros”, o que concluyan que (—=7)(—2) =
—14 porque “el resultado de multiplicar una deuda por otra deuda no puede ser un haber”; 0 bien,
el modelo de las temperaturas puede facilitar que (—7) — (—2) = +5, porque “la diferencia entre

las dos temperaturas es de 5 grados”.

La propuesta del entorno algebraico para una correcta emergencia y trabajo de Z, tiene como
aspecto importante el contraste entre la aritmética y el algebra, es decir, poner de manifiesto la
ruptura que supone el algebra frente a la aritmética, como medio de justificar la necesidad de la
simetrizacion aditiva de los nimeros naturales. El calculo aritmético es un calculo entre nimeros,
basicamente entre niumeros naturales. En cambio, lo que caracteriza al calculo algebraico es que
la simetrizacion aditiva y multiplicativa de N permite reducir las cuatro operaciones aritméticas a
dos: la suma y el producto, cuyos signos se omiten. En consecuencia, los signos “+” y “—" que en

aritmética son signos operativos binarios, en algebra se pueden presentar como signos predicativos
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0 signos operativos unarios. Y asumir esta diferencia es fundamental para poder entender las reglas

de juego del calculo algebraico y la necesidad del trabajo con sumandos y sustraendos.

Por ejemplo, en aritmética la expresion 12 — 4 — 5 + 4 se entenderia como una sucesion de sumas
y restas de numeros naturales, con lo que los signos “+” y “—” estarian indicando dichas
operaciones binarias. En cambio, en algebra se interpreta como suma de los términos
+12,—4,—5y + 4, donde los signos “+” y “—” tienen un sentido de signos predicativos y se
suprime el signo binario que indica la suma®. De esta manera, las propiedades asociativas,
conmutativa y de existencia del cero y de los opuestos, propias de una suma, avalan facilmente
cualquier reorganizacion de ese célculo, en particular, la eliminacién de los términos —4 y +4 y
su reduccién a 12 — 5 = 7. En cambio, interpretando el calculo como sumas y restas de nimeros
naturales, la justificacion resulta menos fluida y exige conocer las propiedades de la resta, que no

son tan evidentes como las de la suma.

Ademas hay tres cuestiones generatrices globales dentro de este modelo para introducir y trabajar

a Z (Cid & Bolea, 2010):

Qo- ¢Como encontrar la expresion algebraica canonica que soluciona un problema verbal

aritmético cuando alguno de los datos que intervienen en su resolucion es desconocido?

Q,". En aquellos problemas en los que la solucién viene dada por expresiones algebraicas
diferentes segun los valores como sumandos o sustraendos que pueden tomar ciertos parametros

del sistema, ¢,cOMo encontrar una expresion algebraica Unica que dé solucion al problema en todos

2 Cuando no se suprimen los signos operativos binarios aparece la llamada “notacion completa”. La expresion 12 —
4 — 5 + 4 en notacion completa se escribiria (+12) + (—4) + (=5) + (+4).
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los casos?

Qo: ¢Qué consecuencias tiene considerar los sumandos y sustraendos como nuevos NUMeros y en

qué modifica esa decision las propiedades que cumplen “todos” los nimeros?

Las cuestiones anteriores pueden llegar a poner de manifiesto la necesidad de un logos que permita
observar y reconocer los elementos estructurales en la construccion de Z. Pero eso solo es posible
si se toma el estudio de Z en un entorno algebraico, porque las propiedades que se enuncian a
continuacién y que inicialmente relacionan a Z*con N, no pueden hacerse creibles en un plano

puramente aritmético:

2.4.1 Construccion matematica.

Definicion 1. Sea A = N X N. Definimos las siguientes operaciones en A.

(mn) @ (g =(m+pn+q)

(m,n) © (p,q) = (mp +nq, mq + np)

La razon de ellas radica en que (m,n) @ (p, q) representa

(m—n) + (p — q) es decir (m + p) — (n + q) y andlogamente (m,n) © (p, q) seria

(m—-n)(p — @) = (mp + nq) — (mq + np).

Proposicion 1. Las operaciones acabadas de definir son conmutativas en A.

mn)® @qe=m+pn+qg =@E+mqg+n)=(p,q) S (mn)

La conmutatividad en N hace valida la segunda igualdad.
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Proposicion 2. La relacion acabada de definir es de equivalencia.

Teorema 1. La relacion de equivalencia anterior es compatible con las operaciones @ y ©

definidas en A.

Los enunciados anteriores expresados de manera axiomatica que hacen parte del logos, indican la
relacion existente entre los naturales o enteros positivos (Z*), de ahi que son isomorfos pues las
operaciones previamente definidas al realizarlas permiten encontrar la solucién segun el sistema
numérico que se trabaje. A continuacién, se muestran las propiedades que permiten reducir las 4
operaciones de la aritmética a 2 en el campo algebraico y que permiten ir ampliando la

construccion de Z a partir de su estructura algebraica y de orden:

Teorema 2. Seanm,n, py g elementos que pertenecen a Z, entonces:

Las operaciones + y - (entre clases) definidas en Z gozan de las siguientes propiedades.

i.  Las dos son asociativas y conmutativas.

ii.  [(m,n)] es el modulo de “+” (cualquiera sea m € N)

iii.  [(1,0)] es el mddulo de la multiplicacion.

iv.  [(n,m)] es el inverso aditivo de [(m, n)].

<

- es distributiva con respecto a la +.
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Proposicion 3.

Dado un entero [(p, q)], existe un Unico natural n tal que [(p,q)] = [(0,n)].

Finalmente, cuando p < g existe un n no nulo Unico tal que

pt+q =qy[(]=I[mp+n)]=[0n)]

Es asi como se denomina Z* al conjunto de los enteros positivos o N y por Z~al conjunto de los

enteros negativos o inverso de Z*.

Estas condiciones establecen las soluciones que existen en los enteros dado que (Z, +)es un grupo.
Es importante aclarar que existen de ecuaciones de la forma ax = b, que a pesar de ser lineales, la
solucién no pertenece a Z, debido a que (Z,") no es un grupo, y de la Unica forma que existe una
solucion para estas ecuaciones es cuando b sea multiplo de a. Sin embargo, que (Z,7) no sea un
grupo, permitird inclusive ver e introducir otros sistemas numeéricos como los racionales, dado que
(Q,) siesungrupo, esto fortalecerd la idea de la ensefianza de los sistemas numéricos de manera

unificada.

La definicidn que de N se da bajo la operacion de la sustraccion tiene la siguiente forma: p —
q =n < p=n+ g,Ssinoexiste el natural n tal que p = n + q no existe la diferencia, es decir,

p NO s mayor que q.

Para poder solucionar expresiones como la anterior es necesario recurrir a Z. A continuacion, se
explicitan algunas definiciones y propiedades que hacen parte de una OMr. Es importante primero

establecer como es el orden en Z:

46



Definamos m < ncomo (m —n) € (N x) ym < n como (m —n) € (N)

Proposicion 4. La relacion < acabada de definir es de orden total en Z. De esta forma los

nlmeros enteros se definen en términos conjuntistas:

Z=TZ"UZ U{0}YZ' nZ ={¢}

Ademas, en la estructura de orden se destaca la no presencia de una cota inferior, ni superior,

determinando las condiciones bajo las cuales Z es completamente ordenado.
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CAPITULO II1. Descripcion y analisis de la
Obra Matematica propuesta
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3.1 Desarrollo metodoldgico de la investigacion

En este apartado se hara la presentacion de los aspectos de tipo metodoldgico que permitiran
desarrollar esta investigacion, considerando que su objetivo es analizar la Obra Matematica
propuesta en una institucion escolar desde la mirada de la TAD, con relacion a la construccion de

los numeros enteros y sus operaciones, para determinar sus potencialidades y limitaciones.

En este sentido, la directriz de esta investigacion recae en la metodologia que desde la TAD se
propone para el analisis de una OMp: toda OMp es una construccién institucional, completamente
afectada por las condiciones y caracteristicas propias de dicha institucion, sus limitaciones y
potencialidades se han de determinar al hacer un contraste con una OMr, que corresponde a una
construccién tedrica acerca de un dominio de ensefianza, con orientaciones generales para su
trabajo en el aula. La OMp puede rastrearse en los planes de area y libros de texto de la institucién

educativa a diferencia de la OMr, la cual puede rastrearse en las investigaciones.

Este proceso metodoldgico se organiza a través de varias fases que se describen a continuacion:

Fase |

En esta fase se lleva a cabo el desarrollo del marco teérico y la identificacion de una OMr que
involucra teorias propuestas por Cid & Bolea (2010), Bruno (1997), planteamientos oficiales del
MEN y aspectos sobre la TAD, los cuales permitiran realizar un analisis sobre las limitaciones o
potencialidades al construir Z.

Fase Il
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En esta fase se describe la OMp de la Institucion Educativa Nifio Jesus de Praga la cual incluye
los libros de texto “Secuencias Matematicas 6” y “Secuencias Matematicas 7” de la editorial

Libros & Libros S.A. y el plan de &rea de matematicas.

Es pertinente mencionar la institucion educativa que abrio sus puertas para poder llevar a cabo esta
investigacion. Esta institucion estd ubicada en el municipio de Santander de Quilichao, en el barrio
Santa Anita, se fundo en el afio 1982, presta sus servicios a 360 nifios y jovenes desde el nivel de
pre-jardin hasta el grado 11, distribuyéndose en dos jornadas: en la mafiana presta sus servicios

desde el nivel de pre-jardin hasta 5°, y en la tarde, desde 6° hasta 11°.

Imagen 1: Institucion Educativa Nifio Jesus de Praga

Fase 111

Y, por ultimo, en esta fase se realiza el contraste entre la OMry la OMp el cual permite determinar
las potencialidades y limitaciones en la ensefianza de Z en la institucién escolar. Para ello, se
construye la siguiente rejilla de andlisis la cual abarca los elementos tedricos de la OMr en términos

de potencialidades y limitaciones:
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Teoria

Potencialidades

Limitaciones

TAD

No se presenta el fenémeno
autismo tematico.

No se presenta el fenémeno de la
atomizacion del proceso de
ensefianza.

Las técnicas utilizadas para
resolver las tareas cuentan con una
justificacién tecnoldgica.

Se presenta el fendmeno autismo tematico.
Se presenta el fendmeno de la atomizacion
del proceso de ensefianza.

Las técnicas utilizadas para resolver las
tareas no cuentan con una justificacion
tecnoldgica.

Bruno

Hay una clara articulacion entre los
sistemas numéricos.

Se trabajan las tres dimensiones
(recta, contextual y abstracta)

Se trabaja la transferencia entre las
dimensiones.

No hay articulacion entre los sistemas
numéricos.

No se trabajan las tres dimensiones (recta,
contextual y abstracta)

No se trabaja la transferencia entre las
dimensiones.

Cid

Se considera la introduccion de los
nameros enteros siguiendo su
construccion historica, dejando
clara su razon de ser.

El trabajo con los nimeros enteros
permite que se construya la
estructura de anillo totalmente
ordenado.

El calculo que se propone con los
nameros enteros permite justificar
la necesidad de operar nimeros con
signo“+"y"“—".

Se introducen los nimeros enteros sin tener
en cuenta como se dio su desarrollo
histérico, trabajando este conjunto sin una
justificacién creible.

El trabajo con los nameros enteros no
permite que se construya la estructura de
anillo totalmente ordenado.

El célculo que se propone con los nimeros
enteros no permite justificar la necesidad de
operar nimeros con signo “+ "y “ — ",

MEN

Los sistemas numéricos se integran
para desarrollar el pensamiento
numeérico.

Hay coherencia horizontal, el
pensamiento numérico esta
relacionado con los demds
pensamientos.

Hay coherencia vertical, los
estandares propuestos en grados
distintos de la escolaridad se
relacionan para desarrollar el
pensamiento numérico.

Se trabaja desde el contexto de las
matematicas, de la vida diaria y de
otras ciencias.

Se trabajan los cinco procesos
generales de la  actividad
matematica.

No hay una integracién de los sistemas
numericos que apunta al desarrollo del
pensamiento numérico.

No hay coherencia horizontal pues no se
relaciona el pensamiento numérico con los
demas pensamientos.

No hay coherencia vertical debido a la falta
de relacion entre estandares propuestos en
distintos grados de la escolaridad.

No se trabaja desde el contexto de las
matematicas, de la vida diaria y de otras
ciencias.

No se trabajan los cinco procesos generales
de la actividad matematica.

Tabla 3: Rejilla de analisis

Por otra parte, es pertinente mencionar que la estructura que se tomé para desarrollar el analisis a

las tareas propuestas en los libros de texto fue guiada por la estructura presente en la investigacion
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realizada por Corica & Otero (2009), donde se presentan los géneros (G*), tipos de tareas (T;) y

tareas (t; ), asi como un esquema que relaciona las OMPs encontradas.

Ademas de esto, las técnicas (0,)) expuestas en esta investigacion, las cuales se encontraron en la
solucién que los libros de texto plantean para cada tarea, fueron definidas a partir de la
modificacion de las técnicas presentes en el trabajo de Ordofiez & Chavarro (2012) que a
continuacion se mencionan:

1. Posiciones relativas: al plantear ésta como una estrategia de solucion el estudiante debe tener
en cuenta el valor relativo de los nimeros, de esta manera reconoce la posicion de ellos y la
distancia que existe entre el nimero propuesto y el cero (0); de esta manera el estudiante ha de
reconocer el valor relativo de los nimeros, la posicidn que ocupa, la distancia de él al origen cero
(0) y ubicarlo segun el contexto en el que la tarea se enuncie.

2. Relacion de orden: En esta técnica el estudiante debe reconocer el valor relativo de los nimeros
y la posicién de ellos, que es minimo y maximo, menor y mayor, reconociendo la direccion del
namero y valor numérico o circunstancial que éste toma.

3. Planteamiento de ecuacion: esta técnica hace referencia a la propuesta que debe hacer el
estudiante en la solucién de un problema que se le presenta, donde lo que debe es hallar valores a
aquello que no se conoce en el problema y para lo cual debe tener claras determinadas propiedades
que le permiten la solucion de dicha ecuacion que ha planteado, como por ejemplo el inverso
multiplicativo y el inverso aditivo.

4. Criterio algoritmico: esta técnica hace referencia a todos esos modos de hacer o de resolver
determinada tarea, en los cuales se deben claridad en la solucion de las cuatro operaciones basicas

(suma, resta, multiplicacion y division) y las propiedades de cada una de ellas.
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3.2 Descripcion del plan de area de matematicas

El plan de area de matematicas de la Institucion Educativa Nifio Jesus de Praga se realiz6 en el
afio 2015, inicia justificando la importancia que tienen las matematicas para la humanidad, pues
mencionan que es un campo muy importante y aplicable en cualquiera area del conocimiento, y,
por ende, es indispensable que se ensefie desde los primeros afios de escolaridad para que el
estudiante pueda comprenderla y aplicarla segin sus necesidades. Continlia mencionando aspectos
que consideran esenciales para la formacion del estudiante en la comprension de conceptos y
procesos matematicos, entre estos estan: la l6gica matematica, teoria de conjuntos y el estudio de

las nociones bésicas de la geometria plana o Euclidiana.

Se pretende en él, no descuidar el rigor y la precision matematica para que haya una mejor
formacion y desarrollo intelectual, en busca de que el estudiante desarrolle los cinco pensamientos
matematicos y los cinco procesos, como lo estipulan los Estandares Basicos de Competencias en

Matemaéticas (MEN, 2006).

Luego de esta justificacion, se presenta de manera general los objetivos y logros que se deben de
cumplir al terminar onceavo grado, los cuales se van alcanzando durante todo el bachillerato,
también presentan los objetivos y logros generales, donde los primeros se deben de alcanzar en los

grados de 6° hasta 9°, y los logros son presentados a partir de 7° hasta 9°.

Después, proceden a hablar sobre la evaluacion, la metodologia, las actividades y los recursos que
seran tenidos en cuenta de manera general (en todos los grados): Sobre la evaluacion se argumenta
que es un instrumento que serd utilizado para valorar los desempefios del estudiante dentro de su
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desarrollo integral, esta sera cuantitativa, cualitativa, integral y continua, y se desarrollara de forma
escrita, oral, con libro abierto, habré exposiciones e investigaciones; Sobre la metodologia, plantea
que teniendo en cuenta el tema que se vaya a trabajar, se puede utilizar el tipo que desee, hacen
alusion a las siguientes metodologias: exposicion y ejemplificante: donde por medio de
explicaciones claras el estudiante comprenda teorias y desarrolle sus propios ejemplos y
problemas, y la metodologia inductiva: donde el estudiante a partir de la teoria realice la préactica.
Frente a las actividades se desarrollan distintos tipos dentro y fuera del aula de clase, llevandose a
cabo talleres individuales, investigaciones, formulacion de ejemplos, problemas y ejercicios,
practica de aplicaciones, deducciones y sustentaciones escritas y orales. Y referente a los recursos,
se utilizardn segun el grado y la necesidad que se tenga, entre ellos se encuentran: marcadores,

tableros, reglas, ayudas educativas, carteleras, y demas.
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Plan de area colegio Nifio Jesiis de Praga
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mPeriodo
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mCompetencias
mActividades

Esquema 1: Estructura del plan de area de matematicas de la Institucion educativa Nifio Jesus de Praga

3.2.1 Anadlisis de la Obra Matematica propuesta en el plan de area

El primer aspecto importante que se observa en el plan de area de matematicas de la Institucion
Educativa Nifio Jesus de Praga es la posible desarticulacion que presenta entre primaria y

bachillerato, pues el curriculo que se analiza en este trabajo, esta construido y presentado a partir
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del grado sexto, sin que se pueda tener una idea clara sobre aspectos curriculares de los grados
anteriores. Esto ocasiona que haya un posible rompimiento entre la ensefianza y aprendizaje del
pensamiento numerico y sistemas numéricos en la primaria, y la ensefianza y aprendizaje del
pensamiento numeérico y sistemas numéricos en el bachillerato, no dejando ver completamente la

coherencia vertical en este pensamiento.

Después de esto, otro aspecto importante son los objetivos y los logros, tanto los generales, como
los del nivel de la basica que presenta el curriculo, estos se pueden ver en la siguiente tabla, la cual

fue construida para facilitar su interpretacion:

practica.

Plantear y resolver problemas de tipo

matematico y alin de orden préctico.

5.  Manejar adecuadamente los

instrumentos de tipo geométrico.

6. Adquirir precision en la expresion

verbal y familiarizarse en el lenguaje y

expresiones simbolicas.

7. Familiarizarse con los
béasicos matematicos.

8. Desarrollar habilidades que le permitan

razonar l6gica, critica y objetivamente.

Obijetivos generales del area
N

conceptos

Logros generales del area

1. Aplicar los conocimientos matematicos 1. Que la Institucion le proporcione a los estudiantes un
en la formulacion de nuevas propuestas programa curricular en el campo del area de las
que permitan trascender en el avance de matematicas, acorde con las necesidades e intereses del
la ciencia y la tecnologia. medio.

2. Adquirir  conocimientos de la 2. Que el estudiante se apropie de los conocimientos
matematica para el desarrollo de la matematicos, que obtenga un criterio cientifico e
I6gica, el andlisis, el razonamiento y la investigativo que redunda en el mejoramiento de la
deduccion de problemas. calidad de vida.

3. Desarrollar habilidades y destrezas para 3. Que el estudiante busque y se apropie del conocimiento a
el manejo adecuado de recursos que le través de la profundizacion y la perseverancia.
permitan interrelacionar la teoria con la 4. Que por medio de este programa se busquen alternativas

metodoldgicas para que se cree un ambiente agradable,
dentro del proceso ensefianza-aprendizaje.
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1. Conocer el procedimiento légico en el
aprendizaje de las cuatro operaciones
basicas y desarrollar habilidades y
destrezas para aplicarlas en la solucién
de problemas de la vida diaria.

2. Preparar al estudiante en los
conocimientos basicos de la matemética
para que se desenvuelva en cualquier
campo del que hacer educativo.

3. Conocer los principios fundamentales
de la geometria para el manejo y
aplicaciones del espacio.

Objetivos generales del nivel de la basica

Logros generales de la basica

Identificara y usara los nimeros enteros y los racionales
en diferentes contextos, los representa de diversas formas
y establece relaciones entre ellos; redefine las
operaciones bésicas en los sistemas formados con estos
ntmeros y establece conexiones entre ellos.

Formulard problemas a partir de situaciones dentro y
fuera de las matematicas, desarrolla y aplica diversas
estrategias para resolverlos, verifica o interpreta los
resultados en relacién con el problema original.
Formularg, argumentara y pondra a prueba hipdtesis, las
modifica o descarta y reconoce las condiciones
necesarias para que una propiedad matematica se cumpla;
aplica estos procedimientos en la formulacién, analisis y
resolucion de problemas.

Har& estimaciones sobre numerosidad, resultados de
célculos y medicién de magnitudes concretas a partir de
sus propias estrategias y las utiliza como criterio para
verificar lo razonable de los resultados.

Interpretard  listas de instrucciones expresiones
algebraicas y diagramas operacionales y de flujo, traduce
de unos a otros y opera con ellos utilizando diferentes
tipos de nimeros.

Construird e interpretara férmulas, ecuaciones e
inecuaciones para representar situaciones que requieren
variables, opera con cualquiera de ellas y encuentra
procedimientos para resolver ecuaciones e inecuaciones.
Construird modelos geométricos, esquemas, planos y
maquetas utilizando escalas, instrumentos y técnicas
apropiadas y visualiza, interpreta y efectia
representaciones graficas de objetos tridimensionales en
el plano.

Comprenderd y usara la proporcionalidad directa e
inversa de magnitudes, en distintos contextos de la vida
cotidiana y utiliza diferentes procedimientos para
efectuar calculos de proporcionalidad.

Tabla 4: Objetivos y logros presentados en el plan de area de matematicas institucional

Como se puede observar, tanto los objetivos generales del area como los del nivel de la basica
apuntan hacia los conocimientos y competencias que se espera que los estudiantes alcancen, los
primeros durante todo el bachillerato, y los segundos, en los primeros cuatro afios de la secundaria.
También se presentan los logros tanto generales del area, como los del nivel de la béasica, en estos

ualtimos, el primer punto hace mencion a los nimeros enteros, los cuales son el foco de esta

investigacion.

Aunque el primero de los logros generales del nivel de la basica se refiere al uso, representacion,

operaciones Yy relaciones entre los numeros enteros, no se hace una relacion explicita entre este y




alguno de los objetivos generales del nivel de la bésica. Esta situacion haré que el trabajo que se
realice con Z en estos grados, no responda a un “para qué”. Tampoco se deja ver el “por qué” del
trabajo con Z, ya que los objetivos y logros presentados, simplemente aparecen escritos en listas

sin hablarse de las razones por las cuales se han tenido en cuenta en este curriculo.

Ademas de los aspectos mencionados, en la presentacion del plan de area especifico para 6° y 7°

se han encontrado las siguientes diferencias de estructura, las cuales evidencian que no hay

continuidad en la planeacion para 6° y 7°, dificultando la conexion entre los contenidos que se
abordan:

e Para cada periodo del grado 6° se presentan, bajo el titulo “Estandares”, los pensamientos

a trabajar, pero no se muestran en realidad los estandares asociados a cada uno de ellos.

Diferente ocurre en la presentacion por periodos para 7°, donde bajo el titulo “Estandares”

se presentan los componentes a trabajar, y seguidamente los estandares asociados, esto se

evidencia en la siguiente tabla:

Grado 6: cuarto periodo Grado 7: primer periodo

ESTANDAR ESTANDAR
*  Numerico Componente numérico-variacional:
e  Variacional e  Resuelvo y formulo problemas utilizando propiedades bésicas de la teoria de
numeros, como las de la igualdad, las de las distintas formas de la desigualdad
y las de la adicion, sustraccion, multiplicacion, division y potenciacion.
e  Medicional e Justifico procedimientos aritméticos utilizando las relaciones y propiedades de
las operaciones.
e Formulo y resuelvo problemas en situaciones aditivas y multiplicativas, en
diferentes contextos y dominios numeéricos.
e Resuelvo y formulo problemas cuya solucién requiere de la potenciacién o
radicacion.
e  Establezco conjeturas sobre propiedades y relaciones de los nameros,
utilizando calculadoras o computadores.
Tabla 5: Estandares del plan de area de 6°y 7°

e  Geométrico

e Los contenidos de 6° aparecen en una lista sin aparente relacién entre ellos, sin embargo,
al detallarlos estan por grupos de temas, cuyo nombre no se destaca entre el listado: los
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temas relacionados con los nimeros enteros aparecen en el cuarto periodo. Para 7° se
muestran dos ejes tematicos por cada periodo y los contenidos se encuentran organizados
en listas con numeracion hasta de tercer orden, lo que facilita relacionar los temas entre si
y ademas identificarlos dentro de un eje tematico, que podria continuar en periodos

posteriores. Los nimeros enteros son eje tematico en el primer periodo dos veces.

Contenidos

Plan de area de matematicas 6° Plan de area de matematicas 7°
e  Concepto de nimero entero. 1. Numeros Enteros
e Los nameros enteros y la recta numérica. 1.1. Representacion en la recta numérica y relaciones de
e  Comparacion y orden de los nimeros enteros. ord_er_1, g
e Numeros opuestos. Valor absoluto de un ndmero 1.2, Adicion y sustraccion de enteros

entero. 1.2.1. valor absoluto
e Los nmeros enteros y el plano cartesiano. 1.2.2. propiedades de la adicion de nimeros enteros

1.3. multiplicacion y division de numeros enteros
1.4. Potenciacion y radicacion de nimeros enteros.
Operaciones combinadas

e  Operaciones en el conjunto de los nimeros enteros
(Adicion y sustraccion, sustraccion y simplificacion
de signos de agrupacién. Multiplicacion, division y
expresiones aritméticas con nimeros enteros).

e  Polinomios aritméticos con nimeros enteros

Tabla 6: Contenidos en el plan de area de 6°y 7°
e Igualmente hay diferencias en el apartado de competencias de 6° y 7°. En el primero solo
hay una lista de estandares, en el segundo se especifican tres de los procesos generales®
(comunicacion, razonamiento y resolucion de problemas) y las afirmaciones relacionadas

a cada una de ellos.

3 EI MEN (1998) propone cinco procesos generales en la actividad matematica, estos son la resolucion y el
planteamiento de problemas; el razonamiento; la comunicacion; a modelacion; la elaboracion, comparacion y
ejercitacion de procedimientos.
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Competencias grado 6 Competencias grado 7
e Formula y resuelve problemas aplicando Comunicacion
conceptos de la teoria de ndmeros (nimeros e Representar una situacién problema a través de una
primos, mdaltiplos) en contextos reales y igualdad o ecuacién cuya solucion es un nimero entero.
matematicos. e Reconocer equivalencias entre expresiones que
e Justifica la pertinencia de un calculo exacto o involucran nimeros enteros.
aproximado en la solucién de un problema y lo
razonable o no de las respuestas obtenidas. Razonamiento
e  Reconoce el conjunto de valores de una variable e Usar las propiedades de los numeros enteros y sus
en situaciones concretas de cambio. operaciones, asi como las de las igualdades, para justificar
e Utiliza métodos informales (ensayo — error, los pasos que se desarrollan en la resolucion una ecuacion.
complementacion) en la solucion de ecuaciones. e Resolver operaciones combinadas con nimeros enteros
e Selecciona y usa técnicas e instrumentos para aplicando reglas bésicas relacionadas con las jerarquias de
medir longitudes y areas de superficie. las operaciones y las agrupaciones.
e Calcula éreas a través de composicion y
descomposicion de figuras planas Resolucion de problemas
e Usa medidas de tendencia central (media, e Resolver y formular problemas que se modelan a través
mediana, moda) para interpretar el de una igualdad o ecuacion cuya solucién es un nimero
comportamiento de un conjunto de datos. entero.
e Resolver y formular problemas que requieren realizar
operaciones con nimeros enteros.

Tabla 7: Competencias del plan de area de 6°y 7°

Todo lo anterior deja ver que el plan de area propuesto presenta limitaciones, pues no se evidencia
la relacion que desde los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (MEN, 2006) se
sugiere entre los pensamientos, es decir, no hay coherencia horizontal, ademas, en su trabajo con
los sistemas numéricos y en particular con Z, hay evidencia de los fenémenos atomizacion del

proceso de ensefianza y autismo tematico (Gascon, 1998):

Este primer fendbmeno aparece por la estructura que adopta el plan institucional, primero, porque
no relaciona la ensefianza de los sistemas numéricos que se lleva a cabo en la primaria con la que
se lleva a cabo en la secundaria, segundo, porque hay una clara desarticulacion entre lo expuesto
para 6° y lo expuesto para 7°, y tercero, porque los contenidos dentro de cada grado muestran poca
o nula articulacion. En términos de Bruno (1997) no hay un hilo conductor que unifique y haga
homogéneo el conocimiento numérico en la institucion educativa, conocimiento del que hacen

parte todos los aprendizajes adquiridos desde los primeros afios de escolaridad en adelante, por lo
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que los sistemas numéricos estaran desarticulados y el conocimiento numérico que se construya

estara como nucleos aislados.

Por su parte, el segundo fendmeno aparece cuando no se responde al ¢por qué? y ¢para qué? de la

ensefianza de Z, haciendo que esta carezca de sentido y solo sea un tema dentro de una lista de

temas por cumplir.

Todo lo expuesto anteriormente se muestra en la siguiente tabla, la cual sintetiza las limitaciones

y potencialidades encontradas en el plan de &rea:

procesos generales de la actividad
matematica, dejando por fuera la
modelacion 'y la elaboracion,
comparacion y ejercitacién de
procedimientos.

Teoria Potencialidades Limitaciones

TAD No se presenta el fendbmeno de la Se presenta el fendmeno autismo tematico.
atomizacion del proceso de Se presenta el fendmeno de la atomizacion
ensefianza en la presentacion del proceso de ensefianza en la presentacion
particular para 7°. particular para 6°.

Bruno No hay articulaciéon entre los sistemas

numeéricos.
MEN Se trabajan en 7° tres de los cinco No hay una integracion de los sistemas

numéricos que apunta al desarrollo del
pensamiento numérico.

No hay coherencia horizontal pues no se
relaciona el pensamiento numérico con los
demas pensamientos.

No hay coherencia vertical debido a la falta
de relacién entre estandares propuestos en
distintos grados de la escolaridad.

No se trabajan en 6° los cinco procesos
generales de la actividad matemaética.

Tabla 8: Potencialidades y limitaciones del plan de &rea de matematicas
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3.3 Descripcion de los textos escolares Secuencias Matematicas 6 y

La Institucion Educativa Nifio Jesus de Praga es quien propone los libros de texto Secuencias

Matematicas 6 y Secuencias Matematicas 7 para que el docente de matematicas realice su trabajo.

Secuencias Matematicas 7

A continuacion se realiza una breve descripcion sobre estos dos libros de texto:

Nombre del texto

Secuencias Matematicas 6

Secuencias Matematicas 7

Editores de
Matematicas

Carvajal Janeth
Castro Luis
Manrique Viviana
Vargas Claudia

Carvajal Janeth
Castro Luis
Manrique Viviana
Vargas Claudia

Editorial Libros & Libros S.A. Libros & Libros S.A.
Afo 2016 2016
NuUmero de paginas | 294 296
Impreso por Disoné S.A. Disoné S.A.
Grado de Sexto Séptimo
escolaridad
ISBN libro 978-958-724-426-7 978-958-724-426-7
Tipo de texto Texto escolar Texto escolar
Uso Académico Académico
Portada

« .« @ Hemamientas digtales para ¢l aprendizaje

cnsl

| SECUI:N I\/Iateméticasﬁ

Tabla 9: Descripcion de los libros escolares Secuencias Matematicas 6 y Secuencias Matematicas 7
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Se puede observar en la tabla anterior que los libros de texto Secuencias Matematicas 6 y
Secuencias Matematicas 7 son similares, ademas, presentan la misma estructura, a continuacion,

se nombran algunos aspectos que los componen:

La organizacion de la tabla de contenido y de las paginas es similar. Cada capitulo inicia con una
imagen que en muchas ocasiones hace referencia al tema que se va a tratar, debajo de ella, aparece
una historia que se refiere de alguna manera lo que se va a presentar, y en la misma pagina, en la
parte inferior, hay dos actividades para desarrollar. Luego, en la siguiente pagina, en un recuadro
pequefio en la parte superior se dice el pensamiento que se va a trabajar, también se muestra un
esquema donde aparece todo lo que se va a tratar y en la parte inferior, nuevamente aparecen unas

actividades introductorias.

Después de esto, las paginas estan divididas en dos columnas. En la parte derecha se inicia
definiendo y ejemplificando los temas correspondientes y en la parte izquierda (que es la columna
mas pequefia) hay tanto actividades como historias que refuerzan lo que se esta presentando.
Terminando cada capitulo, se encuentra el taller que abarca todo lo visto, el cual se divide por
subtitulos, estos son: para profundizar, para recuperar, para aplicar, para saber.

Después presentan ejercicios segmentados de la siguiente manera: interpreta y representa,
argumenta y razona, formula y ejecuta. De la misma manera son presentados todos los capitulos
que siguen pues secuencias matematicas 6 cuenta con 12 capitulos y secuencias matematicas 7 con

11.
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En las Gltimas paginas de los libros se presenta una seccion donde intervienen: prueba saber,
prueba pisa y resolucién de problemas, cada uno de estos apartados presenta una serie de preguntas

que van relacionadas con todo lo que se present6 en el libro de texto.

A continuacion, se presenta una tabla que contiene los aspectos fisicos de los libros de texto:

Secuencias Matematicas 6 y Secuencias

Aspectos fisicos Matematicas 7

Formato 22 cm X 28,5 cm

Tipo de encuadernacion Pegada

Tipo de cubierta Cartulina

Tipo de impresion Nitida y legible

Tipo de papel Bond

Partes del libro Carétula frontal; informacién legal; autores;

presentacion del contenido; se inicia cada
unidad con una resefia historica sobre los
temas que se van a tratar en ella y una
actividad introductoria; también presenta un
mapa conceptual de cada unidad;
Bibliografia; y caratula trasera.

Titulos Resaltados en negrilla

Max numero de caracteres por renglon | 82

Espacio entre renglon 0.25 milimetros

Espacio entre parrafo 0.31 milimetros

Uso de la negrita Titulos, subtitulos, palabras claves,
numeracion

Margenes 1,65cm superior; 1,55 inferior; 1,55
izquierda; 1,5 derecha

NUmero de paginas 294 para 6° y 296 para 7°

Numeracion de las paginas Todas las paginas estan enumeradas a
excepcion de las 5 primeras

Ubicacion de la numeracion Parte superior derecha para los niUmeros

impares y parte superior izquierda para los
nlmeros pares

Paginas Todas las paginas se dividen en dos
columnas, donde la primera parte mide 14,5
cmy la segunda 7,5 cm excepto las que
presentan los talleres que se encuentran al
finalizar cada unidad donde cada columna

mide 11cm
Tabla 10: Aspectos fisicos de los libros de texto Secuencias Matematicas 6 y Secuencias Matematicas 7
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3.3.1 Andlisis de los textos escolares

Para el andlisis de los textos escolares Secuencias Matematicas 6 y Secuencias Matematicas 7 se
tendran en cuenta algunos aspectos como la forma de introducir los numeros enteros, los temas
que involucra y la forma en la que se presentan, entre otros, Ademas se adoptara una estructura,

que desde la TAD permitira identificar los géneros (G*), tipos de tarea (T;), tareas (tz,),

técnicas (0,,) y tecnologias para determinar el tipo de OM.

Se inicia mostrando la forma de introducir los nimeros enteros en los libros de texto, en este
sentido, en Secuencias Matematicas 6, se encuentran los siguientes temas y subtemas que son

abordados en el capitulo 10:

Tabla de contenido Secuencias Matematicas 6

Capitulo 10: De los relativos a los nimeros enteros.
NuUmeros relativos
Conjunto de los niUmeros enteros
Representacion de los nimeros enteros en la recta numérica
Relaciones de orden en los nimeros enteros
Valor absoluto de los nimeros enteros
Adicién de niameros enteros
Sustraccion de nimeros enteros
Polinomios aritméticos con nimeros enteros
Problemas de aplicacion con nimeros enteros
Competencias béasicas
Tabla 11: Contenidos cap.10 del libro de texto Secuencia Matematicas 6

Este libro de texto, introduce los nimeros enteros a partir de los nimeros relativos, presentando
un texto que habla sobre la temperatura en la Antartida (93°C bajo cero), haciendo referencia a las
temperaturas por debajo de 0°C, explicando que su forma de escritura es acompafiando dicha

temperatura con un signo menos “—" (—93°C), finalmente se menciona que a estos nimeros se les

65



conoce como niimeros negativos y a los que se usan para referirse a temperaturas que estan por

encima de los 0°C se les llama nimeros positivos.

Después de esto, el libro presenta un mapa conceptual que relaciona los temas que se desarrollaran
a lo largo del capitulo: nameros relativos, nimeros enteros, representaciones de los enteros, etc.

(imagen 2)

Imagen 2: Mapa conceptual cap.10 libro de texto Secuencia
Matematicas 6

La introduccién que el libro de texto hace al capitulo y el mapa conceptual previo al desarrollo de
los temas, permite apreciar un posible trabajo con los numeros enteros desde un entorno
aritmético, apoyandose en la presentacién de modelos concretos y la representacion en la recta

numérica.

Por su parte, en el libro de texto Secuencias Matematicas se encuentran los siguientes temas y

subtemas que son abordados en el capitulo 1:
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Tabla de contenido Secuencias Matematicas 7

Capitulo 1: Conjunto de los nlimeros enteros.
Conjunto de los nimeros enteros
Representacion de nlimeros enteros en la recta numérica
Relaciones de orden en los nimeros enteros
Valor absoluto y los niimeros opuestos
El plano cartesiano y los nimeros enteros
Operaciones con nimeros enteros
Adicién de nimeros enteros
Sustraccion de nameros enteros
Multiplicacion de nimeros enteros
Division de nimeros enteros
Potenciacion de nimeros enteros
Radicacion de nimeros enteros
Polinomios aritméticos con nimeros enteros
Problemas de aplicacién con ndmeros enteros
Competencias basicas
Tabla 12: Contenidos cap.1 del libro de texto Secuencia Matematicas 7

Después de esto, presenta un mapa conceptual que muestra lo que se va a abordar en las siguientes
paginas, tratando aspectos de cémo estan conformados los enteros, como se representan y como

se operan (imagen 3).

Imagen 3: Mapa conceptual cap.1 libro de texto
Secuencia Matematicas 7
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La introduccion que el libro de texto realiza sobre los nimeros enteros, permite apreciar un posible
trabajo desde un entorno aritmético, pues al igual que el libro de texto de 6°, este se apoya en la
presentacion de modelos concretos y la representacion en la recta numérica, ademas, se tiene

presente el plano cartesiano.

En general, los libros de texto no muestran una articulacion entre el conjunto de los nimeros
naturales, el cual se ha trabajado en capitulos anteriores, y el conjunto de los nimeros enteros, esto
desde los planteamientos del MEN (1998) y de Bruno (1997) es una limitacion que podria afectar

el desarrollo del pensamiento numérico e impedir la ampliacion de la nocion de nimero.

Teniendo en cuenta los contenidos que presentan los libros de texto, es posible afirmar que estos
se corresponden con los contenidos que presenta el plan de area, sin embargo, en el grado sexto,
el libro de texto introduce los nimeros enteros a partir de los nimeros relativos, diferente sucede

en el plan de area, donde no se propone una introduccion para este conjunto.

Otro aspecto importante, es la forma en como se estructuran los contenidos del grado séptimo,
pues en el plan de area los presentan enumerados, mientras que el libro de texto, los divide en dos
blogues, uno que trata sobre el conjunto numérico, y otro, que hace parte de las operaciones con

ndmeros enteros.

3.3.2 Muestra de tareas en los textos escolares

A continuacion, se presentan 40 tareas que los libros de texto plantean como ejemplos en las
unidades correspondientes a los nimeros enteros, las cuales se han escogido dada la importancia
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que representan para el desarrollo de este trabajo, pues es en estos ejemplos donde se pueden
extraer las técnicas que el libro expone:
1. Latemperatura promedio de Cali que se presento durante tres dias consecutivos se muestra

a continuacion:

Utiliza nimeros relativos para expresar la temperatura del lunes y del miércoles, tomando
como referencia la temperatura del dia martes.
Solucién: La temperatura registrada el dia lunes fue 4°C mayor a la temperatura registrada el dia
martes. Por lo tanto, la temperatura del dia lunes fue +4 de la temperatura del martes.
La temperatura registrada el dia miércoles fue de 2°C menor a la temperatura registrada el dia
martes. Por tanto, la temperatura del dia miércoles fue —2°C con respecto a la temperatura del dia
martes.
2. Federico naci6 en el afio 2005. Halla el afio de nacimiento de sus dos hermanos, teniendo
en cuenta que:
e +10 afios indica la fecha en que naci6 el hermano menor de Federico con respecto
a la fecha de nacimiento de Federico.
e —3afios indica la fecha en que nacié la hermana mayor de Federico con respecto a

la fecha de nacimiento de Federico.

Solucién: La informacion sobre las fechas de nacimiento de los hermanos de Federico esta
expresada como numeros relativos que tienen como punto de referencia la fecha de nacimiento de

Federico.
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El nimero +10, indica que el hermano menor de Federico nacié 10 afios después que él, es decir,
nacié en el 2015. EIl nimero —3 indica que la hermana mayor de Federico nacié 3 afios antes que
él, es decir, naci6 en el 2002.
3. Representa las siguientes situaciones utilizando ndmeros enteros:
a) Laimprenta se inventd 1440 afios después del nacimiento de Cristo.
b) El abaco se inventd 450 afios antes del nacimiento de Cristo.

c) La cuenta bancaria de una persona indica que debe $800000.

Solucion:

a) Los afios después del nacimiento de Cristo se escriben con numeros positivos. Por tanto, la
imprenta se invento en el afio 1440

b) Los afios antes del nacimiento de Cristo se escriben con nimeros enteros negativos. Por
tanto, el abaco se invento en el afio -450

c) El saldo en rojo de una cuenta bancaria se puede representar con nimeros negativos. Por

tanto, el saldo de la cuenta es de —800000
4. Los husos horarios indican la deferencia de hora entre los puntos de la superficie de la tierra

y el meridiano de Greenwich. Entre dos husos horarios consecutivos hay una diferencia de

1 hora

T65° 150° 135° 120° 105° 90° 75° 60 450 30° 150 (P 15° 30° 45 G0° 750 9P 105° 120° 135° 150° 165° 180°
B ST 7 7] . T T

TE 7~ 5 [ Sioen un pais ubicado sobre el meridiano de

S N A Greenwich son las 2 pm, ¢;Qué hora es en

Colombia y Australia?

{

7r N |
3 | 1 ! LT

E ¢ | ] g IS
B3 2 G0 0 GRS +2 (3 +4 148 +6 S 48 (B9 0801 <12

ARNT
i
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Solucién: Colombia esta ubicado en el huso horario —5. Por lo tanto, su hora es 5 horas menos
que la de cualquier pais ubicado sobre el meridiano de Greenwich. Por su parte, Australia esté en
el huso horario 9; por tanto, su hora es 9 horas mayores. En consecuencia, en Colombia son las 9
a.m. y en Australia las 11 p.m.
5. Ubica en la recta numérica:
a) 2

b) —4

Solucion:

3 I 3

il =l =B =8 1 6 1

(CR S\
Y

1

NN

\

-1 o 1 2 3 4 5

N4

i g -
6. Determina los numeros enteros correspondientes a los puntos A, B 'y C en la siguiente recta

numeérica:

+

17 18

Solucion:
e El punto A esta ubicado una unidad a la izquierda de 17. Por tanto, le corresponde
el nimero 16.
e El punto B esta ubicado dos unidades a la derecha del nimero 18. Por tanto, le
corresponde el nimero 20.
e Finalmente, el nimero C esta ubicado cinco unidades a la izquierda de 18. Por

tanto, le corresponde el nimero 23.
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7. ¢Qué numero entero se encuentra 7 unidades a la izquierda de 2 en la recta numerica?

Solucion: Para determinar el nUmero entero se encuentra siete unidades a la izquierda de dos, se

ubica 2 en la recta numérica y se cuentan siete unidades hacia la izquierda. Observa:

Luego, el nimero ubicado siete unidades a la izquierda de 2 en la recta numérica es —5.
8. Escribe la palabra mayor o menor, segln corresponda.
a) —3es___que —4
b) —2es____que —4
c) —2es___que —3

d) —4es que —3

Solucion:

a) —3esmayor que — 4
—3 esta a la derecha de -4

b) —2 esmenor que — 4
—2 esta a la izquierda de 4

Cc) —2esmayor que — 3
—2 esta a la derecha de -3

d) —4 es menor que — 3

—4 esta a la izquierda de -3
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9. Observa el termémetro y determina la medida de temperatura mas alta entre:

a) 6°Cy —3°C
by —9°Cy —3°C
Solucion:

a) 6°C es mayor que — 3°C.Se escribe 6°C > —3°C

b) —3°C es mayor que — 9°C.Se escribe — 3°C > —9°C

10. Ordena de menor a mayor, los siguientes nimeros enteros:

5-4,8,-7,-9,6,0,1,-1

Solucion: Al representar los numeros anteriores en la recta numérica se obtiene:

e n " + 3 N n + : . -+ + + ik
o ; T T T T T T T T T T T T

-9 ~7 —4 -1 0 1 5 6 8
Observa el orden descendente hacia la izquierda de los numeros enteros negativos y el orden
ascendente hacia la derecha de los enteros positivos.
En este caso, —9 es el nUmero menor y 8 el nimero mayor. Esta relacion se puede simbolizar de
la siguiente manera:

9<-7<-4<-1<0<1<5<6<8

11. Halla el valor absoluto de los siguientes nimeros enteros:

a) —5
b) 6
c) —11
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d) 29

Solucion: Se calcula la distancia de cada nimero al cero.

a) |-5/=5
b) |6] =6
¢ |-11] =11
d) 29| =29

12. Halla el opuesto de —19

Solucion: El opuesto de —19, es 19, ya que |—19| = |19] = 19 y sus signos son diferentes.

13. Resuelve las sustracciones

a) 13—-8
b) —10—-6
Solucion:
Se cambia 8 por su opuesto (—8) Se cambia 6 por su opuesto (—6)
{ i { H
a 13-8=13+(-8) =5 b. —10-6=-10+(-6)=—16
; IO . |
Se cambia el signo de sustraccién Se cambia el signo de sustraccién
por el de adicién. por el de adicién.

14. Halla las diferencias entre:
a) Losnumeros —15y — 20

b) Los ndmeros 20 y — 40

Solucion:

a) Operacion indicada: (—15) — (—20)
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Minuendo + (—sustraendo): (—15) + [—(—20)] = (—15)+20=5
b) Operacidn indicada: 20 — (—40)

Minuendo + (—sustraendo): 20 + [—(—40)] = 20 + 40 = 60

15. Felipe le debia $5900 a Daniel. Si hoy le pidié prestados $3500 mas, ¢Cuanto le debe

ahora?

Solucidn: Para empezar, se representa esta situacion con nimeros enteros asi:

e Como Felipe le debia $5900 a Daniel, esta cantidad es un nimero entero negativo: —5900

e Daniel le presto $3500 més a Felipe, entonces la deuda aumenté en —3500:

(—5900) — 3500
Entonces, el problema se resuelve de la siguiente manera:
(=5900) — 3500 = (—5900) + (—3500)
= —9400

Por lo tanto, Felipe le debe a Daniel $9400 en total

16. Identifica los nimeros enteros positivos y negativos asociados al afio de creacion de cada

invento ubicado en la siguiente linea del tiempo:

3000aC. 2000 aC. 1000 a.C. 0 1000 d.C. 2000 d.C.
l T T I T T I T
3000 aC 150 a.C. 1440 d
Escritura jeroglifica Abac mprenta

Solucién: En esta linea de tiempo se toma como referencia el nacimiento de Cristo para ubicar los

hechos historicos. Los hechos ocurridos antes del nacimiento de Cristo se representan con enteros
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negativos y los ocurridos después del nacimiento de Cristo se representan con enteros positivos.
Entonces:

e La escritura jeroglifica egipcia se inventd en el afio 3000 a. C. o afio —3000

e El &baco se invento en el afio 450 a.C. o afio —450

e Laimpresa se inventd en el afio 1440 d.C. o afio +1440

17. Felipe tiene un saldo en contra de $75800 en el banco ;Como se representa esta situacion

con numeros enteros?

Solucion: En las cuentas bancarias los saldos a favor y en contra se representan con enteros
positivos y negativos respectivamente. Por lo tanto, el saldo de Felipe se puede representar
mediante el entero —75800.

18. Representa con numeros enteros los metros de altura o de profundidad de los puntos A, B

y C en la gréfica.

Solucion: Al punto A le corresponde una altura de 400m sobre el nivel del mar o +400m. Al
punto B le corresponde una profundidad de 100m bajo el nivel del mar o —100m. Y al punto C
le corresponde una altura de 200m sobre el nivel del mar o +200m.

19. ¢ A qué numeros enteros corresponden los puntos A, B, Cy D?
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Solucién: Los numeros ubicados a la derecha del cero son enteros positivos y los ubicados a la
izquierda del cero son enteros negativos, entonces A y B son negativos y C y D son positivos.
Como cada marca esta a la misma distancia una de otra, entonces es posible completar la recta con

los numeros enteros que faltan:

v

:,o.h.n
S )

Por lo tanto, el nmero entero asociado a cada punto es:
A:=5B:-1 C:3 D:5
20. Un poste que esta ubicado dentro de una represa indica los niveles de agua normal y de

desbordamiento en metros. Observa la imagen

a) ¢A cuantos metros sobre el nivel normal se encuentra el nivel de desbordamiento?

b) ¢Cuéntos metros de profundidad bajo el nivel normal tiene la represa?

Solucion:
a) Enel poste los nUmeros enteros se ubican como en la recta numérica. En este caso, mientras

los nimeros positivos aparecen por encima del cero, los nUmeros negativos aparecen por
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debajo. Por lo tanto, el nivel de desbordamiento esta a 3m sobre el nivel normal.
Numéricamente se representa como +3m.
b) La represa tiene 4m de profundidad bajo el nivel normal es decir —4m.
21. Ordena de menor a mayor los siguientes niUmeros enteros:
3,-8,6,-5,—-1,0,y —3

Soluciodn: Se representan primero estos nimeros en la recta numérica:

} ol i I I S
T T T T T

5 7 6 5 43 21 0 1 2 3 4 5 6 7
Como los numeros enteros en una recta aparecen ordenados de menor a mayor, segun se leen de
izquierda a derecha, entonces se escribe:
-8<-5<-3<-1<0<3<6

22. Escribe los signos < o >

a) —17_10
by —18__ —21
) 7_ —13
Solucion:
a) —17 <10
—17 Esta a la izquierda de 10
b) —18 > -21
—18 Esta a la derecha de —21
c) 7 >-13

7 estd aladerechade —13
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23. Los Ultimos cinco meses la temperatura media registrada en una ciudad fue de
8°C,10°C, 2°C,—3°C y 6°C respectivamente. Determina la menor y la mayor temperatura

media en los Gltimos meses.

Solucién: Al ordenar de menor a mayor estos valores, se obtiene —3 < 2 < 6 < 8 < 10.
Entonces la mayor temperatura media registrada fue de 10°C y la menor fue de —3°C.
24. Manuela representd con numeros enteros el dinero (en pesos) que gand y que debia cada

mes. Observa:

Gané +1200000 +1199000 + 1210000
Debia —650000 —648000  — 649000

¢En qué mes gand mas dinero?
Solucién: Manuela gan6 méas dinero en abril porque al ordenar los valores se tiene que:
1210000 > 1200000 > 1199000.
25. Calcula el valor absoluto de cada nimero entero:
a) —32

b) 501

Solucion: Para obtener el valor absoluto de cada nimero, se encierra el nimero entre barras
verticales y se escribe el nimero sin el signo:

a) |—32| =32

b) |501| = 501

26. Dos autos parten de un mismo sitio de origen. El primero se desplaza 3km hacia el norte.

¢ Qué distancia separa a los dos autos?
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Solucién: Las posiciones de los autos corresponden a los nimeros enteros —3 y3. La distancia

que separa a los autos es igual a la suma de los valores absolutos:

—3 km 3 km

> Norte

|-3| + |3| = 3 + 3 = 6 Por lo tanto, la distancia que separa a los autos es 6km
27. Escribe el opuesto de cada uno de los siguientes nimeros enteros:
a) —50

b) 7

Solucion:
a) El opuesto de —50 es 50

b) EIl opuesto de 7 es —7

28. Halla el valor de la expresion |—(—3)|

Solucién: Se halla el opuesto de —3, | — (=3)| = |3]
Se determina el valor absoluto de 3, =3
29. Ubica en el plano cartesiano el punto M de coordenadas (3, —2) y determina el cuadrante

en el cual esta ubicado.

Solucidn: Traza una recta vertical que pase por el punto 3 del eje X y una recta horizontal que pase
por el punto —2 en el eje y. La interseccidn de estas dos rectas determina la ubicacién del punto

M en el plano cartesiano
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El punto M quedd ubicado en el cuadrante IV.
30. Resuelve las siguientes adiciones de nimeros enteros:
a) (—12) + (-17)

b) (—11) + 18

Solucién: En el ejercicio a se aplica la regla 1 y en ejercicio b se aplica la regla 2:

a. El signo es el mismo de los sumandos
v ¥ ¥ v
(-12) + (-17) = — (I-12| + |-17]) = — 29
| S SRS

El valor numérico es la suma
de los valores absolutos

b. El signo es el del namero
con el mayor valor absoluto

] v 14
(=11) + 18 = + (118 — |-11]) = +7
S W—

El valor numérico es la resta
de los valores absolutos

31. La temperatura de un congelador erade —11°C. Si ha subido 5°C, ;qué temperatura tendra

ahora?
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Solucién: Para calcular la temperatura, se debe resolver la adicion (-11) +5. Como |—-11| =11y

|5| = 5 entonces |—11| > |5]. Por tanto:

El signo es el del mayor valor absoluto

' ! R
(-11) + 5= — (|-11] = I5)) = —6
Lt ¢

El valor numérico es la resta
de los valores absolutos

Entonces, el congelador tiene ahora una temperatura de -6°C.

32. Resuelve =3 + 7 + (—12) + 23 + 11 + (—20). Explica la propiedad usada en cada caso.

Solucidn: Inicia agrupando los términos de cada signo:

Se aplican las propiedades conmutativa y asociativa = [(—3) + (=12) + (—20)] + [7 + 23 +
11]

Se resuelven la adicion de negativos y la adicion de positivos = —35 + 41

Se resuelven la adicidn de enteros con signos distintos =6

33. Marina debe $230000 y realiz6 dos abonos, uno de $100000 y otro de $130000. ¢ Cuanto

debe ella después de los abonos que hizo?

Solucioén: Primero representa las deudas con enteros negativos y los abonos con enteros positivos.
Luego resuelve una adicién asi:

Enunciado del problema (—=230000) + (100000) + (130000)

Se aplica propiedad asociativa = (—230000) + [(100000) + (130000)]

Se resuelve la adicion de enteros positivos = —230000 + 230000

Se aplica la propiedad de inverso aditivo =0

El resultado 0, demuestra que Marina ya no debe dinero.

34. Resuelve las siguientes sustracciones
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a) —10 — (+15)

b) 16 — (—13)
c) —22—(=7)
d) 18 — (+23)
Solucion:
a. Inverso aditivo C. Inverso aditivo
v R ¥ ¥
=10 — (+15) = — 10 + (-15) —22 - (-T)=—-22+7
= —95 =-15
b. Inverso aditivo d. Inverso aditivo
16 — (—13) = 16 + 13 18 — (+23) = 18 + (—23)

=29 =i

35. Aristoteles nacio en el afio 384 a. C. y Platon naci6 en el afio 427 a. C. ¢ Cuéntos afios tenia

Platon cuando nacié Aristoteles?

Soluciodn: se representa los afios con nimeros negativos y se efectla la sustraccion.

Opuesto aditivo del sustraendo
[ [
—384 — (—427) = —384+4 427 = 43

Enunciado del problema Adicién de niimeros
con signos opuestos

Entonces, Platén tenia 43 afos cuando naci6 Aristoteles.

36. Resuelve la operacion 5 — [12 + (16 — 9) — (=16 + 13)]

Solucion: La operacion 5 — [12 + (16 — 9) — (—16 + 13)] tiene dos signos de agrupacion. Para
resolverla, se eliminan primero los signos de agrupacion internos (paréntesis) y luego los extremos
(llaves). Para ello se realizan los siguientes pasos:

Se resuelven las operaciones que se encuentren dentro de los signos de agrupacion internos 5 —

[12 +(7) = (=3)]
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Se eliminan los signos de agrupacion internos 5 — [12 + 7 + 3]
Se resuelve las adiciones en el interior de los signos de agrupacion externa 5 — [22]
Se eliminan los signos de agrupacion externa 5-—22
Se resuelve la sustraccion de nimeros enteros  —17
37. Resuelve las siguientes multiplicaciones de nimeros enteros
a) 8x4
b) —5%3
c) 7x*(=2)

d) (=9)*(-6)

Solucion:

a. 8x4=32 ¢ 7x(-2)=-14
=] i === |
El signo es igual El signo es diferente
fuego, el p_rgducto luego, el producto
es positivo es negativo
b. (-5) x3=-15 d (-9) x (—6) = 54
| 7 B e |
El signo es diferente El signo es igual
luego, el prqducto es ‘ luego, el producto
negativo €s positivo

38. Resuelve (=5) x (=7) * 10 = (—4) * 8

Solucion: Para resolver multiplicaciones de tres 0 mas nimeros enteros puedes asociar términos
de dos en dos y usar el procedimiento que ya conoces.
Recuerda que, si dos nimeros tienen igual signo, el producto es positivo. Y si dos nimeros tienen

diferente signo, el producto es negativo.
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39. Resuelve la siguiente operacion indicando en cada paso la propiedad aplicada
(=2) *[6+ (8 (=3)*1)]
Solucion:
Se aplica la propiedad asociativa de la multiplicacion (—=2) * [6 + (8 * (=3) * 1)]
Se aplica la propiedad madurativa (=2)*[6+ (8*(—3))]
Se resuelve el producto de un nimero positivo por uno negativo [(—2) * [6 + (—24)]
Se aplica la propiedad distributiva [(—2) 6] + [(—2) * (—24)]

Se resuelven los productos indicados y la suma (—=12) +48 =36

40. Resuelve las siguientes divisiones

a) (—24)=+6
b) 32+ (—4)
c) (—48) ~(-8)
Solucion:
a. (—24)+6=(-4) b. 32+ (-4)=(-8) C. (—48)+(—8)=6
i e SR —— ] iy =
Los signos son Los signos son diferentes Los signos son iguales
diferentes luego el luego el cociente luego el cociente
cociente es negativo es negativo €s positivo
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3.3.3 Analisis de la Obra Matematica propuesta en los textos escolares

Las tareas que se acaban de presentar seran categorizadas dependiendo del tipo y género de tarea
con la ayuda de la siguiente notacion:

G*: Género

T;: Tipo de tarea

tap. Tarea

Para iniciar, se presentan los géneros de tareas que se han encontrado:

G': Expresar: engloba aquellos tipos de tareas que requieren que la informacion de un enunciado
0 una grafica, sea escrita usando simbolos matematicos.

G?: Hallar: se refiere a las tareas que implican relacionar una cierta cantidad de datos conocidos
para encontrar un dato desconocido.

G3: Representar graficamente: engloba las tareas que implican la realizacion de esquemas y
representaciones graficas.

G*: Relacionar: engloba los tipos de tareas que requieren de la correspondencia entre dos 0 mas
objetos.

G5 Calcular: Hace referencia a tareas que implican llevar a cabo ciertos procedimientos basados
en reglas que son tomadas como verdaderas para obtener un resultado; y predecir algunos
acontecimientos dentro de la matematica u otras disciplinas.

A partir de los cinco géneros de tareas que se acaban de exponer se indican los tipos de tareas

(Ty) y tareas (tz ;) presentes en los libros de texto:

G': Expresar
T{: Expresar con nimeros relativos una cantidad con respecto a un punto de referencia
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t1,: Expresar con niimeros relativos una cantidad que esta por encima o a la derecha de un
punto de referencia.

t1,: Expresar con nimeros relativos una cantidad que esta por debajo o a la izquierda de
un punto de referencia.

T4 : Expresar con nimeros enteros una cantidad con respecto a cero “0” como punto de referencia.
t3,: Expresar con nimeros enteros una cantidad que estd por encima o a la derecha del
cero.
t3 ,: Expresar con nlimeros enteros una cantidad que esta por debajo o a la izquierda del
cero.

T4: Expresar con nimeros enteros puntos sobre la recta numérica.
t3,: Expresar con un niimero entero positivo un punto sobre la recta numérica.

t3 ,: Expresar con un niimero entero negativo un punto sobre la recta numérica.

G?: Hallar
TZ: Hallar una cantidad conociendo el niimero relativo que la relaciona con un punto de referencia

también conocido.
tZ,: hallar una cantidad conociendo el ntimero relativo (precedido del signo +) que la
relaciona con un punto de referencia también conocido.
tZ,: hallar una cantidad conociendo el nimero relativo (precedido del signo —) que la
relaciona con un punto de referencia también conocido.

T2: Hallar una cantidad conociendo el nimero entero que la relaciona con el cero.
t2 ,: Hallar una cantidad conociendo el nimero entero positivo que la relaciona con el cero.

t3 ,: Hallar una cantidad conociendo el nimero entero negativo que la relaciona con el cero.
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TZ: Hallar un nimero entero sabiendo a cuantas unidades esta de un entero conocido.
t5,: Hallar un nimero entero sabiendo a cuantas unidades a la izquierda esta de un entero
conocido.
t3 ,: Hallar un nimero entero sabiendo a cuantas unidades a la derecha esta de un entero
conocido.
T7: Hallar la distancia entre dos puntos, conociendo los niimeros enteros que los relacionan con
el cero.
tz ,: Hallar la distancia entre dos puntos, conociendo los niimeros enteros (un positivo y
otro negativo) que los relacionan con el cero.
t2 ,: Hallar la distancia entre dos puntos, conciendo los niimeros enteros negativos que los

relacionan con el cero.

G3: Representar graficamente
T2: Representar nimeros enteros en la recta numérica.

t3 ,: Representar nimeros enteros positivos en la recta numérica.
t3,: Representar nimeros enteros negativos en la recta numérica.
T5: Representar puntos en el plano cartesiano.

t3 ,: Representar un punto en el cuadrante II del plano cartesiano.

G*: Relacionar
T} Relacionar dos 0 mas niimeros enteros bajo una relacion de orden.

t,: Relacionar dos niimeros enteros negativos.

t1,: Relacionar un nimero entero positivo y uno negativo.

88



t13: Relacionar mas de dos niimeros enteros negativos y positivos.

T,': Relacionar dos 0 més cantidades bajo una relacion de orden.
t3,: Relacionar una cantidad positiva con una negativa bajo una relacién de orden.
t3 ,: Relacionar dos cantidades positivas bajo una relacién de orden.

t3 3: Relacionar mas de dos cantidades positivas y negativas bajo una relacién de orden.

G5: Calcular
T?: Calcular el valor absoluto de los ndmeros enteros.

t71: Calcular el valor absoluto de un niimero entero positivo.

tiz: Calcular el valor absoluto de un nimero entero negativo.

t74: Calcular el valor absoluto del opuesto de un niimero entero negativo.
T, : Calcular el opuesto de un nimero entero.

t3: Calcular el opuesto de un niimero entero negativo.

t3,: Calcular el opuesto de un niimero entero positivo.
T3 Calcular la sustraccion entre niimeros enteros.

t5,: Calcular la sustraccion entre dos nlimeros enteros positivos.

t3,: Calcular la sustraccion entre dos nimeros enteros negativos.

t3 5 Calcular la sustraccion entre un nimero entero positivo y uno negativo.
T Calcular la adicién entre nimeros enteros.

tf;’,l: Calcular la adicion entre dos nimeros enteros positivos.

tz,: Calcular la adicion entre dos nimeros enteros negativos.

tf;’,g,: Calcular la adicion entre un nimero entero positivo y uno negativo.

tz4: Calcular la adicion entre mas de dos nimeros enteros positivos y negativos.

89



T2: Calcular el resultado de un polinomio con niimeros enteros
t2,: Calcular el resultado de un polinomio de sumas y restas con niimeros enteros
positivos y negativos.
t2,: Calcular el resultado de un polinomio de multiplicaciones y sumas con nimeros
enteros positivos y negativos.
T2: Calcular la multiplicacion entre nimeros enteros.
tz,: Calcular la multiplicacion entre dos nimeros enteros positivos.
te,: Calcular la multiplicacion entre dos nimeros enteros negativos.
te 5: Calcular la multiplicacion entre un nimero entero positivo y uno negativo.
tz 4: Calcular la multiplicacion entre més de dos nlimeros enteros positivos y negativos.
T Calcular la division entre nimeros enteros.
tg’,l: Calcular la division entre dos nimeros enteros negativos.

t5,: Calcular la division entre un nimero entero positivo y uno negativo.

Las técnicas (0,) que los libros de texto emplean para el desarrollo de las tareas son las
siguientes:

0,. Posiciones relativas: Esta técnica de solucidn exige que se reconozca el valor relativo de los
numeros y cantidades, es decir, se debe identificar la posicidn del nimero o la cantidad, asi como

la distancia entre este(a) y otro valor de referencia.

0,. Representacion gréafica: Esta técnica requiere de la realizacion de graficas como la recta
numérica, plano cartesiano o ilustraciones segun el contexto de la tarea, con el fin de extraer de

ellas informacion que permita llegar a una respuesta.
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05: Relacion de orden: Esta técnica requiere de la comparacion de dos 0 mas numeros o cantidades,

para determinar un orden ascendente o descendente y saber cual es mayor o menor.

04: Calculo directo por definicion: Esta técnica se refiere al calculo del opuesto o el valor

absoluto de un namero entero partiendo de la definicion.

0s: Criterio algoritmico: Esta técnica hace referencia a todos esos modos de hacer o de resolver
determinada tarea, en los cuales se debe dar claridad en la solucion de las cuatro operaciones

basicas (suma, resta, multiplicacion y division) y las propiedades de cada una de ellas.
0. Planteamiento de operacidn: Esta técnica hace referencia a la operacion que se debe hacer para
dar solucién a un problema, en el cual se deben hallar valores desconocidos, para ello es necesario

tener claras determinadas propiedades que permitan la solucion de dicha operacién planteada.

Para relacionar la muestra de tareas de los libros de texto con los géneros (G*), tipos de tareas

(TF), tareas (t, ) Y técnicas (6,) se construye la siguiente tabla:
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tipos de Tareas de la muestra en cada técnica
X X
Genero G*[ oo T2 tareas tg 5, — —T — — —| Total
01 02 1 03 | 04 Os O¢
g tis 1
0,
tis 1 >
Gl T} t31 3,16, 18,20
0,
t3, [3.16,17,18,20 14%
T2 t3, 6,19
0,
t32 19 >%
T? ti 2
0,
ti, 2 >
T2 t31 4
0,
2 t34 7
: ~ 3,2%
3,2 31
T? t54 26 26
> 5%
4,2 35
o3 T13 t13,1 5
0,
ti, 5 >
T3 31 29 1,6%
t1s 8,22
T 2
ti2 22 11%
G4 tis 21 |10, 21
) t71 9
T
2 t3, 9 6%
t73 23,24
Ty 11 25
TP 5
t72 11 25 8%
Ty 28
TS t34 12,27
G® s 5%
32 27
) t34 13,34
T3 5
t3, 13,14, 34 9%
t33 14,34
5
ty1 15 | 8%
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t1; 30
5]
Ta t1s 30
t14 32 33
i 36
TS = 3%
B 39
=0 37
5 i 37
Te o2 6%
g3 37
toa 38
5|
5 t71 40
T2 . 3%
ip 40
Total 18 32,8% 7,8%]14,1%] 9,4% | 28,1% | 7,8%

Tabla 13: Estructura desde la TAD de las tareas presentadas en los libros de texto

Se puede observar, que aunque los libros de texto realizan el trabajo con los nimeros enteros desde
las tres dimensiones propuestas por Bruno (1997) (dimensién contextual, de recta y abstracta), es
posible observar que no todas las transferencias estan presentes en el desarrollo de las tareas, ya
que no hay ninguna que haga referencia a la transferencia abstracta — contextual, esta
situacion podria presentarse por la sobre carga de tareas que tiene el G° (calcular), ya que en este
género no se trabaja dicha transferencia. Las transferencias presentes en los libros de texto se
distribuyen en el 41% de las tareas de la siguiente forma: T, y TZ involucran la transferencia
recta — contextual abarcando el 17% de las tareas desarrolladas; T4 involucran la transferencia
recta — abstracta abarcando el 5% de las tareas desarrolladas; T involucran la transferencia
contextual — recta abarcando el 3,2% de las tareas desarrolladas; T, y T7? involucran la
transferencia contextual — abstracta abarcando el 11% de las tareas desarrolladas; y T y T

involucran la transferencia abstracta — recta abarcando el 4,7% de las tareas desarrolladas.
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El 59% de las tareas restantes no se refieren a una transferencia entre dimensiones, pues hacen
parte de T{ y T# que son tipos de tareas que solo trabajan desde la dimension contextual y de T
y todos los tipos de tareas que conforman a G° que solo trabajan desde la dimension abstracta.

Estos resultados de acuerdo con Bruno (1997) indican que hay una potencialidad en los libros de
texto, en cuanto a que se tienen en cuenta las tres dimensiones, sin embargo, respecto al trabajo
de las transferencias entre ellas hay una limitacion, ya que la transferencia abstracta —
contextual se deja por fuera y las que estan presentes abarcan menos de la mitad de las tareas
desarrolladas. A esta situacion se suma el hecho de que no todas las transferencias presentes en los
libros de texto aparecen con igual frecuencia, un ejemplo de esto es el bajo porcentaje de tareas en
la transferencia contextual — recta (3,2%) en comparacién con el porcentaje de tareas en la

transferencia recta — contextual (17%).

Ahora bien, cada tarea desarrolla en los libros de texto esta asociada a una o mas técnicas (6,), la

primera de ellas, 0,, tiene una frecuencia de uso del 32,8%, 6, del 7,8%, 05 del 14,1%, 6, del
9,4%, 0 del 28,1% y 6, del 7,8%, estos resultados dejan ver una diferencia en el uso que los libros

de texto dan a unas técnicas con respecto a otras.

De acuerdo con Cid & Bolea (2010) el alto porcentaje de aparicion que tiene 6; es una posible
limitacion para el trabajo con los nimeros enteros, la razon de esto es que histéricamente las
posiciones relativas permitieron aceptar los nimeros enteros, debido a la posibilidad de relacionar
los nimeros signados con medidas, pero a su vez obstaculizaron la justificacion de su estructura
multiplicativa y ordinal. Esta limitacion puede aparecer, por ejemplo, en aquellas tareas en las que

se habla de profundidad, pues de acuerdo a los libros de texto las profundidades son nimeros con
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signo negativo, al comparar dos profundidades como —200m y —400m, seria correcto indicar
que —400m es mayor (en profundidad) a —200m, sin embargo este orden no refleja el orden de
los numeros enteros, donde —400 < —200. Es por esta razon que el frecuente trabajo con 6, puede
llegar a obstaculizar la justificacion de la relacion de orden entre nimeros enteros y el trabajo que

se realice con 0;.

También la justificacion de la estructura multiplicativa de los nimeros enteros puede verse
obstaculizada al dar un uso elevado a 6, esto porque al desarrollar tareas mediante el uso de esta
técnica se promueve la estructura de espacio vectorial, pues las posiciones relativas son entendidas
como desplazamientos en una direccion, con un sentido definido y una magnitud, por ende, no se
puede justificar matematicamente la multiplicacion entre nimeros enteros, dado que Z tiene la

estructura de anillo (Cid & Bolea 2010).

Debido al 45,3% de aparicién que tienen d,, 05 Yy 0, Se observa que el célculo aritmético toma
mucha importancia en las tareas que presentan los libros de texto y su forma de desarrollarlas. Este
calculo aritmético segin Cid & Bolea (2010) se caracteriza por ser un procedimiento
contextualizado en el que todas las operaciones que se proponen pueden realizarse, debido a que
siempre se trabaja con nimeros a los que se atribuye un significado como medidas, tal significado
repercute en las decisiones que han de tomarse sobre la secuencia de operaciones aritméticas que
resuelve el problema, lo que genera que no se justifique la necesidad de simbolizar el sentido de
las magnitudes. En la solucién que los libros de texto dan a la tarea 15 es posible evidenciar esta
situacion:

Felipe le debia $5900 a Daniel. Si hoy le pidi6 prestados $3500 mas, ¢ Cuanto le debe ahora?
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Esta pregunta que estd en el contexto de las deudas podria resolverse sin necesidad de utilizar
signos para representar las cantidades involucradas, tan solo con resolver la suma $5900 + $3500
se puede llegar a la respuesta, en este caso diriamos que Felipe ahora tiene una deuda de $9400.
Sin embargo, el libro le da solucién haciendo uso del signo negativo (—) para indicar que dichas

cantidades de dinero son deudas:

Solucién: Para empezar, se representa esta situacion con nimeros enteros asi:
e  Como Felipe le debia $5900 a Daniel, esta cantidad es un nimero entero negativo: —5900
o Daniel le prestd $3500 maés a Felipe, entonces la deuda aumenté en —3500:
(—5900) — 3500
Entonces, el problema se resuelve de la siguiente manera:
(=5900) — 3500 = (—5900) + (—3500)
—-9400

Por lo tanto, Felipe le debe a Daniel $9400 en total

Esta forma de solucion no justifica la necesidad de los signos en las cantidades, ademéas complejiza
los célculos.

Por otra parte, se establece que la OMp reconstruida en los libros de texto estad compuesta por 18

OMPs: cada uno de los tipos de tareas T; conforma una OMP de la siguiente manera:
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Esquema 2: Reconstruccion de la OMp de los libros de texto

En el esquema 2 se muestra la relacion que hay entre las OMPs, cada una sefiala una o varias

OMPs, a las cuales justifica, esto se explica a continuacion:

El tipo de tarea constitutivo de la OMP; se identifica con el género de tareas G': Expresar. La
OMP; se conforma por el tipo de tareas T;: Expresar con nimeros relativos una cantidad con
respecto a un punto de referencia, que a su vez incluye 2 tareas. Al realizar este tipo de tareas se
consolida la justificacion de parte de las técnicas empleadas para llevar a cabo las tareas

constitutivas de las OMP, y OMP,.
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El tipo de tarea constitutivo de la OMP, se identifica con el género de tareas G*: Expresar. La
OMP, se conforma por el tipo de tareas T;: Expresar con nlimeros enteros una cantidad con
respecto a cero como punto de referencia, que a su vez incluye dos tareas. Al realizar este tipo de
tareas se consolida la justificacion de parte de las técnicas empleadas para llevar a cabo las tareas

constitutivas de las OMPs;, OMPs y OMP,.

El tipo de tarea constitutivo de la OMPs se identifica con el género de tareas G2: Hallar. La
OMP; se conforma por el tipo de tareas TZ: Hallar una cantidad conociendo el niimero entero
que la relaciona con cero, que a su vez incluye dos tareas. Al realizar este tipo de tareas se
consolida la justificacion de parte de las técnicas empleadas para llevar a cabo las tareas

constitutivas de las OMP,.

El tipo de tarea constitutivo de la OMPg se identifica con el género de tareas G3: Representar
graficamente. La OMPg se conforma por el tipo de tareas T3: Representar nlimeros enteros en la
recta numérica, que a su vez incluye dos tareas. Al realizar este tipo de tareas se consolida la
justificacion de parte de las técnicas empleadas para llevar a cabo las tareas constitutivas de las

OMP,;, OMPy, OMP,,, OMP,,, OMP;,.

El tipo de tarea constitutivo de la OMP, , se identifica con el género de tareas G*: Relacionar. La

OMP,, se conforma por el tipo de tareas T;: Relacionar dos 0 mas nimeros enteros bajo una

relacion de orden, que a su vez incluye tres tareas. Al realizar este tipo de tareas se consolida la
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justificacion de parte de las técnicas empleadas para llevar a cabo las tareas constitutivas de la

OMP,:.

El tipo de tarea constitutivo de la OMP;, se identifica con el género de tareas G°: Calcular. La
OMP;, se conforma por el tipo de tareas T;: Calcular el valor absoluto de los niimeros enteros,
que a su vez incluye tres tareas. Al realizar este tipo de tareas se consolida la justificacion de parte
de las técnicas empleadas para llevar a cabo las tareas constitutivas de las OMP,, OMP;;,

OMP,s, OMP;, y OMPyg.

El tipo de tarea constitutivo de la OMP,5 se identifica con el género de tareas G°: Calcular. La
OMP,; se conforma por el tipo de tareas T;: Calcular el opuesto de un nimero entero, que a su
vez incluye dos tareas. Al realizar este tipo de tareas se consolida la justificacion de parte de las

técnicas empleadas para llevar a cabo las tareas constitutivas de la OMP, ,.

El tipo de tarea constitutivo de la OMP,, se identifica con el género de tareas G°: Calcular. La
OMP,, se conforma por el tipo de tareas T3: Calcular la sustraccion entre nimeros enteros, que
a su vez incluye tres tareas. Al realizar este tipo de tareas se consolida la justificacion de parte de

las técnicas empleadas para llevar a cabo las tareas constitutivas de la OMP;.

El tipo de tarea constitutivo de la OMP,, se identifica con el género de tareas G°: Calcular. La
OMP;, se conforma por el tipo de tareas T¢2: Calcular la multiplicacion entre niimeros enteros,
que a su vez incluye cuatro tareas. Al realizar este tipo de tareas se consolida la justificacion de

parte de las técnicas empleadas para llevar a cabo las tareas constitutivas de la OMP;g.
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Todas las OMPs conforman dos bloques, el primero va desde OMP; hasta OMPg, y el segundo
desde OMPg hasta OMP; 4. El primer blogue inicia con la OMP;, la cual justifica las demas, cuyo
sustento se da desde el libro de texto haciendo uso de modelos concretos (altitudes, temperaturas
y lineas de tiempo (ver imagen 4), esto genera que el bloque 1 carezca de una justificacion
tecnoldgica que permita la correcta construccion del conjunto de Z 'y la relacion de orden, pues
como lo resalta Cid (2001), estos modelos no permiten justificar la utilidad de los nimeros
negativos a partir de los cuales el libro de texto plantea la construccion de los nUmeros enteros, ni

tampoco el orden correcto de estos nimeros.

Nimeros relativos

La altura de tres ciudades sobre el nivel del mar se muestra a continuacién:

Si se toma como punto de referencia la altura de Bogotd, se puede decir que la
altura de Medellin esté 1125 metros por debajo de la altura de Bogotd, y Tunja
estd 175 metros por encima.

La diferencia de altura entre las tres ciudades se puede expresar de la siguiente
forma:

La altura de Tunja estd a +175 me-

La altura de Medellin estd a —1125
tros de la altura de Bogotd.

metros de la altura de Bogota.

Los niimeros —1125 y +175 son nimeros relativos.

Imagen 4: Modelo concreto (altitudes)

Ahora bien, el segundo blogue inicia con la OMPg, la cual esta justificada en el libro de texto con
el modelo de la recta numérica (ver imagen 5), a partir de ella se justifican las demas OMPs. Este
tipo de modelo segun Cid (2001) refleja la estructura de espacio afin unidimensional generando
dificultades para justificar la estructura del producto de los nimeros enteros, esto se refleja en el
siguiente ejemplo: “Cuando interpretamos (—3) (—2) como “reiterar tres veces el desplazamiento
de dos casillas hacia la izquierda, cambidndolo de sentido”, lo que estamos describiendo es el

producto externo entre un escalar y un vector, no el producto interno entre dos numeros” (Cid,
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2001, p.536), esta situacion impide que se cumplan las propiedades del producto que estan

presentes en la estructura de Z como anillo ordenado.

Representacion de nameros enteros
en la recta numérica

Los niimeros enteros se pueden representar sobre una recta numeérica de la
siguiente forma:

a. Ubica un punto cualquiera en la recta y asignale el valor 0.

0
b. Ubica otro punto cualquiera a la derecha del 0 y asignale el valor 1. La distan-
cia entre ambos puntos serd la longitud de cada unidad medida. Si marcas esa
unidad de medida a la derecha del 1, obtienes el 2. Si haces lo mismo infinitas
veces, obtienes todos los enteros positivos:
Enteros positivos —_—

+— —t Unidad de
01 2 3 4 5 6 medida

c. Si marcas ahora la unidad de medida a la izquierda del 0, y realizas el mismo
procedimiento siempre a la izquierda, obtienes los niimeros enteros negativos.

Enteros negativos Enteros positivos

1 —t

VL v A #3=2=1 0 1 2 3 4 5 8

Imagen 5: Modelo de recta numérica

En conclusidn, los bloques presentados muestran que las OMPs se vinculan muy débilmente, esto
se debe a que las técnicas empleadas en los libros de texto estan basadas en modelos concretos
ocasionando que los elementos tecnoldgicos no sean suficientes para justificar de forma articulada
la introduccion a Z con la relacion de orden entre sus elementos y sus operaciones y propiedades
(Z,+.*), por tanto, la OM de los libros de texto no puede considerarse una OML, sino un conjunto
de OMPs con cierto nivel de relacién (se relacionan unas con otras por las técnicas utilizadas en
el desarrollo de las tareas). Esta relacion, evita que se presente el fendmeno de atomizacién del
proceso de ensefianza porque los conceptos y procedimientos asociados con los enteros no estan

desvinculados el uno del otro.
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Todo lo expuesto anteriormente respecto a los libros de texto se recoge en la siguiente tabla (tabla

14) en términos de las potencialidades y limitaciones que fueron objeto de discusion en la rejilla

de analisis:
Teoria Potencialidades Limitaciones

TAD e No se presenta el fenémeno de la Se presenta el fendmeno autismo tematico.

atomizacion del proceso de Las técnicas utilizadas para resolver las tareas
ensefianza entre los temas no cuentan con una justificacion tecnoldgica.
contenidos en los nGmeros
enteros.
Bruno e Se trabajan las tres dimensiones No hay articulacion entre los sistemas
(recta, contextual y abstracta) numericos.
e Se trabaja la transferencia entre
las dimensiones (excepto la
transferencia
abstacta = contextual .

Cid Se introducen los nimeros enteros sin tener en
cuenta como se dio su desarrollo histérico,
trabajando este conjunto sin una justificacion
creible.

El trabajo con los nimeros enteros no permite
gque se construya la estructura de anillo
totalmente ordenado.

El célculo que se propone con los nimeros
enteros no permite justificar la necesidad de
operar nimeros con signo “+ "y “ — ",

MEN e Setrabajadesde el contexto de las No hay una integracion de los sistemas

matematicas y de la vida diaria. numericos que apunte al desarrollo de
pensamiento numérico.
No se trabaja desde el contexto de alguna
ciencia distinta de las matematicas.

Tabla 14: Potencialidades y limitaciones de los libros de texto
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CAPITULO IV. Conclusiones y reflexiones
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4.1 Algunas conclusiones y reflexiones finales

En este trabajo se logro identificar una OMr para la construccién de los nUmeros enteros y sus
operaciones, que integra elementos de tipo curricular, didactico y epistemoldgico. Entre las pautas
que brinda la OMr se tienen las siguientes, las cuales pueden ser tenidas en cuenta en posteriores
investigaciones en torno a los nimeros enteros o en disefios de propuestas de ensefianza:

e Se resalta la necesidad de asumir el conocimiento acerca de los nimeros, como un todo
que se construye a partir del trabajo con los sistemas numéricos, por lo que cualquier
propuesta de ensefianza de Z deberia tener en cuenta su articulacion con los demas
sistemas.

e EI trabajo con los nimeros enteros debe tener en cuenta las dimensiones de recta,
contextual y abstracta, asi como la transferencia entre ellas.

e La introduccion del conjunto de los nimeros enteros juega un papel de vital importancia,
hacerlo teniendo en cuenta su construccidn historica ayudara a que el conocimiento que se
desea ensefiar tenga una razon de ser, permitiendo que el trabajo que se realice con este
conjunto numérico tenga sentido.

e El trabajo que se realice con Z, desde su introduccion hasta sus operaciones, debe
garantizar que se construya la estructura algebraica que lo caracteriza, esta es la de un anillo
totalmente ordenado (Z, +.*).

e El entorno en el cual se proponga el calculo con numeros enteros, debe permitir que se

justifique la necesidad de hacer operaciones con numeros precedidos de los signos “+” y

(13 2
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Las técnicas que se proponen para el desarrollo de las tareas relacionadas con los numeros
enteros, deben tener una justificacion, de modo que su utilizacion garantice que los

resultados obtenidos sean validos.

La descripcion y analisis realizados a la OMp por la Institucion Educativa Nifio Jesus de Praga y

su contraste con la OMr permitio identificar en ella potencialidades y limitaciones, las cuales se

mencionan a continuacion, junto con algunas sugerencias que podrian ayudar a mejorar tanto del

plan de area institucional como el trabajo que pudiera realizarse con los libros de texto Secuencias

Matematicas 6 y Secuencias Matematicas 7:

El plan de area institucional para grado séptimo tiene como potencialidad hacer una
relacion entre los temas que presenta, dicha relacion se da a partir de “Ejes”, que en este
caso, podrian permitir que se relacionara el conjunto de los nimeros enteros con los demas
conjuntos numeéricos. El incluir en su estructura tres de los procesos generales propuestos
por el MEN (1998) también se resalta como una potencialidad, sin embargo, se sugiere que
se tengan en cuenta los procesos de modelacion y elaboracién, comparacion y ejercitacion
de procedimientos.

Una de las limitaciones del plan de area es la presencia de los fendmenos atomizacion del
proceso de ensefianza y autismo tematico, el primero identificado en los planteamientos
particulares para el grado sexto y el segundo en todo el plan de area. Como solucion a esta
limitacion se siguiere tener en cuenta, no solo una lista de temas relacionados con los
nlimeros enteros, sino también objetivos y razones que destaquen la importancia de incluir
este sistema numeérico en los conocimientos que deben tener los estudiantes al finalizar
estos grados, ademas dejar clara la relacion entre este y los demas conjuntos numéricos,

pues solo su articulacion podra ayudar a que se desarrolle el pensamiento numérico.
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Otra limitacion que pudo encontrarse en el plan de &rea es la falta de coherencia vertical,
que es un aspecto de suma importancia para el trabajo de los nimeros enteros, por lo tanto,
es necesario que el plan de area contemple la idea de articular de mejor manera los
planteamientos para sexto y séptimo, pues aunque en grado séptimo se presentan estandares
pertenecientes a un pensamiento, en grado sexto hay una estructura de presentacion muy
distinta, que deja por fuera dichos elementos, impidiendo que se pueda relacionar de forma
directa lo que trabaja en un grado y en otro.

Los libros de texto tienen como potencialidad no tener presencia del fendbmeno atomizacion
del proceso de ensefianza dentro de los contenidos de los numeros enteros, esto debido a
que los tipos de tareas que presentan tienen cierta relacion entre si permitiendo que se
trabajen los nimeros enteros de una manera conjunta.

Otra potencialidad encontrada en los libros de texto es que el trabajo que se realiza contiene
las dimensiones de recta, contextual y abstracta, ademas se realizan cinco de las
transferencias entre ellas, quedando por fuera la transferencia abstacta — contextual. A
pesar de ser una potencialidad, se sugiere que en el trabajo con Z se den todas las
transferencias logrando que se pueda pasar por los diferentes procesos de aprendizaje y
reconocer la estructura de lo que se estudia.

Una limitacion de los libros de texto es no tener en cuenta el proceso de construccion
histérica de los nimeros enteros para llevar a cabo su introduccién, hecho que podria
impedir que se justifique de manera creible la necesidad de este conjunto numérico y no se
tenga en cuenta su relacion con el conjunto de los nimeros naturales, que hasta el momento

se habia trabajado.
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e Los modelos que los libros de texto involucran para realizar el trabajo con los nimeros
enteros, no permiten que las técnicas empleadas para solucionar las tareas tengan una
justificacion tecnoldgica, esto resulta ser una limitacién, ya que no se puede construir la
estructura algebraica de los nUmeros enteros (Z, +.x), incluir el modelo algebraico durante
el trabajo con Z podria ayudar a que la justificacion tecnologica estuviera presente
permitiendo que se construya (Z, +.x), esto también ayudaria a que la OM fuera mas que

un conjunto de OMPs y pasara a ser una OML.

Dados los resultados de esta investigacion, se recomienda que la Institucion Educativa Nifio Jesus
de Praga reflexione a cerca de la OMp para la construccién de Z realizando modificaciones que se
consideren necesarias para el mejoramiento del proceso educativo, pues tanto los planes de area,
como los libros de textos escolares, son elementos importantes que guiaran al docente para llevar
a cabo tanto el momento de planeacion, como en el momento de ejecucion. En este sentido, se
sugieren algunas modificaciones para el mejoramiento del plan de area de matematicas de la
institucion educativa, tales como; hacer explicita la razon de ser de la ensefianza de los numeros
enteros, asi como la justificacion de su ensefianza en los grados sexto y septimo; y mostrar como
este contenido curricular se relaciona con otros contenidos curriculares del mismo grado y de otros

grados.

En cuanto a los libros de texto, las sugerencia a la institucion y particularmente al docente de
matematicas, esta relacionada con la bdsqueda e incorporacion de material que pueda
complementar los libros de texto Secuencias Matematicas 6 y Secuencias Matematicas 7 (Editorial
Libros & Libros S.A.) en aspectos como las relaciones que existen entre el conjunto de los nimeros
enteros y los demas conjuntos numéricos, el desarrollo historico de los numeros enteros y el uso

de otros modelos en los que las situaciones permitan construir nuevas técnicas que sean
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justificadas. Este material no se limita a otros libros de texto, sino que también contempla trabajos

de investigacion, secuencias didacticas, entre otros.

4.2 Nuevas rutas de investigacion

Si bien, este trabajo permite sugerir elementos para mejorar la OMp de la institucion educativa,
este solo es parte del trabajo que desde la TAD se propone para mejorar todo el proceso de
ensefianza y aprendizaje de un objeto matematico, pues esta teoria de investigacion abarca también
el trabajo del docente y la produccion de los estudiantes, en este sentido, se invita a que
posteriores investigaciones realicen trabajos de este tipo, contemplando desde la OMp hasta las
producciones de los estudiantes, sin embargo, este es un proceso largo que requiere gran inversion
de tiempo. Algunos cuestionamientos que podrian dar lugar a posteriores investigaciones son: ¢en
qué medida las decisiones del docente frente a la OMp modifican las potencialidades y
limitaciones encontradas?, ¢cudl es la OMp que efectivamente el docente pone en practica en su
discurso en el aula y como se relaciona con una OMr? o ¢cuél es la OM que se puede encontrar en

la produccion de los estudiantes después de la evaluacion?
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