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Abstract
In this article we consider the Cauchy problem for the 1 - dimensional Schrédinger equation:

U = WUpw + 1>, 1 =+v—1,
u(z,0) = uo (x),
with initial data in Sobolev spaces H® (R). Using Bourgain spaces, we prove that this problem
has a unique local solution, in time, when the initial datum uo is taken in H* (R), with s > —3.
Keywords: Nonlinear evolution equations, local solutions.
MSC(2000): Primary: 35Q55, Secondary: 37K05
Resumen

En este articulo consideramos el problema de Cauchy para la ecuacion de Schrédinger unidi-
mensional:

Ut = VUgy + u2, T =v—1,
u(x,0) = uo (x),
con datos iniciales en espacios de Sobolev H® (R). Mediante el uso de espacios de Bourgain
probamos que este problema tiene solucién local tinica para datos iniciales uo en H® (R), con
s> —3.

Palabras y frases claves: Ecuaciones de evoluciéon no lineales, soluciones locales.

1 Introduccién.

El problema de Cauchy asociado a la ecuacién de Schrodinger unidimensional con
no linealidad cuadratica consiste en encontrar una funciéon v = u (x,t) de valor
complejo, de la variable espacial z y de la variable temporal ¢ tal que

Opu (z,t) = i0%u (2,t) +u? (x,t), z€R, tcR, (1)
U(SE,O) = Uo ({L’), SCER, (2)
donde i = v/—1y el dato inicial ug es tomado en cierto espacio de Sobolev H* (R).

En los dltimos anos el problema de Cauchy para la ecuaciéon de Schrédinger
y otras ecuaciones de evolucién no lineales ha sido estudiado en espacios de baja
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regularidad. En nuestro caso la regularidad esta relacionada con el indice s del
espacio de Sobolev H® (R).

En [2] y [3] Bourgain desarrollé un método nuevo para el estudio de estos pro-
blemas cuya parte esencial radica en elegir de manera adecuada el tipo de espacios
en los que se busca la solucién. Las normas en estos espacios, definidas a través
de la transformada de Fourier espacio - temporal, tienen en cuenta la estructu-
ra especifica de la parte lineal de la ecuacién. Para estas normas los estimativos
lineales son similares y sencillos para todas las ecuaciones. Las dificultades apa-
recen en los estimativos no lineales, y son propias de cada ecuacién. En adelante
llamaremos espacios de Bourgain a los espacios donde buscaremos las soluciones
del problema de Cauchy.

En [5], Kenig, Ponce y Vega, estudiando el problema de Cauchy para la ecua-
cion de Korteweg - de Vries, introdujeron una simplificacion significativa del mé-
todo de Bourgain al realizar los estimativos no lineales mediante desigualdades
elementales de célculo.

El presente articulo estd basado en el trabajo [6] de Kenig, Ponce y Vega,
acerca de la ecuacién unidimensional de Schrodinger con no linealidades de tipo
cuadrético y su contenido hizo parte de la tesis de maestria de Julidn Mauri-
cio Granados Morales, realizada en la Universidad Nacional de Colombia, Sede
Medellin, bajo la direccién del profesor Jorge Mejia Laverde.

El objetivo de este articulo es reproducir en detalle el resultado de caréicter
local obtenido en [6] para el problema de Cauchy (1) - (2). La principal diferencia
de nuestro articulo con el trabajo [6] es la manera como se lleva a cabo el estima-
tivo de la norma de la forma bilineal uv en el espacio de Bourgain considerado.
Para estimar esta norma hacemos uso, como en [6], de desigualdades elementales
de céalculo. Sin embargo, la particion de R? propuesta en nuestro trabajo para
obtener el estimativo es diferente a la utilizada en [6]. Esta diferencia contribuye,
en nuestra opinién, a una mejor comprensién del método utilizado y constituye
el principal aporte del articulo.

El resultado local que probaremos afirma que dado ug en H® (R), con s > —%,
existe T" > 0 tal que el problema de Cauchy (1) - (2) tiene solucién dnica en
[—T,T].

En el articulo concentraremos nuestra atencién en el estimativo no lineal,
puesto que, como dijimos antes, los estimativos lineales son relativamente simples
y estandar para todas las ecuaciones.

Es importante anotar que el resultado aqui obtenido no es 6ptimo. Reciente-
mente, Bejenaru y Tao en [1] probaron que el problema de Cauchy (1) - (2) esta
localmente bien planteado en H® (R) con s > —1 y esta mal planteado en H*® (R)
cuando s < —1.

Con el fin de establecer de manera precisa nuestro resultado introducimos
algunas definiciones y notaciones. Nuestros datos iniciales estardn en espacios de
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Sobolev de tipo L?, definidos por:

H = H° (R) = {uo €' (®) |uol? = [ (€ 1T (©F de < oo} ,

donde s € R, 8 (R) es el espacio de distribuciones temperadas en R, ug es la
transformada de Fourier espacial de ug, & es la variable en el espacio de frecuencias
que corresponde a la variable espacial x y, para un namero a, (a) := 1+ |al.

Buscaremos las soluciones del problema de Cauchy (1) - (2) en espacios de
Bourgain del tipo:

X 1= {ue 8 () | July = [ (O (@) 7O dr < oo},

donde s,b € R, § (Rz) es el espacio de distribuciones temperadas en R2, @ es la
transformada de Fourier espacio - temporal de u, A := (£, 7) es la variable en el
espacio de frecuencias correspondiente a la pareja espacio - temporal (x,t) y

oi=1—m(€) =14+

Notemos que m (§) = —&2 es el simbolo asociado a la parte lineal espacial de la
ecuacion de Schrodinger (1).

Sis (RQ) es el espacio de Schwartz, entonces puede probarse que 8 (RQ) NXgp
es denso en Xgp.

De otra parte, si Cpq (Ry; H®) denota el espacio de funciones continuas y acota-
das de la variable temporal ¢ € R; con valores en H®, entonces para b > %, también
se puede demostrar que X, estd inmerso de manera continua en Cpy (Ry; H®) . De
esta manera, para T >0y b > %, tiene sentido definir el espacio X [T, 7] de
las restricciones al intervalo [—7', 7T de los elementos v € X, con norma definida
por:

H“”XSb[fT,T] = inf {Hv”sb lve Xgy 1)|[7T7T] = u} )

Nuestro concepto de solucion para el problema de Cauchy (1) - (2) parte de la
formula de Duhamel. Formalmente, u € Xg, [~T, T es una solucion del problema
de Cauchy (1) - (2) en [-T,T] siy s6lo si para cada t € [-T,T] :

t
u(t) =W (t) up + / W (t—t)u? ()t (3)
0
donde W (t) ug es la solucion del problema lineal asociado a (1) - (2), es decir:

[W (1) uo)" (€) = "™ g (¢).

Con el fin de estudiar el problema (3) en el contexto de los espacios de Bourgain
modificaremos los dos términos del lado derecho de (3) con ayuda de una funcion
de truncacion ¢ € CJ° (R;) de la variable temporal ¢, con soporte contenido en



24 J. Granados y J. Mejia

el intervalo abierto (—2,2), tal que 0 < ¢ < 1y ¢ = 1 en el intervalo cerrado
[—1,1]. Un calculo directo nos permite concluir que

[ () W () woll g, < Clluoll; - (4)

Para describir la modificacion que haremos del término integral del lado de-
recho de (3), observemos inicialmente que si f € 8§ (R?) y f(t) := f (4 t)y
definimos el operador integral G por:

G (f) () ::/0 W (t—1t) f(t)dt, (5)

entonces, teniendo presentes la definicion de W (¢), la férmula de inversion de

Fourier y la igualdad
t oo itT 1
yat = [ G(r)d
[ [

para funciones g € L' (R) tales que g € L' (R), se sigue que

ito

GO @) = 5 [entee [~ =26 arde

10
R

donde o := 7 + £2.
Dado T > 0, sea ¢ € C5° (Ry) una funciéon de truncacion de la variable o

tal que 0 < o < 1, or = 1 en el intervalo cerrado [—Tfé,Tfﬂ y con soporte

contenido en el intervalo abierto (—2T7%, 2T7%> . Con ayuda de la funcién ¢r

podemos escribir [G (f) ()] () de la siguiente forma:

G ;/%—W/ o) P ) e

R
+;/% o1 (o) (& 7) drdg

R

1 ) o2 1 — -~
— 27T/e””56”5 /f{: (U)f(fﬂ') drd&

R R
= Loy (1) @30) + Ty () (2,0) + Ty (1) (2,1).

La modificaciéon que consideraremos del operador integral (5) estda dada por el
operador G, definido por:

Gr (f) = (T ") Loy (f) + Ly () + 9 (o) Iy (f).
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Observemos que para 0 < T < 1y t € [-T,T], se tiene que:

Gr (O =G0 = [ W(e-t) () a.

Procediendo como se hizo en el lema 1 de [4] puede probarse que para s € R,
be (%,1) y € (0,1 —0), existe § > 0 tal que

1Gr (Dl < CT [ fllyg) VT € (0,11, (6)

con C independiente de f y 7. El estimativo (6) permite extender el operador
Gr de manera continua al espacio X,_g). Seguiremos denotando esta extension
continua también por G (GT t Xg(—p) — Sb).

En el estudio del problema integral (3) es crucial estimar la forma bilineal
wv asociada a la no linealidad cuadratica u? de la ecuacién. Tal estimativo, que
estableceremos en el lema 1, constituye la parte principal de este articulo, y ser&
probado en la seccién 2.

Lema 1.1. Sean s > —% y r:=mix{0,—s}. Si § € [%,%) ybe (%,1) son
escogidos de manera que b+ 0 < 1y % - < % (% — 7') , entonces existe C > 0
tal que

luollygy < Cllullg oy, Vu,v € X,

De los estimativos (4) y (6) y del lema 1, podemos dar una definicién precisa
de solucién local en el tiempo para el problema de Cauchy (1) - (2).

Definicion 1.2. Sean s, 3 y b pardmetros que satisfacen las condiciones del lema
1. Paraug € H® y T € (0,1] decimos que una funcion u € Xg [T, T] es solucion
del problema de Cauchy (1) - (2) en [=T,T| con dato inicial ug, si existe una
extension v € Xg de u tal que

u(t)=W @)uo+Gr (v*) (t)  Vte[-T.T].

Finalizamos esta introduccién con el enunciado del teorema de existencia y
unicidad de soluciones locales del problema de Cauchy (1) - (2), que serd probado
en la seccion 3.

Teorema 1.3. Sean s > —% y b como en el lema 1, y sea ug € H®. Entonces
existen T € (0,1), T = T (JJuoll,), v wna tnica solucion v € Xg [=T,T] del
problema de Cauchy (1) - (2) en [T, T] con dato inicial uo.

Observacion 1.4. A lo largo de este articulo la letra C denotard diversas cons-
tantes po-sitivas que pueden cambiar de una linea a otra y/o depender de pardme-
tros que serdn claramente establecidos en cada caso. De otra parte, para cantidades
variables x y y, la notacion x ~ y significard que existen constantes positivas Cq
y Cy tales que Cy |z| < |y| < Caz|.



26 J. Granados y J. Mejia

2 Estimaciéon de la Forma bilineal uv (Demostracién del lema 1)

En la demostracién del lema 1 seran utilizadas las siguientes desigualdades de
calculo:

/Z e <cix_ a)ﬁ < <Sa, para 1<p8, 0<a<p, (7)

/b <;i>$a < Cméx {|al, b} 7%, para 0<a<l. (8)
Debemos ;robar que:

luvllg—gy < Cllullg 0]l - (9)

Para simplificar la escritura adoptamos las siguientes notaciones:

A=(1), M=), &L=(-&, mi=T-T7,
A= A=A = (&,7), o=T7—-—m(&)=T1+E,
o1:=0(&,m), o2:=0(&m), [:=I-

Si definimos:
P =@ @N vy ()= ) O],

entonces, teniendo en cuenta que

() () = C (@ 5) (V) = c/a(xl)ﬁ(x “ ),
R2

por dualidad, para probar (9) es suficiente probar que para h € L3, h >0 :

, €)p (M) g(A2) h (V)
J = d\d\ < C hl . 10
// <0,>5 <€1>S <0,1>b <§2>5 <O’2>b 1 < HpH HQH H H ( )

R2RR?

Por un argumento de simetria basta considerar en (10) la integral sélo so-
bre el conjunto  := {(A\, A1) € R* | |oa] < |o1]}. Por tanto, para probar (10) es
suficiente ver que si

*p(A A2) h (A

Q

entonces

J < Clpll gl 1Al - (12)

£1><§222>s <C <§1><;><§2>T, y €n consecuencia:

Como r = max {0, —s} entonces 7

1 (&1)" (€2)"
J< CQ/ e o LDV [COLIO LS (13)
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La identidad

o—o1—o0p =2 (£ &)

(14)

motiva la descomposicién de la region Q de R* en las siguientes 6 subregiones:

Q ={(\ M) €Q o] < o], [ <12|a},

Q= {(\ M) € Qo] <ol [E* > 12]o]},

Qs = {(\ M) €Q| o] <lou|, €] <1},

Qu={(\ M) €Qllol <lou], [&al=1, [£-&l<1},

0= (A A) € Qo] <lonl, |aP <120ol, lal>1 Jg—&l =1},
Q= {(AM) eQlol <lol, [6F>12]ml, [&6]=1, [€—&]>1}).

Parai=1,...,6, sea Jo, la contribucion de €; a la integral en (11). Asi, para
probar (12) debemos probar que cada Jo, esté acotada por

Clipl gl 71

Para i = 1,2, 3, por una aplicacién de la desigualdad de Cauchy-Schwarz en
la integral que aparece en (13), primero en la variable A\; y luego en la variable A
se tiene que:

Jo, < sup I; (A) |lpll llqll IR ] 5
AEA;

donde A; == {\ | IA; (\, A1) € Q}e

2

C ()7 (&) d\
(€ (o)’ (01)* (02)*

{A1](AA1)€Q;}

De manera similar, para ¢ = 4,5, 6, aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz
en la integral que aparece en (13), primero en la variable A y luego en la variable
A1, para obtener:

Jo, < sup I (A1) |Ip[l gl A1l
)\1614;
donde A* == {A; | 3N (A, A1) € ) e

(&1)" (&) dA
(o1)® (@)% (2)* ()"

{AI(AA) €0}

I (M) =C

Asi, el lema 1 quedara demostrado si probamos que sup I; (\) < C, parai =1,2,3
AEA;
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2.1 Estimacion de I; (\) (i =1,2).
En la estimacion de I; (M), i = 1,2, usaremos el cambio de variable

21 = (&) == =261 (61— §). (15)

Entonces de (14) se sigue que 0o = 0 — 01 — 21, y asi, para i = 1,2, |z1| < 30|,
con lo cual si A € A; :

ILi(\) <
C 2r 2r o dn d 2
" <U>ﬁ / i) [/—00 <0'1>2b (o1 — (0 — Z1)>2b o

{&illz1|<3lol}

Teniendo en cuenta que en la integral interior de la anterior expresién dm = doy
y aplicando la desigualdad de calculo (7) a esta integral, concluimos que:

1
2

2r 2r
KOS =
{Ealleal<3lol} 1
De (15) es claro que
le . é;l _1
€& 4€ ¢ 2' (17)

Sin pérdida de generalidad supondremos que & > 0.

Estimacion de I; ())

Consideremos la particion del conjunto {&1 | |z1] < 3|o|} en los conjuntos

Y= {6 |l <30l v [ - &

1
Yoim {61 | lal <30ol v [ - &
Si & € Yy, entonces —& < & < 2€ con lo que |§1] < CEy |€ — &| < C&. Por
lo tanto: (€1)%" (£2)*" < C(€)*", y en consecuencia:

23
Sy

>

}
3
o)

SIS

c /<€1>2T (&) i b <o (€)" d&y

"o)P o— )% o) o — )%
(€ )" e—=) (o) {£1||Z1‘S3‘0‘}< 1)
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1 1
B=tallal<3lly 5- %<3 v
Br=fallal <30l v [5- )2 3
Entonces:
C

_
223
iy
-
©
S
_
I
=
S
S
=

()" (0)"

)
|
2
e
]
Iy
IA
Q
Tl&
~ |
5\
U
Iy
=
+
—
IS
Iy
—
N[

donde |E;| denota la medida de Ej.

Realizando en la ultima integral el cambio de variable (15), z1 = ¢ (&1), v
teniendo en cuenta que para & € Ea, de (17) se sigue que dzy

déy
1
en Qy, £ < C|o|?, concluimos, dado que 8> 2, que:

> 4€¢ =4,y que

<(7 — 21>

2r 2r % T
S /<gl> )" 4 (€) {2+
Y1

Si& €Yo, |3

~

_&a
5

&
£

y por lo tanto de (17):

le

d&y

3
€

> C¢

> C|&].

Ademas, como en Y3 |£1] > [€], entonces |€2| < 2[&1| y por consiguiente:
(G)* (&) <l

Asi, realizando el cambio de variable (15), z1 = ¢ (£1), v teniendo en cuenta
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(19) y que para |£1] > 1, (£&1) ~ |&1], se puede concluir que:

1

c @ e, | c @\
“V“W{/koaﬁ”@} <@V@ﬁ{/@mfﬂ&} )

Yo Yo
1
4 4 :
C T T
<€>7”< >ﬁ / <O'<€1>Z >2bd§1 + / O’<£1>Z >2bd§1 <
o _ _
{&1€Yelé1]<1} ! {&1€Ya||61]>1} !
2
C i
R et SCY
(&)" (o) &) {0 — 21)
{sllzl<slol |- 222 6121}

Sir< %, teniendo en cuenta que [£1] > 1, de la anterior desigualdad conclui-

mos que
1

2r 2r 2
g S ) P -
(&) o) () (e—=) (&) (o)
Sit<r<3, como |z|<3|o|, entonces
£ &, 3,8, j&. 3
y puesto que en Q, |€]? < 12]0], se sigue que |&,| < C \0]% y de (20):

¢ (&) <§2>2rd : . C o \012“—% dz :
(©)" (o)’ {Y/ (0 — 21)* 51} T (O (o) +R (0 —21)”

2

C Clof~4
" +— <C, (22)

€ () (O (o)’

ya que ﬂ—ki > r, pues %—ﬁ < %(%—7‘) < %—r. De (16), (18), (21) v (22)

podemos concluir que sup I; (A) < C.
AEAL

Estimacion de Iy ()\)

Teniendo en cuenta el cambio de variable (15), z1 = ¢ (&1), si 21 = 3 |o| entonces

& =38+ 1/€2 — 60| y si 21 = —3|o]| entonces & = 1€+ /624 6|o]. Por lo

tanto:

(& 11l <3101y = {1 | v =01l <

G- 5| <pvETOR). @
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Sean
Ry =& | 56— 3@ +6lo[ <& < 36— 5/ —6lol; v
Ry = 16| 36+ 5V/€ — 6lo] < &1 < 3¢+ 5 /€ + 6]

Como en o % < 1—12, entonces /1 + % < %, y por lo tanto si & € Ry se

tiene que:
1. 1 /= 3§+ 3V +6]o]
sl
e(1+y1+%) ¢
y

5§+;¢8—6w1
N GE
|

d

<3¢ 5VE- Ol

_ 30|
5(1+ 1—%) B

A

En consecuencia, si £ € Ry : &1 < C’% y € —&| <CE.
Gracias a la simetria de la grafica de la pardbola z; = —2& (& — &) con

respecto a la vertical £, = %5, podemos afirmar que si £ € Ry entonces:
o]

& <C¢ |f—f1|§C'?.

Por lo tanto de (16) se sigue que para A € Ay

1
2

% /o 2r
Iz()\)<071 —@ <E> “
&7 (o)’ (0 —21)%®
(ellor]<3/01}
201%2 T ‘{@‘% : (24)
(@) lidsaion

Para A € As, consideremos dos casos:

(i) Supongamos que A\ € Ay y £ > 1.
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Dado que 2 > 12]0| y Zl% = 45‘%—51‘ > 4)%—51), de (23) se sigue
que:
dz 2 & _
g, | 2 2VE —6lol 2 2\/€ 7 = Vot
1

Asi, de (24) concluimos, después de hacer el cambio de variable z; = ¢ (&)
en la integral del lado derecho, que:

1 g " 3"7‘ le %
AL <£> {/_3 —rer m%g} <c

Si B>, es claro que Iy (\) < C.

Sig<r< %, entonces:

L i
(0fer  (o)ferta|

r—28
IQ()\)SC[ ! & QISC,

1 + 1
(0 er gtz

pues 2r — 2B —r—4t=r—28-3<r—14(3-r) - <0.

=~

1
2
(7) Supongamos que A € Ay y £ < 1.
T
Entonces como ‘%‘ <CEL< O, <%> <C.

De otra parte, de (23) es claro que la medida de {&; | |z1| < 3|o|} esta acotada
por C&. Luego de (24) concluimos que:

1 1
L)< 07 L% <C
(o) (0 —21)
{&1l]21|<3|a|}

gd<ct <c
(0)”

De (i) y (i7) se sigue que sup Ir (A\) < C.
AEAs

2.2 Estimacion de I3 (\)

Para (A, A1) € Qs, |&1] < 1y (&) < C (). Por lo tanto, si A € As, entonces,
usando la desiguldad de calculo (7), concluimos que:

2r 2r
I\ = ¢ / L%d)\l

€07 | o (o ()

1 o0 dUl
/. [/oo P o (o zm%l d&]

[NIE

C
< —

(o)’




Problema de Cauchy para la ecuacién de Schrodinger unidimensional 33

Lde C
/1 (o — ;1>2b] = W =¢

sup I3 (\) < C.
A€EA3

N

e
(o)’

Luego

2.3 Estimacién de I (\) (i =4,5,6).

En la estimacion de I (A1), ¢ = 4,5, 6, usaremos el cambio de variable:

zi=1 (&) =26 (&) (25)

Entonces, de (14) se sigue que 0 — 01 — 09 = 2z, y asi, para (A, \1) € Q;, i =4,5,6,
se tiene que |z| < 3|oy|. Por lo tanto si A\; € A}, una aplicacién elemental de la

desigualdad de calculo (7) nos permite concluir que

[NIES

()" (&2)%" de

b 2r 23
OO e Zony € L1

Iy (n)<C (26)

para ¢ = 4,5, 6. Sin pérdida de generalidad supondremos que & > 0.

Estimacion de I} (\)

Si (A, A1) € Qq, entonces (1) (€ — &) < C (). Por lo tanto de (26), teniendo en
cuenta el cambio de variable (25) (fi% = 2¢1) y la desigualdad de calculo (8), se
sigue que para \; € A}

N

L) <C 1 ; LQ
(01) (o1 +2)*"
{¢l|z|<3lo1 |}
<o ! {/3|"1 dz };<C<01>%ﬁ <C
= l - 93 — l i )
<01>b512 —3loy| (01 +z>2ﬂ <01>b512

pues 3+ b > b > 5. En consecuencia, sup I (\) < C.
)\16142
Estimacion de I (\)
Para (A, \1) € Q5, (&1) (€2) < C'|&1]]&2| v por tanto, si A\j € Af se cumple que:

C (&1 [€2])*" de

b 2r 23
OV | eerZsiony € 12

I (M) <
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ol

C |2|?" de
O s [ 27

{€llz]<3lon ]}

Consideremos la particion del conjunto {{ | |z| < 3|o1|} en los conjuntos:
1 1
Di:={[ll = glol} v D2=A{¢]5lon] <l|z| < 3o},

y la particién de Ds en los conjuntos:

si={6€ D | el <l < 100}

ni={teDy|1<al < Iy
2 i = {€ € Dy 100]€] < [61]}.

En Dy, |01 + 2| > % |oy|. Por lo tanto:

(1) Sir > % :, puesto que B+ b > r, obtenemos

yﬁrdg : C oy |?" de
(o1) {D/ " (o1 +2)% = (o) {D/<£>2T (1)

= C<ol>?<|;>ﬁ I o J <o

(28)
ii) Sir < i, como |z| < 3|o1|, entonces |€ — & | < 3@, y asi, aplicando la
2 2 &4
L tenemos:

desigualdad de calculo (8), y dado que b+ 3 > 3,

=

3 a+3
¢ |21 d¢ co_lnl dg
(on)” / O o+ [ 7 o) (on)” (il (e
1— 557

<ol (wfr co— 1" ¢
<U1> <O’1> 51 <Ul>b <O’1>5 615—7*
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(7i7) Sir = %, como b+ 3> %, se tiene:
loq |

57

(SIS

&1+

o] 2

2r
|z|*" d¢
<(C——rFr—— —_
(o1) {D/ gy + 2)%P (61)" (01)? / (1+1€))
S-2E

) 1+clg 1
|12 d¢ Coulr o
O] | T e €= @

2] y € ~ &} Luego
o1 < elzl < Clal (K + &) < Cléal,

y como |&;] > 1, entonces €2 ~ &7 > C (01) . De esta manera, realizando el cambio
) (%2 = 2&) y aplicando la desigualdad de calculo (8) obtenemos:

de variable (2

ERr N d
(o1) {D/ oy + 2)% : C(a1>b L{ (o) (o + 2)%°

En D21, |01| ~

VI

N|=

Z r 3‘0. I
Scmz / SC(UﬁZil / ! dz -
(o1) (o1 + 2) (o1) ¢z (/3o (o1 + 2)
31
<L (30)
(01)" ¢
1) ¢

puesb+ﬂ>%+%>%+%.
En Dy, [ — & ~ [€] ~ (), y ast, |2 ~ [&][§ — &| ~ [&1](§) - Por lo tanto,
haciendo de nuevo el cambio de variable (25) y aplicando la desigualdad de calculo

(8), se sigue que:

/ |2[*" dg |& /
(o1)° VI gy + 2) 2P 01+z
[STREN R

[S18 o }
<C _— <0
- (U1>b§1§ {/—301 (o1 +2>26 T (o)’

Veamos que el lado derecho de (31) esté acotado, para los valores de r permisibles
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Sir < %, claramente |<§1 . |a |2 —F < ¢, porque |&1] > lyb+3> 3.

Sil<r<2 como < 12|o1]|, entonces
2 4 1

1 r_ 1
'3 271
C|§1‘ - ‘Ul‘%—ﬁgclaﬂ ‘0_ ‘2 < <
(o1) ()" (o) 27a

va que b+ 3 > % + 5. En consecuencia,

2Td %
{D/ - S e <C. (32)
01 " 01—1—2:

En Das, |6 —&| ~ |&1] v en consecuencia |€;> ~ |z| ~ |o1|. Realizando
nuevamente el cambio de variable (25) y aplicando la desigualdad de célculo (8),

obtenemos:
/ |z " d¢ / \5 s
(71 (o1 + 2) o 01 (o1 + 2) /6

& d¢
> C 0'1>b {D/ <O'1+Z>26

g 1_ o o1 1
s
(o) &F (01)” &
gc<’”1|>b ]3P < ¢, (33)

vaqueb+pB8>24+p8>14+1 -1 (3 -—pr)>1-(2-r)=2+r
e (27), (28), (29), (30), (32) y (33) se sigue que

sup Iz (A1) < C.
)\1€AE
Estimacion de I (\)
De la definicion de z dada en (25), es claro que:

3 3
!01| P loa]
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En particular, |&| = [¢ — & < 3121,

Dado que para (A A1) € Qg, 12|01 < |&1|*, entonces % < 1—1251 y por lo
tanto

€1kl <3imb < |0 3a)

y de esta manera de (26) podemos concluir que para A\; € Af, tiene lugar la
siguiente cadena de desigualdades en la que hemos hecho uso del cambio de va-
riable (25), de la desigualdad de célculo (8) y del hecho de que & ~ (&) y
(o) <C (&)

o1 2r
i ow < o ) *
ST PR
Blor| >

<cC |O'1b|251 N UllJéﬂl |0_1:]
()2 (€))7 (o) (&) (&
l,ﬁ r
< C 1 |O'1|2 ’0'1| < C)

(@) ()" ()5

yaqueb—i—ﬁz%yb—i—ﬁZ%—&—g.Porlotanto

sup I5 (A1) < C.
)\1€Aé

Hemos probado que supl; (A) < C para i = 1,2,3 y que sup I/ (\) < C
AEA; A1 €A*
para ¢ = 4,5,6. Por lo tanto, el lema 1 queda demostrado. ]

3 Demostracion del Teorema I (Existencia y Unicidad)

3.1 Existencia

Sean s y b como en la hipotesis del teorema 3, ug € H* (R) y T € (0,1) . Definamos
el operador ® := &, 7 : Xg — X por:

® (v) == () W (1) uo + G (v?) para v € Xgp.
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De los estimativos lineales (4) y (6) y del lema 1 se sigue que:

19 @)l < 119 (W G ol + G (02)]] < C (luoll, + T2 1013

y por lo tanto el operador ® estd bien definido.

Si T € (0,1) se escoge de manera que T° < entonces el opera-

1
< 107 o[, +1°
dor @ envia la bola cerrada B (0,2C ||ug||,) de Xq en si misma. En realidad, si
0]l 5 < 2C |luol|, , entonces:

1@ @)l < € (luoll, + T° 0l3,) < € (Iluoll, + T*4C? |uoll?)
4C? |lug]
<C (1 4C27° > <C 1+ —"
= HUOHS + HUOHS = HUOHS + 402 HU0||S+ 1
< 2C HUOHS :
[ 1
Sea T c (O, 1) tal que T° = W

analisis anterior, es claro que ® envia B (0,2C |luo||,) en si misma. Veamos que ®
es una contraccion. Sean v,w € B (0,2C ||ugl|,) . Entonces, del estimativo (6) y
del lema 1, se sigue que:

1© (v) = @ ()l = [|Gr (v*) = Gr (W), = [|GT (v* = w?) |,
= |Gr [(v+w) (v = w)][l4, < CT’ [[(v +w) (v = W)l
< CT |lv + wlly lv — wl
< OT° (vl g + 1wl ) [0 = wlly
< CT° (4C |Jugll,) lv — wll

1
=C|————=| 4C -
o3| “Clall) o= i,
_ L[ _8C|juoll,
2 [ 8C2 ||lugll, + 2
En consecuencia, por el teorema del punto fijo de Banach, existe un tnico v €
B (0,2C ||luol|,) tal que @ (v) = v, es decir v =t (1) W (-¢) uo + Gr (v?) .
Siw:=v|_qpq € Xo [T, T], entonces se tiene que:

Para este valor de T, en vista del

1
||U - w”sb <5 ”U - stb’
2

u(t)=v )W ) ug+ Gr (v?) () =W (t)uo + Gr (v*) (t)  Vte[-T.T],

es decir, u es solucion en el intervalo [T, T] del problema de Cauchy (1) - (2)
con dato inicial ug.

3.2 Unicidad
Observemos inicialmente que si wi,ws, w1, ws € X4 son tales que
wi (t) =w; (t) Vte[-T,T] (T >0, arbitrario), entonces
Gr (wiws) (t) = Gr (wiws) (1)  Vt € [-T,T].
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La prueba de esta observacion es similar a la de la proposicion 1 (i) en [7].

Supongamos que uy, us € X [—T,T] son soluciones del problema de Cauchy
(1) - (2) en [T, T] con dato inicial uy y sean vy y ve extensiones en Xg, de uy y
ug, respectivamente. Entonces para todo t € [-T,T):

ug (t) —uy (t) = Gp (v%) (t) — Gr (v%) (t)
= Gr[(v2 +v1) (v2 —v1)] (2).- (34)

Sea 6 € (0,1) y 6 < T. Entonces (uz — u1)|_gq € X [—0,6]. Sea w € X una
extension de (uz — u1)[(_g g tal que

lwlly, < 2| (w2 = u)l_gg) (35)

Xop[-0,0]

De (34) y de la observacién inicial se sigue que para todo t € [—6,0] :
ug (t) —uy (t) = Go [(v2 + 1) (v2 — 01)] () = Go [(v2 + v1) w] (F) -

Por lo tanto, de la definicién de norma en el espacio X, [—6, 0] es claro que:

| (w2 =) < 11Go [(v1 + va) wlll (36)

-0, Hxsb[feﬂl

En consecuencia, usando el estimativo lineal (6), el lema 1 y la desigualdad
(35), de (36) podemos concluir que:

|2 =l S CO N+ )0l gy < OF for +eal ol

< 2C0° [Joy + 2,

’ (w2 = m)\[,M‘ Xo[-0.0]

Sea 6 := min {T, (4C ||v1 + va| g + 2)_%} . Entonces:

H (u2 = w1)ligg) Hxsb[—(w]

< 2C (4C [Jvr + w2l +2) " lv1 + 2l

’ (u2 — u1)|[_p g Hxsb[_g,e]

< % H (u2 —u1)l_g ) HXS;,[—M} '

Por tanto:
(u2 — U1)|[—9,e] = 0.
Iterando el anterior argumento un ntimero finito de veces (para 7T fijo el tamano

de 6 solo depende de |[v1 + v2]|,) podemos concluir que u; (t) = ug (t) para todo
te[-T,7]. O
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