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Resumen

La teoria de control se interesa en manipular la solucién de un sistema dindamico a
través de una funcién llamada control, esto es de interés en ingenieria, fisica, ma-
tematicas y otras areas, puesto que los sistemas dinamicos son modelos que explican
diversos fenémenos. Luego es importante conocer cémo es la solucién y el control
de un sistema dindmico, para ello, el método de Flatness juega un rol importante
para dicho objetivo. En el presente trabajo de grado, se realizard una introduccién
a la teoria de control recorriendo su fundamento teérico. Desde definir un sistema
de control, agregando los diferentes tipos de controlabilidad hasta uno de los teore-
mas mas fundamentales que es el Teorema de Kalman. Ademas, para el objetivo de
mostrar el método de Flatness se realiza un puente entre el algebra y las ecuaciones
diferenciales, siendo el algebra diferencial quien hace dicha relacién. Una vez mos-
trado el soporte del método de Flatness, se destacan ejemplos de como a sistemas de

ecuaciones diferenciales lineales se puede hallar su solucién y su respectivo control.

Palabras Claves: Teoria de control, sistema dinamico, sistema de ecuaciones dife-

renciales lineales, Controlabilidad, Teorema de Kalman, método de Flatness.



Abstract

In control theory, the objective is to manipulate the solution of a dynamical system
through a function called the control. This area is of significant importance in en-
gineering, physics, mathematics, and other disciplines because dynamic systems are
models that explain various phenomenas. As it is important to know the solution
and control of a dynamic system, then the Flatness method plays an important role
for that goal. In the present degree work, an introduction to the control theory is
going to be presented by discussing its theoretical foundation. From the definition of
a control system, followed by the different types of controllability and culminating
with one of the most fundamental theorems: the Kalman Theorem. In addition, to
illustrate the Flatness method, a bridge is made between algebra and differential
equations, with differential algebra making that relationship. Once the support of
the Flatness method is shown, examples of how systems of linear differential equa-

tions can be solved and their respective control are highlighted.

Key Words: Control theory, dynamic system, system of linear differential equa-

tions, controllability, Kalman’s theorem, Flatness method.



Agradecimientos

Salvaguardando las distancias, ahora me encuentro igual a Borges
cuando agradecié a personas, libros, dones y bellezas de la vida que lo deslumbrd

y asi lo escribié en “Otro Poema De Los Dones”.

Asi pues, cada paso en mi camino de formaciéon matematica

he compartido y vivido con grandes personas por eso digo Gracias,

A mi familia quien me abrazé en los largos dias de estudio,

personas que me aman y comprenden sin importar el resultado.

A profesores y profesoras que brindan su conocimiento con pasién y furor
logrando que haya més enamorados de las matematicas,

en especial a Ivonne Rivas que me ensend

el arte de la lectura y escritura académica,

asi logrando el presente trabajo de grado.

A los diferentes lugares de la Universidad que habité,
dejandome vivencias que dan forma a quien soy.
A companeros y amigos que me ha dado la Univalle,

en especial a los amigos que pertenecimos a Omega.

A mis viejas amistades les agradezco,
por la comprension de las semanas de ausencia y

por el carino dado en las escasas horas compartidas.

Gracias quiero dar a la vida,

por permitirme a presenciar las bellas y raras casualidades,

que se presentan de tantos formas y colores.

A las personas, al cine y la musica que siempre me acompanaron.

Gracias totales!!!



Indice general

I icaionl

[Capitulo 1. Preliminares|

[1.1.  Conceptos basicos de analisis|

[1.2.  Conceptos basicos de algebral

[Capitulo 2. 'Teoria de Control|
2.1, Sistemas de controll
[2.2. Tipos de controlabilidad|
[2.3. Sistema adjunto]

2.4, Teorema de Kalmanl

[Capitulo 3. Algebra Diferencial

[3.1. Conceptos basicos del algebra diterenciall

[3.2.  La ecuacion diferencial para el algebra diferenciall

[3.3.  Representacion del estado de Kalman para una Dinamica Lineall

[3.4.  Controlabilidad para el algebra diterencial|
3.2, Sistema. Flatl

[Capitulo 4. Método de Flatness|
4.1. Introduccion al metodo de Flatness|

[4.2. Equivalencia entre sistemas lineales|

4.3.  Ejemplos de sistemas Flat|

[Capitulo 5. Conclusiones|

[Apéndice A. Apéndice

[Apéndice. Bibliogratial

11

17
17
21
25
31

34
34
39
44
46
47

48
48
95
60

65

66

68



Introduccién

Debido al crecimiento de la industria del siglo XX llevé a ingenieros desarrollar nue-
vas maquinas y procesos de produccion para mejorar y estandarizar los productos.
En ese contexto una de las areas innovadoras fue la Ingenieria de Control, la cual
se encargaba de desarrollar equipos que realizaban tareas como regular la corriente
eléctrica, regulares de velocidad y termostatos segin S. Bennet en [1, Introduccién].
Asi dio paso a la Teoria de Control que proviene de una interseccién de la Ingenieria
de Control y las Matematicas, esta cobra relevancia para el desarrollo de nuevas

tecnologias, segiin Zuazua en su tesis doctoral [16].

Desde la perspectiva de las matematicas un sistema de control es la manipulacion
de los sistemas dinamicos para que satisfaga un estado. Dicha manipulacién de los
sistemas se le conoce como control. Una vez centrados en los sistemas de control se
plantea dos problemas, el primero si el sistema puede alcanzar cualquier estado que
se desee y el segundo si es posible hallar el control para manipular el sistema. En el
contexto de ecuaciones diferenciales ordinaria hay respuesta al primer problema, el
cual es conocido como el Teorema de Kalman.

La motivacion de este trabajo de grado fundamentalmente es mostrar la respuesta
al segundo problema, el cual llevo a varios matematicos Fliess M, Lévine J, Martin
PH, Rouchon P en la década de 90’s argumenten un método el cual otorga el control
de un sistema controlable mediante una parametrizacion, dicho método se le conoce
como Flatness,[6]. Este método ha dado grandes aportes para mostrar la controlabi-
lidad exacta de ecuaciones diferenciales parciales como la ecuacién del calor [8] y la
ecuacién de Korteweg-de Vries [10], para esto es importante destacar el método de

Flatness para las ecuaciones diferenciales ordinarias para problemas mas complejos.

El trabajo de grado se compone de los siguientes capitulos:

El capitulo de preliminares [I| comprende dos secciones, una de andlisis y otra de
algebra. Puesto que, para el desarrollo de la teoria de control, es necesario estable-
cer algunos preliminares de analisis, los cuales estdn sustentados en las ecuaciones
diferenciales ordinarias, el problema de la existencia y unicidad de los problemas de
Cauchy, que se realiza con las referencias de Doering y Lopes en [13]. Para los preli-
minares de algebra se realiza una pequena introduccién a definiciones habituales en
un curso de algebra, pero enfocado a ejemplos de espacios de funciones, para esta

seccién se usa libros habituales de dlgebra como [3] y [11].



El capitulo de Teoria de Control [2| se presenta formalmente la definicion de un
sistema de control, el cual es una ecuacion diferencial donde la variable espacial y
el control son dependientes del tiempo. Se da la definicién de controlabilidad para
un sistema y en la bisqueda de realizar el Teorema de Kalman se motiva a dar una
relacion entre el sistema de control y su sistema adjunto.

El capitulo |3| es dedicado a realizar una introducciéon al algebra diferencial, pues
aqui recae la teoria de formulacién del método de Flatness. Este capitulo es moti-
vado para comprender las ecuaciones diferenciales ordinarias no como una variable
independiente, variables diferenciables y una solucion al sistema, sino como objetos
meramente algebraicos que tienen una estructura que garantiza su existencia. Prin-
cipalmente en el capitulo se realiza la argumentacion de porqué un sistema lineal
controlable se puede hallar el control y solucion del sistema a través de la funcion
Flat. Se usan las referencias de [6],[5] y [4].

El capitulo [4] inicia con la definiciéon de un sistema Flat, esto soportado con la teoria
de 4lgebra diferencial vista en el capitulo anterior. Se presenta la funcién Flat para un
sistema lineal particular que es conocido como sistema canoénico. Luego, se presenta
la equivalencia entre cualquier sistema lineal y el sistema canénico para asi hallar la
funcion Flat. Al final del capitulo se presentan algunos ejemplos de sistemas Flat.

La referencia usada del capitulo es [12],[9].



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se revisaran conceptos indispensables tanto de andlisis como de
algebra para el buen entendimiento del estudio de la solucién de ecuaciones diferen-

ciales, de la nocién de controlabilidad y del método de Flatness.

1.1. Conceptos basicos de analisis

Parte fundamental de las ecuaciones diferenciales es buscar y encontrar propiedades
de la solucién. Para esto se recuerdan las definiciones de los espacios métricos, de
Banach y de Hilbert que son los espacios donde las soluciones de las ecuaciones
diferenciales son definidas. Ya una vez mencionados los espacios de funciones se
muestran las condiciones necesarias para hallar la solucion tnica de una ecuacién
diferencial, lo cual es conocido como Teorema de Existencia y Unicidad, para ello se

uso las referencias [2] y [13].

1.1.1. Espacios topoldgicos. Los conceptos como continuidad, abiertos y
convergencia se realizan a través de espacios topoldgicos, en este caso de la topologia

inducida por una métrica.

DEFINICION 1.1. Considere a M wun conjunto no vacio. Una métrica sobre un
conjunto M es una funcion d : M x M — R con las siguientes propiedades. Para

todos x,y,z € M,

(a) d(z,y) >

(b) d(x,y) = O szysolo si, T =y,

() d(z,y) = d(y, =),

(d) d(z,2) <d(z,y)+d(y,z), (desigualdad triangular).

Si d es una métrica en M, entonces el par (M,d) se llama un espacio métrico.

EJEMPLO 1.1. Sea F un cuerpo (ver [1.15)), para cualquier entero k > 1, la funcién
d : F¥ x F¥ — R definida como,
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X 1/2
(1.1) d(z,y) = (Z |z — yj|2> :

es una métrica sobre F*. Esta métrica se llama la métrica estandar en F*.

DEFINICION 1.2. Una sucesion {x,} en un espacio métrico (M,d) converge a x €

M (o la sucesion {x,} es convergente) si, para todo € > 0, existe N € N tal que,
d(x,x,) <€, para todon > N.

Se denota como,

Imz,=2 o z,— .
n—oo

Una sucesion {z,} en (M,d) es una sucesion de Cauchy si, para todo ¢ > 0,
eriste N € N tal que,

d(xm,x,) < €, para todo m,n > N.

DEFINICION 1.3. Sea (M,d) un espacio métrico. Para cualquier punto x € M y

cualquier nimero r > 0, se define una bola abierta a B(z,r) como,
Bla,r) = {y € M : d(z,y) < 1,

donde B(x,r) tiene centro en x y radio r. Una bola B(x,1) con radio 1 se llama

bola abierta unitaria.

DEFINICION 1.4. Un espacio métrico (M, d) es completo si toda sucesién de Cauchy

en (M,d) es convergente.

EJjempPLO 1.2. El espacio de funciones continuas sobre un intervalo cerrado, C(]a, b)),

es un espacio completo con la métrica del valor méximo, d(f, g) = m[é}bc] |f(t) — g(t)].
tela,

DEFINICION 1.5. Sea X wun espacio vectorial sobre F. Una morma definida sobre

X es una funcion || - || : X — R tal que, para x,y € X y o € F, se cumplen las

siguientes propiedades:
1. ||z]| > 0, donde ||z|| =0 si y solo si x = 0;
2. [loz|| = |e]|]],
3. Ml +yll < llzll + [lyll-
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EJEMPLO 1.3. La funcién || - || : F* — R definida por,

n 2
(1)l = (Z\xj\2> ,
j=1

es una norma en F". Donde || - || se conoce como la norma estandar en F".
Sea X un espacio vectorial de dimensién finita sobre F con base {ej,es, ..., e,}.

Cualquier z € X puede escribirse como,

n
T = E )\jej,
j=1

para coeficientes inicos Aq, Ag,..., A, € F. Entonces, la funcién || - || : X — R

x| = (Z IA]-|2> :
j=1

Si X es un espacio vectorial con norma || - || y d es la métrica definida por,

definida por,

es una norma en X.

d(z,y) = [z —yl.

Entonces d se llama la métrica asociada a || - ||.

DEFINICION 1.6. Sea X un espacio vectorial normado, se dice que X es un espacio

de Banach si bajo su métrica asociada es un espacio completo.

EJEMPLO 1.4. Algunos ejemplos de espacios de funciones que son espacios de Ba-
nach. Primero definiendo una métrica asociada para el espacio de funciones: Sea F' C
R* vy [a,b] C R. Se define el siguiente conjunto de funciones
F([a,b];R*) := {f : [a,b] — F} y asf se define la métrica asociada a F([a,b]; R¥)

CcOo1mo

d(f,g) = sup | f(z) — g(z)||re-

z€[a,b]
= Para el conjunto de funciones continuas sobre [a, b] denotado como C([a, b]; R¥)

es un espacio de Banach, bajo la métrica de funciones definida anterior-

mente.
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Si f € F([a,b]; R*) se puede definir la métrica,

= (f @) - soPic) ”

la cual da inicio para definir los espacios de Lebesgue, los cuales toman la medida
de Lebesgue, funciones medibles y definidas en casi todas partes como se presenta

en la referencia [13]. Asi se definen a los espacios de Lebesgue como,

12 ([0, B RY) = {f e Fllati®) (| b i@l " oo} |

Donde <f | f(x ||p> define una norma para LP([a,b]; R¥). Es conocido que los
espacios de Lebesgue, LP([a,b]; R¥) son completos con la métrica asociada d,(f, g),
es decir, que son espacios de Banach para 1 < p < co. Si p = oo se define otra

norma la cual es conocida como esssup f = inf{b: || f(z)| < b, c.t.p} asi,
L>([a,b); R¥) := {f € F([a,b];R*) : esssup f < oo}
También el espacio de Lebesgue L™ es un espacio de Banach.
DEFINICION 1.7. Sea X un espacio vectorial real. Un producto interno en X es

una funcion (-,-) : X x X — R tal que para todos x,y,z € X y «, 8 € R, se cumplen

las siguientes propiedades:

(a) (z,2) >0,

(b) (z,x2) =0, siy sdlo si, x =0,
(¢) (ax + By, z) = a(x, 2) + B(y, 2),
(d) (z,9) = (y,2).

Un espacio vectorial real X con un producto interno (-,-) se le llama un espacio

con producto interno.

EJEMPLO 1.5. La funcién (-, -) : R* x R¥ — R definida por

k
= 5 TnlYn,
n=1

es un producto interno en R*. Este producto interno se le conoce como el producto

interno estandar en RF.

EJEMPLO 1.6. Sea f,g € L*([a,b];R¥), luego (f(x),g(x)) es el producto interno
de R* definido en el ejemplo anterior. Se define la funcién (-,-) : L?([a, b]; R¥) x
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L*([a, b]; R*) — R como,

b
(f.9) = / (f(2),g(x) d,

es un producto interno en L?([a, b]; R*). Este producto interno se denomina el pro-

ducto interno estandar en L?([a, b]; R).

LEMA 1.1. Sea X un espacio con producto interno y sean x,y € X. Entonces:

(a) La funcion || | : X — R definida por
]| = (x,2)"%,
es una norma en X, ademds, a la norma || - || se le conoce como norma

inducida por el producto interno (-,-) de X.
) |(z,»)|> < lzlPvll?, para z,y € X, se le conoce como Desigualdad de

Cauchy-Schwarz, donde la norma es definida por el literal anterior.
La demostracién del Lema se encuentra en [13 Lema 3.13].

DEFINICION 1.8. Un espacio con producto interno que es completo con respecto a la
métrica asociada con la norma inducida por el producto interno se llama un espacto
de H:ilbert.

Es decir, que si X es un espacio de Banach el cual su norma es inducida por un

producto interno, entonces X es un espacio de Hilbert.

EJEMPLO 1.7. De los ejemplos de espacios con producto interno [1.5] y [1.6]

» R* es un espacio de Hilbert.

» L*([a,b]; R¥) con el producto interno estdndar es un espacio de Hilbert.

DEFINICION 1.9. Sea X y Y espacios wvectoriales reales normados. Se define
L: X — Y como un operador o transformacion lineal si para v,z € X vy

a € R cumple,
L(z + az) = L(z) + aL(2).

DEFINICION 1.10. Sea X yY espacios vectoriales reales normados y seaT : X —Y

un operador. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

» T es uniformemente continua;
n T es continua,

» T" es continua en 0;
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» Eziste un nimero real positivo k tal que ||T(x)|| < k siempre que x € X y
]l < 1;

» Eziste un nimero real positivo k tal que |T(z)|| < k||z|| para todo x € X.

TEOREMA 1.1. Considere que H y K son espacios de Hilbert. St F : H — K es un
operador continuo sobre H, entonces existe un unico operador continuo F* : K — H

tal que (Fx,y) = (x, F*y), el cual es llamado el operador adjunto de F.

1.1.2. Ecuacién diferencial. Sea I C R y 2 C R” conjuntos abiertos, dada
la funcién f : I x Q — R™ decimos que,

T = f(t,x),
(1.2)
[L'(to) = Xy,

es una ecuaciéon diferencial ordinaria de primer orden en términos de la funcién z
con valor inicial xg en t = ty, donde 7 := d—f, to € I vy xp € Q. A la ecuacion dife-
rencial se le conoce como un problema de valor inicial (P.V.I) o problema
de Cauchy.

Para garantizar la existencia y unicidad del problema de Cauchy se deben dar pro-

piedades a la funcién f, para esto se define Lipschitz y realizan lo siguientes teoremas.

DEFINICION 1.11. Sean M, y M, espacios con métricas di y ds, respectivamente.
Una funcion f: My — My es Lipschitz si existe una constante A > 0, denominada

constante de Lipschitz de f, tal que,
do(f(2), f(y)) < Adi(z,y),

para cualesquiera x,y € M.

Se dice que una funcion w : M — M es de contraccién si w es de Lipschitz con
constante A < 1; en ese caso, la constante de Lipschitz es un factor de contraccion

de w.

TEOREMA 1.2. Teorema punto fijo de Banach. Sea (M,d) un espacio métrico
completo y sea g : M — M una funcion de contraccion sobre M. Entonces, existe

un unico x € M tal que g(x) = x.

DEMOSTRACION. Defina la sucesion xg € M y z, = g(x,_1). Vamos a mos-
trar que la sucesiéon {z,} es de Cauchy, es decir para ¢ > 0 dado, tomamos un k

suficientemente grande tal que para n,m > k, tenemos que,
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d(wn, xm) = d(g" (x0), g™ (20)) < e.

En efecto, supongamos que n > m. Entonces,

d(g"(x0), g™ (w0)) < d(g"(x0), 9" (w0))+d(g" " (20), g" > (w0))+ - ~+d(g™ " (20), g™ (w0)),

Dado que la funcién ¢ es una contraccion,
d(g" (20), g™ (0)) < K" 'd(g(x0), o) + K" 2d(g(w0), x0) + - - - + K™d(w1, 20),

Luego,

n 1

d(g"(20). 9™ (x0)) < K™d(g(wa).20) Y K™

1-K

K' < K™d(g(x0), o) ZKi = d(g(wo), 7).

Como K < 1, entonces la serie geométrica converge. Asi que, la sucesién (x,,) es una
sucesion de Cauchy, dado que X es completo, se sigue que la sucesioén (z,,) converge
a un punto z de X. Por la continuidad de g se tiene que z es punto fijo de g, esto es
g(z) = z.

Para la unicidad del punto fijo se establecen z y w como dos puntos fijos de g.
Entonces,

d(z,w) =d(g(2),g9(w)) < Kd(z,w) < d(z,w),

si d(z,w) # 0, se llega a que d(z,w) < d(z,w), lo cual es una contradiccién. En

consecuencia, para z y w dos puntos fijos de g se tiene que son iguales. O]

TEOREMA 1.3. Teorema de FExistencia y Unicidad Si f : [ x Q@ — R" es
una funcion continua en el abierto I x  C R"™ para cada (ty,xo) € I X €
existen a,b > 0 tal que [ty — a,ty + a] X B(xo,b) C I x Q y f es Lipschitz so-

bre B(zg,b). Entonces, existe una unica solucién, x € C'([ty — a, to + a]; B(zo,b)),

b
del problema de walor inicial (1.2). Donde o = min{a,M} Yy

M = sup{[[f(t, 2)|| : (,x) € [to — a,lo + a] X B(zo, b)}.
Se referencia [2] para dar un bosquejo de su demostracién.

DEMOSTRACION. Dado que f es continua en I x €2, entonces la compacidad de
[to — a,to + a] x B(xg,b) C I x Q implica que existe 0 < M < oo el supremo sobre
la norma de funciones. Ahora, si & = min {a, M} y defina I, = [tg — a, ty + af.

Para cada f € C(1,; B(x,b)) existe un supremo, pues [, es compacto. El espacio

de funciones C(I,; B(x,b)) es un espacio de Banach con la norma del supremo

d(u,v) = sup [lu(z) = v(z)]|.

x€ly



1.1. CONCEPTOS BASICOS DE ANALISIS 9

A cada u € C(I,; B(xg,b)) definimos el operador L como,
¢
L(u)(t) := xo +/ f(s,u(s))ds
to
En primer lugar, vamos a ver que L(u)(t) € B (ZL‘O, b). En efecto,

[1L(u)(t) = ol| =

< / (s, u(s)) ds

< Mt —to|
< Ma.

Como o < b/M, entonces ||L(u)(t) — zol| < b, es decir, L(u)(t) € B(xg,b) para
u € C(ly; B(x,b)). Para mostrar la continuidad de L(u) basta con notar que para

s,t € I,, tenemos que

|L(u)(s) — tsf(n u(r))dr

< / () dr

< M|s —t.

Luego L(u) es continua. De lo anterior, L : C'(I,; B(x,b)) — C(l4; B(z,b)).

Veamos que la funcion L es de Lipschitz.

En efecto, sea K la constante de Lipschitz de f y sea u,v € C(l,; B(z,b)), en

consecuencia,

[1L(u)(t) = L{v)(®)]| = /t [f (s, u(s)) = f(s,v(s))]dr

< / 1 (s,u(s)) — F(s0())|ldr

, pues f(s,-) es una funcién Lipschitz con constante K.

<[ Klut) = v(s)ar

t
/ dr
to

< Kd(u,v)[t — tol.

< Klju —of|

Asi que, L es de Lipschitz sobre C(1,; B(z,b)). Consideramos el Lema [2 Lema

10.1] y el corolario [2, Corolario 8.6] para mostrar que L es una contraccion.
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Como L es una contraccién sobre C(I,; B(x,b)), el Teorema de punto fijo de Ba-
nach implica que existe un unico x € C(I,; B(x,b)) tal que L(x) = z. Esto es
equivalente a encontrar la solucién del problema de Cauchy ([1.2)),

x(t) = xo —i—/t f(s,z(s))ds.
U

1.1.3. Linealizacion de un sistema general de control. En este trabajo
consideramos ecuaciones diferenciales ordinarias de manera abstracta descritas de
la siguiente manera:

Para 2 C R™, I' C R™ abiertos, I C R cerradoy f: I x Q x ' = R” una funcién

continua que satisface la siguiente ecuacion diferencial,

T = f(x,u),

(1.3)
z(0) = xo,

Sin embargo, una visualizacién del problema lineal favorece al entendimiento de la
teoria que se desea plantear, por tanto consideraremos la ecuacién diferencial lineal

dada por,

T = Az + Bu,

1.4 z(0) = zo € R™,

donde A € R™"™ y B € R™"™ son matrices.

Una forma para convertir el sistema general de control (1.3) a (1.4) es realizando
una linealizacién a través de sus puntos de equilibrio. Si (Z(t),u(t)) € Q2 x I' para
t € I es un punto de equilibrio, es decir, #(t) = f(Z(t),u(t)) = 0y si f es de clase

C?, por el Teorema de Taylor de varias variables se tiene que,

(15) £t u(t) ~ ), a) + LELTD Ly OTEOTA)

Como (Z(t),u(t)) es el punto de equilibrio, en consecuencia el sistema general (|1.3])

of (f(él, u(t)) .

pasa a ser un sistema de control matricial ((1.4) con matrices A =
5 0@, (1)

ou '
La motivacién de este trabajo es centrarse en un método para otorgar una para-
metrizacion de la solucion y el control del sistema mencionado anteriormente; esto

se realiza en los capitulos 2]y [4]
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DEFINICION 1.12. Una funcién f: R™ — R es coercitiva, si

| l|1|'m f(x) = 0.

Es decir, dado M > 0, existe Ry > 0 tal que si ||z|| > Ry tenemos que
f(x) > M.

En particular, si tomamos M = f(0), entonces existe Ry > 0 tal que si ||z|| > R;
tenemos que f(x) > f(0).

TEOREMA 1.4. Si f : R®™ — R es continua y coercitiva, entonces f tiene un minimo

global.

DEMOSTRACION. Como f es coercitiva, de la observacién anterior existe Ry > 0

tal que para ||z|| > Ry tenemos que

f(z) = f(0).

Dado que f es una funcién continua y considerando la compacidad de B(0, Ry), en-
tonces por el Teorema del wvalor extremo de Weierstrass, existe

z* € B(0, Ry) tal que f(z*) < f(y) para cada y € B(0, Ry). Por lo tanto, z* es

el minimo global de la funcién f. O

1.2. Conceptos basicos de algebra

1.2.1. Algebra Abstracta. En esta seccién se relacionan las ecuaciones di-
ferenciales ordinarias como una estructura algebraica. Por lo tanto, es necesario
introducir como base algunos conceptos habituales del algebra, los cuales son im-
portantes para el trabajo de grado. Para observar la relacion entre el analisis y
el algebra, se muestran ejemplos de espacios de funciones vistos como estructura

algebraica. Como referencias se usan libros habituales de édlgebra [3] y [11].

DEFINICION 1.13. Sea G un conjunto no vacio. Diremos que Ges un grupo respecto
a la operacion + : G x G — G, si satisface las condiciones (i), (1) y (iii):
(i) Es asociativa, es decir, para cada a,b,c € G se tiene que (a +b) + ¢ =
a+ (b+c).
(ii) Existencia del neutro, es decir, existe e € G tal que para todo a € G se
tiene que a +e=e+a =a.
(iii) Existencia del inverso, es decir, para cada a € G existe s € G tal que
a+ s =-e. En este caso s serd el inverso de a y lo notaremos como s = —a.

(iv) Es conmutativa, es decir, para todo a,b € G se tiene que a +b="b+ a.
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Si G es un grupo que satisface la condicion (iv), entonces diremos que G es un

grupo abeliano.

EJjEMPLO 1.8. Los ejemplos se consideran sobre espacios de funciones, pues son

importantes para la solucién de ecuaciones diferenciales.

= Sea C''(R) el espacio de funciones continuamente diferenciables. Se define la

suma de funciones + como,

+: CY(R) x CY(R) — C*(R)

(f,9) — f+y.

f+g es una funcién continuamente diferenciable y se define de forma puntual
como (f + g)(x) = f(z) + g(x) para z € R. Para f,g,h € C'(R), por
la igualdad de funciones, las propiedades (i) y (iv) en la definicién [1.13
se satisfacen y la funcién nula e(z) = 0 es el elemento neutro de C*(R). De
igual forma, — f(x) serd el elemento inverso de cada funcién f continuamente
diferenciable en R. Por lo tanto, el espacio (C''(R), +) es un grupo abeliano.
= Se considera el conjunto de funciones C™(R) como las funciones definidas
sobre R tal que su m-ésima derivada es continua. Es decir, si f € C™(R),
entonces las funciones f, f, ..., f(™ existen y son continuas. Ahora, nueva-
mente definiendo la suma de funciones como en el item anterior se concluye

que (C™(R),+) es un grupo abeliano.

DEFINICION 1.14. Para R un conjunto no vacio. Se dice que R es un anillo respecto
a las operaciones +: RX R — Ry-: RXx R — R, si (R,+) es un grupo abeliano
y cumple las siguientes propiedades:

« 7

(i) La operacion producto es asociativa, es decir, para cada a,b,c € R se

tiene que, (a-b)-c=a-(b-c).

13

(ii) La operacion producto “ -7 distribuye respecto a la suma +, es decir, para
cada a,b,c € R se tiene que a-(b+c¢)=a-b+a-cy(b+c)-a=b-a+b-c.

44 7

St R es un anillo que su operacion producto es conmutativa, es decir, para
cada a,b € R se tiene que, a-b =0 - a, entonces a R se le conoce como un antllo
conmutativo.

Si R es un anillo en el cual su operacion producto “-” tiene identidad multiplicativa,
es decir, existe 1 € R tal que para cada a € R se tiene que i-a = a-i = a, entonces

a R se le dice un anillo unitario.
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OBSERVACION 1.1. Para las estructuras algebraicas que cuentan con las operaciones
suma y producto, a sus elementos neutros se les denota como 0 y 1, respectivamente

a las operaciones mencionadas.

EJEMPLO 1.9. De los conjuntos de funciones en los ejemplos junto con la ope-

racién producto () se consideran los anillos de la siguiente manera:

= Como (C*(R),+) es un grupo abeliano. Y, definiendo el producto de funcio-

[T

nes - COomo,
- CHR) x CYR) — C*(R)
(fag)_>fg7

donde f-g¢ es una funcién continuamente diferenciable que se define de forma
puntual como, (f - g)(x) = f(z) - g(x). Se tiene que C*(R) es un anillo con
las operaciones suma (+) y producto (-).

» De forma andloga el conjunto C™(R) es un grupo abeliano con la operacién
suma y considerando el producto de funciones de forma puntual, se tiene que

C™(R) es un anillo para m > 0.

DEFINICION 1.15. Sea K un conjunto no vacio. Diremos que K es un cuerpo
respecto a las operaciones + : K x K — K y - : K/{0} x K/{0} — K/{0},
si K y K/{0} son grupos abelianos con las operaciones suma (+) y producto (-),
respectivamente; ademdas de que cumpla la propiedad de distribucion del producto

respecto a la suma.

DEFINICION 1.16. Sea K un cuerpo, se define a K[z] como el anillo de polinomios

de indeterminada x y coeficientes en K.

Cada elemento del anillo de polinomios es de la forma ag+a1x+- - -+a,x" para algin
n numero natural y los coeficientes a; pertenecen al cuerpo K, parai=0,1,...,n.
La suma y multiplicacion de polinomios es definida como usualmente se encuentra
en textos de dlgebra como de la referencia [3|, Seccién 7.2]. La estructura algebraica
K[z] no se interesa por el espacio definido de x como si ocurre en el andlisis, esto hace
que en los ejemplos considerados se puede prescindir del conjunto de dominio de

las funciones C* y C™.

DEFINICION 1.17. Sean L y K dos cuerpos se les dice que son una extension de
cuerpos denotada por L/K, si K C L tal que las operaciones sobre K coinciden

con las operaciones sobre L restringidas a K.
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DEFINICION 1.18. Sea L/K wuna extension de cuerpos, un elemento a € L se dice
que es algebraico sobre K si a es raiz de algin polinomio no nulo p(x) € K[z|. Si

un elemento a € L no es algebraico sobre K se le nombra como trascendental.

EJEMPLO 1.10. Sea R(t) el conjunto de las funciones racionales de variable ¢ de

coeficientes reales. Definiendo por,

t n . m .

R(t) = {h(t) = %‘f(t) = ait’, g(t) = bt' #0; a; b €Ryn,me N} .

g i=0 i=0

Donde se identifica a g(t) = Zbiti como polinomio no nulo si algin coeficiente
i=0

b; # 0, para algin i € {0,1...,m}. A los elementos h(t) € R(t) desde el punto de

vista algebraico no hay interés en definir su dominio ni su espacio de llegada. Para
el conjunto R(¢) se halla que es un cuerpo respecto a la suma de funciones (+) y al

producto de funciones (-), denotado como (R(t),+, ).

También otra forma de definir al conjunto R(¢) es el conocido cuerpo de cocientes

de R[t], como se realiza en la referencia [3, Pag. 264]. Donde algunos elementos de
2

R(t) pueden tener ceros sobre R. En efecto, es un elemento de R(t), puesto
que 4t es distinto del polinomio nulo, pero ¢ — 4 tiene dos ceros reales que son —2
y 2. Como se hace mencién las expresiones algebraicas no buscan hallar el espacio

dominio para las variables definidas.

EJEMPLO 1.11. Se toma el ejemplo y de forma andaloga se considera el conjunto
Q(t), el cual son funciones racionales con variable ¢ con coeficientes racionales. Asi
mismo, definir las operaciones suma y producto sobre Q(¢) hace que sea un cuerpo.
Para verificar que R(¢)/Q(t) es una extensién de cuerpos basta con notar que

Q(t) C R(t) y las operaciones coinciden al ser restringidas.

DEFINICION 1.19. Considere L/K una extensién de cuerpos, sea S C L donde la
cardinalidad de S es n. Se le llama a S como algebraicamente independien-
te sobre K, si los elementos de S mo satisfacen ninguna ecuacion polinomico no
trivial sobre K, es decir que, no son raices de ningin polinomio de Klxq,...,x,].
En cambio, si S es un conjunto de cardinalidad no finita, serd algebraicamente
independiente sobre K si para cada subconjunto finito de S es algebraicamente

independiente sobre K.

EJEMPLO 1.12. Considere la extensién de cuerpos R/Q, ademds los elementos e

y et son trascendentales sobre Q. Sea S = {e* e} C R y considere el polinomio
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4

p(z,y) = 2* —y. Luego, si y = e¢* y o = e, entonces p(z,y) = 0. Por lo tanto, S es

algebraicamente dependiente sobre Q.

Del ejemplo anterior, se puede notar que no necesariamente un conjunto de ele-
mentos trascendentales sobre K es algebraicamente independiente sobre K. Para
la definicién de algebraicamente independiente y el ejemplo anterior se usé la re-
ferencia [11, Seccién 19], los cuales son de ayuda para dar claridad que e € R es
trascendental sobre Q, entonces para cualquier b € R algebraico se tiene que e es

trascendental sobre Q.

DEFINICION 1.20. Sea V' un conjunto no vacio. Diremos que V es un espacio
vectorial sobre un cuerpo K, si (V,+) es un grupo abeliano, K es un cuerpo y
la accion de K en'V definida como - : KXV — V' cumple las siguientes propiedades:

[44 b

(i) La accion es asociativa, es decir, para cada a,b € K ys €V se tiene
quea-(b-s)=(a-b)-s, donde a-b es la operacion sobre el cuerpo K.

(ii) Ewistencia del neutro, es decir, existe e € K tal que para cada v € V' se tiene
que e - v = .

(iii) Distribucion de la accion respecto a la suma vectorial, es decir, para cada
a€ K ys,meV setiene quea-(s+m)=a-s+a-m.

(iv) Distribucion de la suma escalar respecto a la accion, es decir, para cada
a,be K ys eV setiene que (a+0b)-s=a-s+b-s, donde a+b es la suma

definida en el cuerpo K.

EJEMPLO 1.13. Presentando algunos ejemplos sobre espacios de funciones.

» Considere C'(R) el cual sabemos que es un anillo por el ejemplo . Si se
define la operacién externa - : R x C*(R) — C*(R) como,

(- [)(t) = a- f(D),

se conoce que satisface las propiedades (i),(ii),(iii) y (iv) de la definicién
m, por lo tanto C*(R) es un espacio vectorial sobre R.

» Para R(t) el cual es un cuerpo y de forma andloga definimos una operacién
externa como en el {tem anterior, entonces podemos decir que R(t) es un

espacio vectorial sobre R.

DEFINICION 1.21. Sea M un conjunto no vacio. Diremos que M es un R-médulo
izquierdo, si (M,+) es un grupo abeliano, R es un anillo y la accion de R sobre

M denotada como - : R x M — M cumple las propiedades:



1.2. CONCEPTOS BASICOS DE ALGEBRA 16

“won

(i) La accidon es asociativa, es decir, para cada s,7 € R ym € M se tiene
que s-(r-m) = (s-r)-m, donde s-r es la operacion sobre el anillo R.
(ii) Distribucion de la accion respecto a la suma del grupo, es decir, para cada
s€Ryg,me M setiene que s-(g+m)=s-g+s-m.
(iii) Distribucion de la suma escalar respecto a la accidn, es decir, para cada
s,y € Rym € M se tiene que (s+71)-m=s-m-+71-m, donde s+ 1 es la
suma definida en el anillo R.
St R es un anillo unitario con identidad 1 y M es un R-maodulo izquierdo, entonces
se cumple de forma axiomdtica que para cada m € M, se sigue que 1-m =m. Si M
es un R-modulo izquierdo y R es un anillo conmutativo, entonces diremos que

M es un R-modulo

EJEMPLO 1.14. Se consideran los grupos abelianos que se mencionan en el ejemplo
L8
» Para cualquier k¥ € N se tiene que C*(R) es grupo abeliano respecto a la

suma de funciones. Considere Z el anillo y se define la accién () de Z en
C*(R) como,

1 Z x C*(R) — C*(R)

n, —n-f = =f+...+f.
(n.f) = mn-f ;f ! ‘ f
Luego, las propiedades de la accién se satisfacen, pues coinciden con las
propiedades del grupo abeliano (C*,+). Y como Z es anillo conmutativo con

identidad 1, entonces C*(R) es un Z-médulo.



Capitulo 2

Teoria de Control

En el presente capitulo se define un sistema de control en tiempo 7" > 0 para una
ecuacion diferencial como el problema de buscar una funcién de control que modifi-
ca la solucion de la ecuacion diferencial para satisfacer un estado inicial y final en
tiempos t = 0 y t = T, respectivamente. Dependiendo de los estados finales que la
solucion de un sistema puede satisfacer se define diferentes tipos de controlabilidad.
Luego, durante el capitulo se presentan ejemplos relevantes de sistemas controlables.
Asi que, para determinar si un sistema lineal tiene solucién que puede alcanzar cual-
quier estado final, dependiendo del control definido, es necesario de un reconocido
resultado cualitativo nombrado como Teorema de Kalman. Para demostrar este teo-
rema se realizan equivalencias entre dos sistemas de ecuaciones diferenciales, donde
uno es el sistema inicial y el otro es un es un sistema paralelo, el cual lleva como
nombre sistema adjunto.

Finalmente, se presenta el Teorema de Kalman como resultado cualitativo para
determinar si un sistema lineal es controlable, aunque dicho teorema no otorga la
solucién y el control de un sistema controlable de forma explicita. El problema
anterior motiva a la presentacion del método de Flatness, el cual si presenta tanto la

solucién como el control de forma explicita dependiendo de una funcién especifica.

2.1. Sistemas de control

Un sistema dindamico es una ecuacién diferencial que su estado cambia en relacion

al tiempo,

T = f(t,:lj),
z(0) = zo.

Si al sistema dindamico se desea que en tiempo T' > 0 satisfaga el estado z7, entonces
es necesario agregar un control, u, a esto se le conoce como sistema de control.

17
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Para un tiempo 7" > 0, un sistema de control en dimensién finita esta dado por

un estado inicial, x(, un estado final, 1, y el problema de valor inicial

T = f(:c,u),

(2.1)
z(0) = xo,

para el cual se desea hallar el control
uw:[0,T] - U CR™,

tal que el problema de valor inicial (2.1)) tiene solucién z : [0,7] — X C R" que
satisface

z(T) = xp.
Donde x es el estado y f: X x U — R"™. Se denota & = dx/dt para x := z(t).

OBSERVACION 2.1. Para el sistema de control (2.1]) la funcién f puede ser conside-
rada en diferentes espacios de funciones, ya sea como funcién integrable en [0,7] o
una funcién suave en [0, T], pues asi se puede determinar la regularidad de . Pero,

en este caso nos concentraremos en el caso en que f : X x U — X es una funcion

lineal suave tal que Rango {g—f(a:o, O)} =m
u

El trabajo de grado se centra en sistemas lineales de ecuaciones diferenciales ordi-
narias, los cuales tienen una representacion matricial. Para los casos generales de
sistema de control (2.1)) se usa la técnica de linealizacion vista en |1.1.3] asi el nuevo

sistema queda de la forma:

#(t) = Ax(t) + Bu(t), t >0

(2.2)
z(0) = xy,

donde las matrices A y B tienen coeficientes constantes reales y son de tamanos
n X ny n x m, respectivamente. La funcién z : [0,7] — R™ representa el estado
y la funcién w : [0,7] — R™ el control. Es claro que n > m > 1. En préctica,
los casos donde m es m&as pequeno que n son especialmente interesantes, porque
el caso contrario no tiene sentido desde el punto de vista fisico, ya que se estaria

manipulando con un nimero de controles mayor a estados del sistema. El sistema

(2.2)) es un sistema de control.

EjEMpPLO 2.1. Un problema sencillo en la robética es el movimiento de un brazo

atado a una masa m en su extremo. Esto se considera como un problema fisico del
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movimiento de un péndulo con oscilaciones pequenas, en el cual su torque ejerce una
fuerza y es considerado como el control, ver Figura [l Més detalles del problema se

encuentran en la referencia [L6][Seccién 1.3].

mg

Fiaura 1. Gréfica del péndulo, imagen proveniente de la referencia [14]

Asumimos que no hay friccion, que la masa esta al extremo del brazo, que la barra
mide una unidad y para 6 que es el angulo del brazo respecto al eje vertical en
sentido contra las manecillas del reloj, entonces de la Segunda Ley de Newton ¢

satisface la siguiente ecuacién diferencial no lineal:

(2.3) mb + mgsin 6 = u,

donde m es la masa, g es la gravedad, u es el control y se aclara que el movimiento
a contrarreloj se considera como positivo. El sistema del péndulo se puede escribir

como una ecuacion diferencial de primer orden,

a(i\_( ¢
a\g | —gsin@—{—E '
m

Para facilidad del sistema se toman las constantes m = g = 1, entendiendo que
el problema se convierte en un modelo de interés matematico. Cuando 6 = 7 se
da un punto de equilibrio para el sistema del péndulo siempre que u = 0, es
decir, para pequenas oscilaciones cercanas a mw. Asi que, el sistema se puede
transformar en un sistema lineal, si se toma z = # — 7w, de donde se obtiene la

siguiente ecuacion diferencial,
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(2.4) T —x=u,

el cual es equivalente al sistema de primer grado si tomamos 1 =x y x2 = 7,

i (2)=(0) () 0)

Este modelo nos plantea que la masa del péndulo esta posicionada arriba, a éste
fenémeno se le conoce como péndulo invertido. El objetivo del problema es hacer
que los estados x y & tengan como estado final cero desde cualquier estados iniciales
no nulos z(0) y #(0) de la ecuacién ([2.4). Para hallar el control que cumpla el

objetivo anterior se realiza un analisis de manera intuitiva:

= Primera idea: si inicialmente x = 6 — 7 > 0, entonces deseamos movernos a
derecha para llegar al punto de equilibrio, asi debemos de aplicar una fuerza
negativa. Por otro lado, si x se mueve a izquierda (z < 0), entonces debemos
aplicar un torque (control) en direccién del contrarreloj. Luego, el control u

se puede expresar opuesto al movimiento de x,
(2.5) u(t) = —ax(t),

donde o > 0.
Luego el sistema lineal del péndulo es,

20000

Se puede realizar el analisis de solucién del sistema anterior con los valores
propios del mismo, A = £+4/1 — a. Si a > 1 la solucién del sistema se conoce

como movimiento oscilatorio y la solucion explicita es:

x1(t) _(a cos(tv/1 — ) + ¢y sin(ty/1 — «)
xo(t) cocos(ty/1I —a) — ¢y sin(ty/I —a) |

Donde ¢; y ¢y son constantes y dependen de los valores de los datos iniciales,

sin embargo, esta solucién no garantiza que x y & vayan a cero.

Los siguientes casos se conocen como movimientos no oscilatorios; si
a =1 la solucién del sistema es x1(t) = ¢ y 22(t) = 1t + co para cp, o
constantes del valor inicial; si @ < 1 la solucién es z;(t) = ¢V y
T9(t) = coe ™1 En cada caso no se encuentra una solucién que cum-
pla el objetivo de llevar el sistema del péndulo lineal a cero. Es decir,
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que la idea de considerar un control opuesto al movimiento de x no funciona,
aunque cuando « > 1 la solucién estd alrededor del estado (0,0), pero se
mueve de repente.

» Segunda idea: Para garantizar que la solucién decaiga al estado nulo se puede
compensar con agregar un valor opuesto a la velocidad # al torque. Asi
considere el control u(t) = —ax — [, luego el sistema del péndulo puede

tomar la siguiente representacion matricial:

()Gl )0

Los valores propios de la matriz anterior son A =

PN )
: |

Para mostrar que la solucién tiende a 0 se necesita que los valores propios
tengan parte real negativa (ver [2][Corolario 2.8]),

Asf que, si 3% —4(1 — a) < 0 se tiene soluciones que vayan a 0, aunque
unas oscilaran por la parte imaginaria de la solucién, pero en el caso en que

0 < 2—4(1—a)y a < 1 se tiene una solucién que decae a 0 sin oscilaciones.

En el capitulo [4] se retoma este ejemplo del péndulo, pero dando una solucién po-

linémica que va a cero.

2.2. Tipos de controlabilidad

DEFINICION 2.1. Se dice que el sistema (2.2)) es exactamente controlable en un
tiempo T > 0, si dados los estados iniciales y finales, xo, xp € R™, existe un control

u € L*([0,T];R™) tal que existe una solucidn del sistema de control x que satisface

El conjunto de estados alcanzables para el sistema de control ([2.2)), se define para un
tiempo 7' > 0 y un estado inicial xy como, el conjunto de todos los estados posibles
en que la solucion del sistema puede alcanzar en un tiempo 7" para todos los posibles

controles:
(2.6)  EA(T,z) = {z(T) € R": z es solucién de (2.2), Vu € L*([0,T|; R™)} .

El problema de un sistema de control es: dados los estados iniciales x( y finales z,
hallar un control u tal que la solucién de la ecuacién diferencial ' = f(x, u) satisface
que x(0) = x9 v x(T) = xp. También se puede visualizar como para un sistema

exactamente controlable su conjunto de estados alcanzables en tiempo 1" > 0 y con
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un dato inicial fijo xy se tiene que FA(T,xy) = R", puesto que para cada estado
final 7 se halla un control u que satisface la definicion [2.1}
Considere v € L?([0,T];R™), entonces la solucién del problema de Cauchy (2.2))

viene dada por la formula de Duhamel,
t
(2.7) z(t) = e +/ =4 Bu(s)ds.
0

En ocasiones con la férmula de Duhamel se puede mostrar si el sistema lineal ([2.2])

es no controlable, de la siguiente manera:

= Primero se halla los valores propios de la matriz A y se realiza la semejanza
de matrices con el uso de la formas de Jordan, esto es A = PJP~1.

= Luego, con el uso del teorema [2][Teorema 2.1] se halla e!* = Pe!/ P~1. Para
asi ver cudles coordenadas de x el control u(t) no aparece implicitamente ni

explicitamente.

[lustremos esta técnica con los siguientes ejemplos:

EJEMPLO 2.2. A continuacién se presentan algunos ejemplos de sistemas lineales no
controlables. Para el siguiente sistema lineal se considera una matriz A invertible,

pues es diagonal.

d [x1(t) 4 0\ [x(2) 1
— = + u(t) :
dt \ z, o

28) (t) 0 1 (t) 0
x1(0) _ |

Se puede realizar el andlisis de la controlabilidad del sistema lineal (2.8]) a través de
la formula de Duhamel ([2.7)), para esto es necesario notar que los valores propios de

la matriz A son 4 y 1. En consecuencia, para cualquier r € R se tiene que,

Luego, la solucién z(t) del sistema ([2.8)) segin la férmula de Duhamel (2.7) es,
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zi(t)\  [e* 0 [a ! ett=s) 0 1
()= (0 2 C) Lo (77 ) ()

B (ae‘“ + [y 64(t5)u(s)ds>

bet

De la igualdad anterior se puede concluir que para cada control, u(t), la coordenada
x2(t) no se puede modificar. Luego, el tinico estado alcanzable para x5(t) en tiempo
t =T es beT.

También se puede dar un ejemplo de un sistema no lineal, el cual es linealizado en
su punto de equilibrio y es no controlable. Ese es el caso de un vehiculo con ruedas

traseras no giratorias.

EJEMPLO 2.3. Se considera un vehiculo con las ruedas traseras fijas en movimiento
lateral, en cambio las delanteras si giran. Este ejemplo representa el modelamiento
matematico del movimiento de un vehiculo en un suelo plano, es importante enfatizar
que naturalmente el vehiculo si se puede manipular para posicionarse donde se desee.
En la seccion se muestra que se puede hallar los valores del control a través de

los estados del sistema. Este ejemplo es tomado de la referencia [9].

(@

xr

FiGura 2. Vehiculo con ruedas traseras fijas, imagen tomada de la

referencia [9].

Los puntos medios del eje frontal y eje trasero son () y P, respectivamente a una
distancia [ > 0. Asi mismo, se define el eje central del vehiculo el cual proviene de
unir el segmento P que es paralelo al largo del vehiculo, ademas el angulo de giro

de las ruedas delanteras es respecto a este eje central denotado por ¢. El angulo
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de inclinacion del eje central del vehiculo respecto al eje x se llama 6. El sistema
del movimiento del vehiculo, el cual se mueve de lugares sin sufrir deslizamiento

(derrapamiento), a este fendmeno se le conoce como un sistema no holonémico,

dOP

donde el cambio de posicion de las ruedas traseras 7) es paralelo al segmento

d
PQ y el cambio de las ruedas delanteras <@ es paralelo al frente de las ruedas.

dt
dOP| P
. Pe Asi, la representacion

dt | [|PQ|
del sistema dindmico del vehiculo, para = := z(t), y ;== y(t), 6 := 0(t) y u := u(t),

Se define la velocidad del vehiculo como u =

T =ucosb,
(2.9) Uy = usiné,

7]

0 = —tan .

l

Si nos fijamos en (z,y,0,u, p) = (0,0,0,0,0) hay un punto de equilibro del sistema.
Luego, realizando una expansion de Taylor alrededor de ese punto de equilibro se

tiene un sistema lineal asociado

T =u,
(2.10) y =0,
0 =0.

Es claro que la linealizacién del vehiculo en el punto de equilibro nos otorga un

sistema no controlable, pues el inico estado que puede ser manipulado es .

DEFINICION 2.2. El sistema de control de la forma (2.2) se dice cero-controlable
en tiempo T > 0, si dado un dato inicial zy € R™ existe u € L*([0, T]; R™) tal que

existe una solucion del sistema de control x que satisface x(T) = 0.

OBSERVACION 2.2. Para los sistemas lineales (2.2)) existe una equivalencia entre ser
exactamente controlable y ser cero-controlable.
Supongamos que el estado final de un sistema lineal es no nulo, z7 # 0. Asi el

siguiente sistema tiene soluciéon no nula,

y(t) = Ay(t), t € (0,7),
y(T) = xr.
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Si consideramos z(t) = z(t) — y(t) su sistema de control se transforma a,
Z(t) = Az(t) + Bu

dado que z(T) = z(T) —y(T') = 0. Por lo tanto, (2.2)) es exactamente controlable, si

y s6lo si, el sistema definido (2.11)) es cero-controlable. En adelante, para los sistemas

(2.11)

tipo (2.2)) ser exactamente controlable y cero-controlable sera equivalente.

Continuando con el ejemplo del péndulo ([2.4)) y con el uso de la equivalencia anterior
entre ser cero controlable y exactamente controlable, entonces se puede analizar si

el sistema es controlable.

EjempLO 2.4 (Continuacién ejemplo péndulo). Considere el sistema del péndulo

lineal,

- i (20 - (o) (20) -0 ()

Como se planted en el ejemplo del péndulo se puede realizar el analisis para el sis-
tema lineal del péndulo: Como la solucion al sistema con el control
u(t) = —ax(t) — By(t) para a < 1y 5% —4(1 — a) > 0 decae exponencialmente a

cero, entonces se puede concluir que el sistema del péndulo es cero controlable.

Como en (2.2) la matriz A € R™*" entonces su operador adjunto segun la definicién

es AT también conocida como matriz conjugada transpuesta.

2.3. Sistema adjunto

Para un sistema el control lineal (2.2)) se puede verificar que es exactamente contro-
lable con el Teorema de Kalman ((2.2]). Primero se debe considerar su sistema dual,

su equivalencia con el sistema primal (2.2)) y su sistema dual.

DEFINICION 2.3. Para el sistema lineal (2.2)) estd asociado su sistema adjunto el

cual es de la forma,

yt) = —A"y(t)

2.13
( ) y(T) =Yr,

donde yr € R™ y A* es la matriz conjugada transpuesta de A € R™™".
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El sistema adjunto es el sistema dual del sistema primal (2.2]).
Sea & := Z(t) solucién del sistema lineal (2.2]) y sea y := y(t), entonces

T T
/ iyt = / (Az + Bu,y)dt,
0 0

integrando por partes,

<MUW@M§—Z;@JM#=A<AW+meﬁ,

usando el operador adjunto de A y B como se menciona en el Teorema [1.1],

@wmmgiéwmwaé@ﬂwwﬁéwﬁw@

agrupando,

A<LQ+AWM#=@@w@m5+A<waMt

Se interesa por hallar una ecuacién diferencial que satisfaga y(t), por eso se toma

y=-Ay.

EJEMPLO 2.5. Del ejemplo del péndulo (2.4) se puede hallar su sistema adjunto.
Dado que la matriz conjugada transpuesta corresponde al operador adjunto de una

matriz A € R". Entonces, el sistema adjunto del péndulo es

a (w0 (o 1) (me
(2.14) dt \ y,(t) 1 0) \p@)]
y(T):yT-

La solucién denotado como y(t) € R? y para yr un par ordenado en R™. Luego, la

solucién al sistema adjunto del péndulo es y(t) = e D4 . yp.

LEMA 2.1. Dado un estado inicial xo € R™ del sistema (2.2)) es conducido a cero en
un tiempo T > 0 por un control uw € L*([0,T]; R™), si y sdlo si,

(2.15) @mwm+ﬁ<wm3wmﬁ=a

para cualquier yr € R™, donde y(t) es la solucion del sistema adjunto (2.13)) con

valor inicial y(T) = yr.
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DEMOSTRACION. Sea yr un vector arbitrario de R”, z(t) y y(t) soluciones del sis-

tema primal (12.2) y dual (2.13)), respectivamente.
d{x(t t
W = (&(t),y(t)) + (x(t),y(t)) y A" es matriz adjunta de A. En-

d{x(t), y(t))
dt

Como

tonces,
= (Ax(t),y(t)) + (Bu(t),y(t)) — (x(t), A"y(t))
= (Bu(?),y(t)).
Si integramos con respecto al tiempo entre [0, 7], se tiene,
(z(T), yr) — (20, y(0)) = /0 (Bu(t), y(t))dt = /0 (u(t), B y(t))dt,

lo cual es equivalente a,

(2.16) @H%w%#mwm»+A<MmBW®Mt

Si el sistema primal (2.2)) es cero controlable para algiin control u € L*([0, T]; R™),
entonces (x(T),yr) = 0 para cualquier yr € R™, asi se cumple la igualdad (2.15)). Si
para cualquier yr se cumple la igualdad (2.15)) y de (2.16]), se tiene que (x(7T'),yr) =0

para cada yr; se considera yr como cada elemento de la base canénica de R", luego
z(T) =0. O

El lema anterior nos da una condicién para relacionar el sistema primal que
es controlable y su sistema adjunto . Ademas, podemos ver la igualdad
del Lema [2.1] como los puntos criticos del siguiente funcional cuadratico J : R* — R
definido,

1

(217) Hur) =5 [ 180t + (20, (0),

donde y(t) € R™ para t € [0,T] es la solucién del sistema adjunto (2.13)) con valor
inicial y(7") = yz. El funcional cuadrético J es continuo sobre R™, puesto que B*y(t)

es una funcién diferenciable continua sobre [0, 7).

LEMA 2.2. Si J (2.17) tiene un minimo en yr € R™ y § es solucidon del sistema
adjunto (2.13) con dato inicial yr en tiempo t = T, entonces u = B*y es un control
para el sistema tipo (2.2)) con estado inicial xg.

DEMOSTRACION. Si yr es un vector tal que minimiza a J y ¥ es solucién del
sistema adjunto (2.13) con valor inicial y(T') = yr , entonces

(2.18) li 20T + hyr) — J(r)
h—0 h

=0, Yyr € R".
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Sea y(t) solucién del sistema adjunto tipo (2.13)) con valor inicial yr en tiempo t = T.
Entonces, § + hy es solucién de un sistema tipo (2.13)) con valor inicial yr + hyr en
tiempo t = T'. Luego,

I +r) = 5 [ IB G+ )OI dt + (0. 5(0) + hy )

Dado que ||B*(§ + hy)()|* = [IBY@)I® + 2h(BY(¢), B*y(t)) + h*||B*y(t)||*. As
que, la igualdad (2.18) se puede ver como,
J(Yr + hyr) — J(yr) g

’ _ / A * h‘ * 2
lim A = lim i (BTY(t), B'y(2)) + 5 1B y(®)["dt + (2o, y(0))

= /O (B*5(t), B*y(t))dt + (x0,y(0)) = 0, yr € R".

de lo anterior y usando el Lema [2.1] implica que v = B*gy es un control para el
sistema (2.2]) con dato inicial zy, atin més el sistema (2.2)) es cero controlable. [

DEFINICION 2.4. El sistema adjunto (2.13) es observable en tiempo T > 0, si

existe ¢ > 0 tal que,

T
(2.19) | 1By P = )P
0
para todo yr € R"; donde y(t) es solucion de (2.13) con valor inicial y(T) = yr.

Como el sistema adjunto (2.13)) tiene solucién dado por y(t) = eA" T=Dyr. asi que
y(0) e yr estan relacionadas por una matriz invertible. Luego, la condicién de ob-

servabilidad del sistema adjunto es equivalente a,

T
(2.20) / |Bry(@)|Pdt > cllyr|.
0

para todo yr € R™, donde y(t) es solucién de (2.13]) con valor inicial yr en tiempo
t =T. Ademads, a las desigualdades (2.19)) y (2.20) se les conoce como desigualdad
de observabilidad.

PROPOSICION 2.1. La desigualdad de observabilidad (2.19)) es equivalente al siguien-

te problema de continuacién tnica:
(2.21) B*y(t) =0, Vt € [0,T] — yr = 0.

DEMOSTRACION. Si tenemos la desigualdad de observabilidad (2.19) como es
equivalente a la desigualdad (2.20)), asi si por hipdtesis B*y(t) = 0, entonces se tiene
que yr = 0. Es decir, se cumple el problema de continuacién tnica. Mostremos que

el problema de continuacién tnica implica la desigualdad de observabilidad:
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Sea ([2.21) y definamos el siguiente funcional || - ||, : R" — R

uwmz[lﬁww@wrd

donde y(t) es solucién del sistema adjunto (2.13)) con valor inicial yr en tiempo
t =T. Ademss, | - ||+« es semi-norma en R™. Por hipétesis se tiene (2.21)), entonces
|| - ||« es una norma. Luego, como todas las normas de R son equivalentes, entonces

existe ¢ > 0 tal que ||lyzr|l« > c|lyr]- O

OBSERVACION 2.3. La proposicién anterior nos otorga que para mostrar que un
sistema adjunto ([2.13]) es observable basta con mostrar su problema de continuacion

Unica.

TEOREMA 2.1. El sistema primal (2.2]) es exactamente controlable en tiempo

T >0, sty solo si, su sistema adjunto (2.13]) es observable en tiempo T > 0.

DEMOSTRACION. Primero probemos que la observabilidad implica la controla-
bilidad:

Considere el funcional J definido anteriormente tal que para cada yr € R,

1

Hor) =5 [ 1Bv(0Fd+ (0,500,

donde y(t) es solucién del sistema adjunto (2.13) con yr como estado inicial en
tiempo T' > 0. Como el sistema adjunto (2.13]) es observable, entonces existe ¢ > 0

tal que,

1

2 c 2
— B*y(t dt > — .

Asi que,

1

3 | NE P+ (o, 0) > Sl = (oo, 0D

c
J(yr) = 5llyrll* = o, y(0))].
De lo anterior, si ||yr|| — oo, entonces

lim J(yr) = oo.

YT —00

Es decir, el funcional J es coercitivo. Como J es continuo y coercitivo, entonces
J tiene un minimo global por teorema Sea y; J el minimo global de J, con
y* solucién del sistema adjunto (2.13)) con valor inicial ¥} en tiempo T'. Luego, por
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Lema[2.2] existe un control u(t) = B*y*(t) para el sistema lineal (2.2)). De lo anterior,
el sistema lineal ([2.2)) es cero-controlable por Lema [2.1}

Ahora demostremos que la controlabilidad implica la observabilidad: Sea un siste-
ma lineal (2.2 exactamente controlable en tiempo 7T'. Actuemos por contradiccién,

supongamos que el sistema adjunto (2.13) no es observable. Luego, para toda cons-

tante ¢; > 0 existe una sucesiéon {yk}li>1 C R" con [|yk|| = 1 para todo k > 1 tal
que,

T
(222) | 1B 01 < el

donde y*(t) es solucién del sistema adjunto con valor inicial y% en tiempo
T. Dado que la sucesién {y%} es acotada, entonces por el teorema de Bolzano-
Weierstrass, existe una subsucesién que converge a yr € R" y ||lyr|| = 1. Mds atn,
sea y(t) la solucién del sistema adjunto con valor inicial yr en tiempo T, entonces

por la unicidad de y(t) la subsucesién de y*(t) debe converger a y(t). Si tomamos

1
e = 7 con k € Ny consideremos el limite en la desigualdad anterior (2.22)),

T
1
7. * k’ 2 < e _
pin [ B0 < i

De la convergencia de la subsucesion a y tenemos que,

T
* 2
| 1Bwe=o.
0

Por hipotesis para cualquier zg el sistema lineal (2.2]) es nulo-controlable, ahora por

el Lema implica que para yr € R™ asociado con su solucién y(t) se cumple,

/0 (u, By ())dt = —(z0,4(0)).

Si tomamos el control u = B*y(t), entonces (zg,y(0)) = 0 para todo zo € R™. En

consecuencia, y(0) = 0 y como 0 = y(0) = eT4 yp siendo 7" invertible. Asi que,
yr = 0 pero ||yr|| = 1 lo cual es una contradiccién. Finalmente, el sistema adjunto
(2.13)) si es observable. O

OBSERVACION 2.4. El Teoremaes una herramienta para demostrar la controlabilidad

para un sistema lineal (2.2) la cual equivale a probar que el sistema adjunto (2.13))
cumpla la desigualdad de observabilidad. También, se tiene la equivalencia entre que
el sistema primal sea controlable y el problema de continuacién tinica del sistema

adjunto.
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2.4. Teorema de Kalman
Para la demostracién del siguiente teorema se realiza con la referencia [15].

TEOREMA 2.2 (Teorema de Kalman). El sistema lineal es controlable en el
tiempo T > 0, si y sélo si, rango[B|AB|...|A"'B] = n. Mds ain, se satisface
que es controlable para cualquier T > 0. Donde, [B|AB|...|A" ' B] es una matriz
de tamario n X nm obtenida de concatenar las matrices B, AB,... y A" 'B, ésta

matriz se le conoce como matriz de Kalman.

DEMOSTRACION. Primero mostremos que si el sistema es controlable, implica
que el rango de la matriz de Kalman es n:
Sea el sistema lineal controlable en tiempo T > 0. Actuemos por contradiccién,
supongamos que rango([B|AB]...|A" ' B]) < n. En consecuencia, las columnas de
la matriz [B|AB|...|A" ! B] son linealmente dependientes, es decir, existen escalares

g, - - ., , € R no todos nulos tal que,

7=0

Considere v = h(ayg,...,q,) donde h : R" — R"™ es una funcién continua la cual
es una permutaciéon de los escalares a, ..., a,, tal que v[B|AB|...|A"'B] = 0. En

consecuencia,
(2.23) vB=vAB =---=vA" B =0.

Haciendo uso del teorema Cayley-Hamilton para la matriz A, existen escalares reales
Cos ..., Cn_1, tales que A" = ¢, 1 A" 1 + ... + gAY, Es decir que, para las matrices
A" se pueden escribir en combinacién lineal de A"t ... A% sir > n. De lo anterior
y de la igualdad se tiene que, vA*B = 0 para todo k € N. Dado que e se
define como,

A n tk Ak

© = K
k=0

entonces ve!*B = 0 para todo ¢t € R. Ademés, por hipotesis el sistema lineal (2.2)

es controlable, luego su solucién z(t) satisface,

¢
x(t) = ety —l—/ e =4 Bu(s)ds.
0

Asi que, al hacer el producto punto entre v y x(t) solucién al sistema lineal ([2.2]) se

tiene,

(v, 2(t)) = (v, ") —i—/o (v, 94 Bu(s))ds = (v, e ).
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Luego, para cada tiempo t el producto punto real entre v y z(t) es independiente
al control u(t), esto contradice que nuestro sistema lineal sea controlable. Por
lo tanto, el rango([B|AB|...|A""'B]) = n siempre que el sistema lineal sea
controlable.

Por 1ltimo, demostremos que si la matriz de Kalman es de rango n implica que el
sistema lineal es controlable:

Sea el rango([B|AB]|...|A"'B]) = n. Por los resultados anteriores que el sistema
lineal sea controlable equivale en mostrar el problema de continuacién tnica
para el sistema adjunto.

Considere el sistema adjunto con solucién y(t) = eT=D4%y,. Por hipétesis del
problema de continuacién unica se tiene que, B*y(t) = 0 para todo ¢ € [0,T]. Esto

es,
Bre" 0y = 0.

(T—t)

Ahora, la k-ésima derivada de B*e A"yr respecto a t es,

—B*(A")yr — B (AT —t)yr — ... =0,

si evaluamos en t = T se tiene que, B*(A*)fyr = 0 para k > 0.
Por hipétesis el rango([B|AB|...|A""'B]) = n, asi el rango columna de su matriz

transpuesta también sera n, es decir,
rango([B*|B*A*|...|B*(A*)" 1) = n.

De lo anterior y como B*(A*)*y; = 0 para k > 0, entonces yr = 0. Por lo tanto, se
cumple el problema de continuacion unica; por las equivalencias, concluimos que el
sistema lineal (2.2 es controlable en tiempo 7' > 0.

OJ

Con el Teorema de Kalman se puede determinar si los siguientes sistemas de

control son exactamente controlables [2.1] o no controlables.

EJEMPLO 2.6. Se retoma el ejemplo del sistema lineal del péndulo (2.4) & — z = u,

el cual su ecuacion de primer orden es,

i(2)=00) () 0)
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1
donde A = (0
10

del teorema de Kalman, tenemos que el sistema lineal del péndulo (2.4)) es controlable
para todo T" > 0.

0
) y B = <1> . Como el rango[B, AB] = 2, entonces haciendo uso

EJEMPLO 2.7. Para el ejemplo se puede concluir que no es controlable a raiz

del uso del Teorema de Kalman 2.2l Aunque la matriz que acompana el estado

4 0
del sistema es invertible A = 0 1) no es suficiente para que el sistema sea

1 1 4
controlable, donde b = <O> Puesto que su matriz concatenada (b|Ab) = (0 0)

es de rango 1.



Capitulo 3

Algebra Diferencial

La motivacion de realizar este capitulo es para mostrar las herramientas teéricas que
son necesarias para la existencia de una funcién y(t) conocida como salida Flat o
salida de planitud, la cual es una parametrizacién del estado y control de un sistema
de control, ya sea de la forma general de un sistema de ecuaciones diferenciales
o su representacion matricial , como se hizo mencién en la seccién de prelimi-
nares de analisis. Dichas herramientas tedricas son definiciones y algunos teoremas
del algebra diferencial, los cuales a su vez usan conceptos habituales del algebra,
pero en este caso dotados de la operacién derivada para relacionar a las ecuaciones
diferenciales ordinarias como una estructura. Fundamentalmente nos centraremos
en dar conexién a las ecuaciones diferenciales con el dlgebra a través de ejemplos,
por lo tanto las demostraciones no estan cubiertas a detalle; para mayor precisién

ver los trabajos [4] [5] y las referencias en ellos.

3.1. Conceptos basicos del algebra diferencial

DEFINICION 3.1. R es un anillo diferenciable si es un anillo conmutativo

equipado con la operacion derivada D definida como,

D:R—R
a — D(a),
que satisface Ya,b € R las siguientes condiciones:
(3.1) D(a+b) = D(a) + D(b),
(3.2) D(ab) = D(a)b+ aD(b).
Una constante c € R es un elemento tal que D(c) = 0. Un anillo conmutativo en

el cual todos sus elementos son constantes se denomina anillo de constantes.

EJjeEMPLO 3.1. Retomando los anillos conmutativos presentados en los ejemplos

, considere C*°(R) y la operacion derivada D como la derivada usual de funciones,

es decir, D = % Luego, si f € C*(R) de variable t, entonces %f € C*(R), es

decir, la operacion derivada es clausurativa. Ahora las propiedades y de
34
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anillo diferenciable las cumple, propiedades que se heredan de la linealidad de la

derivada y de la regla de Leibniz.

Un cuerpo diferenciable es un cuerpo que satisface las condiciones de anillo di-

ferenciable.

EJEMPLO 3.2. Los siguientes ejemplos serdn usuales para relacionar los espacios de

solucion de una ecuacion diferencial como una estructura algebraica.

= Considere los conjuntos Q, R y C como espacio de funciones constantes sobre
R, por ejemplo, para a € @) y para cada t € R se define la funcién a(t) = a.

Se considera la operacion derivada D como la derivada usual respecto a la

d
variable ¢, es decir D = I Luego, Q,R y C son cuerpos de constantes,

pues,
D(a) =0 para todo a € QURUC.

» Sea R(?) el conjunto de las funciones racionales sobre R de coeficientes reales

definido como,

R(t) = {h(t) - %‘f(t) = Zaiti, g(t) = Zbiti £ 0;a;,b; €R; n,m e N} .

=0
R(t) es un cuerpo. Considere la derivada para polinomios con coeficientes en

R como,

d [~ i i
% (; CLit ) = ZZ:; zait .
de donde se define la derivada D para funciones racionales de R(t) como,

dp(t) dq(t)
5 (p<t>> a0 -0
) 4O

Entonces R(t) bajo la derivada D es un cuerpo diferenciable.

Se puede relacionar anillos diferenciables como conjunto de soluciones a ciertas ecua-

ciones diferenciales. Por ejemplo, para el problema de Cauchy de la forma,

T(t) =s-2(t), s,teR,

33) z(0) = ¢, ceR,

d
donde z := d—f Cuya solucién es tnica y es dada por x(t) = ¢ - e**. De lo anterior,
la solucién ce del problema de Cauchy pertenece al anillo diferenciable C*°(R) del

ejemplo [3.1]
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DEFINICION 3.2. Sea L y K dos cuerpos diferenciables se les llama una extension
de cuerpos diferenciables denotado como L/K, si K C L y la restriccion a K

de la derivada definida en L coincide con la derivada definida en K.

EJEMPLO 3.3. Véase algunas extensiones de cuerpos diferenciables.

» Considera C/R la extensién de cuerpos, ademés es una extensién de cuer-
pos diferenciables.

» Considere nuevamente R(t) el cuerpo de funciones racionales con coeficientes
en R. Asi que, de forma andloga se define Q(¢) como el cuerpo de funciones
racionales con coeficientes en Q. Ademds, Q(t) C R(¢), y asi R(¢)/Q(t) es

una extensién de cuerpos y la derivada D = — definida en Q(t) coincide con
todas las derivadas sobre elementos de R(¢). Por lo tanto, R(t)/Q(¢) es una
extension de cuerpos diferenciables.

= De igual forma se considera C(t) como el espacio de funciones racionales de
indeterminada ¢ con coeficientes complejos. Como C(t) es un cuerpo dife-
renciable, ademdas R(t) C C(t) y las derivadas sobre R(¢) coincide sobre las
derivadas definidas en C(t) restringida a R(¢). Por lo tanto, C(t)/R(t) es
una extension de cuerpos diferenciables. Ademds, podemos notar que
Q(t) Cc R(t) € C(t) como cuerpos diferenciables.

» Considere R(t) este contiene a las constantes R y las derivadas sobre R(t)
al ser restringido a R coincide con la derivada de constantes. Por lo tan-
to, R(t)/R es una extensién de cuerpos diferenciables. De igual forma

C(t)/R es una extensién de cuerpos diferenciables.

DEFINICION 3.3. Sea L/K wuna extension diferencial, para algin p € N se define

P(D° D,...,D") un operador diferencial con coeficientes en K como,

I
P(D°,D,..., D" :ZkiDi, para k; € K,i =0,1,...,u;
i=0
tal que P(D°, D, ..., D")(a) := P(a, D(a),...,D"(a)) para a € L.

Ademas, se define un polinomio diferencial para evaluar en diferentes elementos. Por
notacién se define D§(z) := (z, D(x), ..., D*(x)) con x como variable indeterminada

para algin a € N. Asi, las notaciones coinciden,
P(D§(x)) := Pz, D(w), .., D(x)).

DEFINICION 3.4. Sea L/K una extension de cuerpos diferenciables, para un ele-

mento a € L se le llama diferencialmente K -algebraico, si existe un operador
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diferencial no nulo con coeficientes en K, w(Dg(z)), para algin v € N tal que,

m(Dg(a)) =0,
v
donde w(D](x)) = Z k;D'(x) con k; € K parai=0,1,...,7.
i=0

De la definicién |3.3]si a € L es diferencialmente K-algebraico, se dice que a satisface

una ecuaciéon diferencial lineal homogénea con coeficientes en K.

EJeEMPLO 3.4. Sea R(t)/Q(t) la extensién de cuerpos diferenciables. Consideremos

1—1¢
f(t) = ol € R(t), luego f'(t) = e Asi considerando a(t) y b(t) € Q(t)
1—¢
definidos como a(t) = a1’ b(t) = —t, entonces f satisface la ecuacién diferencial,

a(t) f(t) + b(t) f'(t) = 0,

y por lo tanto, f(t) es diferencialmente Q(¢)-algebraico.

DEFINICION 3.5. Una extensién de cuerpos diferenciables L/ K se le llamard di-
ferencialmente algebraica, si todo elemento de L es diferencialmente K-

algebraico.

OBSERVACION 3.1. En adelante supondremos que L y K son cuerpos diferenciables

y L/K una extensién de cuerpos diferenciables.

DEFINICION 3.6. Un elemento b € L se le llama diferencialmente K-
trascendente, si no es diferencialmente K-algebraico. La extension L/ K se le dice
diferencialmente trascendental, si existe al menos un elemento de L que sea

diferencialmente K-trascendente.

DEFINICION 3.7. Sea I un conjunto de indices numerable. Un conjunto
{a; | 1 € I} C L se dice diferencialmente K -algebraicamente independiente,
si el conjunto de derivadas de cualquier orden, {D*(a;) € L |i € I, p=10,1,2,...},
es K -algebraicamente independiente como se define en[1.19. Es decir que, para
cada p € N y para i € I existe un operador diferencial P(D}(x;)) tal que si,

P(Dg(a:)) =0,
entonces P(Df(x;)) debe ser el operador diferencial nulo.

Si un conjunto {a; | i € I} C L es diferencialmente K-algebraicamente in-
dependiente, entonces podemos decir que {a; | i € I} no es solucién de ninguna

ecuacion diferencial lineal homogénea que tiene coeficientes en K.
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EJEMPLO 3.5. Considerando a C(t)/R del ejemplo como una extensién de
cuerpos diferenciable. Sea {i + ¢, it> + 1} C C(t) para t # 0. Nombremos a
f(t) = it2+ 1y g(t) = i+ t, asi sus posibles derivadas no nulas son f(t) = 2it,
f@(t)=2iyg(t)=1. Sean k; € R para i = 1,2,3,4,5 tales que,

key (it? + 1) + k(i + t) + k3(2it) + kq(1) + ks(2i) = 0,

donde 0 es el cero de polinomios. Dado que la igualdad entre dos polinomios es
término a término, se tiene que k; = 0 = ky, ky = —2k5 y ky = —21k3. Podemos
concluir que, para cada ¢ = 1,2, 3,4, 5 los escalares son nulos, k; = 0. Por lo tanto,

{i+t, it> + 1} es diferencialmente R-algebraicamente independiente.

DEFINICION 3.8. Si consideramos un conjunto mazimal de L (respecto a la inclu-
sion) que es diferencialmente K-algebraicamente independiente, entonces lo llama-

remos una base diferencial trascendente de L/K.

OBSERVACION 3.2. Dos bases diferenciales trascendentes de L/K deben tener la
misma cardinalidad, es decir, la misma cantidad de elementos la cual llamaremos
grado diferencial de trascendencia de L/K y es denotado por diff tr d L/K.

DEFINICION 3.9. Se dice que L/K es una extension diferencial de cuerpos finita-

mente generada si existen ly, ..., 1, € L tal que L = K(ly,...,l,) para algin n € N.

EJEMPLO 3.6. Considerando ejemplos en espacios de funciones.

» Sea R(t) el cuerpo de funciones racionales con variable  y coeficientes en R.

Es claro que, R(t)/R es una extensién de cuerpos diferenciables finitamente

generada.
= También para el cuerpo de funciones racionales con variables tq,...,t,, asi
R(ty,...,t,), es una extension diferenciable finitamente generada sobre R.

OBSERVACION 3.3. Como se seguird hablando de extensiones L/K de cuerpos dife-

renciables, lo mencionaremos como L/K una extension diferenciable.

TEOREMA 3.1. Sea L/K una extension diferenciable finitamente generada, asi los

dos enunciados siguientes son equivalentes:

» L/K es diferencialmente algebraica.
» El grado de trascendencia de L/ K es finito.

Demostracién de una de las implicaciones en el apéndice [A.T]
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OBSERVACION 3.4. En dlgebra abstracta cuando se trabaja en el drea de extensiones
de cuerpos se puede ver que K(a)/K es una extensién de cuerpos finita, si y
sélo si, v es algebraico sobre K, esto se encuentra en la referencia [3] Seccion 13.2,
Proposicién 12].

Asi podemos construir algunos ejemplos donde la extension de cuerpos sea finita y a
su vez diferenciable. De la referencia [3, Seccién 13.1, Teorema 4] se puede construir
un cuerpo tal que contenga la raiz de un polinomio irreducible, y ademas se puede

conocer la base del cuerpo generado.

EJEMPLO 3.7. Como * + 1 es irreducible en R[z], entonces R[t]/(t* + 1) es una
extension de cuerpos finita. Ademés, haciendo uso del teorema [3, Seccién 13.1,
Teorema 4] la base del cuerpo cociente R[t]/(t* + 1) es {1,¢}. Cualquier elemento

del cuerpo cociente es de la forma,
a—+bt+(t*+1),

donde a,b € R apoyado de la referencia [3, Ejercicio 14, Seccién 7.4].

Considerando un elemento del cuerpo cociente a + bt sus derivadas son,

d"(a + bt) b, sin=1

dtr 0, sin>2.

Asi existen, k; € R no nulos tales que,

"L di(a+bt)
= dt’

En consecuencia, los elementos de R[t]/(t*+1) son diferencialmente R-algebraico.

0, méd (t2 + 1).

Lo cual coincide con el teorema [3.1] pues el grado de trascendencia de R extendido
aR[t]/(t*+1) es 0.

3.2. La ecuacién diferencial para el algebra diferencial

Anteriormente se ha visto que algunas soluciones de una ecuacion diferencial per-
tenecen a conjuntos de cuerpos diferenciables. Ahora, se introduce una ecuacion

diferencial ya como una estructura algebraica diferencial.

DEFINICION 3.10. Sea K un cuerpo diferenciable. S/K es un sistema, si es una
extension diferenciable finitamente generada. Tal definicion corresponde a una can-
tidad finita de variables relacionadas con una cantidad finita de ecuaciones diferen-
ciales sobre K. El orden diferencial del sistema S/K es el grado diferencial de
trascendencia de S/K, que se denota como diff tr d S/K.
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EJjemMpLO 3.8. Considere una ecuacion diferencial la cual su soluciéon no sea trivial
para asi generar un sistema. Por ejemplo, sea K = R y el sistema generado por la

variable y que estd ligada a la siguiente ecuacién diferencial,
y// + y — 0

Su solucién estd dada por y(t) = cie + coe™™ donde ¢; y ¢p son constantes reales
arbitrarias. Asi e soluciona la ecuacién anterior, por lo tanto es diferenciable R-

algebraico.

El conjunto R(e) se puede definir como el cuerpo de cociente del anillo R[e™] el

cual se asemeja a los polinomios con indeterminada e®.

EJjeEmpPLO 3.9. El primer ejemplo es de la referencia [5].

» Sea K = R; el sistema S/K que tiene cuatro variables xq, xq, 23, T4 que estan

ligadas a dos ecuaciones diferenciables algebraicas es el siguiente:

[tl + i’gft4 — 07

I'Q + (l’l + 55.31'4)"174 = 0,
donde D(z) := @ y D*(z) := # son la primera y segunda derivada. Clara-
mente, diff tr d S/K= 2. El cual es igual al nimero de variables menos el
numero de ecuaciones.

= Considere a K = R y el sistema generado por las variables 1, x9, x3 que se

asocian a la siguiente ecuacién diferencial,

Dado que el nimero de variables son 3 y hay una ecuacién, entonces el diff

trd S/K=2.
DEFINICION 3.11. K{(u) es un cuerpo diferenciable, donde v = (uy,...,uy) son
diferencialmente K-algebraico independientes. A u = (uy,...,uy) le denominare-

mos entrada. Un elemento de K(u) es una expresion racional de variables de u y

derivadas finitas de u con coeficientes sobre K.

De la definicién anterior, se define a K(u) como K(u) := K(u,D(u),..., D*(u))
para algin o € N. Es claro que, K(u)/K es un sistema. Ademds, note que los

sistemas no necesariamente son ecuaciones diferenciales lineales. Pues, un elemento
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de K (u) puede ser de la forma,

le(u)

kot
D2(U) + 2U

DEFINICION 3.12. A S/K(u) se le dice un sistema dindmico S con entrada u,
si S/K(u) es una extension diferencialmente algebraica finitamente generada. Note
que el numero m es la cantidad de componentes de u es igual al orden diferencial
del sistema S/K. Una salida y = (yi,...,y,) es un conjunto finito de cantidades

diferenciales de S.

OBSERVACION 3.5. Si S/K (u) es un sistema dindmico, por el teorema 1.1, se tiene
que el grado de trascendencia de S/K(u) es finito. Viendo a S/K (u) como un es-
pacio vectorial (como extensién de cuerpos) finito, entonces existe una base finita
trascendente x = (z1,...,x,) de S/K(u). En consecuencia, cualquier componente
de la derivada D(z) y de y es K (u)-algebraicamente dependiente sobre z, donde z

es el estado. Esto es,

(

A1(D(x1), 2z, D§*(u)) =0,

An(D(J}n),J},Dg"(U)) =0,
Bi(D(y), z, DJ* () = 0,

\BP(D<yp)? Z, Dgp(u)) =0,

donde A; y B; son polinomios con coeficientes en K(u), parai = 1,...,ny j =

1,...,p. El entero positivo n es la dimensién del sistema dindmico S/K(u).

P

Como los sistemas de ecuaciones diferenciales siempre se encuentran de forma po-
linémica, ya sea lineal o no lineal. En este trabajo de grado se interesa por los casos
de sistemas dinamicos que los elementos de la base trascendental sean de forma

polinémica.

EJEMPLO 3.10. Se hace referencia a los ejemplos de sistemas mencionados en (3.9)).

= Si al sistema S/K (3.4) se considera dos componentes de entrada u; = x3

Vv uy = &4. La extension S/K (u) es diferencialmente algebraica y se puede



3.2. LA ECUACION DIFERENCIAL PARA EL ALGEBRA DIFERENCIAL 42

representar como,

jjl = _ﬁflu27
By = — (21 + U124) T4,
.]34 = Uy.

La dimensién del sistema dindmico es 3y (z1, 22, 4) es el estado del sistema.
» Para el sistema S/ K ligada al sistema de ecuaciones diferenciales (3.5 consi-
dere la entrada (u1,us) = (&3, %1), asi la dindmica S/R(u) tiene la siguiente

forma,
Ty = —(ug + z2)U,
1:3 = Uuzp.

Asi la dindmica tiene dimension 2 y el estado del sistema es (xs, x3). Pero,

si consideramos una entrada (uy, us) = (&3, 27) la dindmica cambia a,

T = Ug,
To = —(Ug + l‘g)ul,
1:3 = Uuzp.

Y de dimension 3 con (x1, z2, x3) como estado de la dindmica.

DEFINICION 3.13. Sea K un cuerpo diferenciable. Se denota por K[D] al anillo de
operadores diferenciales lineales de la forma,

s

Zaij, (a; € K),

=0

para j = 0,1,...,5 con s € N. Donde el operador diferencial coincide con la

definicion [3.35,

En efecto, K[D] es un anillo con la operacién suma (+) y la operacién producto (-)
definida de igual forma como se define el anillo de polinomios K[z|. El anillo K[D]
es conmutativo, si y s6lo si, K es un cuerpo de constantes. Sin embargo, en general

en el caso no conmutativo, K[D] es un anillo de ideal principal.

DEFINICION 3.14. Al conjunto M se le llamard un K[D]-mddulo izquierdo y se
denota como (M, +,-)kp), donde - : K[D| x M — M es la accion del anillo K[D]
sobre M.
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d
EJEMPLO 3.11. Consideremos a R [E] como el conjunto de operadores diferenciales

lineales con coeficientes en R, y al conjunto C*°(RR), el cual es un grupo abeliano bajo
la suma de funciones +. Luego, si h(t) € C*(R) y a € R, entonces ah®) () € C=(R)

para k € N. Por lo tanto, el conjunto de funciones infinitamente diferenciables,

C*°(R), son un R [%} —modulo izquierdo.

DEFINICION 3.15. Sea M un K[D]—mddulo izquierdo, para m € M se le llamard
torsion si existe 1 € K[D], m # 0, tal que m(m) = 0. Es decir que, m satisface
una ecuacion diferencial lineal homogénea con coeficientes en K. El conjunto de los
elementos torsion de M es un submaodulo T, el cual es llamado submodulo de

torsion de M. Si T = M, entonces a M lo llamaremos de torsion.

d
EjeEMpPLO 3.12. Como C*°(R) es un R {E] — modulo izquierdo, consideremos a

dQ
sin(t) € C*(R), el cual satisface (@ + 1) sin(t) = 0, luego sin(¢) es de torsion.

DEFINICION 3.16. M es un K-mddulo izquierdo se dice finitamente generado si
existe {a;}'; C M un conjunto generador de M, es decir, para cualquier m € M,
existen {1;}1; C K tales que,

n
m= Z%’ " Qe
i=1

EJemMpPLO 3.13. Considere M = (sent, cost) como las combinaciones reales de sent

y cost. Asi, podemos ver que M es un grupo abeliano respecto a la suma. Se define

la derivada D = — derivada usual, luego D(sent) = cost y D(cost) = —sent. En

consecuencia, para cada asint + bcost en M, se tiene que,

D(asint + bcost) = acost — bsint,
D*(asint +bcost) = D(acost — bsint),
D?*(asint + bcost) = —asint — bcost.

Asi que, M es un R[D] mddulo finitamente generado. Ademéds, para cada

asint + bcost en M se tiene que D? + Id € R[D] anula al elemento, es decir,
(D* 4 Id) - (asint + bcost) = 0.

Por lo tanto, M es un R[D] médulo finitamente generado que es de torsién y M

como R espacio vectorial es de dimensién 2.
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DEFINICION 3.17. Para M un K-mddulo finitamente generado se le dice libre, si
y solo si, su submddulo de torsion T es trivial, es decir, T = {0}. El submddulo
libre, ®, de M se define como los elementos de M que no son de torsion. Ademds,
el rango del modulo M, denotado por rg M, es la cardinalidad de cualquier base
de .

PROPOSICION 3.1. Para M un K[D]-médulo izquierdo finitamente generado, las

siguientes dos propiedades son equivalentes:

s M es torsion.

= La dimensién de M como K-espacio vectorial es finito.

DEFINICION 3.18. A T se le dice un sistema lineal si es un K[D]-mddulo izquierdo

finitamente generado. El orden diferencial de 1" es el rango de I'.

EJeEmpPLO 3.14. Sea P,(R) el conjunto de todos los polinomios de grado menor o

igual a n con coeficientes reales. Asi que, (P,(R), +) es un grupo abeliano. Se define

la derivada D = % sobre P,(R), luego P,(R) es un R [%] -médulo. Ademas, una

base para P,(R) es {t/} para j = 0,1,...,n, pues cualquier polinomio puede ser
generado finitamente por el conjunto mencionado anteriormente. Asi que, P,(R) es

un sistema lineal.

DEFINICION 3.19. Una dindmica lineal con entrada u = (ui,...,u,) es un
sistema lineal T que contiene a u tal que el mddulo cociente T'/[u] es de torsidn; donde
[u] denota K[D]-mddulo izquierdo generado por las componentes de u. Asumimos
que [u] es submaddulo libre, asi el orden diferencial de I' es m. Ademds, una salida

y=(y1,...,Yp) es un conjunto finito de elementos de I'.

3.3. Representaciéon del estado de Kalman para una Dinamica Lineal

Sea I' un sistema dindmico lineal con entrada v = (u1, ..., u,) yseay = (y1,...,Yp)
la salida. Como I'/[u] es un mddulo cociente de torsién, entonces como K-espacio

vectorial es de dimension finita segin la proposicién Asi podemos considerar

una base £ = (&1, ...,&,) de I'/[u] como K-espacio vectorial. Luego, las derivadas de
D(&) = (D(&),...,D(&,)) dependen K-linealmente de la base . En consecuencia,
& &
D =F1 ],
&n €n

donde F' es una matriz de tamano n X n con entradas en K.
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Sea § = (Y1,...,Y,) un elemento de I'/[u] que pertenece a la clase de y € I'. Asi g

es K-linealmente dependiente de &,

donde M es una matriz p X n con entradas en K. Ahora, expandamos a y en I,

como y es linealmente dependiente de £ en I'/[u]. Por lo tanto,

W S - Uy
=M [ | +> MDD | ¢ |,
yp gn CMZO um

donde M, son matrices p x m con entradas en K. De igual forma para D(§) =

(D(&1),...,D(&,)) que pertenece a I' se expande como,

& & w Uy
(3.6) D|:|=F|:|+D GD"| : |,
&n &) o Unn

donde GG, son matrices p X m con entradas en K.

El objetivo es tener un sistema de control lineal de I' para ello, se considera bajar
de grado las derivadas de u:

Si G, # 0 para > 1, entonces se define a £* = (&,...,&") € I'/[u] tal que,

&1 31 Uy
(3.7) = | HGD]
Derivando (3.7) y usando (3.6) se tiene que,
& uy u &1 i
38) D| i [+D(G)D | i [+GD | i | =F | [+)_G.D| |,
a=0

& U, U, én - U,

Uy

[

pues la matriz G, puede que sea de constantes o no. Asi se logré desaparecer el
mayor orden de derivada de u que es p. Multiplicando F por la igualdad (3.7) y

agrupando los coeficientes de las derivadas de u se sigue que,
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p—1 uy
(3.9) D|:|=F|:|+> GD"
3 &) tm
Nuevamente se analiza si la matriz G*~! no es nula para bajar el grado de la ecuacién

diferencial. Este proceso se hace de forma inductiva hasta hallar una representacion

matricial del sistema de control, es decir,

T T Uy

(3.10) D|:|=F]|:|+G

DEFINICION 3.20 (Controlabilidad). Una dindmica lineal T se le dice controlable,
sty solo si, una de las siguientes condiciones se satisface:
w T es trivial, es decir, I’ = [u].
= [' es no trivial y su representacion tipo sistema control es controlable en
el sentido del Teorema de Kalman [2.2.

3.4. Controlabilidad para el algebra diferencial

De la referencia [7] se constituye y realiza el siguiente teorema, el cual nos muestra
una relacién equivalente entre una dinamica lineal es controlable equivale a que

la dindmica lineal sea de mdédulo libre.

TEOREMA 3.2. Una dindmica lineal I' es controlable, si y sdlo si, T es un K[D]-

modulo izquierdo libre.
Prueba del Teorema en el apéndice

DEFINICION 3.21. Dos sistemas L/K y S/K se les dice que son equivalentes, si
y sdlo si, cualquier elemento de L (resp. S) es algebraico sobre S (resp. L). Dos
sistemas dindmicos L/ K (u) y S/K(u) se les dice que son equivalentes, si y sdlo
si, sus sistemas L/K y S/K lo son.

TEOREMA 3.3. Dos sistemas equivalentes (resp. dindmicas) tienen el mismo orden

diferencial, es decir, tienen la misma cantidad de entradas independientes.

DEFINICION 3.22. Una extension diferencial L/ K se dice ser puramente trascen-
dental diferenciable, si y solo si, existe una base trascendental diferencial
p=A{0i: ie€l} de L/K tal que L = K(j3).
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La definicion anterior es analoga para las definiciones de sistema y dindmica lineal.
Asi, un sistema L/K es puramente trascendental diferenciable, si y sélo si, la exten-
sién L/K lo es. Y, una dindmica L/K (u) es puramente trascendental diferenciable,
siy sblo si, L/K 1o es.

3.5. Sistema Flat

DEFINICION 3.23. Un sistema S/K es llamado flat si es equivalente a un sistema
L/K que sea puramente trascendental diferenciable. Para y = (y1,...,Ym)
como base trascendental diferenciable de L/K tal que L = K(y) es llamada salida
flat del sistema S/ K.

DEFINICION 3.24. Sea L/K un sistema de orden diferencial m. Considere todos los
posibles conjuntos z = (z1,...,2m) donde cada z; son diferenciable K -algebraicas
independientes, pero algebraicos sobre L. Luego, se define a 6 como el minimo de

los grados de trascendencia de L{z)/K(z). Al entero 6 se nombra como el defecto
del sistema L/ K.

PROPOSICION 3.2. Un sistema L/K es flat, si y s6lo si, su defecto es cero.
Para ver demostracién ir al apéndice [A.3]

OBSERVACION 3.6. El defecto de I" un sistema lineal (3.18]) por definicién es el de-
fecto de su extensién diferenciable asociada D /K, donde D es el cuerpo de cociente

deT.

TEOREMA 3.4. El defecto de un sistema lineal es igual a la dimension de
su submodulo de torsion, es decir, a la dimension del espacio no controlable de su
representacion tipo sistema de control. Un sistema lineal es flat, si y solo si, es

controlable.

Demostracién del teorema en el apéndice [A.4]



Capitulo 4

Método de Flatness

Durante el presente capitulo se realizara la definicion de un sistema Flat, basado
en la teorfa de élgebra diferencial vista en el capitulo anterior [3] Se mostrard la
funcién Flat para un sistema de control lineal particular que es llamado sistema
canoénico. Luego, se presenta la equivalencia entre cualquier sistema de control lineal
y el sistema candénico para asi hallar la funcion Flat a través de la equivalencia
entre sistemas. Al final del capitulo se presentan algunos ejemplos de sistemas Flat.

Durante el capitulo se usan las referencias [12] y [9].

4.1. Introduccién al método de Flatness

En relacion a los sistemas de control lineales con representacién matricial dada
por

T = Ax + Bu,
que fueron mencionados en el capitulo . Si los sistemas son controlables
segun la definicion [2.1], entonces existe y se desea hallar una parametrizacién del
control y la solucion del sistema lineal , en esto se centra la idea del uso del

método Flatness para mostrar controlabilidad, y es el objetivo de este capitulo.

Con mas generalidad, la funcion Flat se puede presentar como la siguiente definicion.

DEFINICION 4.1. Un sistema de control como se menciona en (2.1)), & = f(x,u), es

un sistema Flat, si existe una funcion y definida como,
y = h(z,u,d, ..., u) e R™,

tal que sus componentes son linealmente independientes, y tanto el estado x como el
control u se pueden expresar en funcion de y y de un numero finito de sus derivadas,

es decir que,

(4.1) r=k(y,y,... ,y(p)) and uw=1(y,y,... ,y(q)).

A la funcion y se le conoce como funcion Flat del sistema de control (2.1)), ante-
riormente se le habia conocido como salida Flat.

48
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La definiciéon anterior concuerda con la teoria presentada anteriormente donde un
sistema de control es un sistema desde el punto de vista algebraico el cual
puede ser equivalente a un sistema Flat segin la definicién [3.23]

Para los sistemas de control lineales con representacion matricial de igual forma
cumple con la definicién anterior, pues al hallar su sistema asociado como menciona

la observacion se puede determinar de igual forma su funciéon Flat.

El siguiente ejemplo es para hallar la funcién Flat al siguiente sistema conocido

como sistema canonico:

EJEMPLO 4.1. Considere el siguiente sistema de control lineal,

¢

d x1(t) 0 1 x1(%) N 0
dt \ z, 9 “ '
) (1) 0 0 (t) 1
70)= ("),
\ 0
1

con estado final en tiempo 7' > 0, Z(T) = 0

Se define como Z(t) = (222), b= (?) y A= <8 (1)>, asi Ab = (é)

Por el Teorema de Kalman [2.2] se tiene que el sistema canénico (4.2)) es con-
trolable. El objetivo es hallar una funcién y(t) € R tal que el sistema mencionado
sea Flat

Considere y(t) = z1(t), entonces § = &3 = z2 y § = &2 = u, es decir que, las
derivadas de y son linealmente independientes, ademés y € 02([0,T];R). De los

estados inicial y final se tiene que,

(4.3) y(0) = 0, §(0) = 0, y(T) = 1 e §(T) = 0.

Se sugiere que y(t) sea un polinomio, para estimar {a;};_, donde y(t Z a;t' para

algin n € N es decir, se realiza una expansiéon de Taylor alrededor del t1empo inicial
t = 0. Luego, ap = a; = 0 pues y(0) = y'(0) = 0. Se busca el menor grado de y(t)
tal que cumpla las condiciones (4.3)):



(4.4)
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» Suponga que el grado del polinomio y(t) es 2. Luego, y(t) = aot® y

y'(t) = 2ast, como y(T') = 1, entonces ay = % Asi que, y'(T) =2 (%) T,
pero y'(T') = 0, esto es una contradiccion.

Si el grado del polinomio y(t) es 3, asi y(t) = ast? + azt®. Haciendo uso de
la primera derivada y de las condiciones y(T) = 1y ¢/(T) = 0, se tiene el

siguiente sistema de ecuaciones lineales,

T?ay + T3a3 = 1,
2T(12 + 3T2a3 = 0

Del sistema anterior (4.4)) use la matriz expandida asociada al sistema, luego
realice el método de reduccion de Gauss. En consecuencia, el sistema de

ecuaciones lineales anterior (4.4)) es equivalente a,

T2 T3 |1 T2 T3 1
—2ZF1+F—F, —2
2T 371?|0) ——— T2 ra
Por lo tanto, la solucién otorga que az = —2/T% y ay = 3/T?, es decir
que la funcion Flat es
3.9 2 3

En consecuencia, la solucién y el control del sistema (4.2)) vienen dado

por

(10 2a0) = (000 = (75t = 7t = 7t

Si se da valores distintos a T' > 0 se puede hacer un diagrama de fase

(z1(t), 22(t))-
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Grafica (x,(t), x3(t)) para diferentes valores de T
3.0

2.5

2.0 4

x2(t)

1.5 A

1.0

0.5 4

0.0

T
0.2

T T T
0.4 0.6 0.8 1.0
x1(E)

FI1GURA 1. Diagrama de fase (x1, z5) para el sistema lineal (4.2)

Del gréfico [l se puede analizar que el punto maximo de la parabola decae
a medida que el tiempo 7" aumenta.

Es claro que, se puede obtener infinitas funciones Flat y(¢) para que pueda satisfacer
el sistema (4.2)), para ésto basta con aumentar el grado del polinomio, por ejemplo:
Suponga que el grado del polinomio y(t) es 4, asi

4 4
y(t) = Zaiti; y'(t) = Ziaiti_l.
i=2 i=2
Considerando las condiciones y(7') = 1y ¢/(T)) = 0 se obtiene el siguiente sistema
de ecuaciones lineales,

T2(l2 + T3CL3 + T4a4 =1

2T6L2 + 3T26L3 —I— 4T3CL4 = O

De forma analoga al item anterior, se considera la matriz expandida al sistema de

ecuaciones lineales anterior para realizar la reduccion de Gauss. Luego, el sistema

51
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de ecuaciones lineales anterior se puede ver como,

T T T*
2T 3T? 4T3

™ T3 T4
TR e g | 22

1
0

T 0 —-T*| 3

7TF2+F14)F; O T2 2T3 %2

De lo anterior, podemos expresar as, az, a4 en términos de 7'y un parametro libre,

es decir,
as 3/T? + T?ay
az | = | —2/T? — 2T a4
Q4 Q4

Si damos valores a a4 tendremos infinitas funciones Flat y(t). Sea ay = 1, luego

3 _
a2 = 73 + T2 a3 = T 2T. En consecuencia, la funcién Flat es

-2 .
y(t) = (% + T2> t* + (ﬁ — QT) 8+t

Asi se puede expresar la solucién (z1(t), z2(t)) en expresién de la funcién de Flat.
En particular, para el tiempo 7" = 4, hallemos su diagrama de fase z(t) y u(t)
el control del sistema (4.2) para las funciones de Flat de grado 3 y 4 encontradas

anteriormente.

Diagrama de fase (x;(t), x,(t)) Control u(t)
0.4

0.35
0.3

0.30
0.2 4

0.25

0.20

x2(E)

ult)
o
o

0.15

0.10

0.05

X
0.00

T T T T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 00 05 10 15 20 25 30 35 40
x1(t) t

FIGURA 2. Diagrama de fase y control del sistema (4.2]) con una fun-
cion Flat de grado 3
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Diagrama de fase (x,(t}, xa(t)) Control del sistema u(t)

30 4
10 1

20

X Xt 10

X2 (E)
o
u(t)

—10 1
-10 4

T T T T T T T T T T T T T T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
x1(t) t

F1qUurA 3. Diagrama de fase y control del sistema (4.2)) con una fun-
cion Flat de grado 4

De la gréfica [2], se puede concluir que el movimiento de los estados @1 y 2 es més
corto, pues su funcion Flat es de grado 3. En cambio, para la grafica |3|se evidencia

que hay un movimiento mas pronunciado para los estados z; y xs.

Para el sistema lineal anterior se necesita dar unas condiciones de frontera
para hallar la funcion Flat. Véase que la entrada Flat del ejemplo anterior quedaba
determinada por cuatro condiciones . De lo anterior, considere un sistema lineal
similar a , pero con condiciones de frontera libres, asi habria una funcién Flat

para un caso mas general.

EJEMPLO 4.2 (Sistema lineal con condiciones de frontera libre.). Considere el si-

guiente sistema lineal donde a, b, c y d son ntimeros reales arbitrarios,

(

dt \ 2oty \o 0] \an(®) 1)’
(4.5)

71(0) _[a x1(T) _ (e

25(0) b \ao(T) d

\
Nuevamente se considera como candidato a funcién Flat a y(t) = z;(t), pues tanto

ZTo v u quedan expresados en términos de xy.
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De las condiciones de frontera (4.5]) de la solucién Z(t) en tiempo t = 0y t = T para
la funcién Flat y(t) se halla que,

(4.6)

Se considera la funcién suficientemente suave para realizar la expansion de Taylor,

note los casos para los cuales se cumplen las condiciones (4.6)):

= Sea que el grado del polinomio de y es 1, asi y(t) = ag+ayt. De las condiciones

, se tiene que ag = a,a; = by la segunda derivada de y = u es 0; ademas
de que c =a+ b1y d = bT, es decir, que no seria para cualesquiera a, b, ¢ y
d ntimeros reales.

Define y(t) como un polinomio de segundo grado, del item anterior se tiene

que ap = a 'y a; = b. Ahora, para el tiempo t = T, se sigue que,

y(T) =c=a+bT + ayT?,
y/(T) = d = b—|— QCLQT.

Si se iguala el valor de a, en ambas ecuaciones, se llega a la igualdad ¢ — a —
dT = 0, asi que los valores a, b, c y d no son cualesquiera reales para los que
el sistema lineal cumple las condiciones de frontera.

Si y es un polinomio de grado 3, por las condiciones a la entrada Flat

se tiene que, ag = a,a; = by,

T?ay +T3a3 = c — a — bT,
—2 d+0b
:ﬁ(c—a)—i- T2 .

as

Es decir que, el sistema lineal es controlable para los a,b,c vy d ta-
les que az sea no nulo. Luego, el sistema anterior no sera controlable para
cualesquiera nimeros reales a, b, c y d.

Considere a y como un polinomio de grado 4, asi de forma analoga al ejemplo

anterior [4.1] se resuelve el sistema de ecuaciones lineales y se toma a a4 como
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un parametro libre, es decir,

3¢ —3a — 2bT — dT

4.7 _ 20 —2c d+b
( ) as T3 + T2 — 2@4T
Q4

(2]

Para cada valor no nulo de a4 se tiene una funcién Flat, y(t), para el sistema
lineal (4.5)). Sea ay = 1, asi la funcién Flat queda como,

3c—3a—2bT —dT + T* 2a — 2¢+ (d+ b)T — 2T*

y(t) = a+ bt + Tz 2+ (T3 ) A A
De lo anterior, la solucién (z1, z5) y control u del sistema lineal (4.5]) son de
la forma,

(4.8)
( 4 4
3¢c—3a— 20T —dT + T 2a — 2 d-+b)T —2T

n(t) =atbtp 20T O e 20 C+(Tj ) 13 4 14

6c — 6a — 4bT — 2dT + 2T* 6a — 6 3(d+b)T — 6T*

o(t) = b+ c—6a L + 271", Ba—Gec+ (T3—|— ) 24

6c — 6a — 40T — 2dT + 27" 12a — 12¢ + 6(d + b)T — 12T* ,

u(t) = T + e t+ 12¢°.

\

4.2. Equivalencia entre sistemas lineales

Como se hizo mencién en la seccién [3.2] un sistema lineal puede ser visto desde el
algebra como un sistema dindamico3.12en este caso lineal. Ademads, se puede dar una
equivalencia entre sistemas, para un sistema lineal de la forma[2.2] En esta seccién se
encuentra el desarrollo de una equivalencia entre sistemas lineales y sistemas como

(4.5) que serd conocido como sistema candnico, como se realiza en la referencia [9].

DEFINICION 4.2. Se dice que dos sistemas © = Ax + Bu y 2 = Fz + Gv son
equivalentes, si existen dos matrices invertibles M y L y una matriz K tal que si x
y u satisfacen © = Ax + Bu y si z = Mx yv = Kx + Lu, entonces z y v satisfacen
z=Fz+ Gvu.

Los tamanos de las matrices nos indica las dimensiones del estado del sistema y de
la funcion de control, asi que A, F, M son de tamano n x n mientras que B y G son

de tamano n x m, K es de tamano m X n y L de tamano m x m.

4.2.1. Caracterizaciéon de las matrices M, K y L.
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4.2.1.1. Caso m = 1: Asi el sistema lineal (2.2) es de la forma & = Az + bu.
Si éste sistema es controlable, entonces es equivalente al siguiente sistema que es

conocido como sistema candnico,

21 = 22,
(4.9) .

Zn—l = Zn,

Zn = 0.

\

El sistema anterior (4.9) para el caso n = 2 y con estados iniciales y finales libres
coincide con el sistema mencionado el cual es un sistema Flat. Luego, se debe
mostrar la existencia de las matrices M, K y L tales que los sistemas y
sean equivalentes segin la definicién . En efecto, si el sistema lineal es
controlable, asi que por el teorema de Kalman la matriz (b|Ab|...|A"1b) (de
tamano n X n) tiene rango n, es decir que, sus columnas son linealmente indepen-

dientes, por lo tanto es una matriz invertible. Se define a la matriz concatenada
(blAD| . ..|A" 1) = C.

Para hallar la matriz M: Se construye su primera fila denotada como M, = ef'- M tal
que MAb = 0 y MA*" ' = 1 para j = 0,1,...,n — 2; donde
el = (1,0,...,0) € R™. En consecuencia, M; - C' = (0,0,...,1) = el € R

Como z = Mx se debe de satisfacer, asi que z; = Mjx. Luego, se consideran la
primera derivada de z; = Mz, el sistema candnico y la igualdad de M; - C,

(

21 = Mll' = Ml(AfI) + bu) = MlAIL‘ = 29
2y = M1Az = My A(Ax + bu) = M A%z = 23

(4.10)
Zno1 = MIA" 23 = MLA" 2 (Az + bu) = MiA" o = 2,
| Zn = MiA™ i = MiA" Az + bu) = MiA"x 4+ u =v.
M,
M A
Por lo tanto, la matriz invertible M debe ser igual a M = ] para que se
M, At

cumpla z = Mz, como se mostré en el sistema candnico (4.10)).
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De la tdltima igualdad del sistema candnico se concluye que,

K=DMA" y L=1.

El algoritmo para hallar las matrices M, K y L es:
1) Realizar la matriz concatenada del teorema de Kalman[2.2, C' = (b|Ab| ... |A"1b).

2) Asf se halla la primera fila de la matriz M, M; = el - C.
3) Se halla MlA, ce 7M1An71’ MlAn.

4) Finalmente, las matrices M, Ky L son:

M,
M;A
(4.11) M= _ K = MA" L =1
MlAn—l

4.2.1.2. Caso de m > 1: Se realiza por bloques columnas de la matriz conca-
tenada de Kalman , donde B = (by,...,by,), asi que,

C = (by]...|bu|Abi|. .. | Aby|. .. |A" " y] ... A" 1,).

Luego, como en total hay n-m columnas, asi que se hace por eliminacion de izquierda
a derecha para escoger las n columnas linealmente independiente. Si el rango de la
matriz B es igual a M, entonces las primeras m columnas de la matriz C' estaran

en esta nueva matriz C. Luego, la matriz C queda de la forma,
(4.12) C = (by|Aby| .. |A" 7y ] .. by | Aby | - . . |A™™  1Dy),

donde nqy+- - -+n,, = n. Ahora, para cada bloque columna de la matriz C se realiza
el algoritmo anterior |4.2.1.1} es decir que, se considera (b;|Ab;]...|A™1D;)

4.2.2. Ejemplos de equivalencia entre sistemas lineales. Ahora, con la
equivalencia entre sistemas lineales de la forma & = Ax + Bu mencionada en la

seccion se puede presentar la equivalencia entre el sistema canoénico y el sistema
lineal del péndulo(2.4)) que es controlable.
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EJEMPLO 4.3. Considere el ejemplo del péndulo de forma lineal (2.4) donde la

dimensiéon del estado es n = 2 y la dimensién del control de salida es m = 1,

d (et)\ [0 1) (=) 0
(4.13) at (m(t) - (1 o> (xz(t)> +u (1) .

Se interesa en hallar la funcion Flat del sistema del péndulo lineal , para esto
vamos a mostrar que es equivalente al sistema canodnico , pues al sistema
canonico ya se le hallé la funcién Flat . Para realizar la equivalencia entre los
sistemas mencionados se recurre al algoritmo mostrado en para encontrar las

matrices M, K y el escalar L = 1. Asi que, primero se halla la matriz concatenada
de Kalman del péndulo lineal (4.13]),

C = (b Ab) = (? é) |

Como la matriz inversa de la matriz concatenada es ella misma C~! = C, entonces
se halla M,

M, = (0,1) - C = (1,0).
Ahora con M se encuentra los vectores M; A y M1A2, en consecuencia,
MA=(0,1), MA* = (1,0).

Finalmente, las matrices M y K son:

10
(4.14) M = (o 1) , K =(1,0).

En el ejemplo (4.5 se hallé la funcién Flat de grado 4 para el sistema candnico
en el caso de n = 2y m = 1. Luego, la solucién z(t) = (z1(t), z2(t)) y el control v(t)

del sistema candnico se expresaba como se muestra en (4.8)), es decir que,

( 3c—3a—2bT—dT+T4t2+2a—2c+(d+b)T—2T4t3

2(t) =a+ bt + 5 T3 +
6c — 6a — 4bT — 2dT + 2T* 6a — 6¢ + 3(d + b)T — 6T*
2(t) =b+ — T2 Tt <T3+ : t2 4 47,
6c — 6a — 4bT — 2dT +2T* 124 — 12¢ + 6(d + b)T — 127" ,
v(t) = T + e t+ 12¢%
\

Para hallar la solucion y el control del péndulo se considera la parametrizacion ante-

rior y las matrices M, K (4.14)) que dan resultado la equivalencia entre los sistemas

E9) y @E13).
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Finalmente, la solucién y el control del péndulo esta dado por,

(mw)‘(o 1) (22@)’“@*“” o (@@)-

Es decir, z1(t) = z1(t), x2(t) = 22(t) y u(t) = @o(t) — z1(t). Luego, se realiza el

calculo,

(4.15)
( 4 4
3¢—3a— 2T —dT +T*, 2a—2c+ (d+b)T — 2T
2i(t) = a+ bt + = Tl C+<T?) £3 4 ¢4
6c — 6a — 46T — 24T + 27" 6a — 6¢ + 3(d + b)T — 6T*
2a(t) = b+ TR et (T3+) £+ 4t
6c — 6a — 4bT — 2dT + 27" 12a — 12¢ + 6(d + b)T — 127"
u(t) = =2 + 5 t+ 1262 — 21 (2).

\
Como se evidencio en el capitulo que abordar un problema si es controlable es
satisfacer un estado final para un tiempo 7" > 0.

En el caso del problema del péndulo lineal se interesa que el control obligue a
la solucién del sistema satisfacer el estado nulo. Como se analizé en 2.1] se hall6
su control en funcién del movimiento z; y la velocidad angular x5. Pero, como se
mencioné anteriormente no todos los controles son tinicos. Por lo tanto, con un nuevo
control y solucién al sistema del péndulo (4.15) se puede ver como son su diagrama
de fase para cualquier estado inicial y final.

En particular, si se consideran: a =2, b = 0,5, c =d =0y T = 4, el diagrama de

fase (x1(f),z2(t)) y la gréfica del control respecto al tiempo,

Diagrama de fase (x;(t), x»(t)) Control u(t) del péndulo

30 4
10 A

201

10 4

x2(E)
L=}
Ed
u(t)
o

—-10

—20

—30

T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12,5 15.0 17.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 35 4.0
x1(t) t

FIGURA 4. Diagrama de fase y control del péndulo lineal ([2.4)) consi-

derando una funcién Flat de grado 4
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4.3. Ejemplos de sistemas Flat

De la referencia [9] en el capitulo 6 seccién 2 se analizan casos de sistemas lineales

Flat como lo son: masa-resorte y el vehiculo.

4.3.1. Sistema Masa Resorte. Para este ejemplo se considera la ley de Hoo-
ke, principio para cuerpos sujetos a un resorte. En este caso vamos a invertir los ejes

verticales

Ficura 5. Problema Masa Resorte de dos cuerpos, imagen prove-
niente de [9]

Se consideran dos cuerpos, C7 y Cs, que estan sujetos a un resorte que los une, los
cuales su movimiento se desarrolla en el conocido sistema masa-resorte; el andlisis
del sistema parte de aplicar una fuerza u al cuerpo C5 para manipular el movi-
miento de los cuerpos. Donde este sistema cuenta con diferentes fuerza como: para
cada cuerpo C; esta relacionado con su masa m;, también cada resorte que sujeta a
su respectivo cuerpo tiene una rigidez denotada K; y la friccién viscosa del cuerpo
(C;) con el suelo estd dada por una funcién no negativa, doble diferenciablemente
continua, llamada como ; donde 7;(0) = 0; esto para ¢ = 1,2. También, los centros
de gravedad de los cuerpos C; y Cs se denotan como GGy y (o, respectivamente, con

posiciones [y + x1 y ls + x5, respectivamente.

Ahora, en relacion con la Ley de Hooke y la suma de las fuerzas, se tiene que el

sistema de masa resorte se describe de la siguiente forma:

mix, + Kz + () = Ko(xg — 1),
(4.16) 121 171 ’Yl( 1) 2(2 1)

Mady + Ko(xy — 11) + Y2(d2) = u.
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Para mostrar que el sistema masa resorte (4.16)) es de Flat, es necesario mostrar
como las posiciones de los cuerpos z; y z2 generan un sistema algebraico como el de
dindmica ademas realizar una parametrizacion para configurar la funcién flat.
Del sistema considere la primera ecuacion,

miZy + Kyzy + (@) = Ka(zg — 21),
luego, se expresa zo, es decir,

(4.17) 15 = (i + (K + Ko)as + 7 (i1)).

Ky

Se expresa a ry en funcién de z, de la dindmica definida en (3.12), se dice que

es la representacion del sistema. Ahora, derivando x5 respecto a z; se sigue que,

(3)

(418) l"g mixq + (Kl + Kg)i'l + ’}/1(.1'1)1'1)

Kg(
Nuevamente se deriva,

(mlﬁg )

(4.19) iy + (K + Ka)iy 4 7 (i) (i) + 9, ()2 ).

Ky

Reemplazando las ecuaciones (4.17)) y (4.19)) a la segunda ecuacién del sistema (|4.16|)

para asi expresar u,

1 :
(4:20) o (mya? + (K + Ko)it 9 () (8)° + 7 (60)a)”)

1 .
+ ?(mlxl -+ (Kl + KQ)Q?l + 71(1'1)) — T
2

1 ) D
+ Yo (— (mlxg ) 4 (Ky + Koy + 71 (81)%1)) = u.

Ky

De lo anterior, se demuestra que z; es una funcién Flat para el sistema masa
resorte (4.16)).

En particular se considera que la friccién viscosa 7;(#;) es nula, los valores de la
rigidez de los cuerpos como K; = Ky = 1, las masas m; = my = 2 y los estados

iniciales y finales respectivamente como,

z1(0) 0,5 x1(4) 1

z2(0) [ [ 1,5 wo(4) [ 25
O | "ol T [wm@]| T [os
x4(0) 0 x4(4) 0,8
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Nombrando (x1, 2, x3,4) = (1, %2, 21, T2), luego el sistema lineal del problema

masa resorte (4.16)) es,

0 0 0
x T 0
d 0 0 0 1 0
(4.21) S | KK K 0 0 )
dt Z3 my m Zs3 0
Ly ﬁ _& 00 Ty 1
mo o

Por lo tanto, la salida/funcién Flat del sistema masa-resorte con las constantes y

estados mencionados anteriormente es,
(4.22) y(t) = 0,54 0,0625 -t — 0,06627604 - t*
+0,03945312 - t° — 0,00815430 - t° + 0,00057780 - ¢'.

De la ecuacién anterior se puede hallar los valores de x5 (4.17)), @2 (4.18]) y del control
u (4.20). A continuacién se muestra el gréafico de las funciones de los estados z; y

x5 respecto al tiempo t.

Funciones xi(t) y xz(t) en el intervalo [0, 4]

x1(t)
2.5 4 — x(t) x2(4)
2.01
=
0
o
c
=
i
_g 1.5 1 0}
3
g
104 x1(4)
0.5 - 210
T T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

Tiempo t

FIGURA 6. Grafica de las curvas de solucién z;(t) y z2(t) del sistema

masa-resorte respecto al tiempo ¢ en el intervalo [0, 4].
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También se puede plantear un modelo de masa-resorte con tres cuerpos Ci,Cy y
(3, nuevamente si consideramos que la masa m; para cada cuerpo, la rigidez K;
del resorte sobre cada cuerpo y la fuerza u que se ejerce sobre el ultimo cuerpo Cs,

entonces el modelo masa-resorte es el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

0 0 0 100
1 0 0 0 010 (m 0
o 0 0 0 00 1] /[ 0
djes| K=K K 0o 00 o |"|+un]|®
dt | x4 %1 —KmiK 1% Ty 0
s HQ :’n 2 # 00 0] ]as 0
o 02 Ko R 00 0] \' !

ms ms
Asi mismo se puede plantear unos estados iniciales y finales para hallar la funcion
Flat.

4.3.2. Vehiculo. Del problema presentado en el Capitulo 2, 2.3] donde un

vehiculo con ruedas traseras fijas y delanteras que si giran, el cual su sistema de

representacion es ([2.9),

T =wucosb,

Yy = usin#,

S

0 = —tanp.

[
Los controles del sistema son u y ¢. Tanto como x e y serdn las variables de la

funcion flat. En efecto, basta con mostrar que tanto u, 6 y ¢ estan en funcién de x
e y. Considerando las dos primeras ecuaciones del sistema dindmico del vehiculo, se

tiene que,
(4.23) u? = () + ()%
Ademas, también con las mismas dos ecuaciones del sistema se sigue que,

tsinf —ycosf =0 <— tanﬁzg :
T

Asi que, tanto u y 6 estdan en funcién de (z,y). Ahora, para ¢ si se deriva la funcién

tan 6 respecto a x ey,

O i
s

j_ i —yi
R

(tan?6 + 1)
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Se toma la tercera ecuacién del sistema para igualar 9, se tiene que,
tan o = @ =1 M
U (22 + 2)3/2
Por lo tanto, el sistema dindamico del vehiculo es Flat, pues 6,u y ¢ estan en
funcién de (z,y). Este sistema no tiene la solucién habitual que se mostraron en

ejemplos anteriores.



Capitulo 5

Conclusiones

El Teorema de Kalman es fundamental para determinar si un sistema lineal
es controlable a través del analisis del rango de una matriz concatenada.
Aunque, este resultado cualitativo no otorga explicitamente la solucion y el
control de un sistema de control lineal.

Para un sistema de control no lineal se puede hallar que es controlable a
través de su linealizacion como fueron los casos del Péndulo y del sistema
Masa-Resorte.

En ocasiones el sistema no lineal es controlable, pero su sistema lineal (ha-
ciendo linealizacién) es no controlable; como ocurrié con el ejemplo del
Vehiculo. Por lo tanto, no se puede concluir que un sistema no lineal es
no controlable si sélo se realizo el analisis a su sistema lineal.

La funcion Flat de un sistema es una parametrizacion del estado, del control
y derivadas del control de dicho sistema. Encontrar aquella funciéon permite
encontrar explicitamente tanto la solucién como el control del sistema.

El soporte tedrico de la existencia de la funcién Flat para sistemas lineales
controlables se establece a través del algebra diferencial. El dlgebra diferencial
nos muestra que es posible dar una relacion entre las ecuaciones diferenciales
y el algebra.

Es de gran interés para aplicaciones en la ingenieria el desarrollo de métodos
que otorguen un control explicito de un sistema, para esto el método de
Flatness resuelve ese problema a diferentes sistemas; en particular se mostré
que responde para sistemas lineales controlables.

La funcién Flat de un sistema controlable queda determinado por los estados

iniciales y finales del sistema como se mostr6 para el sistema candnico
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Apéndice A

Apéndice

TEOREMA A.1. (TEOREMA |3.1)) Sea L/K wuna extension diferenciable finitamente
generada, del siguiente enunciado: Si el grado de trascendencia de L/K es finito,

entonces L/ K es diferencialmente algebraica.

DEMOSTRACION. Consideremos que L/K como extensién de cuerpos (no dife-
rencial) es de trascendencia con grado finito, es decir que, existen finitos elemen-
tos de L que son K-trascendentes. Para un n € N, sea {[;}/_, € L el conjunto
de elementos trascendentes sobre K, esto es que para cada [; no existe polinomio
0 # pi(z) € K|[z] tal que p;(l;) = 0. Como D’(l;) € L para j € N, véase que es un
elemento K-algebraico. Luego, para j € N y para cada ¢ € I, existe g;(x) € K|z]
tal que g;(D(l;)) = 0. Por lo tanto, {l;, D(;),...,D%(l;)|i € I, a; =1,2,...} es
dependiente K-algebraico. Finalmente, L/K es una extensién diferencialmente

algebraica. O

TEOREMA A.2. (TEOREMA Una dindmica lineal I' es controlable, si y solo

si, I' es un K[D]|-mddulo izquierdo libre.

DEMOSTRACION. () Primero asumamos que I es libre. Si I' es no controlable,
entonces su parte no controlable tiene una representaciéon matricial como sistema de
control de la forma,

a= Ma.

Asi [a] es un K[D]-m6dulo izquierdo de torsion, pues a satisface una ecuacién diferen-
cial lineal homogénea. Ademas, [a] es de dimensién finita como K espacio vectorial
por teorema [3.1], entonces tiene una base finita b de I, pero b es de no torsiéon. Aun-
que, [b] serfa un médulo libre de dimensién infinita en [a] por teorema [3.1] lo cual
es una contradiccion, puesto que [a] es de dimensién finita. Por lo tanto, [a] debe
tener dimension 0, asi que ' es controlable.

(—) Ahora, asumamos que I' es controlable. Si I' no es libre, asi su submddulo
de torsiéon podria construirse como el algoritmo anterior hasta alcanzar una

representacion sistema de control de la forma,

s = Rs,
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el cual es una contradiccion, pues I' es controlable. O

TEOREMA A.3. (PROPOSICION Un sistema L/ K es flat, siy sdlo si, su defecto

€s Cero.

DEMOSTRACION. —) Suponga que L/K es flat y sea m el orden diferencial
de L/K, es decir que, es equivalente a S/K un sistema puramente trascendental
diferenciable. Sea a = (ay,...,a,) la base trascendental diferencial de S/K donde
S = K{a). Luego, S{a)/K (a) es una extension algebraica, asi que S/ K tiene defecto
cero. Ahora, para cualquier z = (z1,...,2,) que es un conjunto diferencialmente
K-algebraicamente independiente y algebraico sobre S, se tiene que L(z)/K(z) y
S(z)/K(z) son equivalentes , pues L/K y S/K lo son. Por lo tanto, L/K tiene
defecto cero.
<) Suponga que L/K tiene defecto cero y con orden diferencial m. Asi que, existe
z = (21,...,2m) el conjunto diferencialmente K-algebraicamente independiente y
algebraico sobre L tal que el grado de trascendencia de L{z)/K(z) es cero. Luego,
L{(z)/K(z) es algebraico. Es necesario mostrar que L/K es equivalente a un sis-
tema que sea puramente trascendental diferencial; un sistema candidato puede ser
K(z)/K. Tenemos que L/K es equivalente a K(z)/K, por lo tanto L/K es flat. [

TEOREMA A.4. (TEOREMA |3.4)) El defecto de un sistema lineal es igual a
la dimension de su submoddulo de torsion, es decir, a la dimension del espacio no
controlable de su representacion tipo sistema de control. Un sistema lineal es flat,

st y solo si, es controlable.

DEMOSTRACION. Considere el sistema lineal T' con su descomposicién lineal
(mencionado en , I' =T @& ®, donde T es su submddulo de torsién y & el
submédulo libre. Luego, sea u = (uq,...,u,) € ® la base, esta sera la salida flat
para su extension diferenciable asociada D/K. Hay dos casos para analizar la equi-

valencia, la cual depende de si T es trivial o no.

» Si 7= {0}, entonces I" es flat y por el Teorema es controlable.

= Si T el submédulo de torsién no es trivial, se considera su extensién dife-
renciable asociada 7/K la cual es diferencialmente algebraica, luego el grado
de trascendencia 7/K es finito, que coincide con la dimensién de T'. Por lo
tanto, considerar si el sistema I' es Flat depende de la dimensién de T' que

es su parte no controlable.
O
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