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RESUMEN

El problema de las agujas, originalmente planteado por
Buffon, constituye un interesante caso de estudio en
teoria de probabilidad, con el cual se ilustra una de las
primeras conexiones de ésta con el drea de las matema-
ticas y mas especificamente del calculo analitico. Una
vision histérica general permite apreciar, no sélo su de-
sarrollo tedrico, sino también alguna aplicacién parti-
cular en la determinacién de un valor aproximado del nu-
mero T, ademas de su contribucion pionera a los deno-
minados Métodos de Montecario.

ABSTRACT

The needle problem, originally posed by Buffon, cons-,

titutes an insteresting study case in theory of probabi-
lity, which shows one of the first connections of the
latter one with the field of mathematics, and more
specifically with the analytical calculus. A historical gene-
ral view lets to observe not only its theoretical develop-
ment, but some particular application too at finding an
approximate value of number 7 , besides its pioneer
contribution to so called Montecarlo Methods.

simple,
ser muy enganosos.

INTRODUCCION

La teoria de probabilidad ha sido considerada por mu-
chos como una de las dareas en las que las matematicas
del siglo XX han logrado sus desarrolios mas impor-
tantes. La base de esta afirmacion se encuentra tal vez
en el hecho de que es en el presente siglo cuando los
fisicos e ingenieros se han dado perfecta cuenta de
que la naturaleza y el mundo real sélo pueden ser
descritos exhaustivamente por las leyes que gobiernan
su aleatoriedad. En efecto muchos de los mds seguros
pronunciamientos de la ciencia moderna se encuentran
basados en aquellas limitaciones sugeridas por las
leyes de la probabmdad No poco de aquello que Ios fi-_

hace relatlvamente poco tiempo, se ha convertido en
un valor promedio de una estructura mucho menos
simple, y esos valk valores medios pueden en ocasnones

El origen de las leyes de la teoria de la probabilidad se
remonta a mucho tiempo atras, y si bien en la actualidad
éstas son cientificamente aceptadas, hasta hace solo
cincuenta afos eran invocadas casi que de manera

° apologética. La probabilidad empieza a involucrarse en

el terreno de las matematicas desde el siglo XVI, gracias
a la coincidencia de diversos factores de tipo social y
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economico que motivaron un incremento considerable
_de los s juegos de _oportunidad y actividades de apues-
tas, principalmente en el area del Mediterraneo. El
arranque definitivo en general se situa con el trabajo
conjunto de Blas Pascal y Pierre de Fermat a me-
diados del Siglo XVII, posteriormente al cual diversas
personalidades como los hermanos Bernoulli, De Moi-
vre, Euler, D'Alembert, Laplace, Condorcet, Gauss,
entre muchos otros, inscribieron su nombre en el desa-

rrollo de la moderna teoria de probabilidad (3) (14).

Contemporanea con algunos de los personajes mencio-
nados, estd la figura del francés George Luis Le-
clerc (1707-1788), posteriormente__conocido _como
Tonde de Buffon. Ignorado por muchos autores en
‘fextos de probabilidad, tal vez por su multidisciplinarie-
dad (es ampliamente reconocido por su brillante trabajo
de naturalista, ademas de otras no menos destacadas
incursiones en terrenos de la astronomia y la filosofia),
Buffon hizo algunas contribuciones en términos de
planteamiento y solucion de diversos juegos de azar,
uno de los cuales, el célebre problema de las aguijas, sir-
vi6 para ilustrar su teoria de la estricta relacién entre la
probabilidad y la geometria, y para que posteriormente
Laplace diera la primera luz sobre el actualmente lla-
mado Método de Montecarlo, de amplia utilizacién
en aplicaciones que van desde la economia hasta la
fisica nuclear. El propésito del presente articulo es mos-
trar aspectos relevantes de este problema, su enuncia-
do general, los planteamientos originales de su autor,
algunas extensiones basicas y los trabajos posteriores
que sobre él se desarrollaron.

EL PROBLEMA DE LAS AGUJAS .~

En el aho 1733 Buffon comunicé a la Academia de
Ciencias en Paris las soluciones de algunos problemas
relacionados con diversos juegos de azar. Estas fue-
ron posteriormente publicadas en 1777 en su "Essai
d"Arithmétique Morale”, en cuya seccion 23, "Memoire
sur le jeu de franc carreau”, se encuentra el famoso pro-
blema de la aguja.

Al inicio de la mencionada seccién, Buffon se refiere a
que hasta el momento en que él escribe su trabajo, la
aritmética ha sido el unico instrumento utilizado para la
estimacion de probabilidades, y se propone mostrar a
través de una serie de ejemplos como se hace también
necesaria la ayuda de la geometria en el estudio y
analisis de la ciencia del azar. En efecto, inicialmente él
supone una gran area plana dividida en figuras regula-
res iguales, tales como cuadrados, triangulos equilate-
ros o hexagonos; entonces se arroja una moneda re-
donda al azar y se requiere estimar la probabilidad de
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que ella caiga sin tocar ninguna de las lineas limite de la
figura, o caiga en una de ellas, o tocando dos de ellas y
asi sucesivamente. En seguida Buffon menciona que
sila moneda es reemplazada por una pieza no redonda,
la solucién requerira de mas geometria y es aqui donde
aparece el problema de las agujas (figura 1).
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Fig. 1 — Problema de las Agujas de Buffon

A continuacién se transcribe textualmente el plantea-
miento y solucién original del problema, tal como fue
consignado por Buffon. Si bien las dificultades para
una interpretacion sencilla del texto son evidentes,
debido probablemente al estilo de redaccion propio de
la época y a la confusa nomenclatura utilizada, la cita
resulta apropiada e interesante porque permite ilustrar
sobre la técnica particular de analisis del autor, diferente
de la actual. El texto, respetando en su totalidad las
abreviaturas y la simbologia original,es el siguiente (1):

"Supongo que en un cuarto, en el cual el
piso esta simplemente dividido por unas
lineas rectas paralelas, uno lanza al aire una
varilla y que uno de los jugadores apuesta
a que la varilla no cruzara ninguna de las
paralelas del piso y que el otro por el con-
trario apuesta que la varilla si cruzara alguna
de estas paralelas; se pregunta la suerte de
estos dos jugadores. Uno puede jugar este
juego sobre un tablero, con una aguja de
coser o un alfiler sin cabeza.

Para hallar la respuesta, yo trazo prime-
ramente entre las dos paralelas AB y CD del
piso (figura 2), otras dos lineas paralelas
ab y cd, separadas de las primeras en la
mitad de la longitud de la varilla EF 'y veo
evidentemente que en tanto el medio de la
varilla esté entre estas dos segundas para-
lelas, jamas ella podrd cruzar las primeras en
cualquier situacion EF, ef, en que ella pue-
da encontrarse. Y como todas aquellas que




pueden localizarse por encima de ab lo ha-
cen igualmente por debajo de cd, no es
necesario determinar entre una u otra; para
aquello noto que todas las situaciones de la
varilla pueden ser representadas por el
cuarto de la circunferencia.del circulo cuyo
diametro es la longitud de la varilla: llamando
pues 2a la distancia CA entre las lineas del
piso, C el cuarto de la circunferencia del
circulo para el cual la longitud de la varilla es
el diametro; llamando 2b longitud de Ia
varilla y f la longitud de las lineas, yo tendré
f(a-b)C para la expresion que representa la
probabilidad de no cruzar la linea del piso, o
lo que es la misma cosa, para la expresion
de todos los casos en los cuales el centro
de la varilla cae por debajo de la linea ab y
porencima de la linea cd.
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Fig. 2 4//

Esquema Original Planteado por Buffon

Pero cuando el centro de la varilla cae fuera
del espacio abdc, comprendido entre las
segundas paralelas, ella puede, segun su
situacion, cruzar o no cruzar la linea; de
suerte que el centro de la varilla estando,
por ejemplo, en E, el arco @G represen-
lara todas las situaciones en donde ella
cruzard la linea, y el arco GH todas aquellas
en donde no lo hard, y como asi mismo se
tendra para todos los puntos de la linea
Ep, yo llamo dx a las pequefas partes
de esta linea y Yy a los arcos del circulo
oG, tengo f(sydx) para la expresion de
todos los casos en los cuales la varilla cruzar-
a y f(bc-syadx) para aquellos casos en los
cuales no cruzard; yo anado esta ultima
expresion a aquella hallada aqui arriba

f(a-b)C, a fin de tener la totalidad de los
casos en los cuales la varilla no cruzara, y
desde entonces veo que la suerte del
primer jugador es a la del sequndo, como

ac-syadx: syax.

Si uno quiere ver que el juego sea parejo,
éste se tendra si:

sydx
- (1/2)C

aC=2sydx o

es decir con el drea de una parte del
cicloide cuyo circulo generador tenga por
diametro 2b, la longitud de la varilla; ahora
bien, uno sabe que esta drea del cicloide
es igual al cuadrado del radio, luego:

bb
a=
(12)C

es decir que la longitud de la varilla debe

ser un poco mds de tres cuartos de la

distancia entre las lineas del piso".

/
La conclusiéon de Buffon en términos actuales indica
que para que la probabilidad de que la varilla (o0 aguja)
se intersecte con una de las lineas sea exactamente de
1/2, 0 en otras palabras para que ambos apostadores
tengan igual oportunidad, el juego debe disefiarse de
tal manera que la distancia entre las lineas dibujadas
sea 4/t veces mayor que la longitud del elemento
de lanzamiento (obsérvese que C = mb/2). Dado que
T no presenta un valor exacto, por sus caracteristicas
particulares de numero irracional y trascendental, la
probabilidad de 1/2 no puede conseguirse de manera
absoluta.

Si bien el procedimiento de analisis de Buffon resulta
confuso, su solucidn, como se vera posteriormente, es
correcta y resulta en esencia la unica que este hombre
de ciencia francés pudo lograr. El intentd posterior-
mente continuar su analisis para una situacién que
segun sus propias palabras parecia mas dificil; adicioné
al plano previamente rayado otro juego de lineas para-
lelas equidistantes, perpendiculares a las primeras y
separadas por la misma distancia. Buffon intentd nueva-
mente determinar la probabilidad de interseccion de la
varilla 0 aguja con una o varias de las lineas, pero el
resultado que reporté es incorrecto. El mismo proble-
ma fue retomado treinta y cinco anos después por

_Laplace, quien no sélo lo resolvié de manera indepen-
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diente y diferente de como lo hizo Buffon, sino que

“enfocd su atencién a un caso particular de apIncacnon de

este desarrollo, la estnmacnon del valor aproxnmado del
nomero T, tal vez aquello que ha motivado principal-

“mente la. publicidad del presente caso de estudio y que

condujo a posteriores trabajos en el area. Los aspectos
mas destacados alrededor de este punto especifico
son presentados mas adelante en el presente articulo.

DEL PROBLEMA DE

BUFFON

La probabilidad de interseccién de la aguja con una de
las lineas paralelas puede ser determinada de manera
mas sencilla e inmediata que la sugerida por Buffon, al
considerar la herramienta del calculo analitico (6), (13),
(15).

Modificando por simplicidad la nomenclatura de Buffon,
se designan como Ly D la longitud de la aguja y la dis-
tancia entre paralelas respectivamente.

- Si se desea averiguar si la aguja toca una de las parale-

las, es preciso "localizarla” en el plano, en términos de
fijar en €l su posicion. Se designa entonces a 'Y como la
distancia entre el punto medio de la aguja y la paralela
mas préxima, y 6 como el angulo agudo formado entre
la aguja, o su prolongamon y dicha paralela. Estos nue-
vos parametros estan obviamente acotados, asi:
“‘N 0<Y< DR, 0<O<m.

Una vez determinados Y,0, la aguja queda perfecta-
mente posicionada en el plano (figura 3).

o
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Fig. 3- Localizacion de la Aguja en el Plano

El rectangulo, con los lados de longitud ® y D/2, re-
presenta el conjunto de las coordenadas de los puntos
correspondientes a todas las posiciones posibles de la
aguja. Asi mismo, es evidente que una condicién nece-
saria y suficiente para que se produzca la interseccion
entre la aguja y una paralela es que:

Y< —IZ'- .sen @ \@l/
v ,\(
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es decir, si el punto P(Y, 6) se sitia en la zona
sombreada de la figura 4.

v=f(e) =.2h Sen®

N

0/2

Fig. 4- Representacidn Grdfica de la Probabilidad

de Interseccion (L<D)

De esta manera, la probabilidad requerida esta dada por
el cociente del area sombreada al area del rectangulo,
asi:

sen 6 dO 2 L f

D \/

n

—~~
nv|o er—

/ N
Si se desea, como Buffon, averiguar las condiciones

para las cuales p = 1/2, se encuentra que L = ( /4 )D,

resultado idéntico al determinado por el naturalista

francés.

Si se observa con cuidado, puede apreciarse que el
analisis anterior resulta valido con una suposicion impli-
cita: la aguja no puede tocar o intersectar dos paralelas
simultaneamente. En otras palabras, el analisis es co-
rrecto para cuando L< D. Resulta entonces interesan-
te extender el problema para el caso enque L > D, es
decir cuando la longitud de la aguja es mayor que la
distancia de separacion entre las paralelas.
ol

Para el nuevo caso la situacion grafica se ilustra por me-
dio de la figura 5.

La probabilidad de interseccion de la aguja con la(s)
paralela(s) se calcula de nuevo como el cociente entre
el area sombreada y el &rea total del rectangulo, o sea:




] Y

L 9
LI |
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/

N
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o ¢
.2‘[ J; '5_ sen 6 d +_29‘(7‘? - ¢)]
/ (m )(-5)

]

En donde ¢ representa el valor del angulo 6 para el

/i /cual (6) = (L'2) sen © intersecta larecta Y = D/2, es
V' decir, D/2 = (L/2) sen 6, o o que es lo mismo:

¢ =arcsen (D/L) =sen’! (D/L) .

Resolviendo y haciendo uso de algunas identidades
trigonométricas se obtiene:

2
p= [ﬁ+1]- %[————‘Mz +sen'1%
D D
Y 4 ’
vy=f(e)= L Sene
4 LR = i /
\ |
\ i
/ 0/2]
) [}
o W /2 n e.
x 5 Fig. »
1)
‘Representacion Grdfica de la Probabilidad

de Interseccidn ( L>D)

Los resultados anteriores indican, por ejemplo, que si
sobre un plano sobre el cual se han dibujado lineas rec-
tas paralelas espaciadas 5 cm, se arroja una aguja de 3
cm, la probabilidad de que ésta toque alguna de dichas
lineas es 0.382; si se utiliza una aguja de 10 cm, la pro-
babilidad obviamente aumenta a un estimado de 0.837
(en ambos célculos se utiliza un valor para 7t de 3.14), y

o asi similarmente para otros valores.

A i
Los anteriores andlisis corresponden exclusivamente al
estudio de las situaciones mds elementales posibles de
considerar en el problema de las agujas. Una extension
apenas obvia del trabajo original de Buffon seria, por
ejemplo, la de introducir un segundo grupo de parale-
las, ortogonal (en angulo recto) al primero, y espaciadas
una distancia H entre ellas. (figura 6). El anadlisis pue-
de hacerse para el caso particularenque L<D; L<H.

!
~
I ©
0| P
| { Y
i ﬁ ¥
e -
X
e — — — — -
Fig. 6
Localizacion de la Aguja en un Plano

con Dos

Grupos de Paralelas

3

Para localizar la posicion precisa de la aguja en el plano
es ahora necesario determinar los valores de tres varia-
bles independientes: las coordenadas X, Y del punto
medio de la aguja, y de nuevo el angulo © formado
entre ésta y el eje x.

La probabilidad de que la aguja al caer toque una de las
lineas del "enrejado” asi formado es ahora compuesta.
Si se toman los limites de 6 como 0 y 7w/2, entonces el
dominio de todas las posibles posiciones de la aguja
estara representado por el paralelepipedo de volumen
ntDH/2. En este mismo orden de cosas, para que la
aguja pueda tocar o cruzar una linea, su centro debe
caer en alguna parte del area dada por:

DH-(H-LcosB)(D-LsenB) )

L (Hsen® - Dcos 0) - L2sen O cos O

La probabilidad esta dada entonces por:

T
J'z [L (Hsen® + Dcos@ )- = senecose] db

e 0
T DH
2
o sea: N
2 )
2L (D+H) - L
s T DH

Si H--> oo, el resultado se reduce al encontrado para
el problema original planteado por Buffon (p=2L/ntD);
y si D =H =1, la probabilidad toma su expresion mas
sencilla:
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Para propdsitos de comparacion simplemente con uno
de los sencillos ejemplos citados antes, la probabilidad
de que una aguja de 3 cm de longitud toque al caer una
de las lineas correspondientes a un "enrejado" de 5
cm x 5 cm es 0.650, obviamente mayor que el estimado
0.382 para un solo grupo de paralelas.

Asi como ésta, muchas otras y mas elaboradas extensio-
nes pueden plantearse alrededor del problema original,
las cuales van desde diversos patrones de figuras geo-
meétricas en el plano, en reemplazo del "enrejado" cua-
driculado, hasta la sustitucion de la aguja o varilla por
una figura plana en dos dimensiones.

Sus desarrollos son interesantes desde el punto de vis-
ta del analisis probabilistico y el trabajo matematico, pe-
ro van mas alla de los propdsitos planteados para este
articulo.

L
UNA APLICACION PARTICULAR:
LA ESTIMACION DEL VALORDE T

El problema de las agujas tuvo sin embargo su mayor
difusién, cuando Pierre Simoén de Laplace lo inclu-
yo en su influyente e imponente obra "Theorie analy-
tique des probabilities” (paginas 359-362), publicada
en 1812. Laplace, considerado unanimemente como
el principal gestor de la moderna teoria de probabilidad,
a la que denomind "Sentido comun reducido al calcu-
lo", trabajoé en el problema, aunque sin hacer ningun
tipo de referencia a Buffon (14). Ademas de obtener,

como ya se menciond, resultados correctos en el desa-
rrollo matematico del problema, Laplace dirigié su aten-
cion a un corolario de éste en el sentido de que una

* frecuencia estimada de la probabilidad, obtenida a partir

de lanzamientos sucesivos de una aguja sobre un
plano con lineas paralelas podia ser utilizada para
obtener una aproximacion del numero .

En efecto si se realiza el experimento de manera ma-
nual durante un gran nimero de oportunidades, la ley
de los grandes numeros (0 sea cuando el numero de
eventos de un mismo experimento se hace muy eleva-
do) permite validar el hecho de que la frecuencia rela-
tiva de intersecciones de la aguja con una de las lineas,

o probabilidad empirica 3 se aproxima a la calculada por
métodos analiticos. Es decir, que para

—

N
N —eo entonces p— p

y por tanto:

-2 K
nD

5o L =
p= — =

Esta aplicacion particular del problema ha servido para
que diversos autores, desde mediados del siglo XIX, se
hayan dado a la curiosa tarea de planear experimentos
tendientes a estimar un valor aproximado de m. La
tabla No. 1 lista cronolégicamente los diferentes
intentos al respecto, reportados en la literatura (8), los
cuales -no sobra mencionar- fueron "realizados" como
fruto de una tediosa y muy paciente labor manual. La
ultima columna muestra el error incorporado en cada
una de estas estimaciones, dado por

A P
IN"TCL T

— L ‘.
donde T representa el valor re,a\xl de la constante
circular (3.1415926535. . . ) y T Ila apro&imacién

empirica lograda con el experimento. !
/

/

AUTOR ANO PARAMETROS RESULTAD y
BBl os CONCLUSIONES
RELACION L/D N I i AE
Wolf (1850) 0.8 5000/ | 2532 3.1596 / 1.80x1072
Smith (1855) 0.6 3204 12185 3.1553 1.37x1?r2
De Morgan | (1860) 1.0 600 3825 | 3.137 4.59x103
Fox [ (1864) 0.75 1030 489 3.1595 7 | 1.79x102
fLazzarini | (1901) 0.8333... 3408 | 1808 31415929 2.47x107
Reina (1925) 0.5419 2520 859 3.1795 3.79x102

Vv,
\é.

e
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TABLA 1. PRUEBAS REALIZADAS PARA ESTIMAR EL VALOR DE 77t
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No deben mirarse éstas como soélo buenas aproxima-
ciones. . . son magnificas aproximaciones, hecho que
ha permitido formular a algunos especialistas diversas
especulaciones sobre la real validez de las correspon-
dientes pruebas experimentales.

Sobre algunos de los valores reportados existe poca
informacién disponible en la literatura, tal como ocurre
con la prueba de Richard Wolf, de quien sdlo se sa-
be fue un historiador suizo de astronomia que dedico
mucho de su tiempo libre a algunas practicas de juegos
de azar, aunque parece nunca tuvo perfecta claridad
del servicio que ello podria prestar. Algo mas se cono-
e sobre el ensayo del sefior Ambrose Smith, quien
segun la referencia histérica correspondiente obtuvo
1213 intersecciones claras de un total de 3204 lanza-
mientos realizados, y 11 contactos sobre los cuales le
fue dificil decidir (4). Dividido entonces estos contac-
tos por igual, sumando por tanto 1218.5 aciertos (lo
que permite asi justificar la aparentemente inexplicable
cifra fraccionaria). Resulta interesante apreciar que si
todos los once contactos se hubieran considerado
como intersecciones, el nuevo resultado habria condu-
cido a obtener un valor de T = 3.14117. . ., mucho mas
preciso (exacto en las tresprimeras cifras decimales)
que el reportado por el autor. Por su parte, el trabajo de
Augusto de Morgan fue realizado por un pupilo
suyo, muy probablemente influenciado por el ya citado
de Smith, que incluyd en su obra coleccion de articulos
curiosos titulada “Budget of Paradoxes " (4). Del
capitan Fox se menciona que realizé la practica
experimental correspondiente a manera de diversion,
mientras se recuperaba de heridas producidas durante
la Guerra Civil Americana. Sobre Reina no se dispone
de ninguna informacion adicional. El trabajo de Lazza-
rini se analiza separadamente.

Un vistazo general de las cifras reportadas para los dis-
tintos experimentos permite identificar un aspecto casi
general. El hecho de que la mayoria de valores de N no
correspondan a numeros redondos sugiere que los
diferentes trabajos se desarrollaron bajo un criterio de_
detencion opcional; ésto quiere decir que el valor de T,

parece haber sido sucesivamente recalculado después

de cada lanzamiento y se reportaron aquellos valores

que permitian el valor mas aceptable para esta constan-
fe. Con excepcidn de las pruebas de Wolf y tal vez de
De Morgan, esta situacion se verifica en los demas
casos.

ey

X EL TRABAJO DE LAZZARINI

Indiscutiblemente polémico por su asombroso grado
de exactitud, el trabajo del matematico italiano Mario
Lazzarini requiere de una presentacion un poco mas
detallada. Para iniciar, debe decirse que su labor experi-
mental se desarrolld de manera mecanizada, ya que pa-
ra efectos de lievar a cabo su prueba disefd un aparato
capaz de dejar caer con suficiente rapidez la aguja,
registrar automaticamente tanto el numero total de lan-
zamientos como el de intersecciones con una de las

—lineas dibujadas, y elevar inmediatamente la aguja para

colocarla en posicion para la prueba siguiente. Sila ma-
quina fue realmente construida o no es algo muy dificil
de verificar; el hecho es que el matematico italiano la
describe de cierta manera detallada en su articulo
original (11).

Se trata de un cilindro de lamina de hierro de 16 cm de
didmetro en la base y 17 cm de altura, abierto por un
extremo y fijo por el otro a un eje que se mueve en rota-
cion en forma similar al trabajo de un reloj. En el interior
del cilindro se encuentran una serie de aspas que colo-
can la aguja en posicién de ser dejada caer a través de
una rejilla estacionaria de finos alambres paralelos, que
a su vez podian tomar distintos dngulos con respecto a
la pared del cilindro. Un mecanismo no muy claramente
descrito permite que una interseccion sea indicada por
un marcador sobre un grafico en movimiento. La aguja
es entonces transportada circularmente hacia arriba y el
proceso se repite una vez mas. Un contador, unido al
movimiento de relojeria, indica el numero de giros del
cilindro, que corresponde a un nimero fijo de caidas
de la aguja. El aparato en cuestion, segun Lazzarini, se
disend para un total de 24 caidas de la aguja por minuto

(11).

Lazzarini realizd varios experimentos, tal como se indica
en la Tabla No.2, teniendo como parametros L=2.5
cmy D=3 cm para la longitud de la aguja y la distancia

/

4

| %
N 100 20 | 1000 | 2000 | 3000 3408 | 4000
I 53 107 524 1060 | 1591 1808 2122
% | 3144 | 3115 | 3.108 | 3.1446| 3.142 | 3.1415929 |) 3.1416

TABLA 2. RESULTADOS DE LAS PRUEBAS REALIZADAS POR LAZZARINI
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entre paralelas respectivamente (11). / Siendo todas S . _l_ < 1 3€ _ S¢€
muy buenas aproximaciones, la que mas lmpacta es la 37 N ( 3T ) 2 s 32
correspondiente a los valores N=3468, 1=1808) La 5
pregunta que puede surgir de manera inmediata es: 6
¢Por qué 3408 lanzamientos; por qué no 3400 ¢ 5NE

5N
3500? —- 1 32

3n

Una posible razén esté en el criterio de la detencién op- -
cional antes mencionada. Sin embargo, la sensacufm\

de escepticismo sobre la realidad de estos valores em- s

pieza a crecer si se observa lo que sucede cuando se
incrementa o se disminuye en 1 el nimero de inter-

seccionesr/\ Si 1=1807, ?t = 3.1433. . ., mientras que si
[ =1809, m=3.1398... . Sin lugar a dudas, el resul-
tado de Lazzarini fue bastante "afortunado".

Pero ademas de no corresponder el nimero de lanza-
mientos a una cifra redonda, una pregunta ain mas
importante puede formularse en términos de si un valor
de N=3408 resulta aproximado, o al menos del mismo
orden de magnitud, a aquel que con base en una deter-
minacién absolutamente tedrica podria conducir a un
resultado de esta precision. Un andlisis estadistico sim-
ple, valido para una serie de ensayos repetitivos, permi-
te encontrar ese valor teérico paraN (2).

Supdngase que se desea determinar el nimero de lan-
zamientos tedricos N necesarios para tener el 95% de
seguridad de que el valor obtenido para T es correcto

en seis cifras decimales, es decir que:

|T—T| <05 x 105 |
|
El valorde m =2LN /DI, de acuerdo con los valores de
L y D utilizados por Lazzarini, esta dado por 5N/3I. El
planteamiento en términos probabilisticos indica enton-
ces que:
5N

p(ln' I

Arreglando un poco la expresion se tiene que:

| < 0.5x10'6) > 0.95

SN

T - < &

= -5

siy solo si
3T N| . 38
5 I 5

Y si se utilizan diferenciales sobre f(x)=1/x,
siy sélo si:
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°

[ Puesto qu(Desté distribuido binomialmente entre los
pardmetros N y p=5/3T; se sabe que el reporte de

Lcasos favorable esta dado por Np y su correspondiente
varianza por Np(1-p). Utilizando aproximacién normal,
paratener:

p(ﬂ- <_5L(05x106))
3n 3n2 |
V5
Se necesita que: 807~
d \\\ oF 7
\ -
2R (05x10°8)
L = 0.95
Np(1-p)

De donde se halla N=31.5 x 1012

@ —

Al comparar esta cifra con el valor real (?) de lanzamien-
tos hechos por Lazzarini, es obvio que sobra cualquier
tipo_de comentario. Sin embargo, no debe olvidarse
que esta cifra fue hallada por un método netamente
estadistico, y no permite entonces descartar absoluta-
mente el resultado experimental.

(31.5 trillones de

\  lanzamientos!!!).

De otro lado, la precision del resultado de Lazzarini esta
también relacionada con la exactitud de la medicion de
Ly D. Esun hecho reconocido (10) que aun los mas
precisos micrometros de comienzos del presente siglo
presentaban margenes de error de + 0.0005 cm. Si
estos margenes son incorporados en el estudio, el
verdadero valor de T que corresponderia al trabajo de
Lazzarini estaria dado por :

3.1408 <7< 3.1424

De esta manera, la precision se limitaria realmente a
solo dos cifras decimales correctas en lugar de seis.

Al lado de estas divagaciones sobre la certidumbre del
trabajo de Lazzarini, existe una especulacién de carac-
ter mas bien histérico que resulta interesatne mencio-
nar. Elvalor de Lazzarini puede presentarse como:




2(2.5) 3408 _ 355
3 1808 113

=

Donde la fraccién 355/113 es conocida como un valor
empirico aproximado para w, descubierto por el mate-
matico chino Tsu-Chung Chih en el siglo V y consi-
derado como la magnitud mas precisa de esta cons-
tante entre todas aquellas utilizadas hasta el siglo XVl
(5). No tiene nada de raro y si mucho de légico que
Lazzarini conociera esta aproximacion; ;habra enton-
ces acomodado su trabajo para obtener este mismo
resultado?. Es posible, su razonamiento pudo haber
sido tan sencillo como el de encontrar un multiplicador
apropiado; es decir, si:

2LN 355
X
DI 113

355k
113k

5x71k
113k

Escogiendo convenientemente L=25 y D=3, ello
resulta en:

213k
113k

ak
T -

y con k=16 se encuentran precisos los valores
N=3408, 1=1808 reportados por Lazzarini. Si se trata o

~ no de una simple coincidencia, éste es un aspecto cu-

ya discusion no puede trascender mas alla del terreno
meramente especulativo.

—_—e

A estas alturas del andlisis y luego de haber revisado
algunos elementos aparentemente aislados que pare-
cen atentar contra la confiabilidad de los valores reporta-
dos por Lazzarini, lo Gnico que resta es tratar de evaluar
tedricamente la posibilidad de obtener dichos resulta-
dos. Para ello, puede hacerse uso del llamado teorema
de De Moivre, descubierto por éste en 1730 y poste-
riormente generalizado por Laplace (7). En él se plan-
tea que si la probabilidad de ocurrencia de algun even-
to A en n ensayos independientes es constante e
igual a p (O<p<1), entonces la propabilidad pn(i) de que
ese evento ocurra exactamente i veces en estos
ensayos satisface la relacion:

V' 21 np(1-p)
Endonde:
X - i-np

V' np(i-p)

Si se tiene en cuenta que el término exponencial es
siempre inferior a 1, la expresién puede simplificarse
por la aproximacion valida para cualquier valor de i,

.

vV 2mnp(1-p)

Al evaluarla para los valores utilizados por Lazzarini se
sabe que:

Pni) <

2L 2(2.5) )
p= = = y se obtiene:
nD 3n
Pn () £0.0137

magnitud sin lugar a dudas demasiado baja, pero que
no excluye completamente la posibilidad de dar los re-
sultados por el matematico italiano.

T

EL PROBLEMA DE LAS AGUJAS Y €EL
METODO DE MONTECARLO

El problema de las agujas de Buffon no sdlo dié lugar a
la aparicion de infatigables experimentadores como los
mencionados en la seccién anterior. Mucho méas impor-
tantes que eso ha sido la incidencia directa o indirecta
que tuvo en el surgimiento de una técnica probabilis-
tica de amplia y cada vez mayor aplicacién en la solucién
de diversos tipos de problemas: los métodos de
Montecarlo.

Si se hace caso omiso de las limitaciones fisicas inhe-
rentes, el procedimiento experimental sugerido con los
lanzamientos sucesivos de una aguja sobre un plano
es equivalente en esencia a la generacion aleatoria de
los valores puntuales de las dos variables independien-
tes que definen su localizaciéon sobre éste. Los Méto-
dos de Montecarlo comprenden esa rama de las
matematicas experimentales cuya caracteristica esen-
cial de trabajo radica en que en algun punto del desa-
rrollo correspondiente se sustituyen algunos valores
reales por otros de una variable aleatoria, teniendo las
propiedades estadisticas de esta ultima.

Si bien el nombre y desarrollo sistematico de los méto-
dos de Montecarlo datan desde 1944, los experimen-
tos realizados sobre el problema de las agujas en la
segunda mitad del siglo diecinueve constituyen tal vez
la primera huella de sugerencias de esta técnica (9).
Con el procedimiento matematico conocido, y a manera
de un simil con el lanzamiento de las agujas, los cientifi-
cos John Von Neumann y Stanisiao Ulam dieron
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la primera aplicacion oficial de los métodos de genera-
cion aleatoria de valores al utilizarlos para el disefio de
reactores atémicos durante la segunda guerra mundial.
Su trabajo consistié en la simulacién directa de los pro-
blemas probabilisticos relacionados con la trayectoria y
por tanto con la difusion de un neutrén producido por la
fision de un nucleo atémico en un medio dado. La
metodologia se justificaba en vista de la incapacidad de
los métodos tedricos para predecir las diferentes colisio-
nes, cambios de direccién, pérdidas de energia, posibi-
lidades de absorcién, etc., de cada uno de los neutro-
nes, ademas de las obvias dificultades de un error y
ensayo experimental en términos de consumo de
tiempo, costo y peligrosidad. El éxito obtenido en el
analisis de este problema dié lugar a la aparicion de nue-
vas posibles aplicaciones:el esquema del problema de
los lanzamientos sucesivos de una aguja tomd la forma
de uno de absorcidon de rayos gamma, planeacién de
sistemas telefonicos, estudios de trafico vehicular y mu-
chos mas.

En general los métodos de Montecarlo son aplicables a
la solucién de aquellos problemas dependientes de la
probabilidad, en donde la experimentacion fisica es
impracticable y la deduccidnde una férmula exacta impo-
sible. Actualmente son utilizados en una gran variedad
de areas, principalmente en investigaciéon de operacio-
nes, problemas de produccidn, teoria de colas, control
de inventarios y similares.

El presente articulo incluye un programa de compu-
tador que simula directamente, por un método de
Montecarlo, el problema de Buffon. Se tomé como ba-
se un programa preliminar elaborado para este mismo
propésito (12), al cual se le han hecho las modifica-
ciones necesarias. Utilizando BASIC como lenguaje, el
programa ha sido disefiado con la mayor flexibilidad
posible de tal manera que permite interactuar con el
microcomputador para variar las condiciones de la simu-
lacién. El listado puede dividirse en tres secciones
principales: La primera, de entrada de los datos nece-
sarios, es decir N, H, D y E, siendo esta ultima la medida
del margen de error aceptado en la estimacién del valor
de pi - VAPI -; la segunda, para la obtencién propia-
mente dicha del valor de pi para unas condiciones da-
das, generando aleatoriamente los parametros de locali-
zaciéon geométrica de la aguja, Y (distancia) y A (an-
gulo), y utilizando el criterio matematico-analitico para
evaluar la posibilidad de interseccidon de ésta con una
de las lineas sobre el plano; y la tercera para la impre-
sién de los resultados obtenidos, 1y VAPI. El aparente-
mente elevado nimero de instrucciones en esta ultima
seccion (incluyendo una variable de alternativa posi-
cional en la impresién como P, sin significado fisico) ha
sido necesario para permitir una conveniente presen-
tacion de los resultados de la simulacién. De esta
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manera puede apreciarse que es posible en ocasiones
encontrar una mejor aproximacién de pi con un menor
numero de lanzamientos, si bien se acepta que en la
medida en que éste tienda a infinito el valor de T se
hace practicamente el real. Esto tiene su explicacion
en términos de que el proceso de aproximacion itera-
tivo no es inflexiblemente continuo sino asintéticamen-
te fluctuante. El programa permite asi mismo la posibi-
lidad de evaluar el promedio aritmético de los distintos
valores aproximados de pi a partir de las diferentes prue-
bas realizadas, valor que estadisticamente podria tener
algun significado si la planeacion de cada uno de los
ensayos y el nimero de éstos fueran los apropiados.

CONCLUSIONES

El problema de las agujas planteado por Buffon consti-
tuye, sin lugar a dudas, uno de los mas importantes en-
tre aquellos que se trabajaron en los inicios del estudio
de la teoria de probabilidad. La importancia, sin embar-
go, se da fundamentalmente desde el punto de vista
tedrico, en un grado mucho mayor de lo que constituye
el reporte de sus correspondientes resultados numé-
ricos. El ejemplo de conexién mostrado por Butffon
entre la probabilidad y la geometria, y por ende el cal-
culo analitico, constituyd, al lado de otros planteamien-
tos, una de las semillas que dieron lugar a un gran
numero de desarrollos tedricos de orden matematico
en el drea de la probabilidad. De otro lado, el caracter
aleatorio resultante de su trabajo experimental se plan-
ted, sin Buffon proponérselo y como ya se menciono,
como una versién pionera de los denominados méto-
dos de Montecarlo, los mismos que han permitido el es-
tudio de numerosos casos y aplicaciones en areas tan
diversas como lafisica nuclear, la ingenieria de transpor-
te, la produccién y el mercadeo, entre muchas otras.
Su importancia por las repercusiones de orden teorico,
tanto directas como indirectas, es entonces inobjetable

En lo que se refiere al aspecto llamese practico, relativo
a los resultados "obtenidos" para su prueba experimen-
tal, la situacion es diferente. Sibien se reconoce la posi-
bilidad de obtener dichos resultados, su “"asombroso”
grado de precisién, en particular el correspondiente al
trabajo de Lazzarini, conlleva casi que necesariamente
a cuestionar su legitimidad. No obstante, dado que los
andlisis estadisticos dejan la puerta abierta a la obten-
cion de ese tipo de cifras, es poco lo que puede de-
cirse en concreto al respecto.

En este mismo punto, el autor del presente articulo no
ha querido desaprovechar la oportunidad , y no resistio
la tentacidén de colocar su nombre en la lista de aquellos
“"estimadores manuales” de 7. Para ello se recolectaron
agujas de diferente longitud y se dispuso de varios
planos los cuales sélo diferian entre si en la distancia




PROGRAMA DE COMPUTADOR

10  REM simulacién por computador del problema de Buffon

35 CLS
20 NE=1
25 SUMPI=0

30 LPRINT"ENSAYO DLEN 1| PI"
35 LPRINT:LPRINT

40 INPUT "Numero de lanzamientos" ; N
45  INPUT "Distancia entre las paralelas”; D
50 INPUT "Longitud de la aguja"; L

55  INPUT "Error aceptado”; E

60 LPRINT" " NE

65 RANDOMIZE TIMER

70, 1=0

g5 P=0

80 FORK=1TON

85 REM Se generan los valores aleatorios para localizar la aguja
90 Y=RND:A=RND

95 REM Se normalizan los valores

100 Y=Y+D/2:A=3.1415926#-A

105 |IFY<=0.5+L+SIN(A) THENI = I+1

110 IF I=0THEN 145

115 VAPI = (2:L+N)/(D+l)

120 IF ABS(VAPI-3.1415926#) >E GO TO 145
125 IFK=NGOTO 150

130 IFP=0THENP=1;GOTO 140

135 LPRINT" .

140 LPRINT" “D;" | B “E" K" sl il " VAPI
145 NEXT K

150 |IFP=0THEN 160

155 LPRINT"

160 LPRINT " "D;" o] B ! K" Ho o " VAPI

165 SUMPI = SUMPI + VAPI

170 PROPI=SUMPI/NE

175 INPUT "Desea realizar otra prueba (SI/NO) "; A$

180 IFA$="NO" THEN 215

185 LPRINT

190 NE=NE+1

195 INPUT "Desea cambiar algun(os) valor(es) de parametro(s) (SI/NO)"; B$
200 IFB$="NO"THEN

205 REM Se dan nuevos valores

210 GOTO40

215 LPRINT:LPRINT:LPRINT

220 LPRINT" EL VALOR PROMEDIODE PIES " PROPI
225 END
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ENSAYO D L E N I PI
1 1.8 1.5 0.0005 10000 5284 3.154177
2 1.8 1.5 0.0005 10000 5286 3.152983
3 1.8 1.5 0.0009 14941 7956 3.142283
1.8 1.5 0.0009 14942 7956 3.142283
1.8 1.5 0.0009 14943 7956 3.142283
1.8 15 0.0009 14944 7956 3.142283
1.8 1.5 0.0009 14945 7957 3.141888
1.8 1.9 0.0009 14946 7958 3.141493
1.8 1.5 0.0009 14947 7958 3.141493
1.8 1.5 0.0009 14948 7958 3.1414893
1.8 1.5 0.0009 14949 7959 3.141098
1.8 1.5 0.0009 14950 7960 3.140704
1.8 1.5 0.0009 15000 7988 3.129695
4 1.5 1.3 0.0005 14869 8275 3.141994
1.5 1.3 0.0005 14870 8275 3.141994
15 1.3 0.0005 14871 8276 3.141614
1.5 1.3 0.0005 14872 8276 3.141614
15 1.3 0.0005 14873 8277 3.141235
1.5 1.3 0.0005 15000 8344 3.116012
5 1.5 1.3 0.0005 14959 8275 3.141994
1.5 1.3 0.0005 14960 8276 3.141614
15 1.3 0.0005 14961 8276 3.141614
1.5 1.3 0.0005 14962 8277 3.141235
1.5 1.3 0.0005 15000 8297 3.133663
6 1.8 1.5 0.0003 25000 13186 3.159917
EL VALOR PROMEDIODE Pl ES 3.141075
ENSAYO D L E N I PI
1 1.8 15 0.0005 21000 11114 3.149181
2 1.8 1.5 0.0005 20906 11140 3.141831
1.8 1.5 0.0005 20907 11141 3.141549
1.8 1.5 0.0005 20908 11142 3.141267
1.8 1.5 0.0005 20909 11142 3.146955
1.8 1.5 0.0005 21000 11193 3.146955
3 75 55 0.0005 21000 9659 3.188736
4 4.7 43 0.0007 23000 13230 3.181036
5 75 55 0.0005 25000 11648 3.147894
6. 7:5 4.5 0.0009 25000 9495 3.159558
7. 9:9 85 0.0009 25000 15215 3.153454

EL VALOR PROMEDIODE PIES: 3.158116
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entre las respectivas paralelas; ello con el propdsito prin-
cipal de evitar "apreciaciones tendenciosas” sobre los
resultados que pudiersen “obtenerse”. Aunque se hu-
biese deseado utilizar un medio de mediciéon de mayor
grado de precisidn, sélo se dispuso de una regla que
permiti6 estimar las correspondientes longitudes con
una cifra decimal, en centimetros. En vista del cansan-
cio en el brazo que seguramente deberia producir una
serie de pruebas como las propuestas, y para permitir la
realizacion de varios ensayos, se adopté con anticipa-
cion la politica de hacer un numero minimo de lanza-
mientos para cada experimento.

La primera prueba se realiz¢ para L=5.5cmy D=7.0
cm. Al primer lanzamiento no hubo interseccion, al
segundo la aguja si tocé una de las lineas. Se deci-
dié terminar alli la parte practica. El calculo numérico
simple correspondiente habia permitido hallar T =
3.14285 (exacto en dos cifras decimales). Entusias-
mado con esta aproximacion, se decidié llevar a
cabo otros experimentos.

La segunda prueba utilizé nuevos parametros,
L=3.3cmy D = 3.5cm. En esta ocasién se hicieron
cinco lanzamientos y se dieron tres intersecciones.
La aproximacion obtenida, “curiosamente”, fue de
nuevo T = 3.14285.

En un intento por “encontrar" un valor mas preciso,
en vista de esta racha de suerte, se decidié hacer
una prueba mas. Los nuevos valores fueron L = 7.1
cny D = 11.3 cm. Se hicieron de nuevo cinco
lanzamientos, produciéndose dos intersecciones.

El “resultado obtenido” fue fantastico:

T = 3.1415929... , es decir, practicamente la misma
"aproximacién” de Lazzarini (seis cifras decimales
exactas!).

¢ Estos resultados no seran suficientes para ingresar en
la lista de los asombrosos calculistas de T ? &
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