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Resumen

En este trabajo de investigacién se desarrollan unas herramientas para el
estudio de puntos criticos de las soluciones de la ecuacion de Poisson en el
plano. De manera méas precisa se emplean técnicas de la variable comple-
ja para el estudio de la funcion determinante de la matriz Hessiana de las
soluciones de la ecuacion de Poisson.



Introduccion

Una cuestién importante en matematica aplicada es el de determinar el
conjunto de puntos criticos de una funcion de valor real dada. Esto puede ser
una tarea dificil si no conocemos explicitamente la funcién dada. Considere-
mos por ejemplo la soluciém del problema eliptico dado por la ecuacién de
Poisson con condicién de borde nula:

Au = 1 en (),
u = 0 en 0f), (1)

donde €2 es un dominio plano con frontera OS2 suave. A la fecha, y pese a més
de 200 anos de investigacion, no existe una completa descripciéon del conjunto
de puntos criticos K de u:

K={xe€Q:Vu(z)=0}.

El conjunto K es pertinente para aplicaciones, ya que la ecuacion (1) modela
una variedad de fenémenos fisicos. Por ejemplo, es de interés practico conocer
el nimero de protuberancias exhibida por una membrana deflectada por su
propio peso.

El conjunto K ha merecido la atencion de varios investigadores. Hacemos
un listado de las principales contribuciones e invitamos al lector a consultar
el reciente trabajo de Arango y Gomez |2, y las referencias alli citadas, para
més detalles sobre los resultados conocidos del conjunto K.

» Cuando 2 es un dominio convexo, Makar-Limanov ([6]) aborda el pro-
blema (1) y prueba que z = y/—u es concava, y como consecuencia u
tiene exactamente un punto critico.

» En 1998 Cabré y Chanillo ([3]) generalizan el resultado de Makar—
Limanov a problemas semi-lineales elipticos. En particular, probaron
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que que las soluciones semi-estables u de (1) tienen puntos criticos
no-degenerados en dominios planares convexos {2 cuyo borde tiene cur-
vatura positiva. Este resultado implica que cerca de puntos criticos, las
curvas de nivel de u son estrictamente convexas.

= Bajo hipoétesis similares a las de Cabré y Chanillo sobre el dominio 2,
Arango ([1]) prueba unicidad y no-degeneramiento de puntos criticos
de generalizaciones de (1).

En esencia, el conjunto critico K es la union finita de puntos criticos
aislados y curvas criticas de Jordan (ver [2]). Sabemos que las curvas criticas
de Jordan se dan s6lo en dominios no conexos. Mientras que en conjuntos
planares conexos K es finito. El problema es que se sabe muy poco sobre la
naturaleza de los puntos criticos aislados. En el caso de dominios convexos,
se sabe que el tinico punto critico es no degenerado. Pero no se sabe si en
un conjunto conexo (no necesariamente convexo), los puntos criticos aislados
son o no degenerados.

El principal objetivo de este trabajo es estudiar las curvas nodales de la
funcion determinante de la matriz Hessiana de la solucion w de (1):

d(x) := det H,(x), x €,

en donde H,(x) es la matriz Hessiana de la solucion u. Mostraremos que las
curvas nodales de d son curvas nodales de funciones armonicas. La esperanza
es que un mejor conocimiento de las curvas nodales de d nos permita conocer
si un punto critico es no degenerado. Es importante destacar que hay muy
pocas referencias sobre la funcién d.
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Capitulo 1

Un modelo fisico

Este trabajo se enmarca en la ecuacién de Poisson. Se conocen muchos
modelos fisicos que conducen a esta ecuacion. A continuacion presentaremos
uno, donde se llega a la ecuaciéon de Poisson minimizando un funcional de
energia total. Los detalles se pueden consultar en [5] pag. 128-131.

Para simplificar vamos a suponer que el estado inicial de la membrana es
un dominio plano €2 con borde 0f) suave, que su deformacion esté caracteri-
zada Gnicamente por una deflexion normal al plano de €2 y que la deflexién
en el borde es nula. Lo que causa la deformacion es una fuerza externa que
se modelara mediante una funcién f definida en 2.

Diremos que w es una deformacion admaisible si w es lo suficientemente
suave y si satisface la condicion de borde

w=0 en Of.

Por un lado, el area de la membrana no deformada es

/ dxdy.
Q

De otro lado, el 4drea de la membrana para una deformacion admisible w es

L,/l—kw%—kw%dzdy.

La energia potencial elastica de la deformacion admisible w viene dada por

Es(w):a/ (./1+w§+w5—1> dxdy
Q

1



donde a es una constante que depende del material de la membrana. El
trabajo que ejerce la fuerza externa en una deformacion admisible w estéi

dado por
/ fwdxdy.
Q

Ahora bien, entre todas las deformaciones admisibles, la que en efecto tiene
lugar es la que minimiza (ver [5]) el funcional de energia total

Er(w) :a/ (,/1+w§—|—w§— 1) dxdy—/fwdxdy. (1.1)
Q Q

Minimizar el funcional Er no es tarea facil. Dependiendo de la magnitud
de la fuerza externa o de la geometria de €2 podria no haber un minimizador
U.

Es conveniente simplificar el modelo y considerar inicamente deformacio-
nes admisibles que causen incrementos pequenos en el drea de la membrana
deformada teniendo como referencia el area de la membrana no deforma-
da fQ dxdy. Esto nos lleva a considerar deformaciones que admisibles que
satisfagan

w2 + w§ << 1.

La primera integral de la expresion de Er dada en (1.1) tiene la forma

wg23+w2

V1+2z—1, donde z = w} 4+ w;. Como ||z|| << 1, haciendo 5 = =5~ para
obtener una aproximacion al funcional de energia Ep
E(w) = g/ (w2 +w?) — / fwdzdy. (1.2)
Q Q

El proposito es mostrar que si u es una deformacién admisible que mi-
nimiza E entonces u satisface la ecuacion de Poisson. Para ello supongamos
que el funcional E alcanza un minimo en una deformacién admisible u. Es
facil ver que para cualquier deformacion admisible v la expresion

e—>FEu+ev), —-1l<e<l,

define una curva de deformaciones admisibles. Como v minimiza F se tiene

d
%E(u +ev) | _,=0 (1.3)



para toda deformacion admisible v. Algunos calculos elementales muestran

que
d

CButer) |y =a |

(Uug Vg + uy vy)dady — / fudzdy.
Q Q

Por integracion por partes tenemos que

a/(um Uy + Uy vy )dady — / fudrdy = — /(aAu + f)udzdy.
Q Q Q

Por (1.3) tenemos entonces que

/ (aAu+ f)vdedy =0
Q

para toda deformaciéon admisible v. Como el conjunto de las deformaciones
admisibles es denso en L?({2) tenemos finalmente que

alAu+ f=0,

la cual es nuestra ecuacién de Poisson.



Capitulo 2

Preliminares matematicos

Para empezar calcularemos la solucion de (1) en elipses, tridngulos equi-
lateros y anillos. En estas regiones el problema (1) se puede resolver explici-
tamente.

En la elipse

5= (e e (2)'+ (3)' 1)

la solucion ug de (1) es bien conocida. La resefiamos para futuras referencias:

1
UE(ZL'l, l’z) = m (CL2 l’% + b2 Ig - CL2 b2) . (21)

Menos conocida que la solucion en elipses es la solucion up de (1) en un
tridngulo equilatero T, digamos que de lado 2a:

2
T:{(x1,$2)6R2:$2+i>0’ \/§|x1‘<$2__a}.

V3 V3

Se puede verificar por calculo directo que la soluciéon esta dada por

wr(e1, ) = —nga (xg + %) ((m - %)2 - 3932{) . (2.2)

Tanto en la elipse como en el tridngulo equilatero las soluciones son negativas
en el interior, tienen un tnico punto critico, que resulta ser el minimo abso-
luto. Se llama la atenciéon que la elipse y el triangulo son regiones convexas.
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Para 0 < a < 1 consideremos ahora el anillo dado por
A= {(wl,xg) eER*:a* <2® +125 < 1}.

Escribiendo (1) en coordenadas polares obtenemos la soluciéon

Lf, ,  1-d° r 2 2 2
up(r1,29) = = (1 —a” + ln(—> , T =x]+ 5. 2.3
o) = — o (” e (29
En el caso del anillo, en contraste con los casos del tridngulo y de la la elipse
en donde el conjuntos de puntos criticos es finito, el conjunto de puntos
criticos en el anillo es infinito. En efecto, el conjunto K es la curva descrita
en coordenadas polares por

2

a 1

r=1\—7s, r? = x% —i—a:g.
In a?

2.1. Existencia y unicidad de soluciones

Lo menos que se le puede pedir al problema (1) es que tenga soluciones
negativas tunicas. Lo de negativas es porque las membranas se deflectan hacia
abajo por efectos de su propio peso.

Denotaremos por ||z|| la norma Euclidiana de x € R?. Escribiremos Vu,
Au para denotar respectivamente el operador gradiente y el operador de
Laplace aplicados a una funcién u. Ademaés, escribiremos la matriz Hessiana
de u en x como H,(z). Comenzaremos con dos importantes resultados, los
cuales junto a las propiedades que de ellos se derivan nos seran de gran
utilidad.

En lo que sigue del trabajo entenderemos por ) un dominio acotado de
R2.

Teorema 1 (Principio del Méximo). Sea h € C(Q) con h < 0 en Q. Supon-
gamos que u € C*(Q) N C(IN) y

Au+hu>0 en .

St u alcanza su mdrimo M en algin punto de Q entonces u = M en Q.

Demostracion. Ver [4] pag 64, alli el lector encontraré el teorema anterior
con mayor generalidad. O]
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Definicion 1. Sea Q C R?y p € 9. Se dice que Q satisface la condicion de la
esfera interior en el punto p, si existe una bola B(p;r) tal que 0QNIB(p;r) =
{p} y B(p;r) C Q. Decimos que 2 satisface la condicion de la esfera interior,
si Q) satisface la condicién de la esfera interior en cada punto frontera.

B(p;r) o

Figura 2.1: El grafico muestra dos dominios, uno que satisface la condicién
de la esfera interior en p y otro que no la satisface.

Teorema 2. Sea u € C*(Q) tal que
Au>0 en €.

Supongamos que u < M en Q y que u = M en un punto frontera p. Supon-
gamos también que ) satisface la condicion de la esfera interior en p. St u es
continua en Q U {p} y la derivada en la direccion normal exterior 9% existe

on
en p, entonces

a menos que u =M.

Demostracion. Ver [4], alli el lector encontrara el teorema anterior con mayor
generalidad. O

Corolario 1. Sea Q un dominio acotado. Si f € C(2), g € C(9Q), h €
C>®(Q) y h <0 en (), entonces el problema de contorno

Au+hu = f en ),
u = g en 0S),

tiene a lo mds una solucion u € C*(Q) N C(9N).
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Demostracion. En efecto, si hubiese dos soluciones uy, us entonces v = u; —
ug seria continua en 0f), tomarfa valores nulos en la frontera y satisfaria
(A + h)[v] =0 en Q, de igual forma sucederia con —v, luego por el teorema
1.1 v =0y asi u; = us. ]

El siguiente es un caso particular del teorema de existencia y unicidad
de soluciones del problema de Dirichlet. Para efectos de la demostracion el
lector puede consultar el texto [4].

Teorema 3. Eziste una unica solucion clisica u de (1). Mds atin, u es de
clase C* al interior de 2.

2.2. Propiedades de las soluciones

No basta la existencia y la unicidad de soluciones. Ademas, estas deben
reflejar los aspectos observables mas importantes en las membranas. Por ob-
servacion se sabe que las membranas, como objetos fisicos, se deflectan hacia
abajo por efectos de su propio peso. También, la observaciéon muestra que la
deflexion maxima de una membrana aumenta al aumentarse la densidad

Un aspecto interesante que puede ser abordado con técnicas elementales
es lo que le ocurre con las soluciones de (1) cuando la region € se dilata. Para
d > 0 considere los escalamientos de una region €2 = ); del plano:

Q= {(s,t) ER? s=dxy, t =dxy, (11,25) € Q}

El proposito es establecer una relacion entre la deflexion de €4) y la de Q).
Para ello, sean ug = ug4(s,t), (s,t) € Qq, la solucion de (1) en la region €.
Para todo (x1,x2) € Q definase

v(x1, 2, d) = ug(dxy, dxy) = ug(s,t).
Por la regla de la cadena se obtiene
(B taz (k) = L (z,22)€Q
(;—2) = 0, (1, 19) € 09,

por lo que  también es solucion del problema (1) en la region €, y por
el resultado de existencia y unicidad de soluciones del problema lineal de
Dirichlet (Teorema 3) se tiene 4 = u; = u. Entonces

ug(s, t) = d*u(zy, z2).
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Por eso, si dfl(D) es el valor absoluto del minimo de la solucion de (1) en una
region arbitraria D, entonces

dfl(Q) = d2dfi(Q).

Ahora bien, para determinar la deflexién méaxima es preciso hallar el
minimo absoluto. De otro lado, cualquier minimo, segiin el Teorema 2, tiene
que estar en el interior. Pero, jcuantos minimos tiene una solucion de (1)7 y
,donde se localizan tales minimos? Estas son preguntas dificiles. Un resultado
relativamente reciente es el siguiente (ver [6], [2])

Teorema 4 (Makar-Limanov 1981). Si Q es un dominio convezo, y u es la
solucion de (1) entonces /—u es una funcion concava.

Notese que la solucion —u de (1) no tiene porque ser concava. En efecto,
por calculo directo se verifica que la soluciéon —ur en el triAngulo equilatero
no es concava. Notese también que la concavidad de /—u implica que existe
un dnico punto critico de u y que este es el punto de minimo absoluto.

Corolario 2. Si Q es un dominio convexo entonces la solucion u de (1) tiene
un unico punto critico

Demostracion. La solucion u de (1) tiene un minimo por ser acotada infe-
riormente. Por el teorema 1 el minimo tiene que estar en el interior de ). Es
claro que el conjunto de puntos criticos de u y el de v/—u coinciden. Note
finalmente que las funciones concavas tienen a lo més un punto critico. [

Para ilustrar el teorema de Makar—Limanov basta considerar los casos de
en donde la region € es un triangulo o una elipse tratados en (2.1) y (2.2).
Si 2 no es convexo no debemos esperar que K tenga un tnico elemento. El
lector puede mirar el ejemplo del anillo (2.3) para convencerse.



Capitulo 3

Puntos criticos

3.1. Funciones Semi-Morse y conjuntos nodales

Si v es una funcion suave de valor real, el conjunto v™1(0) es el conjunto nodal
de v. Si Vu(z) # 0 entonces = es un punto regular de v, de lo contrario es
un punto critico de v. Denotemos

Ny = {x € Q: up(x) = 0},

donde § € St y B
up(x) = Vu(x) -0, x € Q.

Observemos que para cada 6 € S' tenemos K C Ny, mas aun, si 6 y ¢
son dos direcciones en S* no coliniales entonces K = Ny N Ny. En efecto, si
x € Ny N N, entonces Vu(z) es perpendicular a 6y ¢, luego Vu(z) =0y
asi r € K.

Por el teorema 3, la solucion u de (1) es de clase C*°(Q2). Por eso, la
aplicacion

r— JH,(x)0 J:(O 1)
u ) _1 O 3

define un campo vectorial en €2 de clase a C*°. Note que J es la matriz de
rotacion —m/2 .

Sip € Ny es un punto regular de uy, entonces Ny puede ser parametrizado
localmente por la solucién de la EDO

2'(t) = JH,(z(t))0, x(0) = p.
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En efecto, Vuy = H, 0 es ortogonal a la curva de nivel Ny. Por eso, toman-
do la rotacién JH,(z(t)) obtenemos un vector tangente a la curva Ny. La
anterior ecuacion diferencial ordinaria satisface las condiciones del teorema
de Picard de existencia y unicidad de problemas de valor inicial de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias pues como se mencion6 arriba, el campo vectorial
JH, ()0 es de clase C*°.

Ahora investiguemos la estructura local de Ny cerca de un punto critico
de ug. Notemos que

Aug =0 en .

Esto nos conduce al anéalisis del conjunto nodal de las funciones que satisfacen
(A+h(x))v=0, heC™. (3.1)

Cualquier funcién que satisfaga (3.1) es de clase C* (ver [7]) y puede ser
aproximada por polinomios armoénicos en el siguiente sentido:

Lema 1. Supongamos que v es solucion de (3.1) en Q. Si en algin punto
p € Q, D¥v(p) = 0 para todo 0 < k < m — 1, entonces existen un nimero
€ > 0, un polinomio homogéneo armdnico ) de grado m, y un resto R, tales
que para todo ||z — p|| <,

v(r) = Q(z —p) + R(z — p),

donde
R(t ) B

o)~

para toda direccion 0 € S*.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que p = 0 € (2. Exis-
te € > 0, tal que B(0;¢) C 2. Por el teorema de Taylor (ver por ejemplo el
texto clasico de Apostol) tenemos que:

Z v(0;2) + — d’”( z), si e B(0e),

donde z € L(0,z) y L(0,x) es el segmento de recta que une a 0 con z. Como
D*v(0) =0 para0 <k <m—1

v(x) = —dm (0;2) +

o d™ (2 ),

(m+1)!
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donde
2 2
d™v(0;z) = ZZDi..ij(O)x T;Tp, M sumas
=1 j=1 k=1
L . . 0mv(0) _ 90™wv(0) ..
uego de algunos céalculos y considerando que ool = ulon DI todo 1,
vemos que e e
L (m\ 0™w(0) .o, .
d™v(0;x) = —— iy,
01 =2 (1) g
Para simplificar la notacién escribiremos:
am
v, ,i(0) = (0 ), donde 7+j=m
B 0z 0z

Entonces, definamos: para k < m

1 m
Qs) = — >, (k>vx’f,x;” #(0)sysy ",
" k=0

R(s) = d"v(z; ).

De la definicion vemos que () es un polinomio homogéneo, veamos que es
armonico

m! AQ(s Z( ) - 1)Uw]f7x;n R (0)sF 2R

k=

( ) m — k—|—2)(m k:—l—l)v k 2 g k+2(0)slf 285” k

Z( ) _1)sh2gmh Uyt gm+(0) + 062 m-rs2(0) .

k=2

Recordemos que v satisface (3.1) y que D'v(0) = 0 para 0 < j < m — 1;
derivando m — k veces (3.1) con respecto de x9, k — 2 veces con respecto de
x1 vy evaluando en 0, encontramos que

Ty Ty

O 5 0)

=0, cuando 2<k<m.

Ugk gm—F (0) + Ugh=2 gm—k+2 (0) = (h k=2 m— k(O)U(O) + hxllc737x;nfk (O)le (O) + -

(3.2)
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Observemos que por medio de (3.1) se ha encontrado el valor de la suma
de las derivadas de orden m, v_x m-+(0) + Uk x;n—k+2(0)7 reduciéndolo a una
expresion en términos de las derivadas de v cuyo orden es < m — 2 y tal valor
es conocido de la hipotesis de que D*v(0) = 0 para 0 < k < m — 1.

R(t6

Esto finalmente prueba que AQ = 0, ahora el hecho de que lim % =0

t—0 ( )

es consecuencia del teorema de Taylor. O]

Asi, podemos aproximar las lineas nodales de una funcién que satisface
(3.1) por las lineas nodales de un polinomio armoénico de grado m, para el
cual su conjunto nodal es un conjunto de m lineas rectas cruzandose en el
origen y formando alli un sistema equiangular de 2m rayos.

Lema 2. (Cheng, 1976). Sean h € C*(Q2) y v una solucion no nula de (3.1),
entonces

» [0s puntos criticos de v sobre su conjunto nodal son aislados,
» en los puntos regulares el conjunto nodal es una curva C*.

Mads ain en cualquier punto critico, el conjunto nodal de v forma un sistema
equiangular de al menos 4 rayos que dividen a ) en un niumero finito de
subregiones conexas.

Demostracion. Ver 8] O

Definicion 2. La funcion u se dice Semi-Morse si H,(p) # 0, para todo
pek.

Resulta claro que toda funcion que satisface (1) es semi-Morse. Mas atn,
la solucion w de (1) satisface Au > 0 sobre €.

Corolario 3. Si para algin 6 € S, el conjunto Ny contiene una curva de
Jordan C C §, entonces la subregion de Q¢ dentro de C' no es simplemente
conexa.

Demostracion. Si Q¢ fuese simplemente convexa se tendria que C' = 0.
Por tanto, como ugy satisface la ecuacion (3.1) en Q¢ y ug = 0 sobre 99,
ug es idénticamente cero sobre 2c. Teniendo presente la analiticidad de g,
se concluye que uy = 0 sobre todo el dominio €2, esto contradice el lema de
punto frontera de Hopf (teorema (2), pues sabemos que Au > 0. ]
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3.2. Conjuntos criticos

Los conjuntos criticos de funciones semi-Morse han sido objeto de interés
por parte de los investigadores. En [2] se demuestra el siguiente resultado:

Teorema 5. Si u es la solucion de (1), entonces su conjunto de critico esta
compuesto de un nimero finito de puntos criticos aislados y un nimero finito
de curvas de Jordan. Ademds, si existe una curva de Jordan contenida en el
conjunto critico, esta curva debe ser analitica y el dominio Q no puede ser
simplemente conexo.

De nuevo los ejemplos que ilustran el teorema anterior corresponden a las
soluciones del problema (1) en la elipse (2.1) en donde el namero de puntos
criticos es finito (en el caso de la elipse es exactamente un punto critico). En
el caso de la solucion en el anillo consignada en (2.3) se tiene una curva de
puntos criticos. Esta claro que un anillo no es simplemente conexo.



Capitulo 4

Métodos de la variable compleja

En este capitulo estudiaremos las soluciones de la ecuaciéon de Poisson
(1) utilizando métodos de la variable compleja. Resulta claro que todo sub-
conjunto del plano puede verse de manera natural como un subconjunto del
plano complejo C. El punto de partida seré la siguiente aplicacion:

h:QxS'—C
(2,0) — H,(x1,29) 0,

donde la barra indica la operaciéon de conjungacion, z = xy +ixs, 0 € Sty
H,(x1,25) en la matriz Hessiana, evaluada en (x1,x9), de la solucion u del
problema (1). Un calculo sencillo muestra que

h(’Z? 9) = (uﬂﬁwlel + ux136262> - Z.(7136296191 + ux29€262)
Notese que como u € C'*™° se tiene que Uy, = Ugyy,. COMO
Ugyzq + Ugozy = ]-7
derivando con respecto a las variables x; v x5 respectivamente se obtiene

Ugyz121 + Ugyzozs — 0 (4 1)
uacm:lxg + ux2$2x2 - 0

Lema 3. Para cada 0 € S la aplicacion:
z=1x1+ixe € QC Cr— h(z,0)

es analitica en ).

14
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Demostracion. Basta comprobar que h(-, 0) cumple las ecuaciones de Cauchy-
Riemann en 2. Para ellos denotamos con M y N respectivamente a las partes
reales e imaginarias de h(-,0). Es decir,

M = uCC1CC191 + UI1I2927 N = _uxlxgel - ux2x292-

Probaremos que
oM  ON oM ON

Or,  Oxy Y Oxy O

De un lado
oM
% - ux1x1ar101 + uz1x1m292-
1
De otro lado
ON
87 — _um1$2$281 - um2x2x2927
2
Debido a (4.1) se sigue inmediatamente que g—i_vf = 27]\;. La demostracion de
que g—i\g = —g—i\i es completamente analoga. O

Lema 4. Sea u la solucion de (1). Entonces en cualquier subconjunto com-
pacto de ) la aplicacion u,, ., tiene un nimero finito de puntos criticos o es
un polinomio cuadrdtico en x1 y xo. Si el borde OX) es analitico (en el sentido
en que se puede parametrizar localmente por curvas analiticas) entonces la
misma conclusion es vdlida en todo €.

Demostracion. Sea D un subconjunto compacto de 2 con interior no vacio
y definamos la funcion de variable compleja f : D C C — C mediante

F(2) = Upyzpay (2) F 1 Up 2120 (2), 2 =21+ 129, (T1,22) € D.

Como u es solucion de (1), se tiene el sistema de ecuaciones en derivadas
parciales dado en 4.1. Escribimos las partes reales e imaginarias de f:

M - uzlz’gxza N = UI1I1£B2'

Por simple inspeccién vemos que g—% = g—i\;. Ahora bien, derivando parcial-

mente (4.1) con respecto las variables x; y xs tenemos

oM ON

- u1‘1$2$2$2 - _uxl;rlaqa:g = - .
81’2 81'1
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En consecuencia f es analitica en D. Asi, f es la funciéon nula en D 6 tiene
un nimero finito de ceros en D. Ahora observe que la parte real e imaginaria
de f son precisamente las componentes del gradiente de g, ,,.

Si f es la funcién nula, tenemos la ecuacién en derivadas parciales para
alguna constante real c:

0*u

= D.
01101, c o

En tal caso debe tenerse para algtin par de funciones derivables ¢; y ¢o que

ou

a—xl Y :CZE1+¢2(ZE2).

= cxy + ¢1(11), P
2

Como Au = 1, entonces ¢ (x1) + ¢4(x2) = 1 para todo z; y x2 tal que
(1, 22) € Q. Por eso, tanto ¢ como ¢, tienen que ser constantes, digamos
a1 y ao respectivamente.

En principio, los puntos criticos de u,,,, podrian acumularse en un punto
del borde. No obstante, si el borde 0f) es analitico, entonces u admite una
extension analitica en un abierto que contiene a Q (ver |7]). O

Finalmente estamos en posicion de enunciar y demostrar el resultado
més importante de este trabajo de investigacion. Mediante un célculo directo
obtenemos

h(z,0)  Hy(x1,22)0-J0—idet Hy(x)
e J0) Bz, TO)2 ’ (4.2)

en donde J es la matriz de rotacion —7 y - indica el producto escalar en R2.
Notese que la funcion

d(x) :=det H,(z), x€Q, (4.3)

no es armonica ni satisface ecuacion parcial alguna del tipo (3.1). No obstante,
su conjunto nodal tiene las mismas caracteristicas de los conjuntos nodales de
las funciones armoénicas. De manera méas precisa (comparese con el resultado
de Cheng consignado en el lema 2) tenemos:

Teorema 6. Sean D un subconjunto compacto de ) con interior no vacio
y d la funcion determinante definida en (4.3) y restringida al dominio D.
Entonces

= [0s puntos criticos de d sobre su conjunto nodal son aislados,
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» en los puntos regulares el conjunto nodal es una curva C*.

Mids aun en cualquier punto critico, el conjunto nodal de d forma un sistema
equiangular de al menos 4 rayos que diwiden a D en un numero finito de
subregiones conexas. Las conclusiones siguen siendo ciertas con D = € si el
borde OS2 es analitico.

Demostracion. Primero escribimos
N :={(2,0) € Qx S*: h(z,0) =0)}. (4.4)

De la definiciéon de h resulta claro que h(z,6) = 0 siy soélo si H,(x1,22)0 =0
con z = x1 +1x9, 10 que a su vez es equivalente con d(z1,x2) = 0. Por eso, la
proyeccion de N sobre D coincide con el conjunto nodal de d. En los puntos
z = a1 + Q2 con (z1,22) € D, tales que 2%(z,6) es no nula (derivada en
el sentido de la variable compleja), de acuerdo con el teorema de la funcion
implicita, podemos parametrizar localmente el conjunto nodal N mediante
una curva (z(6),0) de clase C* con

z:S' = C, talque h(2(0),0))=0.

Diremos que un punto z = 1 +1i g, con (x1,23) € D es punto de bifurcacion
del conjunto nodal de d si para algiin § € S* se tiene 2%(z,0) = 0. Ocurre

0z
que

P O = [Vt

Por el Lema 4 tenemos que existe a lo mas un nimero finito de puntos de
bifurcaciéon del conjunto nodal de d. De otro lado, los puntos de bifurcacion
coinciden con los puntos criticos de d.

Finalmente veremos que ocurre en el conjunto nodal de d en los puntos
de bifurcacion. Si z* estd en el conjunto nodal de d, entonces para algin
0 se tiene h(z*,0) = 0, siendo z* la version compleja de z*. Ahora bien,
h(z*,J0) # 0, pues de lo contrario la matriz Hessiana de u seria nula lo que
llevaria a una contradiccion (recordar que Au = 1). De la formula (4.2)vemos
que localmente, d es el producto de una funcién suave estrictamente positiva
por una funcién armonica (la parte imaginaria de una funcion analitica).
Como el Teorema de Cheng vale para funciones armonicas, en los puntos
de bifurcacion, el conjunto nodal de una funcién armonica forma un sistema
equiangular de al menos 4 rayos, lo que concluye la demostracion. O
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Finalmente consideraremos algunos ejemplos. El conjunto nodal de d pue-
de ser vacio como el caso de la solucién de (1) en una elipse (ver ecuacion
(2.1).) En el caso del anillo el conjunto nodal de d coincide con la circunfe-
rencia de puntos como facilmente se puede comprobar en la ecuacion (2.3).
Si se trata de la solucion en el tridngulo equilatero dada en (2.2) el conjunto
nodal de d es la circunferencia inscrita en el tridAngulo.

El siguiente ejemplo muestra que el conjunto nodal de d puede bifurcarse.
Se trata de una elaboracion del ejemplo que present6 Jairo Andrés Delgado
Ospina en su Trabajo de Grado. Considere la funcion

4_ .3 2 2 3 4 2
v(xy, x9) 1= ] — x] xy — 18x7 a5 + xy x5 + 3wy + x5 —

Figura 4.1: El borde 0f2 en negro, Figura 4.2: La deflexion de v
el conjunto nodal de d en rojo

Un célculo elemental muestra que Av = 1 en todo el plano. La region €2
se define como la componente conexa que contiene al origen del conjunto

{(z1,29) € R? : v(wy,15) < 0}.

Se muestra que el borde 02 es una curva analitica implicitamente definida
por v(xy,x2) = 0. Mas atn, v tiene en ) un tnico punto critico que es
precisamente el origen. Un poco de calculo muestra que

d(xy,15) = —130527 — 261027 23 + 7227 — 1221 x5 — 130525 — 7273

La figura 4.1 muestra el conjunto {2 con borde en negro, el conjunto nodal
de d en rojo. Como puede apreciarse, el conjunto nodal d(z1,z9) = 0, se
bifurca en el origen exactamente como lo afirma el teorema 6. La deflexiéon v
se muestra en la figura 4.2.
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