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Maestŕıa en Ciencias Matemáticas
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Resumen

En este trabajo de investigación se desarrollan unas herramientas para el
estudio de puntos críticos de las soluciones de la ecuación de Poisson en el
plano. De manera más precisa se emplean técnicas de la variable comple-
ja para el estudio de la función determinante de la matriz Hessiana de las
soluciones de la ecuación de Poisson.



Introducción

Una cuestión importante en matemática aplicada es el de determinar el
conjunto de puntos críticos de una función de valor real dada. Esto puede ser
una tarea difícil si no conocemos explícitamente la función dada. Considere-
mos por ejemplo la solucióm del problema elíptico dado por la ecuación de
Poisson con condición de borde nula:

∆u = 1 en Ω,
u = 0 en ∂Ω,

(1)

donde Ω es un dominio plano con frontera ∂Ω suave. A la fecha, y pese a más
de 200 años de investigación, no existe una completa descripción del conjunto
de puntos críticos K de u:

K = {x ∈ Ω : ∇u(x) = 0}.

El conjunto K es pertinente para aplicaciones, ya que la ecuación (1) modela
una variedad de fenómenos físicos. Por ejemplo, es de interés práctico conocer
el número de protuberancias exhibida por una membrana de�ectada por su
propio peso.

El conjunto K ha merecido la atención de varios investigadores. Hacemos
un listado de las principales contribuciones e invitamos al lector a consultar
el reciente trabajo de Arango y Gómez [2], y las referencias allí citadas, para
más detalles sobre los resultados conocidos del conjunto K.

Cuando Ω es un dominio convexo, Makar-Limanov ([6]) aborda el pro-
blema (1) y prueba que z =

√−u es cóncava, y como consecuencia u
tiene exactamente un punto crítico.

En 1998 Cabré y Chanillo ([3]) generalizan el resultado de Makar�
Limanov a problemas semi-lineales elípticos. En particular, probaron
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que que las soluciones semi-estables u de (1) tienen puntos críticos
no-degenerados en dominios planares convexos Ω cuyo borde tiene cur-
vatura positiva. Este resultado implica que cerca de puntos críticos, las
curvas de nivel de u son estrictamente convexas.

Bajo hipótesis similares a las de Cabré y Chanillo sobre el dominio Ω,
Arango ([1]) prueba unicidad y no-degeneramiento de puntos criticos
de generalizaciones de (1).

En esencia, el conjunto crítico K es la unión �nita de puntos críticos
aislados y curvas críticas de Jordan (ver [2]). Sabemos que las curvas críticas
de Jordan se dan sólo en dominios no conexos. Mientras que en conjuntos
planares conexos K es �nito. El problema es que se sabe muy poco sobre la
naturaleza de los puntos críticos aislados. En el caso de dominios convexos,
se sabe que el único punto crítico es no degenerado. Pero no se sabe si en
un conjunto conexo (no necesariamente convexo), los puntos críticos aislados
son o no degenerados.

El principal objetivo de este trabajo es estudiar las curvas nodales de la
función determinante de la matriz Hessiana de la solución u de (1):

d(x) := detHu(x), x ∈ Ω,

en donde Hu(x) es la matriz Hessiana de la solución u. Mostraremos que las
curvas nodales de d son curvas nodales de funciones armónicas. La esperanza
es que un mejor conocimiento de las curvas nodales de d nos permita conocer
si un punto crítico es no degenerado. Es importante destacar que hay muy
pocas referencias sobre la función d.
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Capítulo 1

Un modelo físico

Este trabajo se enmarca en la ecuación de Poisson. Se conocen muchos
modelos físicos que conducen a esta ecuación. A continuación presentaremos
uno, donde se llega a la ecuación de Poisson minimizando un funcional de
energía total. Los detalles se pueden consultar en [5] pag. 128-131.

Para simpli�car vamos a suponer que el estado inicial de la membrana es
un dominio plano Ω con borde ∂Ω suave, que su deformación está caracteri-
zada únicamente por una de�exión normal al plano de Ω y que la de�exión
en el borde es nula. Lo que causa la deformación es una fuerza externa que
se modelará mediante una función f de�nida en Ω.

Diremos que w es una deformación admisible si w es lo su�cientemente
suave y si satisface la condición de borde

w = 0 en ∂Ω.

Por un lado, el área de la membrana no deformada es
∫

Ω

dxdy.

De otro lado, el área de la membrana para una deformación admisible w es
∫

Ω

√
1 + w2

x + w2
y dxdy.

La energía potencial elástica de la deformación admisible w viene dada por

Es(w) = a

∫

Ω

(√
1 + w2

x + w2
y − 1

)
dxdy

1
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donde a es una constante que depende del material de la membrana. El
trabajo que ejerce la fuerza externa en una deformación admisible w está
dado por ∫

Ω

f w dxdy.

Ahora bien, entre todas las deformaciones admisibles, la que en efecto tiene
lugar es la que minimiza (ver [5]) el funcional de energía total

ET (w) = a

∫

Ω

(√
1 + w2

x + w2
y − 1

)
dxdy −

∫

Ω

f w dxdy. (1.1)

Minimizar el funcional ET no es tarea fácil. Dependiendo de la magnitud
de la fuerza externa o de la geometría de Ω podría no haber un minimizador
u.

Es conveniente simpli�car el modelo y considerar únicamente deformacio-
nes admisibles que causen incrementos pequeños en el área de la membrana
deformada teniendo como referencia el área de la membrana no deforma-
da
∫

Ω
dxdy. Esto nos lleva a considerar deformaciones que admisibles que

satisfagan
w2
x + w2

y << 1.

La primera integral de la expresión de ET dada en (1.1) tiene la forma√
1 + z − 1, donde z = w2

x + w2
y. Como ‖z‖ << 1, haciendo z

2
=

w2
x+w2

y

2
para

obtener una aproximación al funcional de energía ET

E(w) =
a

2

∫

Ω

(
w2
x + w2

y

)
−
∫

Ω

fwdxdy. (1.2)

El propósito es mostrar que si u es una deformación admisible que mi-
nimiza E entonces u satisface la ecuación de Poisson. Para ello supongamos
que el funcional E alcanza un mínimo en una deformación admisible u. Es
fácil ver que para cualquier deformación admisible v la expresión

ε− > E(u+ ε v), −1 < ε < 1,

de�ne una curva de deformaciones admisibles. Como u minimiza E se tiene

d

dε
E(u+ ε v) |ε=0 = 0 (1.3)
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para toda deformación admisible v. Algunos cálculos elementales muestran
que

d

dε
E(u+ ε v) |ε=0 = a

∫

Ω

(ux vx + uy vy)dxdy −
∫

Ω

f udxdy.

Por integración por partes tenemos que

a

∫

Ω

(ux vx + uy vy)dxdy −
∫

Ω

f udxdy = −
∫

Ω

(a∆u+ f)vdxdy.

Por (1.3) tenemos entonces que

∫

Ω

(a∆u+ f) v dxdy = 0

para toda deformación admisible v. Como el conjunto de las deformaciones
admisibles es denso en L2(Ω) tenemos �nalmente que

a∆u+ f = 0,

la cual es nuestra ecuación de Poisson.



Capítulo 2

Preliminares matemáticos

Para empezar calcularemos la solución de (1) en elipses, triángulos equi-
láteros y anillos. En estas regiones el problema (1) se puede resolver explíci-
tamente.

En la elipse

E =
{

(x1, x2) ∈ R2 :
(x1

a

)2

+
(x2

b

)2

≤ 1,
}

la solución uE de (1) es bien conocida. La reseñamos para futuras referencias:

uE(x1, x2) =
1

2(a2 + b2)

(
a2 x2

1 + b2 x2
2 − a2 b2

)
. (2.1)

Menos conocida que la solución en elipses es la solución uT de (1) en un
triángulo equilátero T, digamos que de lado 2a:

T =
{

(x1, x2) ∈ R2 : x2 +
a√
3
> 0,

√
3 |x1| < x2 −

2a√
3

}
.

Se puede veri�car por calculo directo que la solución está dada por

uT(x1, x2) = − 1

4
√

3 a

(
x2 +

a√
3

) ((
x2 −

2a√
3

)2

− 3x2
1

)
. (2.2)

Tanto en la elipse como en el triángulo equilátero las soluciones son negativas
en el interior, tienen un único punto crítico, que resulta ser el mínimo abso-
luto. Se llama la atención que la elipse y el triangulo son regiones convexas.

4



2.1. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES 5

Para 0 < a < 1 consideremos ahora el anillo dado por

A =
{

(x1, x2) ∈ R2 : a2 < x2
1 + x2

2 < 1
}
.

Escribiendo (1) en coordenadas polares obtenemos la solución

uA(x1, x2) =
1

4

(
r2 − a2 +

1− a2

ln a
ln
(r
a

))
, r2 = x2

1 + x2
2. (2.3)

En el caso del anillo, en contraste con los casos del triángulo y de la la elipse
en donde el conjuntos de puntos críticos es �nito, el conjunto de puntos
críticos en el anillo es in�nito. En efecto, el conjunto K es la curva descrita
en coordenadas polares por

r =

√
a2 − 1

ln a2
, r2 = x2

1 + x2
2.

2.1. Existencia y unicidad de soluciones

Lo menos que se le puede pedir al problema (1) es que tenga soluciones
negativas únicas. Lo de negativas es porque las membranas se de�ectan hacia
abajo por efectos de su propio peso.

Denotaremos por ‖x‖ la norma Euclidiana de x ∈ R2. Escribiremos ∇u,
∆u para denotar respectivamente el operador gradiente y el operador de
Laplace aplicados a una función u. Además, escribiremos la matriz Hessiana
de u en x como Hu(x). Comenzaremos con dos importantes resultados, los
cuales junto a las propiedades que de ellos se derivan nos serán de gran
utilidad.

En lo que sigue del trabajo entenderemos por Ω un dominio acotado de
R2.

Teorema 1 (Principio del Máximo). Sea h ∈ C(Ω) con h ≤ 0 en Ω. Supon-
gamos que u ∈ C2(Ω) ∩ C(∂Ω) y

∆u+ hu ≥ 0 en Ω.

Si u alcanza su máximo M en algún punto de Ω entonces u ≡M en Ω.

Demostración. Ver [4] pag 64, allí el lector encontrará el teorema anterior
con mayor generalidad.
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De�nición 1. Sea Ω ⊂ R2 y p ∈ ∂Ω. Se dice que Ω satisface la condición de la
esfera interior en el punto p, si existe una bola B(p; r) tal que ∂Ω∩∂B(p; r) =
{p} y B(p; r) ⊂ Ω. Decimos que Ω satisface la condición de la esfera interior,
si Ω satisface la condición de la esfera interior en cada punto frontera.

∂Ω ∂Ω

p

pB(p; r)

B(p; r)

Figura 2.1: El grá�co muestra dos dominios, uno que satisface la condición
de la esfera interior en p y otro que no la satisface.

Teorema 2. Sea u ∈ C2(Ω) tal que

∆u ≥ 0 en Ω.

Supongamos que u ≤ M en Ω y que u = M en un punto frontera p. Supon-
gamos también que Ω satisface la condición de la esfera interior en p. Si u es
continua en Ω ∪ {p} y la derivada en la dirección normal exterior ∂u

∂η
existe

en p, entonces
∂u

∂η
> 0 en p,

a menos que u ≡M.

Demostración. Ver [4], allí el lector encontrará el teorema anterior con mayor
generalidad.

Corolario 1. Sea Ω un dominio acotado. Si f ∈ C(Ω), g ∈ C(∂Ω), h ∈
C∞(Ω) y h ≤ 0 en Ω, entonces el problema de contorno

∆u+ hu = f en Ω,
u = g en ∂Ω,

tiene a lo más una solución u ∈ C2(Ω) ∩ C(∂Ω).
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Demostración. En efecto, si hubiese dos soluciones u1, u2 entonces v = u1 −
u2 sería continua en ∂Ω, tomaría valores nulos en la frontera y satisfaría
(∆ + h)[v] = 0 en Ω, de igual forma sucedería con −v, luego por el teorema
1.1 v ≡ 0 y así u1 ≡ u2.

El siguiente es un caso particular del teorema de existencia y unicidad
de soluciones del problema de Dirichlet. Para efectos de la demostración el
lector puede consultar el texto [4].

Teorema 3. Existe una única solución clásica u de (1). Más aún, u es de
clase C∞ al interior de Ω.

2.2. Propiedades de las soluciones

No basta la existencia y la unicidad de soluciones. Además, estas deben
re�ejar los aspectos observables más importantes en las membranas. Por ob-
servación se sabe que las membranas, como objetos físicos, se de�ectan hacia
abajo por efectos de su propio peso. También, la observación muestra que la
de�exión máxima de una membrana aumenta al aumentarse la densidad

Un aspecto interesante que puede ser abordado con técnicas elementales
es lo que le ocurre con las soluciones de (1) cuando la región Ω se dilata. Para
d > 0 considere los escalamientos de una región Ω ≡ Ω1 del plano:

Ωd =
{

(s, t) ∈ R2| s = d x1, t = d x2, (x1, x2) ∈ Ω
}
.

El propósito es establecer una relación entre la de�exión de Ωd) y la de Ω).
Para ello, sean ud = ud(s, t), (s, t) ∈ Ωd, la solución de (1) en la región Ωd.
Para todo (x1, x2) ∈ Ω defínase

v(x1, x2, d) = ud(d x1, d x2) = ud(s, t).

Por la regla de la cadena se obtiene

∂2

∂x21

(
v
d2

)
+ ∂2

∂x22

(
v
d2

)
= 1, (x1, x2) ∈ Ω,(

v
d2

)
= 0, (x1, x2) ∈ ∂Ω,

por lo que v
d2

también es solución del problema (1) en la región Ω, y por
el resultado de existencia y unicidad de soluciones del problema lineal de
Dirichlet (Teorema 3) se tiene v

d2
= u1 ≡ u. Entonces

ud(s, t) = d2 u(x1, x2).
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Por eso, si d�(D) es el valor absoluto del mínimo de la solución de (1) en una
región arbitraria D, entonces

d�(Ωd) = d2 d�(Ω).

Ahora bien, para determinar la de�exión máxima es preciso hallar el
mínimo absoluto. De otro lado, cualquier mínimo, según el Teorema 2, tiene
que estar en el interior. Pero, ¾cuántos mínimos tiene una solución de (1)? y
¾dónde se localizan tales mínimos? Estas son preguntas difíciles. Un resultado
relativamente reciente es el siguiente (ver [6], [2])

Teorema 4 (Makar-Limanov 1981). Si Ω es un dominio convexo, y u es la
solución de (1) entonces

√−u es una función cóncava.

Nótese que la solución −u de (1) no tiene porque ser cóncava. En efecto,
por cálculo directo se veri�ca que la solución −uT en el triángulo equilátero
no es cóncava. Nótese también que la concavidad de

√−u implica que existe
un único punto crítico de u y que este es el punto de mínimo absoluto.

Corolario 2. Si Ω es un dominio convexo entonces la solución u de (1) tiene
un único punto crítico

Demostración. La solución u de (1) tiene un mínimo por ser acotada infe-
riormente. Por el teorema 1 el mínimo tiene que estar en el interior de Ω. Es
claro que el conjunto de puntos críticos de u y el de

√−u coinciden. Note
�nalmente que las funciones concavas tienen a lo más un punto crítico.

Para ilustrar el teorema de Makar�Limanov basta considerar los casos de
en donde la región Ω es un triangulo o una elipse tratados en (2.1) y (2.2).
Si Ω no es convexo no debemos esperar que K tenga un único elemento. El
lector puede mirar el ejemplo del anillo (2.3) para convencerse.



Capítulo 3

Puntos críticos

3.1. Funciones Semi-Morse y conjuntos nodales

Si v es una función suave de valor real, el conjunto v−1(0) es el conjunto nodal
de v. Si ∇v(x) 6= 0 entonces x es un punto regular de v, de lo contrario es
un punto crítico de v. Denotemos

Nθ = {x ∈ Ω : uθ(x) = 0},

donde θ ∈ S1 y
uθ(x) = ∇u(x) · θ, x ∈ Ω.

Observemos que para cada θ ∈ S1 tenemos K ⊂ Nθ, más aun, si θ y φ
son dos direcciones en S1 no coliniales entonces K = Nθ ∩ Nφ. En efecto, si
x ∈ Nθ ∩ Nφ entonces ∇u(x) es perpendicular a θ y φ, luego ∇u(x) = 0 y
así x ∈ K.

Por el teorema 3, la solución u de (1) es de clase C∞(Ω). Por eso, la
aplicación

x→ JHu(x)θ, J =

(
0 1
−1 0

)
,

de�ne un campo vectorial en Ω de clase a C∞. Note que J es la matriz de
rotación −π/2 .

Si p ∈ Nθ es un punto regular de uθ, entonces Nθ puede ser parametrizado
localmente por la solución de la EDO

x′(t) = JHu(x(t))θ, x(0) = p.

9



3.1. FUNCIONES SEMI-MORSE Y CONJUNTOS NODALES 10

En efecto, ∇uθ = Hu θ es ortogonal a la curva de nivel Nθ. Por eso, toman-
do la rotación JHu(x(t)) obtenemos un vector tangente a la curva Nθ. La
anterior ecuación diferencial ordinaria satisface las condiciones del teorema
de Picard de existencia y unicidad de problemas de valor inicial de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias pues como se mencionó arriba, el campo vectorial
JHu(x)θ es de clase C∞.

Ahora investiguemos la estructura local de Nθ cerca de un punto crítico
de uθ. Notemos que

∆uθ = 0 en Ω.

Esto nos conduce al análisis del conjunto nodal de las funciones que satisfacen

(∆ + h(x))v = 0, h ∈ C∞. (3.1)

Cualquier función que satisfaga (3.1) es de clase C∞ (ver [7]) y puede ser
aproximada por polinomios armónicos en el siguiente sentido:

Lema 1. Supongamos que v es solución de (3.1) en Ω. Si en algún punto
p ∈ Ω, Dkv(p) = 0 para todo 0 ≤ k ≤ m − 1, entonces existen un número
ε > 0, un polinomio homogéneo armónico Q de grado m, y un resto R, tales
que para todo ‖x− p‖ < ε,

v(x) = Q(x− p) +R(x− p),

donde

ĺım
t→0

R(t θ)

Q(t θ)
= 0,

para toda dirección θ ∈ S1.

Demostración. Sin pérdida de generalidad supongamos que p = 0 ∈ Ω. Exis-
te ε > 0, tal que B(0; ε) ⊂ Ω. Por el teorema de Taylor (ver por ejemplo el
texto clásico de Apostol) tenemos que:

v(x) = v(0) +
r−1∑

j=1

1

j!
djv(0;x) +

1

r!
drv(z;x), si x ∈ B(0; ε),

donde z ∈ L(0, x) y L(0, x) es el segmento de recta que une a 0 con x. Como
Dkv(0) = 0 para 0 ≤ k ≤ m− 1

v(x) =
1

m!
dmv(0;x) +

1

(m+ 1)!
dm+1v(z;x),
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donde

dmv(0;x) =
2∑

i=1

· · ·
2∑

j=1

2∑

k=1

Di..jkv(0)xi · · ·xjxk, m sumas

Luego de algunos cálculos y considerando que ∂mv(0)

∂xi1∂x
j
2

= ∂mv(0)

∂xj1∂x
i
2

para todo i, j
vemos que

dmv(0;x) =
m∑

k=0

(
m

k

)
∂mv(0)

∂xk1∂x
m−k
2

xk1x
m−k
2 ,

Para simpli�car la notación escribiremos:

vxi1,x
j
2
(0) :=

∂mv(0)

∂xi1∂x
j
2

, donde i+ j = m.

Entonces, de�namos: para k < m

Q(s) :=
1

m!

m∑

k=0

(
m

k

)
vxk1 ,x

m−k
2

(0)sk1s
m−k
2 ,

R(s) := dm+1v(z; s).

De la de�nición vemos que Q es un polinomio homogéneo, veamos que es
armónico

m! ∆Q(s) =
m∑

k=2

(
m

k

)
k(k − 1)vxk1 ,x

m−k
2

(0)sk−2
1 sm−k2 +

(
m

k − 2

)
(m− k + 2)(m− k + 1)vxk−2

1 ,xm−k+2
2

(0)sk−2
1 sm−k2

=
m∑

k=2

(
m

k

)
k(k − 1)sk−2

1 sm−k2

[
vxk1 ,x

m−k
2

(0) + vxk−2
1 ,xm−k+2

2
(0)
]
.

Recordemos que v satisface (3.1) y que Djv(0) = 0 para 0 ≤ j ≤ m − 1;
derivando m− k veces (3.1) con respecto de x2, k − 2 veces con respecto de
x1 y evaluando en 0, encontramos que

vxk1 ,x
m−k
2

(0) + vxk−2
1 ,xm−k+2

2
(0) = −

(
hxk−2

1 ,xm−k
2

(0)v(0) + hxk−3
1 ,xm−k

2
(0)vx1(0) + · · ·

· · ·+ h(0)vxk−2
1 ,xm−k

2
(0)
)

= 0, cuando 2 ≤ k ≤ m.

(3.2)
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Observemos que por medio de (3.1) se ha encontrado el valor de la suma
de las derivadas de orden m, vxk1 ,x

m−k
2

(0)+vxk−2
1 ,xm−k+2

2
(0), reduciéndolo a una

expresión en términos de las derivadas de v cuyo orden es 6 m−2 y tal valor
es conocido de la hipótesis de que Dkv(0) = 0 para 0 ≤ k ≤ m− 1.

Esto �nalmente prueba que ∆Q = 0, ahora el hecho de que ĺım
t→0

R(t θ)

Q(t θ)
= 0

es consecuencia del teorema de Taylor.

Así, podemos aproximar las líneas nodales de una función que satisface
(3.1) por las líneas nodales de un polinomio armónico de grado m, para el
cual su conjunto nodal es un conjunto de m líneas rectas cruzándose en el
origen y formando allí un sistema equiangular de 2m rayos.

Lema 2. (Cheng, 1976). Sean h ∈ C∞(Ω) y v una solución no nula de (3.1),
entonces

los puntos críticos de v sobre su conjunto nodal son aislados,

en los puntos regulares el conjunto nodal es una curva C∞.

Más aún en cualquier punto crítico, el conjunto nodal de v forma un sistema
equiangular de al menos 4 rayos que dividen a Ω en un número �nito de
subregiones conexas.

Demostración. Ver [8]

De�nición 2. La función u se dice Semi-Morse si Hu(p) 6= 0, para todo
p ∈ K.

Resulta claro que toda función que satisface (1) es semi�Morse. Más aún,
la solución u de (1) satisface ∆u > 0 sobre Ω.

Corolario 3. Si para algún θ ∈ S, el conjunto Nθ contiene una curva de
Jordan C ⊂ Ω, entonces la subregión de ΩC dentro de C no es simplemente
conexa.

Demostración. Si ΩC fuese simplemente convexa se tendría que C = ∂ΩC .
Por tanto, como uθ satisface la ecuación (3.1) en ΩC y uθ = 0 sobre ∂ΩC ,
uθ es idénticamente cero sobre ΩC . Teniendo presente la analiticidad de uθ,
se concluye que uθ = 0 sobre todo el dominio Ω, esto contradice el lema de
punto frontera de Hopf (teorema (2), pues sabemos que ∆u > 0.
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3.2. Conjuntos críticos

Los conjuntos críticos de funciones semi�Morse han sido objeto de interés
por parte de los investigadores. En [2] se demuestra el siguiente resultado:

Teorema 5. Si u es la solución de (1), entonces su conjunto de crítico esta
compuesto de un número �nito de puntos críticos aislados y un número �nito
de curvas de Jordan. Además, si existe una curva de Jordan contenida en el
conjunto crítico, esta curva debe ser analítica y el dominio Ω no puede ser
simplemente conexo.

De nuevo los ejemplos que ilustran el teorema anterior corresponden a las
soluciones del problema (1) en la elipse (2.1) en donde el número de puntos
críticos es �nito (en el caso de la elipse es exactamente un punto crítico). En
el caso de la solución en el anillo consignada en (2.3) se tiene una curva de
puntos críticos. Está claro que un anillo no es simplemente conexo.



Capítulo 4

Métodos de la variable compleja

En este capítulo estudiaremos las soluciones de la ecuación de Poisson
(1) utilizando métodos de la variable compleja. Resulta claro que todo sub-
conjunto del plano puede verse de manera natural como un subconjunto del
plano complejo C. El punto de partida será la siguiente aplicación:

h : Ω× S1 −→ C
(z, θ) 7−→ Hu(x1, x2) θ,

donde la barra indica la operación de conjungación, z = x1 + i x2, θ ∈ S1 y
Hu(x1, x2) en la matriz Hessiana, evaluada en (x1, x2), de la solución u del
problema (1). Un cálculo sencillo muestra que

h(z, θ) = (ux1x1θ1 + ux1x2θ2)− i(ux2x1θ1 + ux2x2θ2)

Nótese que como u ∈ C∞ se tiene que ux1x2 = ux2x1 . Como

ux1x1 + ux2x2 = 1,

derivando con respecto a las variables x1 y x2 respectivamente se obtiene

ux1x1x1 + ux1x2x2 = 0
ux1x1x2 + ux2x2x2 = 0

(4.1)

Lema 3. Para cada θ ∈ S1 la aplicación:

z = x1 + i x2 ∈ Ω ⊂ C 7−→ h(z, θ)

es analítica en Ω.
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Demostración. Basta comprobar que h(·, θ) cumple las ecuaciones de Cauchy-
Riemann en Ω. Para ellos denotamos conM y N respectivamente a las partes
reales e imaginarias de h(·, θ). Es decir,

M = ux1x1θ1 + ux1x2θ2, N = −ux1x2θ1 − ux2x2θ2.

Probaremos que
∂M

∂x1

=
∂N

∂x2

y
∂M

∂x2

= −∂N
∂x1

.

De un lado
∂M

∂x1

= ux1x1x1θ1 + ux1x1x2θ2.

De otro lado
∂N

∂x2

= −ux1x2x2θ1 − ux2x2x2θ2,

Debido a (4.1) se sigue inmediatamente que ∂M
∂x1

= ∂N
∂x2

. La demostración de

que ∂M
∂x2

= − ∂N
∂x1

es completamente análoga.

Lema 4. Sea u la solución de (1). Entonces en cualquier subconjunto com-
pacto de Ω la aplicación ux1x2 tiene un número �nito de puntos críticos o es
un polinomio cuadrático en x1 y x2. Si el borde ∂Ω es analítico (en el sentido
en que se puede parametrizar localmente por curvas analíticas) entonces la
misma conclusión es válida en todo Ω.

Demostración. Sea D un subconjunto compacto de Ω con interior no vacío
y de�namos la función de variable compleja f : D ⊂ C→ C mediante

f(z) = ux1x2x2(z) + i ux1x1x2(z), z = x1 + i x2, (x1, x2) ∈ D.

Como u es solución de (1), se tiene el sistema de ecuaciones en derivadas
parciales dado en 4.1. Escribimos las partes reales e imaginarias de f :

M = ux1x2x2 , N = ux1x1x2 .

Por simple inspección vemos que ∂M
∂x1

= ∂N
∂x2

. Ahora bien, derivando parcial-
mente (4.1) con respecto las variables x1 y x2 tenemos

∂M

∂x2

= ux1x2x2x2 = −ux1x1x1x2 = −∂N
∂x1

.
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En consecuencia f es analítica en D. Así, f es la función nula en D ó tiene
un número �nito de ceros en D. Ahora observe que la parte real e imaginaria
de f son precisamente las componentes del gradiente de ux1x2 .

Si f es la función nula, tenemos la ecuación en derivadas parciales para
alguna constante real c:

∂2u

∂x1∂x2

= c en D.

En tal caso debe tenerse para algún par de funciones derivables φ1 y φ2 que

∂u

∂x1

= c x2 + φ1(x1),
∂u

∂x2

= c x1 + φ2(x2).

Como ∆u = 1, entonces φ′1(x1) + φ′2(x2) = 1 para todo x1 y x2 tal que
(x1, x2) ∈ Ω. Por eso, tanto φ′1 como φ′2 tienen que ser constantes, digamos
a1 y a2 respectivamente.

En principio, los puntos críticos de ux1x2 podrían acumularse en un punto
del borde. No obstante, si el borde ∂Ω es analítico, entonces u admite una
extensión analítica en un abierto que contiene a Ω (ver [7]).

Finalmente estamos en posición de enunciar y demostrar el resultado
más importante de este trabajo de investigación. Mediante un cálculo directo
obtenemos

h(z, θ)

h(z, J θ)
=
Hu(x1, x2) θ · J θ − i detHu(x)

|h(z, J θ)|2 , (4.2)

en donde J es la matriz de rotación −π
2
y · indica el producto escalar en R2.

Nótese que la función

d(x) := detHu(x), x ∈ Ω, (4.3)

no es armónica ni satisface ecuación parcial alguna del tipo (3.1). No obstante,
su conjunto nodal tiene las mismas características de los conjuntos nodales de
las funciones armónicas. De manera más precisa (compárese con el resultado
de Cheng consignado en el lema 2) tenemos:

Teorema 6. Sean D un subconjunto compacto de Ω con interior no vacío
y d la función determinante de�nida en (4.3) y restringida al dominio D.
Entonces

los puntos críticos de d sobre su conjunto nodal son aislados,
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en los puntos regulares el conjunto nodal es una curva C∞.

Más aún en cualquier punto crítico, el conjunto nodal de d forma un sistema
equiangular de al menos 4 rayos que dividen a D en un número �nito de
subregiones conexas. Las conclusiones siguen siendo ciertas con D = Ω si el
borde ∂Ω es analítico.

Demostración. Primero escribimos

N := {(z, θ) ∈ Ω× S1 : h(z, θ) = 0)}. (4.4)

De la de�nición de h resulta claro que h(z, θ) = 0 si y sólo si Hu(x1, x2) θ = 0
con z = x1 + i x2, lo que a su vez es equivalente con d(x1, x2) = 0. Por eso, la
proyección de N sobre D coincide con el conjunto nodal de d. En los puntos
z = x1 + i x2, con (x1, x2) ∈ D, tales que ∂h

∂z
(z, θ) es no nula (derivada en

el sentido de la variable compleja), de acuerdo con el teorema de la función
implícita, podemos parametrizar localmente el conjunto nodal N mediante
una curva (z(θ), θ) de clase C∞ con

z : S1 → C, tal que h(z(θ), θ)) = 0.

Diremos que un punto z = x1 + i x2, con (x1, x2) ∈ D es punto de bifurcación
del conjunto nodal de d si para algún θ ∈ S1 se tiene ∂h

∂z
(z, θ) = 0. Ocurre

que

|∂h
∂z

(z, θ)|2 = |∇ux1x2|2.

Por el Lema 4 tenemos que existe a lo más un número �nito de puntos de
bifurcación del conjunto nodal de d. De otro lado, los puntos de bifurcación
coinciden con los puntos críticos de d.

Finalmente veremos que ocurre en el conjunto nodal de d en los puntos
de bifurcación. Si x∗ está en el conjunto nodal de d, entonces para algún
θ se tiene h(z∗, θ) = 0, siendo z∗ la versión compleja de x∗. Ahora bien,
h(z∗, J θ) 6= 0, pues de lo contrario la matriz Hessiana de u sería nula lo que
llevaría a una contradicción (recordar que ∆u = 1). De la fórmula (4.2)vemos
que localmente, d es el producto de una función suave estrictamente positiva
por una función armónica (la parte imaginaria de una función analítica).
Como el Teorema de Cheng vale para funciones armónicas, en los puntos
de bifurcación, el conjunto nodal de una función armónica forma un sistema
equiangular de al menos 4 rayos, lo que concluye la demostración.



18

Finalmente consideraremos algunos ejemplos. El conjunto nodal de d pue-
de ser vacío como el caso de la solución de (1) en una elipse (ver ecuación
(2.1).) En el caso del anillo el conjunto nodal de d coincide con la circunfe-
rencia de puntos como fácilmente se puede comprobar en la ecuación (2.3).
Si se trata de la solución en el triángulo equilátero dada en (2.2) el conjunto
nodal de d es la circunferencia inscrita en el triángulo.

El siguiente ejemplo muestra que el conjunto nodal de d puede bifurcarse.
Se trata de una elaboración del ejemplo que presentó Jairo Andrés Delgado
Ospina en su Trabajo de Grado. Considere la función

v(x1, x2) := x4
1 − x3

1 x2 − 18x2
1 x

2
2 + x1 x

3
2 + 3x4

2 + x2
2 −

8

1000
.

Figura 4.1: El borde ∂Ω en negro,
el conjunto nodal de d en rojo

Figura 4.2: La de�exión de v

Un cálculo elemental muestra que ∆v = 1 en todo el plano. La región Ω
se de�ne como la componente conexa que contiene al origen del conjunto

{(x1, x2) ∈ R2 : v(x1, x2) < 0}.

Se muestra que el borde ∂Ω es una curva analítica implícitamente de�nida
por v(x1, x2) = 0. Más aún, v tiene en Ω un único punto crítico que es
precisamente el origen. Un poco de cálculo muestra que

d(x1, x2) = −1305x4
1 − 2610x2

1 x
2
2 + 72x2

1 − 12x1 x2 − 1305x4
2 − 72x2

2

La �gura 4.1 muestra el conjunto Ω con borde en negro, el conjunto nodal
de d en rojo. Como puede apreciarse, el conjunto nodal d(x1, x2) = 0, se
bifurca en el origen exactamente como lo a�rma el teorema 6. La de�exión v
se muestra en la �gura 4.2.
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