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Resumen

Este estudio tuvo como objetivo caracterizar las decisiones de accidn del futuro profesor de
matematicas al aplicar una trayectoria hipotética de aprendizaje (THA) para la ensefianza de la
semejanza en la que se integran recursos curriculares digitales. Para dar cuenta de las decisiones
de accidn del futuro profesor se emplearon las aproximaciones tedricas de la competencia
docente mirada profesional del profesor de matemdticas, |la heuristica de los modelos
emergentes, la trayectoria hipotética de aprendizaje y la semejanza como objeto de reflexion. La
aproximacién metodoldgica correspondid a la investigacién basada en el disefio (IBD) y la
estrategia metodoldgica a los experimentos de ensefianza. Se obtuvieron dos resultados de
investigacion. El primer resultado mostré que la relacidn de los futuros profesores con los
elementos constitutivos de la trayectoria hipotética de aprendizaje para responder al
pensamiento matematico de los estudiantes se centrd en el desarrollo de las tareas de
aprendizaje. El segundo resultado mostré que las decisiones de acciéon de los futuros profesores
se destacaron por privilegiar acciones dominantes centradas en representaciones de como los
estudiantes comprenden la semejanza de figuras planas, y en funcion de razonar respecto al
pensamiento matematico del estudiante. Este estudio pretende contribuir al creciente nimero
de investigaciones que reflexionan respecto al uso de las trayectorias hipotéticas de aprendizaje
como lente tedrico que posibilita a los profesores comprender el pensamiento matematico del
estudiante y planificar respuestas con base en dicha comprension.

Palabras claves: decisiones de accion, formacion de profesores, heuristica de los

modelos emergentes, semejanza, trayectoria hipotética de aprendizaje.



Abstract

This study aimed to characterize the action decisions of future mathematics teachers when
implementing a Hypothetical Learning Trajectory (HLT) for teaching similarity using digital
curricular resources. To account for the future mathematics teachers' action decisions, the
theoretical approaches of teacher competence, the professional view of the mathematics
teacher, the heuristic of emerging models, the hypothetical learning trajectory, and similarity as
an object of reflection were employed. The methodological approach corresponded to Design-
Based Research and the methodological strategy to teaching experiments. Two research results
were obtained. The first result showed that the future teachers' relationship with the constituent
elements of the HLT to respond to students' mathematical thinking focused on the development
of learning tasks. The second result showed that the future teachers' action decisions were
characterized by privileging dominant actions focused on representations of how students
understand the similarity of plane figures, and making decisions based on reasoning about
students' mathematical thinking. This study aims to contribute to the growing body of research
that reflects on the use of HLTS as a theoretical lens that enables teachers to understand
students' mathematical thinking and plan responses based on that understanding.

Keywords: action decisions, teacher education, heuristic of emergent models, similarity,

hypothetical learning trajectory
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1. Planteamiento del problema

Este estudio se inscribe en la linea de investigacion Practicas y Tecnologias de la
Informacidn y la Comunicacion en Educacién Matematica (PTICEM). En particular, en la sublinea
gue se ocupa del estudio de las habilidades situadas del profesor.

La investigacidn se apoya en la competencia docente mirar profesionalmente el
pensamiento matemdtico del estudiante, que se define como el conjunto de tres habilidades
articuladas entre si: identificar, interpretar y decidir (Jacobs et al., 2010). El interés de esta
investigacion radica en analizar cémo los futuros profesores de matematicas usan el conocimiento
profesional para gestionar la ensefianza del razonamiento y la construccion de sentido geométrico
acerca de la semejanza.

La competencia docente mirar profesionalmente ha sido objeto de atencién en la
investigacion reciente (Amador et al., 2021; Dindyal et al., 2021). Esta competencia implica la
capacidad de los futuros profesores para identificar aspectos relevantes en el aula, interpretarlos
basado en principios tedricos y tomar decisiones informadas sobre la instruccion (Fernandez y
Choy, 2020).

La competencia docente mirar profesionalmente el pensamiento matematico del
estudiante se caracteriza por el uso del conocimiento profesional del futuro profesor en
situaciones de ensefianza. Esta le permite reconocer las estrategias que usan los estudiantes

cuando se enfrentan a situaciones problema, interpretar las estrategias empleadas con relacion a
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una situacion y decidir cémo responder (decisiones de accidn?) teniendo en cuenta la comprensién
de los estudiantes.

De estas habilidades, varias han sido las investigaciones que han mostrado que la habilidad
de decidir cdmo responder a la comprension del estudiante, es la mas dificil de desarrollar por los
profesores y futuros profesores de matematicas (Amador et al., 2021; Stahnke et al., 2016).

Por ejemplo, Mason (2011) manifiesta que la capacidad de tomar decisiones teniendo en
cuenta el pensamiento y el razonamiento de los estudiantes depende de la vision especifica de la
profesidn, por tanto, requiere de un dominio de conocimiento tanto de contenido pedagadgico
como de matematico.

En ese sentido, Krupa et al. (2017) argumentan que decidir es la habilidad mas exigente de
desarrollar y no necesariamente aumenta con la experiencia, sino que requiere de trabajo
focalizado y experiencias de desarrollo profesional.

Se ha evidenciado que los futuros profesores pueden aprender a identificar detalles en las
estrategias usadas por los estudiantes que les permiten interpretar su comprension, pero en
ocasiones no son capaces de utilizar esta informacion para apoyar sus decisiones de ensefanza.

En ese sentido, se ha logrado reconocer que la investigacion sobre el desarrollo de la
competencia mirar profesionalmente el pensamiento matematico del estudiante ha examinado

como las THA pueden proporcionar a los futuros profesores un marco estructurado que les ayude a

1 Las decisiones de accion forman parte de uno de los tres componentes de la mirada profesional del profesor. Se encuentran
asociadas con el razonamiento del profesor para responder a las estrategias del estudiante que aborda una situacion problema

y dan cuenta de la capacidad del docente para interpretar y mirar con sentido las interacciones que emergen en el aula.
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identificar las estrategias de los estudiantes, interpretar el pensamiento matematico de los
estudiantes y decidir con una instruccidn apropiada (Fernandez y Choy, 2020; Ivars et al., 2020)

Asi pues, las THA se conciben como un instrumento que sirve de referencia a los futuros
profesores para identificar diferentes grados de comprensidn, y proponer tareas que enfatizan en
la progresion conceptual del estudiante de un concepto matematico determinado (Gonzales-Forte
et al., 2020)

En este sentido, lvars et al. (2018) sefalan la importancia del uso de las THA como guia
para observar el pensamiento matematico del estudiante y como herramienta para mejorar el
discurso profesional del futuro profesor acerca de los contenidos matematicos y sobre la
comprension de los estudiantes.

Al respecto, Yuliardi y Rosjanuardi (2021) en su articulo —cuyo propdsito consistié en
explorar las habilidades espaciales (percepcion espacial, visualizacién espacial y razonamiento
espacial) de veinte estudiantes de noveno curso de una escuela privada isldamica relacionadas con
las transformaciones geométricas a partir del uso de una THA— mostraron que la THA es un
instrumento importante para que los profesores organicen las trayectorias de aprendizaje y
promuevan el desarrollo de habilidades espaciales de los estudiantes relacionadas con las
transformaciones geométricas. De la misma manera, destacaron que el acompafiamiento continuo
de los profesores en el proceso de aprendizaje es esencial para alcanzar la trayectoria de
aprendizaje y, ademas, que el uso de recursos tecnolégicos como Cabri 3D y GeoGebra pueden
mejorar el desarrollo de habilidades espaciales de los estudiantes.

Asimismo, Kuncoro et al. (2023) en su articulo reportan el disefio de una trayectoria
hipotética de aprendizaje para el concepto de semejanza, basada en la investigacion de disefio

didactico (IDD por sus siglas en inglés) que tuvo como propdsito disefiar una secuencia de tareas
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gue apoye a los estudiantes a superar errores y dificultades asociadas con los conceptos de escala,
ampliacidon y las relaciones entre las proporciones y el factor de semejanza. Entre los resultados se
destaca que el uso de enfoques centrados en el estudiante, el uso de estrategias de aprendizaje
activo y la participacién interactiva son factores clave para ayudar a superar errores y dificultades,
asimismo, el disefio de una trayectoria hipotética de aprendizaje cuidadosamente disefiada puede
mejorar la comprensidn de los estudiantes del concepto de semejanza y la posibilidad de aplicarlo
en situaciones del mundo real.

Por su parte, Sacristan et al. (2010) en su articulo reflexionan en torno a las THA
argumentando que la mediacién por tecnologias digitales ofrece a los docentes la oportunidad de
examinar o explorar formas en las que se pueden desarrollar conceptos matematicos y estrategias
de resolucion de problemas, convirtiéndose en elementos relevantes para organizar y estructurar
rutas potenciales que pueden guiar el desarrollo de conceptos matematicos y los enfoques de
resolucidn de problemas de los estudiantes. En concordancia con esta reflexion, se presentan

algunos estudios en los cuales las THA integraron recursos curriculares digitales?.

2 adler (2000) conceptualiza los recursos como «reaprovechamiento». Al respecto, plantea que describir el trabajo del profesor

en términos de «reaprovechamiento» implica entender que los recursos no son objetos estaticos, sino que su uso es una accién

activa por parte de los profesores, quienes constantemente los adaptan y reutilizan en la practica educativa. Remillard (2018)

hace referencia al término curriculo en relacién con el itinerario o secuencia de aprendizaje guiada para los estudiantes. En ese

sentido, los recursos curriculares son aquellos artefactos disefiados especificamente para apoyar procesos de ensefianza y

aprendizaje que ayudan a secuenciar o planificar el aprendizaje de los estudiantes a lo largo de un periodo. Asi pues, los

recursos curriculares incluyen los libros de texto (disefiados para el uso directo de los estudiantes), las guias del profesor

(contienen orientaciones especificas para ayudar a los docentes a estructurar y dar forma a su ensefianza) y los documentos

(corresponden al resultado del trabajo de disefio curricular de los profesores). Segun Remillard (2018) los recursos curriculares

digitales comprenden una amplia gama de herramientas y materiales disefiados para apoyar los procesos de ensefianza y



20

Sarvita y Syarifuddin (2020) en su articulo analizan el desarrollo de una THA para el estudio
de la integral definida basada en la educacion matematica realista, el propdsito consiste en que los
estudiantes conceptualizan el objeto matematico por si mismos a partir de su experiencia. El
enfoque metodoldgico correspondié a la investigacion basada en el disefio con sus tres fases:
disefio, intervencion y analisis retrospectivo. Entre sus resultados se destaca que el disefio de una
THA para el estudio de la integral definida es un instrumento valioso para guiar a los estudiantes a
construir y descubrir el concepto de integral por si mismos a partir de su experiencia. También, la
THA posibilita que los estudiantes utilicen su capacidad de razonamiento para resolver el problema
real dado con el fin de mejorar su razonamiento matematico.

Morales et al. (2019) en su articulo describen una propuesta tedrico-didactica para la
planeacion de ensefianza del concepto de area de poligonos a partir de dos THA mediadas por el
uso del software GeoGebra. El resultado que se destaca es que el software GeoGebra juega un
papel de recurso heuristico principal, ya que permite realizar transformaciones que posibilitan
demostrar formulas para medir el area de un tridngulo, favoreciendo propiedades esenciales que
reafirman el concepto de area.

Por otro lado, en su informe final de maestria Cumbal (2020) contribuye al desarrollo de
investigaciones que emergen de estudios empiricos en las que se caracterizan las practicas de

profesores noveles en la integracién de recursos digitales. Entre sus resultados se destaca que: (a)

aprendizaje de los estudiantes a lo largo del tiempo, estos recursos pueden ser proporcionados, apropiados o disefiados por los

profesores. Asi pues, los recursos curriculares digitales incluyen, por ejemplo, simulaciones, videos y herramientas interactivas.
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el conocimiento tecnolégico pedagogico del contenido determina las caracteristicas de la practica
del profesor en el desarrollo de las tareas, y (b) las THA son una herramienta eficaz en la
ensefianza, ya que permite a los profesores noveles en la integracion de recursos digitales atender
el pensamiento matematico de los estudiantes en el momento del desarrollo de las tareas de
aprendizaje.

Finalmente, Lee (2020) en su articulo presenta un estudio en el que indaga la interaccién
del futuro profesor con un ambiente tecnoldgico con el fin de determinar potencialidades y
limitaciones de dicho ambiente para contribuir al desarrollo de la mirada profesional del
pensamiento matematico de los estudiantes. Entre los hallazgos se destaca: (a) el uso de
instrumentos tecnoldgicos ayuda a los futuros profesores a centrarse en cémo hacer preguntas,
predecir las posibles respuestas de los estudiantes y responder para apoyar el aprendizaje de los
estudiantes, (b) los futuros profesores lograron identificar los errores de los estudiantes, pero
varios de ellos no lograron interpretar las dificultades matematicas de los estudiantes, (c) el
razonamiento de los estudiantes incluyd sugerencias pedagdgicas centradas en el profesor y de
tipo procedimental dejando de lado los razonamientos para apoyar el aprendizaje conceptual.

Por otro lado, en relacidn con la ensefanza y el aprendizaje de la semejanza se reconoce
gue en los referentes curriculares (lineamientos curriculares y estandares basicos de
competencias) se enfatiza en promover el desarrollo del pensamiento matematico de los
estudiantes, en especial, el pensamiento espacial y los sistemas geométricos. De manera
particular, estos referentes proponen el estudio de la semejanza entre los grados séptimo y
noveno, convirtiéndose asi en un pilar fundamental en el desarrollo de las matematicas en grados
de la educaciéon media en el estudio de la trigonometria, y en educacién superior en el aprendizaje

de la geometria euclidiana, analitica y el calculo (Vanegas, 2019).
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Teniendo como base la promocidn del desarrollo del pensamiento espacial y los sistemas
geométricos, en particular, el razonamiento y la construccion de sentido geométrico respecto a la
semejanza, algunos autores como Gualdrén y Gutiérrez (2006) en su articulo reflexionan en torno a
las ideas previas, conocimiento y razonamiento que poseen estudiantes de grado noveno en
relacidn con la semejanza de figuras planas. Entre sus resultados se destaca que: (a) los estudiantes
logran reconocer y usar estrategias correctas al enfrentarse y desarrollar las actividades propuestas
relacionadas con la semejanza, (b) los estudiantes mostraron evidencia de haber adquirido
estrategias correctas y un casi nulo uso de estrategias erréneas para resolver tareas relacionadas
con la semejanza, y (c) los estudiantes comprendieron y son conscientes que la operacion
necesaria para enfrentar tareas relacionadas con la razén y la proporcién es la multiplicaciéon y no
la adicién.

Mas adelante, Gualdrén (2014) presenta los resultados preliminares de una investigacion
sobre la evolucion del razonamiento de los estudiantes al enfrentar tareas de semejanza,
caracterizando a priori los descriptores de nivel de van Hiele segun estudios previos (Gualdrén y
Gutiérrez, 2006). Estos descriptores se validan y amplian mediante una intervencién educativa
basada en la unidad de ensefianza de Lemonidis (1991) y el modelo de razonamiento de van Hiele.
Los resultados muestran que los estudiantes poseen herramientas de razonamiento mas
avanzadas y efectivas en comparacidn con estudios anteriores (Gualdron y Gutiérrez 2006) y que la
mayoria ha alcanzado el tercer nivel de van Hiele en semejanza, lo cual es significativo, ya que
generalmente solo alcanzan el segundo nivel (Gualdrén y Gutiérrez, 2006).

Por su parte, Ojeda (2022) en su articulo, desde una perspectiva cognitiva, resalta la
importancia de favorecer procesos como el de visualizacion en la construccion del concepto de

semejanza de figuras geométricas en estudiantes de séptimo. El enfoque metodoldgico que
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empled fue la investigacidn basada en el disefio con sus tres fases, ya que permitié construir,
implementar y evaluar una secuencia de tareas que apuntan a promover la comprensién de la
semejanza a través de la visualizacidn. Los resultados muestran que los estudiantes tienden a
privilegiar la visualizacidon icdnica, reconociendo figuras mas que identificando sus propiedades. A
medida que avanzan, proponen trazos auxiliares que generan nuevas figuras, pasando de la
aprehensidn perceptiva a la operatoria. Finalmente, el analisis revela que estos trazos auxiliares
favorecen las propiedades cualitativas y la representacidn no icdnica, con la aprehension
perceptiva actuando como eje entre el discurso y las operaciones sobre las representaciones.

De Souza Brito y Bairral (2023) en su articulo destacan que los tridngulos son el Unico
grupo de poligonos no deformables, por tanto, presentan caracteristicas fundamentales para el
estudio de la semejanza. Con base en ello, Machado (2000) resalta que las condiciones de
semejanza en los tridngulos tienden a privilegiar la relacion: a segmentos proporcionales, angulos
correspondientes congruentes y viceversa, lo que favorece la comprension de la semejanza en
contextos geométricos. No obstante, Gonzalez et al. (1990) mencionan que en el lenguaje
cotidiano tal relacidn puede ser confusa para los estudiantes, ya que la expresidn «semejante»
puede referirse a objetos idénticos o parecidos, lo que discrepa de la definicion de semejanza
asociada a la igualdad en la forma y a la diferencia o equivalencia en el tamafio.

Por otra parte, Sanabria (2018) presenta como resultado de una propuesta didactica para
la ensefianza de los conceptos de semejanza y congruencia, dirigida a estudiantes de grado octavo
que: (a) el analisis historico de la semejanza y la congruencia aportan una mirada amplia del
desarrollo de estos conceptos, lo que posibilita generar inquietudes en los estudiantes y con ello Ia
interiorizacion de dichos conceptos, (b) las aplicaciones de situaciones en la vida real son excusas

poderosas en la asimilacion de conceptos de semejanza y congruencia, ya que permite que los
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estudiantes a partir de su experimentacion directa los comprendan e interioricen, y (c) la
apropiacién de un concepto no se puede delegar al uso de un programa o software, es necesario
que los estudiantes experimenten con sus propios sentidos y usen los materiales para entrar en
comunicacién directa con la geometria.

Dindar y Gindiz (2017) en su estudio examinan el nivel de conocimientos conceptuales
de los futuros profesores de matematicas de primaria relacionados con la congruencia y semejanza
en triangulos, asi como su capacidad para representar estos conocimientos relacionarlos con la
vida cotidiana y resolver problemas geométricos asociados estos conceptos matematicos. Entre
sus resultados se destaca que: (a) los futuros profesores tienen éxito en preguntas de
conocimientos conceptuales, pero presentan dificultades en la justificacidn de sus respuestas, (b)
los futuros profesores presentan dificultades al resolver problemas de situaciones reales
relacionadas con congruencia y semejanza en triangulos, y (c) tales dificultades afectan la
frecuencia de uso de la justificacion matematica por parte de los futuros profesores en los cursos.
Se sugiere que en la formacién de profesores se privilegien actividades centradas en la justificacion
y resolucién de problemas de la vida real relacionados con congruencia y semejanza.

Finalmente, Quintero et al. (2012) sefialan como resultado de su estudio la importancia y
necesidad de mejorar el nivel de conciencia que los profesores de matematicas tienen frente al
conocimiento matematico en relacion con la proporcionalidad geométrica y la semejanza. Entre los
resultados destacados se tiene que: (a) la semejanza alude a una relacién entre figuras rectilineas,
en tanto que la proporcionalidad geométrica alude a relaciones de segundo orden, esto es
relaciones de magnitudes geométricas homogéneas, (b) la semejanza como la proporcionalidad
son percibidas a través de la representacion propia de los objetos geométricos y por tanto, se

deducen desde una perspectiva hipotética deductiva.
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En sintesis, teniendo en cuenta las investigaciones presentadas, el estudio de las practicas
del profesor en la que se integran recursos curriculares digitales para el desarrollo del pensamiento
geométrico se considera un campo de indagacién que puede proporcionar informacion que
permita favorecer los procesos de ensefianza y aprendizaje, en particular, el desarrollo de la
competencia mirada profesional del pensamiento matematico del estudiante. En ese sentido, se
plantea la siguiente pregunta de investigacion.

Pregunta de investigacion

¢Cémo las decisiones de accion de los futuros profesores se modifican con los usos de la
trayectoria hipotética de aprendizaje para la ensefianza de la semejanza al integrar recursos
curriculares digitales?

Objetivo general

Analizar las decisiones de accion de los futuros profesores al implementar una trayectoria
hipotética de aprendizaje para la ensefianza de la semejanza en la que se integran recursos
curriculares digitales.

Objetivos especificos

Analizar los elementos de la trayectoria hipotética de aprendizaje que contribuyen a la
ensefianza de la semejanza y a la formacioén de profesores de matematicas.

Describir las decisiones de accidn de los futuros profesores de matematicas al usar la

trayectoria hipotética de aprendizaje para la ensefianza de la semejanza.
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2. Referentes tedricos

Con el fin de describir atributos relacionados con las decisiones de accion de los futuros
profesores al utilizar una THA para la enseianza de la semejanza en la que se integran recursos
curriculares digitales se articulan dos aproximaciones tedricas: la competencia docente mirada
profesional del pensamiento matemadtico del estudiante (Jacobs et al., 2010) y la trayectoria
hipotética de aprendizaje (Fernandez y Choy, 2020).

Para el estudio de las practicas se recurre al disefio de una THA que se apoya en la
heuristica de los modelos emergentes (Gravemeijer, 1999) y de una reflexion de la semejanza
como objeto de estudio.

La competencia docente mirar profesionalmente el pensamiento matematico del estudiante

Mirar es algo que se hace todo el tiempo. Mason (2002) afirma que los profesionales
tienen sensibilidad al mirar ciertas cosas en situaciones profesionales. En el caso de los profesores,
el aula es el entorno profesional y acorde con van Es y Sherin (2002) las interacciones en el aula
son el centro de la atencion del profesor.

Mirar ha sido conceptualizado desde distintas perspectivas, por ejemplo, Mason (2002)
sugiere que mirar profesionalmente refiere a la accion de sensibilizarse para observar lo que una
persona no esta habituada a observar, desde esta postura se distinguen cuatro caracteristicas: (a)
identificar aspectos relevantes a partir de un objetivo que guia la observacion, (b) describir los
aspectos observados, (c) reconocer alternativas de accidn, y (d) validar lo observado intentando
gue los otros reconozcan lo que ha sido descrito o sugerido.

En contextos de la ensefianza, van Es y Sherin (2002) reconocen la mirada profesional como:
(a) detectar en la situacion de clase lo que es importante, (b) establecer conexiones entre los

aspectos especificos de las interacciones de clase y los principios de la ensefianza y el aprendizaje
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gue los representan, y (c) razonar respecto a las interacciones en el aula sobre la base de lo que se
conoce en relacidn con el contexto.

Ambas perspectivas enfatizan en la importancia de identificar e interpretar aspectos
relevantes de una situacién (de ensefianza y aprendizaje en el caso de van Es y Sherin (2002).

Esta forma de conceptualizar la mirada profesional dirige su foco en la interpretacién como
instrumento para comprender como los docentes usan su conocimiento profesional para atender
las distintas situaciones de aula (lvars y Fernandez, 2015).

Otra perspectiva a través de la que se ha conceptualizado la mirada profesional del
profesor de matematicas ha sido la de «dar sentido a lo que los profesores ven en el aula de
clase», para lo cual la experiencia, posturas filosdficas y antecedentes culturales influyen en cémo
se ve y se dota de sentido.

Asi pues, Jacobs et al. (2010) conceptualizan la competencia docente mirar
profesionalmente el pensamiento matematico del estudiante como un conjunto de tres
habilidades interrelacionadas entre si: identificar las estrategias de los estudiantes, interpretar la
comprension del estudiante y decidir cdmo responder con base en la comprensién del estudiante.

Desde esta perspectiva, la habilidad de decidir es el elemento central de la competencia
docente mirar profesionalmente el pensamiento matematico del estudiante y su foco se dirige a
dar cuenta de como los docentes aplican su conocimiento de las matematicas del estudiante en
contextos particulares y reconocer la medida en que este razonamiento se alinea con la
investigacion en el campo. Asi las cosas, la toma de decisiones se basa en una articulacion de
conocimientos tedricos, experiencia practica y una comprension contextual del estudiante.

Segun Jacobs et al. (2011) la habilidad de decidir como responder con base en el

pensamiento matematico del estudiante refleja la intencidn del profesor de responder, no la
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ejecucion de la respuesta en si. Se reconoce que la respuesta prevista del profesor no siempre se
realiza segun lo planeado, sin embargo, la decision del profesor de responder basandose en el
pensamiento matematico del estudiante implica una intencién deliberada de hacerlo. En otras
palabras, decidir comprende reconocer si la toma de decisiones del profesor se fundamentay es
coherente con el pensamiento matematico del estudiante en una situacién determinada y con la
investigacion sobre el desarrollo del pensamiento matematico del estudiante.

Con base en esto, Jacobs et al. (2011) describen escalas que dan cuenta del nivel de
respuesta de los profesores en la habilidad de decidir, a partir de la respuesta a las manifestaciones
de la expresidon matematica de los estudiantes.

Pruebas sdlidas de decidir a partir de las respuestas a las manifestaciones de la expresion
matemdtica de los estudiantes. Comprende las respuestas del profesor en las que considera de
manera amplia y detallada las expresiones matematicas del estudiante, relacionadas con las
estrategias y la solucion de problemas. Evidencia limitada de decidir a partir de las respuestas a las
manifestaciones de la expresion matemadtica del estudiante. Comprende las respuestas del
profesor en las que consideran parcialmente las expresiones matematicas del estudiante, es decir,
suministra menos detalle en las respuestas proporcionadas. Falta de evidencia de decidir en
funcion de las manifestaciones de la expresion matemdtica del estudiante. Comprende la respuesta
del profesor centrada en comentarios generales u observaciones dominadas por el pensamiento
del profesor.

Posteriormente, Amador (2019, 2022) amplia el marco para enfatizar en la importancia del
contexto y la reflexion en el desarrollo de esta competencia. Desde esta perspectiva se subraya
gue la competencia docente mirar profesionalmente el pensamiento matematico del estudiante

no solo implica habilidades técnicas, sino también una reflexién profunda y continua sobre las
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practicas pedagdgicas y el impacto de estas en el aprendizaje de los estudiantes. La reflexion critica
sobre las propias practicas y las interacciones con los estudiantes es esencial para mejorar la
competencia.

De la misma manera, Amador et al. (2021) subrayan el papel de las tecnologias digitales en
el desarrollo de la competencia. Herramientas como el videoandlisis y las plataformas interactivas
permiten a los profesores revisar y reflexionar sobre las interacciones en el aula de manera mas
detallada. Estas tecnologias facilitan una observacién mas precisa y una retroalimentacién mas
efectiva, apoyando el desarrollo profesional continuo de los docentes.

En sintesis, este estudio se apoyard en la competencia docente mirada profesional del
pensamiento matematico del estudiante como herramienta de analisis investigativo para dar
cuenta del estado del desarrollo de la competencia mirada profesional de los futuros profesores al
utilizar una THA para la ensefianza de la semejanza en la que se integran recursos curriculares
digitales. En otras palabras, se analizara la competencia docente mirada profesional de los futuros
profesores cuando disefian y gestionan situaciones de ensefianza y aprendizaje relacionadas con la
semejanza.

La trayectoria hipotética de aprendizaje

Varias investigaciones (Fernandez y Choy, 2020; Ivars et al. 2020; Wickstrom y Langrall
(2018) muestran que el uso de las THA en la ensefianza resultan ser recursos eficaces para la
practica de los profesores porque les permiten comprender el pensamiento matematico de los
estudiantes y planificar respuestas de instruccidn con base en la comprensién de los estudiantes.

De acuerdo con lvars et al. (2020) las THA son herramientas que sirven de apoyo a los

profesores para identificar los objetivos de aprendizaje, interpretar el pensamiento matematico
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del estudiante y decidir cdmo responder con una instruccion adecuada a las ideas matematicas de
los estudiantes.

Desde Simon (1995) las THA son los potenciales caminos de aprendizaje de los estudiantes,
gue son hipotéticos porque la comprensidn no se conoce hasta después de haberse realizado. Asi
mismo, afirmé que los estudiantes pueden avanzar por caminos similares en la comprensioén de un
tema en particular a medida que se involucran en tareas cuidadosamente seleccionadas para
trabajar hacia una meta de aprendizaje; aunque esta nocion de THA parece indicar que todos los
estudiantes siguen la misma trayectoria de aprendizaje a la misma velocidad, la THA representa
una ruta flexible en la que los estudiantes transitan a ritmos diferentes, siendo posible incluso que
pueda surgir otra ruta de aprendizaje que desvie la THA inicialmente propuesta (Drijvers, 2004).

Para Simon (1995) una THA es un modelo tedrico para el disefio de la ensefanza de las
matematicas que consta de tres elementos: (1) el objetivo de aprendizaje que define la direccidn,
(2) las tareas de aprendizaje que se usaran para promover el aprendizaje de los estudiantes, y (3) el
proceso hipotético de aprendizaje. Una prediccidon de como el pensamiento y la comprension de
los estudiantes evolucionaran en el contexto de las tareas de aprendizaje.

De esto se tiene que, seglin Simon (2020), las tareas de aprendizaje estan disefiadas o
adaptadas para que los estudiantes se movilicen a través de una progresion que involucra niveles
de pensamiento, con el fin de alcanzar metas especificas de un dominio matematico. Estas tareas
de aprendizaje estan basadas en procesos de aprendizaje anticipados, no obstante, estos procesos
dependen de la naturaleza de las tareas de aprendizaje planificadas.

Es asi como las THA proporcionan a los profesores un modelo cognitivo para pensar
(interpretar), actuar (decidir) y un lenguaje matematico especifico para describir el pensamiento

matematico de los estudiantes (Edgington et al., 2016).
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Del mismo modo, seglin Fernandez y Choy (2020) las THA proporcionan una estructura
definida para discernir objetivos de aprendizaje, interpretar el pensamiento matematico del
estudiante y articular una ensefianza adecuada. Asi pues, las THA determinan un modelo cognitivo,
gue provee a los profesores un lenguaje especifico para comunicar el pensamiento matematico lo
que facilita la anticipacion de estrategias y la identificacidn de dificultades de los estudiantes.

En este contexto, las THA son una herramienta valiosa en la investigacidon porque permiten
controlar la brecha entre una teoria de instruccién y un experimento de ensefianza concreto
(Bakker, 2018).

Por tales razones, para este estudio se disefiara una THA para la ensefianza de la
semejanza que se utilizara como dispositivo para orientar la gestion del aprendizaje y la ensefianza
atendiendo al pensamiento matematico del estudiante a partir de tareas en las que se articulan
recursos curriculares digitales.

La heuristica de los modelos emergentes
Es una de las heuristicas del disefio instruccional y hace parte de la teoria de instruccién

conocida como educacién matematica realistica (EMR)>. La caracteristica principal radica en que

3 La EMR es una teoria de instruccién de dominio especifico para las matematicas que se ha desarrollado en los

Paises Bajos. La caracteristica de EMR es que a situaciones ricas y «realistas» se les da una posicidn destacada en el

proceso de aprendizaje. Estas situaciones sirven como una fuente para iniciar el desarrollo de conceptos,

herramientas y procedimientos matemadticos y como un contexto en el que los estudiantes pueden en una etapa

posterior aplicar sus conocimientos matematicos, que luego gradualmente se vuelven mas formales y generales,

siendo menos especificos del contexto. Desde esta perspectiva realista no alude solo a situaciones del mundo real,

sino que hace referencia de manera general a todas las situaciones problematicas que los estudiantes pueden

imaginar.
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ayuda a los estudiantes a formar una realidad matematica que no existe para ellos, a través de un
proceso progresivo en el que las matematicas formales pasan a primer plano como una extension
de la experiencia de los estudiantes (Gravemeijer, 1999).

El término modelo refiere a un entorno de trabajo, una descripcidn verbal, formas de
simbolizacidn y notacién, en otras palabras, modelo hace referencia a las formas generadas por los
estudiantes de organizar la actividad matematica con herramientas observables (cosas de su
entorno como graficos, definiciones u objetos) y mentales (formas de pensar y razonar a medida
en que resuelven problemas) (Zandieh y Rasmussen, 2010).

En relacidn con los modelos, estos son emergentes en el sentido de que varias formas de
crear y utilizar graficos, definiciones, objetos, expresiones analiticas, etc., surgen con otras formas
de razonamiento cada vez mas sofisticadas (Rasmussen y Blumenfeld, 2007).

Inicialmente, los modelos son propios de un contexto y hacen referencia a situaciones
concretas o reales para los estudiantes. En este nivel el modelo debe permitir estrategias
informales que correspondan con estrategias de solucion de la situacidn. A partir de ello, el papel
del modelo empieza a transformarse gradualmente a medida que los estudiantes adquieren mas
experiencia con problemas similares, permitiendo que su atencidn se dirija hacia las relaciones y
estrategias matematicas, obteniendo asi que un modelo de actividad matematica informal se
convierta en un modelo para un razonamiento matematico mas formal (Gravemeijer, 2007).

La transicién de un modelo de actividad matematica informal a un modelo para un
razonamiento matematico formal se define en términos de cuatro niveles establecidos por
Gravemeijer, (1999) (ver Figura 1). El nivel situacional involucra que los estudiantes trabajen en
direccion a los objetivos matematicos a partir de experiencias reales para ellos. El nivel referencial

abarca modelos de descripciones, conceptos y procedimientos que refieren al problema de la



33

actividad situacional. El nivel general supone modelos para explorar, reflexionar y generalizar lo
obtenido en el nivel anterior. El nivel formal conduce a que los estudiantes reflejen el surgimiento
de una nueva realidad matematica, por tanto, trabajan con procedimientos y notaciones
convencionales desligadas de las situaciones que le otorgaron su significado inicial.

Figura 1

Niveles de actividad matemadtica vinculados a los modelos emergentes.

formal

/ general
/ referential
/situah'onal

Fuente: Gravemeijer (1999).

Esta heuristica del disefio apoya a investigadores en el desarrollo de teorias de instruccion
y las actividades correspondientes para favorecer los procesos de aprendizaje, de tal manera que
los estudiantes puedan interpretar una nueva realidad matematica (Gravemeijer, 2004). En ese
sentido, el futuro profesor es el encargado de favorecer la construccion del conocimiento a medida
en que se van construyendo matematicas cada vez mas formales. Para ello, se han de desarrollar
rutas de aprendizaje orientadas a realizar conexiones entre el conocimiento interno del estudiante
y el conocimiento externo por aprender, dando lugar a teorias de instruccidon de dominio especifico
en la EMR (Zolkower y Bressan, 2012).

Para este estudio, la heuristica de los modelos emergentes provee una estructura para la
elaboracion de las tareas de aprendizaje de la THA. Tal estructura admite una configuracién para
secuenciar, adaptar o disefiar las tareas de aprendizaje y describir el proceso de aprendizaje

hipotético de la THA.
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La semejanza como objeto de reflexion

Para la realizacion de este trabajo de investigacidn se considera la semejanza vista desde
un punto de vista matematico y desde un punto de vista didactico para la ensefianza. Ambas
miradas conforman una directriz para la consecucidon de los objetivos planteados.

La semejanza desde un punto de vista matemdtico

La semejanza (o «transformacion semejante» o «similitud») como objeto matematico es
una transformacién geométrica (en el plano o en el espacio) que cumple una serie de propiedades.

En el presente apartado se presentan las definiciones y teoremas que definen la
semejanza. Para tal fin, se usard como referencia lo expuesto en el texto Fundamentos de
Geometria de (Coxeter, 1971).

Definicién 1. Dilatacién. Una dilatacién es una transformacién que preserva (o invierte) la
direccion, es decir, transforma toda recta en una recta paralela a ella y se simboliza AB — A’B’. De
igual manera, se tiene que la inversa de la dilatacion AB — A'B’ es la dilatacion A'B” — AB.
También se tiene que AB — AB es laidentidad, AB — BA es un semigiro (alrededor del punto
medio de AB), y si ABB’A” es un paralelogramo, AB — A’B’ es una traslacion. Asi pues, se dice
gue dos figuras son homotéticas cuando son semejantes y estan colocadas de manera semejante.

Definicién 2. Semejanza. Transformacién que lleva cada segmento AB a un segmento
oy . A'B’ . . .
A’B’, de longitud dada por TR donde p es un numero constante y positivo que se denomina

razén de amplificacion. Si u = 1 la semejanza es una isometria.
Definicién 3. Semejanza de espiral o rotacion dilatativa. Corresponde al producto de una

dilatacién O(u) y una rotacién alrededor de O.
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Figura 2

Semejanza de espiral

A
Definicion 4. Reflexion dilatativa. Es el producto de una dilatacién O(u) y la reflexién en
una recta que pase por 0.
Figura 3

Reflexién dilatativa

Una reflexidn dilatativa tiene dos rectas perpendiculares que se conservan invariantes (sus
ejes), que son las bisectrices interna y externa de LAOA"y de £BOB'.

Teorema 1. Toda semejanza directa que no es una isometria es una rotacion dilatativa.

Considérese una semejanza directa determinada, cuya razén de ampliacién p no sea 1.

Como hay un punto invariante, sea 0, esta semejanza se podra expresar como producto de la
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dilatacién O(u) y una isometria directa tal que conserve invariante O, por tanto, esa isometria no
es sino una rotacion alrededor de O.

Teorema 2. Toda semejanza opuesta que no es una isometria es una reflexion dilatativa.

Considérese una semejanza opuesta cuya razén de ampliacion u no sea 1. Como existe un
punto invariante, sea 0, esta semejanza se podrd expresar como producto de la dilatacion O(u) y
una simetria opuesta que conserve invariante 0, por tanto, esa isometria no es sino una reflexion
en una recta que pasa por 0.

En las definiciones y teoremas anteriores se consideran las propiedades caracteristicas de
la semejanza. Dado que en esta reflexidn se centra en la semejanza como objeto de ensefianza, las
anteriores definiciones y teoremas seran referentes para tener en cuenta.

La semejanza desde un punto de vista diddctico

La definicidn actual de semejanza que aparece en libros de geometria o0 matematicas
generales para universitarios es un objeto muy elaborado; visidon que es consecuencia de las
numerosas generalizaciones realizadas a lo largo de los siglos. Esto conduce a reflexionar en torno
a la evolucion histérica del concepto y de las transformaciones geométricas del plano que estan
relacionadas con él (Escudero, 2003).

Para ello, se consideran los aportes hechos por Lemonidis (1990, 1991) que brindan una
explicacion de la relacion entre la evolucidn histdérica y la manera en cémo se ha abordado la
semejanza desde la ensefianza.

Lemonidis (1990) identifica una progresion en dicha evolucidn histdrica en la que se
destacan tres grandes periodos. El griego, la influencia de geometria de Euclides, en la que las
transformaciones no estan presentes. Del siglo XVI al XVIII, periodo en el que, a partir de los

problemas de la representacién del espacio, se inicia el estudio de las transformaciones sin una
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utilizacidn consciente ni conceptualizacidn de estas (transformacion como util en la resolucién de
problemas). Siglos XVI y XX, periodo de estructuracion y algebrizacién de la geometria
considerando la homotecia y la semejanza como objetos matematicos, a raiz del desarrollo de la
geometria con la publicacién de la geometria descriptiva de Monge (afio 1799), el Programa
Erlangen de Felix Klein (afio 1872) y a la evolucidn del campo numérico.

De este analisis, Lemonidis (1991) identifica tres momentos distintos en el concepto de
semejanza, determinando tres aproximaciones al concepto de semejanza cuando se considera
como objeto de ensefianza.

a) Relacidn intrafigural. Se destaca la correspondencia entre elementos de una figura
y los correspondientes de su semejante en ausencia de la idea de transformar una
figura en otra. Se distingue: (i) Cuando las figuras forman parte de configuraciones
de Thales, en la que se consideran los aspectos proyeccién y homotecia, con sus
correspondientes razones. (ii) Cuando las figuras no estan formando parte de una
configuracioén, distinguiéndose las razones interna y externa.

b) Transformacion geométrica vista como una herramienta. La transformacion
geométrica se percibe como una aplicacidn del conjunto de los puntos del plano en
si mismo. Se utiliza la semejanza como una herramienta en la resolucién de
problemas graficos.

c) Transformacidon geométrica como objeto matematico. Caracterizada porque hay
un tratamiento en que se busca la transformacion resultante de dos o mas
transformaciones.

Con base en estos momentos y en relacion con el tratamiento de la semejanza en el

contexto escolar en la educacién basica secundaria se tiene que esta surge como un método para
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resolver problemas de construcciones geométricas desde el punto de vista sintético, el cual se
encuentra influenciado por la geometria euclidiana, donde el teorema de Thales genera nuevos
conceptos como por ejemplo, los criterios de semejanza de tridngulos, acercandose en este nivel
educativo a la semejanza dentro de la relacion intrafigural (Nolasco y Velazquez, 2013).

Por otro lado, aceptando que el libro de texto constituye uno de los referentes basicos
para la organizacién de un proceso de ensefanza, Konic et al. (2010) resefian la necesidad de
mejorar el nivel de conciencia que los profesores de matematicas tienen frente al conocimiento
matematico de la semejanza y la proporcionalidad geométrica, esto con el fin de que se distinga la
semejanza geomeétrica como relacidn entre figuras rectilineas y la proporcionalidad geométrica
como relacidn de segundo orden, es decir, relaciones de magnitudes geométricas homogéneas
(Quintero et al., 2012).

Con lo anterior, se destaca que la presente reflexion se enmarca en la concepcién de la
semejanza cuando esta es objeto de ensefianza dentro de una transformacion geométrica como
objeto matemdtico, esto porque el uso de las transformaciones es una estrategia que posibilita
hacer sintesis en la solucion de diversos problemas, a razén de que las propiedades de una
transformacion geométrica que se cumplen en el plano por isomorfismo se cumplen en el espacio,
lo cual converge con el actual consenso en sefialar la importancia de la semejanza en términos de
situaciones matematicas de referencia y de relaciones con contextos del mundo real (Consejo

Nacional de Profesores de Matematicas, NCTM, 2000).
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3. Metodoldgia

En este capitulo se describe como aproximacion metodoldgica la investigacién basada en el
disefio (IBD) y se detallan cada una de las fases que la distinguen: la preparacion del experimento,
el experimento de ensefianza y el analisis retrospectivo.

La investigacion basada en el disefio (IBD)

En este estudio la IBD se utilizo para dar cuenta de las decisiones de accién de los futuros
profesores al utilizar una THA para la enseianza de la semejanza, asimismo, para dar cuenta de las
practicas de ensefianza en la interaccién futuro profesor-estudiante y de la interaccion futuro
profesor-recursos.

La IBD consiste en el estudio sistematico del disefio, desarrollo y evaluacion de
intervenciones educativas, tales como, programas, estrategias y materiales de enseianza-
aprendizaje, productos y sistemas.

Desde esta mirada, interesa descubrir soluciones a problemas complejos en la practica
educativa con el objetivo de avanzar en el conocimiento sobre las caracteristicas de las
intervenciones como en los procesos para disefiarlos y desarrollarlos (Plomp, 2010).

Asi pues, el propdsito general de la IBD consiste en comprender y mejorar la realidad
educativa a través de considerar contextos naturales en toda su complejidad, y del desarrollo y
analisis de nuevas formas de aprendizaje (Gravemeijer y van Eerde, 2009).

La IBD se caracteriza por la interdependencia entre el disefio instruccional y la
investigacion. De esta manera, el disefio de ambientes de aprendizaje sirve como contexto para la
investigacion y, a su vez, tanto los analisis continuados que se van realizando como el analisis
retrospectivo de la misma informan sobre el disefio permitiendo mejorarlo (Cobb y Gravemeijer,

2008).
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Sus principales fortalezas estan en que: (a) las ideas educativas para el aprendizaje de
estudiantes o profesores se formulan en el disefio, pero estas a su vez se pueden ajustar durante la
prueba empirica, (b) reduce el abismo entre la practica y la teoria, puesto que apunta al desarrollo
de teorias de aprendizaje en un dominio especifico como a los medios disefiados con el objeto de
apoyarlos (Bakker, 2018).

Los resultados o productos de la IBD por lo general son: un disefio instruccional y una
teoria de instruccidn, que suelen ser juzgados tanto por el rigor del proceso de investigacién (mas
prominente en la evaluacién de verdaderos experimentos) como por su innovacién y utilidad
(Plomp, 2010).

Segun Cobb y Gravemeijer (2008) en la IBD se distinguen tres fases: (1) preparacion del
experimento, (2) el experimento de ensefianza (se experimenta con el fin de promover la
comprension) y (3) analisis retrospectivo. La fase uno contempla el disefio o adaptacion de una
THA, instrumento que posibilita minimizar la brecha entre la teoria de instruccion y la practica
educativa.

Las fases de la IBD

En esta investigacion se desarrollara un solo ciclo de experimento de ensefianza donde los
FP usaran la THA para movilizar el concepto de semejanza. El ciclo involucra las tres fases de la IBD:
la preparacion del experimento, el experimento de ensefianza y el andlisis retrospectivo. A
continuacién, se describe cada una de las fases.

Fase 1. Preparacion del experimento

La fase uno comprendié el disefio de los instrumentos de recoleccion de datos como el

cuestionario de caracterizacion de los FP de matematicas y la entrevista semiestructurada.

Asimismo, se operacionalizd el marco tedrico en funcion del contexto de la investigacion y se
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disefid la THA para la ensefianza de la semejanza en la que se integran recursos curriculares
digitales lo que implico precisar sus componentes: meta de aprendizaje, tareas de aprendizaje y el
proceso hipotético de aprendizaje (Simon, 1995).

Cuestionario de caracterizacién de los futuros profesores

El cuestionario tuvo como propdsito caracterizar condiciones personales, conocimientos
previos de la semejanza y los usos de los recursos digitales en la enseiflanza y aprendizaje de la
semejanza por parte de los futuros profesores de matematicas del programa de Licenciatura en
Matematicas de una universidad de la ciudad de Cali (ver Tabla 1). Respecto al disefio del
cuestionario, las preguntas se construyeron y adaptaron a partir de los trabajos de Valdez (2011) y
Gualdrdn (2011). Estos estudios tuvieron por interés caracterizar las practicas de ensefianza de
profesores al integrar recursos digitales al aula y obtener informacién acerca del posicionamiento
inicial del profesor en relacién con el objeto de estudio. El cuestionario se presenté en diversos

espacios como, por ejemplo, el curso obligatorio Seminario de Integracién y Evaluacién* de la

4 El Seminario de Integracién y Evaluacién se ofrece en el programa de Maestria en Educacién con Enfasis en Educacién
Matematica de la Universidad del Valle y tiene como propdsito general aportar a la consolidacion de la comunidad de
educadores matematicos mediante el ingreso de nuevos miembros: nuestros estudiantes de maestria. En tal sentido, el
seminario brinda a cada estudiante el espacio para la reflexidn y presentacidn de sus avances investigativos y su discusion por
parte de los otros estudiantes y los profesores; se hace de manera tal que motive a que el estudiante allegue elementos que le
ayuden a identificar con claridad el problema de investigacién y el «nicho» académico e investigativo en que este se aloja. Esta

experiencia brinda elementos para la precision del marco tedrico y para la toma de decisiones de orden metodoldgico.
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Maestria en Educacidn con Enfasis en Educacion Matemadtica de la Universidad del Valle y al

interior del Grupo de Investigacién en Educacion Matematica (GEM) de la misma universidad.

El cuestionario fue diligenciado por nueve futuros profesores de matematicas del ultimo

semestre del programa académico de Licenciatura en Matematicas. Las respuestas se recolectaron

a través de un formulario en linea que estuvo disponible por ocho dias. Las preguntas del

cuestionario se presentan en la Tabla 1.

Tabla 1

Cuestionario de caracterizacion de los futuros profesores de matemadticas

Eje tematico

Preguntas

Caracterizar condiciones

personales

Nombre completo
Correo electronico
Edad en afios

Semestre que cursa actualmente

Uso de recursos digitales
para la enseflanza y
aprendizaje de las

matematicas

1. Para usted, écual es la importancia que tiene el uso de recursos
digitales en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas?

2. El desarrollo de sus competencias respecto al uso de recursos
digitales se encuentra en un estado de: (a) Reconocer un amplio
espectro de herramientas tecnoldgicas y algunas formas de integrarlas
a las practicas ensefianza. (b) Utilizar diversas herramientas
tecnoldgicas en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas. (c) Aplicar el conocimiento de una amplia variedad de
tecnologias para el disefio de ambientes innovadores de aprendizaje y

ensefianza de las matematicas. Explica por qué.
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3. ¢Cuales son los procesos y conceptos matematicos que, desde su
punto de vista, pueden apoyarse con el uso de recursos digitales?
4. iPor qué considera que esos procesos y conceptos matematicos
pueden apoyarse con el uso de recursos digitales?

5. Desde su punto de vista, considera que el uso de los recursos

digitales en clase de matematicas (puede marcar mas de una opcién):

Conocimientos previos de

la semejanza

6. ¢Qué importancia cree que tiene el estudio de la semejanza de
figuras planas dentro del curriculo de matematicas?

7. ¢Como abordaria la ensefianza de la semejanza de figuras planas en
los grados octavo y noveno?

8. ¢Cuales cree que son los errores que cometen los estudiantes con
mas frecuencia cuando se enfrentan a tareas que para su solucion se
emplea la semejanza?

9. La semejanza como objeto de ensefianza puede verse como: (a) la
correspondencia entre elementos de una figura y los correspondientes
de su semejante, en la que esta ausente la idea de transformar una
figura en otra, (b) un tratamiento en el que se busca la transformacion
resultante de dos o mas transformaciones. c) una aplicacion del
conjunto de los puntos del plano en él mismo ¢écudl de las tres
aproximaciones valora es pertinente para una propuesta didactica?

épor qué?

Nota. Preguntas adaptadas de Valdez (2011) y Gualdrén (2011).
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Con base en las respuestas suministradas en el cuestionario y acorde a los fines del estudio
se seleccionaron tres futuros profesores de matematicas (FP) Anderson, Katherine y Paula que
compartian las siguientes condiciones: haber cursado y aprobado los cursos obligatorios de la linea
de formacidn en tecnologia de la informacién y la comunicacién en educacion matematica, ser
estudiantes de ultimo afo del programa de Licenciatura en Matematicas, estar cursando las
asignaturas de Practica Profesional Il y Seminario de Practica Profesional Il, tener la practica
profesional vinculada a la modalidad de acompanamiento a colegio y hacer manifiesto su
disposicion de participar en el trabajo de investigacion.

Entrevista semiestructurada

La entrevista semiestructurada tuvo como propdésito la reflexion por parte de los FP a
partir de las acciones destacadas en su practica de ensefianza haciendo uso de la THA, y reconocer
en qué medida la THA incidid en las decisiones de los FP en el aula.

El disefio del instrumento de la entrevista consideré los fendmenos que a juicio del
investigador fueron relevantes para el objeto de la investigacidn. Las preguntas fueron validadas
mediante su presentacion y discusidn en diversos espacios como el curso obligatorio Seminario de
Integracion y Evaluacién de la Maestria en Educacién con Enfasis en Educacién Matematica de la
Universidad del Valle y al interior del Grupo de Investigacién en Educacion Matematica (GEM) de la
misma universidad.

La entrevista semiestructurada se aplico a los FP posterior a la Ultima intervencion de aula
y tuvo una duracion promedio de 40 minutos. Las preguntas que conformaron el instrumento para

llevar a cabo la entrevista semiestructurada se presentan en la Tabla 2.
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Tabla 2

Preguntas del instrumento para la entrevista semiestructurada

Eje tematico

Preguntas

Reflexién de los FP de matematicas de su

practica de ensefanza

En contexto de enseflanza ¢cémo
caracteriza lo que es un evento
importante de aula y que sea
significativo para gestionar una clase?
Con base en la THA écuales son los
logros y limitaciones del uso de la THA
acorde con lo acontecido en la
intervencién?

¢Hasta dénde ustedes juzgan o valoran
que la formulacién de las situaciones
para activar a los estudiantes es clara?
es decir, ¢hasta donde los estudiantes
entienden que hay una consigna de
una situacion que ellos tienen que
abordar?

De la intervenciodn realizada écudl
segmento de ensefianza destacaria
como un evento significativo?, équé lo

lleva a catalogar esa seleccion del
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segmento de ensefianza como un
evento significativo de la clase?

De acuerdo con la fundamentacién
tedrica reportada en la planificacién
éel evento destacado como
significativo tiene alguna explicacion?
es decir, élo sucedido en clase se
reporta o lo han encontrado en la
investigacion en didactica?

¢Cémo valoran ustedes la seleccién y
uso del recurso?

Preguntas auxiliares: éel uso del
recurso es adecuado para las metas o
propdsitos pretendidos?, icabe la
posibilidad de seleccionar o usar otro,
que privilegie o dé mas peso a
aspectos como, por ejemplo, los
problemas de construccion?, éla
seleccion y uso del recurso es
apropiada?, iconsideran que es

posible realizar algun ajuste?
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7. ¢(Enqué medida el usodela
trayectoria favorecié o limité la
instruccién?

8. De acuerdo con el uso de la trayectoria
para la instruccién ¢ cudles considera
son las ventajas o limitaciones que

tuvo haber usado este recurso?

Fuente. Elaboracién propia

Operacionalizacion de la habilidad de decidir y de la escala de nivel de respuesta de los
FP

Para establecer el estado de las decisiones de accidn de los FP al utilizar la THA para la
ensefianza de la semejanza en la que se integran recursos curriculares digitales se considerd los
niveles de respuestas de los FP y en particular la habilidad de decidir que hace parte de la
competencia mirada profesional del pensamiento matematico de los estudiantes (Jacobs et al.,
2011).

Asi pues, la habilidad de decidir comprendio las acciones del profesor para responder a las
manifestaciones de la expresion matematica del estudiante, en relacién con la semejanza a partir
de los elementos didacticos, curriculares y matematicos que subyacen a los niveles del proceso de
aprendizaje hipotético, la naturaleza de las tareas y su secuenciacion.

Del mismo modo, la escala para establecer el estado de las decisiones de accion de los FP a
partir del nivel de respuesta a las manifestaciones de la expresion matematica del estudiante se

construyé considerando: la evidencia limitada de decidir a partir de las respuestas a las



48

manifestaciones de la expresion matematica del estudiante, y la falta de evidencia de decidir en
funcién de las manifestaciones de la expresion matematica del estudiante. El nivel de pruebas
sélidas no se considerd puesto que no se reconocio acciones del profesor que se ubicaran en el
nivel.

Evidencia limitada de decidir a partir de las respuestas a las manifestaciones de la
expresion matemdtica del estudiante. El FP decide en respuesta a la expresion matematica del
estudiante, sin embargo, las respuestas suministradas para justificar sus decisiones carecen de
detalles de orden didactico, curricular o matematico relacionados con la semejanza.

Falta de evidencia de decidir en funcion de las manifestaciones de la expresion matemdtica
del estudiante. El FP privilegia acciones dominantes centradas en sus representaciones de cdmo los
estudiantes comprenden la semejanza de figuras planas y no en funcion de las respuestas a la
expresion matematica del estudiante.

Elaboracion de la THA para la ensefianza de la semejanza en la que se integran recursos
curriculares digitales

En este apartado se describen los tres componentes que definen la THA: meta de
aprendizaje, tareas de aprendizaje y proceso hipotético de aprendizaje. La meta de aprendizaje fue
el primer componente que se elabord, ya que proporciona la direccién para la THA (Simon, 1995).
La meta se determind a partir de la revision y estudio de documentos en educacion matematica
relacionados con el concepto matematico (Escudero, 2003; Gualdron y Gutiérrez, 2006; Nolasco y
Veldzquez, 2013; Quintero et al., 2012), asimismo, documentos curriculares para el drea de
matematicas en grado 92 como: Lineamientos curriculares en matemdticas (Ministerio de

Educacion Nacional, 1998), Estdndares bdsicos en competencias matemdticas (Ministerio de
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Educacion Nacional, 2006) y Derechos bdsicos de aprendizaje en matemdticas (Ministerio de
Educacion Nacional, 2016).

Asi pues, la meta de aprendizaje consistio en que los estudiantes conjeturaran respecto a
las propiedades de la semejanza entre figuras bidimensionales en contextos de resolucion de
problemas.

Definir la meta de aprendizaje, condujo a caracterizar la semejanza como objeto
matematico de ensefanza, para ello se determind: la nocion de semejanza, sus caracteristicas y
propiedades, la relacién de la semejanza con otros conceptos matematicos, conocimientos
matematicos previos que se requieren para cada tarea de aprendizaje y en cdmo se articularon las
tareas de aprendizaje susceptibles de ser adaptadas al ambiente de geometria dindmica.

Posteriormente, se procedid a precisar el marco tedrico para guiar el disefio y adaptacion
de las tareas de aprendizaje y el proceso hipotético de aprendizaje. La estructura de las tareas y el
proceso hipotético de aprendizaje se fundamentd en la heuristica de los modelos emergentes
(Gravemeijer, 1999) y tomd como referencia la tesis doctoral de Gualdrén (2011) ya que aportaba
elementos fundamentales respecto a la ensefianza y aprendizaje de la semejanza de figuras planas.

Posterior a caracterizar el objeto matematico y precisar el marco tedrico se procedié a
seleccionar, disefiar o adaptar las tareas de aprendizaje y describir el proceso de aprendizaje
hipotético. Al considerar la relacién de interdependencia entre las tareas de aprendizaje y el
proceso hipotético de aprendizaje, consistente en seleccionar, disefiar o adaptar cada tarea de
aprendizaje, se especificaba, ademas, el proceso hipotético de aprendizaje, y se reflexionaba

respecto a la tarea de aprendizaje que iba a proseguir.
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La seleccidn, adaptacion y estructuracion de las tareas de aprendizaje se seleccionaron
teniendo como referentes el trabajo de Gualdrén (2011) y los niveles de la actividad matematica
gue se describen en la heuristica de los modelos emergentes (Gravemeijer, 1999).

La seleccién de las tareas debia favorecer la transicién entre cada uno de los niveles de la
actividad matematica, del mismo modo, la adaptacidn al AGD debia posibilitar que a través de la
manipulacion se reconozcan caracteristicas centrales del objeto de estudio y conjeturar y validar
propiedades.

En la tarea 1A del nivel situacional se espera que los estudiantes reconozcan rasgos
generales de figuras que se relacionan a través de una semejanza (conservacién de la forma,
cambio en el tamafio, conservacion de la orientacidn) a partir de visualizar el movimiento de las
figuras. Posterior a la tarea, el profesor focalizara la atencidn en distinguir entre ser parecido y
tener la misma forma, atendiendo a la sugerencia de Gualdrén (2011).

Para las tareas 2A hasta 2F del nivel referencial se espera que los estudiantes identifiquen
las condiciones suficientes y necesarias para determinar en figuras relacionadas la semejanza. Se
pretende que los estudiantes distingan en figuras relacionadas a través de una transformacién de
homotecia la colinealidad entre puntos que se corresponden, el centro de homotecia, el factor de
homotecia, la conservacion de la forma, el cambio en el tamafio, elementos homadlogos y
correspondientes.

El docente formalizara los conceptos y las posibles variantes que se pueden reconocer en
las tareas de aprendizaje. Asimismo, el docente empleara las tareas de contraste (aquellas que se
relacionan mediante una transformacion distinta a una homotecia) para ilustrar las condiciones

suficientes y necesarias que han de cumplir figuras semejantes.
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En las tareas 3A hasta la 3E del nivel general se espera que los estudiantes comprendan y
justifiquen la semejanza de figuras relacionadas, a partir de la congruencia de la amplitud angular,
la convergencia de los puntos que se corresponden en el centro de homotecia, la conservacién de
la orientacion para factor de homotecia K>1 y O<k<1 (Gualdrdn, 2011). Ademas, para las tareas de
este nivel se espera que los estudiantes conjeturen caracteristicas que subyacen a la relacién de
figuras semejantes y que han reconocido en las tareas previas. Para este nivel el docente
formalizara las conjeturas realizadas por los estudiantes posibilitando destacar conceptos
asociados a la semejanza.

Por ultimo, para las tareas 4A y 4B del nivel formal se proyecta que los estudiantes puedan
reconocer la propiedad central de la semejanza (dos figuras planas son semejantes si las longitudes
de los lados que se corresponden son proporcionales) explicitando los conceptos asociados a esta y
estudiados en las tareas previas. El docente dirigira la atencion a reconocer configuraciones
visuales en las figuras relacionadas.

En la Tabla 3 se presenta la progresién del modelo de semejanza para los grupos de tareas
de aprendizaje para cada nivel.

Tabla 3

Niveles de la heuristica de los modelos emergentes y la relacion con las tareas de aprendizaje.

Nivel Tarea Progresion del modelo de semejanza

En el modelo de semejanza los estudiantes
Situacional Tarea 1A reconocen rasgos de figuras que se
encuentran relacionadas por medio de una

semejanza a partir de su visualizacion.
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Las figuras relacionadas conservan la forma

y cambian de tamafio.

En el modelo de semejanza los estudiantes
infieren condiciones suficientes y necesarias

en la determinacién de figuras semejantes.

Tarea 2A Los estudiantes conjeturan respecto a las
Tarea 2B caracteristicas centrales de la
Tarea 2C transformacion de homotecia, tales como:
Referencial

Tarea 2D conservacion de la forma, cambio en el
Tarea 2E tamano y colinealidad de los puntos
Tarea 2F correspondientes.

Ademas, reconocen el centro de homotecia

y las relaciones entre elementos homaélogos

y elementos correspondientes.

El modelo para la semejanza comprende
Tarea 3A

relacionar la homotecia de figuras planas
Tarea 3B

con la semejanza de figuras planas. Los

General Tarea 3C

estudiantes comprenden vy justifican Ia
Tarea 3D

homotecia como una transformacién que
Tarea 3E

genera figuras semejantes.
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Ademas, justifican que en figuras
semejantes obtenidas a partir de una
transformacion de homotecia los angulos
correspondientes son congruentes y los
lados que se corresponde son

proporcionales.

El modelo para la semejanza se transforma
en un modelo formal en el que se reconoce
la propiedad central de una semejanza:
dos figuras planas son semejantes si las
longitudes de los lados correspondientes

Tarea 4A son proporcionales.

Formal

Tarea 4B Ademas, se infiere la colinealidad entre los
elementos correspondientes (vértices) de la
figura inicial y su respectiva figura final,
como también, el factor de semejanza entre

figuras relacionadas por medio de una

transformacion de homotecia.

Fuente. Elaboracién propia

Posterior al disefio de la THA se realizaron tres sesiones de socializacién con los FP. La
primera sesion correspondid a la presentacion de la THA con sus respectivos componentes: meta

de aprendizaje, tareas de aprendizaje y proceso hipotético de aprendizaje. En relacién con la meta
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de aprendizaje se presentaron los aspectos considerados para su elaboracidn, es decir, los
referentes de orden curricular, didactico y matematico. En cuanto a las tareas de aprendizaje vy el
proceso hipotético de aprendizaje, estos se presentaron de manera simultanea por medio de una
presentacién en PowerPoint y del ambiente de geometria dinamica (en adelante AGD) GeoGebra.
En esta sesidn participaron los tres futuros profesores y suministraron sugerencias relacionadas
con las tareas de aprendizaje, por ejemplo, precisar la redaccién de algunas de las preguntas que
componen las tareas de aprendizaje.

La segunda sesién tuvo como fin que los FP Katherine y Paula posterior a la exploracién
con la THA hicieran manifiesto sugerencias respecto a alguno de los componentes de la THA. Asi
pues, los FP manifestaron la necesidad de incorporar preguntas en las que el estudiante
suministrara detalles en sus respuestas, precisar la redaccion de algunas de las consignas de las
tareas, revision de algunas de las construcciones de las tareas de aprendizaje, entre otras.

Para el tercer encuentro, se les presenté a Katherine y Paula la THA con las adecuaciones y
sugerencias que habian hecho manifiesto. Es importante destacar que Anderson no suministré
sugerencias a la THA, aludiendo a considerar pertinente tanto las tareas de aprendizaje como el
proceso hipotético de aprendizaje.

La versién final de la THA® se subié al portal de GeoGebra recursos, esto con el fin de que
los futuros profesores tuvieran acceso directo a ella. Asimismo, se compartié el documento en
version digital correspondiente a la descripcion de la THA. Hay que hacer notar que todas las

sesiones de socializacion se registraron mediante audio y video.

5 La THA se encuentra publicada en Pechene (s. f.).
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Dado que la THA se compone de catorce tareas de aprendizaje y cada una de ellas incluye

el respectivo proceso de aprendizaje hipotético, se realiza una seleccion de al menos una tarea de

aprendizaje por nivel para ser presentada. Un criterio de seleccidn para la presentacion de las

tareas corresponde a considerar aquellas tareas de aprendizaje que fueron objeto de discusion en

la fase del analisis retrospectivo. En la Tabla 4 se presenta las tareas de aprendizaje y el proceso de

aprendizaje hipotético de la THA.

Tabla 4

Tareas de aprendizaje y proceso hipotético de aprendizaje de la THA respecto a la semejanza

Tareas de aprendizaje

Proceso hipotético de aprendizaje

Tarea 1A. La figura inicial y la figura final,
que corresponden respectivamente a la
composicion geométrica 1 y composicion
geométrica 2, estan relacionadas por
medio de una transformacion geométrica.
En cada una de las composiciones activa el
botdn iniciar para observar el movimiento.
Luego responde las siguientes preguntas:
(a) Al comparar la figura inicial con la figura
final en la composicidon 1y composicién 2,
¢Qué relaciones se pueden establecer
entre la figura inicial y la figura final? (b) Al

comparar la figura final con la figura inicial

Los estudiantes: (a) comparan la figura inicial con
la figura final, (b) observan y reconocen a partir
del movimiento de figuras relacionadas a través
de una transformacion de homotecia, el cambio
en el tamafio, la conservacion de la formay el

paralelismo entre los lados homdlogos.
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en la composicion 1, ése conserva el
tamafio? Explica tu respuesta. (c) Al
relacionar la figura final con la figura inicial
en la composicion uno ées posible afirmar

que «tienen la misma forma»?¢Por qué?

Tarea 2B. La tarea 2B disefiada para este
nivel tiene por consigna: en el esquema se
presentan ilustraciones que van desde la
ilustracion 1 hasta la ilustracion 6, en cada
ilustracidn se distingue la figura inicial y la
figura final. Para cada ilustracidn, arrastrar
la figura inicial de tal manera que se
superponga con la figura final, haciendo
coincidir todos sus puntos. Luego responde
las siguientes preguntas: (a) ¢Qué
ilustraciones cumplen que la figura inicial y
la figura final tienen la «misma forma»? (b)
¢Qué ilustraciones cumplen que la figura
inicial y la figura final tienen el mismo
tamafio? (c) ¢éEn cuales ilustraciones se
verifica que la figura inicial y la figura final

NO tiene la «misma forma» que las demas?

Los estudiantes: (a) identifican la trayectoria que
describe la figura inicial al ser arrastrada hasta la
figura final, y (b) reconocen al superponer la
figura inicial con la final caracteristicas de la
transformacion de homotecia (conservacion de la
forma, cambio en el tamafio y colinealidad entre

puntos correspondientes).
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(d) ¢En cuadles ilustraciones se verifica que
la figura inicial y la figura final NO tienen el
mismo tamafo que las demas? (e) éEn
cuales ilustraciones la figura inicial y la
figura final no conservan la orientacion? (f)
¢En qué ilustraciones la figura inicial y la
figura final no coinciden en todos sus

puntos? Explica por qué no coinciden.

Tarea 2C. La figura inicial y la figura final
que corresponden respectivamente a la
ilustracion 1, ilustracion 2 e ilustracion 3,
estan relacionadas por medio de una
transformacion geométrica. Compara la
figura inicial con la figura final después del
movimiento, luego responde las siguientes
preguntas: (a) ¢Qué caracteriza a cada par
de figuras (figura inicial y figura final) en
cada una de las ilustraciones? (b) ¢Qué
caracteristicas comunes tienen todas las

figuras?

Los estudiantes, (a) observan el movimiento y
trayectoria que describe la figura inicial hasta
obtener la figura final, (b) reconocen la
colinealidad entre los puntos correspondientes de
cada figura, e (c) identifican el centro de
homotecia a partir de la convergencia de los
segmentos de recta que contienen los puntos
correspondientes de las figuras planas semejantes

cuyo factor de semejanza es k>1.
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Tarea 3B. En el esquema se presentan
distintas ilustraciones, en cada una se
destaca la figura inicial y la figura final.
Mueve el punto negro de izquierda a
derecha para observar el movimiento.
Luego responde las siguientes preguntas:
(a) éEn cudl de las ilustraciones la figura
inicial y la figura final se encuentran
relacionadas a través de una
transformacion de homotecia? Justifica, en
cada caso, por qué si o por qué no lo son.
(b) Si la figura inicial y la figura final estan
relacionadas a través de una
transformacién de homotecia: ¢ Qué
trayectoria describen los puntos
correspondientes de la figura inicial y la
figura final? (c) Dado el centro de
homotecia y la figura inicial éQué
caracteristicas matematicas debe cumplir
la figura final para poder decir que dos
figuras son semejantes? Justifica tu

respuesta.

Los estudiantes: (a) observan la transformacion
gue se obtiene al mover el deslizador e infieren
que figuras relacionadas a través de una
transformacién de homotecia cambian de tamafio
y conservan la misma forma, y (b) establece que
el cambio de tamafio, conservacion de la formay
colinealidad entre puntos son condiciones
suficientes y necesarias para determinar la

semejanza de figuras planas.
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Tarea 3D. La tarea 3D que corresponde a
un esquema, presenta las ilustraciones 1, 2
y 3, en las que se destacan la figura inicial y
final. Se pide arrastrar en linea recta la
figura inicial desde uno de sus vértices
hasta superponerla con la figura final, de
tal manera que coincidan todos sus puntos.
Luego, responde las siguientes preguntas:
(a) Todas las figuras que tienen la misma
forma écorresponden a una semejanza?
éPor qué? (b) éEn cudles de las
ilustraciones la figura inicial y la figura final
son semejantes? Justifica, en cada caso,
por qué si o por qué no lo son. (c) ¢Por qué
en la ilustracion 3 al arrastrar la figura
inicial no cambia de tamafio? (d) éCudles
consideras que son las caracteristicas
matematicas que se deben cumplir para
poder decir que dos figuras son

semejantes? Justifica tu respuesta.

Los estudiantes: (a) arrastran la figura inicial hasta
la figura final observando el rastro que dejan los
vértices de la figura inicial y que se corresponden
con los de la figura final, y (b) determinan que la
colinealidad entre puntos correspondientes, el
cambio de tamafio y la conservacién de la forma

son caracteristicas centrales de la semejanza.
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Tarea 4B. En el esquema se presenta la

ilustracién 1y la ilustracion 2. Activa el Los estudiantes: (a) observan el rastro que dejan
botdn «Ver homotecia» de la ilustracion 1 los vértices del movimiento de la figura inicial al
y el botdn «Ver segmentos» de la superponerse con la figura final, (b) el centro de

ilustracidn 2 para observar el movimiento.  homotecia corresponde a la convergencia de las

Luego responde las siguientes preguntas: semirrectas que contienen los vértices de la figura
(a) éQué relacién se puede establecer inicial y la final, y (c) el paralelismo entre los lados
entre los lados homadlogos de la figura homadlogos y la proporcionalidad entre la longitud

inicial y la figura final que se muestran en de los lados correspondientes son caracteristicas
la ilustracidn 2? (b) ¢Cudl es el valor que se  centrales de la semejanza.
uso para reducir la figura final de la

ilustracién 1? Justifica tu respuesta.

Fuente. Elaboracién propia

Finalmente, otro aspecto a considerar para el disefio de la THA correspondio a determinar
los conocimientos previos de los estudiantes del concepto matematico de la semejanza. Para ello,
se revisaron los resultados de la prueba Saber 92 2022 con el fin de identificar el desarrollo de
competencias basicas en el area de matematicas respecto a los conocimientos basicos, procesos y
contextos.

En cuanto al proceso de razonamiento y argumentacion relacionado con el pensamiento
espacial-métrico, se evaluaron habilidades y destrezas que se esperan que los estudiantes sean
capaces de saber-hacer, por ejemplo, conjeturar sobre las propiedades de los objetos
bidimensionales y tridimensionales relacionadas con sus atributos mensurables y de posicidn. Tales

habilidades y destrezas son evidenciables a partir de los aspectos observables que se espera
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muestre el estudiante como: (a) verifica criterios y propiedades de la semejanza y congruencia de
figuras geométricas en contextos matematicos o aplicados, y (b) establece relaciones de
paralelismo o perpendicularidad entre segmentos.

Respecto a esto, los resultados muestran que el nivel de desempeno de los estudiantes de
grado 92 relacionados con el pensamiento espacial-métrico y acorde con los descriptores se
encuentran en bajo. Para los estudiantes de las instituciones educativas no oficiales se encuentra
en un 43 %, para los de instituciones educativas oficiales estd en 24 % y para los de instituciones
educativas de cardcter rural y urbano 16»% y 30 % respectivamente (Instituto Colombiano para la
Evaluacién de la Educacion (ICFES), 2022).

Asimismo, el Tercer Estudio Internacional de Matematicas y Ciencias (TIMSS, por sus siglas
en inglés) evalud en 2007 a los estudiantes de cuarto y octavo grado en Colombia, con el objetivo
de ofrecer datos que ayudaran a mejorar la ensefianza y el aprendizaje en matematicas y ciencias.

En cuanto a los resultados, de manera puntual para este estudio se consideran aquellos
gue centran la atencidn en el andlisis por areas tematicas, en particular, las tendencias erréneas
(errores que cometen los estudiantes en sus respuestas de opcidn multiple) que sefialan posibles
deficiencias en la formacién matemadtica de los estudiantes.

En relacidn con la congruencia y semejanza se observé que los estudiantes colombianos
identifican figuras congruentes o semejantes con relativa facilidad, aunque tienen dificultades
significativas para manejar las propiedades geométricas que se derivan de estas relaciones, por
ejemplo, preguntas que pertenecen al desempefio de uso de procedimientos rutinarios (calcular,
graficar, transformar, medir) en la que se presentan datos suficientes para determinar mediante

una proporcion la medida de la longitud de uno de los lados de una figura semejante a otra, los
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estudiantes colombianos tienden a seleccionar respuestas que presentan error en el
planteamiento de la proporciéon o en el calculo de la cuarta proporcional (Mullis et al., 2007).

Teniendo en cuenta los resultados de las pruebas SABER 92 y TIMSS relacionados con el
desarrollo de pensamiento espacial y los procesos de razonamiento y argumentacién asociados al
concepto de semejanza para el grado noveno, se reconocieron dificultades y tendencias errdneas
gue presentan los estudiantes al enfrentarse a situaciones problemas relacionadas con el concepto
matematico, en ese sentido, tales errores y dificultades fueron la base y punto de partida para el
disefio y adaptacion de las tareas de aprendizaje que conforman la THA.
Fase 2. El experimento de ensefianza

En esta fase se describen las intervenciones que realizaron Anderson, Katherine y Paula
usando la THA en la clase de geometria con estudiantes de grado 92 y la entrevista
semiestructurada. De las intervenciones y entrevista semiestructurada se obtuvo registro de audio
y video. El registro de audio y video de las intervenciones y de la entrevista semiestructurada tuvo
como propdsito capturar las interacciones del FP con el estudiante y reconocer las decisiones que
el FP tomo en el contexto del aula.

Intervencion por parte de los futuros profesores con la THA para la ensefianza de la
semejanza

Anderson, Katherine y Paula utilizaron la THA para la ensefianza de la semejanza en tres
sesiones de clase, para un total de seis intervenciones.

La primera, segunda y tercera sesion que realizd Anderson fue llevada a cabo en un saldn
de clase con el grado noveno dos.

Respecto a la disponibilidad de recursos, el salén dispone de proyector de video y 40

computadores portatiles para ser usados por los estudiantes; sin embargo, es importante destacar
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gue la conectividad a internet era limitada, lo que condujo a disponer de dispositivos portatiles de
almacenamiento para instalar en cada computador el software de GeoGebra y las tareas de
aprendizaje que se usaron en las intervenciones. En cada sesién participaron 32,30y 28
estudiantes respectivamente.

Las dos primeras intervenciones realizadas por Katherine y Paula fueron con el grado
noveno uno y se llevaron a cabo en el mismo saldn de clase que utilizéd Anderson. Para estas
intervenciones los futuros profesores en comun acuerdo asignaron el rol de profesor a Katherine y
profesor de apoyo a Paula, es decir, el profesor de apoyo se encargd de ayudar aquellos
estudiantes que presentaron dificultades con el uso del recurso y con el manejo de los
computadores portatiles. En estas dos sesiones participaron 28 y 25 estudiantes respectivamente.
La tercera intervencion fue realizada solo por Katherine y se llevé a cabo en un salén distinto al de
las sesiones anteriores. Respecto a la disponibilidad de recursos, los salones disponen de proyector
de video y 30 computadores portatiles para ser usados por los estudiantes. En la ultima sesidon
participaron 24 estudiantes.

La intervencidon con la THA estaba proyectada para dos sesiones de clase; no obstante, se
requirio de una sesion adicional para completar la intervencién con la THA. El tiempo que se
estimo para la intervencién con la THA completa fue de 4,5 horas.

Las intervenciones fueron grabadas en audio y video con el fin de registrar y obtener
informacidn respecto al uso de los futuros profesores de la THA. El promedio de duracién de cada
sesion fue de 90 minutos.

Fase 3. El andlisis retrospectivo
Esta fase tuvo como propdsito analizar las acciones de los FP de matematicas al usar la THA

de la semejanza en la que se integran recursos curriculares digitales. Se analizaron los datos
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provenientes del registro de video de las intervenciones de los FP y de la entrevista
semiestructurada. Para esto, se empled teoria fundamentada y para la codificacion abierta del
cuerpo de datos se usé el software MaxQDA. El tratamiento y analisis de los datos comprometid la
transcripcidn, segmentacion, codificacion y categorizacion (Kvale, 2012; Teppo, 2015).

A continuacion, se describe cada uno de los procesos.

Transcripcidn, segmentacion e identificacion de acciones de los FP y emergencia de
categorias descriptivas

Las videograbaciones de las sesiones de clase y la entrevista semiestructurada se
transcribieron empleando simbolos para su interpretacion. Respecto a la intervencion, el
reconocimiento de los estudiantes se realizé con base en el orden de intervencién y se empled una
etiqueta con numeros secuenciales (E1, E2, E3, ..., En). En cuanto a la entrevista semiestructurada,
los FP se etiquetaron de la siguiente manera: Anderson (G01) y Katherine y Paula (G02).

La transcripcidn se realizo siguiendo un protocolo que comprendid leer y organizar los
datos, enumerar, clasificar, realizar comentarios u observaciones para conjeturar respecto a
posibles clasificaciones con base en las acciones de los FP.

La segmentacion de las intervenciones de los FP se realizo a partir de reconocer segmentos
de ensefianza® teniendo en cuenta que: el segmento de ensefianza seleccionado se enmarcard en

una discusion matematica futuro profesor- estudiante, en la que el estudiante hiciera manifiesto

6 Un segmento de ensefianza refiere a un fragmento o unidad de interaccién de no mas de 10 lineas entre el profesor y los
estudiantes, en el que el estudiante hace manifiesto sus matematicas y el profesor realiza una accién en respuesta a la
manifestacion del estudiante. Los segmentos de ensefianza suelen ser identificados a través de la observacion detallada de las

interacciones que se originan en el aula.
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sus matematicas y el futuro profesor realizara una accion (preguntar, orientar, explicar, afirmar,
etc.) en respuesta a la manifestacion del estudiante.

Los segmentos de ensefianza reconocidos se etiquetaron con nimeros secuenciales (S1,
S2,S3, ..., Sn) respetando el orden en el que ocurrieron en el tiempo de la sesidn de clase.
Asimismo, se asignaron etiquetas que permitieran reconocer el nimero de la intervencion (11, 12 e
I3) y el grupo protagonista (GO1 o G02).

Se empled la codificacion abierta en la que se examinaron los datos sin preconcepciones y
con el fin de observar y reconocer fendmenos y relaciones. El proceso de codificacion implicé tres
procesos analiticos de creacion de significado (1) hacer preguntas sobre los datos (équé esta
pasando aqui?), (2) comparar constantemente los incidentes y (3) escribir memorandos. En cuanto
a los memos escritos durante el proceso de codificacion, estos tienen como fin registrar el
pensamiento del investigador respecto a propiedades destacadas y vinculadas a la
conceptualizacion del dato en particular (Teppo, 2015).

La técnica de comparacién constante para convertir los datos en cédigos refleja capas de
abstraccion basadas en fendmenos y relaciones observadas en los datos por parte del investigador.
Con el fin de refinar los cédigos y memorandos que emergian en el proceso de analisis, se llevo a
cabo la validacion mediante la presentacion y discusidn de los productos obtenidos en diversos
espacios como el Seminario de Integracién y Evaluacién de la Maestria en Educacién con Enfasis en
Educacion Matematica de la Universidad del Valle y al interior del Grupo de Investigacidn en
Educacion Matematica (GEM) de la misma universidad.

Otro aspecto que se debe considerar del proceso de codificacion corresponde a la eleccion
de la unidad de analisis. Para la intervencién de aula la unidad de andlisis seleccionada fue linea a

linea, ya que el interés estaba en examinar cuidadosamente en cada linea la respuesta individual
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del estudiante o profesor con el fin de reconocer patrones, temas y conceptos. Para la entrevista

semiestructurada, la unidad de analisis correspondié a la frase o parrafo, ya que el interés estaba

en capturar significados o el tema general de cada parrafo o frase. De dicho proceso se

reconocieron 84 segmentos de ensefianza. En la tabla 5 se presenta una ilustracion de un

segmento de ensefianza reconocido de la intervencion del FP Anderson.

Tabla 5

Reconocimiento de las interacciones profesor-estudiante en el segmento de ensefianza S14

Intervencion (1),

Grupo (G), Posicion

(Pos)

Transcripcidon segmento de enseiianza

Cadigo

12-G0O1, Pos. 56

12-G01, Pos. 57

12-GO1, Pos. 58

12-G0O1, Pos. 59

Anderson: lo mismo... ési? es claro para
todos, entonces, ahi va la siguiente
pregunta: ¢qué caracteristicas comunes
tienen todas las figuras?

E3: que al moverse todas las figuras se
agrandan.

Anderson: Ok, esa es una. Todas las figuras
se estan agrandando, écierto? o ¢hay alguna

que no?

E3: jtodas!

Pregunta para centrar la
atenciéon en el tamafio,

forma y orientacion.

Respuesta en que reconoce
el cambio del tamafio.
Afirma respuesta respecto
al aumento en el tamafio de
las figuras.

Reafirma  respuesta a
interrogante planteado por

el profesor.
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Afirma respuesta respecto
Anderson: todas van agrandandose ¢no?
12-G01, Pos. 60 al aumento de tamafio de
équé mas?
las figuras.

Respuesta en que reconoce
E3: todas las figuras siguen la misma
12-G01, Pos. 61 la conservacion de la
orientacion.
orientacion.

Pregunta para determinar
Anderson: todas siguen la misma
12-G01, Pos. 62 la conservacion de la forma
orientacién aja y éla forma?
entre las figuras.

Respuesta en que reconoce
12-G01, Pos. 63 E7: no cambia.
la conservacion de la forma.

Retoma respuesta
Anderson: la forma no cambia ¢cierto?,
12-GO01, Pos. 64 relacionada con la forma
mantiene su forma, listo.
para confirmarla.

Fuente. Elaboracién propia

El segmento de ensefianza S14 de la intervencion (12) que abarca de las lineas 56 a 64 se
destacd porgue en la interaccién de GO1 con E3 y E7 se privilegiaron acciones como: preguntar con
distintos fines, afirmar respuesta en la que se reconocen caracteristicas de la semejanza y retomar
respuesta para confirmar una manifestacion. Se reconocieron un total de 373 acciones por parte
de Anderson y Katherine.

De las acciones reconocidas y codificadas se prosiguio con el proceso de formular

categorias. Segun Teppo (2015) el proceso de categorizacion consiste en abstraer propiedades
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comunes de los codigos y agruparlos a partir de reconocer caracteristicas similares. El proceso se
realizd de manera inductiva, abierta y generativa, lo que implica que no hubo esquema de
categorias de referencia para agrupar los cédigos.

Se empled el método de comparacion constante por lo que el proceso de codificacion y
categorizacion se realizd de manera simultanea, es decir, conforme se generaban cédigos,
emergian categorias para representar aspectos compartidos entre los codigos. Segun Teppo (2015)
el método de comparacién constante utiliza un razonamiento inductivo para abstraer conceptos y
categorias a partir de patrones identificados en los datos.

La construccion de categorias termind al comprobar la saturacion de los datos, es decir, al
comprobar que ya no se obtienen nuevos datos que afiaden informacidn significativa a las
categorias emergentes o a la comprensidn del fendmeno (Teppo, 2015).

Del proceso de codificacidn y categorizacion surgieron: 12 categorias que refieren a las
acciones de los FP en las intervenciones de aula, y 7 categorias que dan cuenta de la reflexion de
los FP respecto a la practica de ensefianza haciendo uso de la THA. En las Tablas 4 y 5 se presentan

ilustraciones de categorias emergentes de las intervenciones y la entrevista final.
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Tabla 6

Categorias emergentes de las acciones de Anderson y Katherine

Categoria

Definicion categoria

Cadigos

Afirma respuesta del estudiante en la que
infiere condiciones suficientes y necesarias

en la determinacion de figuras semejantes.

Esta categoria comprende las acciones del
profesor de afirmar las respuestas que
suministran los estudiantes relacionadas
con reconocer la forma, tamafio, trayectoria
y orientacion de figuras como condiciones

suficientes y necesarias para determinar la

semejanza entre figuras.

Afirma reconociendo conservaciéon de la
forma usando el recurso.

Afirma respuesta relacionada con la
conservacién de la forma y cambio de
tamaio.
Afirma respuesta relacionada con la
conservacién de la orientacion y el cambio
en el tamafio.

Afirma respuesta relaciona con reconocer el
cambio en la orientacion.

Afirma respuesta respecto a disminucién de

tamano entre figuras.
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Pregunta para reconocer caracteristicas de

las figuras.

Esta categoria abarca las acciones del

profesor de formular interrogantes para que

el estudiante reconozca vy describa

caracteristicas de las figuras que se

Afirma respuesta respecto al aumento de
tamano de las figuras.

Afirma respuesta en que se reconoce los
lados homdélogos.

Afirma respuesta relacionada con la
conservacioén de la forma entre figuras.
Afirma respuesta relacionada con la
conservacién del tamafio entre figuras.
Afirma respuesta relacionada con reconocer
la trayectoria que describen las figuras.
Pregunta para determinar la trayectoria
que describen las figuras.

Pregunta para que argumente la

clasificacidn de figuras que hace.
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Dirige la atencidn a reconocer en las figuras

relacionadas

semejanza.

con

propiedades

de

la

relacionan (vértices, lados

correspondientes, trayectoria).

Esta categoria abarca las acciones del
profesor de requerir la atencion de los

estudiantes para reconocer caracteristicas

Pregunta para determinar el nimero de
vértices que tiene la figura.
Pregunta para clasificar figuras segun el

numero de lados.

Pregunta para reconocer los vértices de la
figura usando el recurso.

Pregunta para clasificar figuras usando el
recurso.

Pregunta para determinar la trayectoria de
las figuras usando el recurso.

Pregunta para que determine la relacion
entre lados de la figura.

Llama a centrar la atencién en las figuras
relacionadas.

Llama a centrar la atencién en la forma de

las figuras.



72

de figuras relacionadas para determinar la

semejanza.

Determina la conservacion de la

orientacion al establecer la semejanza.

Tabla 7

Fuente. Elaboracién propia

Categorias emergentes del andlisis de la entrevista final realizada a los FP

Categoria

Definicion categoria

Cadigos

Justifica adaptacidn del recurso.

Esta categoria abarca las formulaciones del
profesor que refieren a las adaptaciones
realizadas al recurso con el fin de que
propdsitos

posibilite alcanzar los

proyectados.

Manifiesta las razones de las adaptaciones
propuestas.

Refiere a incorporar tareas que promuevan
la construccion.

Ejemplifica adaptacion en la estructura del
recurso.

Destaca las preguntas del estudiante para
adaptar el recurso.

Propone ajustes a la estructura del recurso.
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Valoracidn de errores y dificultades.

Conceptualizacion de la semejanza.

Esta categoria comprende las declaraciones
de los profesores en las que reconoce,
comprende y menciona estrategias para
abordar errores y dificultades que
presentan los estudiantes al enfrentarse a
tareas relacionadas con el estudio de la

semejanza.

Esta categoria abarca las manifestaciones
del profesor asociadas con representaciones
relacionadas con el estudio de la semejanza

en contextos escolares.

Identifica errores y dificultades de los
estudiantes.

Menciona estrategias para afrontar errores
y dificultades.

Representacién de los obstaculos y errores
manifestados.

Menciona dificultades relacionadas con los
conceptos previos.
Manifiesta como abordaria la
conceptualizacion de la semejanza.
Representacién del estudio del objeto
matematico en la escuela.

Destaca el estudio de las propiedades para

conceptualizar.

Fuente. Elaboracién propia
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4, Resultados

En este capitulo se presentan dos resultados de la investigacion relacionados con la
relacidn de los FP con los elementos constitutivos de la THA que se usa como medio para la
ensefianza de la semejanza y la formacién de profesores, y las decisiones de accion de los FP al
utilizar la THA para la ensefanza de la semejanza en la que se integran recursos curriculares
digitales. A continuacidn, se detallan cada uno de los resultados.

La relacion de los FP con los elementos constitutivos de la THA que se usa como medio para la
enseiianza de la semejanza y para la formacion de profesores

En la practica de ensefianza y en particular en la interaccién del FP con la THA los
resultados del andlisis muestran que los FP tienden a privilegiar el uso de la THA centrado en el
desarrollo de las tareas de aprendizaje. Asi pues, los aspectos constitutivos de la THA como
objetivo y proceso de aprendizaje hipotético pocas veces se consideraron en el desarrollo de las
tareas.

A continuacion, se destacan dos ilustraciones para describir la relacién por parte de los FP
con los elementos constitutivos de la THA (meta de aprendizaje, tareas de aprendizaje y proceso
de aprendizaje hipotético).

En primer lugar, Katherine en la interaccion con el estudiante E3 abordo la tarea 2B que

tuvo como propdsitos: (a) describir figuras planas que tienen la «misma forma» y (b) reconocer las
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relaciones entre los elementos homologos (lados) y elementos correspondientes (vértices y
angulos) en figuras que tienen «la misma forma».

En cuanto a la relacion del FP con la meta de aprendizaje se reconocidé que Katherine
formuld interrogantes con distintos fines (reconocer las matematicas del estudiante, clasificar
figuras que cumplen condicion ser congruente y ampliar las discusiones matematicas); no obstante
tales interrogantes tuvieron como fin obtener informacidn de caracter general, ya que no se
cualificaron las preguntas de tal manera que posibilitara que el estudiante refiriera a caracteristicas
centrales de la semejanza contemplados en el propdsito de la tarea, por ejemplo, relaciones entre
lados homdlogos, colinealidad entre puntos que se corresponden y la congruencia entre la
amplitud de angulos homologos (Linea 172, 176). La tabla 8 presenta una ilustracion de un
segmento de ensefianza de la relacion del FP Katherine con los elementos constitutivos de la THA.

Tabla 8

Relacion del FP Katherine con los elementos constitutivos de la THA

Linea Turno llustracion Tipo de accion

172 Katherine  ¢Tu qué entiendes por tamafio? Pregunta para que el
estudiante explicite su idea

matematica respecto al

tamaio.
173 E3 Pues si, el tamafio, como las medidas, Manifiesta idea relacionada
esas cosas. con el tamano de figuras.
174 Katherine (...) entonces, al superponer la figura Dirige la atencion a la
inicial con la figura final, éellas se superposicion de figuras y

superponen perfectamente?, éien
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cuales ilustraciones los puntos

coinciden en cada una de las figuras?

formula interrogante para que

el estudiante clasifique.

175 E3 Ah, o sea, las que no se cambian de Reconoce la conservacion del
tamano como estas [sefiala y desplaza tamafio en figuras
de izquierda a derecha el dedo indice  relacionadas.
de la mano derecha desde la
ilustraciéon 1 hasta la ilustracion 3 de
la tarea 2B proyectada en el
computador] por lo menos.
176 Katherine  ¢Por qué no cambian de tamano?... Pregunta para que el
éen esta [sefiala con el dedo indice de  estudiante justifique su
la mano derecha la ilustracién 1 de la respuesta.
tarea 2B proyectada en el
computador] pasa eso?, éla ilustracién
3,4,5yla6?
177 E3 La 6 no, no tienen la misma forma, Reconoce el cambio de la

seria la ilustracién 6 porque los puntos

no encajan.

forma a partir de la

superposicion de figuras.

Fuente. Elaboracién propia.

En cuanto al proceso de aprendizaje hipotético se proyectd que los estudiantes (a)
observaran la trayectoria que describia la figura inicial al ser arrastrada hasta la figura final, y (b)

reconocieran caracteristicas visuales de la transformacién de homotecia (conservaciéon de la forma,
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cambio en el tamafio y colinealidad de los puntos correspondientes) al superponer la figura inicial
con la figura final.

De esto se tiene que, Katherine consideré de manera parcial el proceso de aprendizaje
hipotético establecido en la tarea, puesto que, si bien sus intervenciones estaban dirigidas a que
los estudiantes reconocieran caracteristicas visuales de la semejanza como la conservacién de la
forma y cambio en el tamanio, la colinealidad entre puntos correspondientes se desestimo.

En segundo lugar, Anderson al interactuar con los estudiantes E1, E2 y E3 abordd la tarea
3D del nivel general que tuvo como propdsitos: (a) estimular la discusidn en la justificacién de sus
respuestas, y (b) justificar la semejanza entre figuras planas.

En cuanto a la relacion del FP con la meta de aprendizaje se evidencio que Anderson
formuld interrogantes orientados a que los estudiantes recurrieran a las ideas aprendidas en las
tareas previas, por ejemplo, ideas como el paralelismo entre segmentos que se correspondeny la
conservacion de la forma entre figuras relacionadas mediante una transformacion de homotecia.
Estas ideas fueron evocadas por el FP en el desarrollo de la tarea de aprendizaje. No obstante, los
interrogantes formulados limitaron la construccion de argumentos por parte del estudiante que le
permitiera justificar la semejanza de figuras planas (aspecto central del segundo propdsito de la
tarea) (lineas 129, 135y 137). La tabla 9 presenta una ilustracion de un segmento de ensefianza de
la relacion del FP Anderson con los elementos constitutivos de la THA.

Tabla 9

Relacion del FP Anderson con los elementos constitutivos de la THA

Linea Turno llustracion Tipo de accién

129 Anderson  “(...) équé caracteristicas se deben de  Pregunta para reconocer

cumplir para que dos figuras sean significados del estudiante.
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130

131

132

133

134

135

El

Anderson

E2

Anderson

E3

Anderson

semejantes? ya lo hemos hablado en
términos generales, no solo de las
ilustraciones, sino de cualquier tipo de

figuras, ¢qué caracteristicas se deben

de cumplir?

Que sean paralelas. Reconoce el paralelismo entre
segmentos que se
corresponden como condicién
para ser semejante.

Que sean paralelas. Afirma respuesta del
estudiante.

Que tengan la misma forma. Reconoce la conservacion de la
forma como condicion para ser
semejante.

Que tengan la misma forma. Afirma respuesta del
estudiante.

Que tenga la misma orientacion. Reconoce la conservacion de la
orientacién como condicidn
para ser semejante.

La misma orientacidn. Falta lo del Afirma respuesta y plantea

tamafio, équé pasa con el tamafio? nuevo interrogante.
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136 E1l Puede variar. Reconoce el cambio en el
tamafio como caracteristica de
figuras semejantes.

137 Anderson  Puede variar, éno? Ahi tenemos Afirma respuesta y provee

cuatro caracteristicas matematicas instruccion.

que podemos ir escribiendo.

Fuente. Elaboracién propia

En relacidn con el proceso de aprendizaje hipotético se proyectod que los estudiantes: (a)
observen el rastro que deja la figura inicial al ser arrastrada para superponerla con la figura final, y
(b) determinen propiedades de la semejanza como la colinealidad entre puntos correspondientes,
el cambio de tamafio y la conservacion de la forma entre figura planas.

De esto se tiene que, Anderson a partir de los interrogantes posibilitd que los estudiantes a
partir de la visualizacidn que privilegia el AGD determinaran caracteristicas centrales de la
transformacion de homotecia, es decir, el proceso de aprendizaje hipotético se considerd en el
desarrollo de las tareas y se evidencid a partir de las acciones privilegiadas por el FP de preguntary
afirmar.

Las decisiones de accién del FP al utilizar la THA para la ensefianza de la semejanza

Las decisiones de accidn estan asociadas a las transformaciones de la accion del FP en
respuesta a las manifestaciones de la expresién matematica del estudiante. Es un proceso
vinculado a la habilidad de decidir de la mirada profesional del profesor que se basa en su
razonamiento para responder a la comprensidn del estudiante cuando se enfrenta a una situacion

problema (Jacobs et al., 2011).
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Este apartado tiene por objetivo describir el estado de las decisiones de accién del FP al
responder a la expresion matematica del estudiante en relacién con la semejanza a partir de los
elementos didacticos, curriculares y matematicos que subyacen a los niveles del proceso de
aprendizaje hipotético, la naturaleza de las tareas y su secuenciacion.

Las acciones dominantes del FP que limitan la respuesta a la expresion matemadtica del
estudiante

Katherine es quien interviene en el segmento de ensefianza nimero once correspondiente
a la segunda intervencidn de clase (511-12). Katherine en el intercambio con los estudiantes E3 y E7
aborda la tarea 3A del nivel general que tuvo como propésitos: (a) aplicar las ideas aprendidas en
las actividades previas para justificar respuestas,(b) justificar la semejanza de figuras planas, y (c)
reconocer y utilizar condiciones suficientes y necesarias para determinar la semejanza de figuras
planas.

En el segmento de ensefianza el contenido tratado comprende reconocer que entre figuras
relacionadas mediante una transformacion de homotecia con razén de semejanza k>1 y O<k< 1,
varian en tamafio (aumenta o disminuye), se establecen relaciones entre elementos
correspondientes (colinealidad entre «puntos», es decir, vértices que se corresponden y
congruencia entre la amplitud de los angulos homélogos) y la proyeccion de puntos
correspondientes de figuras relacionadas convergen en el centro de homotecia.

Se privilegia un razonamiento figurativo al reconocer y utilizar de las representaciones
graficas la colinealidad entre puntos y el centro de homotecia para establecer entre figuras
relacionadas la semejanza. La tabla 10 presenta una ilustracién de un segmento de ensefianza que
da cuenta de las acciones dominantes del FP que limitan la respuesta a la expresion matematica

del estudiante.
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Tabla 10

Acciones dominantes del FP que limitan la respuesta a la expresion matemdtica del estudiante

Linea Turno llustracion Tipo de accion
287 Katherine ¢Cual de las ilustraciones la figura Pregunta para que el
inicial y la figura final se encuentran estudiante clasifique.

relacionadas a través de una
transformacién de homotecia?

288 E3 iAh! o sea, que pase por el centro. Reconoce el centro de
homotecia como
caracteristica de la
transformacién de homotecia.

289 Katherine Entonces, eso se responde al mover el  Provee instrucciones y

deslizador de izquierda a derecha, formula interrogante.
équé pasa cuando muevo el
deslizador? ¢qué van saliendo?

290 E3 Puntos. Responde la colinealidad
entre figuras relacionada
mediante una transformacion
de homotecia.

291 Katherine Y esos puntos que ustedes dicen, éen Pregunta para dirigir la

donde se encuentran? atencion en el centro de

homotecia.
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292

293

294

295

296

E7

Katherine

E3

Katherine

E3

En el punto final, en el centro.

¢En un qué?... Entonces ustedes ahi
estan dando unas caracteristicas de lo
que puede ser una homotecia.

¢Y en esa [sefiala la ilustracion 3
proyectada en el tablero] por qué no
hay centro?

Entonces, équé significa?... Porque
usted me esta diciendo que la
homotecia es el punto que se
encuentra en el centro, y ési la tres no
tiene?

Entonces, no es homotecia.

Reconoce el centro de
homotecia.

Reitera pregunta para dirigir
la atencidn en el centro de
homotecia.

Pregunta para reconocer

significados.

Pregunta y recopila
informacidn para que el
estudiante precise su idea

matematica.

Determina si en figuras que se
relacionan hay una

transformacion de homotecia.

Fuente. Elaboracién propia

Katherine en la linea 287 formuld interrogantes con el fin de que el estudiante clasificara

las ilustraciones a partir de reconocer el centro de homotecia. En esta linea se reconoce la accidon

del FP de preguntar para que el estudiante manifieste sus matematicas a partir de clasificar

ilustraciones que cumplen la condicidn de tener centro de homotecia. Posterior a la manifestaciéon

del estudiante, Katherine provee instrucciones de uso del recurso digital para reconocer la

colinealidad entre puntos que se corresponden. Aqui se reconoce la accion del FP de proveer
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instrucciones relacionadas con la interaccion estudiante-recurso (reconocer el centro de
homotecia como la convergencia de la proyeccién de los puntos que se corresponden en relacién
con el arrastre guiado) y reconocer a partir de la visualizacidén una caracteristica de la
transformacion de homotecia: «Entonces, eso se responde moviendo el deslizador de izquierda a
derecha, ¢qué pasa cuando muevo el deslizador? ¢qué van saliendo?» (linea 289).

Luego, Katherine en las lineas 291 y 293 formula interrogantes con el fin de reconocer el
centro de homotecia «y esos puntos que ustedes dicen, ¢en dénde se encuentran?» «éen un
qué?... Entonces, ustedes ahi estan dando caracteristicas de lo que puede ser una homotecia». Se
reconoce la accidn del FP de preguntar con el fin de que los estudiantes recopilen y amplien su
idea matematica. Finalmente, se reconoce la accidén de Katherine de plantear interrogantes con el
fin de que el estudiante establezca la semejanza entre figuras relacionadas «entonces, iqué
significa?... Porque usted me esta diciendo que la homotecia es el punto que se encuentra en el
centro, y ési la tres no tiene?» (linea 295).

En el segmento de ensefianza ilustrado, las acciones del FP se destacan porque privilegian
acciones dominantes de preguntar con distintos fines y proveer instrucciones. En el segmento no
fue posible reconocer una transformacion en las acciones del FP que incentivara la expansion de

las discusiones matematicas de clase.
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Figura 4

Accion dominante del FP de proveer instrucciones para el uso del recurso.

Transformacion de las acciones del FP como respuesta a las manifestaciones de la expresion

matemadtica del estudiante

En este apartado se presentan dos segmentos de enseianza reconocidos acorde con la
conceptualizacion de las decisiones de accidn y que cumplen con las caracteristicas relacionadas
con las transformaciones de las acciones del FP en respuesta a las manifestaciones de la expresiéon
matematica del estudiante.

El primer segmento de ensefianza seleccionado corresponde al niUmero cinco de la primera
intervencién de clase de Anderson (GO1 — S5 —11).

Anderson en el intercambio con los estudiantes de la clase, en particular con E1, abordé la
tarea 2A del nivel referencial. Esta tuvo como propdsito reconocer e identificar figuras planas que
tienen la misma forma, e inferir las condiciones suficientes y necesarias en la determinacion de

figuras semejantes.
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Los contenidos matematicos tratados se inscriben en la transformacion de homotecia, en
particular, en la determinacién de figuras semejantes. Se privilegia un razonamiento figurativo al
determinar a partir de variantes de orden visual condiciones necesarias para que el par de figuras
relacionadas sean semejantes. La transformacion de las acciones de Anderson se ilustra en las
siguientes lineas. La tabla 11 presenta una ilustracion de un segmento de ensefianza que da cuenta
de la transformacién de las acciones dominantes del FP en respuesta a las manifestaciones de la
expresion matematica del estudiante.

Tabla 11
Transformacion de las acciones del FP en respuesta a las manifestaciones de la expresion

matemadtica del estudiante

Linea Turno llustracion Tipo de accion

216 Anderson  ¢Cudl figura cambio la orientacién? Pregunta para que el
estudiante clasifique.

217 El La nimero dos. Reconoce el cambio de la
orientacion en figuras
relacionadas.

218 Anderson  ¢lLa nimero dos? épor qué? Pregunta para reconocer

significados del estudiante.

219 E1l Vea que acad [sefiala con el dedo indice de  Uso del recurso para
la mano derecha la figura inicial de la ilustrar el cambio de
ilustracidn 2 tarea 2A proyectada en el orientacion en figuras

computador] comienza un trianguloy acd  relacionadas.

[sefiala con el dedo indice de la mano
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220

221

222

223

224

Anderson

Es

Anderson

Es

Anderson

derecha la figura final de la ilustracién 2

tarea 2A proyectada en el computador]

termina lo mismo, pero en punta, ési me

entiende? cambia. Aca [sefiala con el dedo

indice de la mano derecha la ilustracion 1

tarea 2A proyectada en el computador] es

igual, aca [sefiala con el dedo indice de la

mano derecha la ilustracién 3 tarea 2A

proyectada en el computador] es igual y

aca [sefiala con el dedo indice de la mano

derecha la ilustracion 4 tarea 2A

proyectada en el computador] es igual.

Bien, excelente. Entonces, écudl figurano  Afirmay formula

conserva la orientacién? interrogante.

La dos. Clasifica figuras a partir de
reconocer propiedades.

¢Por qué la dos? Pregunta para reconocer
significados del estudiante.

Porque cambia. Reconoce el cambio en la
orientacion.

Lo podemos ver con los puntos, miren los  Explica y formula

puntos, vea que aqui [sefiala con el dedo interrogante.

indice de la mano derecha la figura final
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de la ilustracion 2 tarea 2A proyectada en
el computador] esta el verde, el rojo y el
naranja ¢donde termina este al otro lado?
225 E1l Abajo. Reconoce el cambio en la
orientacion.
226 Anderson  ¢Ddnde termina este [sefiala con el dedo Pregunta para aclarar.
indice de la mano derecha el vértice de
color rojo de la figura inicial de la
ilustracidn 2 tarea 2A proyectada en el
computador]? ¢y este? [sefiala con el dedo
indice de la mano derecha el vértice de
color naranja de la figura inicial de la
ilustracidn 2 tarea 2A proyectada en el
computador]. Ahi, podemos ver que estan
cambiando la orientacién de los puntos, a
partir de alli es que podemos relacionar lo
de la orientacion, si cambia el sentido de

la orientacion.

Fuente. Elaboracién propia
Anderson, en la linea 216, pregunt¢ si alguna de las figuras relacionadas cambio de
orientacién. Aqui se reconoce la accion del FP de preguntar para que los estudiantes manifiesten
sus ideas matematicas. Posteriormente, retoma la respuesta del estudiante para plantear una

pregunta con el fin de provocar una expansion en las discusiones matematicas: «la nimero dos,
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épor qué?» (linea 218). Luego, reformula la pregunta relacionada con la orientacién para que el
estudiante, reafirme su idea matematica: «écual figura no conserva la orientacion?» (linea 220).
Seguidamente, pregunta para que el estudiante amplie su respuesta: «épor qué la dos?» (linea
222). Después, explica (aclara) y formula interrogante para reconocer significados del estudiante:
«éddnde termina este [sefala con el dedo indice de la mano derecha el vértice de color rojo de la
figura inicial de la ilustracion 2 tarea 2A proyectada en el computador] al otro lado?» (linea 224).
Finalmente, formula interrogantes y explica (aclara): «podemos ver que estan cambiando la
orientacién de los puntos, a partir de alli es que podemos relacionar lo de la orientacion, si cambia
el sentido de la orientacién» (linea 226).

Las acciones del FP que en el segmento de ensefanza cinco se destacan posterior a la
expansion de las discusiones matematicas son: afirmar, formular interrogantes, preguntary
explicar (aclarar). La transformacion de las acciones del FP en su dindmica se caracteriza porque se

desplaza de afirmar a preguntar y de preguntar a explicar (aclarar).
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Figura 5
Transformacion de las acciones del FP en respuesta a las manifestaciones de la expresion

matemadtica del estudiante

El siguiente segmento de ensefianza, corresponde al nimero diecisiete de la segunda
intervencién de clase de Anderson (GO1 —S17 —12).

Anderson en la interaccion con los estudiantes E3, E4 y E5 abordo la tarea 3A del nivel
general que tuvo como propdsitos. (a) aplicar las ideas aprendidas en las actividades previas para
justificar respuestas, (b) justificar la semejanza de figuras planas, y (c) reconocer y utilizar
condiciones suficientes y necesarias para determinar la semejanza de figuras planas.

Los contenidos matematicos se inscriben en la transformacion de homotecia, en

particular, en términos de la congruencia de los angulos homélogos, la proporcionalidad de la
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longitud de los segmentos correspondientes, la colinealidad entre puntos correspondientes y
determinar el centro de homotecia. Se privilegia un razonamiento inductivo al reconocer y utilizar
condiciones suficientes y necesarias para determinar la semejanza de figuras planas. La tabla 12
presenta un segmento de ensefianza que ilustra la transformacion de en las acciones del FP
Anderson en respuesta al pensamiento matematico del estudiante.

Tabla 12

Transformacion de las acciones del FP en respuesta al PM del estudiante

Linea Turno llustracion Tipo de accién
281 Anderson (...) la forma équé ocurre con la forma? Pregunta para
reconocer

significados del
estudiante.

282 E3 Disminuye. Manifiesta idea
relacionada con el
cambio en el tamafio

de figuras que se

relacionan.
283 Anderson Pero eso ya vendria siendo el tamafio, estoy Corrige y reitera
hablando de la forma. interrogante.
284 E4 «La forma no cambia». Reconoce la

conservacion de la
forma en figuras

relacionadas.
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285

286

287

288

289

290

Anderson

E3

Anderson

E5

Anderson

E3

La forma no cambia, esa es una caracteristica. El
tamafio, el tamano si puede cambiar, puede
aumentar o disminuir, y écual seria la tercera?

La orientacidon no cambia.

La orientacion no cambia, muy bien, y éla cuarta?

Todos se juntan en uno solo, en el centro de la

homotecia.

iExacto! que se unan en un centro de homotecia.
Cuatro caracteristicas que debe tener la
homotecia, entonces, a partir de alli podemos irlas
escribiendo, recuerden ¢écudl era la primera?

El tamafio puede cambiar.

Afirma, explica 'y
formula
interrogante.
Reconoce la
conservacion de la
orientacién en
figuras relacionadas.
Afirmay formula
interrogante con el
fin de reconocer
significados del
estudiante.
Reconoce el centro
de homotecia en
figuras relacionadas.
Afirma respuesta,
provee instrucciény
formula
interrogante.
Reconoce el cambio
en el tamafio en

figuras relacionadas.
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291 Anderson El tamafio puede cambiar, esa es una. Con la

forma, équé ocurre con la forma?

292 E4 Igual.

293 Anderson lgual, écierto? no cambia, équé ocurre con la

orientacion?

E4 Igual.

295 Anderson lgual, igual, no cambia y équé tienen que tener?...

El centro, centro de la homotecia donde se unan

todos los puntos de la figura.

Afirmay formula
interrogante con el
fin de reconocer
significados del
estudiante.
Reconoce la
conservacion de la
forma en figuras
relacionadas.
Afirmay formula
interrogante con el
fin de reconocer
significados del
estudiante.
Reconoce la
conservacion de la
orientacién en
figuras relacionadas.
Afirma, formula
interrogante y

responde.

Fuente. Elaboracién propia



93

Anderson, en la linea 281 preguntd por la forma de las figuras relacionadas para discutir
condicidn necesaria en la determinacion de semejanza. Se reconoce la accién del FP de preguntar
para que los estudiantes expliciten sus matematicas. Luego, corrige respuesta del estudiante y
reitera interrogante para centrar la atencién en la forma de las figuras que se estan relacionando.
Posteriormente, Anderson afirma respuesta del estudiante, suministra explicacion relacionada con
el tamafio y formula interrogante. Se reconocen acciones del FP relacionadas con afirmar
manifestaciones del estudiante, aclarar condicion necesaria relacionada con la variacién del
tamano en figuras relacionadas y formular interrogante para que los estudiantes manifiesten sus
ideas matematicas.

Anderson en la siguiente intervencién afirma respuesta de E3 vinculada con la
conservacion en la orientacidn de las figuras relacionadas y formula interrogante con el fin de
provocar una expansion de las discusiones matematicas «la orientacidn no cambia, muy bien, y éla
cuarta?» (linea 287). Luego, afirma respuesta de E5 relacionada con reconocer el centro de
homotecia, provee instruccidon para registrar la respuesta suministrada y formula interrogante para
recopilar las condiciones necesarias para determinar la semejanza de figuras planas: «jExacto! que
se unan en un centro de homotecia. Cuatro caracteristicas de la homotecia, entonces, a partir de
alli podemos irlas escribiendo, écudl era la primera?» (linea 289), «équé ocurre con la forma?»
(linea 291), «équé ocurre con la orientacion?» (linea 293).

Finalmente, Anderson afirma respuesta de E4 vinculada con la conservacion en la
orientacion de figuras relacionadas, formula interrogante para reconocer el centro de homotecia y
aclara el significado de centro de homotecia; «igual, no cambia y équé tienen que tener?... El

centro, centro de la homotecia, donde se unan todos los puntos de la figura» (linea 295).
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Las acciones del FP que en el segmento de ensefanza diecisiete se destacan posterior a la
expansion de las discusiones matematicas son: afirmar, proveer instrucciéon, preguntar y afirmar.
La transformacion de las acciones del FP se caracteriza porque se desplaza de afirmar a proveer
instruccion y de preguntar a afirmar.

Estado de las acciones del FP al intervenir con la THA para la enseiianza de la semejanza en el
aula

Para establecer el estado de las decisiones de accidn del FP al utilizar la THA para la
ensefianza de la semejanza, se recurrio al analisis de la entrevista semiestructurada, triangulandola
con los datos obtenidos y analizados de la intervencion de los FP en el aula de clases. Dado que los
FP ofrecieron un nivel de detalle distinto en sus respuestas, el estado de las decisiones de accidn se
presenta en términos de:

- Falta de evidencia de decidir del FP con base en la respuesta a las manifestaciones de la
expresion matemdtica del estudiante: el FP privilegia acciones dominantes centradas en sus
representaciones de cémo los estudiantes comprenden la semejanza de figuras planas y no en
funcidn de las respuestas a la expresion matematica del estudiante.

- Evidencia limitada de las decisiones de accion del FP en la intervencion de aula: el FP
decide en respuesta a la expresidon matematica del estudiante; sin embargo, las respuestas
suministradas para justificar sus decisiones carecen de detalles de orden didactico, curricular o
matematico relacionados con la semejanza.

Falta de evidencia de decidir del FP con base en la respuesta a las manifestaciones de la
expresion matematica del estudiante

En el segmento de ensefianza nimero once de la segunda intervencion de clase Katherine

se destaco por privilegiar acciones centradas en sus representaciones respecto a la comprension
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de los estudiantes. Es decir, las respuestas brindadas en relacién con la comprensién de los
estudiantes se ubicaron en comentarios generales y representaciones dominantes de como los
estudiantes comprenden la semejanza de figuras planas.

Para ilustrar lo anterior, Katherine menciond: «ellos ya iban reconociendo que eran figuras
semejantes, pero no solamente el concepto como tal, sino esas caracteristicas que debe tener una
figura para ser semejante con otra, por ejemplo, los puntos colineales, ¢qué pasa si las rectas son
paralelas?, irealmente habria semejanza o no? o é¢de qué se estaria hablando? si ese punto
corresponderia al centro de homotecia, es decir, ya estaban dandole forma al concepto, ya estaban
reconociendo sus caracteristicas, ya miraban que si habia rectas paralelas iqué pasaba?,
érealmente habia o no habia? o équé pasaba si no habia un centro de homotecia?» (EF — G02, linea
30).

En primer lugar, se evidencié que Katherine en el desarrollo de la tarea considerd de
manera parcial los propdsitos proyectados de la tarea 3A del nivel general, los cuales consistian en:
(a) aplicar las ideas aprendidas en las actividades previas para justificar respuestas, (b) justificar la
semejanza de figuras planas, y (c) reconocer y utilizar condiciones suficientes y necesarias para
determinar la semejanza de figuras planas.

Se reconocio que el segundo propdsito se abordd a partir de analizar y clasificar las
ilustraciones con base en caracteristicas de la transformacidon de homotecia (conservacion de la
forma, tamafio, colinealidad entre puntos); sin embargo, la formulacion de preguntas se limito a
mencionar y no justificar las caracteristicas reconocidas en las figuras relacionadas.

En segundo lugar, en cuanto al proceso hipotético de aprendizaje se evidencid que
Katherine lo considerd de manera parcial para el desarrollo de la tarea. Se establecio que los

estudiantes: (a) observan en las ilustraciones 1, 2 y 3 la figura inicial y su respectiva imagen, (b) al
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mover el deslizador de la ilustracidn 1y 2 observa el rastro que dejan los puntos correspondientes
al deslizarse en linea recta desde la figura final hasta la inicial y reconoce el punto llamado centro
donde convergen los puntos proyectados, (c) reconoce que en la ilustracion 3 los puntos
proyectados se deslizan el linea recta y estd ausente la convergencia de los puntos, y (d) reconoce
propiedades de la semejanza como consecuencia de una transformacién de homotecia como la
colinealidad entre puntos correspondientes, convergencia de puntos correspondientes
proyectados en un punto llamado centro de homotecia, el cambio en el tamafio y la conservacién
de la forma entre figuras planas.

Katherine en su manifestacion reconoce a partir de formulacién de preguntas condiciones
suficientes y necesarias para establecer la semejanza entre figuras relacionadas; no obstante, tales
manifestaciones carecen de explicaciones relacionadas con tales caracteristicas, por ejemplo, en
relacidn con la variacién de tamafio con la proporcionalidad en la longitud de los segmentos
correspondientes, la conservacion de la forma con la congruencia en la amplitud de los angulos
homadlogos.

Finalmente, respecto al uso del recurso digital Katherine menciond: «(...) la persona que
utiliza un programa o bueno la herramienta es porque quiere ir mas alla, quiere ir mas a fondo,
quiere mirar que a partir de GeoGebra el estudiante puede mirar qué pasaba cuando movia el
deslizador, qué pasaba cuando movia un punto, qué pasaba si se hacia presente lo que era los
conceptos de homotecia, o sea, eso el estudiante lo puede ver ahi perfectamente» (EF — G02, linea
23).

Se evidencia que Katherine destaca, de manera limitada, el potencial del ambiente de

geometria dindmica para reconocer, a partir de herramientas como el arrastre y la seleccién de
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objetos, patrones e invariantes, y favorecer procesos de visualizacién (representacion de familia de
imagenes de un mismo objeto).

En sintesis, no suministrar detalles en sus respuestas respecto a la comprension
matematica de los estudiantes, formular interrogantes como descriptores de la comprension de
condiciones suficientes y necesarias para determinar la semejanza de figuras planas y reconocer de
manera limitada el potencial del uso del ambiente de geometria dindmica en el reconocimiento de
propiedades e invariantes, caracterizd las respuestas de Katherine en comentarios generales y por
ende como falta de evidencia de decidir con base en la respuesta a las manifestaciones de la
expresion matematica del estudiante.

Evidencia limitada de las decisiones de accion del FP en su gestion de aula

En el primer segmento de ensefianza correspondiente al nimero cinco de la primera
intervencidn, Anderson se caracterizd por tomar decisiones centradas en las manifestaciones de la
expresion matematica del estudiante E1 acerca de la conservacion y cambio en la orientacién de
figuras relacionadas. No obstante, Anderson en las respuestas suministradas en la entrevista
semiestructurada no profundizé en tales decisiones, evidencidandose en sus acciones limitacion
respecto a como responder basandose en las manifestaciones de la expresién matematica del
estudiante.

Para ilustrar lo anterior, Anderson menciond: «nos dimos cuenta de que el estudiante debe
tener claro que, tiene que tener la misma forma, que puede ser diferente tamafio, pero que la
orientacion o la trayectoria que describe debe ser lineal (...) y a partir de alli los estudiantes
afianzaron esas caracteristicas y ese concepto de homotecia» (EF — GO1, Linea. 23).

En primer lugar, se evidencié que Anderson considerd la sugerencia didactica relacionada

con el cambio en el uso de la palabra «semejante» por la expresidén «tener la misma forma» como
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alternativa para enfrentar la tendencia que conduce al error de los estudiantes de asociar el
término semejante a lo establecido en contextos no matematicos y entendido como «parecido»
(Gualdron, 2011).

En segundo lugar, se reconocio que Anderson contempld el propdsito que se proyectd para
el desarrollo de la tarea 2A del nivel referencial que consistia en inferir condiciones suficientes y
necesarias en la determinacién de figuras semejantes (conservacion de la forma, cambio en el
tamafio, colinealidad de los puntos correspondientes). No obstante, aspectos relacionados con la
proporcionalidad de la longitud de los lados correspondientes, la congruencia en la amplitud de los
angulos homalogos y la colinealidad entre puntos correspondientes, se mencionan sin suministrar
detalles de cédmo estos aspectos posibilitan determinar la conservacion de la forma, cambio en el
tamafio y la descripcion de trayectoria rectilinea que describen figuras semejantes relacionadas
mediante una transformacién de homotecia cuyo factor de homotecia corresponde a k>1 y O<k<1.

En tercer lugar, en cuanto al proceso hipotético de aprendizaje, se observé que Anderson
lo considerd de manera parcial en el desarrollo de la tarea. En este se establecia que el estudiante
observaba el movimiento y el rastro que dejaban los vértices al ir desde la figura inicial hasta la
figura final, e inferia a partir del movimiento, el cambio en el tamanio, la conservacion de la forma y
la trayectoria que describen de los vértices (puntos correspondientes). Sin embargo, Anderson
centrd la atencidn en la orientacidn de la figura final respecto a la inicial, restando importancia al
reconocimiento del rastro que dejan los vértices en el movimiento y, con ello, la colinealidad entre
los puntos correspondientes de figuras semejantes relacionadas mediante una transformacién de
homotecia.

Respecto al segundo segmento de ensefianza ilustrado correspondiente al nimero

diecisiete de la segunda intervencidn, Anderson se caracterizé por tomar decisiones centradas en
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responder a las manifestaciones de la expresion matematica del estudiante E5 acerca del
reconocimiento de condiciones suficientes y necesarias para determinar la semejanza de figuras
planas. Sin embargo, Anderson en las respuestas suministradas en la entrevista semiestructurada
no profundizé en tales decisiones, reafirmando en sus acciones limitacion respecto a responder en
funcién de la comprension de los estudiantes.

Para ilustrar lo anterior, Anderson menciond: «qué ocurria si una figura tiene mismo
tamafio y misma forma, pero la trayectoria no es lineal, o qué ocurre si una figura es mismo
tamafio pero diferente forma, pero trayectoria lineal, entonces, vimos cdmo todo ese tipo de
cambios y a partir de alli fue que los estudiantes reconocieron las caracteristicas propias» (EF —
GO01, linea 26).

En primer lugar, se evidencié que Anderson considerd los propdsitos que se proyectaron
para el desarrollo de la tarea 3A del nivel general, los cuales consistian en: (a) aplicar las ideas
aprendidas en las actividades previas para justificar respuestas, (b) justificar la semejanza de
figuras planas, y (c) reconocer y utilizar condiciones suficientes y necesarias para determinar la
semejanza de figuras planas.

Anderson en su intervencion de clase privilegié acciones de formular interrogantes con el
fin de que el estudiante manifestara condiciones suficientes y necesarias para establecer la
semejanza (cambio en el tamafio, conservacién de la forma, colinealidad entre puntos
correspondientes), es decir, apeld a evocar ideas aprendidas en tareas previas. Sin embargo,
aspectos como la convergencia en la proyeccion de los puntos correspondientes en el centro de
homotecia, el deslizamiento en linea recta las figuras relacionadas mediante una transformacion

isométrica (traslacidn) no se destacaron en sus manifestaciones.
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En segundo lugar, respecto al proceso de aprendizaje se evidencié que Anderson lo
considerd de manera parcial en el desarrollo de la tarea. En este se establecia que los estudiantes:
(a) observan en las ilustraciones 1, 2 y 3 la figura inicial y su respectiva imagen, (b) al mover el
deslizador de la ilustracion 1y 2 observa el rastro que dejan los puntos correspondientes al
deslizarse en linea recta desde la figura final hasta la inicial y reconoce el punto llamado centro
donde convergen los puntos proyectados, (c) reconoce que en la ilustracion 3 los puntos
proyectados se deslizan el linea recta y esta ausente la convergencia de puntos, y (d) reconoce
propiedades de la semejanza como consecuencia de una transformacién de homotecia como la
colinealidad entre puntos correspondientes, convergencia de puntos correspondientes
proyectados en el centro de homotecia, el cambio en el tamano (proporcionalidad entre la
longitud de los lados correspondientes) y la conservacion de la forma (congruencia en la amplitud
de los angulos homadlogos).

Sin embargo, Anderson en las explicaciones suministradas descarté aludir al
reconocimiento del centro de homotecia como el punto de convergencia de los puntos que se
corresponden al ser proyectados desde la figura final hasta la inicial, como condicién necesaria
para determinar la semejanza entre figuras planas relacionadas mediante una transformacion de
homotecia.

Finalmente, respecto al uso del ambiente de geometria dindmica Anderson destaco el
recurso como medio para reconocer propiedades al manifestar: «alli fue donde empezamos a
esclarecer esa diferencia entre forma y tamafio, entonces, para ello nos hicimos cuenta del
recurso, entonces, yo les mostré chicos qué ocurre cuando movemos la figura, como es su forma,

cual seria el tamafio, y empezamos a partir de la misma visualizacion del recurso esa diferencia, y a
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partir de alli los estudiantes ya pudieron identificar esa diferencia entre forma y tamafio» (EF —
GO01, linea 22).

Se evidencia que Anderson reconoce el potencial del ambiente de geometria dindmica
para reconocer propiedades e invariantes entre las figuras relacionadas. Destaca que a partir de
herramientas como el arrastre favorece el movimiento de figuras (el deslizamiento en linea recta
de la figura inicial para obtener la figura final, la colinealidad de puntos que se corresponden y que
describen una trayectoria rectilinea cuya proyeccidn convergen en el centro de homotecia) y la

representacion de familias de imagenes de un mismo objeto.
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5. Conclusiones y discusiones

Este estudio tuvo como objetivo general caracterizar las decisiones de accion de los futuros
profesores al aplicar una THA para la ensefianza de la semejanza en la que se integran recursos
curriculares digitales. Para dar respuesta al objetivo, se plantearon dos objetivos especificos. La
explicacion del primer objetivo correspondiente a aplicar una THA que se utiliza para la ensefianza
de la semejanza en la que se integran recursos curriculares digitales se realiza en el apartado 5.1; la
del segundo objetivo reconocer las decisiones de accidn de los futuros profesores de matematicas
al utilizar una THA para la ensefianza de la semejanza se realiza en el apartado 5.2.

Por ultimo, en el apartado 5.3 se presentan las limitaciones del estudio y se brindan
algunas recomendaciones.

Una THA para la enseianza de la semejanza en la que se integran recursos curriculares digitales

Para dar respuesta al primer objetivo especifico se disefid una THA para la ensefianza de la
semejanza en la que se integran recursos curriculares digitales (ver Tabla 1). Dado que en la
revisidon de literatura son escasos los trabajos de caracter empirico relacionados con la formacion
de futuros profesores en los que se hace uso de una THA para la ensefanza de la semejanza, el
disefio se considera una contribucion del estudio.

El disefio de la THA tuvo como referencia los componentes descritos por Simon (1995):
meta de aprendizaje, tareas de aprendizaje y proceso de aprendizaje hipotético. Ademas, se
consideraron los niveles de la heuristica de los modelos emergentes (nivel situacional, nivel
referencial, nivel general y nivel formal) para estructurar la secuencia de las tareas de aprendizaje
(Gravemeijer, 1999).

El uso de la THA se considerd util para los FP en la ensefianza de la semejanza, ya que

proporciond una secuencia de tareas (orden y tipo de tareas), propdsitos y proceso de aprendizaje
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hipotético que posibilitd a los FP atender el pensamiento matematico del estudiante. Este
resultado es acorde con los estudios de Clark-Wilson et al. (2020) e Ivars (2019) que han afirmado
que las THA ayudan a guiar la instruccién a partir de centrar la atencidn en las heuristicas
empleadas por los estudiantes en la resolucion de las tareas de aprendizaje, y a su vez posibilitan
analizar el pensamiento matematico del estudiante relacionado con un concepto ayudando a
tomar decisiones.

Asimismo, la integracién de recursos curriculares digitales en la THA mostré ser pertinente
para guiar las discusiones en el aula, plantear preguntas para expandir las discusiones matematicas
en el aula y ofrecer respuestas en funcion de las manifestaciones de la expresion matematica del
estudiante. Esto concuerda con la investigacién realizada por Lee (2020) en la que afirma que el
uso de instrumentos tecnoldgicos ayuda a los futuros profesores a centrarse en cdmo hacer
preguntas, predecir las posibles respuestas de los estudiantes y responder para apoyar el
aprendizaje de los estudiantes como potencialidad para contribuir al desarrollo de la mirada
profesional del pensamiento matematico del estudiante.

Las decisiones de accidén de los FP al utilizar una THA para la enseiianza de la semejanza

En este estudio se caracterizaron las decisiones de accidn de los FP al utilizar una THA para
la ensefianza de la semejanza. Las decisiones de accidn estan asociadas a las transformaciones de
la accién del FP en respuesta a las manifestaciones de la expresién matematica del estudiante. Es
un proceso vinculado a la habilidad de decidir de la competencia mirada profesional del profesor
de matematicas que se basa en el razonamiento del profesor para responder a la comprension del

estudiante cuando se enfrenta a una situacién problema (Jacobs et al., 2011).
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En coherencia con el segundo propésito de la investigacion, se logré reconocer que las
acciones de los FP se pueden describir en términos de falta de evidencia de decidir del FP con base
en la respuesta a las manifestaciones de la expresion matematica del estudiante y evidencia
limitada de las decisiones de accion del FP en la intervencién de aula.

En cuanto a la falta de evidencia de decidir del FP con base en la respuesta a las
manifestaciones de la expresion matematica del estudiante se observé que estas acciones tienen
por rasgo comun privilegiar acciones dominantes del FP de proveer instrucciones, como por
ejemplo, dirigir la atencién del estudiante a reconocer en figuras relacionadas propiedades de la
semejanza, destacandose la ausencia de razones de orden didactico, curricular o matematico que
justificaran la toma de decisiones reconocidas en los segmentos de ensefanza (ver Tabla 5y Tabla
6). Lo anterior, converge con el estudio realizado por Jacobs et al. (2011) donde afirman que la
falta de pruebas de que se decidiera responder con base en la comprension del estudiante,
corresponde a las respuestas del profesor en las que no se evidenciaba haber decidido en funcidn
de la comprensidn del estudiante, y en contraste tales respuestas se basaban en comentarios
generales o en observaciones dominantes del pensamiento de los profesores.

Respecto a la evidencia limitada de las decisiones de accion del FP refiere aquellas
decisiones que tienen como base responder a las manifestaciones de la expresion matematica del
estudiante, es decir, aquellas acciones realizadas por el FP que posibilitaron la expansion de las
discusiones matematicas (por ejemplo, formular interrogantes para reconocer caracteristicas de
las figuras relacionadas), sin embargo, tales acciones se justifican de manera somera en las
manifestaciones realizadas por el FP en la entrevista semiestructurada (ver Tabla 6). Esto es
coherente con lo expuesto Jacobs et al. (2011) al afirmar que las pruebas limitadas de decidir con

base en la comprension del pensamiento matematico del estudiante, refiere a las respuestas que
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tienen como base apoyar el pensamiento matematico del estudiante a partir de razonar en funcion
del pensamiento matematico del estudiante; sin embargo, tales respuestas carecen de detalles o
no se realizan a profundidad.

Las decisiones de accién del FP se caracterizaron por realizar acciones como preguntar
para que el estudiante hiciera manifiesto sus matematicas, por ejemplo, Anderson formuld
interrogantes para que el estudiante clasificara figuras que cumplen caracteristica relacionada con
la conservacion de la orientacion (S5 — 11, linea 220). Posterior a la expansion de las discusiones
matematicas, el futuro profesor realizé acciones de afirmar respuesta, preguntar y explicar (S5 — 12,
lineas 220, 222 y 224). De la misma manera, se caracterizd por brindar razones en sus
manifestaciones realizadas en la entrevista del porqué de sus acciones que, si bien no son
exhaustivas, se conciben como eje central reconocer propiedades de la semejanza en el proceso de
conceptualizacién (EF — GO1, Linea. 23). Lo anterior converge con el trabajo de Rhodes (2007) en el
gue afirma que si en el intercambio profesor-estudiante se prioriza la formulacion de preguntas
para guiar las matematicas del estudiante y posterior a respuesta del estudiante, se actuara en
consecuencia, son acciones que se destacan por posibilitar que los estudiantes formulen
conjeturas respecto a las propiedades del concepto que se esta movilizando y por ende transitar
hacia los objetivos propuestos.

Limitaciones y recomendaciones

En primer lugar, sobre la caracterizacion de los participantes del estudio se trata de futuros
profesores de matematicas de una misma universidad y de ambitos académicos similares, por
tanto, los resultados de la investigacion estan delimitados a un contexto muy particular.

En segundo lugar, como estudio exploratorio la investigacidén respondio al interés de

caracterizar las decisiones de accion de los FP; no obstante, se concibe que el registro de video y
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analisis de seis sesiones de clase son limitadas para proporcionar datos concluyentes de la
complejidad de estudiar las decisiones de accién de los FP. En ese sentido, este trabajo ha de
entenderse que corresponde a una «foto» que intenta dar cuenta de la formacién profesional del
profesor, es decir, al uso por parte del FP de sus conocimientos profesionales en situaciones de
ensefianza para responder al pensamiento matematico del estudiante.
Contribuciones al campo de investigacion

A partir del estudio realizado fue posible profundizar respecto a las decisiones de accidn de
los FP en el contexto de la ensefianza del razonamiento y la construccion de sentido geométrico. Se
concibe necesario realizar futuros estudios con disefios de investigacién experimental y con un
numero mayor de participantes. A pesar de las limitaciones, esta investigacion (a) contribuye al
creciente conjunto de investigaciones que reflexionan respecto al uso de las trayectorias
hipotéticas de aprendizaje como lente tedrico que posibilita a los profesores comprender el
pensamiento matematico del estudiante y planificar respuestas con base en dicha comprension, y
(b) suministra evidencia relacionada con los usos que hace el FP de su conocimiento profesional
para identificar, interpretar y decidir una respuesta de instruccién con base en el pensamiento
matematico del estudiante.
Futuras lineas de investigacion

A partir de los resultados obtenidos en este estudio es posible vislumbrar futuras lineas de
investigacion relacionadas con la reflexion respecto a la construccion de dispositivos y
configuraciéon de escenarios que posibiliten a los futuros profesores cualificar su conocimiento
profesional y auspiciar el desarrollo de las habilidades de la competencia docente mirar

profesionalmente el pensamiento matematico del estudiante.



107

Este estudio mostro ser util en la exploracion de la trayectoria hipotética de aprendizaje
por parte de futuros profesores como lente para estructurar la atencién hacia el pensamiento
matematico del estudiante. No obstante, se requiere de mas estudios que reflexionen respecto al
uso de la THA para desarrollar la competencia mirada profesional del pensamiento matematico del
estudiante.

Asimismo, se considera necesario realizar estudios que continden indagando respecto a
potencialidades y limitaciones del uso de tecnologias digitales para contribuir al desarrollo de la
competencia docente mirar profesionalmente el pensamiento matematico del estudiante, en

particular, a las decisiones de accion.
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