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RESUMEN

Enmuchostipos de analisis estaticos
y dindmicos de estructuras es nece-
sario resolver sistemas grandes de
ecuaciones lineales. La solucién se
facilita gracias a que la matriz de
coeficientes es simétrica y de banda,
lo que reduce tanto el namero de
posiciones en memoria principal
necesario para almacenar sus
componentes, como el nimero de
operaciones para obtener la solucién.

En este articulo se hace una revisién
de los algoritmos para resolver efi-

K cientemente en microcomputadores

N

sistemas grandes de ecuaciones linea-
les. Se describe primero el algoritmo
de banda y se explican luego mas
detalladamente los de perfil y el mé-
todo frontal, que son los mas usados
en programas comerciales. Se discu-
ten posteriormente otros procedi-
mientos que requieren una minima
parte de la memoria principal, y se
presentan finalmente los resultados
obtenidos usando el método frontal.
A este respecto se han desarrollado
subprogramas en la Universidad
del Valle, los cuales estan a dispo-

sicion de docentes e investigadores. w /

INTRODUCCION

P ara analizar problemas de estructuras usando

el método de los elementos tinitos es necesa-
rio resolver sistemas grandes de ecuaciones lineales,
las cuales tienen una matriz de coeficientes que es
simétrica y de banda; aunque con ello se reduce en
gran medida el numero de posiciones de memoria
necesario para alojar sus componentes v el nimero de

56 HEURISTICA No. 7

operaciones para obtener la solucién, la cantidad de
grados de libertad puede ser tan considerable, que es
frecuentemente imposible mantener toda la matriz en la
memoria principal de microcomputadores. Se hace
entonces necesario utilizar algoritmos que permitan
manejar el sistema usando adicionalmente memoria de
disco.




El propdsito de este articulo es dar a conocer los diver-
sos procedimientos que existen para solucionar ecua-
ciones lineales en microcomputadores, y poner a
disposicién de los interesados las rutinas que se han
implementado en la Seccién de Estructuras de la
Universidad del Valle. Se espera que con la informa-
cién que aqui se presenta, no siempre de facil consecu-
cion en nuestro medio, se puedan entender y usar
mejor los programas comerciales, y que estudiantes e
investigadores enriquezcan sus bases para desarrollar
aplicaciones propias.

Se revisan primero los procedimientos para solucionar
eficientemente los sistemas de ecuaciones lineales
que resultan en andlisis de estructuras. Se explican
luego en detalle los métodos de perfil y frontal, que son
los mas usados en aplicaciones comerciales. Por dltimo
se presentan algunos resultados de tiempos de
gjecucion.

REVISION DE METODOS

En los diferentes tipos de analisis de sistemas
estructurales es necesario solucionar sistemas grandes
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elementos, segun los grados de libertad a los cuales
estén asociados. Se han desarrollado varios algoritmos
que buscan aprovechar las caracteristicas de simetria y
de banda de la matriz.

ALGORITMO DE BANDA

La primera alternativa propone usar el algoritmo de
banda!, que consiste en almacenar la parte superior de
la matriz en un areglo rectangular (Fig. 1), en el cual los
elementos de la diagonal de la matriz se ubican en la
primera columna del arreglo. Este tiene un nimero de
filas igual al nimero de ecuaciones del sistema, NE, y
un nimero de columnas igual al ancho de banda, AB.

El valor de AB depende de la configuracién de la malla y
de la forma en que se numeran los nodos: AB es igual a
n+1, donde n es la maxima diferencia entre los grados
de libertad de todos los nodos de un mismo elemento,
considerados todos los elementos. En consecuencia,
la numeracién de los nodos de una malla debe ir en la
direccion del lado mas corto, tal como se ilustra en la
Fig. 2.b; el valor de AB para cada caso mostrado
corresponde al supuesto de que se tiene un grado de
libertad por nodo.
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Fig. 1. Aimacenamiento en arreglo rectangular

de ecuaciones lineales; se citan como ilustraciéon los
casos de andlisis estatico lineal, anaiisis dinamico con
algoritmos de integracion paso a paso en el tiempo,
anadlisis no lineales y analisis de frecuencias de vibra-
cion o cargas criticas de pandeo (problema de valores y
vectores caracteristicos).

En todos estos casos, la matriz de coeficientes del
sistema (que aqui se seguira llamado simplemente
matriz), se ensambla con las contribuciones de los

Dos desventajas tiene el algoritmo de banda. En primer
lugar, en la parte inferior derecha del arreglo rectangular
se presenta un triangulo de ceros (Fig. 1), el cual, en
caso de mallas grandes, puede tener un numero
apreciable de componentes; por ejemplo, si el ancho
de banda es de 100, el nimero de ceros es de 4950.
Por otro lado, como el ancho del arreglo queda definido
por AB, es decir, por la diferencia maxima entre los
grados de libertad de un mismo elemento, considera-

dos todos ellos, en caso de mallas irregulares, en las
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25 26 27 28 29 30
17 18 19 20 21 22
9 10 11 12 13 23
1 2 3 4 14 24
5 15 16
6 7 8

a. Numeracioninadecuada, AB = 12

4 8 12 18 24 30
3 7 11 17 23 29
2 6 10 16 22 28
1 5 9 15 21 27
14 20 26
13 19 - 25

b. Numeracion 6ptima, AB=8

Fig. 2. Ancho de banda segun la numeracién de los nodos, elementos
rectangulares de 4 nodos.

cuales se presentan variaciones grandes en la diferen-
cia entre los grados de libertad en cada elemento, se
tiene por ello un elevado nimero de ceros a la derecha
del arreglo; por ejemplo, segun la numeracién dada a la
malla de la Fig. 2.b., la diferencia maxima en los
elementos de la izquierda es de 5, y en los de la
derecha es de 7 lo cual implica que en las primeras 12
filas del arreglo habra 2 columnas de ceros en su parte
derecha. En mallas méas grandes se presentan cantida-
des de ceros considerables.

ALGORITMO DE PERFIL O
BANDA VARIABLE

Con el método de perfil>-5, también llamado de banda
variable, se eliminan las mencionadas desventajas del
algoritmo de banda.

Dada la conectividad de la malla (nimeros de nodo que
corresponden a cada elemento), se determina primero
el perfil de la matriz, es decir, la zona en la cual hay
contribuciones de los elementos (Fig. 3.). Numérica-
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mente esto equivale a calcular la altura de cada columna
de la matriz, altura que es igual a m+1, donde m es la
maxima diferencia entre el grado de libertad correspon-
diente al niumero de columna y los grados de libertad
adyacentes menores que aquel; por ejemplo, en la
mallla de la Fig. 2.b., 3 es el menor grado de libertad
adyacente al 8, y la altura de la columna es, por tanto,

(8-3)+1=6

como puede verse en la Fig. 3., en donde se presenta
la forma de la primera parte de la matriz correspondiente
alamalladelaFig.2.b..

Calculado ya el perfil de la matriz, es decir, el arreglo
que contiene las alturas de cada columna, ID(I), se
ensambla la matriz en un vector unidimensional, tal
como se muestra en la Fig. 3.. Si se suman secuencial-
mente las componentes de ID(I), se obtiene un arreglo
que identifica la posicién en el vector de cada diagonal
de la matriz, con lo cual puede manejarsela en un
alamacenamiento unidimensional.
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Fig.3. Almacenamiento de banda variable o perfil

SOLUCION
DE LAS ECUACIONES

Eliminaciéon de Gauss

El sistema de ecuaciones

[A]1X=P (1)

se soluciona utilizando el método de eliminacion de
Gauss, que consiste en transformar mediante operacio-
nes sencillas de filas la matriz [A] en una matriz
triangular superior [U ], la cual tiene un triangulo inferior
izquierdo de ceros, es decir
[TI[A]=[U] (2)

El sistema (1) se soluciona entonces aplicando primero
la matriz de transformaciéin [ T ] a cada vector de cargas,

[TIP=y 3
y calculando luego mediante substitucién inversa el
vector X

[UlX=y 4)

| e T e Y

Cuando se efectia un andlisis estatico, el método de
Gauss equivale fisicamente a soltar cada grado de
libertad que se elimina. Mediante este método se
pueden generar también las denominadas mairices
condensadas, las cuales permiten hacer el anAlisis
estatico de estructuras grandes dividiéndolas en varias
componentes (subestructuras).

Como el método de Gauss opera las filas de la matriz [A]
desde arriba hasta abajo, es apropiado para solucionar
sistemas si se tiene el almacenamiento de banda.

Algoritmo de Crout

El algoritmo de Crout permite efectuar el procedimiento
de eliminacién de Gauss moviéndose, no a lo largo de
las filas como tradicionalmente se hace, sino en
direccién de las columnas, lo cual es especialmente
apropiado para utilizarse en combinacién con el
algoritmo de perfil.

El procedimiento consiste en factorizar la matriz en una
triangular inferior, [L], y otra triangular superior, [ U ].
Los elementos de [L] y [ U ] se calculan faciimente con
base en los elementos de la matriz en la forma mostrada
enlaFig. 4..
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Fig. 4. Algoritmo de Crout

OTROS METODOS PARA EL
ALMACENAMIENTO Y
SOLUCION DEL SISTEMA

El método de perfil o banda variable combinado con el
algoritmo de Crout hace un uso eficiente de la memoria.
Sin embargo, en problemas bi y tridimensionales de
estructuras es dificil manejar toda la matriz de coefi-
cientes en la memoria principal de un microcomputador;
si se tiene por ejemplo una malla ortogonal de vigas de
20 x 20 nodos con 6 grados de libertad por nodo, el
nimero total de ecuaciones es de aproximadamente
2400 (un poco menos, si se tienen en cuenta los
puntos fijos), y el nimero de entradas en la matriz de
coeficientes es de

2400 x 100 = 240000

suponiendo un ancho de banda medio de 100; sélo
para procesar esta matriz en un microcomputador se
requeriran

240000 x 4 = 960000 bytes

suponiendo que se trabaja con reales de precisién
sencila en FORTRAN. Estas cifras, que se dan para un
problema bidimensional de tamafio mediano, sobrepa-
san los limites de la mayoria de los microcomputadores.
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Es necesario entonces pensar en otros algoritmos que
permitan manejar la matriz haciendo uso adicional de la
memoria secundaria o de disco.

METODO FRONTAL

El método frontal es probablemente la alternativa de
solucién mas ampliamente usada en programas comer-
ciales. Segun el profesor Irons8, la idea surgié en una
oficina de ingenieria de la compafiia Boeing en Seattle
en 1958 y fue redescubierta después por varios investi-
gadores. El primer articulo que lo explica detallada-
mente se publicé en el afio 1970’. Desde entonces

han sido propuestas diversas variaciones8® que
intentan optimizar su funcionamiento.

Segun el procedimiento de banda variable operfil, para
solucionar el sistema de ecuaciones es necesario
formar antes toda la matriz global de coeficientes.
Segun el procedimiento frontal, la matriz de
coeficientes se va resolviendo a medida que se va
formando, es decir, que cuando se completan las
contribucionesen cierto grado de libertad, éste se
elimina mediante el procedimiento de Gauss. En el
ejemplo de la Fig. 5. las contribuciones en el grado de
libertad 1 se completan después de que se adicina la
matriz de rigidez del elemento (3); en ese momento se
elimina este grado de libertad.




Fig.5. Sistema de resortes

A continuacién se describe detalladamente el procedimiento a la luz de un
ejemplo:

Después de la adicidon de las matrices de los elementos (1), (2) y (3), y la
eliminacion del grado de libertad 1, se tiene

1 2 3
1 4 -3 0 4 -3 0
, .3 3 0 se elimina 0 34 O
1
3 0 0 O 0O 0 O

se adiciona luego la matriz del elmento (4) y se elimina el grado de libertad 2,
con lo cual se obtiene sucesivamente

1 2 3
o4 s 0] 4 -3 0]
) 0 7 =1 seelizmina ’ 0 74 -1
3 0o -1 1 0 0 %7

y se llega asi a la matriz triangular superior deseada.
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Segun el procedimiento anterior la informacién de los
grados de libertad eliminados se almacena en la
memoria secundaria, y se mantienen en la principal sélo
las componentes de aquellos grados de libertad que
no tienen todavia completas las contribuciones; se dice
entonces que el frente esta constituido por los grados
de libertad que se mantienen en la memoria princi-

pal. En la Fig.6. se muestra laforma en que el frente

se va moviendo sobre la malla. El tamafio de frente,
que es el nimero de grados de libertad que se tienen
en la memoria principal, depende de la forma en que se
numeran los elementos. En el ejemplo de la Fig. 2. el
tamafio maximo de frente es 12, suponiendo que se
tienen elementos de 4 nodos con 2 grados de libertad
pornodo. (LEMFRO es igual altamafio del frente).

LEMFRO =8 LEMFRO =6 LEMFRO = 10 LEMFRO =8
LEMFRO = 12 LEMFRO =8 LEMFRO = 12 LEMFRO =10
| A
LEMFRO =12 LEMFRO =10 LEMFRO = 12 LEMFRO =8
Fg. 6. Avance del frente en malla de elmentos
Implementacio'n adicionan la rigidez y las cargas elementales en los

Al implementar el método frontal
considerar los siguientes aspectos:

es necesario

1. Se necesita un mdédulo preprocesador para definir el
tamafio del frente. Este médulo debe marcar
ademas la Gltima aparicion de cada nodo, lo cual se
hace generalmente en el arreglo con la conectividad
de los elementos, dandole un valor negativo al
numero de nodo cuando haga la ltima aparicion.

2. Se crea un arreglo en el cual se almacenan las
ecuaciones que se van eliminando. Cuando se copa
este arreglo se escribe en el disco. Esta alternativa
elimina la necesidad de escribir en el disco cada
ecuacion que se elimina, mejorando por tanto los
tiempos de ejecucion.

3. La instruccién central de la rutina es un ciclo en los
elementos. Para cada elemento se determinan
primero las direcciones que tienen sus grados de
libertad en el frente (arreglo LDEST (I)); luego se
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vectores que recorren el frente (SUSTIF(I) y
SUBLOD(l)); por ultimo se procede a eliminar
aquellos grados de libertad que hayan completado
sus contribuciones.

Otras Alternativas

El método frontal no se puede usar cuando el frente es
tan grande que la submatriz de rigidez y los subvecto-
res de carga no caben en memoria principal.

Un algoritmo que permite superar la dificultad consiste
en usar el método de perfill0, particionando la matriz
de rigidez en bloges, tal como se ilustra en la Fig. 8.. El
proceso de solucién se efectia cargando sucesiva-
mente cada uno de los bloques en la memoria principal.
Este método tiene la desventaja de que es necesario
recalcular o almacenar en el disco la matriz de rigidez de
aquellos elementos que pertenecen a dos bloques
difeentes. Por tanto, en los casos en que es posible su
ejecucion, el método frontal es siemprte una mejor
alternativa.




Otra propuesta'! consiste en usar el método frontal,
pero ensamblando el sistema de ecuaciones nodo por
nodo, y no elemento por elemento, tal como se hace
tradicionalmente. Se empieza por el primer nodo de la
malla y se ensamblan en él todas las contribuciones de
los elementos que lo contienen; al final de este proce-
so se pueden eliminar las ecuaciones asociadas con el
nodo, las cuales se van encargando sucesivamente

para ser transformadas. Esta alternativa hace un uso
minimo de la memoria principal, pues sélo 2 ecuaciones
deben estar cargadas para efectuar el proceso; sin
embargo requiere de gran nimero de instrucciones de
lectura y escritura, por lo que los tiempos de ejecucion
llegan a ser unas 7 veces mayores que cuando se usa
el método frontal tradicional'! .

Fig. 8. Particion de la matriz de rigidez

Resultados

El método frontal presentado aqui se probé usando un
sistema ortogonal de vigas con 12 grados de libertad
por elemento. En la Tabla 1 aparecen algunos datos

sobre tiempos de ejecucién y en la Fig. 9 se presenta

la malla deformada de 20 x 20 nodos. &

TABLA 1. TIEMPOS DE EJECUCION USANDO EL METODO FRONTAL PROCESADOR
386, 25 MHz, COPROCESADOR MATEMATICO
MALLA FRENTE MAXIMO No. INCOGNITAS TIEZ:SCL%Tgh vl
5X2 24 60 6 seg.
5X4 36 120 8 segq.
9X8 60 432 29 segq.
15 X8 60 720 51 seg.
20X 12 84 1440 2m. 13 seg.
21 X50 138 6300 14m. 40 seg.
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Fig. 9. Malla deformada de vigas ortogonales
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