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Resumen

En este trabajo se realiza una descripcion detallada de las funciones cépula bi-
variadas y sus propiedades principales, destacando su relevancia en el estudio de las
relaciones de dependencia entre variables aleatorias. Se detallan algunas familias de
copulas paramétricas ampliamente utilizadas y se describen técnicas para la estima-
cién de sus parametros. Ademas, se presenta un indicador utlizado para seleccionar
una funcién cépula adecuada dado un conjunto de datos empiricos. Finalmente, se
propone una prueba de bondad de ajuste basada en dicho indicador, brindando una
herramienta para evaluar la idoneidad de las funciones copula seleccionadas.

Palabras clave: Funciones cépula, Dependencia, Estimacion, Bondad de ajuste.
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Introduccion

La relacién de dependencia entre variables aleatorias es uno de los temas mas estu-
diados en probabilidad y estadistica (capitulo 5 de Nelsen [21]). En diversos contextos
se presentan situaciones en las cuales es importante establecer el grado de dependen-
cia entre multiples datos que se pueden representar con variables aleatorias. Esto es
especialmente relevante en areas como hidrologia, medicina o economia. Por ejemplo,
ciertos eventos hidrolégicos como inundaciones o tormentas se caracterizan a través
de variables aleatorias correlacionadas tales como profundidad, volumen, duracién de
los flujos de agua, entre otras (Favre et al. [6]). Por su parte, en medicina, se puede
determinar la efectividad de un tratamiento para pacientes con cancer analizando la
relacion entre variables como tiempo de progresion del tumor, supervivencia libre de
enfermedad y supervivencia libre de propagacién (Emura et al. [5]). En economia,
la dependencia entre variables financieras tales como mercados internaciones y dife-
rentes clases de activos y monedas puede influir en las decisiones de inversién y la
evaluacion de sus riesgos (Genest et al. [11]).

Existen diferentes herramientas que permiten estudiar relaciones de dependencia;
entre estas se encuentran las medidas de asociacion, tales como los coeficientes de co-
rrelacién o de concordancia. Adicionalmente se tienen las funciones copula. Desde un
primer punto de vista, las cépulas son funciones que relacionan la funcién de distribu-
cién multivariada de un vector aleatorio con sus respectivas funciones de distribucién
marginales. Esto se hace explicito por medio del Teorema de Sklar, que sera presen-
tado en la seccion 2.2. En este sentido, se puede decir que la funcion cépula permite
analizar la forma en que dos o mas variables aleatorias se distribuyen conjuntamente.

Para conocer el grado de dependencia entre variables aleatorias se cuenta con di-
versas medidas de asociacién, como lo son el 7 de Kendall y el p de Spearman, que
se detallan en la seccion 2.5. Tal como se muestra en dicha seccién, estas medidas se
pueden obtener en términos de las funciones cépula. Otro ejemplo de este tipo de me-
didas es la propuesta en 2005 por Anjos y Kolev [1] y retomada en 2015 por Ledwina
[18], la cual se construye a partir de una cépula bivariada y se expone en la seccién 3.3.

El desarrollo de diversos procedimientos estadisticos, tales como los que se pre-
sentan en la seccion 1.2, esta basado en el supuesto de que las variables aleatorias

en cuestion provienen de una familia de distribuciones indexada por un parametro.

XIII



XIV INTRODUCCION

Sin embargo, en muchos casos no es posible identificar tal familia de distribuciones.
Esto supone la necesidad de contar con métodos no paramétricos que permitan esta-
blecer un modelo adecuado para una muestra concreta. Dichos métodos se conocen
como pruebas de bondad de ajuste (capitulos 13 y 14 de Bain y Engelhardt [2]). Pa-
ra el caso de muestras aleatorias bivariadas, se han desarrollado varias pruebas de
bondad de ajuste para copulas bivariadas, tales como las que aparecen en Deheuvels
[4], Fermanian [7], Genest y Favre [10], Genest y Rémillard [12] y Genest et al. [13].
Adicionalmente, en Tovar et al. [24] se contruyé un indicador, basado en la medida
presentada en Ledwina [18], con el cual se puede identificar, entre un conjunto de
copulas previamente definidas (tales como las de la seccién 2.4), cuél es “la que mejor
se ajusta” a las observaciones que se tienen.

De acuerdo a lo anterior, en este trabajo se desarrolla una prueba de bondad de
ajuste para funciones cépula, basada en el indicador establecido por Tovar et al. [24].
El capitulo 1 esta dedicado a presentar algunos conceptos basicos de probabilidad y
estadistica necesarios en los capitulos subsiguientes. El capitulo 2 se enfoca en exhi-
bir y explicar lo que son las funciones copula, presentar algunas familias comunes de
ellas e introducir el concepto de medidas de asociacion. En el capitulo 3 se muestra
detalladamente que la medida presentada en Ledwina [18] es un coeficiente de co-
rrelacion entre ciertas variables aleatorias; de igual manera se define el concepto de
copula empirica, necesario para comprender el indicador dado por Tovar et al. [24],
asi como dos métodos ya documentados para la estimacion del parametro de una
copula. Finalmente, en el capitulo 4 se establece una variable aleatoria en términos
de la cépula empirica, que facilitard la deduccién de la distribucién muestral del que
sera el estadistico de prueba; con esto se presentard una prueba de hipdtesis que per-
mite decidir si una funcion copula especifica resulta adecuada para un conjunto de
observaciones bivariadas dadas.



Capitulo 1

Conceptos y definiciones basicas

En este capitulo se presentan algunos conceptos basicos de probabilidad y es-
tadistica, los cuales seran necesarios para el desarrollo de los capitulos posteriores.

1.1. Conceptos basicos de Probabilidad

El contenido de esta seccién se basa principalmente en Bain y Engelhardt [2],
Casella y Berger [3] y Mood et al. [20].

1.1.1. Espacio de probabilidad
Definicién 1.1.1. Un espacio de probabilidad es una terna (2, F, P), donde:
1. Q es un conjunto no vacio (llamado espacio muestral).

2. F CP(Q) es una o-dlgebra (llamada familia de eventos) que satisface:

(c1) Qe F.
(02) Si A e F, entonces A° € F.

(03) Si A, € F,n=1,2,3,..., entonces U A, € F.

n=1

3. P:F —10,1] es una funcion (llamada funcion de probabilidad) que satisface:

(P1) Para todo A€ F,0< P(A) <1.

(P2) P(Q2) =1.

(P3) St A, € F, n=1,2,3,..., es una sucesion disjunta de eventos, esto es,
AiNA;j =@ parai #j, coni,j=1,2,...,n,..., entonces

P ([’jAn> ~ 3P

1



2 CAPITULO 1. CONCEPTOS Y DEFINICIONES BASICAS

1.1.2. Probabilidad condicional y eventos independientes

Definicién 1.1.2. Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad y B € F con P(B) > 0.
Para cada A € F se define la probabilidad condicional de A dado B por:

P(ANB)
P(A|B) == ————
Definicién 1.1.3. Dos eventos A,B € F son independientes si P(AN B) =
P(A)P(B). De manera general, se dice que los n eventos Ay, As, ..., A, son indepen-
dientes si para cada conjunto de indices {iy,ia, ...} € {1,2,...,n}, 2 <k <n, se
cumple

(1) - Tl

1.1.3. Variables aleatorias y funcion de distribucién

Definicién 1.1.4. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad.

a) Una funcion X : Q — R es una variable aleatoria, si para cada x € R se
verifica X '((—o0,z]) i={w e Q: X(w) <z} € F.

b) La funcion de distribucion de una variable aleatoria X, denotada por Fx(+)
es la funcion de puntos Fx : R — [0,1] dada por Fx(z) = P(X < z) = P[{w:
X(w) < x}] para todo = € R.

Las siguientes son propiedades de la funcién de distribucion de X:

(FD1) Para todo z € R, 0 < Fx(z) < 1.
(FD2) Fx(:) es creciente, i.e., Vr,y € R, x <y = Fx(x) < Fx(y).

(FD3) Fx(-) es continua por la derecha, i.e., Va € R, F(a%) = lim Fx(x) = Fx(a).

z—at

(FD4) Fx(oo) = lim Fx(z) =1y Fx(—o0) = lim Fx(x)=0.

T—r00 T——00

Tipos de funciones de distribucién

Los dos tipos de funciones de distribuciéon més comunes son los siguientes:

1. Discretas: Corresponden a funciones de distribucién Fx (-) que son escalonadas
con saltos en un conjunto finito o infinito contable S = {x1, x5, 23,...} C R,
tales que

a) P({zk}) = Fx(xy) — Fx(x,) >0, con x, € S.
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b) > P({ar}) =1.

k>1

La funcién p : R — [0, 1], definida por

p(z) = {FX(H) ~ Bx(m), sio=a.€5,
0, six ¢ S.

se llama funcién de masa asociada a Fx(+). Se tiene que Fx(x) = P((—o0, z]) =

Z p(:).

{i:x; <z}

2. Continuas (absolutamente): Corresponden a funciones de distribucién F(-)
tales que

Fy(z) = / o

donde f: R — [0,00) es una funcién, llamada funcién de densidad, tal que

) > 0.

a) f(-)
b) /OO Ft)dt = 1.

[e.9]

Definicién 1.1.5. Sea px(-) o fx () la funcion de masa o densidad de la variable
aleatoria X .

a) Sea g(+) una funcion. La esperanza o media de g(X), denotada como E[g(X)] =
Hg(x), se define por:

ZQ(Iz’)pX(xi), si X es discreta,
Blo(x)) = { 7k
/ g(x)fx(x)dx, si X es continua,

o0

cuando la serie o la integral converge absolutamente.

b) La varianza de X, denotada como Var(X) = 0%, se define por:

Z(m, — px )2 pa(z5), st X es discreta,
Var(X) = { =k
/ (x — ux)*fx(z)dx, si X es continua.

[e.e]

Las siguientes son propiedades de la esperanza y la varianza:
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1. Elc]=c¢,ceR.
2. Elc1g1(X) + c292(X)] = c1 E[g1(X)] + coE[g2(X)], 1,0 € R.
3. Si g(z) > 0 para todo = € R, entonces E[g(X)] > 0.
4. VarleX] = c*Var|z], c €RR.
5. Var[X] = E[X?] — E?[X].

6. Var[aX +b] = a*Var|x], a,b € R.

1.1.4. La transformada inversa

Sea X una variable aleatoria continua con funcién de distribucién Fx(z). Si Fix(x)
es estrictamente creciente, entonces Fiy' estd bien definida por x = F'(y) si y solo
si F'() = y. Si Fx(z) no es estrictamente creciente, es decir, es constante en algiin
intervalo [z, xs), Fgl(a:) no esta bien definida, pues para cualquier z; < x < x5 se
tendria que Fy(x) = y. Este problema se soluciona definiendo

Fil(y) =inf{z e R:y < Fx(2)}. (1.1)

Note que ambas definiciones para Fi'(y) son equivalentes cuando Fx () es estricta-
mente creciente (ver Casella y Berger [3], p. 54).

De acuerdo a lo anterior, se puede enunciar el siguiente teorema:

Teorema 1.1.1. Si X es una variable aleatoria continua con funcion de distribucion
Fx(-), entonces la variable aleatoria U = Fx(X) tiene distribucion uniforme en
(0,1). Reciprocamente, si U tiene distribucion uniforme en (0,1), entonces X =
F3N(U) es una variable aleatoria con funcion de distribucion Fx(-).

Demostracion. Note que Fy(u) = P[U < u] = P[Fx(X) < u] = P[X < Fx'(u)] =
Fx(Fx'(u)) = u, para 0 < u < 1, la cual es la funcién de distribucién de una variable
aleatoria uniforme en (0, 1).

Reciprocamente, note que P[X < z] = P[Fy'(U) < 2] = P[U < Fx(7)] =
Fy(Fx(z)) = Fx(x), por lo tanto X tiene funcién de distribucién Fy(x). O

El siguiente ejemplo muestra cémo se deduce la funcién Fiy' a partir de la defini-
cién dada en la ecuacion (1.1), cuando F'x no es estrictamente creciente.

Ejemplo 1.1.1. Sea X wuna variable aleatoria con funcion de distribucion Fx(x),
donde:
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0, stz <0,
. si0<z<l,
Fx(z) =< 1, sil<z<2,
%(x—l), 512 <ux <3,

\1, st x> 3.

De acuerdo con la ecuacion (1.1) se tiene que

(O, st u < 0,

m, Stu < %,

Fil(u) =4 1, siu=1,
2u+1 st % <u<l,

L1, stu > 1.

: x 1
2 2
(a) Funcién Fx(x). (b) Funcién Fi'(u).

Figura 1.1: Graficas de las funciones del Ejemplo 1.1.1.

De acuerdo con el Teorema 1.1.1, Fx'(U) resulta ser una variable aleatoria con

funcion de distribucion Fx(u), si U es una variable aleatoria con distribucion unifor-
me en (0,1).

1.1.5. Vectores aleatorios y funcién de distribucién multiva-
riada
Definicién 1.1.6. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. Un vector aleatorio

n—dimensional es una funcion X = (X1, Xa, ..., X,) : Q@ = R, tal que cada una de
sus componentes X; : 2 — R es una variable aleatoria; i =1,2,...,n.
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De manera similar al caso de una variable aleatoria, se define la funcién de distribucién
multivariada de un vector aleatorio.

Definicién 1.1.7. La funcion de distribucion del vector aleatorio X es la funcion
Fx : R" — [0,1] definida por

Fx(x) = Fix, Xo.x0) (@1, 22, ..., 2,) = P(X; <21, X5 < 29,..., X, < 1y),
€ (—o0,x1], Xo € (—00,x9], ..., X, € (—00,zy)),
= P(ﬂleXZ c (—OO,QZ'Z])

I
3
e

Esta funcion tiene propiedades similares a las de la funcién de distribucién de
la variable aleatoria X. A continuacién se presentan estas propiedades para el caso
n = 2; el caso general es andlogo.

(FD1) 0 < Fix, xy)(21,22) < 1 para todo (z1,22) € R%
(FD2) F(x, x,)(:,") es creciente en cada variable, esto es,

a) x1 < o) = Fix, xo) (@1, 22) < Fix, x,)(], 22) para x1, 27, 22 € R.

b) xa < ah = Fix, xo)(71,22) < Fix, x,) (21, 25) para o1, z9, 25 € R.
(FD3) F(x,,x,)(:, ") es continua por la derecha en cada variable, esto es,
F(X1,X2)(a+7 b) = F(X17X2)(av b) = F(XLXQ)(G’ b+>7
donde a,b € R.

(FD4) a) Fix,x,)(—00,y) = 0= Fx, xy)(x, —00), con (x,y) € R2.
b) F(XLXQ)(:Cl? OO) = FXI (xl) y F(Xl,X2)(007 :UZ) = FX2<:C2)'

¢) Fix, x,)(00,00) = 1.

(FD5) Para z1 < 2] y x5 < x4 se verifica

P[$1<X1§$/1,5L'2<X2§33/2]:

Fix, x0) (2, 75) — Fix, x0) (2], T2) — F(x, x0) (21, T5) + Fx, x2) (@1, T2).

Observacién 1.1.1. La propiedad (FDJ), literal (b), establece que, si se conoce la
funcion de distribucion conjunta Fix, x,)(-,-) : R* = [0,1], entonces se conoce la fun-
cion de distribucion de cada una de las variables aleatorias X, y Xa; dichas funciones
Fx, () y Fx,(+) se conocen como las distribuciones marginales.
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Tipos de vectores aleatorios

1. Discretos: Un vector aleatorio X = (X1, Xo,...,X,,) es discreto si su rango
Rx = {x!,x?,...} es un conjunto finito o numerable de puntos de R". En este
caso, la fun(:lon px : R — [0, 1] definida por,

(X) L P(Xl:$1,X2:$2,...,Xn:l'n>, SiXERX,
EREAE 0 . six ¢ Rx,
se llama funcién de masa del vector aleatorio X. Note que px(x) € [0,1] y
Z px(x") = 1. Como en el caso de una dimensién, el conocimiento de la funcién
i>1

de masa px(-) equivale al conocimiento de la funcién de distribucién. En parti-
cular, para un vector aleatorio bidimensional con rango {(x1,y1), (z2,y2), ...},
se tiene que

Fixn(z,y) = Z Py (@i, Yi)-
{twi<z,y: <y}

2. Continuos: Un vector aleatorio X = (X1, Xo,...,X,,) es continuo (absoluta-
mente), si existe una funciéon fix, x,.. x,) : R" = [0,00) tal que

Tn Tn—1 1
= / / e / JxnXoxn) (t1, oy oo ) dbdly - - - dty,
—0oQ —00 —0oQ

para todo (x1,22,...,%,) € R". La funcién fix, . x,(-,-..,-) se llama funcién
de densidad del vector aleatorio X. Como en el caso de una variable aleatoria,
una funcion de densidad satisface:

)(17)(27 X I1,2E27. .., ) > 0 para todo (Il,ﬂfg,. . ,In) < R™.

/ / / Jxn Xo,x0) (t1 oy oo ) dtdiy - - - di, =

El conocimiento de la funcién de densidad fx(-) equivale al conocimiento de la
funcién de distribucion Fx(-). En particular, para un vector aleatorio (X,Y)
bidimensional,

y T
» Fxy(z,y) :/ / fix vy (ti, t2)dtydty,

PFixyy(r,y)  PFxy)(r,y)

. f(X,Y) (:E7 y) = axay - 8y81‘

en aquellos puntos (x,y) donde f(xy)(:,-) es continua. Esta afirmacién también
es valida para vectores aleatorios n—dimensionales.
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Observacion 1.1.2. En este contexto, las funciones de densidad fx(-) y fy(+), llama-
das funciones de densidad marginales, se pueden calcular a partir de la funcion
de densidad conjunta fxy(-,-):

fx(x):/ f(X,Y)<x7y)dy Y fY(y):/ f(X,Y)(J7vy)dx'

A continuacién se introduciran las funciones de densidad y distribuciéon condicio-
nadas de una variable aleatoria continua.

Definicién 1.1.8. Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo con funcion de densidad
conjunta fxy)(-,-). Paray € R tal que fy(y) > 0, la funcién de densidad condi-
ctonada de la variable aleatoria X dado Y =y, se denota por fxy(-|y) : R = [0, 00)
foxx) (@, y)

frly)

En este caso, la funcion de distribuciéon condicionada de la variable aleatoria
(XY =y) es Fxpy(-]y) : R—=1[0,1] dada por

y se define por fxy(xly) :=

Fyy(aly) = PIX < Y =) = / " e (tly)de.

De manera andloga, las funciones de densidad y distribucion condicionadas de la
variable aleatoria (Y'|X = x) son, respectivamente,

o) faxen(z,y)
fY|X(y| )— —fX(I) )

Fyix(yl) = / "yt

Para vectores aleatorios n-dimensionales, con n > 3, se definen de manera analoga
las funciones de densidad condicionales.

En general, el conocimiento de las funciones de distribucién Fyx,(-) v Fx,(+) no
permite dar directamente la funcién de distribucién conjunta Fix, x,), excepto en el
caso especial en que las variables aleatorias son independientes.

Definicién 1.1.9. Sean X, Xs, ..., X, variables aleatorias definidas en un espacio
de probabilidad (), F, P). Dichas variables se dice que son independientes, si para
cada x1,29,...,2, €R,

Fix) x50 (1, T2,y - 1n) = Fxy (21) Fxy (22) - Fx,, (20).

Una definicién alternativa pero equivalente para variables aleatorias independien-
tes es la siguiente:

Definicién 1.1.10. Sea X = (X1, Xs, ..., X,,) un vector aleatorio continuo. Se dice
que las variables aleatorias X1, Xs, ..., X, son independientes, si para cada X =
(x1,x9,...,x,) €R":

f(Xl,Xz,...,Xn)(xla T, ... ,l’n) = le (961)fX2(9172) T an (xn)
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Ejemplo 1.1.2. Supongamos que el vector aleatorio (X1, Xa, ..., X,) tiene funcién
de densidad dada por

)\ne—A > xi’
= (Ae ™) (Ae™M2) .. (Ae7 M),

f(Xl,Xg ..... Xn)(iﬁ, L2y -+ 7$n)

Note que cada uno de los factores en el producto anterior corresponde a la funcion de
densidad de una variable aleatoria con distribucion exponencial de pardmetro X. Por
lo tanto, las variables aleatorias X1, Xo, ..., X, son independientes.

Esperanza condicionada

Definicién 1.1.11. Sea (X,Y) un vector aleatorio y sea g(-,-) una funcion de dos
variables. La esperanza condicionada de la variable aleatoria g(X,Y") dado X = x,
denotada por E[g(X,Y)|X = x|, se define como

Zg(l”yj)pnx(yj\x), si (X,Y) es discreto,
Elg(X,)Y|X =zx] = oo
| @ nfxtolondy. si(X,Y) es continuo,

[e.9]

cuando la serie o integral converge absolutamente.

Teorema 1.1.2 (Propiedad de la doble esperanza). Sea (X,Y') un vector aleatorio y
g(+) una funcion de una variable. Entonces

Elg(X)] = E[E[g(Y)[X]].

En particular,
ElY] = E[E[Y|X]].

Definicién 1.1.12. Sea h(x) = EY|X = x]. Entonces la funcion h(zx) se denomina
curva de regresion de Y sobre x.

Para mas detalles sobre esperanza condicionada y curva de regresion, se puede

consultar la seccién 4.3 de Mood et al. [20], o la seccién 5.4 de Bain y Engelhardt [2].

1.1.6. Covarianza y coeficiente de correlacion

Definicién 1.1.13. Sean X y Y wvariables aleatorias tales que E[X]| = ux, E(Y) =
wy, Var(X) =oc% yVar(Y) = o} existen.

1. La covarianza entre X y Y, denotada por Cov(X,Y) o oxy, se define por

oxy =Cov(X,Y) = E[(X — pux)(Y — py)].
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2. El coeficiente de correlacion de Pearson entre X y Y, denotado por
p(X,Y), se define por
Cov(X,Y)

0x0y

p(X, Y) =

donde ox >0 y oy > 0.

Las cantidades definidas anteriormente se utilizan para cuantificar el grado de
dependencia entre las variables aleatorias X y Y, como se verd en el corolario 1.

Proposicién 1.1.1. Sean X yY wvariables aleatorias. Entonces Cov(X,Y) = E[XY]—
XMy -
Demostracion. Por la definicion 1.1.13 se tiene que
Con(X,Y) = B[(X — )Y — iy,
= EXY — puxY — iy X + pxpy],
[
[

Il
&

XY — pxpry — py pix + pxpy,
XY — pxpy.

|
&

[]

Observaciéon 1.1.3. En general, la esperanza del producto de dos variables aleatorias
se define como

Elg(X) / / () fxy) (@, y)dzdy,

donde g y h son funciones y fixy)(-,-) denota la funcion de densidad del vector
aleatorio (X,Y).

Teorema 1.1.3 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sean X y Y wvariables aleatorias.
Entonces E?[XY] < E[X?E[Y?] o, equivalentemente, |E[XY]| < (E[X?|E[Y?])"/2.
E[XY]
E[X?]°

Ademds, la igualdad se da si y solo si P(Y = ¢X) =1, donde c =

Demostracion. Para t € R, se define la siguiente funcién:

0<f(t) = El(tX V),
= E[*X?-2XY +Y?,
= E[X*#? —2E[XY]t+ E[Y?].
La funcién cuadrética w = f(t) toma valores no negativos. Si f(t) > 0 para todo t,

entonces 4E?[XY] — 4E[X?E[Y?] < 0, es decir, E*[XY] < E[X?|E[Y?]. Si f(t) se
anula en un punto ¢t = ¢, entonces 0 = f(c) = E[(cX — Y)?%]; por lo tanto P[Y =

cX]zlyc:EgE?;]]. O
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Corolario 1. Sean X y Y wariables aleatorias. Entonces |p(X,Y)| < 1. Ademds, la
Y — X —
wqualdad se da st y solo si ( MY) =+ (—'UX) con probabilidad 1.

Oy ox
. X -
Demostracion. Aplicando el Teorema 1.1.3 a las variables aleatorias X := 27X y
0x
. Yy —
Y = Hy se obtiene:
Oy
Cov(X,Y -~ - .
L 1oy = |20 BLRT) < (BB < 1
0x0y
- E[XY
2. Laigualdad en el caso anterior se dasiysolosi P(Y = c¢X) = 1,conc = E[[X'2]] .
- - Y — X —
Esto es, p(X,Y) =41 siysolosi Y =cX o bien ( MY) =+ (—MX>
Oy ox
]

1.1.7. Muestras aleatorias

Definicién 1.1.14. Sean X1, X, ..., X,, variables aleatorias independientes con fun-
cion de densidad comin f(-). Entonces se dice que X1, Xs,..., X, es una muestra
aleatoria de tamano n para una poblacion con densidad f(-). En otras palabras,
X1, X5,..., X, es una muestra aleatoria si estas son wvariables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) con funcion de densidad f(-).

Cuando se toma una muestra aleatoria, se pueden obtener otras cantidades aso-
ciadas a ella, realizando algunas operaciones con sus elementos. Dichas cantidades
pueden expresar informacién contenida en la muestra de una manera mas convenien-
te o mas clara. Matematicamente, este procedimiento se representa mediante una

funcién T'(Xq, X, ..., X,), cuyo dominio contiene al conjunto €2 sobre el que estan
definidas X1, X5, ..., X,,. La funcién T', que puede ser real o vectorial, define una nue-
va variable aleatoria Y = T'(X3, Xs,..., X,,). A menudo resulta conveniente conocer

la distribucion de Y. En la siguiente definicién se establece un nombre especifico para
la funcién Ty su respectiva distribucion.

Definicién 1.1.15. Sea X, Xo, ..., X,, una muestra aleatoria de tamano n y sea
T(X1, Xy, ..., X,) una funcion real o vectorial cuyo dominio contiene a €, el conjunto
sobre el que estdn definidas X1, Xo, ..., X,. Entonces la variable o vector aleatorio

Y =T(X, X, ..., X,) se denomina un estadistico. La distribucion de probabilidad
del estadistico Y se denomina la distribucion muestral de Y .

Cuando se toma una muestra aleatoria, se supone que no se conoce la funcién de
distribucion de la poblacién. Sin embargo, es posible estimar dicha funcién utilizando
la muestra aleatoria; para ello se tiene la siguiente herramienta.
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Definicién 1.1.16. Sea X4, X, ..., X,, una muestra aleatoria de una poblacion con
funcion de distribucion Fx(x). La funcion de distribucién empirica, denotada
por F,(x), se define como:

1 n
Fo(z) := - Z L oo (X0),
=1

donde 14(x) representa la funcion indicadora definida como

14(x) 1, siz€eA,
xT) =
4 0, sixz¢A.

Convergencia en probabilidad y en distribucién

Con frecuencia existe interés en estudiar el comportamiento de algunos estadisticos
cuando el tamano de la muestra es grande (n — o). Para ello se establecen dos tipos
particulares de convergencia.

Definicién 1.1.17 (Convergencia en probabilidad). Una sucesion de variables alea-
torias X1, Xs,... converge en probabilidad a una variable aleatoria X si, para
todo € > 0,

lim P(|X, — X|>¢€) =0 o, equivalentemente, lim P(|X, — X| <e¢€) = 1.
n—oo

n—oo

Definicién 1.1.18 (Convergencia en distribucion). Una sucesion de variables aleato-
rias X1, Xs, ... converge en distribucion a una variable aleatoria X si lim Fx, (z) =
n—o0

Fx(x) para todos los valores de x en los que Fx(z) sea continua.

El siguiente teorema establece que la convergencia en probabilidad implica con-
vergencia en distribucién.

Teorema 1.1.4. Si la sucesion de variables aleatorias X1, Xo, ... converge en proba-
bilidad a una variable aleatoria X, entonces la sucesion también converge en distri-
bucion a X.

Demostracion. Sea (2, F, P) el espacio de probabilidad donde estan definidas las
variables aleatorias X y X,. Sean t,e € R, con ¢ > 0. Supongamos que X, > t
y | X, — X| < €, entonces X > ¢t —e. Asi, si X <t — € se tiene que X,, < t o
| X, — X| > ¢, esto es,

{w]| X <t—e} CH{w | X\, <t}U{w | | X — X| > €}, well

Por lo tanto, P(X <t —¢€) < P(X,, <t)+ P(|X, — X| > ¢€), de donde,
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P(X, <t)>P(X <t—¢) — P(|X, — X| > e). (1.2)

Analogamente, se deduce que

P(X, <t) < P(X <t+e) +P(|X, — X| > e). (1.3)

De las desigualdades (1.2) y (1.3) se sigue que

P(X <t—e)—P(|Xp—X| > €) < P(X,, < 1) < P(X < t+)+P(|X—X| > ). (1.4)

Ahora, supongamos que F'x(-) es continua en ¢. Por hipdtesis, X,, — X en probabili-
dad, esto es, lim P(|X,, — X| > ¢) = 0. Aplicando limite a todos los miembros de la
n—oo

desigualdad (1.4) obtenemos

P(X<t—€—0< lim P(X, <t) < P(X <t+¢€)+0.

n—o0

Tomando € — 0 se deduce que lim F, (t) = Fx(t). O

n—o0

El siguiente ejemplo muestra que el reciproco del anterior teorema no siempre es
valido.

Ejemplo 1.1.3. Sean X y Y wariables aleatorias independientes con distribucion
Bernoulli, p = 1/2; esto es,

mmﬂﬂw:PWZﬂPWZMZEM@W%

donde R = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}. St X,, = X para todon € N, entonces X, Ly
ypara 0 < e <1 setiene P[| X, —Y|>¢e|=P[|X-Y|>¢=P||X-Y|=1=1/2.
FEs decir, P[| X, — Y| > ¢ - 0.

Sin embargo, en la siguiente observacién se senala un caso en el cual si es valido
el reciproco del Teorema 1.1.4.

Observacién 1.1.4. 51 X, 4 c, entonces X, ER ¢, para cualquier c € R. En efecto,

P[|X,—c>¢ < P[X,<c—¢+1-P[X,<c+¢,
= Fx,(c—€)+1—Fx,(c+¢€) —0, cuandon — oo.

Finalmente, se presenta uno de los teoremas mas relevantes en probabilidad y
estadistica.
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Teorema 1.1.5 (Teorema del Limite Central). Si para cada entero positivo n, las
variables aleatorias X1, Xo, ..., X, son independientes e idénticamente distribuidas
con media comin px y varianza comin o%, entonces para cada z € R:

lim Fy (2) = ®(2),

n—o0

X, —EX,] _ Xo—
donde Z, = [_] = o y ®(-) es la funcion de distribucion normal
Var(X,) ox/Vn

estdndar.

Este teorema indica que para muestras grandes, el estadistico Z, converge en
distribucién a una normal estandar, N(0,1). Es de gran utilidad para obtener una
distribucion muestral aproximada en los casos en que la distribucion exacta es desco-
nocida o muy dificil de obtener. Una demostracion de este teorema puede consultarse
en la pagina 239 de Bain y Engelhardt [2].

1.2. Conceptos basicos de Estadistica

El contenido de esta secciéon tiene como principales referencias los capitulos 9 y
12 de Bain y Engelhardt [2] y los capitulos 7 y 8 de Casella y Berger [3].

1.2.1. Estimacion puntual

Definicién 1.2.1. Un estimador puntual es cualquier funcion T(Xy, Xo, ..., X,)
de una muestra aleatoria; es decir, cualquier estadistico es un estimador puntual.

La definicién anterior es bastante general y permite la existencia de multiples esti-
madores para un mismo parametro. Sin embargo, no todos los estimadores son igual-
mente utiles ni proporcionan buenas aproximaciones al valor verdadero del parametro
de interés. Por ello, es fundamental contar con criterios para evaluar su calidad y asi
obtener estimadores adecuados. En particular, presentaremos dos enfoques amplia-
mente utilizados: el método de momentos y el método de maxima verosimili-
tud.

» Método de momentos:
Supongamos que X1, Xs, ..., X, es una muestra aleatoria de una poblacién con
funcién de masa o funcién de densidad f(x;6,...,0). El método consiste en
igualar los primeros £ momentos muestrales con los correspondientes k£ mo-
mentos poblacionales, y resolver el sistema de ecuaciones resultante. En primer
lugar, definimos los momentos muestrales, denotados por m;, y los momentos
poblacionales, denotados por u;, j=1,...k, de la siguiente manera:

1 n
mlzﬁZX}? M/IZE[XIL
=1
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1
my = — X127 MIZZE[X2]7
L
1 n
me= =3 XE = E[XY)
L
Los momentos poblaciones usualmente son funciones de los parametros 61, . . ., 0y,
es decir (01, ..., 0r). Asi, el estimador (01, ...,0;) se obtiene resolviendo el si-
guiente sistema de ecuaciones para (61, ...,0;) en términos de (my, ..., mg):

mq = ;/1(91, e ,Gk),

my = py(61, ..., 6),

mg = /’L;c<617 ce 70k)

» Método de maxima verosimilitud:
Supongamos que Xi,..., X, es una muestra aleatoria i.i.d. de una poblacién
con funcién de densidad o funcién de masa fx(x;6), 6 € €. Entonces la funcién
de densidad (o masa) conjunta del vector aleatorio (Xi,...,X,) es

fxx) (@1, 0 0) = fx(2150) - fx(T0;0) = fo(xi;ﬁ)-
=1

Ahora, supongamos que (z1, ..., x,) son valores observados de la muestra alea-
toria (Xi,...,X,). La funcién de verosimilitud, denotada por L(6), se define
como

L) = L(0; 21, ...,20) = fix,.. x) (@1, .., 203 0) = fo(:cl-; 0).
i=1

Esta funcién describe cémo varia la probabilidad de observar los datos (z1, . . ., z,)
en funcion del pardmetro 6. Para estimarlo, se busca el valor 0 que maximiza
la verosimilitud, es decir, aquel bajo el cual es mas probable observar los datos
(x1,...,2,). M&s concretamente,

Definicién 1.2.2. Sea xq,...,x, un conjunto de observaciones y 6 el valor
donde L(0;xq,...,x,) alcanza su mdzimo como funcién de 0, es decir,

f('rla"wxn;é) - Iéleg/g{f(xlaaxnae)

Entonces 0 se denomina un estimador de mdzima verosimilitud (MLE,
por sus siglas en inglés) del pardametro 0.
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Si la funcién de verosimilitud es diferenciable en 6, los posibles candidatos para
el MLE son los valores de 6 que resuelven la ecuacién

d%L(H; 1. .., 2,) = 0.

Para efectos de simplicidad en los célculos, suele preferirse trabajar con el
logaritmo natural de la funcién de verosimilitud, In L(#;x,...,x,), en lugar
de la verosimilitud misma. Esta transformacién da lugar a la funciéon de log-
verosimilitud, cuya maximizacién es equivalente a la de la verosimilitud, ya que
el logaritmo es una funcién estrictamente creciente en (0,00). En consecuen-

cia, los puntos donde L(6; x1, ..., z,) alcanza sus extremos coinciden con los de

InL(6;x1,...,2,).

Hemos visto que se puede disponer de diversos estimadores para un parametro. En
tal sentido es natural preguntarse cudal de ellos resulta mas adecuado. Por esta razon
existen diversos criterios que permiten evaluar la calidad de un estimador, algunos de

los cuales se presentaran en las definiciones posteriores.

Definicién 1.2.3. El error cuadrdtico medio (MSE, por sus siglas en inglés)
de un estimador T de un pardmetro 6, denotado por MSE(T), es la funcion de 0

definida por MSE(T) := E[(T — 0)%].

Definicién 1.2.4. FEl sesgo de un estimador puntual T de un pardmetro 6, denotado
por b(T), es la diferencia entre la esperanza de T y 0, esto es, b(T) := E[T] — 0.
Un estimador cuyo sesgo sea exactamente cero se llama un estimador insesgado y

satisface que E[T| = 6 para todo 6.

El siguiente teorema presenta una forma importante de interpretar el error cuadrati-

co medio.

Teorema 1.2.1. §iT es un estimador de 6, entonces

MSE(T) = Var(T) + (b(T))*.

Demostracion.
MSE(T) = E[(T—0)%,
= E(T - E[T] + E[T] - 0)?],
= E((T - E[T])*+2(T - E[T))(E[T] - 0) + (E[T] - 0)?],
= E(T - E[T))*] +2E((T — E[T))(E[T] - 0)] + E[(E[T] - 6)*],
= Var(T) +2(E[T) — 0)(E[T] — E[T]) + (E[T] — 6)?,
Var(T) + (b(T))?
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Este teorema muestra que el error cuadratico medio relaciona tanto la varianza
como el sesgo del estimador. Asi, para un estimador insesgado, su error cuadratico
medio coincide con su varianza; esto implica que un estimador sera preferido desde el
punto de vista del error cuadratico medio si es insesgado pero ademés su varianza es
lo més pequena posible. Esto permite dar la siguiente definicion.

Definicién 1.2.5. Sea X1, X,, ..., X,, una muestra aleatoria de tamano n. Un es-
timador T™ del parametro 6 se denomina estimador insesgado de minima va-
rianza (UMVUE, por sus siglas en inglés) de 0 si,

1. T* es insesgado para 6.

2. Dado cualquier otro estimador insesgado T de 6, Var(T*) < Var(T) para todo
6.

Para saber si un estimador es el de minima varianza entre todos los posibles
estimadores insesgados del parametro 6, se dispone del siguiente teorema que establece
una cota inferior para dicha varianza.

Teorema 1.2.2 (Cota inferior de Cramér-Rao). Sea X1, Xo,..., X, una muestra
aleatoria con funcion de densidad f(x;0), y sea T(X) = T'(Xy, Xo, ..., X,,) cualquier
estimador que satisfaga las siguientes propiedades:

d 0
1 SET(X)] = / O () f:0))ix

2. Var(T(X)) < cc.

Entonces Var(T (X)) > (& (X)) T
nE |(Gn f(X;0))’]

Demostracion. Sea f(xy,...,x,;0) la funcién de densidad del vector aleatorio X =
(X1,...,X,). Definamos la funcién
u(z Tp;0) = ﬁlnf(w Tpn; 0)
1y---ydny . 86 1y---sdn, )
1 0
= —f(x,...,2p;0).

f(LUl,,In,e)ae

Ahora, definamos la variable aleatoria U = u(Xj, ..., X,;0); entonces,
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I~

(1, ;) f(21, ... x; 0)day - - - dy,

De otro lado, note que
E[T] = /~~~/T(a:l,...,xn;ﬁ)f(xl,...,xn;ﬁ)dx1-~d:cn,

= /~~~/T(xl,...,xn)u(xl,...,xn;ﬁ)f(xl,...,xn;ﬁ)dxl'--dxn,
= E[TU]

En resumen, se ha mostrado que

d
Var(U) = E[U?, E[TU] = EE[T]. (1.5)
Del corolario 1, se sabe que [p(X,Y)| < 1; empleando la proposicién 1.1.1 se

obtiene

Cov(X,Y)? < [Var(X)][Var(Y)]. (1.6)
Como E[U] = 0 entonces Cov(T,U) = E[TU]. Usando este hecho, junto con las
ecuaciones (1.5) y (1.6) se sigue que
2 d 2
Var(T) > EE[[gg] = 5 (EEIT) — 7
E [(%lnf(xl, T 9)) ]
Como en este caso X1q,..., X, son i.i.d., entonces

n

flzy,. .., x,;0) = Hf(xl,ﬁ)

=1

Por tanto,

~—~ 0
w(zy, ..., T, 0) = Z%f(xlﬁ)
i=1
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Asi las cosas,

E[U?] = Var(U) = nVar (%ln f(X;H)) =nk

(spmsecn) |

de donde se sigue el teorema.
O

Note que, de acuerdo a la demostracion anterior, la cota inferior de Cramér-Rao
se alcanza cuando p(T,U) = £1, es decir, cuando existe una relacién lineal entre las
variables 7'y U. En otras palabras, cuando 7" = aU + b, para algunas constantes
a # 0y b. Por lo tanto, el Teorema 1 2.2 garantiza la existencia de un UMVUE T

cuando la variable aleatoria U = Z In f(X;;0) existe y T' es funcién lineal de ella.

[lustramos las ideas anteriores medlante el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.1. Consideremos una muestra aleatoria de una distribucion exponen-

1
cial, X; ~ Exzp(0), i = 1,...,n. Recordemos que fx,(x;;0) = 56*”/9, x; >0,0>0,
entonces

In fx,(z:;0) = —% —1Iné,
op " Pl = g
= 02 .

1<
Consideremos como estimador T =X = — Zzl Note que
n 4

n

X =1p Xn:x]: ZE:@_ 29_9
=1

=1

Asi, X es un estimador insesgado para 0. Ahora, verifiguemos si en este caso X
alcanza la cota inferior de Cramér-Rao. Para ello, observe que la variable aleatoria
U esta dada por

S

Luego, deben ezistir constantes a # 0 y b tales que

— 1 1 «—
:;;xi:ale—?;‘wi—%
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2
En efecto, si a = — y b= 0 la igualdad anterior se verifica.
n

Por lo tanto, el estimador X alcanza la cota inferior de Cramér-Rao; esto significa
que es el de minima varianza entre los estimadores insesgados, lo que implica que es
un UMV UE para 0.

Otro criterio que se tiene para evaluar un estimador es su eficiencia, que se esta-
blece a continuacién (seccién 9.3 de Bain y Engelhardt [2]).

Definicién 1.2.6. La eficiencia relativa de un estimador insesgado T de 0 con
respecto a otro estimador insesgado T de 0 estd dada por
~ Var(T¥)

re(T,T*) := Var(@)

Un estimador insesgado T* de 0 se denomina eficiente si re(T,T*) < 1, para todos
los estimadores insesgados T' de 6 y todo 8 € ). La eficiencia de un estimador
insesgado T de 0 estd dada por e(T) = re(T,T*), si T* es un estimador eficiente de
0.

Hasta el momento se han presentado criterios para evaluar un estimador basado en
una muestra aleatoria de tamano fijo n. Sin embargo, resulta relevante considerar las
propiedades asintéticas de ciertos estimadores, ya que estos podrian no mostrar bue-
nos resultados para muestras pequenas, pero si hacerlo cuando el tamano de muestra
se incrementa. En este sentido se introduce el concepto de estimador consistente.

Definicién 1.2.7. Sea {T,,} una sucesion de estimadores de 0. Estos estimadores se
denominan consistentes si para todo € > 0,

lim P(|T, — 0| <€) =1,

n—oo

para todo 6 € ).

1.2.2. Pruebas de hipotesis

En la seccién anterior se presenté uno de los métodos de la inferencia estadistica
conocido como estimacion puntual. En esta seccion se presentara otro método: las
pruebas de hipotesis. El objetivo de una prueba de hipdtesis es tomar una decision,
con base en datos experimentales, sobre si existe suficiente evidencia para rechazar
una hipétesis nula en favor de una hipétesis alternativa.

Definicién 1.2.8. Una hipotesis estadistica es una afirmacion acerca de un pardme-
tro poblacional. St la hipdtesis especifica completamente el pardmetro, se dice que es
una hipotesis simple, de lo contrario se dice que es una hipotesis compuesta.
Las dos hipotesis complementarias de una prueba de hipotesis se denominan hipote-
sis nula e hipotesis alternativa, denotadas como Hy y Hy respectivamente.
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Si # denota un parametro poblacional, la forma usual en la que se presentan las
hipotesis es la siguiente:

Hy: 0=k, Hy: 0 €,
Hy: 0+#k, Hy: 0eQg,

donde €2y es algin subconjunto del espacio parametrico €2, mientras que £ es algin
valor fijo en €. En el primer caso, Hy es simple y H; es compuesta; en el segundo
caso, ambas hipdtesis son compuestas.

Definicién 1.2.9. Una prueba de hipotesis es una regla para decidir si se acepta
o se rechaza Hy. El subconjunto del espacio muestral para el cual Hy se rechaza se
denomina region critica.

Generalmente, una prueba de hipdtesis se especifica en términos de un estadistico
T(Xy,...,X,), denominado estadistico de prueba, que se utiliza para construir la
regién critica. Por ejemplo, si se toma T(X1, ..., X,) = X, se puede definir la regién
critica como C' = {(x1,...,x,) | T > ¢} para algin ¢ por determinar. Es decir, si
T > ¢, se rechaza Hy.

Cuando se realiza una prueba de hipdtesis, existe la posibilidad de cometer dos
tipos de errores, denominados error tipo I y error tipo II, a saber:

» Error tipo I: Rechazar H, cuando esta es verdadera,

= Error tipo II: No rechazar Hy cuando esta es falsa.
Se denota la probabilidad de cometer estos errores de la siguiente forma:

» P(TI) = P(rechazar Hy | Hy) = «,

» P(T1I)= P(aceptar Hy | Hy) = .

Definicién 1.2.10. Si la hipdtesis nula Hy es simple, se dice que o = P(TI) es el
nivel de significancia de la prueba, y si la hipotesis nula Hy es compuesta, se dice
que o 1= gé&(i;{P(rechazar Hy | Hy) es el tamano de la prueba.

En otras palabras, el tamano de la prueba a* es la maxima probabilidad de re-
chazar H, cuando esta es verdadera, maximizando sobre los valores del pardametro
bajo Hy. Note que si Hy es simple, el tamano de la prueba coincide con el nivel de
significancia.

Definicién 1.2.11. La funcion potencia de una prueba, denotada por w(0), es la
probabilidad de rechazar Hy cuando el verdadero valor del pardmetro es 6.
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Para una hipétesis nula simple, digamos Hy : 6 = 6y, se tiene que

7(0y) = P(rechazar Hy | 0 = 6y) = P(rechazar Hy | Hy) = P(TI) = «.

De igual manera, si Hy : 6 = 0, entonces

7(01) = P(rechazar Hy |0 =6,)=1— P(TII)=1- 0.

Para el caso de hipétesis compuestas, digamos Hy : 0 € €y contra H; : 6 € €,
se tiene que o = gnéx 7m(0) y m(0) = 1 — B3, que depende de 0 y nos da la potencia de
€llo

la prueba. Idealmente, se busca que 7(f) sea siempre cercano a cero.

Definicién 1.2.12. Un valor p, p(X), es un estadistico de prueba que satisface que
0 < p(x) < 1 para toda muestra aleatoria observada x. Valores pequenos de p(X)
aportan evidencia de que Hy es verdadera. Un valor p es vdlido si, para todo 8 € €2 y
todo 0 < a <1,

P(p(X) < a|f) <o

En otras palabras, el valor p de una prueba es el valor mas pequeno que puede
tomar « para rechazar Hy, basado en el valor observado del estadistico de prueba.

1.2.3. Pruebas de bondad de ajuste

En estadistica, las pruebas de bondad de ajuste se utilizan para evaluar si un con-
junto de datos es coherente con un modelo o una familia de distribuciones de proba-
bilidad especifica. Esto es 1til cuando no se conoce con certeza el modelo subyacente
de la muestra aleatoria y se desea validar si un modelo propuesto puede describir
adecuadamente los datos. El procedimiento implica formular una prueba de hipétesis
estadistica que permita decidir si los datos son consistentes con el modelo considera-
do. Por ejemplo, se podria tener interés en verificar si un conjunto de observaciones
(x1,...,x,) podria provenir razonablemente de una distribucién normal.

Supongamos que F,(+) es la funcién de distribucién empirica (Definicién 1.1.16),
y se desea probar la hipGtesis nula simple Fx(-) = F%(-), donde FY(-) es alguna
funcion de distribucién especifica. Un punto de partida razonable es considerar como
estadistico de prueba alguna medida de distancia entre F,(-) y F%(+). En particular,
si d es cualquier métrica en el espacio de las funciones de distribucion, entonces
d(F,(+), F%(+)) podria servir como estadistico de prueba. Una eleccién usual para d
es

dr(Fx(-), Fy(-)) = sup [Fx(t) — Fy(1)],

donde Fx(-) y Fy(-) son funciones de distribucién. La funcién dk (-, -) se conoce como
distancia de Kolmogorov-Smirnov.
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De acuerdo a lo anterior, se plantea una de varias pruebas de bondad de ajuste
reportadas en la literatura, que se conoce como Prueba de Kolmogorov-Smirnov
(para mas detalles, ver el capitulo 14 de Lehmann y Romano [19]).

En primer lugar, supongamos que Xi,...,X, es una muestra alatoria de una
funcién de distribucién Fx(-) continua. Supongamos que se desea probar la hip6tesis
nula Fx(-) = F%(:) contra la alternativa Fx(-) # F%(-). Para ello, se toma como
estadistico de prueba el siguiente:

T := sup V| F (1) - FR ()] = Vndx (Fa(), Fx (1))
te
La distribucién de T;, bajo F$(-) es la misma para todas las funciones de distribucién
continuas F$(-).

Sea S,.1-q €l percentil 1 — a de la distribuciéon de T, bajo cualquier funcién de
distribucién continua F%(-). Entonces la prueba de Kolmogorov-Smirnov rechaza la
hipétesis nula si 75, > sp,1-q-






Capitulo 2

Funciones cépula bivariadas

En este capitulo se dara la definicion de funcién cépula bivariada y se enunciaran
algunas de sus propiedades y teoremas esenciales, tal como el célebre Teorema de
Sklar. Asimismo se presentaran varios ejemplos de familias de copulas comunmente
utilizadas. Ademads, se introducira el concepto de medidas de asociacion y se presen-
taran algunas de ellas, en particular el 7 de Kendall y el p de Spearman. El contenido
de este capitulo se fundamenta principalmente en Nelsen [21].

2.1. Definicion y propiedades basicas

En adelante I = [0,1] C R, I? = [0,1] x [0, 1], y para una funcién G : D C R™ — R,
a,b € R, se define el operador de diferencias en la i-ésima componente como
Afsz(xl, ce ,l’n) = G(.’L’l, vy Li1, b, Litly--- ,iL'n) - G(.ﬁEl, e L1, Ay Lj 1y - - - ,$n).
Definicién 2.1.1. Una funcion C : I?> — I es una cépula si

(C1) C(u,v) = uv para todo (u,v) € OI* (la frontera del cuadrado unitario); es decir,
para u,v € I se tiene que

C(0,v) =0=C(u,0) Y C(l,v) =v, C(u,1)=u.

(C2) Para 0 <uy <up <1 y0< vy <wy <1 secumple que A, A2, C(z,y) >0;
es decir,

Al A2 C(z,y) = C(uz,ve) — C(ug,vy) — C(ug,v1) + C(uy,v1) > 0.

Uiu2 — V102

El siguiente Teorema presenta algunas de las propiedades mas importantes de las
funciones copula.

25



26 CAPITULO 2. FUNCIONES COPULA BIVARIADAS

Teorema 2.1.1. Sea C : I? — I una funcién cépula. Para u,v € I,
1. Clu,v) = A}, A2 C(x,y).
2. C(-,-) es creciente en cada variable.
3. Para 0 <uy <ups <1y0<wv <wy < 1:
0 < C(u,v9) — Cu,vy) < vy — vy,
0 < C(ug,v) — C(ug,v) < ug — us.
4. Para (z1,72), (y1,v0) € I*:

|C(21, 22) — Clyr,y2)| < |y2 — @2 + [y1 — 11].

5. Para v € I, la derivada parcial W existe para casi todo u € I y
u
o< W)
S =, S
Similarmente, para uw € I, la derivada parcial %u,v) existe para casi todo
v
vely
o< 2wo)
ov
Demostracion. 1.
Ao, A5.C(x.y) = Ay, [C(z,v) = C(x,0)],
= 4,0(z,0),
= C(u,v) —C(0,v),
= CO(u,v).
2. Note que

AéuAZwQC(x? y) = Aéu [C(.Z', U2) - C(Qf, Ul)]a
= C(u,v2) = C(0,v2) — C(u, v1) + C(0,v1),
= C(u,v) — C(u,vy) > 0.

Por lo tanto C(u,v1) < C(u,vy). Similarmente,

Al A(%’UC(.iC,y) = C(“Q,'U) - C(Ul,’l]) Z 0,

uiu2

lo cual implica que C(uy,v) < C(ug,v).



2.1. DEFINICION Y PROPIEDADES BASICAS 27

3. Note que

ALAL L C(z,y) = AylC(z,v) — Clz,0))],
= C(1,v) — C(u,v9) — C(1,v1) + C(u,vy),
= vy — C(u,v9) — vy + C(u,v1) > 0.

Por lo tanto 0 < C(u,vs) — C(u,v1) < vy — v1. Similarmente se concluye que
0 < Cl(ug,v) — C(ug,v) < ug — uy.

4. Por el literal 3, si 0 < x9 < ys < 1, entonces 0 < C'(x1,y2) — C(x1,x2) < Yo — T,
ysi0 <y, <xg <1, entonces 0 < C(x1,29) — C(x1,y2) < 9 — yo. Por lo tanto
|C (21, y2)—C (21, 22)| < |y2—x2|. Andlogamente se tiene |C(x1, y2)—C(y1, y2)| <
ly1 — 1. De aqui que

|C($1,$2) - C(y1,yz)| = |C(IE17$2) - 0(5131792) + C($1,yz) - C(yl,y2)|,

|C (21, 22) — Cx1,y2)| + |C(21,92) — C(y1,92)|,

<
< zo —ya| + Jy1 — 24

5. Por el literal 2, para v € I fijo, la funcién u — C(u,v) es creciente, por lo que
es derivable en casi todo u € I. Ademas, del literal 3,

0 < lim Cluthv) = Cw,v) <1, esdecir, 0< 9C(u, v) <1.
h—0 h ou
Similarmente se muestra que 0 < %u,v) <1.
v

m
Teorema 2.1.2 (Cotas de Fréchet-Hoeffding). Si C': I* — I es una funcién cépula,
entonces
max {u +v— 1,0} < C(u,v) < min{u,v}.

Mds ain, Cipe(u,v) := méx{u+v—1,0} y Cyp(u,v) := min{u,v}, (v,v) € I?,
son funciones copula.

Demostracion. Por el literal 2 del Teorema 2.1.1, se tiene que C(u,v) < C(u,1) =u
y que C(u,v) < C(1,v) = v, por lo cual C(u,v) < min{u,v}. De otra parte,

A}LlAf)lC(:L‘,y) = C(1,1) - C(u,1) — C(1,v) + C(u,v),
= l-u—v+C(u,v) >0,

lo cual implica que u +v — 1 < C(u,v). Ademéds, como C(u,v) > 0, se concluye que
max {u+v — 1,0} < C(u,v).

De otro lado, veamos que Ci(u,v) = méx{u + v — 1,0} es una funcién cépula:
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u+v=1

Vg 1 ut+v=1

1
v P

Uy Uy 1

v w u 1 %
(a) Caso 1.

U U U

1 i | e

utv=1 V29 ‘T
wl X v SN
- : ut o= v ad
u up 1 Vv uy [T N Vg ur U2 1 Vv

(b) Caso 2.

Figura 2.1: Verificacién de (C2) para Ciye(u,v).

(C1) Note que Cie(u, 1) = méx{u,0} = u, Cipe(1,v) = max {v,0} = v, Ciye(u,0) =
max{u — 1,0} =0y Ciye(0,v) = méx {v — 1,0} = 0. Por tanto, Ci¢(u,v) = uv
para todo (u,v) € I(I?).

(C2) Sean 0 < up <u; <1y0<wv <w<1.

Caso 1: Si (uq, us] X (v1, v2] no corta a la recta u+v = 1, como en los casos que

se muestran en la Figura 2.1a, entonces A}, , A2 C(z,y) =0 > 0.

Caso 2: Si (uq,us] X (v1,v9] corta a la recta u+v = 1, como en los casos que se
muestran en la Figura 2.1b, se tiene que Al ~AZ C(z,y) > 0.

w1 Uz —v1v2

Finalmente, veamos que Cyyp(u, v) = min{u, v} es una funcién cépula:

(C1) Note que Cgup(u, 1) = min {u, 1} = u, Ceyp(1,v) = min{1,v} = v, Cyp(u,0) =
min {u,0} = 0y Cap(0,v) = min{0,v} = 0. Por tanto, Csyp(u,v) = uv para
todo (u,v) € 9(1?).

(C2) Sean 0 <wuy <uy; <1y0<wv <w <1

Caso 1: Si (ug,us] X (v1,v2] no corta a la recta u = v, como en los casos que se
muestran en la Figura 2.2a, entonces AL =A% C(x,y) =0 > 0.

ui1u2 V1v2
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Caso 2: Si (u1,us] X (v1,v9] corta a la recta u = v, como en los casos que se
muestran en la Figura 2.2b, se tiene que A} , AZ  C(z,y) > 0.

uy u; 1 Vv 1 v 1 1%
(a) Caso 1.
U U U
1 1 1
u=v V2 —
H V2 4
2] : v14 A <
V1 I U= U1 4 A, o
u ;tz 1 Vv 1;1 w 1 v 1;1 7;2 1 Vv
(b) Caso 2.

Figura 2.2: Verificacién de (C2) para Cgup(u,v).
O

Observacién 2.1.1. Sea C' : I* — I una cdpula. La funcion Fixyy(-,-) : R* — I
definida por

0, stx <0,y <0,
C(x,y), si(x,y) € I?
Fixy)(z,y) =4, siy>1,z€el,
Y, six>1,yel,
L1, stx>1,y>1.

es una funcion de distribucion bivariada tal que

Fx(l’) = 131[071] (ZE) —+ 1[1700) (:L'),
Fy(y) = yli0(¥) + L) (),

es decir, las distribuciones marginales Fx(-) y Fy(-) son uniformes en [0, 1].
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De acuerdo a la observacién anterior, se puede dar otra definicién para funciones
copula, que se presenta a continuacion.

Definicién 2.1.2. Una funcion cépula es la restriccion a I? de una funcion de dis-
tribucion bivariada que tiene distribuciones marginales uniformes en (0, 1).

Ejemplo 2.1.1. Sea (X,Y) un vector aleatorio tal que X ~ Unif([0,1]) y Y = X.
Entonces Fixyy(-,-) es una funcion de distribucion bivariada que tiene distribuciones
marginales uniformes en [0, 1]. Por tanto,

C(u,v) :== Fixyy(u,v), (u,v) € I?

es una funcién cépula. En efecto, para (u,v) € I?,

C(u,v) = Fixy(u,v),
= P(X <u,Y <w),
= P(X <u,X <w),
= P(X <min{u,v}),
= min{u,v} = Ceup(u,v).
Ejemplo 2.1.2. Sea (X,Y') un vector aleatorio tal que X ~ Unif([0,1]) yY =1—X.

Como Y ~ Unif([0,1]), entonces Fixy(-,-) es una funcion de distribucion bivariada
que tiene distribuciones marginales uniformes en [0, 1]. Por tanto,

C(u,v) :== Fixyy(u,v), (u,v) € I?%

es una funcién cépula. En efecto, para (u,v) € I?,

Cl(u,v) = Fixy(u,v),
= P(X <u,Y <w),
= P(X <u,1l—-X <vw),
= Pl—-v< X <u),
_ Jutv=1, sil—v<u,
{O, stu<1l—w,
= mix{u+v—1,0} = Cupe(u,v).

Otros ejemplos de funciones cépula seran presentados en la Seccion 2.4.

2.2. El Teorema de Sklar

Definicién 2.2.1. Sea (X,Y) un vector aleatorio. Se dice que una funcion copu-
la C : I* — I estd asociada a (X,Y) si para todo (z,y) € R®, Fixy)(z,y) =
C(Fx(z), Fy(y)).
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Ejemplo 2.2.1. Si X yY son variables aleatorias independientes, entonces F(x yy(x,y) =
Fx(x)Fy(y), por lo que una funcion cépula asociada a (X,Y) es la copula de la
independencia (o cépula producto), C;, 1(u,v) = uv.

Proposicién 2.2.1. Sea (X,Y) un vector aleatorio tal que Fx(-) y Fy () son conti-
nuas. Entonces existe una unica funcion copula Cx y(-,-) asociada a (X,Y) que estd
dada por

Cixxy(u,v) = Fixy) (Fx' (), Fy ' (v). (2.1)

Demostracion. Por la Transformada inversa de probabilidad (Teorema 1.1.1), se tiene
que U = Fx(X) ~ Unif([0,1]) y V = Fy(Y) ~ Unif([0, 1]). De esta manera (U, V) es
un vector aleatorio que tiene distribuciones marginales uniformes en [0, 1] y su funcién
de distribucién, restringida a I?, es una cépula.

Fovy(u,v) = PU<u

1
X3
g o=
— — IN
<1

Note que, para (x,y) € R?,

Coxyy(Fx(2), Fy(y)) = Fuxx)(Fx' (Fx (@), Fy ' (Fy (y)),
- F(X,Y)(z7y)7

por lo tanto C(x,y)(:,-) es una funcién cépula asociada a (X,Y), de acuerdo con la
Definicion 2.2.1.
Ahora, si C(-,-) es otra funcién cépula asociada a (X, Y’), entonces, por definicién,

C(Fx(z), Fy(y)) = Fixy)(@,y) = Cixyy(Fx(2), Fy (y)), V(z,y) € R%.

De esta manera, C(-,-) y C(x.y)(-, -) coinciden en (0, 1)?, y por la continuidad uniforme
de las funciones cépula (Teorema 2.1.1, literal 4 ), coinciden en I2. O

Observacion 2.2.1. La anterior proposicion sugiere un método para construir fun-
ciones cdpula, por medio de la ecuacién (2.1), para (u,v) € I2.

Ejemplo 2.2.2. Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo cuya funcion de densidad
estd dada por fixyy(z,y) = (x + y)lpaxp1(x,y). Su funcion de distribucion, para
(z,y) € I?, es:
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Faxyy(z,y) = / Jxv)(t, ta)dtydty,

/ (ty + to)dt dty,

0

l% + th] dtg,

)

I
e T

__yi
a 2+2’
_zylz+y)

27

y sus funciones de distribucion marginales, para x,y € I, son:

) z(r+1

Fx(z) = lim Fooy(2,y) = et l) 5 )
yly +1

Fy(y) = wh_{ﬂ Fixy(z,y) = %

De aqui se pueden obtener sus inversas:

—1++v1+8u

Fy'(u) = >
_ —1+vV1+8v
FY1<U): 2 :

Asi, remplazando lo anterior en la ecuacion (2.1), se obtiene que

(\/1+8u1>2 (\/1+8v71> n (\/1+8u71> (x/1+8v1)2
2 2 2 2
C(X,Y)(U, U) = )

2
_ LT Ru- )T F8 - (I FBu+ VIT 8o —2),

16

la cual es la funcidn cdpula asociada a (X,Y).

La proposicién anterior se puede extender a vectores aleatorios (X, Y’) sin la con-
dicién de que Fx(-) y Fy(-) sean continuas. Esta extension se establece en el siguiente
teorema.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Sklar). Sea (X,Y) un vector aleatorio bidimensio-
nal. Entonces existe una funcion copula Cxyy(-,-) tal que para todo (x,y) € R?,

Fixy (z,y) = C(X,Y)(FX@)’ Fy(y)).

Una demostracién de este teorema se puede consultar en la seccién 2.3 de Nelsen
[21].



2.2. EL TEOREMA DE SKLAR 33

Observacion 2.2.2. Cuando Fx(-) y Fy(-) no son continuas, pueden ezistir funcio-
nes copula distintas que verifiguen la igualdad anterior.

El reciproco del Teorema de Sklar también es valido, y se enuncia a continuacion.

Teorema 2.2.2 (Reciproco del Teorema de Sklar). Sean C' : I* — I una fun-
cion copula y Fx(+), Fy(-) funciones de distribucion arbitrarias. Entonces F(z,y) =
C(Fx(x), Fy(y)), (z,y) € R? es una funcion de distribucién bivariada que tiene dis-
tribuciones marginales Fx(-) y Fy (-).

Ejemplo 2.2.3. Suponga que X yY son variables aleatorias independientes tales que
X ~ Ezp(\) y Y ~ Bern(p). Entonces (ver Figura 2.3),

0 <0 0, siy <0,
st x
Fx(z) =< ’ F =<¢1l—-p, ss0<y<l,
x(z) {1—6—*”, >0, y(y) P, $10<y
1, sty > 1.
Y
1 =
1 —p o
T i :

Figura 2.3: Funciones de distribucién del ejemplo 2.2.3.

En este caso, la funcion cépula asociada al vector aleatorio (X,Y) es Cyy, a(u,v) = uv.
Por lo tanto,

Faxn(@y) = CFx(z), Fy(y)),

Fx(z)Fy(y),
0, st <0, y<0,
= ((1-p)(1—e?), siz>00<y<1,
1—6_”, six >0, y>1.

Se puede verificar que Fx yy(-,-) es una funcion de distribucion cuyas marginales son
precisamente Fx () y Fy(-).
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En la siguiente proposicion se presentan otras propiedades basicas de las funciones
copula; entre ellas, se establece que las cépulas son invariantes bajo transformaciones
estrictamente crecientes.

Proposicién 2.2.2. Sean X y Y wariables aleatorias continuas con funcion copula
asociada Cixy)(-,-). Sean a(-) y B(-) funciones estrictamente mondtonas sobre el

rango de X y el rango de Y, respectivamente. Entonces

1. Sia(-) y B(-) son estrictamente crecientes, entonces

Clax),60) (U, 0) = Cixyy(u,v),  (u,v) € T2

2. Sia(-) es estrictamente creciente y [5(-) es estrictamente decreciente, entonces

Clax)s0ry(u,v) =u — Cixyy(u, 1 —v), (u,v) € I”.

3. Sia(-) es estrictamente decreciente y () es estrictamente creciente, entonces

Clax)por) (U, ) = v = Cixyy(1 —u,v),  (u,v) € I,

4. Sia(-) y B(-) son estrictamente decrecientes, entonces

Cla) sy, v) =u+v -1+ Cixy(l —u,1—v), (u,v) €I’

Demostracion. 1. Como Fy(x)(z) = P(a(X) <z) = P(X <a'(z)) = Fx(a ! (x))
y Eowy(y) = Fr(3(3)), cntonces para (¢, ) € R%,

C(a(X),B(Y))(Fa(X)(x)aFﬁ(Y)(Q)) = Fa(X),,B(Y)(xay)7

Pla(X) <z,8(Y) <y),

= P(X <a'(2),Y <57 (y),
Fixy)la™ (x), 87 (y)),
Cixy)(Fx(a™H(x)), Fr (87 (y))),
= Cixy)(Fax) (@), Faer)(v))-

Como X y Y son variables aleatorias continuas, Ran(F,(x)(-)) = I = Ran(Fsy(+))
y por tanto Ca(x),s0v)) (4, v) = C(x vy (u, v) para todo (u,v) € I

4. Como Fyx)(z) = Plao(X < 2)) = P(X > aHz)) = 1—- Fx(a*(2)) y
Fson(y) =1 — Fy (87! (y)), entonces para (z,y) € R?,
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Cla),s0) (Fax) (), Foy (1) = Flaw),s00) (%, )
= P(a(X) <z,8(Y) <y)
=P(X >a !(2),Y > 7 (y))
=1-P(X <a™'(z)) - P(Y <87'(y))
+P(X <al(2),Y <57(y))
=1 - Fx(a™'(2)) = Fy(87(y))
+ Fixyya™'(x), 7 (y ))
= Fox)(7) + Favy(y) —
+ Cxy) (Fx(a™H(x)), P ( YY)
= Fa(x )(I)JFFB )(y) —
+ Caxn(1 - X>(l°) 1= Fary(y)-

Tomando u = Fyx)(x) y v = Fpv)(y) se obtiene que
C(Q(X),g(y))(u, v)=u+v—1+ C(ny)(l —u,1 —wv).
Las demostraciones de los literales 2 y & siguen las mismas ideas. O]

Recordemos que para un vector aleatorio (X, Y’) continuo absolutamente se tiene el
concepto de funcion de densidad, cuyo conocimiento es equivalente al de la funcién de
distribucion. Dado que las funciones cépula son en particular funciones de distribucién
bivariadas, es posible asociarles de manera andloga una funcién de densidad; esta idea
se precisa en la siguiente definicién.

Definicién 2.2.2. Sea C(u,v) una funcion cépula. Su funciéon de densidad aso-
0?C(u,v)
oudv

De la Definicion 2.2.1, se sabe que la funcién de distribucion del vector aleatorio
(X,Y) estd relacionada con su funcién cépula asociada. Mds concretamente,

ciada, denotada como c(u,v), estd dada por c(u,v) :=

Fixy)(@,y) = C(Fx(z), Fy (y)). (2.2)

De acuerdo a esto, es natural suponer que exista también una relacion entre la funcién
de densidad del vector (X,Y’) y la densidad de su cépula asociada. En efecto, deri-
vando parcialmente a ambos lados de la ecuacién (2.2) con respecto a cada variable,
tenemos que

8? 8?
duay e (@Y) = 55

faxwn (@, y) = e(Fx (), Fy (y)) fx () fr (v), (2.3)

C(Fx(z), Fy(y)),

0, equivalentemente,
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f(X Y) (95; y)
o(Fx(z), Fy(y)) = SN2 T 2.4
el B D) =5 0 R 20
La ecuacién (2.4) se conoce como la representacién candnica de la cépula C'(u, v).

2.3. Una vision heuristica de las cépulas

Las funciones cépula son una herramienta fundamental en el estudio de la de-
pendencia entre variables aleatorias. Diferentes autores, como Fermanian et al. [8],
Ledwina [18] y Nelsen [21], han senalado que las cépulas permiten describir la es-
tructura de dependencia entre las componentes X y Y de un vector aleatorio (X,Y),
independientemente de sus distribuciones marginales F'x(-) y Fy(-).

Pero, jqué significa realmente que una funcién cépula “capture” la dependencia?
En esta seccion, exploraremos esta idea desde un enfoque heuristico, complementan-
do lo visto en la seccién 2.2, donde el Teorema de Sklar muestra que cualquier
funcién de distribucién conjunta se puede descomponer en sus distribuciones margi-
nales y una funcién copula que las vincula. Ademas, discutiremos cémo las copulas se
relacionan con las curvas de regresion, que fueron introducidas en la seccién 1.1.5,
proporcionando asi una interpretacion mas intuitiva de su papel en el modelamiento
de la dependencia.

En primer lugar, consideremos un vector aleatorio (X,Y’), donde X y Y son in-
dependientes y ambas tienen distribucién uniforme en I = [0, 1]. Entonces la funcién
de distribucién de (X,Y) es

Fixy(z,y) = P(X < 2)P(Y <y) = wy,
que resulta ser precisamente la copula de la independencia o copula producto.
Ahora bien, consideremos una funcién biyectiva y con derivadas parciales conti-

nuas,
g IxI — IxI

(3773/) = g(x7y) :(91(%3/)792(%3/)):(%@)-
También definamos el vector aleatorio (U, V') dado por U = ¢1(X,Y) y V = g2(X,Y)
(ver Figura 2.4).
Por el teorema de las transformaciones (Teorema 13, p. 205, Mood et al. [20]), la
funcién de densidad de este vector aleatorio esta dada por

f(U,V)<u7 U) = ’J| : f(X,Y)(gl_l(u> U)a 92_1(’“7 U))v (u7 U) € [07 1]7
donde J representa el jacobiano de la funcion g y esta dado por
or Ox
J = det % %
ou Ov
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{ z = g7t (u,v), { u=gi(z,y),

y:ggl(u,v). U:gz(.’t7y).

Figura 2.4: Ilustracién de la transformacién g.

Dado que (X,Y) tiene distribucién uniforme en I?, se sigue que
f(X,Y) (9;1(u7 U): ggl<u7 U)) =1
ast, fwv)(u,v) =1[J].

En particular, tomemos ¢;(x,y) = x, con lo cual U = X. De esta manera, la
funcién de densidad de (U, V) es

1 0
det @ @ =
ou Ov

y su funcién de distribucion Fyv)(u, v) satisface que

dy

ov

o

i 2
avg2 (U,U) ) (U,U) er

fov)(w,v) =

» Fuvy(0,v) = 0= Fuv)(u,0);

» Fuvy(u,1) = Fy(u) = u (ya que U tiene distribuciéon uniforme en I).

Ademas, de la Definicién 1.1.8 se sigue que

f(U:V) (u> U)

fotw) et

fviw(vlu) =

puesto que fy(u) = 1.
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Ahora bien, tome u € [ fijo y v* € I arbitrario. Entonces

Fyp(v*fu) = V < VU = w),

= / fvio(v|u)dv
:/fUVUU

_ / FUV (U ’U) dv
0 dvdu ’

@F(av) (’LL, U)
ou

v=0v*

v=0

Similarmente, note que

Fv|U(’U*|U) = / fUV u, ’U

oy

- / (9_92 '(u,v)dv,  (tomando g5 (u,v) > 0)

dv,

()

ov

= 2(““) o

En consecuencia, para casi todo (u,v*) € I, se tiene que

OF u, v* .
g5 (u, v*) = %) = P(V <0*|U =) = E[Ljg(V)|U = u],

que resulta ser la curva de regresion de 1jg,+)(V) sobre U.

Si adicionalmente se exige que V' = go(X,Y’) ~ Unif ([0, 1]), entonces la funcién
Fovy : I 2 — I es una cépula absolutamente continua, ya que en ese caso también
satisface que Fyvy(1,v) = Fy(v) = v, verificandose asi (C1) de la Definicién 2.1.1.
Observe que (C2) ya se tiene por el hecho de que Fiyy)(u,v) es una funcién de dis-
tribucion.

De acuerdo a lo anterior, la transformacién ¢g—! queda definida como

gt IxI — IxI
oF,
(u,0) = g‘l(u,v)=(gfl(u7v),gg‘1(u7v)):(U’%M),

y por tanto la transformacién g resulta ser

g IxI — IxI
(l‘,y) = g(x,y) = (gl(x,y),gg(x,y)) = (‘T’ (aﬂug—ifu’v)) (ZL’,y)) :
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Podemos interpretar esto diciendo que si las variables aleatorias X y Y son i.i.d.
con distribuciéon uniforme en I, entonces la transformacién

U:gl(X,Y):X, V:gz(X,Y): (%Z?U))_ (X>Y)7

es tal que las variables aleatorias U y V' quedan vinculadas o “copuladas” con funcién
de distribucién C(u, v). Reciprocamente, si las variables aleatorias U y V' tienen como
funcién de distribucién C(u,v), u,v € I, entonces la transformacién

X0 =v ¥ =g - () ),

es tal que X y Y son variables aleatorias i.i.d. con distribucién uniforme en 1.

En resumen, se puede concluir que cada funcién copula absolutamente continua
C'(u,v) con derivadas parciales induce una transformacién biyectiva g que relaciona
variables aleatorias independientes con variables aleatorias vinculadas mediante la
copula C'(u,v).

Observacién 2.3.1. Una de las aplicaciones que tiene la transformacion g es en la
simulacion de observaciones aleatorias de una funcion copula especifica. El siguiente
es un algoritmo para tal propésito, adaptado de la seccion 2.9 de Nelsen [21]:

1. Genere dos muestras independientes, (1, X2, ..., Tn) Yy (Y1,Y2, -, Yn), de varia-
bles aleatorias uniformes en I = [0, 1].

2. FElija una funcién cépula C(u,v) (absolutamente continua y con derivadas par-
ciales) y especifique la transformacion g dada por g(zx,y) = (x, <%Z’”)>l (z, y)) =
(u,v).

3. Defina (u;,v;) = g(x;,y;) para cada i =1,...,n.

4. Las parejas (u;, v;) son observaciones de la copula C(u,v).

Asi como la transformacién g permite dar un algoritmo para simular observaciones
aleatorias de una funcién cépula, su inversa, g~!, permite analizar cémo una variable
aleatoria depende de la otra, descomponiendo esta relaciéon en términos de curvas de
regresion.

En particular, la relacion se hace evidente a través de la expresion

95" (u,v) = E[1gy(V)|U = u],

(o alternativamente,

g1 (u,0) = B[l (U)|V =]
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si en la transformacién g se toma y = v en lugar de z = u).

Cuando v (o u) es fijo, esta funcién describe la curva de regresién de 1j9,)(V) sobre
U (0 1o, (U) sobre V). Es decir, representa la “mejor” aproximacién de una variable
en funcion de la otra en términos de la esperanza condicionada. Estas curvas de
regresion son las que explican la estructura de dependencia entre las variables U y V.
[ustraremos la discusién anterior mediante los siguientes ejemplos concretos.

Ejemplo 2.3.1. Consideremos la funcion cépula C(u,v) = %, (u,v) #
U+ v —uv
(0,0). Sus derivadas parciales estin dadas por

6lC(u,v):aC(u’v)=( v )2’

ou U~+v—uv
oC (u,v u 2
C(u,v) = (g)v ): (u+v—uv> '

Si fijamos x = w, la transformacion g=* es

= u, y = g5 "' (u,v) = 0,C(u,v9) = E[Ljg, (V)|U = u,

donde vy € [0,1] es un valor fijo. Similarmente, si establecemos y = v, tenemos que
g~ ! estd dada por

T = gfl(u,v) = 05C(ug,v) = E[Ljgu)(U)|V = v], Y=,

donde ug € [0,1] es un valor fijo. De esta manera obtenemos las curvas de regresion
de Lo, (V) sobre U, y de 1p,(U) sobre V. En la Figura 2.5 se ilustran algunas de
ellas, para algunos valores fijos de vy y ug respectivamente.

Y Yy
1.0 1.0

0.8 0.8

— v =0.1 — Up=0.1
08 — % =03 08 up=03

Vo=05 — =05
04l — =07 0al — up =07
vo=0.9 — Up=0.9

02} 02}

(a) Curvas de regresién de 1jg (V) sobre (b) Curvas de regresién de 1 ,,)(U) sobre
U. V.

uv
Figura 2.5: Curvas de regresién para la cépula C(u,v) =

» (u,v) # (0,0).

U+ v—uv

Asimismo, en la Figura 2.6 se evidencia una correspondencia entre las curvas de
regresion descritas y las rectas u = ug y v = vy, que surgen cuando se toman los
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valores fijos de ug y vo. Estas correspondencias se representan mediante un esquema
de colores: cada curva y su recta asociada comparten el mismo color en ambos grdficos.

v
101

NN

0.8 — v ==0.1

— =201 — =203

— =203 — =05

— v ==05 06 — =07
— v ==0.7 ==0.9

Vo == 0.
v ==0.9

— Up==0.1
— Up==0.1 04 up==0.3

Up==03 — =05

— up==05 — up==07
— Up==0.7 0.2

— Up==0.9

— Up==0.9

L L L L .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(a) Curvas de regresién. (b) Rectas u =ug y v = vp.

Figura 2.6: Correspondencia entre las curvas de regresion y las rectas u = ug y v = v
para algunos valores fijos de ug y vp.

Las rectas que se muestran en la Figura 2.6b corresponden a las curvas de regresion
cuando las variables aleatorias son independientes. De esta manera, los grdficos 2.6a
y 2.6b permiten evidenciar el efecto de la transformacion biyectiva g: en un senti-
do asocia o “copula” las variables aleatorias, mientras que en el otro las separa o
“independiza”.

Ejemplo 2.3.2. Consideremos ahora la funcion cépula C(u,v) = uwv+60uv(l—u)(1—
v), 0 € [—=1,1]. Sus derivadas parciales estin dadas por

01C(u,v) = % =v+0v(l —u)(l—v)—Ouv(l —v),
0,C(u,v) = W =u+ 0u(l —u)(l —v) — Guv(l — u).

Las posibles transformaciones g—' que se pueden tener son:
T =u, y = g5 (u,v) = 01C(u,v9) = E[Ljp,e (V)|U = ],
z = g7 (u,v) = 020 (ug,v) = E[Ljg . (U)|V =], Y=,

para ug, vy € [0,1] fijos. Las curvas de regresion de L, (V') sobre U, y de i, (U)
sobre V', se presentan en la Figura 2.7, para algunos valores fijos de ug y vg y 8 = 0.9.
Se puede observar que existe una relacion de correspondencia entre las curvas de
regresion descritas antes y las rectas u = ug y v = vg para algunos valores fijos de
ug Yy vo. La Figura 2.8 exhibe dicha correspondencia mediante el esquema de colores,
donde cada curva y su recta asociada se presentan con el mismo color en ambos
planos.

Igual que en el ejemplo anterior, las figuras 2.8a y 2.8b dan cuenta del efecto de la
transformacion g, que en un sentido asocia las variables aleatorias, mientras que en
el otro las separa.
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1.0

08 08
— =01 — up=0.1

06 = 06
—_ =03 up=0.3
— =05 — Uy =05
oal — =07 oal — =07
vo =09 — up=0.9

02 \ 02}

L
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0

<
<

(a) Curvas de regresién de 1jg (V') sobre (b) Curvas de regresién de 1[0 uo] (U) sobre
U. V.

Figura 2.7: Curvas de regresién para la cépula C(u,v) = uv 4+ uv(l — u)(1 — v), con
0 =0.9.

<

— vg==0.1
0.8
— V=201 — % ==03

— v ==0.3 — Vp==0.5
— V==0.5 —_— vy ==

0 06l Vvp==0.7
— =07

Vp==0.9

Vo ==0.9

— Up==0.1

— Up==0.1
ug ==0. up==0.3

up==0.3
— Ug==0.5
— Uug==0.7
— Ug==0.9

— Uup==0.5

— up==0.7
o02r — up==0.9

0.0 L L L L 'y
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

(a) Curvas de regresion. (b) Rectas v =ug y v = vp.

Figura 2.8: Correspondencia entre las curvas de regresion y las rectas u = ug y v = v
para algunos valores fijos de ug y vp.

2.4. Algunas familias especiales de funciones cépu-
la

Existen numerosas funciones cépula diferentes. Muchas de ellas pertenecen a fa-
milias paramétricas, donde cada cépula esta indexada por uno o mas parametros,
comunmente denominados parametros de dependencia. Este término se debe a
que, en general, estos parametros caracterizan el grado y, en algunos casos, la estruc-
tura de dependencia entre las variables del vector aleatorio (X,Y). La interpretacién
especifica de estos parametros y los valores que pueden tomar dependen de la familia
de cépulas considerada.

A continuacién se presentan algunas familias paramétricas de funciones cépula
ampliamente utilizadas y bien estudiadas. La informacion expuesta se basa principal-
mente en Flores de la Fuente [9], Nelsen [21] y Tovar et al. [24].
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1. Cépula de Clayton
Esta cépula estd dada por la siguiente funcién:

Co(u,v) = [méx {u? + v —1,0}]7%, #e[-1,00)\ {0}.
Su funcion de densidad asociada es:

co(u,v) = (14 0)(uwv) D (" + v f —1)"273.

En la Figura 2.9 se muestran los graficos de estas funciones.

10 00 1o 00

(a) Funcién de distribucién. (b) Funcién de densidad.

Figura 2.9: Distribucién y densidad de la cépula Clayton con 6 = 8.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(a) 0 =2. (b) 6 =8.

Figura 2.10: Graficos de dispersion para 1000 datos simulados de la cépula Clayton.

La copula de Clayton se caracteriza por modelar pares de observaciones asimétri-
cas con una fuerte dependencia en la cola izquierda, es decir, que presen-
tan mayor dependencia para valores cercanos a cero. Cuando # — oo es-
ta copula es igual a Cyyp(u,v) = min{u,v}, y cuando § — —1 es igual a
Cing(u,v) = max {u+ v — 1,0}; en estos casos existe dependencia perfecta en-
tre las variables (dada explicitamente por una funcién). De otro lado, cuando
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0 — 0, esta copula tiende a la independencia. La Figura 2.10 muestra dos grafi-
cos de dispersion para 1000 datos simulados de esta cépula, usando 6 = 2 y
0 =8.

2. Cépula de Frank
Su funcién esta dada por:

Co(u,v) = —%ln (1 +

y su funcién de densidad es:

_0(6—6‘ . 1)6—9(u+v)
(T R eV

Los graficos de estas funciones se presentan en la Figura 2.11.

co(u,v) =

0.0 0.0

1.0 1.0

(a) Funcién de distribucién. (b) Funcién de densidad.

Figura 2.11: Distribucién y densidad de la cépula Frank con 6 = 8.
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(a) 0=2. (b) 6 =9.

Figura 2.12: Gréficos de dispersion para 1000 datos simulados de la cépula Frank.

La copula de Frank es apropiada para modelar dependencias débiles con tenden-
cia lineal creciente. Cuando § — —oo esta cépula es igual a Ciye(u, v), y cuando
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6 — oo es igual a Csyp(u,v); en estos casos se tiene dependencia funcional. Por
su parte, cuando # — 0, esta copula tiende a la independencia. La Figura 2.12
presenta los graficos de 1000 datos simulados de esta cépula, con § =2y 6 = 9.

3. Cépula de Gumbel-Hougaard
La forma funcional de esta copula es:

Cg(u, ’U) _ 6—[(—1nu)9+(—lnv)‘9]1/9, 0 > 1.
Su funcién de densidad esta dada por:
_ Cp(u,v)  [(=Inw)(=Inv)]"!

) = e s mad (7 0]

En la Figura 2.13 se ilustran graficamente las dos funciones anteriores.

(a) Funcién de distribucién. (b) Funcién de densidad.

Figura 2.13: Distribucion y densidad de la cépula Gumbel-Hougaard con 6 = 8.
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(a) 62 (b) 6= 10.

Figura 2.14: Graficos de dispersion para 1000 datos simulados de la cépula Gumbel-
Hougaard.

Esta cépula, introducida por Gumbel y Hougaard, es conveniente para modelar
pares de observaciones con una dependencia fuerte en la cola superior y débil
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en la cola inferior, es decir, cuando la correlaciéon es mayor para valores altos
(cercanos a uno) que para valores bajos (cercanos a cero). Como casos especiales,
se tiene que esta copula es igual a la independencia cuando 6 = 1, y es igual
a Csup(u,v) cuando § — oo. La Figura 2.14 presenta dos graficos de dispersién
para 1000 datos simulados de esta cépula, con parametros § = 2 y 6 = 10.

4. Cépula de Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM)
La funcién de distribucion de esta cépula es:

Co(u,v) =wv + uv(l —u)(l —v), —-1<6<1,
mientras que su funcién de densidad asociada es:
co(u,v) =1+ 6(1 —2u)(1 — 2v).

En la Figura 2.15 se presentan las gréaficas de las dos funciones anteriores.

10

(a) Funcién de distribucién. (b) Funcién de densidad.

Figura 2.15: Distribucién y densidad de la copula FGM con 6 = 0.7.
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(a) 6 =0.4. (b) 6 =0.9.

Figura 2.16: Gréficos de dispersion para 1000 datos simulados de la cépula FGM.

Esta cépula es especialmente utilizada para modelar pares de observaciones con
dependencias muy débiles y no lineales. Como caso especial se tiene que esta
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cépula es igual a la de independencia cuando # = 0. En la Figura 2.16 se ilustran
1000 datos simulados de esta copula para valores § = 0.4 y 6 = 0.9.

5. Cépula de Gumbel-Barnett
Su forma analitica esta dada por:

Co(u,v) = upel0Mull g <9 <1,
Asimismo, su funcién de densidad asociada es la siguiente:

co(u,v) =[1—0 —0Inu — Olnwv + 62 Inulnv]efuny),

En la Figura 2.17 se muestran los gréficos de las dos funciones anteriores.

1.0

(a) Funcién de distribucién. (b) Funcién de densidad.

Figura 2.17: Gréficos de la distribuciéon y densidad de la cépula Gumbel-Barnett con
0 =0.2.
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(a) 0 =0.2. (b) 6 = 0.9.

Figura 2.18: Graficos de dispersién para 1000 datos simulados de la copula Gumbel-
Barnett.

La copula de Gumbel y Barnett también es conveniente para modelar depen-
dencias débiles no lineales. En particular, se tiene que cuando 6 = 0, esta copula
se convierte en la cépula producto, lo que implica que las variables son indepen-
dientes. En la Figura 2.18 se muestran dos graficos de dispersion que ilustran
1000 observaciones simuladas de esta copula con parametros § = 0.2 y 6 = 0.9.
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2.5. Medidas de asociacion

Una de las principales utilidades de las funciones cépula tiene que ver con su capa-
cidad para determinar la estructura de dependencia entre las variables que componen
un vector aleatorio. Como ya se sabe de la ecuacion (2.2), la funcién de distribucion
de un vector aleatorio (X,Y’) se puede escribir en términos de sus distribuciones mar-
ginales y una funciéon cépula. Esto significa que la funciéon de distribucion bivariada
contiene dos tipos de informacion acerca del vector aleatorio: sobre el comportamiento
de cada variable considerada de manera aislada, y sobre el comportamiento conjunto
de las variables (Latorre Lloréns [17]). En este sentido se puede decir que la cépula
“captura” la estructura de dependencia que hay entre las variables X y Y.

A partir del conocimiento de la funcion cépula, se puede intentar medir el grado de
dependencia que existe entre las variables; una primera herramienta para abarcar este
problema es el coeficiente de correlacion de Pearson (Definicién 1.1.13). Sin embargo,
este coeficiente tiene la limitacion de que iinicamente es 1til cuando las variables alea-
torias en cuestién tienen distribucién normal, y solo para medir dependencia lineal.
Estas restricciones suponen la necesidad de contar con herramientas mas robustas
que permitan medir la dependencia de manera mucho mas general. Por ejemplo, otro
tipo de dependencia importante es la concordancia, concepto que sera introducido
en esta seccion, al igual que los coeficientes 7 de Kendall y p de Spearman, los cuales
seran esenciales para medir este tipo de relaciones.

Definicién 2.5.1. Sean (z;,y;) y (x;,y;) dos observaciones de un vector aleatorio
(X,Y), donde X yY son variables aleatorias continuas. Se dice que (z;,vy;) y (zj,Y;)
son concordantes six; < x; yy; < Yj, 081x; > x; Yy; > y;. De otro lado, si x; < x;
YUY >y, 01 >x; Yy <y, se dice que (x;,v;) y (x,y;) son discordantes.

20 : : : : : 20

15F ° : 15F ° :
> 1.0 : > 1.0 :

0.5F ° . 0.5- ° :

0-0 L L L L L 0-0 L L L L L

00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30
X X
(a) Observaciones concordantes. (b) Observaciones discordantes.

Figura 2.19: Ejemplo de observaciones concordantes y discordantes.
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En otras palabras, se dice que dos variables aleatorias son concordantes si valores
grandes (pequenos) de una de ellas tienden a asociarse con valores grandes (pequenos)
de la otra. En la Figura 2.19 se ilustran dos observaciones concordantes y dos discor-
dantes.

Observacién 2.5.1. Una forma alternativa de definir la concordancia es la siguiente:
(i, vi) y (z4,y;) son concordantes si (x; — x;)(y; — y;) > 0 y discordantes si (x; —
z)(yi — y;) < 0.

Definicién 2.5.2. Una funcion K : D — [—1,1], donde D es el conjunto de vecto-
res aleatorios (X,Y) con X yY wariables aleatorias continuas, es una medida de
concordancia, si:

1. K(va) = K(Y,X)-

2 Kxx) =1y Kx_x) =—1.

3. 81 X yY son variables aleatorias independientes entonces K(xyy = K = 0.

4. Kixyy=—Kxy)=—Kx -v)

5. 81 Cy(u,v) < Cy(u,v) para todo (u,v) € I entonces Ko, < Ke,.

6. Si {Crlnen e€s una sucesion de copulas y nh_}ngo Co(u,v) = C(u,v) entonces
Jim Ko, = Ko

Teorema 2.5.1. Si K es una medida de concordancia entonces se tiene lo siguiente:

1. SiY = a(X), donde a(-) es una funcion creciente (casi sequramente), entonces
Kixy) = Kxaeo) = 1.

2. S1Y = «a(X), donde a(-) es una funcion decreciente (casi sequramente), enton-
ces K(X,y) = K(X,a(X)) =—1.

3. Sia(-) y B(+) son ambas estrictamente crecientes o ambas estrictamente decre-
cientes (casi sequramente), entonces Kxy) = Kux)s0v)) -

Demostracion. 1. Note que Cxyy(u,v) = Cxax)(u,v) = Cix,x)(u,v), por el
literal 1 de la proposicion 2.2.2. Entonces Kc(ny) = KC(X,X) =1.

2. Por el literal anterior, K(x _q(x)) = KC(X,X)' Por el punto 4 de la definicién
2.5.2, K(X7_Q(X)) = _K(X,a(X))- De aqui que K(X,a(X)) = _K(X,X) =—1.

3. Se sigue de los dos literales anteriores.
O

Dos medidas de concordancia bien conocidas son el 7 de Kendall y el p de Spear-
man, las cuales seran introducidas a continuacién.
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Definicién 2.5.3. Sean (X1, Y1) y (Xo, Ys) vectores aleatorios independientes e idénti-
camente distribuidos con funcion de distribucion comin Fixyy(-,-). El coeficiente
7 de Kendall (en su version poblacional) es:

T =Txy) = Pl(X1 — Xo)(Y1 — Y2) > 0] = P[(X1 — X»)(Y1 — Y2) < 0.

Note que la definicién anterior corresponde a la probabilidad de concordancia
menos la probabilidad de discordancia. Teniendo esto en cuenta, se puede definir una
version muestral para el 7 de Kendall, es decir, calculada directamente a partir de una
muestra aleatoria. Supongamos que (z1,y1), (Z2,%2), - - -, (Zn, yn) €s un conjunto de n
observaciones de un vector aleatorio (X,Y), donde X y Y son variables aleatorias
continuas. De este conjunto podemos formar (;) pares de observaciones distintas;
cada par puede ser concordante o discordante. Denotemos por ¢ el niimero de parejas

concordantes y por d el nimero de parejas discordantes. Entonces, la probabilidad
c c d d
—— = —. Equivalentemente, —— = —
crd () ¢ ctd ()
es la probabilidad de que un par sea discordante. Por lo tanto, la probabilidad de
concordancia menos la probabilidad de discordancia, expresada en estos términos, es:

de que una pareja sea concordante es

c—d c+d
c+d (1)
el cual es la versién muestral (o empirica) del 7 de Kendall.

(2.5)

T=t=

Teorema 2.5.2. Sean (X1,Y1) y (Xa, Ys) vectores aleatorios independientes tales que
X; y Xy son variables aleatorias i.i.d. continuas y Yy y Y también lo son. Sean C4(+, ")
y Cs(+,+) las funciones copula asociadas a (X1,Y1) y (X, Ya), respectivamente. Sea

Q = P[(X1 = X5)(V1 = Y3) > 0] = P[(X; — X5)(Y1 — ¥3) < 0].

Entonces,
Q=Q(C,Cy) = 4// Cs(u,v)dCy (u,v) — 1,
12

- 4/ Ci (u, 0)dCh(u, v) — 1.
[2

La demostracion de este teorema se puede consultar en Nelsen [21] (Teorema 5.1.1,
p. 159).

De acuerdo a lo anterior, se tiene una forma de calcular el coeficiente 7 de Kendall
poblacional en términos de la funcién cépula. Mas concretamente,

Teorema 2.5.3. Sean X y Y wvariables aleatorias continuas con funcion copula aso-
ciada Cxy)(u,v). Entonces el coeficiente 7 de Kendall, denotado por T(xy, estd
dado por

Txy) = Q(C,C) = 4//}2 C(u,v)dC(u,v) — 1. (2.6)
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Observacién 2.5.2. Como C(u,v), (u,v) € I?, es la funcién de distribucion de un
vector aleatorio (U, V') tal que U ~ Unif([0,1]) y V ~ Unif([0,1]), entonces

/12 C(u,v)dC(u,v) = E[C(U, V)],

y por tanto ¢ = 4E[C(U,V)] — 1.

Para distintas familias de funciones cépula paramétricas (como las descritas en
la seccién 2.4) es posible obtener una expresién del 7 de Kendall poblacional en
términos de su parametro de dependencia, haciendo uso del Teorema 2.5.3. Veamos
esto a través del siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.5.1. Consideremos la familia FGM con pardmetro 0. Sabemos que dCy(u,v) =
co(u,v)dudv (ver seccion 2.4). Entonces, calculando la integral de la ecuacion (2.6),
S€ SIGUe que

/,2 Colu, 0)dCh(u,v) = /0 /0 fuw + Ouv(1 — u)(1 — o)1 + 0(1 — 2u)(1 — 20)]dudv,

B 1+0

418

1 0 20

L =4l -+ =) —-1=—.
uego, Ty (4 + 18) 9

Otra medida de concordancia conocida es el coeficiente p de Spearman.

Definicién 2.5.4. Sean (X1,Y1), (X2, Y2) y (X35,Y3) vectores aleatorios i.i.d. El co-
eficiente p de Spearman (en su version poblacional) es:

pxry = 3 (P[(X1 — Xa)(¥i — ¥a) > 0] = P(X, — X0)(¥; — V3) < 0.

Observacién 2.5.3. El vector aleatorio (X, Y3) tiene funcion de distribucion Fix, y,) (%2, y3) =
Fx(w2) Fy (y3)-

De manera similar al coeficiente 7 de Kendall, se tiene una forma de calcular el p
de Spearman en términos de la funcién copula; esto se hace a través de la funcion @)
introducida en el Teorema 2.5.2.

Teorema 2.5.4. Sean X yY variables aleatorias con funcion cépula asociada Cxyy =
C'. Entonces,

PXyYy) — SQ(CJ H)7

= 12 // wvdC'(u,v) — 3,
12

= 12/ C(u,v)dudv — 3. (2.7)
I2
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También es posible definir una versién muestral para el p de Spearman. Suponga-
mos que (1, 41), (T2, Y2), - .., (Tn,yn) es un conjunto de n observaciones de un vector
aleatorio continuo (X,Y'); entonces el p de Spearman muestral, denotado por 7 o p,
esta dado por

12 - n+1
0 = D7 ) 2.
pP=r n(n+1)(n—1)ileS 3n—1 (2:8)

donde R; = Z 1 soa(z;) vy Si = Z 1o (Y5)-

j=1 j=1

Observacién 2.5.4. Sean X y Y wariables aleatorias continuas con funcion de
distribucion Fx(-) y Fy(-), respectivamente. Por la transformada inversa (Teore-
ma 1.1.1), las variables U = Fx(X) y V = Fy(Y) tienen distribucion uniforme
en (0,1) y su funcion de distribucion conjunta es la copula Cixyy = C. Por tanto
E(U)=E(\V) =4 yVar(U) =Var(V) = 5. Asi, el coeficiente p de Spearman es:

pxy)y = 12 // uvdC(u,v) — 3,
12
[[;2 wvdC (u,v) —1/4

1/12 ’
[[;2 wvdC (u,v) — E(U)E(V)
VVar(U)Var(V)
EUV) — E(U)E(V)
VVar{@Var(V)
E(Fx(X)Fy(Y)) = E(Fx (X)) E(Fy(Y))
VVar(Fx(X))\/Var(Fy(Y))
= p(Fx(X), Fy(Y)),

Y

~—

?

—~

el cual es el mismo coeficiente de correlacion de Pearson introducido en la Definicion
1.1.15.

Haciendo uso del Teorema 2.5.4, es posible obtener expresiones para el p de Spear-
man poblacional en términos del parametro de dependencia, cuando se trabaja con
familias de copulas paramétricas. Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.5.2. Consideremos la familia de funciones copula FGM con pardmetro de
dependencia 0 (ver seccion 2.4). Al calcular la integral de la ecuacion (2.7) se obtiene

que:
//p Co(u,v)dudv = / / wv + Quv(l — u)(1 — v)|dudv,
1
i

36
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1 0 0

L ,To=12-+—= | —-3==.

uego, Ty <4 36) 3

En la siguiente tabla, se presentan las expresiones del 7 de Kendall y el p de

Spearman en términos del parametro de dependencia para las familias de cépulas
paramétricas presentadas en la seccién 2.4.

\ Funcién cépula H 7 de Kendall \ p de Spearman \
0
Clayton 4ﬁ42D 9 i, *
Frank 1—-+ 10) [ _ 21Dy (0) — Do(6)]
00 : 0 6
Gumbel-Hougaard % *
12
Gumbel-Barnett —e21(0, 2) ?64/%(07 4 -3
20 0
FGM = Z
G 5 2

Tabla 2.1: Expresiones para los coeficientes 7 de Kendall y p de Spearman en términos del
parametro de dependencia de algunas funciones cépula.

Observacién 2.5.5. En la Tabla 2.1, la funcion Dy(x) es la funcién de Debye,
que se define, para cualquier entero positivo k, por

ko[t
Dy(z) = ﬁ/o e 1dt.

Por su parte, la funcion I'(a, z) es la funcion Gamma incompleta, dada por

I'(a,x) :—/ t*te tdt. (2.9)
0

El simbolo * en la tabla anterior significa que no se cuenta con una expresion explicita
del coeficiente para la copula respectiva.






Capitulo 3

Inferencia estadistica para
funciones copula

En la practica, cuando se trabaja con datos reales extraidos de una cierta pobla-
cion, es usual que no se conozca la funcién de distribucion de la variable aleatoria que
es objeto de estudio. Lo mismo aplica para datos bivariados y su respectiva funcion
copula. En ese sentido, el problema principal que se desea tratar en este capitulo es el
siguiente: “Dada una muestra aleatoria (Xi,Y7), (X, Y2),...,(X,,Y,) de un vector
aleatorio (X,Y") continuo absolutamente, se desea conocer la funcién cépula asociada
a (X,Y)”. Para abordarlo, se pueden considerar dos enfoques: uno paramétrico y uno
no paramétrico. El enfoque paramétrico se emplea cuando se conoce la funcién de
distribucién del vector aleatorio (X,Y’), digamos F(x,y)(-,-). En ese caso, se procede
de la siguiente manera: en primer lugar, se deducen las funciones las funciones de
distribucién marginales, F'x(-) y Fy(-); luego se obtienen sus inversas de acuerdo a
la ecuacion (1.1) y se aplica el Teorema de Sklar (Teorema 2.2.1), llegando a que
C(u,v) = Fixy)(Fx'(u), F;'(v)), que resulta ser la funcién cépula buscada. En el
siguiente diagrama se resume el proceso anterior.

o i O Cw,v) = Foopy (Fl (), F5!
Fr() T OFFL() (. v) = Fixy)(Fx' (), Fy' ()

Figura 3.1: Enfoque paramétrico para obtener la funcién cépula asociada a un vector
aleatorio.

Debido a que no siempre se conoce la funcién de distribucién del vector aleatorio
(X,Y), se hace necesario disponer de un enfoque no paramétrico, es decir, que esté
basado unicamente en la muestra aleatoria. En este capitulo se presentaran las he-
rramientas necesarias para abordar dicho enfoque, que serd precisado en el siguiente
capitulo a través de una prueba de hipotesis estadistica.

95
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En primer lugar, en la seccién 3.1 se introducird la definicién de cépula empirica,
la cual se calcula a partir de una muestra aleatoria bivariada y resulta ser un esti-
mador de la funcién copula exacta. Posteriormente, en la seccion 3.2 se presentaran
dos métodos para estimar el parametro de una funcién copula, en caso que lo tenga.
Ademas, se expondra un coeficiente basado en funciones copula, presentado en Anjos
y Kolev [1] y en Ledwina [18], el cual permite determinar el grado de dependencia
entre dos variables aleatorias. En adelante, por facilidad, este coeficiente se denomi-
nard Medida de dependencia de Ledwina, y sera detallado en la seccién 3.3, donde
se evidencia la forma en que se construye y céomo este exhibe un cambio de métrica
para el coeficiente de correlacion de Pearson, en el sentido de expresarlo como la di-
ferencia entre la cépula y la cépula de independencia. Finalmente, en la seccién 3.4
se presentara un indicador desarrollado por Tovar et al. [24], el cual estd basado en
la medida de Ledwina y que se utiliza para seleccionar una funcién cépula apropiada
para modelar un conjunto de datos empiricos. La eleccién de dicha cépula se hace
entre un conjunto de candidatas, que se establecen a partir de un estudio visual de la
dispersién de los datos que se tienen.

3.1. La cépula empirica

Recordemos que en la seccion 1.1.7 se dio la definicién de Funcion de Distribucion
Empirica (Definicién 1.1.16), la cual permite estimar la funcién de distribucién de una
poblacién a partir de una muestra aleatoria. En el caso bivariado se pueden definir
de manera andloga las funciones de distribuciéon marginales empiricas, tal como se
establece en Swanepoel y Allison [23], p. 1732.

Definicién 3.1.1. Sea (X1,Y7), (X2, Ys), ..., (X, Ys) una muestra aleatoria bivaria-
da. Las funciones de distribucion marginales empiricas, denotadas por F(-)
y F(-), se definen como

Fy(z) =~ Y LX)y FPy) = - D Loy (Y,
=1 =1

para x,y € R.

En la préctica, los vectores aleatorios (X;,Y;), i = 1,...,n, pueden tomar valo-
res en todo R%. Por esta razén, se hace necesario transformarlos para obtener unas
pseudo-observaciones (U, V;) que solo tomen valores en (0,1)?; esto se requiere para
definir mas adelante la cépula empirica. Dichas pseudo-observaciones se pueden ob-
tener usando la Transformada Inversa (Teorema 1.1.1), en caso de que se conozcan
las distribuciones marginales; cuando este no es el caso, se aplica la siguiente trans-
formacion basada en las distribuciones empiricas:
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n 1 u

] % (X5) n+1;( X (X5) (3.1)
Vi Ry = — anl (V) (3.2)
a4+l YV T 4l (oo Yill 54/ '

j=1

La modificacién

n . . .. ., .
] que se aplica a las funciones de distribucién marginales

empiricas permite garantizar que U; y V; no tomen el valor de 1, es decir que (U;, V;)
no se ubique en la frontera del cuadrado unitario. De esta manera se pueden evitar
posibles indeterminaciones al momento de realizar operaciones con dichos valores,
como se verd mas adelante (ver p. 558 de Gijbels et al. [14]).

De acuerdo a lo anterior, las pseudo-observaciones (U;, V;) se pueden considerar
como una muestra del vector aleatorio (Fx(X), Fy(Y)), cuya funcién de distribu-
cién bivariada es una cépula, ya que Fx(X) y Fy(Y) son variables aleatorias con
distribucién uniforme en [0, 1], segtin la Transformada Inversa.

Con las consideraciones anteriores, se tienen los elementos necesarios para definir
la copula empirica.

Definicién 3.1.2. Sea (U1, V1), (U2, V), ..., (Uys, V3) una muestra aleatoria del vector
aleatorio (U, V'), donde U y V son variables aleatorias con funcidn de distribucion
uniforme en [0,1]. La cépula empirica, denotada por C,(-,-), se define como

n

Cn(uv U) = l Z(l(*oovu}(Ui))(l(*w,vm‘/;))a (u7 U) € (07 1)2'

n“
=1

Observacion 3.1.1. Note que para construir la copula empirica se requiere de una
muestra aleatoria (U;,V;), i = 1,...,n, donde U; y V; tienen distribucion uniforme
en [0, 1], es decir, que solo toman valores entre 0 y 1. Esto muestra la necesidad de
obtener las pseudo-observaciones cuando se parte de una muestra aleatoria bivariada
cualquiera.

La definicién de cépula empirica dada en Ledwina [18] es la siguiente:

Definicién 3.1.3. Sea (X1,Y1),(X2,Y2), ..., (Xy, Yyn) una muestra aleatoria de una
distribucion continua H. Ademds, sea R; el rango de X; en la muestra X,..., X, y
S; el rango de Y; en la muestra Y1, ...,Y,. Entonces la copula empirica se define por

n

Cn(u,v):%Z{l(_m,u] (n}fl)&(_w,v} (nilﬂ (u,v) € 0,12 (3.3)

i=1

Esta definicion es equivalente a la que se dio lineas arriba. Para comprobarlo,
veamos qué significa el rango de una muestra aleatoria.
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Definicién 3.1.4. Sea X1, Xs,..., X, una muestra aleatoria de una distribucion
Fx(-) y sean X1y < X < -+ < X los correspondientes estadisticos de orden.
Se dice que X; tiene rango R; entre X1, Xo, ..., X, 51 Xj = X(g,).

Ejemplo 3.1.1. Consideremos la siguiente muestra aleatoria:
Xi=7 Xo=12, X35=1, X4 =2, X5=0.
Al ordenar estos valores se obtiene:
Xyy=X3=1, X=Xy =2, X5y =X1 =7, Xy =X5=9; X5 =Xy =12.
Por lo tanto, los rangos son:
Ry =3, Re=5, Rg=1, Ry =2, Rs =4.

Note que R; representa la cantidad de elementos de la muestra aleatoria que son
menores o iguales al valor X;. En otros términos,

Ri=> Lol (X)).
j=1

Esto significa que

R; 1 < no 1 n
= 1oz (X;) = - oo (X; = Fy X :Uia
] n+1;;( @i (X5) ”+1<”F1( MK]O X ()
y, analogamente,

n+l n+1 7

Por lo tanto, la ecuacién (3.3) se convierte en

Culn:0) = 7 3 (LU LtV

que es la misma de la Definicién 3.1.2.

Observacion 3.1.2. De acuerdo a la discusion anterior, en adelante se tomard como
copula empirica la presentada en la definicion 3.1.2, aun cuando se haga referencia
a los resultados de Ledwina [18].

Ejemplo 3.1.2. En la Tabla 3.1 se presentan diez observaciones de un vector alea-
torio (X,Y) cuya funcion de distribucion es Fixyy(z,y) = (®(x))(®(y))[1 + 0.6(1 —
O(z))(1 — P(y))], donde ®(-) representa la funcion de distribucion normal estandar.
Estos valores fueron simulados usando Wolfram Mathematica.
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v f2f 3 [ 4[5 ] 6 [ 7[ 8 [ 9 [ 10|
;]| —0.11 | 0.71 ]| —0.06 | —0.82 ] 0.62 | —0.96 | 0.06 | 0.62 | —0.24 | —1.27
yi || —0A41 | 1.95 | —0.80 | —0.36 | 2.89 | —0.76 | 0.78 | —1.13 | 059 | 0.39

Tabla 3.1: Conjunto de datos de ejemplo.

Con estos datos, vamos a construir la copula empirica. Para ello, lo primero que se
necesita es obtener las pseudo-observaciones, empleando las ecuaciones (3.1) y (3.2).
Por ejemplo, calculemos u;:

1
w = 7l -0an(=011) + L(oe 011 (071) + Lo —0.11)(—0.06)

+1(foo,70.11](_0'82) + 1(,007,0.11}(0.62)] + 1(700’,0.11](—0.96)
+1(—oo,—0.11] (006) + 1(_007_0,11](0.62) + 1(_007_0.11](—0.24)
—1-1(_007_0_11](—1.27)],

1
= S+0+0+14+0+14+0+0+1+1],

5

1

De manera similar se procede para los demds valores de w; y v;. Los resultados se
registran en la Tabla 3.2.

oot 2 [ 3[4 ] 5 [ 6] 7 [ 8 ]9 [10]
w; | 5/11 ] 10/11 | 6/11 | 3/11 | &/11 | 2/11 | 7/11 | 9/11 | 4/11 | 1/11
v |[4/11 ] 9/11 | 2/11 | 5/11 | 10/11 | 3/11 | 8/11 | 1/11 | 7/11 | 6/11

Tabla 3.2: Pseudo-observaciones de los datos de la Tabla 3.1.

De acuerdo a lo anterior, se sigue que la copula empirica es:

Crolu,v) = 1%[1(_00714 (5/11) Loy (4/10) + Loy (10/11) 1wy (9/11)
+1(*00,u] (6/11) 1( 00,] (2/11) + 1 (—o0,u] (3/11) (—o00,v] (5/11)
1 (o0 (8/11) L(—oo,e) (10/11) 4+ L (oo (2/11) L~ oo (3/11)
F1(oou] (T/11) Lo,y (8/11) + Loy (9/11) Loy (1/11)
+1(—007u] (4/11> 1( 00,] (7/11) + 1 (—o0,u] (1/11) 1(—0071)] (6/11)}

En la Figura 3.2 se muestra un grdfico de la funcion anterior.
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Figura 3.2: Cépula empirica del Ejemplo 3.1.2.

3.2. Estimacién del parametro de una funcion cépu-
la

En la seccién 1.2 se presentaron dos métodos para estimar los pardmetros de una
distribucion de probabilidad a partir de una muestra aleatoria. De manera similar,
se puede estimar el parametro de dependencia de una funcién cépula a partir de
un conjunto de observaciones bivariadas. A continuacién se expondran dos métodos
conocidos para realizar este proceso, que han sido documentados en Flores de la
Fuente [9] y Genest y Favre [10].

3.2.1. Meétodo del 7 de Kendall y el p de Spearman

Como se menciond en el capitulo anterior, es posible tener expresiones para el
7 de Kendall y el p de Spearman en términos del parametro de dependencia de
una funcién cépula. En la Tabla 2.1 se presentaron dichas expresiones para algunas
cépulas. Asimismo, sabemos que existen versiones muestrales de dichos coeficientes,
es decir, que estos se pueden estimar a partir de una muestra aleatoria. La idea de este
método consiste en remplazar las versiones poblacionales de 7 y p por sus versiones
muestrales, de manera similar a como se hace en el método de momentos presentado
en el capitulo 1. A continuacion se describen los pasos para su implementacion:

1. Identifique la expresién que relaciona el 7 de Kendall o el p de Spearman con
el pardmetro 6 (como ejemplo se tienen las expresiones dadas en la Tabla 2.1).

2. Despeje 0 de tal manera que este quede expresado como una funciéon de 7 o p,
es decir, 0 = g(7) 0 0 = h(p), para algunas funciones g o h.



3.2. ESTIMACION DEL PARAMETRO DE UNA FUNCION COPULA 61

3. Calcule las versiones muestrales del 7 de Kendall o el p de Spearman, t = 7 o
r = p respectivamente.

4. Evaltie en t o r las funciones obtenidas en el paso 2 segiin corresponda, es decir

0=g(t) o6 =h(r).
5. 6 es el valor estimado del parametro 6.

[lustraremos este método de estimacion a través de los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.2.1. Observe que el vector aleatorio del que fueron generados los datos
de la Tabla 3.1 tiene como copula asociada una FGM con pardmetro 0 = 0.6. Vamos
a calcular una estimacion de dicho parametro por el método del T de Kendall. Ya

2 9
sabemos, de la Tabla 2.1, que T = 50. Entonces 6 = 57’, por lo tanto el estimador de

~ 9
0 en este caso es O = §t’ donde t estd dado por la ecuacion (2.5). Para los valores

26-—-19 7
de la Tabla 3.2, se tiene que ¢ = 26 y d = 19, por lo tanto t = T Asi, se
concluye que
~ 9 7 7
0==--—=—=0.7.
2 45 10 07

Ejemplo 3.2.2. En este caso vamos a estimar el valor de 6 por el método del p de
0
Spearman. Sabemos que p = 3 (ver Tabla 2.1), por lo tanto 6 = 3p, lo que significa

que 6 = 3r es el estimador de 0 en este caso, donde r estd dado por la ecuacion (2.8).
En la Tabla 3.3 se presentan los valores R; y S;, necesarios para el cdlculo de r.

[0 [1[2[3]4]5]6[7[8]9][10]
R [5]10]6]|3]8 2|7
S, 49 (2/5]10]3|8[1]7

Tabla 3.3: Valores de R; y S; necesarios para el calculo de 7.

Con esta informacion, se tiene que

12 11 13
— % (392)—3— = 2
TR 3y 5

A 3
Esto significa que el valor estimado para 6 por este método es 0 = 3 (%) ~ 0.709.

3.2.2. Método de Maxima Verosimilitud

Supongamos que Cy(u,v) es una funcién cépula absolutamente continua con fun-
cién de densidad asociada cy(u,v). Ademds, sea (X1,Y1), (X, Y2),...,(X,,Y,) una
muestra aleatoria del vector aleatorio continuo (X, Y'), cuya cépula asociada es Cy(u, v)
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y cuya funcién de densidad conjunta es f(xy)(:,-). Entonces, la funcién de verosimi-
litud para esta muestra es:

L(Q; Ti, yi) = H f(X,Y)(ﬂTi, yz)

=1

Remplazando f(xy)(x;,y;) por la expresién dada en la ecuacién (2.3) se tiene que

L(0; z:, y:) H09 (Fx (), Fy (i) fx (i) fy (43)-

De aqui se puede obtener la funcién de log-verosimilitud, la cual estd dada por
W(0;24,9) = In L(@' iy Yi)

= Zln co(Fx (i), Fy (yi)) +Zln fx (i) +Zln Fr ()]

Observe que las expresiones Y . In[fx(z;)] v > i In[fy(y:)] no dependen de
0; esto significa que los valores de # que maximizan la funcién anterior, también
maximizan la siguiente:

1O 2i,0) = > Infea(Fx (), Fy (1:)))- (3.4)

=1

Por lo tanto, en adelante se considerara esta como la funcién de log-verosimilitud para
la muestra aleatoria. Asi, el paso siguiente serd determinar el valor 0 que maximiza
la funcién 1(0; x;, y;), el cual serd precisamente el estimador de méaxima verosimilitud
para el parametro 6.

Una observacion importante es que en la practica no siempre se conocen las fun-
ciones de distribucién marginales Fx(-) y Fy(:). Para solventar esta limitacién, se
tienen dos posibilidades:

1. Elegir, por algin método, algunas funciones de distribucién Fx(-) y Fy(-) que
parezcan adecuadas para las variables X y Y. Este procedimiento se conoce
como Método IFM (siglas de Inference For the Margins). Una de las dificul-
tades de este proceso es el riesgo que existe de que las marginales elegidas no
sean las mas adecuadas.

2. Sustituir las funciones Fx(-) y Fy(-) por sus respectivas funciones de distribu-

cién marginales empiricas ajustadas por el factor , tal como se establecie-

n -+
ron en las ecuaciones (3.1) y (3.2). Este procedimiento se conoce como Méto-

do CML (siglas de Canonical Mazimum Likelihood) o Método de Maxima
Pseudo-verosimilitud.
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A continuacion se presenta un ejemplo que ilustra este 1iltimo procedimiento.

Ejemplo 3.2.3. Recordemos que los datos de la Tabla 3.1 tienen como copula asocia-
da una FGM con parametro 0, el cual estimaremos esta vez por el método de Mdxima
Pseudo-verosimilitud o CML. En este caso, sabemos que la densidad de la copula es
co(u,v) = 1+ 60(1 — 2u)(1 — 2v). Por lo tanto, la funcion de log-verosimilitud, de
acuerdo con la ecuacion (3.4), es

10

= Zln [T+ 01 — 2u;) (1 — 2v;)].

i=1

Derivando, obtenemos que

ZO: (1= 2u;)(1 = 2v;)
14 60(1 —2u;)(1 —2v;)

Remplazando en las ecuaciones anteriores los valores de la Tabla 3.2, se obtiene que
la funcion 1(0) alcanza un mdzimo en 0 = 0.7581. En la Figura 3.3 se presentan los
graficos de las funciones 1(0) y I'(6).

1(6) I(6)

-06F 05
-0.8]

s s s L g
-1.0[ -1.0 -05 05 \0

(a) Funcidn I(0). (b) Funcién I'(6).

Figura 3.3: Graficas de la funcién de log-verosimilitud (a) y su derivada (b), correspon-
dientes al Ejemplo 3.2.3.

Observacion 3.2.1. El tamano de muestra de n = 10 para los datos de la Tabla
3.1 se eligio con el objetivo de presentar ejemplos sencillos que permitan una visua-
lizacion mas clara de los procedimientos descritos. Sin embargo, esto resulta en que
las estimaciones no sean del todo precisas, teniendo en cuenta que los datos fueron
generados con un pardmetro § = 0.6. Tomando muestras mds grandes los estimadores
daran mejores resultados.
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3.3. Medida de dependencia de Ledwina

Sea C': I? — I una cépula. Para (u,v) € I? fijo, considere las siguiente funciones:

1—u [ u
du(s) = — " 1[07u](5) + = ul(u71]<8), s € [0,1],

1—u .
— , si0<s<u,
_ U
(4 .
) siu<s<1.
1—u
bull) = — )20 () + | — Ly (1), te€0,1]
v = v [0,v] 11— (v,1]\Y)5 y 115
1 —
— U, si0 <t <,
_ v
v .
, stv<t< 1.
1—w

Ahora, considere las siguientes variables aleatorias:

7Z = ¢,(U), W= ¢,(V),
donde U ~ Unif([0, 1]), V' ~ Unif(]0, 1]) y C(u,v) es la distribucién conjunta de U y

V. Entonces:

= En primer lugar, note que

E[Z] = El¢.(U)],

. <—\/7>P(0§U§u)+( 1ﬁu>P(u§U§1),
= —ﬁ-u+\/z-(l—u),

—v/(1 = wu+ u(l —u),
0.

Similarmente, E[W] = 0.
= De otro lado,

E[z?] = E[g,U)),
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Andlogamente, E[WW?] =1

= Finalmente,

E[ZW] =

FF [ o)
—\/E\/E[U—C(u,v)]
e

= C(u,v) -

1—|—Cuv ) — v —u,

\/ul—u 1—v) \/ul—u (1—v)

\/ul—u (1—v) \/ul—u (1—v)
C(u,v) — uv
\/ul—u (1—v)

Con los resultados anteriores se puede calcular el Coeficiente de correlacion de
Pearson (Definicién 1.1.13, literal 2) de Z y W.

B Cov(Z, W)
AZW) = VVar(Z)Var(W)’
_ ElZW] - EZ]EW)
E[Z2EW?]
= ElZW],
_ C(u, v) —
Vu(l —u)o(l —v)’
= q(u,v).

En conclusién, la funcién
qg: (0,1)x(0,1) — [=1,1]
(u,v) — q(u,v),

toma cada punto (u,v) € (0,1)? y le asocia el Coeficiente de correlaciéon de Pearson

de las variables aleatorias Z = ¢,(U) y W = ¢,(V). Dicha funcién q(u,v) es la que
aqui se denomina Medida de dependencia de Ledwina, tomada de Ledwina [18].

Esta funcién resulta ser también una medida de concordancia (ver Proposicion
3.1 de Ledwina [18]). Al igual que para el 7 de Kendall y el p de Spearman, también
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se tiene una version muestral para esta funcién, que se define a partir de la copula
empirica (Definicién 3.1.2); dicha versién muestral, o estimador, es:

o Culu,v) —uw
Vur(1T—u) (1 —v)
El estimador anterior fue utilizado por Tovar et al. [24] para construir un indicador

que permite la seleccién de una funcion cépula adecuada para unos datos empiricos.
Los detalles sobre este indicador se daréan en la siguiente seccion.

¢*(u,v) : (3.5)

3.4. Un método para seleccionar funciones cépula

Tal como se mencioné al inicio de este capitulo, uno de los problema habituales
cuando se trabaja con datos empiricos es que no siempre se tiene certeza de cudl es el
modelo del que provienen. En particular, cuando se trabaja con datos bivariados, es
deseable saber cudl es la copula asociada a ellos, de tal forma que se pueda determinar
su estructura de dependencia. En ese sentido, se han establecido diversos métodos o
pruebas que permiten determinar cual es la copula tedrica que mejor se ajusta a los
datos que se tienen. Uno de estos métodos es el desarrollado en Tovar et al. [24], el
cual se describe a continuacién.

Sea (x1,11), (x2,y2), ..., (Tn,yn) un conjunto de observaciones de un vector alea-
torio continuo (X,Y’) cuya cépula asociada no se conoce. En primer lugar, se realiza
un estudio visual de la dispersion de los datos anteriores para elegir algunas familias
de cépulas que puedan resultar adecuadas. Este estudio se hace mediante un gréfico
de dispersion. Por ejemplo, para los datos de la Tabla 3.1, el grafico de dispersion se
presenta en la Figura 3.4.

Vv
3j °
2+ °
1 [
°
°
°
L | L L L L | L L L L L L L L | L U
-1.0 -0.5 H 0.5
° o &
. l
-1+
| °

Figura 3.4: Grafico de dispersién de los datos de la Tabla 3.1.
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De este analisis grafico surge un conjunto de posibles familias de cépulas candi-
datas, digamos F = {C},C2,...,Ck}. La idea es fijar una de ellas como la “funcién
copula mas adecuada” de acuerdo al siguiente procedimiento:

1. A partir de los valores iniciales (z1,y1), (%2,Y2), ..., (Zn,yn) se deducen las
pseudo-observaciones (uy, v1), (U2, V), . . ., (u,, v,) empleando las ecuaciones (3.1)
y (3.2).

2. Se determina la cépula empirica, Cy,(u, v), a partir de las pseudo-observaciones
obtenidas en el paso anterior.

3. Se elige una familia de funciones cépula del conjunto F, digamos Cj(u, v).

4. Se estima el pardmetro de Cj(u,v), usando cualquiera de los métodos presen-
tados en la seccién 3.2; denotamos por # a dicha estimacion.

5. Se genera un nuevo conjunto de observaciones (uy,vy), (uh, v3), .. ., (uy,, vy,), de
la familia Cj con pardmetro 6.
6. Se evalian las funciones ¢(-,-) y ¢*(-,-) en cada uno de los (u},v}),i=1...,n,

obtenidos en el paso anterior, tomando la cépula Cg (u,v).

7. Se calcula la siguiente cantidad:

n

L= || S latwh o)) — a (o) (36)

i=1

Se repiten los pasos 3 al 7 del procedimiento anterior para cada una de las k fa-
milias de cépulas del conjunto F, y se elige como “copula mas adecuada” aquella con
la cual se obtenga el valor méas pequeno de [,, entre todas.

En la Figura 3.5 se presenta un diagrama donde se resume el procedimiento des-
crito antes.
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. Se regresa al paso 5 eligiendo otra
OlEserAETES copula del conjunto F.
(#1,91), (€2,42)5 - - - (T Yn)

El proceso termina cuando se han
evaluado todas las cépulas del
conjunto F. Se elige como "copula
mas adecuada" aquella con la cual se
haya obtenido el valor mas pequefio

de I,,.

Figura 3.5: Resumen del método para seleccién de funciones cépula.



Capitulo 4

Una prueba de bondad de ajuste
para funciones copula

En este capitulo se desarrollara el enfoque no paramétrico para abordar el pro-
blema que se presentd en el capitulo anterior, que consiste en establecer la cépula
asociada a un vector aleatorio continuo (X,Y’) a partir de una muestra aleatoria
del mismo. Para ello, se construird una prueba de hipotesis estadistica que se pueda
utilizar como prueba de bondad de ajuste para funciones cépula, tomando como re-
ferencia el indicador analizado en la seccién 3.4. En primer lugar, en la seccién 4.1
se presentara un resultado importante relacionado con la cépula empirica, algo que
serd fundamental para determinar la distribucién muestral del estadistico de prueba
que se presentara en la seccién 4.2. Posteriormente, en la seccion 4.3 se desarrollara
la prueba de bondad de ajuste a partir de dicho estadistico y se expondran algunas
de sus propiedades principales.

4.1. Resultados preliminares

El objetivo de esta seccion es exhibir algunos aspectos acerca de la cépula empiri-
ca que seran esenciales para la formulacion de la prueba de hipdtesis de que trata
este capitulo. El desarrollo que se presenta a continuacion esta relacionado con los
resultados obtenidos en Fermanian et al. [8] y en la seccién 3.10.5.4 de Van der Vaart
y Wellner [25].

Sea C'(u,v) una funcién cépula con derivadas parciales continuas, y U y V variables
aleatorias continuas con distribucién uniforme en [0, 1]. Sea (u,v) € (0,1) x (0, 1) fijo
y definamos las siguientes variables aleatorias.

» §(U V) =& = Ljoux0,0(U, V) = Lo (U) - Lo (V).
= H(UV) =& = Lpouxpy(U, V) = 1w (U).
n (U V) =& = Lpaixon) (U, V) = 14(V).

Observe que:

69
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» Fl&] = Clu,v). » Var(&) = C(u,v)[1 — C(u,v)].
» B&] =Cu,1) = u. » Var(&) =u(l —u).
» B =C(1v) =w. » Var(&) =v(l —v).

Ademas, se tiene que

Cov(&1,&) = El6i&] — El&]E[E],

Cov(&1,&) = El&&s] — ElG)E[E],

Cov(&a,&3) = El6&s] — E&] B[],
= E[&] - E[&)E[&),

= C(u,v) —uv.
&
Por lo tanto, la matriz de covarianzas del vector aleatorio £ = ( & | es
&
C(u,v)[1 = C(u,v)] Clu,v)[l —u] C(u,v)[l—1v]
Ye = C(u,v)[1 — u] u(l — u) C(u,v) —uw (4.1)
C(u,v)[1 — v] C(u,v) —uv v(l =)

Observacion 4.1.1. Observe que el coeficiente de correlacion de Pearson de & y &3
(Definicion 1.1.13), estd dado por

Cov(&2,&3) _ C(u,v) — uv
Var@Vargs) vl —w)(l— o)

que resulta ser la funcion de dependencia de Ledwina, presentada en la seccion 3.3.

p(&2,&3) =

Ahora, observemos la siguiente variable aleatoria considerada en el ejemplo 3.10.31,
p. 538, de Van der Vaart y Wellner [25]:

pUV)=p = & — %C(u,v) cEy — %C(u,v) - &3, (4.2)

T
= a '57
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donde a = ou

La esperanza y varianza de (3 estan dadas por:

) = El&]— 2Cluv)- Elta] - 2-Clu,v) - Bley),

ou ov
= C(u,v) — %C(u,v) U — %C(u,v) ‘0. (4.3)

Var(8) = a’-Y;-a,

= C(u,v)[1 = C(u,v)] —2(1 — u)C(u,v)M

ou
—2(1 —v)C(u, U)an:, v) + 28021: v) acg;’ v) [C(u,v) — uv]
+u(l —u) {%] +v(l —v) [W] : (4.4)

Observacion 4.1.2. De acuerdo con el Teorema 3, pagina 851 de Fermanian et al.
[8], para (u,v) € (0,1)?, la variable aleatoria /n(C, — C)(u,v) converge en distribu-
cion a una variable aleatoria con distribucion normal de media cero y varianza igual
a la varianza de la variable aleatoria 3, establecida en (4.2). Ademds, en la seccion
4 (p. 1738) de Swanepoel y Allison [23] se desarrolla explicitamente el cdlculo de la
varianza de la copula empirica, obteniendo que

Var(Cy(u,v)) %[Var(ﬂ)] +0 (%) |

1
Cuando n — oo, se puede tomar Var(Cy(u,v)) = —[Var(8)]. Por lo tanto,
n

Var(B) = nVar(Cy,(u,v)).

Ejemplo 4.1.1. Supongamos que C(u,v) = uv. En este caso, f =& — v€s —u3 y

wo(l —uv) wo(l —u) ww(l—wo)
Ye=| wl—u) u(l—u) 0
w(l —v) 0 v(1 — )

De acuerdo a las ecuaciones (4.3) y (4.4) se sigue que

E[f] = uwv —vu —uv = —uv = —C(u,v),
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Var(8) = wv(l —ww) — 2uv(l — u)v — 2uv(l — v)u + u(l — u)v* + v(1 — v)u?,
= w(l—u)(l—0).

C(u,v) —uw
Por lo tanto, ,€3) = =
plea: &) Vuo(l —u)(1 —v)
Ademds, de acuerdo con el resultado senalado en la Observacion 4.1.2, se concluye
que /ng*(u,v) = V(G v) = u) % 7 ~ N(0,1).
Vu(l —u)(1 —v)

4.2. Estadistico de prueba

A partir de los resultados presentados en la seccion anterior, se busca proponer
un estadistico de prueba similar al de Kolmogorov-Smirnov, con el cual se pueda
construir la prueba de bondad de ajuste para funciones copula. En la seccion 4.2.1 se
hace un breve resumen acerca de las distribuciones chi-cuadrado y chi y sus principales
propiedades; esta informacién sera posteriormente utilizada en la seccién 4.2.2 para
establecer la distribucion muestral de la variable aleatoria que serd empleada como
estadistico de prueba.

4.2.1. Aspectos basicos de las distribuciones y? y x

Sea X una variable aleatoria que tiene distribucién chi-cuadrado con v grados de
libertad; en sfmbolos, X ~ x2. Entonces sus funciones de densidad y distribucién
estan dadas por:

1
_ —z/2,.(v/2)—1
PO =g r20
I'(z/2,v/2)
F = 1 7 7 0 0
X(l’) F(I//Z) , x>0, v>0,

donde I'(«, z) corresponde a la Funcién Gamma Incompleta dada en la ecuacién
(2.9).

La esperanza y varianza para esta distribucién estan dadas por

EX|=v, Var(X) = 2v.

Una de las propiedades importantes de la distribucién x? es su propiedad repro-
ductiva sobre los grados de libertad, la cual establece que si X y T son variables
aleatorias independientes tales que X ~ xi y T ~ x7, entonces X + T ~ x7,,.

Ahora, consideremos la variable aleatoria Y = VX . Por el teorema de las trans-
formaciones (Teorema 13, p. 205, de Mood et al. [20]), la funcién de densidad de Y
esta dada por:
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d
_ 2y | @ 2
fry) = fx(@) "
1 )

— = oY /2v/2(9
2V/2F(V/2)e Yy ( y)7

1 )

—y?/2, v—1
2w (p/2)¢ Y

b

y>0,v>0.

Similarmente, la funcién de distribucién de Y = v/ X es

I'(y*/2,v/2)
F =
Y(y) F(V/Q) )
La distribucién de la variable aleatoria Y se denomina chi con v grados de libertad;
en simbolos, Y ~ y,.
La esperanza y varianza de la distribucién chi estan dadas por

ElY] = \/511((%/12))/2), Var(Y)=v -2 {W] _

Se sabe que si X ~ N(0,1) entonces X? ~ 3. Esto implica que si X1, X»,..., X,
son variables aleatorias independientes, todas con distribuciéon normal estandar, en-
tonces X7 + X2 + -+ X2 ~ x2. Luego, si X = (X1, Xy, ..., X,,), se sigue que

y>0, v>0.

K| = X2+ X34+ X2~

En la Figura 4.1 se presentan los gréaficos de la densidad de las distribuciones y?
y x para algunos valores fijos de v.

y

0.15 — 5
— 6
0.10
—7
0.05 \’\ 8
é 10 15 20 * *
(a) Densidad de la distribucién x?2. (b) Densidad de la distribucién y.

Figura 4.1: Gréficas de la densidad de las distribuciones x? y x para algunos valores de v.

Observe que a medida que el valor de v se incrementa, las curvas de densidad de
las distribuciones x? y x se asemejan a la densidad de una distribucién normal. En
efecto, si X ~ X3> entonces
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X4 N(v,2v), cuando v — 0.

Por su parte, cuando v — oo, la distribucién x también converge a una distri-

X—-v 4
= N(0,1), donde X ~ x?2;
NGT (0,1), X

entonces X = \/2vZ + v ~ x2. Ahora, si tomamos ¥ = v X, se sigue que Y =

V2WZ + v~ x,.
Recordemos que el desarrollo en series de Taylor de una funcién f en torno a un

valor a es
f"(a)
21

bucién normal. Para verificarlo, definamos Z =

f(x) = f(a) + f(a)(z —a) + (—a)’+-.

Si tomamos f(z) = /= y a = v obtenemos
1
VE= VT g o) = o=

Evaluando en x = v/2vZ + v se obtiene

Y=\VwZ+v = ﬁ+7<@Z+u V) — 83/2<@Z+u—y)+ ,

2072
- \/;+7(V2VZ) 83/2+"',
Z2

vy

Note que, cuando v — o0, el tercer sumando y los siguientes en la expresion
anterior tienden a cero; asi,

= v+

A
Y ~+Vv+ —.
Vv NG

Y Como Z % N(0,1), entonces

V12

Y 4 N(Vv,1/2), cuando v — co.

Por lo tanto, Z =~

En la Figura 4.2 se presentan las graficas de las densidades de las distribuciones y,
y N(y/v,1/2) para algunos valores de v, donde se puede apreciar la aproximacién
senalada.

Observacién 4.2.1. La informacion de esta seccion se fundamenta en el capitulo
18 (p. 415) de Johnson et al. [16], donde se presentan mds detalles acerca de estas
distribuciones.
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06
0.5 0.5
- X5 = X100
= 04+
04 N(Y5, 1/2) N(4/100, 1/2)
0.3 0.3+
02f 02
0.1 011
1 2 3 4 5 8 9 10 11 12 13
(a) v=5. (b) v = 100.

Figura 4.2: Gréficas de la densidad de las distribuciones chi y normal para v = 5y v = 100.

4.2.2. Distribucion muestral del estadistico de prueba

Recordemos que el indicador definido en la ecuacion (3.6) es:

I, = \ Z[q(uivvi) - q*(uiavi)]Qv
_ g C(Ui,’Ui) — Cn(u,, ’Ui) 12
\zzl _\/UZUZ“_—UZ)(]_—UZ)_ 7
_ g C’n(ui, Uz‘) — C(U“ ’UZ‘> 12
\ 121 V(T =) (T =) |

Ahora, consideremos la siguiente modificacion de este indicador:

2

) | V1(Cr(ug, v;) — Cluy, v;))
I = , 4.5
= \ > (Vg (ui,vi)),

= [IVnQ,

q*(uy,v1)

q*(ug,v
donde Q* = ( : 2) y || - || es la norma euclidiana.

¢ (Un, vy)
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Se sabe que las observaciones (uy,v1), (u2,v2), ..., (u,, v,) son independientes por
tratarse de una muestra aleatoria; esto implica que las componentes ¢*(u;,v;), i =
1,...,n, del vector @* son independientes entre si. Ademas, como se vio en el ejemplo

4.1.1, /ng*(u;, v;) L 7~ N(0,1) para cada ¢ = 1,...,n. De acuerdo a esto se

puede concluir que /nQ* L7 ~N (0, 1,), donde O representa el vector nulo de n
componentes e [, la matriz identidad de tamano n.

A continuacién se presenta un teorema que es necesario para deducir la conver-
gencia en distribucién de I,.

Teorema 4.2.1 (Teorema 1.10, p. 59, Shao [22]). Sean X;,Xa, ..., X, vectores alea-
torios k-dimensionales definidos en un espacio de probabilidad y sea g : R¥ — R™ una

funcién continua en casi todas partes. Entonces Xy -5 X implica que 9(Xn) N 9(X).

Observe que la funcién norma euclidiana, dada por

|-/ + R* = R
x =kl =vetFad e+l

donde x = (z1, 2, ..., x,), es una funcién continua. Por lo tanto, aplicando el teorema

anterior, los resultados de la seccién 4.2.1, y el hecho de que /nQ* A7~ N(0,1,),
se concluye que

I = [[VnQ*|| % X ~ xu.

De manera general, cuando C'(u, v) no es necesariamente la cépula de la indepen-
dencia, se puede considerar la siguiente variable aleatoria:

B ~ 1(C(u, v;) = Clug, v7))?

Jn = ; Var(d) : (4.6)

_\/ﬁ(Cn(ui, ;) — Clui, 7)) | 2
Var(B)

3

- 12

V(O (ug, vi) — Cui, vi))
\/nVar(C’n(ui, v;))

r 2

C’n(ui, ’Ui) — C(Ul, Ui)
I VVar(C,(u;,v;))

3

@
Il
i

-

@
I
—_

|
o

I
=
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c,—-C
———(u1,01)
Var(C,)
donde L = :
c,—-C
Var(C,)

Siguiendo el mismo proceso que con I}, se llega a la conclusién de que J,, también
converge en distribucién a X ~ y,,, para cualquier funcién cépula continua C'(u,v)
tal que sus derivadas parciales existan.

Con los resultados anteriores, es posible emplear las variables I y .J, como es-
tadisticos de prueba, el primero para probar independencia, y el segundo para probar
cualquier funciéon cépula continua con derivadas parciales.

Adicionalmente, observe que cuando aumenta el tamano de muestra (n — 00), la
distribucién de J, (o I') se aproxima a una normal con u = /v y 6% = 1/2, segtin
los resultados de la seccién 4.2.1. Por lo tanto, se tiene que v/2(.J,, — /1) KN N(0,1).

(Un, Vn)

4.3. Prueba de hipodtesis

El objetivo de esta seccion es presentar formalmente la prueba de bondad de ajuste
para funciones cépula, partiendo del estadistico J,, dado en la seccion 4.2.2.

Sea (X1,Y1),(X2,Ys),...,(Xp,Y,) una muestra aleatoria cuya cépula asociada
C(u,v) es desconocida. Sea C'(u,v) una cépula fija tal que sus derivadas parciales
existen. El objetivo es determinar, a partir de la muestra, si C'(u,v) es una funcién
copula adecuada para describir la dependencia entre X y Y. En otras palabras, se
desea validar la siguiente hipotesis:

{HO : o Clu,v) = CY(u,v),
H,: C(u,v) # C'Y(u,v).

Para ello se utilizard como estadistico de prueba .J,,, dado en la ecuacién (4.6).

= Region critica: Se toma como region critica la siguiente:

C={(z,n), (®2,%2), - (TnYn) | Jn > Ji-al, (4.7)

donde « sera el nivel de significancia de la prueba y j;_, representa el percentil
1 — a de la distribucion y,,. La eleccion de esta region critica esta justificada
por la parte (i) del Lema 11.2.1, p. 430, de Lehmann y Romano [19], el cual se
enuncia a continuacion:

Lema 1. Sea {F,(-)} una sucesion de funciones de distribucion en la recta real
que converge a una funcion de distribucion F(-). Suponga que F'(-) es continua y
estrictamente creciente eny = F~1(1—a). Entonces F;71(1—a) — F~Y(1—a).
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f(x)

Figura 4.3: Regidn critica definida en la ecuacion (4.7).

La primera hipotesis del teorema anterior es equivalente a decir que una suce-
sion de variables aleatorias {X,,}, cada una con funcién de distribucién F,(-),
converge en distribucién a una variable X con funcién de distribucién F(-). La
segunda hipotesis es satisfecha por la funcion de distribucién y,,, por lo tanto
se puede aplicar el Lema para la determinacién de la regién critica.

Para determinar el valor de j;_,, se debe resolver la siguiente ecuacién:

TG0
Pe) = =y

esto se puede realizar por medio de tablas como las que aparecen en Harter [15],
o bien usando algin programa de cémputo como Wolfram Mathematica.

En la Figura 4.3 se muestra un ejemplo de la regién critica (drea sombreada),
donde la curva representa la funcién de densidad de la distribucion y,,.

» Funcién potencia: De acuerdo con la Definicion 1.2.11, se obtiene que la
funcién potencia en este caso esta dada por

7(C(u,v)) = P[J, €],
= P[Jn < jlfa]v
= Fj,(j1-a);
L(jf_o/2,7/2)
[(n/2)
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= Valor p: Sea k el valor calculado de J,, usando el conjunto de observaciones
(x1,11), (T2, Y2), - - -, (Tn, Yn). Teniendo en cuenta la Definicién 1.2.12, se deduce
que

= 1-P[J, <k,

= 1-Fy, (k)

L, TG2m/2)
['(n/2)

Observaciéon 4.3.1. Cuando el tamano de la muestra aumenta, se puede desarrollar
la prueba empleando la aproximacion de la distribucion x, a la normal. En este caso,

se tiene que J, N(v/n,1/2), luego /2(J, — /) < N(0,1). Por lo tanto, se toma
como region critica la siguiente:

C= {(xlvyl)v (any2)7 BRI (xmyn) | \/E(Jn — \/ﬁ) > (13_1(1 — O./)}

El valor p también se puede obtener por la aproximacion a la distribucion normal; en
este caso se toma
p= 1 - (I)(k/)a

donde k' es el valor calculado de /2(J, — /n) con la muestra que se tiene, y ®(-) es
la funcion de distribucion normal estdndar.

Ejemplo 4.3.1. Implementaremos la prueba de hipotesis para los datos de la Tabla
3.1. La hipotesis que se desea validar es la siguiente:

{Ho o Clu,v) = Cy(u,v),
Hy: C(u,v) # Cy(u,v),

donde Cy(u,v) es una copula FGM con parametro 0. Para ello, en primer lugar se
genera una nueva muestra de la copula supuesta con el parametro 0 estimado a partir
de la muestra inicial. Del ejemplo 3.2.3 se tiene que 6 = 0.7581. En la Tabla 4.1 se
presenta la nueva muestra simulada, usando el programa Wolfram Mathematica.

it 2314751617879 ]10]
0.27 [ 0.30 | 0.64 | 0.71 | 0.62 | 0.53 | 0.31 | 0.66 | 0.22 | 0.48
0.12 | 0.33 | 078 | 0.43 | 0.2 | 0.46 | 0.74 | 0.71 | 0.79 | 0.11

u
(%

S~

ENEN

Tabla 4.1: Nueva muestra generada de una cépula FGM con pardmetro 6 = 0.7581.

Para la copula FGM, la expresion de Var(5) (ecuacion (4.4)) estd dada por:
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Var(f)(u,v) = wv(l —u)(1—v)[1+ (1—2u)(1—2v)0
+(=v(1 —v) —u(l — Tv+ T?) + u*(1 — Tv + Tv?))6?
+2uv (1 — 3u + 2u?)(1 — 3v + 2v%)67).
Con esta expresion, y con la copula empirica definida en el ejemplo 3.1.2, se calcula

el valor del estadistico de prueba, J,, evaludndolo en cada uno de los (u;,v}) de la
Tabla 4.1. De esta manera se obtiene

10

B 10(Cho(uj, vi) — Cylui, vi))?
=N T VarB) )

Si se elige un nivel de significancia de o = 0.1, se tiene que el percentil 1 — « es
Joo = 3.9984. De esta manera se sigue que J, < ji_o, Y por tanto no se rechaza la
hipétesis nula. Fsto permite concluir que los datos de la Tabla 3.1 si proceden de una
copula FGM, como en efecto sucede.

El valor p para esta prueba es

= 3.78304.

2
F( 3.785)04 7 5)

= 0.159255.
']

p=1-

Usando la aproximacion a la distribucion normal, se obtiene que
V2(J, — v/10) = 0.8779.

Por su parte, ®1(0.9) = 1.28155. Entonces, como v/2(J,, —v/10) < ®~*(1 — a), se
llega a la misma conclusion de no rechazar la hipdtesis nula. Asimismo, el valor p
por medio de esta aprorimacion es

p~1—®(0.8779) = 0.19.

Al tomar un tamano de muestra mds grande, esta aprorimacion ofrecerd una mayor
exactitud.

Ejemplo 4.3.2. Ahora implementaremos la prueba de hipotesis para 10 pares de
observaciones (x;,y;), cuyas componentes provienen de variables aleatorias X y 'Y
independientes con distribucion normal estandar. La hipotesis que se desea validar es
la siguiente:

Hy: C(u,v) = uv,
Hy: C(u,v) # uv.

Los datos que se usardn en este ejemplo fueron generados usando Wolfram Mathe-
matica y se presentan en la Tabla 4.2.
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i v f2[ 3 ] 4[5 | 6 [ 7 | 8 [ 9 |10 |
;|| —0.99 | 1.80 | —0.63 | 0.30 | —1.68| 040 | —0.21| —0.75 | 054 | 0.42
yi || —0.81 | 1.13 | —0.13 | —1.09 | —0.79 | —0.24 | —1.44 | —0.92 | —1.32 | —1.45

Tabla 4.2: Muestra de datos independientes con distribucién normal estandar.

it 2 [ 3[4 [5 [6 ] 7 [8 ]9 [10]
w; || 2/11 [ 10/11 | 4/11 ] 6/11 | 1/11 | 7/11 | 5/11 | 3/11 | 9/11 | 8/11
v || 6/11 | 10/11 | 9/11 | 4/11 | 7/11 | 8/11 | 2/11 | 5/11 | 3/11 | 1/11

Tabla 4.3: Pseudo-observaciones de los datos de la Tabla 4.2.

Siguiendo el mismo procedimiento descrito en el ejemplo 3.1.2, se obtienen las pseudo-
observaciones.

Con los valores de la Tabla 4.3 se obtiene la copula empirica:

Cro,0) = 7511 ) (2/11) Loy (6/11) + T e (10/11) 1oy (10/11)
+1 —oo,u] (4/11) 1- 00,v] (9/11) + 1- 00, u) (6/11) 1- 00,v] (4/11)
L oo) (1/11) Lo (T/11) 4 L(oo) (T/11) Lo, (8/11)
+1( 00,u] (5/11) 1(—00,11} (2/11) + 1( 00,u] (3/11> 1( 00,v] (5/11)

Ahora, se genera una nueva muestra aleatoria de la copula que se desea probar, en este
caso la copula producto, C(u,v) = uv. Los valores, generados con Wolfram Mathe-
matica, se presentan en la Tabla 4.4.

it 12 [3[4]5[6([7[8]69]10]
0.12 | 0.32 | 0.78 | 0.43 | 0.2 | 0.46 | 0.74 | 0.71 | 0.79 | 0.11
0.33 | 0.35 | 055 | 0.73 | 0.71 | 0.55 | 0.23 | 0.59 | 0.15 | 0.63

Uu
(%

S~

ERE

Tabla 4.4: Nueva muestra generada de una cépula de independencia.

Finalmente, con los valores de la Tabla 4.4, se calcula el estadistico de prueba; en
este caso se emplea I!, (ecuacion (4.6)), ya que la hipdtesis nula que se desea validar
es que los datos son independientes. Se obtiene entonces el siguiente resultado:

= 2.83715.

10 0 2
I = Z (Olo( Uy, z) — U{LU;)
! Vil —up) (1 =)
Eligiendo un mwel de significancia de o = 0.1, se tiene que el percentil 1 — « de la

distribucion x10 €s joo = 3.9984. Asi, se concluye que I < ji_o, y por lo tanto no se
rechaza la hipotesis nula.
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Del procedimiento anterior se puede decir que los datos de la Tabla 4.2 si son inde-
pendientes, lo cual ya sabemos que es correcto.
El valor p para esta prueba es:

2
F( 2.832715 , )

= 0.62401.
k]

p=1-

En la Figura 4.4 se presenta un diagrama de flujo que resume el proceso completo
para hacer uso de la prueba de bondad de ajuste presentada en esta seccion.

Observaciones a
(20,31), (22,35) (@ ) Se regresa al paso 5 eligiendo otra Se toma Cé (u,v) como la
1,Y1); (Z2;Y2)5 - - -5 (Tns Yn copula C2(u,v) copula adecuada

Figura 4.4: Resumen del procedimiento para emplear la prueba de bondad de ajuste.
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