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RESUMEN

Cuando la matriz X que contiene la información sobre
las variables predictoras en el modelo de regresión,
presenta (cuasi) dependencia lineal entre sus vectores
columna, las estimaciones de los parámetros por el
método de mínimos cuadrados son muy pobres y en
ocaciones carecen de sentido de acuerdo con el fenó-
meno que se estudia. Las predicciones son pésimas
en algunas zonas de la rC::lión de predicción. Este
artículo explica algunos elementos matemáticos a
través de los cuales puede diagnosticarse la presencia
de esta patología y la magnitud de su influencia en los
procesos de estimación y predicción, igualmente es-
boza algunas soluciones.

INTRODUCCION

El modelo de regresión lineal es una de las
herramientas estadísticas más popularizadas, más aún
cuando en la actualidad proliferan toda clase de paque-
tes computacionales que permiten estimar los paráme-
tros del modelo de regresión con facilidades de tipo
operativo al alcance de profesionales o técnicos de
todas las áreas, inclusive aquellas tradicionalmente
consideradas ajenas a la matemática. Este hecho tan
positivo encierra sin embargo un peligro paradójico,
sobre todo cuando se tiene un respeto casi sagrado
por los resultados que produce un computador y se
descuida la verificación de las condiciones teóricas para
lascuales el modelo es válido o eficiente.
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La patología de colinealidad en el modelo de regresión
es uno de esos casos en los cuales el paquete esta-
dístico puede arrojar un conjunto de resultados que

eden carecer de sentido o de confiabilidad sin que el
usuariotenga una señal explícita de estos hechos.

Uno de los objetivos de este escrito es llamar la aten-
ción sobre lo delicado de esta situación y advertir sobre
la naturaleza de los peligros que pueden presentarse al
ignorar lacolinealidad en el modelo de regresión.

No obstante que en el desarrollo de este artículo
aparecen algunos elementos matemáticos que no
están al alcance de todos los usuarios del modelo de
regresión, las secciones que tratan sobre los daños
que pude causar la colinealidad y las causas de las
mismas han sido escritas para todos los usuarios del
modelo.

En cuanto a notación, se representarán los vectores
con letra en negrilla.

2. ALGUNAS DEFINICIONES Y RESULTA-
DOS UTILES

A continuación se presentan algunos resultados sobre
matricesy vectores, que serán usados más adelante.



Definición 1. (Dependencia Lineal)

Se dice que un conjunto de vectores w1' W2' ... Wp
son lineal mente dependientes, si y sólo si existen
escalares v" v2, 000vp' no todos iguales a cero tal que:

Nota 1.

Si v1w1+ v2w2+ ooo+ vpwp'" 0, es decir es aproximada-
mente igual al vector cero, diremos que existe "cuasi-
dependiencia lineal" entre los vectores w1' w2' ... wp .

Definición 2. (Espacio de columnas de una matriz).

Sea la matriz X = ( x1, x2, ... ,xp ) donde x j es un

vector columna de 9\no

Se define espacio de columnas de la matriz X como:

p
C(X)={z/z= Xv = ~VjWj ;VE 9\P}

Resultado 1.

C (X) = C (X'X)

Nota 2.

Observe que el rango de la matriz X es igual al rango de
X'Xo

Resultado 2.

Sea A una matriz simétrica de orden p con valores
propios 11, 12, 000Ip' entonces el determinante de la
matriz A, puede expresarse como lA 1= 11,~, oooIp.

Resultado 3.

Si los vectores columna de una matriz cuadrada
A = ( a-, ~, ... ap) son linealmente dependientes
entonces su determinante es cero, es decir lA 1= 00

Resultado 4. (descomposición espectral de una matriz
simétrica).

Sea A una matriz simétrica de orden p, entonces A
puede descomponerse como:

A=YLY' (R401)

donde Y= ( v1' v2' ... vp) es una matriz pxp ortogonal,
es decir Y'Y= Ip o sea que los vectores v1' v2' ... vp
son ortonormales y constituyen vectores propios de A,
asociados con los valores propios 11, ~, 000Ip ~ O
además L = diag (1" 12,ooolp )0

Desarrollando el producto de matrices expresado en
(R401) se obtiene:

p

A=L IV-Yj'
o 1 J JJ=

(R402)

además si A1 existe:

P
A1 = L lo-1YjYj'

o 1 JJ=
(R403)

Resultado 5.

En el modelo de regresión lineal:

y = Xp + E,donde E- (O, 0-2 r)

si X es de orden nxp y tiene rango psn, el estimador de
mínimos cuadrados (MC) es:

/\P = (X'X¡-1X' y (R601)
/\

La matriz de varianzas y covarianzas de p está dada
por:

/\
Y (P) = (X'X¡-1cr2 (R602)

/\

como puede notarse de (R601) P es un estimador
li-neal en Y, además p es insesgado, es decir,

/\

E ( P) = P para todo p E 9\p

/\
además p es el mejor estimador lineal insesgado,
desde el punto de vista de que ningún estimador lineal

insesgado de 'A'p tiene menor varianza que:
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/\

)...'P ,para cualquíerx E 9iP.
/\ /\

Y = x'P es el modelo. que permite estimar E [ Y ]
cuando las variables predictoras toman los valores que
constituyen el vector x.

3. QUE ES COLlNEALlDAD ?

Se dice que un modelo de regresión padece la
patología de colinealidad cuando los vectores columna
de la matriz X = ( x1. x 2•...• xp ) son "cuasidependien-
tes" linealmente en el sentido de la nota 1 de la defini-
ción 1, es decir si existen x1, x2, ... ,xp no todos nulos,
tales que:

v1X1 + v2X2+."+Vpxp""O (3.1)

Expresado de otra forma: Una variable predictora "casi"
que puede expresarse en forma lineal en términos de
otras variables predictoras.

Como puede colegirse, la colinealidad es más un pro-
blema de grado (mucha o poca) que de existencia (si
hay o no hay); cuanto más cerca del vector O esté la
combinación lineal en (3.1) mayor será el grado de
colinealidad, hasta el punto de que cuando haya depen-
dencia lineal exacta como lo establece la definición 1,
se dirá que la "colinealidad es perfecta".

4. QUE DAÑOS PUE~E OCASIONAR LA
COLlNEALlDAD EN EL MODELO DE
REGRESION?

Cuandoexiste fuerte cOlinealidad,puede suceder que:

Las varianzas de los estimadores de mínimos
cuadrados de algunos de los coeficientes de
regresión Pk san exageradamente grandes, lo
cual se traduce en estimaciones tan pobres que
pueden llegar a ser totalmente inútiles.

Algunas estimaciones de los coeficientes de
regresión tienden a asumir valores irracionalmente
grandes.

Los signos de los estimados de los coeficientes
de regresión tienden a estar más determinados
por las relaciones de colinealidad que por las
relaciones entre las variables predictoras y la
variable de respuesta, de esta manera el investiga-
dor encontrará, por ejemplo, que de acuerdo con
el modelo cuando una variable predictora particu-
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lar tiende a incrementar su valor, la variable de
respuesta tiende a disminuir, contradiciendo la
naturalezadel fenómeno.

Las predicciones hechas con el modelo estimado
no son confiables, son inestables en gran parte
del espaciode predicción.

Las pruebas de hipótesis sobre los parámetros
del modelo no son confiables.

Cuando hay colinealidad perfecta, no operan algunos
algoritmos para el cálculo de las estimaciones y general-
mente los paquetes computacionales sacan un aviso
de precaución, que hace que el investigador solicite
ayuda especializada para que finalmente se detecte la
patología. Sin embargo cuando la colinealidad no es
perfecta, pero es fuerte, se producen resultados con el
riesgo de que el usuario no detecte el problema con las
consecuenciasya mencionadas.

5. POR QUE SE PRESENTA COLlNEALI·
DAD EN EL MODELO DE REGRESION ?

Existen razones de distinta naturaleza que dan origen a
la patologíade lacolinealidad, las más importantesson:

1. Algunas variables predictoras están relacionadas
en el contexto del fenómeno que se estudia. Por
ejemplo si se desea predecir el rendimiento
académico (Y) en la franja de matemática en
ingeniería, con base en los exámenes de conoci-
miento en matemáticas (X1), aptitud matemática
(XV de las pruebas de estado ICFES y del examen
de conocimiento en matemáticas de la Universi-
dad del Valle (X3), es muy posible que los resulta-
dos X1, X2' X3 estén relacionados en forma lineal,
lo cual generaría colinealidad en la matriz X de
variables predictoras.

La colinealidad en este caso es inherente al fenó-
meno, a la poblaciónde individuos.

2. Otro posible origen de la colinealidad, muy relacio-
nado con el anterior, es el descuido en la defini-
ción e inclusión de variables predictoras, así por
ejemplo si se desea predecir el rendimiento de un
cultivo (y) con base en el contenido de nitrógeno
orgánico (X1), nitrógeno inorgánico (X2), nitró-
geno total (X3)en el suelo.

En este caso se genera colinealidad perfecta,
puesto que nitrógeno orgánico más nitrógeno
inorgánico genera la variable nitrógeno total, es
decir se dá que: X1+ X2= X3



Nota 3.3. La patología de colinealidad puede también tener
su origen muestral, a diferencia de las situaciones
anteriores. Cuando el investigador tiene control
sobre los niveles que deben tomar las variables
predictoras, como es el caso de los diseños expe-
rimentales, por ejemplo puede definir las concen-
traciones de Nitrógeno (N) y de Potasio (K) que
debe agregar a las distintas parcelas con el
propósito de evaluar el rendimiento de cierto
cultivo. Si se escogieran los niveles de N y K que
se dan: I

,

N (kg/Ha) 20 30 50 60 100

K(kg/Ha) 30 45 75 90 150

puede observarse que: K = 1.5 N, es decir:
K -1.5 N = O.

En este caso la relación existente entre las
variables predictoras se dá a nivel de los valores
en la muestra, que definió el propio investigador.

6. COMO DIAGNOSTICAR LA PATOLOGIA
DE COLlNEALlDAD EN EL MODELO DE
REGRESION?

Con base en el resultado 1, de la sección 2, puede
notarse que la dependencia lineal de los vectores
columna de la matriz X, puede estudiarse con base en
los vectores columna de la matriz simétrica X'X.
Uniendo esto con el resultado 3, puede afirmarse que
si hay colinealidad perfecta en la matriz X, debe suceder
que:

lxx 1=0

Es decir que un valor "pequeño" del determinante de la
matriz X'X es un síntoma de colinealidad.

Puesto que: 1 X'X 1 = 11, 12, ... Ip , donde los Ij son los
valores propios de X'X ( Resultado 2), entonces:

.xx 1=0 ~ Ij =0 paraalgúnjE {1, 2, ... p}

parece que valores propios de X'X próximos a cero son
indicadores de colinealidad, como se confirmará más
adelante.

En general, el valor del determinante de X'X depende
de la escala en que se expresen las variables
predictoras, así por ejemplo si la variable estatura se
expresara en kilómetros, se tendrá una columna de la
matriz X con valores del orden de los milésimos, lo cual
haría que el determinante de X'X sea cercano a cero,
sin que exista necesariamente relación entre las
variables predictoras que definen las columnas de la
matriz X, para evitar esto, se propone algún tipo de
estandarización, una de las más usadas es la siguiente:

X-. - X-
W .. - IJ 1

IJ - d¡

nótese que el correspondiente vector columna
WI = ( Wi1' W¡2, ..., W¡m) 'es tal que la media de sus com-

ponentes es cero. Además: 11WI IF = WI' WI = 1.

La matriz resultante de la estandarización, sin incluir la
columna de "unos" correspondiente al término constan-
te en el modelo, se llamará W.

Nótese que WI ' W J tiene la forma de un coeficiente de
correlación entre X¡ y X j' Por tanto la matriz W' W tiene
la estructura de una matriz de correlación entre
variables predictoras.

Nota 4.

El modelo de regresión lineal, planteado con base en la
matriz de variables predictoras estandarizadas queda:

y = a1 + W~ + E; V ( E) = cr2 1

El estimador de mínimos cuadrados para a, ~ es:

1\

a=y

de tal forma que:

1\ 1\

E(a)=a E(~)=~

Además:

1\ cr2 1\

V ( a )= - V (~ ) = (W' W)"1cr2
n

1\

V( ~ )= Ocr2 (6.1)

donde O = (w ' W)-1 es la inversa de la "matriz de
correlaciones" entre variables predictoras.
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de correlaciones entre las variables predictoras, así:Continuando el desarrollo de herramientas para el
diagnóstico de colinealidad: Sean Ij , Vj' j = 1, 2, ..., P
los valores y vectores propios de la matriz W ' W,
entonces:

(W'W) Vj = IjVj

11V¡1I2= Vj'Vj = 1

con

(6.2)

prerrurltiptcando por el vector V¡' se obtiene:

es decir:

(W Vj )' (W V¡ ) = Ij

11WVj 112= Ij' por lo tanto:

Si Ij ~ ° entoces 11WVj IF ~ 0, lo cual implica que:

(6.3)

Si W = (W1• W2•... Wp); Vj = (Vj1' Vj 2, ... Vjp)' donde los
W¡ son los vectores columna de la matriz W, la expre-
sión (6.3) puede reescribirse como: .

Vj1W1 + Vj2W2 + ... + Vjp Wp "" O (6.4)

como de (6.2) se tiene que:
p

I V··2 = 1. 1 JIJ=

entonces la combinación lineal en (6.4) tiene al menos
un Vji # 0, lo cual implica colinealidad en la matriz W.

Además, dado que 11V¡II = 1, entonces puede detec-
tarse las variables Wj más involucradas con la patología,
al observar en (6.4) aquellas Wj que posean coefi-
cientes Vji de mayor magnitud.

Algunos otros elementos para el diagnóstico se trata-
rán en las siguientes secciones cuando se presenten
los efectos de la colinealidad.

7. LA COLlNEALlDAD, COMO AFECTA A
LA VARIANZA DE LOS ESTIMADORES
DE MINIMOS,CUADRADOS ?

Searle (1971, pp 46) Y Graybill (1976, pp 19),
demuestran la validez de la siguiente expresión para los
elementos de la diagonal de la inversa de la matriz W'W
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Si (W' W)·1 = Q = ((qij)) , entonces:

qil = [W¡' Wj - W¡' Dj ( Dj' Dj)"1 Dj' Wj]"1 (7.1)

donde Dj es la matriz W sin la columna W¡ .

nótese que:

Wj = Dj Y +E* (7.2)

es un modelo lineal que pretende expresar la variable
predictora Wj en términosde las restantes variables
predictoras.

El estimador de mínimos cuadrados para el parámetro

y está dado por:

1\

Y = ( Dj' Dj )·1 Dj' Wj

Las sumas de cuadrados asociados al modelo estimado
son:

ser = W¡' Wj = 1 (Ver nota 3, sección 6)

SCR = W¡' Dj (Dj' Dj)"1 Dj' Wj

El coeficiente de determinación R? para el modelo (7.2)
es:

R2 = SCR = W.' D· ( D·' D·)"1 D·' W· (7.3)
J ser J J J J J J

Reemplazando en (7.1) se obtiene:

(7.4)

Recordando la expresión (6.1) para el modelo:

y = a1 +W~ +E se tiene que:

es decir que:

(7.5)

Al coeficiente ~ se le denomina factor de inflación de

varianza para ~ j'

Nótese que cuando la variable W está relacionada en
forma lineal con las restantes variables predictoras se da



Por otro lado de (7.6) puede escribirse:que Rr ~ 1, por lo tanto qli ~ 00, es decir:
/\

V(~¡) ~ 00

Fuerte colinealidad genera varianzas muy grandes
en los estimadores de mínimos cuadrados.

NotaS.

Cuando la variable W¡ no está involucrada en colinea-
lidad, entonces R¡2~ O, por lo tanto q¡¡ ~ 1, es decir:

/\

V( ~¡ ) ~ (}2 , así el valor mínimo que puede tomar un
factor de inflación de varianza es la unidad.

Note que si W¡ está relacionada con las restantes varia-
bles de tal fonna que R¡2= 0.75, entonces qli = 4 Y :

/\

V( ~¡) = 4 (}2 si R¡2= 0.90, entonces qli =10 Y
/\

V(~¡) =10(}2.

De esta manera los factores de inflación de varianza q¡¡
pueden usarse para el diagnóstico de colinealidad.

Nota 6.

Usando el resultado 4 de la sección 2, puede escri-
birse:

P
Q=(W'W)"1 =2,lk-1VkVk'

k=l
(7.6)

de donde:

(7.7)

Nótese que si la variable W ¡ no está involucrada en
colinealidad, entonces Vkj ~ O para todo k, así que
aunque Ik ~ O, hay tendencia a neutralizarse los efec-
tos en (7.7) haciendo que el factor de inflación de
varianza qli no sea muy grande.

Por el contrario si la variable W¡ estuviese involucrada en
fuerte colinealidad, debe suceder que algún Ik sea muy
pequefia, cuando su correspondiente Vk¡ es grande, lo
cual se traduce en un factor de inflaciónde varianza qli
grande.

En resumen: Variables involucradas en colinealidad
tenderán a poseer sus coeficientes estimados con
anos factores de inflación de varianza.

p

q¡r=~~~-1V¡kVrk (7.8)

Si las variables W¡ y Wr están involucradas en una coli-
nealidad, sus coeficientes V¡k y Vrk estarán lejos de
cero y si la colinealidad es fuerte I k debe estar cercano
a cero, produciendose un valorq¡r grande, por lo tanto:

/\ /\

COY (~¡, ~r) = q¡r(}2 será grande.

Resumiendo: Estimadores de coeficientes de regre-
sión asociados con variables relacionadas en colineali-
dad pueden tener grande su covarianza.

8. LA COLlNEALlDAD, COMO PUEDE
AFECTAR LAS ESTIMACIONES DE
MINIMOS CUADRADOS?

De la nota 4 en la sección 6, se sabe que:

/\
~= (W' W)"1W ' y

s = [i l(lVjVj' ]W'Y (usando el resultado 4)
J=l

así:

/\ P
~k = 2, 1·-1CVk. 1 J J J

J=
(8.1 )

Si la variable Wk está involucrada en por lo menos una
colinealidad, entonces V¡k estará lejos ~ cero, lo cual
podría traducirse en un valor grande para ~k ' siempre y
cuando C¡ no esté cercano a cero.

Resumiendo: Variables involucradas en colinealidad
pueden presentar estimaciones grandes de sus
coeficientes de regresión respectivos.
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Nota 7.

Si un valor propio, digamos 11' es mucho más pequeño
que todos los demás, es decir:

si 11«« 12< 13< ...< Ip' entonces con base en (8.1)
puede decirse en forma aproximada:

(8.2)

Si la variable Wk está involucrada en la colinealidad
asociada con 11, entonces Vjk no está cerca de cero,
por lo tanto ~k tiende a ser grande y además su signo
estará determinado por el signo de Vjk (que no
contiene ninguna información sobre la variable de
respuesta).

9. LA COLlNEALlDAD, COMO PUEDE
AFECTAR LAS PREDICCIONES?

En esta sección se usará el resultado sobre descom-
posición singular de una matriz, el cual se enuncia a
continuación:

Sea X una matriz de orden nxp y de rango r ~ p, existen
matrices U, D, V tales que:

X= UDV';
D = diag (91, Oz, ... 9 r) con 9 k> O para todo k

además:

9 k = ~112, k = 1, 2, ... r; donde los Ik son los valores
propios no nulos de X'X.

Las columnas de la matriz V son r vectores propios
unitarios de X'X asociados con los valores propios no
nulos 11,12 , ... , Ir .

Las columnas de la matriz U son r vectores propios
unitarios de XX' asociados con los valores propios no
nulos 11,12 ' ... , Ir .

De acuerdo con el resultado anterior, el modelo:

v = X~ + E; E [ E] = O; V ( E) = 02 (9.1)

puede escribirse como:

v = UDV'~ + E
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(9.2)

Haciendo la reparametrización:

a=DV'~ (9.3)

El modelo en (9.1) se plantea en forma equivalente
como:

v = U a+ E; E [E] = O;V (E) = 02 1 (9.4)

Nota 8.

Nótese que si r (X) = r < p, entonces las columnas
de X son linealmente dependientes, es decir exis-
te colinealidad perfecta. Como (p - r) valores
propios son cero, habrá (p - r) combinaciones linea-
les, no equivalentes, de las columnas de X, que
generan el vectorO.

Nótese que el vector ~ tiene p parámetros Pl'
P2' ... Pp' mientras que el vector acontiene
sólo r parámetros a1, Uz,· .. <lr .

Note que el espacio C (X), generado por los veo-
tores columna de la matriz X es de dimensión r.
Una base ortonormal para C (X) la constituyen los
vectores columna de la matriz U; por lo tanto todo
vector x E C (X) tiene su expresión en términos
de la base U.

El modelo (9.4) expresa a V en términos de r pre-
dictores ortogonales u1, u2, ... , ur .

Nótese que estimando apuede realizarse la
predicción correspondiente a un punto x, hallan-
do su correspondiente expresión u en términos
de la base en U.

El estimador de mínimos cuadrados del parámetro
aen (9.1) es:

1\

<l= (U' Ut1 U'V = U'V (9.5)
1\

E ( a) = U'E ( V) = U' U <l= a
1\

V ( a) = U' U 02I = 02 1 (9.6)

Es decir que en el modelo reparametrizado todos los
estimadores <lk tienen igual varianza 02 y además son
no correlacionaOos.

De (9.5) Y la descomposición singular de X, se llega a:

1\ 1\
a= DV' P (9.7)



reemplazando (9.10) en (9.12) y factorizando se
obtiene:

/\

donde ~ es una solución de las ecuaciones
normales X'X ~ = X'Y.

/\

Recordando que a tiene r componentes y el vec-
tor ~ tiene p corroonentes (r =:;; p), puede
considerarse a (9.7) como un sistema de r ecuaciones
con p incognitas:

1\ /\ 1\

~l' f32, ... ~p'

Si r < p, el sistema (9.7) tiene infinitas soluciones para
~, una de ellas podría obtenerse dando valores arbitra-
rios a (p - r) de las incognitas ~k y obteniendo la solu-
ción para las r restantes, lo cual resulta un verdadero
adefesio, puesto que de esta forma los coeficientes
estimados ~k, en el modelo (9.1) dependería de la arbi-
trariedad como se escogieran los (p - r) valores para
solucionar (9.7). Veamos esto en más detalle:

Si en (9.7) se hace Z = OV " entonces:

/\

Se hace ahora la partición de ~ y de Z así:

(9.8)

A /\
de tal manera que ¡)1 contenoa r componentes y í32
las restantes (p - r). de esta manera:

(9.9)

De donde:

1\ /\ /\

~1 =-Zf1Z2í32+Z1·1a (9.10)

Supongamos ahora que se desea realizar la predicción
en el punto x, es decir:

[/\ ]1\ /\ ~l
Y = x' ~ = (xi X'2) S 2 (9.11 )

donde (X1, X2) es una partición del vector x inducida
por la partición de ~ así:
1\ /\ /\

Y = x1' ~1 + x2'í32 (9.12)

/\ /\ /\

Y=(-X1'Zl·lZ2 +x2' ) ~2+ X1'Z1·1a (9.13)

Como í32 es fijado en forma totalmente arbitraria,
este significa que la predicción resultaría arbitraria,

excepto cuando el punto x ' = (x1" x 2' ) donde se
desea la predicción, satisface que el coeficiente de

í32en (9.13) sea nulo, es decir que:

(9.14)

Esta expresión está difiniendo el lugar geométrico de
los puntos x donde la predicción es confiable, a pesar
de que la matriz X presenta la patología de colinealidad.

Teniendo en cuenta que Z = OV' puede mostrarse
como (9.14) respresenta las (p - r) relaciones de depen-
dencia lineal entre las variables predictoras, que están
asociadas con los (p - r) valores propios iguales a cero.
Es decir que la región de puntos x en donde la predic-
ción es confiable es el lugar geométrico definido por las
dependencias lineales existentes en la matriz X.

A continuación se trata la situación en la cual no hay
colinealidad perfecta, pero si se presenta cuasi-depen-
dencia lineal. En este caso el rango de X es p.

X = UOV' es decir:
XV = UD; 0= diag (e1, e2 , ... ep)

Supóngase que e1 ;:::e2 ;::: ... ;:::ep > 0, además su-
póngase que los últimos p - r son muy pequeños, con
base en los cuales se realiza partición de las matrices O,
V,así:

(9.15)

De donde se deduce que si los valores singulares en
O2 son cercanos a cero, entonces:

(9.17)
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puesto que las columnas de la matriz V2 son los vec-
tores propios de X'X asociados con valores propios
pequet'los.

Las ecuaciones en (9.17) están planteando las
colinealidades existentes.

En cuanto a la incidencia sobre la varianza de las
predicciones, téngase en cuenta que:

1\ 1\

y=u'(l (9.18)

donde u es el punto x expresado en términos de la
base ortonormal constituida por las columnas de la
matriz U que resulta en la descomposición singular de la
matriz X, así que:

x'=u'OV
u'=x'VO-1

(9.19)

Calculando la varianza de yen (9.18)

1\ 1\

V ( Y ) = u' V ( (l ) u = cr2 u' U

1\ P
V ( y) = cr2 2.. u 2

. 1 JJ=
(9.20)

Es decir que la varianza de la predicción es grande para
valores de x que tienen asociado vectores u con com-
ponentes grandes en magnitud. Surge la pregunta:

En qué lugar geométrico de los x se generan vectores
u con componentes grandes?

Para responder esta preounta usamos (9.19) y la
partición usada en (9.16), de esta manera:

u'=x'

[

0-1 al
x • \á) o 1 o¡J (9.21)

De esta expresión puede deducirse que si los valores
singulares de la diagonal de 02 son cercanos a cero, en-
tonces las componentes respectivas del vector u serán
grandes, excepto cuando:

(9.22)

Nótese que la expresión (9.22) expresa las cuasi-
dependencias lineales entre las variables predictoras,
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La conclusión es que la confiabilidad en las predic-
ciones se deteriora a medida que se realiza en puntos x
que se alejan del lugar geométrico determinado por la
patología de colinealidad expresado en (9.22).

10. CUAL ES LA TERAPIA PARA COMBA-
TIR LOS EFECTOS DE LA COLlNEA-
LlDAD?

El tratamiento contra esta patología está muy
relacionado con su origen, de acuerdo a lo expresión
en la sección 5, como se muestra a continuación:

Si la colinealidad se origina por la alta relación lineal que
existe entre las variables en el contexto del fenómeno
que se estudia, eliminar alguna(s) de las variables
relacionadas podría no ser una buena solución puesto
que se introduce sesgo en el modelo.

Supóngase que el modelo:

(10.1) Y=X~ +E esapropiado,esdecir:

E [ E] = O o equivalente mente E[ y ] = X~ al hacer
una partición de la matriz X y su correspondiente vector
~, se tiene que:

HX1X21~:] +E
(10.2)

Si las variables en X2 están relacionadas con las varia-
bles en X1 y se decidiera eliminar del modelo las predic-
toras correspondientes a X2 ' el modelo se expresaría
como:

(10.3)

En el modelo (10.3) resuelta que: E [ E*] :1; O es
decir que E [y ] :1; X ~1 presentándose así falta de
ajuste que será más severa entre mayor sea la
importancia de X2 en la explcacíón de Y.

Recordando que la colinealidad ataca a los estimadores
de mínimos cuadrados, se recomienda en esta
situación usar métodos como el de Componentes



Principales y el método Ridge, que hacen parte de los
llamados métodos de estimación sesgada. Estos
métodos producen estimadores con sesgo pero en
cambio reducen grandemente su varianza sobre todo
cuando se presenta fuerte colinealidad.

Si estamos ante la situación de colinealidad perfecta,
como se plantea en (5.2), la solución es eliminar las
variables redundantes como se muestra en seguida,
retornando el modelo (10.2).

Se tendría en este caso que:

(10.4)

Reemplazando (10.4) se tendría:

Y=X1~1 + X1Cf3z +E

y = X1 (~1 + C~2) + E

Y=X1 ~\E (10.5)

Como se deduce del (10.5) expresando el modelo en
términos de X1 solamente, no se produce falta de
ajuste, puesto que en el proceso descrito la variable

E no fue alterada.

Cuando la colinealidad es de origen muestral como se
explicó en la sección 5.3 una buena solución es au-
mentar la muestra incluyendo puntos cuyos valores x
se alejen de la relación de colinealidad, haciendo lo más
grande posible la dispersión de dichos puntos.

Es conveniente recordar que si el objetivo del modelo
de regresión es la predicción, en cualquiera de las situa-
ciones la predicción será confiable para puntos x que
satisfacen las condiciones de colinealidad. Esto es
muy confortable sobre todo en la situación en que la
colinealidad es inherente a la población, puesto que ge-
neralmente los individuos a los cuales se desea hacer
la predicción de E (y), guardan en su x correspondiente
aproximadamente la misma relación que los datos usa-
dos en la construcción del modelo.

11. ALGUNAS ACOTACIONES DE TIPO
PRACTICO

La matriz W 'W que tiene la estructura de una
matriz de correlaciones entre las variables predicto-
ras, es un instrumento preliminar muy sencillo para
detectar algunas posibles colinealidades. En la

práctica correlaciones con magnitud superior a 0.7
son indicios de colinealidad.

Aun cuando todas las correlaciones sean bajas,
sin embargo puede existir colinealidad puesto
que la dependencia puede involucrar más de dos
variables.

En la sección 6, que trató sobre el diagnóstico de
colinealidad se concluyó que valores propios de
X'X "pequefíos" son indicadores de la patología,
sin embargo no se acotó el significado de "peque-
fío" lo cual es de gran interés práctico.

Existe todo un desarrollo teórico en análisis
numérico acerca de lo que se conoce como
matrices "mal condicionadas" en el sentido en
que pequefíos cambios en sus componentes
generan grandes cambios en algunas caracterís-
ticas, como por ejemplo las componentes de su
matriz inversa. En lo que es pertinente a nuestro
interés en este artículo, puede mencionarse un
criterio para definir el grado de mal condiciona-
miento de una matriz, es aquel llamado número
condición definido para una matriz A como:

N.C (A) =
min (Ik)

máx (Ik )

donde los I k son los valores poplos de A.

Con base en este criterio surge un indicador que
va a ser útil para decidir qué tan pequel'lo es un
valor propio, este es el llamado Indlce de condlclo-
namlento:

En la práctica se han definido en forma empírica
algunas guías para interpretar este índice de con-
dicionamiento así:

I.Cj s 10 indican dependencias pobres.
10 < I.Cj s 100 indican dependencias modera-
das.
I.Cj >100 fuertes dependencias.

Nótese que al conceptuar sobre el tamaño de un
valor propio, este será pequeño o grande en
relación con la magnitud del mayor valor propio y
no de su valor en términos absolutos.
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Algunos paquetes estadísticos tienen procedi-
mientos para el diagnóstico de colinealidad y
proporcionan indicadores como la matriz de corre-
laciones entre variables predictoras, factores de
inflación de varianza, valores y vectores propios,
índicede condicionamiento.

CONCLUSIONES

La colinealidad en elmodelo de regresión es un
fenómeno que atenta contra la confiabilidad del
modelo que se estima usando el método de míni-
mos cuadrados.

Es muy importante ser acucioso con respecto a
los valores estimados de los parámetros que
arrojan los paquetes computacionales. Se debe
estar atento a observar valores de estimados de-
masiado grandes o con signo que contradicen el
conocimiento que se tiene del fenómeno que se
estudia, igualmente pueden aparecer varianzas
grandes para los estimadores de los parámetros
del modelo. Si esto ocurre, debe examinarse la
situación tratando de identificar su origen y ado-
patar la terapia pertinente.

Debe tenerse presente que aún cuando exista
fuerte colinealidad, las predicciones son confia-
bles en puntos que pertenecen al lugar geomé-
trico definido por las relacionesde colinealidad.

Cuando sea pertinente deben considerarse
métodos alternativos oe estimación como los mé-
todos de estimación sesgada, los cuales pueden
producir grandes disminuciones en la varianza a
cambio de algún sesgo pequeño en las estima-
ciones.

No debe convertirse el problema del modelaje
estadístico en un ejercicio de cómputo. Debe
considerarse aspectos como la verificación de los
supuestos y restricciones bajo las cuales fue de-
ducido el modelo, además de las posibles pato-
logías.
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