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RESUMEN

Cuando la matriz X que contiene la informacién sobre
las variables predictoras en el modelo de regresion,
presenta (cuasi) dependencia lineal entre sus vectores
columna, las estimaciones de los parametros por el
método de minimos cuadrados son muy pobres y en
ocaciones carecen de sentido de acuerdo con el fené-
meno que se estudia. Las predicciones son pésimas
en algunas zonas de la rcgidn de prediccion. Este
articulo explica algunos elementos matematicos a
través de los cuales puede diagnosticarse la presencia
de esta patologia y la magnitud de su influencia en los
procesos de estimacion y prediccién, igualmente es-
boza algunas soluciones.

INTRODUCCION

El modelo de regresién lineal es una de las
herramientas estadisticas mas popularizadas, mas aun
cuando en la actualidad proliferan toda clase de paque-
tes computacionales que permiten estimar los parame-
tros del modelo de regresiéon con facilidades de tipo
operativo al alcance de profesionales o técnicos de
todas las areas, inclusive aquellas tradicionalmente
consideradas ajenas a la matematica. Este hecho tan
positivo encierra sin embargo un peligro paraddjico,
sobre todo cuando se tiene un respeto casi sagrado
por los resultados que produce un computador y se
descuida la verificacion de las condiciones tedricas para
las cuales el modelo es valido o eficiente.
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La patologia de colinealidad en el modelo de regresion
es uno de esos casos en los cuales el paquete esta-
distico puede arrojar un conjunto de resultados que
pueden carecer de sentido o de confiabilidad sin que el
usuario tenga una sefial explicita de estos hechos.

Uno de los objetivos de este escrito es llamar la aten-
cién sobre lo delicado de esta situacion y advertir sobre
la naturaleza de los peligros que pueden presentarse al
ignorar la colinealidad en el modelo de regresion.

No obstante que en el desarrolio de este articulo
aparecen algunos elementos matematicos que no
estan al alcance de todos los usuarios del modelo de
regresion, las secciones que tratan sobre los dafios
que pude causar la colinealidad y las causas de las
mismas han sido escritas para todos los usuarios del
modelo.

En cuanto a notacion, se representaran los vectores
con letra en negrilla.

2. ALGUNAS DEFINICIONES Y RESULTA-
DOS UTILES

A continuacién se presentan algunos resultados sobre
matrices y vectores, que seran usados mas adelante.



Definicion 1. (Dependencia Lineal)
Se dice que un conjunto de vectores Wy, Wy, ... Wp
son linealmente dependientes, si y solo si existen

escalares vy, vy, ... Vp, NO todos iguales a cero tal que:

ViW4 +VoWy +...+prp =0

Nota 1.

Si ViWq+ VoWa+ ... + VpWp= 0, es decir es aproximada-
mente igual al vector cero, diremos que existe "cuasi-
dependiencia lineal” entre los vectores Wy, Wy, ... Wp .

Definicion 2. (Espacio de columnas de unha matriz).

Sea la matriz X = ( X4, Xp, ...
vector columna de Rn.

» Xp )dondexj es un

Seav'=z( V45 V9, ox: Vp) e Re.
Se define espacio de columnas de la matriz X como:

p
C(X)={z/z= XV = J;vjwl ;ve Rey

Resultado 1.

C (X) = C (X'X)

~ Nota2.

Observe que el rango de la matriz X es igual al rango de
XX.

Resultado 2.

Sea A una matriz simétrica de orden p con valores
propios Iy, b, ... lp, entonces el determinante de la
matriz A, puede expresarse como A |=1q, b, ... .

Resultado 3.

Si los vectores columna de una matriz cuadrada
A = ( ay, @, .. ap) son lineaimente dependientes
entonces su determinante es cero, es decir |A |=0.

Resultado 4. (descomposicion espectral de una matriz
simétrica).

Sea A una matriz simétrica de orden p, entonces A
puede descomponerse como:

A=VLV (R4.1)

donde V= ( V{, Vg, ... vp) es una matriz pxp ortogonal,
es decir V'V=1, o sea que los vectores vy, V, ... Vp
son ortonormales y constituyen vectores propios de A,
asociados con los valores propios |y, b, ... Ip 20
ademasL =diag (l4, b, ...Ip ).

Desarrollando el producto de matrices expresado en
(R4.1) se obtiene:

p
A= LViVy (R4.2)
~ VY]
j=1
ademas si A1 existe:
p
At = 2 IV (R4.3)

=

Resultado 5.

En el modelo de regresion lineal:

y=XB +¢ dondee~ (0,02 1)

si X es de orden nxp y tiene rango p<n, el estimador de
minimos cuadrados (MC) es:

A
B =(XX1XY (R6.1)

A
La matriz de varianzas y covarianzas de P estd dada
por:

V(B)= (XXc2 (R6.2)

VAN
como puede notarse de (R6.1) P es un estimador
li-nealenY,ademds B esinsesgado, es decir,

E(ﬁ):B paratodop € RP

A
ademds B es el mejor estimador lineal insesgado,
desde el punto de vista de que ningun estimador lineal

insesgadode A' tiene menor varianza que:
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A

A'B |, paracualquierh € RP.

A A
y = X'B es el modelo que permite estimar E [ y ]

cuando las variables predictoras toman los valores que
constituyen el vector x.

3. QUE ES COLINEALIDAD ?

Se dice que un modelo de regresiéon padece la
patologia de colinealidad cuando los vectores columna
de la matriz X = ( x4, X 9, ... , Xp ) son "cuasidependien-
tes" linealmente en el sentido de la nota 1 de la defini-
cion 1, es decir si existen xy, X3, ..., Xp  No todos nulos,
tales que:

ViXy + VpXp+... +vpxpz 0 (3.1)

Expresado de otra forma: Una variable predictora "casi"
que puede expresarse en forma lineal en términos de
otras variables predictoras.

Como puede colegirse, la colinealidad es mas un pro-
blema de grado (mucha o poca) que de existencia (si
hay o no hay); cuanto mas cerca del vector 0 esté la
combinacién lineal en (3.1) mayor serd el grado de
colinealidad, hasta el punto de que cuando haya depen-
dencia lineal exacta como lo establece la definicién 1,
se dird que la "colinealidad es perfecta”.

4. QUE DANOS PUECE OCASIONAR LA
COLINEALIDAD EN EL MODELO DE
REGRESION ?

Cuando existe fuerte colinealidad, puede suceder que:

- Las varianzas de los estimadores de minimos
cuadrados de algunos de los coeficientes de

regresion Bx son exageradamente grandes, lo

cual se traduce en estimaciones tan pobres que
pueden llegar a ser totalmente inttiles.

- Algunas estimaciones de los coeficientes de
regresion tienden a asumir valores irracionalmente
grandes.

- Los signos de los estimados de los coeficientes
de regresién tienden a estar mas determinados
por las relaciones de colinealidad que por las
relaciones entre las variables predictoras y la
variable de respuesta, de esta manera el investiga-
dor encontrara, por ejemplo, que de acuerdo con
el modelo cuando una variable predictora particu-
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lar tiende a incrementar su valor, la variable de
respuesta tiende a disminuir, contradiciendo la
naturaleza del fenémeno.

- Las predicciones hechas con el modelo estimado
no son confiables, son inestables en gran parte
del espacio de prediccion.

- Las pruebas de hipdtesis sobre los parametros
del modelo no son confiables.

Cuando hay colinealidad perfecta, no operan algunos
algoritmos para el célculo de las estimaciones y general-
mente los paquetes computacionales sacan un aviso
de precaucion, que hace que el investigador solicite
ayuda especializada para que finalmente se detecte la
patologia. Sin embargo cuando la colinealidad no es
perfecta, pero es fuerte, se producen resultados con el
riesgo de que el usuario no detecte el problema con las
consecuencias ya mencionadas.

5. POR QUE SE PRESENTA COLINEALI-
DAD EN EL MODELO DE REGRESION ?

Existen razones de distinta naturaleza que dan origen a
la patologia de la colinealidad, las mas importantes son:

1. Algunas variables predictoras estéan relacionadas
en el contexto del fendmeno que se estudia. Por
ejemplo si se desea predecir el rendimiento
académico (Y) en la franja de matematica en
ingenieria, con base en los examenes de conoci-
miento en matemdticas (X4), aptitud matematica
(Xp) de las pruebas de estado ICFES y del examen
de conocimiento en matematicas de la Universi-
dad del Valle (X3), es muy posible que los resulta-
dos Xj, Xy, X3 estén relacionados en forma lineal,
lo cual generaria colinealidad en la matriz X de
variables predictoras.

La colinealidad en este caso es inherente al fené-
meno, a la poblacion de individuos.

2.  Otro posible origen de la colinealidad, muy relacio-
nado con el anterior, es el descuido en la defini-
cién e inclusién de variables predictoras, asi por
ejemplo si se desea predecir el rendimiento de un
cultivo (y) con base en el contenido de nitrégeno
organico (X4), nitrégeno inorgdnico (X,), nitré-
geno total (X3) en el suelo.

En este caso se genera colinealidad perfecta,
puesto que nitrégeno organico mas nitrégeno
inorganico genera la variable nitrégeno total, es
decirsedaque: Xq+ Xp= X3




La patologia de colinealidad puede también tener
su origen muestral, a diferencia de las situaciones
anteriores. Cuando el investigador tiene control
sobre los niveles que deben tomar las variables
predictoras, como es el caso de los disefios expe-
rimentales, por ejemplo puede definir las concen-
traciones de Nitrégeno (N) y de Potasio (K) que
debe agregar a las distintas parcelas con el
propésito de evaluar el rendimiento de cierto
cultivo. Si se escogieran los nnveles de Ny K que
se dan:

N(kHa) | 20 | 30 | 50 | 60 | 100

K(kg/Ha) 30 45 75 90 150

puede observarse que: K=1.5N, es decir:
K-1.5N=0.

En este caso la relacién existente entre las
variables predictoras se da a nivel de los valores
en la muestra, que definid el propio investigador.

COMODIAGNOSTICAR LAPATOLOGIA
DE COLINEALIDAD EN EL MODELO DE
REGRESION ?

= Con base en el resultado 1, de la seccién 2, puede
. notarse que la dependencia lineal de los vectores
~ columna de la matriz X, puede estudiarse con base en
. los vectores columna de la matriz simétrica X'X.
- Uniendo esto con el resultado 3, puede afirmarse que
~ si hay colinealidad perfecta en la matriz X, debe suceder
que:

XX =0

Es decir que un valor "pequefio” del determinante de la
matriz X'X es un sintoma de colinealidad.

Puesto que: |XX|= Iy, Ip, ... I, , donde los |; son los
valores propios de X'X ( Resultado 2 ), entonces:

XX |=0 & I, =0 paraalginje { 1,2, ..p}

rece que valores propios de X'X préximos a cero son
icadores de colinealidad, como se conflrmara mas

Nota 3.

En general, el valor del determinante de X'X depende
de la escala en que se expresen las variables
predictoras, asi por ejemplo si la variable estatura se
expresara en kilémetros, se tendra una columna de la
matriz X con valores del orden de los milésimos, lo cual
haria que el determinante de X'X sea cercano a cero,
sin que exista necesariamente relacién entre las
variables predictoras que definen las columnas de la
matriz X, para evitar esto, se propone algun tipo de
estandarizacién, una de las mas usadas es la siguiente:

Wi = Xi,l' -s(i. di = : X"-)—( 2
i d| ’ = ]E=(1 1

nétese que el correspondiente vector columna
W= (Wjq, Wj, ..., W) "es tal que la media de sus com-

ponentes es cero. Ademas: ||W; |2 =W;'W;=1.

La matriz resultante de la estandarizacion, sin incluir la
columna de "unos" correspondiente al término constan-
te en el modelo, se llamara W.

Nétese que W; ' W ; tiene la forma de un coeficiente de |
correlacién entre Xj y X;. Portanto la matriz W' W tiene ‘
la estructura de una matriz de correlacion entre
variables predictoras. : I

Nota 4.

El modelo de regresion lineal, planteado con base en la
matriz de variables predictoras estandarizadas queda:
y=01+WB +¢& V(g=021

El estimador de minimos cuadrados para @, B es:

A — A
a=y ; B =WwW'wy
de tal forma que:

4N A
E(a)=a ; E(B)=B
Ademas:

A 02 A
V(o)=— ; V(B )=(W'W)lc?

n

A
V(B )= Qo? (6.1)
donde Q = (W' W) es la inversa de la "matriz de

correlaciones” entre variables predictoras.
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Continuando el desarrollo de herramientas para el
diagndstico de colinealidad: ~ Seanlj, Vj, j=1,2,..,p
los valores y vectores propios de la matriz W ' W,
entonces:

(W'W)Vj =V con

I Vj” 2= Vj'Vj =1 (6.2)
premultiplicando por el vector Vj' se obtiene:
Vi (W'W)Vj =V} =

esdecir:

WV (WVj) =1

WV |12=1;, poriotanto:

Sil; — 0 entoces || WV; > — 0, lo cualimplica que:
WV| =0 (6.3)

SiW= (W-l, W2, a%e Wp>, V] = (V“, V] 2 Vjp). donde los
WI son los vectores columna de la matriz W, la expre-
sion (6.3) puede reescribirse como:

VJ‘1W1 5 g Vj?_Wz e R Vjp Wp =0 (64)

como de (6.2) se tiene que :
3
Vi2 =1
=1

entonces la combinacién lineal en (6.4) tiene al menos
un Vj; # 0, lo cual implica colinealidad en la matriz W.

Ademas, dado que || Vjll = 1, entonces puede detec-

tarse las variables W; mas involucradas con la patologia,
al observar en (6.4& aquellas Wj que posean coefi-
cientes Vji de mayor magnitud.

Algunos otros elementos para el diagndstico se trata-
ran en las siguientes secciones cuando se presenten
los efectos de la colinealidad.

7. LA COLINEALIDAD, COMO AFECTA A
LA VARIANZA DE LOS ESTIMADORES
DE MINIMOS CUADRADOS ?

Searle (1971, pp 46) y Graybill (1976, pp 19),
demuestran la validez de la siguiente expresion para los
elementos de la diagonal de la inversa de la matriz W 'W
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de correlaciones entre las variables predictoras, asi:

Si (W'W)'=Q=((qj)) , entonces:

qjj =[ Wj Wj -Wj D; ( Dy’ D yiIoywrt  (7.)

donde D;j es la matriz W sin la columna W; .

nétese que:

w; =D;7 +¢&* (7.2)

es un modelo lineal que pretende expresar la variable

predictora W; en términosde las restantes variables
predictoras.

El estimador de minimos cuadrados para el parametro “

Y esta dado por:

A

¥=(DyD)" Dy W,

Las sumas de cuadrados asociados al modelo estimado
son:
SCT=WjWj =1 (Vernota3, seccion 6)
SCR=W; D; (Dj D) Dy W;

El coeficiente de determinacién R]-2 para el modelo (7.2)
es:

SCR 1 o ey
R? i W;' D; ( Dy ;)" Df W; (7.3)
Reemplazando en (7.1) se obtiene:
gj=(1- R?2)? (7.4)
Recordando la expresién (6.1) para el modelo:

y=01+WB +¢€
A

V(B)=(WW)lc2

se tiene que:

esdecirque:

A

V (Bj) =qjo? (7.5)

Al coeficiente q/ﬂ se le denomina factor de inflacion de
varianza para fj.

Nétese que cuando la variable W; esta relacionada en
forma lineal con las restantes variafnles predictoras se da



que RZ— 1,porlotanto g — e, es decir:
s A
YR —

Fuerte colinealidad genera varianzas muy grandes
en los estimadores de minimos cuadrados.

~ Notas.

- Cuando la variable W; no esta involucrada en colinea-
* lidad, entonces R2— 0, porlotantoq; — 1, es decir :

=9 A
adl Bj ) = o2, asi el valor minimo que puede tomar un
- factor de inflacién de varianza es la unidad.

- Note que si W esta relac»onada con las restantes varia-
bles de tal forrna que Rj“=0.75,entonces qj =4y:

L‘: A

V(Bj) =402 si R12=0.90, entonces gj =10 y
i A
- V(By) =1002.

. De esta manera los factores de inflaciéon de varianza gjj
. pueden usarse para el diagndstico de colinealidad.

: - Nota 6.

~ Usando el resultado 4 de la seccion 2, puede escri-
birse:

% p
- Q=W =2 ety

(7.6)
e donde

p

2 V2 7.7)

Nétese que si la variable W ; no estd involucrada en
colinealidad, entonces Vk] — 0 para todo k, asi que
aunque I, — 0, hay tendencia a neutralizarse los efec-

tos en (7.7) haciendo que el factor de inflacién de
arianzaqjj no sea muy grande.

- Por el contrario si la variable W; estuviese involucrada en
fuerte colinealidad, debe suceder que algun Iy sea muy
- pequefa, cuando su correspondiente Vk; es grande, lo
cual se traduce en un factor de inflacionde varianza gjj

grande.

n resumen: Variables involucradas en colinealidad
an a poseer sus coeficientes estimados con
ores de inflacion de varianza.

Por otro lado de (7.6) puede escribirse:

p

er=§.‘|§4\/jkvrk (7.8)

Si las variables W; y W, estan involucradas en una coli-
nealidad, sus coeficientes Vi y Vi estaran lejos de
cero y si la colinealidad es fuerte |  debe estar cercano -
acero, produciendose un valor g, grande, por lo tanto:

IN AN
COV (B;, By) = qj0? sera grande.

Resumiendo: Estimadores de coeficientes de regre-
sién asociados con variables relacionadas en colineali-
dad pueden tener grande su covarianza.

8. LA COLINEALIDAD, COMO PUEDE
AFECTAR LAS ESTIMACIONES DE
MINIMOS CUADRADOS ?

De la nota 4 en la seccion 6, se sabe que:

A
B=(W'W)y1wW'Y

p

A

B = [2 Ij'1vjvi']W‘Y (usando el resultado 4)
j=1

A i -1 Vv '

B = j=1|j CjV], con Cj=V] W'Y

asi:

(8.1)

= ﬁ |.-1c.v.k
j=1] 1%

Si la variable Wy esta involucrada en por lo menos una
colinealidad, entonces Vi estara lejos de cero, lo cual
podria traducirse en un valor grande para Bk snempre y
cuando C; no esté cercano a cero.

Resumiendo: Variables involucradas en cohneahdad
pueden presentar estimaciones grandes de
coeficientes de regresion respectwos ,




Nota 7.

Si un valor propio, digamos |y , es mucho mas pequefio
que todos los demds, es decir:

si li<<<<h<lz<..<Iy, entonces con base en (8.1)
puede decirse en forma aproximada:

A
Bk = 1171CyV1k (8.2)

Si la variable Wy estd involucrada en la colinealidad
asociada con |y, entonces Vjx no esta cerca de cero,
por lo tanto By tiende a ser grande y ademas su signo

estard determinado por el signo de Vik (que no
contiene ninguna informacién sobre la variable de
respuesta).

9. LA COLINEALIDAD, COMO PUEDE
AFECTAR LAS PREDICCIONES ?

En esta seccion se usard el resultado sobre descom-
posicién singular de una matriz, el cual se enuncia a
continuacion:

Sea X una matriz de orden nxp y de rango r < p, existen
matrices U, D, V tales que:

X=UDV"
D=diag(61,6,,...6) con6 > 0 paratodok
ademas:

U=l ; VV=T1,

Bk= k"2, k=1,2,...r; donde los | son los valores
propios no nulos de X'X.

Las columnas de la matriz V son r vectores propios
unitarios de X'X asociados con los valores propios no
fllos 14, , ...l .

Las columnas de la matriz U son r vectores propios
unitarios de XX' asociados con los valores propios no
nulos Iy, , ...,I .

De acuerdo con el resultado anterior, el modelo:

Y=XB +&;E[€]=0;V(E)=02 (9.1)
puede escribirse como:
Y=UDVB +¢€ 9.2)
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Haciendo la reparametrizacion:

a=DVB (9.3)

El modelo en (9.1) se plantea en forma equivalente
como:

Y=Uo+€g E[€]=0;V(E)=021 (9.4)

Nota 8.

- Noétese que sir (X) = r < p, entonces las columnas
de X son linealmente dependientes, es decir exis-
te colinealidad perfecta. Como (p - r) valores
propios son cero, habra (p - r) combinaciones linea-
les, no equivalentes, de las columnas de X, que
generan el vector 0.

- Nétese que el vector B tiene p parametros B,
B2, ... Pp mientras que el vector ocontiene
sélo r parametros 04, 0, . .. 0.

- Note que el espacio C (X), generado por los vec-
tores columna de la matriz X es de dimension r.
Una base ortonormal para C (X) la constituyen los
vectores columna de la matriz U; por lo tanto todo

vector x € C (X) tiene su expresion en términos
de labase U.

- El modelo (9.4) expresa a Y en términos de r pre-
dictores ortogonales uq, Uy, ..., U.

- Noétese que estimando opuede realizarse la
prediccién correspondiente a un punto x, hallan-
do su cormrespondiente expresion u en términos
delabaseenU.

El estimador de minimos cuadrados del parametro
oen(9.1) es:

A
o=(Uuytuy=uUy (9.5)
A

E(0)=UE(Y)=UUa=a

A
V(y=U'Uo2l=02 1 (9.6)

Es decir que en el modelo reparametrizado todos los
estimadores tienen igual varianza ©2 y ademés son

no correlacionados.
De (9.5) y la descomposicidn singular de X, se liega a:

A

a=DV'B 9.7)




A

- donde B es una solucion de las ecuaciones

‘normales XX =X'Y.
A
- Recordando que O tiene r componentes y el vec-
. tor B tiene p componentes (r < p), puede
considerarse a (9.7) como un sistema de r ecuaciones
conp incognitas:

A A A
B1. B2, ... Bp.

Sir < p, el sistema (9.7) tiene infinitas soluciones para
B, una de ellas podria obtenerse dando valores arbitra-

rios a (p - r) de las incognitas By y obteniendo la solu-
cién para las r restantes, lo cual resulta un verdadero
adefesio, puesto que de esta forma los coeficientes

estimados By, en el modelo (9.1) dependeria de la arbi-
trariedad como se escogieran los (p - r) valores para

- solucionar (9.7). Veamos esto en mas detalle:
Sien (9.7) se hace Z=DV', entonces:
o =275

A
- Sehace ahoralaparticionde B ydeZ asi:

A g B
g = | Z : Z,] 1 (9.8)
rxr rx(p-r) A
B2

" 7 A
. de tal manera que B4 contenca r componentes y B,
- lasrestantes (p - r), de esta manera:

A A A
a=2Z1B1 + 2B, (8:8)

De donde:

A

B A A
S By =-Zy1Z,B +Z4 (9.10)

- Supongamos ahora que se desea realizar la prediccion
- enelpunto x, es decir:

A
& A " B 1
; Y=xX'B =(x1 X% )| A (9.11)

- donde (x4, X2 ) es una particién del vector x inducida
- por la particion de 3 asi:

(9.12)

reemplazando
obtiene:

(9.10) en (9.12) y factorizando se

A

A A
Y=(-X{1"'Z4 '122 +Xo' ) Bot+ X¢'Z4 o (9.13)

Como B, es fijado en forma totalmente arbitraria,
este significa que la prediccién resultaria arbitraria,
excepto cuando el punto x ' = ( X4, X ;') donde se
desea la prediccién, satisface que el coeficiente de

B, en (9.13) sea nulo, es decir que:

-X1'Z4 '122 +X2'=0 (9.14)

Esta expresion estd difiniendo el lugar geométrico de
los puntos x donde la prediccidon es confiable, a pesar
de que la matriz X presenta la patologia de colinealidad.

Teniendo en cuenta que Z = DV' puede mostrarse
como (9.14) respresenta las (p - r) relaciones de depen-
dencia lineal entre las variables predictoras, que estan
asociadas con los (p - r ) valores propios iguales a cero.
Es decir que la regidon de puntos x en donde la predic-
cion es confiable es el lugar geométrico definido por las
dependencias lineales existentes en la matriz X.

A continuacion se trata la situacién en la cual no hay
colinealidad perfecta, pero si se presenta cuasi-depen-
dencia lineal. En este caso el rangode Xesp.

X =UDV'esdecir:
XV=UD; D=diag(64,6, ,...ep)

Supdéngase que 8126, 2...2 6p > 0, ademas su-
péngase que los ultimos p - r son muy pequefos, con
base en los cuales se realiza particion de las matrices D,
V, asi:

D1 0]

X(Vy V2 )=U (9.15)

O D2

[XV, X\/z)=[u(gl> u(gz)] (9.16)

De donde se deduce que si los valores singulares en

D, son cercanos a cero, entonces:
XV, =0 (9.17)
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Las ecuaciones en (9.17) estdn planteando las
colinealidades existentes.

En cuanto a la incidencia sobre la varianza de las
predicciones, téngase en cuenta que:

A A

y=u'a (9.18)

donde u es el punto x expresado en términos de la
base ortonormal constituida por las columnas de la
matriz U que resulta en la descomposicién singular de la
matriz X, asi que:

X'=u'DV (9.19)
u'=x'vD"!

Calculando la varianza de ?en (9.18)

A A
V(y)=u'V(a)u =0o2u'u

V(y)= a2 2 u;? (9.20)

Es decir que la varianza de la prediccién es grande para
valores de x que tienen asociado vectores u con com-
ponentes grandes en magnitud. Surge la pregunta:

En qué lugar geométrico de los x se generan vectores
u con componentes grandes ?

Para responder esta preaunta usamos (9.19) y la
particién usada en (9.16), de esta manera:

D ©
U=Xx' VD =x'(V; Vy)
o b
D, O
=( X'V, Xx"W) (9.21)
0 =1

De esta expresion puede deducirse que si los valores
singulares de la diagonal de D5 son cercanos a cero, en-
tonces las componentes respectivas del vector u seran
grandes, excepto cuando:

X'V, =0 (9.22)

Notese que la expresidon (9.22) expresa las cuasi-
dependencias lineales entre las variables predictoras,
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puesto que las columnas de la matriz Vo, son los vec-
tores propios de X'X asociados con valores propios
pequefios.

La conclusion es que la confiabilidad en las predic-
ciones se deteriora a medida que se realiza en puntos X
que se alejan del lugar geométrico determinado por la
patologia de colinealidad expresado en (9.22).

10. CUAL ES LA TERAPIA PARA COMBA-
TIR LOS EFECTOS DE LA COLINEA-
LIDAD?

El tratamiento contra esta patologia esta muy
relacionado con su origen, de acuerdo a lo expresién
en la seccién 5, como se muestra a continuacion:

Si la colinealidad se origina por la alta relacion lineal que
existe entre las variables en el contexto del fenémeno
que se estudia, eliminar alguna(s) de las variables
relacionadas podria no ser una buena solucién puesto
que se introduce sesgo en el modelo.

Supdngase que el modelo:

(10.1) Y=XB +¢& esapropiado, esdecir:

E[€ =0 o equivalentemente E[y ] = XB al hacer
una particion de la matriz X y su correspondiente vector
B, se tiene que:

By
2

Y=XiB1 + XpBy +€ (10.2)

Si las variables en X5 estén relacionadas con las varia-
bles en X4 y se decidiera eliminar del modelo las predic-
toras correspondientes a X, , el modelo se expresaria
como:

y=X{ Bi+€" (10.3)

En el modelo (10.3) resuelta que: E[€*] # 0 es
decirque E[y ] # X By presentandose asi falta de
ajuste que serd mAas severa entre mayor sea la

importancia de Xp en la explicacionde Y.

Recordando que la colinealidad ataca a los estimadores
de minimos cuadrados, se recomienda en esta
situacidon usar métodos como el de Componentes




Principales y el método Ridge, que hacen parte de los
llamados métodos de estimacidn sesgada. Estos
métodos producen estimadores con sesgo pero en
cambio reducen grandemente su varianza sobre todo
cuando se presenta fuerte colinealidad.

Si estamos ante la situacion de colinealidad perfecta,
como se plantea en (5.2), la solucién es eliminar las
variables redundantes como se muestra en seguida,
retomando el modelo (10.2).

Y=X1B1 + XoBp+& E(€)=0
Se tendria en este caso que:
X, =Xy C (10.4)

Reemplazando (10.4) se tendria:

Y=X1[31 +X1CB2 +&
Y=X1 (B4 +CBp +€
Y=X; B'+€ (10.5)

Como se deduce del (10.5) expresando el modelo en
términos de Xy solamente, no se produce falta de
ajuste, puesto que en el proceso descrito la variable

€ nofue alterada.

Cuando la colinealidad es de origen muestral como se
explicd en la seccién 5.3 una buena solucién es au-
mentar la muestra incluyendo puntos cuyos valores x
se alejen de la relacion de colinealidad, haciendo lo mas
grande posible la dispersién de dichos puntos.

Es conveniente recordar que si el objetivo del modelo
de regresion es la prediccion, en cualquiera de las situa-
ciones la prediccion sera confiable para puntos x que
satisfacen las condiciones de colinealidad. Esto es
muy confortable sobre todo en la situacién en que la
colinealidad es inherente a la poblacién, puesto que ge-
neralmente los individuos a los cuales se desea hacer
la prediccién de E (y), guardan en su x correspondiente
aproximadamente la misma relacién que los datos usa-
dos en la construccidon del modelo.

11. ALGUNAS ACOTACIONES DE TIPO
PRACTICO

- La matriz W 'W que tiene la estructura de una
matriz de correlaciones entre las variables predicto-
ras, es un instrumento preliminar muy sencillo para
detectar algunas posibles colinealidades. En la

practica correlaciones con magnitud superior a 0.7
son indicios de colinealidad.

Aun cuando todas las correlaciones sean bajas,
sin embargo puede existir colinealidad puesto
que la dependencia puede involucrar mas de dos
variables.

En la seccién 6, que tratd sobre el diagndstico de
colinealidad se concluyd que valores propios de
X'X "pequefios" son indicadores de la patologia,
sin embargo no se acoté el significado de "peque-
fio" lo cual es de gran interés practico.

Existe todo un desarrollo tedrico en analisis
numérico acerca de lo que se conoce como
matrices "mal condicionadas” en el sentido en
que pequefios cambios en sus componentes
generan grandes cambios en algunas caracteris-
ticas, como por ejemplo las componentes de su
matriz inversa. En lo que es pertinente a nuestro
interés en este articulo, puede mencionarse un
criterio para definir el grado de mal condiciona-
miento de una matriz, es aquel llamado numero
condicién definido para una matriz A como:

N.C (A)

donde los | . son los valores propios de A.

Con base en este criterio surge un indicador que
va a ser Util para decidir qué tan pequefio es un
valor propio, este es el llamado Indice de condicio-
hamiento:

En la practica se han definido en forma empirica
algunas guias para interpretar este indice de con-
dicionamiento asi:

I.Cj < 10 indican dependencias pobres.

10 < LG < 100 indican dependencias modera-
das.

I.Cj >100 fuertes dependencias.

Nétese que al conceptuar sobre el tamafio de un
valor propio, este sera pequefio o grande en
relacién con la magnitud del mayor valor propio y
no de su valor en términos absoliutos.
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Algunos paquetes estadisticos tienen procedi-
mientos para el diagnéstico de colinealidad y
proporcionan indicadores como la matriz de corre-
laciones entre variables predictoras, factores de
inflacién de varianza, valores y vectores propios,
indice de condicionamiento.

CONCLUSIONES

La colinealidad en elmodelo de regresién es un
fenémeno que atenta contra la confiabilidad del
modelo que se estima usando el método de mini-
mos cuadrados.

Es muy importante ser acucioso con respecto a
los valores estimados de los parametros que
arrojan los paquetes computacionales. Se debe
estar atento a observar valores de estimados de-
masiado grandes o con signo que contradicen el
conocimiento que se tiene del fenémeno que se
estudia, igualmente pueden aparecer varianzas
grandes para los estimadores de los parametros
del modelo. Si esto ocurre, debe examinarse la
situacion tratando de identificar su origen y ado-
patar la terapia pertinente.

Debe tenerse presente que aun cuando exista
fuerte colinealidad, las predicciones son confia-
bles en puntos que pertenecen al lugar geomé-
trico definido por las relaciones de colinealidad.

Cuando sea pertinente deben considerarse
métodos alternativos ae estimaciéon como los mé-
todos de estimacion sesgada, los cuales pueden
producir grandes disminuciones en la varianza a
cambio de algun sesgo pequefio en las estima-
ciones.

No debe convertirse el problema del modelaje
estadistico en un ejercicio de cémputo. Debe
considerarse aspectos como la verificacion de los
supuestos Yy restricciones bajo las cuales fue de-
ducido el modelo, ademdas de las posibles pato-
logias.
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