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Resumen

Si tomamos tres vectores distintos en R® y consideramos los tres 4n-
gulos formados entre cada par de vectores, surge la siguiente pregunta
jseré la suma de dos de los d4ngulos mayor que el 4ngulo restante? La
respuesta a la pregunta es afirmativa y en el articulo se presentan dos
demostraciones para esta desigualdad.

1. Introduccién y antecedentes

Quiza uno de los resultados de geometria elemental que mas se recuerda es
la desigualdad triangular: Dado un tridngulo cuyos lados miden a, b y ¢ siempre
se tiene la siguiente desigualdad a < b+ c. Al tomar tres vectores distintos en
R3 y considerar los tres 4ngulos que estos vectores generan, surge un resultado
analogo, pero en el que a, b y ¢ no son longitudes sino angulos entre vectores.

La motivacion de estudiar la anterior analogia nace de un articulo de Bernar-
do Mayorga y Gilberto Arenas ([4]), donde se presenta un ejemplo de bola no
convexa en R? con la siguiente métrica (ver [1])

d.: R?2xR2 — R

@y  — de(my) = el - il + 0 (), )

donde ||| es la norma estdndar en R? y 60 (x,y) es el angulo entre 2 y y. En
general, el concepto de angulo entre dos vectores de un espacio vectorial L con
producto interno se define asi:

Definicién 1. Dados dos elementos x,y € L, se define el dngulo 6 (x,y) entre
ellos mediante la funcion

0:LxL — R

0, si x=y=0;
/2, si z=0Y y=0; 2
(z,y) — 0(z,y) = /< > Yy 2
arccos&, si t#0 A y#0.
il [yl

Notese que 0 (z,y) € [0, 7], y que 8 = 0 si y s6lo si = ay para algin « > 0.



Para que d. sea una métrica debe mostrarse que
0(z,y) <0(x,2)+6(y,2). ®3)

La demostracién de esta desigualdad (L = R?) se intuye a partir de la figura 1
que muestra los caso tipicos de las posiciones relativas de z, y y z.

Figura 1: Representaciéon de tres vectores en R,

Surge ahora la pregunta: jes cierta la desigualdad (3) en cualquier espacio
vectorial L con producto interno? En este articulo se respondera afirmativa-
mente esta pregunta si L = R3. Especificamente mostraremos la desigualdad
triangular para dngulos en R>.

Teorema 2. Sean x,y,z € R3, entonces
0 (x,y) <0(x,2) +0(y,z) .

Existen demostraciones de este resultado (por ejemplo, ver [3]). En esta nota
se daran dos demostraciones que se comparan ventajosamente con las conocidas
y que se valen de conceptos elementales.

2. El resultado principal

Primero, obsérvese que si x y y son linealmente dependientes, entonces el
teorema 2 se sigue de la definicién 1. Por consiguiente, para la prueba se con-
sideraran s6lo vectores no nulos y ademas tales que la suma entre cualquier par
de angulos sea menor que 7.

Es facil concluir que 6 (x,y) = 0 (z,y) donde z = x/|x|, vy =y/|lyll- Esto
es, encontrar el 4ngulo entre dos elementos cualesquiera del espacio euclideo R3,
es equivalente a encontrar el angulo entre sus vectores unitarios. Denotamos
S={zeR?: ||z = 1}. Dados z,y € S, con z # ay, definamos

y— @y

Ty = —————.
oy = ()l



Aqui, z, se obtiene utilizando el proceso de Gram-Schmidt a {z,y}. Es de
observar que el elemento x, es unitario, tangente al arco con punto inicial x y
punto final y que esta contenido en S, y ademéas (z, z,) = 0.

Definicion 3. Sean x,y,z € S, definamos los siguientes dngulos
oz =0 (vy,22), oy =0 (Y2, yz) , Y 02 =0 (22, 2y) -
En lo que sigue denotaremos
a=0(zy), =0(zz) y v=0(zy).
Lema 4. Para cada terna x,y,z € S, se tiene

cosa = cosf-cosy+senf-seny - cosy,. (4)

Figura 2: Representaciéon de z, y, z € S

Zy
Y
= z
Figura 3: y = 2z - cosy + z, - sen, T =z CO8Y+ 25 - S€N .



Demostracion. A partir de las figuras 2 y 3 se observa que
Y =2 -COSY + zy - senvy, T =2z cosf+ z, -senf.

Por otra parte, tenemos que cos ¢, = (2, z5). Sabemos también que (z, z,) = (2, 2;) =
Asi, utilizando la definicién de « se tiene

cosa = (x,y)
= (z-cosf+zy-senf3, z-cosy+ z, - senvy)
= cosf-cosy-(z,2)+cosf-seny - (z,zy)
+sen - cosy - (zg,2) +sen - seny - (zz, 2y)

= cosf-cosy+senf-sen-y - cosy,. O
Teorema 5. Para cada terna x,y,z € S, se tiene la siguiente desigualdad
B—9l <a<p+r.
Demostracion. A partir de la ecuacion (4) se tiene que

cosa — cos 3 - cosy

= CcoS ..
sen 3 - sen -~y i

Dado que la imagen de la funcién coseno esta entre —1 y 1, se obtiene

cosa — cos 3 - cosy
sen (3 - sen -y

en consecuencia
—sen-senvy < cosa —cos 3 - cosy < senf3 - senv,
equivalentemente
cos 3 -cosy —senfd-seny < cosa < cos 3+ cosy + sen 3 - seny,

es decir,
cos (B + ) < cosa < cos(B—v)=cos(|B—7]).

Puesto que la funcién arc cos es decreciente, se tiene
B=ql<a<B+n.
Completando asi la demostracion deseada. O

La prueba del teorema 2 es consecuencia directa del teorema anterior y de
las consideraciones realizadas al inicio de esta seccién.



3. Una demostraciéon alterna

La siguiente demostracion utiliza algunas herramientas diferentes a las uti-
lizadas en la demostraciéon anterior.
En concordancia con la notacién anterior

Para x5, 23 € R sea T la unica isometria que satisface
Z'—>(170,0), y|—>(COS’7,Sen’}/7O); I'—>(COSﬁ7Z‘2,QZ3).

Se demostrara que
a<f+y.

En efecto, dado que la transformaciéon preserva normas, entonces
2]l = 1 Tz|| = [|(cos B, x2, x3)|| = cos® B + a3 + x5 = 1,
y esto a su vez implica que
a:% + x% = sen? 3,
y por tanto, 3 < sen? 8. Dado que «, 3,7 € [0, 7], se tiene que sen 3 > 0 y en

consecuencia
—senf < xo < senf3.

En particular, esta desigualdad implica que zo > —sen (3.
Ademas, dado que seny > 0 tenemos que

To-senvy > —sen - sen-y
sumando cos (3 - cos~y obtenemos
cos 3 - cosy + o -seny > cos 3 - cosy —sen [ - sen -y (5)
pero dado que
cosa = (zr,y) = (Tx,Ty) = cos B - cosy + x2 - senvy
la inecuacion (5) se transforma en
cosa > cos (B +7),

asi, aplicando la funcién arc cost, la cual es decreciente, y dado que o, §+ v €
[0, 7], obtenemos que
a<fB+y

como se queria, demostrar. O
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