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��� �?�&�
���r�8�z�_���E���������&�����_���8���&�����
�����h�X�p�����8�����h�; �¡i�X W���{¢i£C���; Z����¤C���;¥p�E¢W¡i¦§£&�X�{�X¥p���3¢i£C�
¨3����¥r�C Z W��¡i�X©�����¡T��£k�X 

�§£����X W�{¤;�ª£j�§��£;��¢i¡W�§£j��¤;���§£j¡9«$¬k­C®;¯&°�±q².³l´¶µ$±3·C°�¸{¯k¹E°�ºC¯$»Z¸{­C®;¯�»v¼k´¶®C½�±
a ¾ b º c

»l´¶½�¼Z¿G³W½
»�½�².´¶½�±?½�¸{­r»l´[·C°�´¶½E±À²\½p®;½l»l´[·C°ª­$¸{®;­C®

a ≤ b + c Á~Â �Ã¢i�C¥r£j¡�¢i¡W�9 �ÄC�9©l¢W�;¡W�9 ����h a¢W�h�3¢W�3 ����
R

3 Å ©��C�ª W�§����¡T£j¡��h�; _¢W¡i�X ��C��¤C�ª�{�3 �¨;�ª�%�9 M¢i�; �Ä;�X©E¢W�C¡i�X _¤;�����X¡i£C�ÃÆ� a��¡i¤C�"���~¡i�X W���{¢i£C���£j�À�j�h�C¤C�ÀÆ;Ç?��¡i�p���~���Ã¨3���
a
Æ
b Å c

���r a�;�8�h�C�ª¤C�{¢W�ª���9 � a�h���r�j�ª¤C���h�; _���3¢i¡W�"ÄC�9©l¢i�C¡i�X  ÁÈ £�¥p�j¢W�hÄ$£C©��{É;�&���_�X a¢W�ª���h£C¡��§£%£j�3¢W�X¡W�h�C¡�£j�ª£C�{�;¤C¦§£��ª£C©��_���_�ª�&£j¡W¢W¦§©E�ª�{�"����Ê��X¡W�À£j¡WË
���zÌ'£ Å �;¡W¤3£ ÅÎÍ �{�hÏÀ�X¡a¢i� Â ¡W�X�ª£C kÐMÑ ÒjÓÕÔlÆÖ���;�ª���p a�kÇ�¡i�X W���3¢i£q���Î�a×M��¥pÇ��h�z���&Ï?�C�§£t���©E�;�nÄC�EØ�£����

R
2
©E�;�8�§£p a�h¤C���h���3¢i�%¥pÙ�¢W¡i�h©X£zÐ¶ÄC�X¡�Ñ{Ú�ÓÛÔ

d∗ : R
2 × R

2 −→ R

(x, y) 7−→ d∗ (x, y) = |‖x‖ − ‖y‖| + θ (x, y) ,

ÐMÚ9Ô

���;�ª���
‖x‖

�9 "�h£z���;¡W¥r£z�X a¢i�C�ª��£C¡����
R

2 Å θ (x, y)
�9 "���1�C��¤C���h�~���3¢W¡i�

x Å y ÁÖÜ �¤C�X����¡T£j�.Æn���
©��C�ª©���Ç�¢i�r�����j��¤;���h�k�X�3¢W¡i�"���; �Ä;�X©l¢i�C¡i�X ��������~�9 aÇª£;©E�h�pÄC�X©E¢W�;¡W�§£j�
L
©E�;�

Ç�¡i�����ª©l¢i�p�{�3¢W�X¡W�ª�p W�����EÝÀ����£C W¦Þ«
ßzà;á�â�ã¶äCãÞåÀâçæÀè ¬&­;®C¯$»�®;¯�»�½E¸{½�¼r½E±À²\¯$»

x, y ∈ L ¾ »�½�®C½Þéê±G½�½�¸Ãµ$±3·C°�¸{¯ θ (x, y)
½�±ª².³W½

½�¸Û¸{¯�»�¼r½T®$´¶­$±À²\½�¸{­vëT°�±?¹�´¶ì$±
θ : L × L −→ R

(x, y) 7−→ θ (x, y) ≡

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0,
PRJ

x = y = 0 ;

π/2,
PRJ

x = 0 Y y = 0 ;

arc cos
〈x, y〉

‖x‖ ‖y‖
,
PRJ

x 6= 0 ∧ y 6= 0 .

í¶î9ï

ð ÉC¢W�X W��¨3���
θ (x, y) ∈ [0, π]

Æ Å ¨3��� θ = 0
 W� Å  aÉ;�{�& a� x = αy

Çª£C¡i£�£C�{¤;ñ��
α > 0 Á

Ú



� £j¡T£k¨3���
d∗
 W�X£k���ª£k¥pÙE¢i¡W�§©�£p���XÏÀ��¥p�; a¢W¡T£j¡T W�%¨3���

θ (x, y) ≤ θ (x, z) + θ (y, z) .
Ð��;Ô

È £p���X¥p�; a¢W¡T£C©E�hÉC�~�����9 M¢T£r���X W�{¤;�ª£j�§��£;�!Ð
L = R

2
Ô� W���{�3¢i� Å ��£pÇª£C¡a¢i�{¡Z�����h£kÝª¤;��¡T£8Ú¨3���"¥����9 M¢i¡i£k�h�; �©X£C W��¢i¦{Ç��§©E�3 ������§£C �Ç?�; W�h©��{�;���X �¡i���§£$¢i�{Ä$£C ����

x
Æ
y Å z Á

x

y z

x

yz
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2
�

�n��¡i¤C�p£����;¡i£t�h£zÇ�¡i��¤;���3¢i£�«��X�X "©E�h��¡W¢i£8�§£8���9 a�h¤C�À£j�§��£C� Ð��;Ôv���7©E�ª£C�h¨3���h��¡%�X WÇª£;©E�h�
ÄC�9©l¢i�C¡i�h£C�

L
©E�;� Çª¡W�����ª©E¢W�'�h�3¢W�X¡W����� Ü � �9 M¢i�q£j¡W¢W¦§©E�ª�{�' W�t¡i�X WÇÀ�;�ª����¡T��£$ÝÀ¡W¥r£$¢i�{Ä$£jË¥p���3¢W�z�X a¢i£!Ç�¡i��¤;���3¢i£Î W�

L = R
3 Á�Ü  WÇ?�X©E¦{ÝÀ©X£j¥p���3¢W�~¥p�; a¢W¡T£j¡i��¥p�3 ��§£ ®C½E»l´[·j°ª­j¸{®C­;®².³l´¶­$±3·C°�¸{­j³_¿�­j³W­qµj±3·C°�¸{¯�»�½�±

R
3 Á

� à����$à���
��Ãè! ½i­j±
x,y, z ∈ R

3 ¾ ½E±À²\¯j±?¹T½l»

θ (x,y) ≤ θ (x, z) + θ (y, z) .

Ü Ø��h a¢W�X�r����¥p�; a¢W¡T£C©��{�;���X ������9 M¢i�_¡i�X W���{¢i£;���kÐ¶ÇÀ�;¡=�M×M�X¥kÇª�{�ÀÆ$ÄC��¡�Ñ ��ÓÕÔ ÁjÜ �k�9 M¢T£%���j¢T£ W�Z��£j¡T�j�p���; 1����¥p�; a¢W¡T£C©��{�;���X �¨3���Z W�Z©E�;¥kÇÀ£j¡T£j�kÄC���3¢T£$×M�; i£j¥p�X�;¢i�_©��C�p�§£C =©E�;����©E�§��£C 
Å ¨3���� W�"Ä�£C�{�X�z����©E�C�À©E��Ç�¢W�; ��X�{�X¥p���3¢i£C�{�9  Á
"p� #%$ �����
�&$T�����z�('8���E�z���)'z�*$

� ¡i�{¥p��¡i�ªÆ
�CÏª WÙ�¡iÄC�9 a�p¨3���q W�
x
Å

y
 W�C�7�{�h���9£j�h¥k�X�3¢W�q���XÇÀ�X�ª���h���3¢W�9 �Æ
���3¢W�;�ª©E�9 ����

¢W�X�C¡i��¥r£,+r W�� a�h¤C�ª�������§£r���EÝª�ª�h©��{É;� Ú Á � �C¡�©E�C�À a�h¤C���h���3¢i�CÆ�Çª£C¡i£k�§£rÇ�¡i����ÏÀ£r a��©��C��Ë W�h���X¡i£C¡i£C�r aÉ;�{�&ÄC�X©E¢W�;¡W�9 ê���&�3�ª�{�3  Å £;����¥r�C 1¢i£C�{�9 �¨3�����h£k W��¥r£����3¢i¡W�%©E�ª£C�h¨3���h��¡_Çª£j¡�����j�ª¤C���h�; � W�X£&¥p�����;¡Z¨;�ª�
π Á

Ü  .-¶�C©��{�G©E�;�ª©E�h���h¡_¨3��� θ (x,y) = θ (x, y)
���C�ª���

x = x/‖x‖
Æ

y = y/‖y‖ ÁpÜ  a¢W��X XÆj�X�ª©E�;�;¢i¡i£C¡����ª�C��¤C���h�"���3¢W¡i�Z���3 ����h��¥p���3¢W�3 ê©E�À£j�h�X i¨;�ª�{�X¡i£%�����ª�X WÇª£C©��{�"���À©E�h¦h���X�
R

3
Æ

�X p�9¨3���{Ä$£C�{�X�;¢i��£Î�X�ª©E�;�;¢i¡i£C¡p���Z�j�ª¤C���h�!�X�3¢W¡i�~ W�ª pÄ;�X©l¢i�C¡i�X k�����{¢i£C¡W�h�;  Á0/ �X���j¢T£j¥p�; 
S =

{

x ∈ R
3 : ‖x‖ = 1

} Á1/ £C���;  x, y ∈ S
Æª©E�;�

x 6= αy
Æª���EÝª�ª£C¥p�; 

xy =
y − 〈x, y〉x

‖y − 〈x, y〉x‖
.

+



Â ¨3��¦.Æ xy

 a���;Ï�¢W�h���ª����¢W�h�{�h�X£C�ª���7���vÇ�¡W��©��X W�7��� Í ¡i£C¥&Ë ��© ��¥p�§�n¢t£ {x, y} Á Ü  t����CÏÀ a�X¡WÄ$£j¡�¨;�ª���������h��¥p���3¢i�
xy

�9 v���ª�[¢T£j¡i�{�ÀÆ�¢i£C��¤C�X�3¢W��£C��£j¡T©E�t©��C�'Çª���3¢W�t�h���§©E�§£j�
x ÅÇ����3¢i�&ÝÀ�ª£j�

y
¨;�ª�%�9 M¢T�r©E�;�;¢i�����§���k���

S
Æ Å £;����¥r�;  〈x, xy〉 = 0 Á

ßzà;á�â�ã¶äCãÞåÀâ � è! ½T­$±
x, y, z ∈ S ¾ ®C½Þéê±G­$¼r¯�»�¸{¯$»%»l´[·C°�´¶½E±À²\½E»�µ$±n·j°�¸{¯$»

ϕx = θ (xy, xz) , ϕy = θ (yz, yx) ,
º

ϕz = θ (zx, zy) .

Ü ���h�p¨3���� W�{¤;���������ª�j¢i£C¡W�X¥p�; 

α = θ (x, y), β = θ (z, x) Å γ = θ (z, y).

�1à���
��
è�� ­$³i­8¹T­C®;­t²R½�³l±?­
x, y, z ∈ S ¾ »�½�².´¶½�±?½

cosα = cosβ · cos γ + sen β · sen γ · cosϕz .
ÐÕÒ3Ô

S

z

y

x

zy
zx

zxzy

ϕz

α

βγ

z

zy
y

γ
z

zx

x

β

��ã����	��
 � ��� STm;QMSiPRST]$KaOXVTJ��9]pY;S
x, y, z ∈ S

S

z

y

x

zy
zx

zxzy

ϕz

α

βγ

z

zy
y

γ
z

zx

x

β

��ã��
�	� 
 � �
y = z · cos γ + zy · sen γ

o
x = z · cos γ + zx · sen γ

�

�



¬k½E¼r¯�»l².³W­C¹�´¶ì$±�� Â Çª£C¡a¢i�{¡Z���"�§£C _Ýª¤;��¡T£C  + Å �p a���;Ïª W��¡iÄ�£k¨3���

y = z · cos γ + zy · sen γ, x = z · cosβ + zx · senβ.

� �C¡Ö�C¢W¡T£�Çª£j¡W¢W�;ÆT¢W���ª��¥p�; Ã¨3���
cosϕz = 〈zy, zx〉 Á ��£CÏÀ�X¥p�; G¢T£j¥�Ïª�{ÙX�"¨3��� 〈z, zy〉 = 〈z, zx〉 = 0 Á

Â  W¦.Æ���¢W�h�h�{�9£j�ª���p�§£p���EÝª�ª�h©��{É;�~��� α
 a�"¢i�{�X���

cosα = 〈x, y〉

= 〈z · cosβ + zx · senβ, z · cos γ + zy · sen γ〉

= cosβ · cos γ · 〈z, z〉+ cosβ · sen γ · 〈z, zy〉

+ senβ · cos γ · 〈zx, z〉 + sen β · sen γ · 〈zx, zy〉

= cosβ · cos γ + sen β · sen γ · cosϕz .

� à����$à���
��Ãè�� ­j³W­z¹i­;®C­q²\½�³l±?­
x, y, z ∈ S ¾ »�½�²Þ´¶½�±?½�¸{­t»T´[·C°�´¶½�±ª²R½&®;½l»l´[·C°ª­$¸{®;­C®

|β − γ| < α < β + γ.

¬k½E¼r¯�»l².³W­C¹�´¶ì$±�� Â Çª£C¡a¢i�{¡Z���"�§£p�X©��ª£C©��{É;�!ÐÕÒnÔ� a�%¢i�{�X����¨3���

cosα − cosβ · cos γ

sen β · sen γ
= cosϕz .

/ £C���r¨3���"�h£p�h¥r£j¤;���~���"�h£ -Õ���ª©��{É;��©E�; W���ª�k�9 M¢T�k���3¢W¡i� −1 Å 1
Æ� a�"�;Ï�¢W�h�����

∣

∣

∣

∣

cosα − cosβ · cos γ

sen β · sen γ

∣

∣

∣

∣

< 1,

���~©E�;�ª W�X©E�ª���ª©��h£

− senβ · sen γ < cosα − cosβ · cos γ < senβ · sen γ,

�X¨3���hÄ$£j�h���3¢W�X¥p���3¢W�

cosβ · cos γ − sen β · sen γ < cosα < cosβ · cos γ + senβ · sen γ,

�X ����X©E�h¡9Æ
cos (β + γ) < cosα < cos (β − γ) = cos (|β − γ|) .

� ���9 M¢i�r¨;�ª���h£ -Õ���ª©��{É;�
arc cos

�X ����X©E¡i�X©��{�X�3¢W�CÆ� W�%¢W�h�����

|β − γ| < α < β + γ.

���C¥pÇ��h�E¢T£j�ª���p£; a¦Ö�§£p����¥p�3 M¢i¡i£;©E�hÉC�8���X W�X£C�ª£ Á
È £8Ç�¡i����Ïª£8������¢i���C¡i��¥r£ +q�X %©E�;�ª W�X©E�ª���ª©��h£8���{¡i�X©E¢i£8������¢W�X�C¡i��¥r£t£C�;¢i��¡i�{�;¡ Å ����§£C �©E�;�ª W�h���X¡i£;©E�h�C���9 1¡i�X£C�{�h�X£;��£C _£j�
�{���§©E�h�r�����X a¢i£p W�X©X©E�hÉC� Á

Ò



�t� � �8� �z��� ���Ã�
�������E��� �*$T�������z�
È £t W�h¤C���h���3¢W�k����¥p�3 M¢i¡i£;©E�hÉC�~��¢W�h�h�{�9£t£j�h¤C���À£C  �ª��¡i¡i£C¥k�h���3¢T£C ���� -Õ��¡i���3¢W�9 �£t�h£; Z��¢i�[Ë

�h�{�9£C��£; ��X�~�h£p���X¥k�3 M¢i¡i£;©E�hÉC�z£j�3¢W�X¡W�h�C¡ Á
Ü �'©E�;�ª©E�;¡i�ª£j�ª©��h£&©E�C�z�§£&�ª�j¢i£;©E�hÉC�~£j�3¢W�X¡W�h�C¡

cosα = 〈x, y〉 , cosβ = 〈x, z〉 , Å cos γ = 〈y, z〉 .

� £j¡T£
x2, x3 ∈ R

 W�X£
T
�h£kñ����§©�£k�§ a�;¥p�E¢W¡i¦§£&¨3���� i£$¢i�h  -¶£C©��

z 7−→ (1, 0, 0) ; y 7−→ (cos γ, sen γ, 0) ; x 7−→ (cosβ, x2, x3) .

�n�����X¥k�3 M¢i¡i£C¡i�&¨3���
α ≤ β + γ.

Ü �~�)-Õ�9©l¢i�ªÆª��£;���p¨;�ª���h£&¢W¡T£j�À  -Õ�;¡W¥r£C©��{É;�qÇ�¡i�X W��¡iÄ$£��ª�C¡i¥p£; �Æn�X�;¢i�C�ª©��X 

‖x‖ = ‖Tx‖ = ‖(cosβ, x2, x3)‖ = cos2 β + x2

2
+ x2

3
= 1,

Å �9 M¢i�p£p W�~ÄC���"�h¥pÇ��{�§©�£p¨3���

x2

2
+ x2

3
= sen2 β,

Å Ç?�C¡�¢T£j�3¢W�ÀÆ x2

2
≤ sen2 β Á / £;���t¨3��� α, β, γ ∈ [0, π]

ÆÀ a�"¢i�{�X����¨3���
sen β ≥ 0 Å ���©E�;�ª W�X©E�ª���ª©��h£

− senβ ≤ x2 ≤ senβ.

Ü �~Çª£C¡a¢i�h©����h£C¡XÆn�9 M¢T£k���X W�{¤;�ª£j�§��£C�8�h¥kÇª�{�§©�£p¨3��� x2 ≥ − senβ.
Â ����¥r�; �Æ���£;���r¨3��� sen γ ≥ 0

¢W�X����¥p�; �¨3���

x2 · sen γ ≥ − senβ · sen γ

 W��¥r£j�ª���
cosβ · cos γ

�CÏ�¢i�����X¥p�; 

cosβ · cos γ + x2 · sen γ ≥ cosβ · cos γ − sen β · sen γ
Ð��CÔ

Ç?��¡i�p�ª£C���r¨3���

cosα = 〈x, y〉 = 〈Tx, Ty〉 = cosβ · cos γ + x2 · sen γ

�§£&�h���9©E�ª£;©E�hÉC�7Ð��CÔ_ W�"¢W¡T£j�ª  -Õ�C¡i¥r£��X�

cosα ≥ cos (β + γ) ,

£C W¦.Æn£CÇ��h�h©X£j�ª���&�h£!-Õ���ª©��{É;�
arc cos t

Æ��§£&©��ª£j�G�X ����X©E¡i�X©��{�X�3¢W�CÆ Å ��£;���p¨;�ª� α, β + γ ∈
[0, π]

Æ��CÏ�¢i�����X¥p�; �¨3���
α ≤ β + γ©E�;¥p�k W��¨3����¡i¦h£k���X¥k�3 M¢i¡i£C¡ Á �

�
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