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Resumen

En general no existe el limite proyectivo de una familia proyectiva de medidas. En
este trabajo se presentan dos ejemplos en los que ocurre esta situacion. El primer
ejemplo conocido en la literatura que guarda relacién con el tema fue construido por
E.S. Andersen y B. Jessen en [1].
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familia proyectiva de medidas, medidas probabilisticas, medidas en espacios de dimen-

sion infinita

1. Preliminares

Sea (I", %) un conjunto parcialmente ordenado y (E,A,)yer una familia
de espacios medibles. Para cada pareja (o,8) € I' x I tal que o« < 8
supondremos que existe una funcién medible fo5 : (Eg,Ag) = (Ea,Aa)-
Diremos que {(Ey, Ay ) er, (fap)} s un sistema proyectivo de espacios
medibles si

(spl) a < B <« implica fag © fay = far-
(sp2) fyy = 1g, para todo y € T.

Diremos que el espacio medible (E, A) es un limite proyectivo del sistema
proyectivo de espacios medibles {(E,, Ay)yer, (fap)} si

(Ipl) Existen funciones medibles f, : (E,A) — (E,,A,) para cada v
tales que fap o fg = fo sia % 6.

(Ip2) Si (Y,B) es otro espacio medible con funciones medibles ¢, : (Y, B)
— (Ey,Ay) que satisfacen fug 0 ¢g = ¢, cuando a < S, entonces
existe una funcién medible tinica h : (Y, B) — (E, A) tal que f,oh =
¢ para todo y € I'.

Teorema 1.1. Todo sistema proyectivo de espacios medibles tiene un
limite proyectivo tinico salvo isomorfismos.
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Demostracion. Sea {(Ey,A,)ver, (fap)} un sistema proyectivo de espa-
cios medibles y demostremos la existencia de un limite proyectivo. Con-

sideremos el conjunto E de los # € [] E, tales que fqg(2g) = x4 si
~yerl
a=xfyseaA={MNE: Mec QA,} donde @ A, es la o-algebra
~yED 7€l
producto, es decir, la menor g-algebra que hace medibles las proyecciones

py : [] By = E, para todo v € T'. Entonces (E,A) es un espacio me-
€T

dible y al hacer f, = p,|E tenemos que f, es medible para todo v y
Jag © fg = fa cuando a <X B. Si (Y, B) es otro espacio medible con fun-
ciones medibles ¢ : (Y, B) — (E,, A,) tales que fog0¢g = ¢o si a <,
entonces h : Y — E definida por h(y) = (¢(y))yer es la tnica funcion
medible que satisface f, o h = ¢ para todo y € T.

Ahora demostremos la unicidad salvo isomorfismos de espacios medi-
bles. Sean (E, A) y (E’', A’) dos limites proyectivos del sistema proyectivo
{(Ey, Ay)ver, (fap)}- Entonces existen funciones medibles f, : (E, A) —
(By,Aqy) y fr: (E',A') = (B, Ay) para cada v tales que fog 0 fg = fa
o g0 fé = fl si @ X . También existen funciones medibles tnicas
u:FE - E' yv:E — E tales que flou = f, y fyov = f} para todo
~v. Es claro que v ou = h es una funcién medible de E en E que satisface
fyoh = f, para todo vy € I', entonces por unicidad vou = 1g. En forma
similar wov = 1g1. O

Denotaremos por (lim E, 11;1_11 A.) el limite proyectivo del sistema proyec-
—

tivo de espacios medibles {(E;, Ay) er, (fag)} ¥ a las funciones medibles

(f4)ver de (Ipl) las llamamos funciones canénicas. Es posible verificar

entonces, que lim A, es la menor o-dlgebra en lim F, que hace medibles
<« —

las funciones candnicas.

Sea {(Ey,A,)yer, (fop)} un sistema proyectivo de espacios medibles y
Ky una medida definida en A, para cada v € T'. Diremos que (ty)yer
es una familia proyectiva de medidas si @ < 8 implica fas(pg) = pao (la
medida fi, es la imagen de la medida pg por la funcién fup si a < ).
Una medida p definida en 1311 A, es un limite proyectivo de la familia
proyectiva (fy)yer si fy(u) = py para todo v € T. Sea (X,A,u) un
espacio de medida. Definimos en P(X) la medida interior p. tnducida
por p asf pu(E) = sup{u(F) : F C E,F € A} para todo E € P(X).
Diremos que un subconjunto Xy de X es grueso si p.(X — Xp) = 0.

A continuacién daremos dos ejemplos de familias proyectivas de medidas
que no tienen limite proyectivo.
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2. Ejemplo A

Para este ejemplo nos basamos en un ejercicio de Halmos [2, p.214, ejer-
cicio 3.

Proposicion 2.1. Sean (X, A, ) un espacio de medida y M un subcon-
junto gruesode X. SiM =ANM ={ANM : A€ A} yv(ANM) = p(A)

para todo A € A, entonces v es una medida en el espacio medible (M, M).

Demostracion. No es dificil ver que M es una o-dlgebra de subconjun-
tos de M llamada la traza de A en M. Sean A, As € A tales que
AiNM = Ay N M y demostremos que v(4; N M) = v(42 N M).
Puesto que (A1AA2) N M = 0 entonces (A1AAs) — M = A1ANAs y
(A1 AA2) = pi((A1AA3) — M) < (X — M) = 0 porque M es grueso.
Asf que (A1 AA) =0y por tanto (A1) = u(As). En otras palabras, v
esté bien definida.

Supongamos que (F},)nen es una sucesion disjunta de elementos de M y

n—1
sea Ap un elemento en A tal que F, = A, N M. Si A, = A, — U 4
i=1

entonces (Zn)nem es una sucesion disjunta en Ay |J 4, = U ﬁn.
- nekl neN
Ademés (A,AA,) N M = (. En efecto,

(A AA)NM = (Ap—A)NM
= (AuN M) — (4, N M)
n—1
= (A NM) - [(4n - | 4)) n M]
i=1
n—1
= (A,NM)—(A,nM - | AinM)

i=1

n—1
= Fp—-(F—|JFR)=F—F,= 0
i=1

para todo n € N. Por consiguiente
pa(AnDAL) = pe(An D) — M) < pa(X — M) =0
por ser M grueso. Luego

“(AVHAAH) =0 vy :U'(‘zlvn) = H(An)'
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Por ultimo

ZV(FH) = ZVA nM) Zu Zu~ = Ufa:n)
neN

neN neN neN neN
= p(l 4n) =v((|J 4n) n M) = (| 4nn M)
nel neN neN
= (| F)
nel
Luego v es o-aditiva y por tanto una medida en (M, M). O

Consideremos el espacio de probabilidad ([0, 1], bor([0, 1]), ») donde v es la
medida de Lebesgue en bor([0,1]). Sea (X, )nen una sucesién decreciente
de subconjuntos gruesos de [0,1] tales que [\ X, = (. Para cadan € N
neN
sea Ay = bor([0,1]) N X, ysi E € Ay, es decir , si E = FN X, con
F € bor([0,1]), definimos v,(E) = v(F). Por la proposiciéon anterior
tenemos que v, es una medida en el espacio medible (X, A, ), méis atn,
v, es una medida probabilistica.
n k(3
Si n € N definimos J, = {1,2,...,n}, X5, = [[ Xi, A7, = QA ¥
i=1 i=1
Jimdn + X5, = X, dada por fj,.7.((%i)1<i<n) = (Ti)1<i<m 81 m < n.
Para J] - {1} hacemos X{l} = X1, ﬂ{l} = .)q,1 v f{l}Jn((S{,‘g)]g@Sn) =1I
si n > 1. Entonces {(X,, A, )nen, (f7,,7,)} es un sistema proyectivo de
espacios medibles y su limite proyectivo es ([] X;, @ A;), con funciones

€N iEN
canénicas py, : [[ X; = X, dadas por py, ((z:i)ien) = (Ti)1<i<n-
teN
Para cada n € N, la funcién g, : (Xp,An) = (Xs,,As,) definida por
gn(z) = (21,22,...,2,) donde z; = z, ¢ = 1,2,...,n es medible. Por lo

tanto pin, = gn(vn) es una medida probabilistica definida en A, por la
formula i, (A) = vn(g,'(A)) para todo A € Aj,. Ademas tenemos que
(t4n )nen es una familia proyectiva de medidas probabilisticas en el sistema
proyectivo {(Xz,, A7, )neN, (f7,.7,)}. En efecto, seam <n.Si A€ Ay,
entonces g,.'(4) = ENX,, con E € bor([0,1]) y g, (B) = EN X, donde
B = f‘]_ﬂiJn(A) Ast que pim(4) = (97, (A)) = vm(EN X)) = v(E) y
ﬁ"n(f;n:Jn(A)) = pn(B) = Vn(g;] (B)) =vp(ENX,) =v(E) y por tanto
Frmda () = pm-

Demostremos que la familia proyectiva de medidas probabilisticas
(tn)nen no tiene limite proyectivo.
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Demostracion. Sea k € Ny Ej el conjunto de los (z1,22,...) € [] X;
iEN

cuyas primeras k coordenadas son iguales.

El conjunto Dy = {(z1,...,2k) : 1 = ... =z =z € [0,1]} es cerrado

k
y por tanto Dy € @ bor([0,1]). Luego Dy N X, € Ajy,. Puesto que
i=1

Ej= p_}; (D N Xy,) entonces Ey, € @ A; para todo k. Si existiera una

ieN
medida p definida en @ A; tal que py, () = py, para todo n € N entonces
ieN
;J,(Ek] = MA:(D!C n XJ’C) = vk(ggl(Dk N XJ’G)) = :Uk(Xk) = | para tOdO
k € N, pero ] Ex =0 lo cual no puede ser. O

kEN

3. Ejemplo B

En esta parte nos basamos en un ejemplo de Skorohod [3, pag.8] en el cual
muestra una distribucién débil que no posee una medida correspondiente.
Las medidas de la familia proyectiva que construiremos estan definidas
en subélgebras de conjuntos borelianos.

Sea H un espacio de Hilbert real separable y F la coleccion de todos
sus subespacios de dimensién finita ordenado por la inclusién. Para ca-
da F' € F denotaremos por pg la proyecciéon ortogonal de H sobre F.
Si F;,G € F con F' C @, denotaremos por ppg la proyeccion ortogonal
de G sobre F. Notemos que ppg o pec = pr si F C G. La colecciéon
Cr = pp'(bor(F)) = {pp'(A) : A € bor(F)} es una o-dlgebra de sub-
conjuntos de H llamados cilindros basados en los borelianos de F. Si
A € bor(F) es una base de T'y si F C G entonces B = pp(A) es tam-
bién una base de T pues p5'(B) = pg' (Ppg(A) = (pre ope) (A) =
pp'(A) =T. Asi que Cr C Cgsi F C G.

Proposicion 3.1. El conjunto € = [J € de los cilindros es un éalgebra

FeF
que genera a bor(H).

Demostracion. Demostremos que € es un algebra. Sean C' y D cilindros.
Entonces existen subespacios de dimensién finita F'y G tales que C € Cg
v G € Cg. Sea M un subespacio de dimensién finita tal que F,G C M.
Entonces C, D € Cps y por tanto C — D, CUD € €y C C.

Ahora demostremos que A(€) = bor(H). Puesto que H es separable,
posee una base ortonormal numerable (e, )nen-

Sean F,, = lin{ey : 1 < k < n} y py, la proyeccion ortogonal de H sobre
F),. Es claro que lféllpﬂ(w) = z para todo z € H.
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Si B={z € H:|z—al <r}esla bola cerrada de centro a y radio
r, entonces T, = {z € H : |pa(z) —2n(a)|| < r} € Cr, y BC T,

para todo n. Luego B C [ Tj. Para demostrar la inclusién inversa
neM
supongamos que y ¢ B. Entonces existe un § > 0 tal que ||y —a| = r+94.

Como limp,(y —a) = y — a entonces ||pa(y) — pula)|l = lly — all. Por

consiguiente ||pn(y) — pn(a)|| > 7 si n es suficientemente grande, lo que
significa que y ¢ T,, para n grande, es decir, y ¢ [ Tp.

Como |J €Cp, C € entonces A(|J Cg,) C ﬂ(@ieglemos mostrado que
A(U gfﬂf) contiene cualquier br;i: cerrada y por tanto cualquier bola
abi?ai?a pues puede verse como unién numerable de bolas cerradas. Asi

que bor(H) C A( [_JN Cpg,). Luego A(C) = bor(3(). O
ne

Si F' es un subespacio de J de dimensién n entonces

ur(A) = (2m)~% / e 36l) dan ()
A

donde A" es la medida de Lebesgue n-dimensional, es una medida probabi-
listica en bor (F'). Mostremos que si L C M entonces pras(par) = pr. Sean
L y M subespacios de dimension finita [ y m respectivamente, L, C M
y L+ el subespacio ortogonal de L en M. Entonces M = L @& L+ y
podemos encontrar una base ortonormal {ej,...,e€}...,en} de M donde
los primeros [ elementos estdn en L y los restantes en L. Si A € bor(L)
entonces

um (P (4) = pu(Ax LF)

/ e—%(:rf+,+---+a:§1} d/\m—f(‘,r_.)
L.
(2

m)!/2(2m)m=D/2 1 (A)
[Qﬁ)mﬂ
= pr(4)

En consecuencia puz, = pras(par) si L C M.
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Demostremos que no eriste ninguna medida (1 en bor(3) tal que pr(u) =
g para todo F € F,

Demostracién. Para ello consideremos la funcién f(z) = e €%} donde
e > (. Esta funcién es continua, positiva y mayorada por la funciéon
unitaria z — 1. Si L es un subespacio de dimensién finita ! entonces
fo = fouwopr (b : L — H la inclusién) es la funcién fr(z) =
e—<(Pr(@)lPL(=))  Observemos que

1 —e(z|z) ,— L x|z
]I;(fo.‘,L)[w) dur(z) = W/Le (2|2) o~ 5 (z|2) d,\l(;;c)

B (_zﬂl):,»z [ et axio)
L

142742 4
_ ((QT‘)??/LB Lol9) gxl(y)
= (14272

donde hicimos el cambio de variable z = (1 + 2¢)~'/%y.

Sea (Lp)nen una sucesion creciente de subespacios de dimensién finita
tal que la dimension de Ly, es n y nlingopl,n () = x para todo ¢ € K.
Entonces si hacemos fr, = f oy, opy, tenemos que fr, es positiva
vy mayorada por la funciéon z — 1, fr. converge puntualmente a f y
an four, (x)dur, () = (1 + 2€)~™2 para todo n € N. Si existiera una
medida probabilistica g en bor(H) tal que pr(p) = pr para todo F € F
entonces

[ 1@ du@) = Y [ 1@ due) = Jim [(o1n,) ope, du(o)

0

- : = —n/2
lim /Ln (forr,) dur, (x) nll}rgo(l + 2¢)

n—roo

= 0
Esto no puede ser porque
f(z)=eC® > 0 para todo z € K.
|
Teniendo en mente lo anterior procedemos a dar el ejemplo. Puesto que

F C @ implica Cr C Cg, entonces {(H, Cr)res, (1Fg)} es un sistema
proyectivo de espacios medibles donde 1pg : H — H es la identidad
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si FF C G. El limite proyectivo de dicho sistema proyectivo es el espa-
cio de medible (3, bor(3)) y las funciones canénicas son las identidades
17 : (H,bor(H)) = (H,Cr) las cuales son medibles porque

A(€) = bor().

Sea T € Cp de la forma T = p,'(A) con A € bor(F). Si definimos
vp(T) = pr(A) entonces vp es una medida probabilistica en el es-
pacio medible (H,Cr) para cada F € F. Obtenemos asi una familia
proyectiva (vp)pes de medidas probabilisticas sobre el sistema proyec-
tivo {(H, Cr)Fes, (1rg)}. Para comprobar esta afirmacién debemos de-
mostrar que lpg(vg) =vrpsi F CG.SeaT € Cpy F C G. T es de la for-
ma T = py'(A) con A € bor(F) y si B = pp¢,(A) entonces p;'(B) = T.
Ahora, como pra(uc) = e entonces ux(A) = uc(ppL(A)) = ue(B).
Luego vg(156(T)) = vg(T) = pa(B) = pr(A) = vp(T). Entonces
(vF)Fes es una familia proyectiva.

La familia proyectiva (vr)peg de medidas probabilisticas no tiene limite
proyectivo. En efecto, si existiera una medida probabilistica v en el es-
pacio medible (H,bor(H)) que fuera el limite proyectivo de (vg)res,
tendriamos que 1p(v) = vy para todo F € F por la definicién de limite
proyectivo y si A € bor(F) y T = p}l(A) entonces

v(pp'(A)) = v(T) = vp(T) = pr(A).
Asi que pr(v) = pr para todo F € F lo cual hemos mostrado que no

puede ocurrir.
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