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Abstract

The emergence of antibiotic-resistant strains of bacteria has been increasing to become one of
the most serious problems of Public Health. The increase in treatment with these drugs and their
inappropriate use are main cause of this emergency. Recently, scientific community has become
clear that, a better understanding of the different mechanisms of acquisition of bacterial resis-
tance have great importance in preventing infection and development more effective antibiotics.
In this work, we consider bacterial resistance adquisition by mutation due to antibiotic exposure.
We formulated a mathematical model describing the interaction between sensitive and resistant
bacteria to an antibiotic. Analysis qualitative reveals the existence of a free-bacteria equilibrium,
resistant-bacteria equilibrium and an endemic equilibrium where both bacteria coexist sensitive
and resistant bacteria.

Keywords: ordinary differential equations, equilibrium solutions, bacterial resistance, antibio-
tics.

MSC(2000): 37C75, 92B05.

Resumen

En la actualidad la resistencia bacteriana a antibidticos es uno de los problemas mas graves de
salud publica. El incremento de tratamientos con estos medicamentos y su uso inadecuado son la
principal causa de esta emergencia. Al respecto, la comunidad cientifica ha puesto de manifiesto
que un mejor entendimiento de los diferentes mecanismos de adquisicion de resistencia bacteriana
serd de gran relevancia en la prevencion de infecciones y elaboracion antibidticos mas eficaces. En
este trabajo de investigacién abordamos la adquisicién de resistencia bacteriana por mutacién
debido a la exposicion de éstas a un antibidtico. Para este fin, formulamos un modelo matematico
simple que describe la interaccion de bacterias sensibles y resistentes a un antibiético. El anélisis
cualitativo de este modelo revela la existencia de un estado libre de bacterias, un estado endémico
donde sdlo existen bacterias resistentes y un estado endémico donde coexisten tanto bacterias
sensibles como bacterias resistentes.

Palabras y frases claves: ecuaciones diferenciales ordinarias, soluciones de equilibrio, resis-
tencia bacteriana, antibioticos.

1 Introduccion

Se entiende por resistencia bacteriana la capacidad que tienen las bacterias de
soportar los efectos de los antibiéticos destinados a eliminarlas o controlarlas.
Un antibidtico es cualquier compuesto quimico utilizado para eliminar o inhibir
el crecimiento de organismos infecciosos tales como las bacterias [1]. Cuando
las bacterias son expuestas a un antibidtico, estas pueden sufrir algin tipo de
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mutacion que se define como cualquier cambio en la secuencia de ADN, hecho
que proporciona un mecanismo genético para la produccién de nuevas actividades
y funciones genéticas en el interior de la bacteria; es por ello que las mutaciones
ocasionadas por la exposicién de las bacterias a un antibidtico tienen el potencial
de proporcionar un mecanismo evolutivo que explique el origen de la resistencia
a los antibidticos [2]. Estas mutaciones bacterianas son esponténeas y aleatorias,
ademas de que pueden afectar a cualquier tipo de gen. Existen muchos tipos
de mutaciones que tienen que ver con la resistencia bacteriana y dependen del
antibiético usado [2].

En la actualidad, uno de los problemas més importantes de salud publica
es la busqueda estrategias de manejo y control de la resistencia bacteriana a los
antibioticos. El uso de estos medicamentos ha tenido una repercusién muy impor-
tante en la medicina moderna por la capacidad para curar infecciones bacterianas
que amenazan la vida. Sin embargo, las mutaciones genéticas bacterianas, han
permitido el desarrollo de cepas de bacterias resistentes a antibidticos [2]. En este
sentido diferentes autores han utilizado modelos matematicos para entender la ad-
quisicién de resistencia bacteriana. Bonohoeffer et al. [3] proponen criterios para
evaluar los efectos de tratamientos para infecciones transmitidas directamente y
discuten el uso de diferentes patrones en terapias con uno o multiples antibiéticos.
Los resultados de su modelo matematico sugieren que los beneficios a largo plazo
de los tratamientos con un sélo antibidtico produce resistencia, independiente-
mente de cual sea el patrén de uso del antibiético. Leenheer et al. [4] analizan un
modelo que se basa en la hipotesis de que el envejecimiento normal es una posible
explicacién para la existencia de células persistentes las cuales son resistentes a
tratamientos con antibidticos. Ellos estudian un modelo de quimiostato con una
poblacién microbiana estructurada por edad y demuestran que si las tasas de cre-
cimiento de las células en diferentes clases de edad estan lo suficientemente cerca
a un multiplo escalar de una tasa de crecimiento comun, entonces la poblacién se
estabilizard en un estado estable de coexistencia. Tomasetti y Levy [5] conside-
ran el problema de la resistencia bacteriana en cancer, centrandose en mutaciones
genéticas al azar. Ellos muestran que la cantidad de resistencia generada antes y
después del inicio de un tratamiento siempre depende de la tasa de suministro del
antibidtico, no importa cuantos antibidticos sean utilizados simultaneamente en
el tratamiento. Alavez J. et al. [6] formulan modelos matematicos para comparar
la adquisicién de resistencia en tratamientos anti Mycobacterium tuberculosis con
uno o dos antibidticos. Otros trabajos relacionados con el tema son Sun et al. [7]
y Webba et al. [8].

En este trabajo de investigacién describimos la dindmica de la interaccién
de bacterias sensibles y resistentes a antibiéticos. Para este fin, formulamos un
modelo matematico que consiste de un sistema no lineal de tres ecuaciones dife-
renciales ordinarias. Estas ecuaciones describen la interaccién entre las poblacio-
nes de bacterias sensibles y resistentes a un antibiético junto con la concentracién
de dicho antibidtico. La dindamica del modelo matematico se describe en términos
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de numeros reproductivos bésicos, umbrales que han sido ampliamente utilizados
en el entendimiento de la persistencia viral o bacterial en individuos. El trabajo
estd organizado de la siguiente manera. En la segunda seccion se formula el mode-
lo matematico. En las secciones tercera y cuarta hacemos el analisis cualitativo
del modelo. En las secciones quinta y sexta se presentan los resultados numéricos
y la discusién, respectivamente.

2 Formulacién del modelo

En esta seccién se formula un modelo sobre resistencia bacteriana que describe la
interacciéon de las siguientes poblaciones: bacterias sensibles, bacterias resisten-
tes y concentracién de antibidtico, cuyas densidades al tiempo ¢ se denotan por
S(t), R(t) y C(t), respectivamente. Las hipdtesis sobre las que se construye el
modelo son las siguientes: las bacterias sensibles asi como las resistentes tienen
crecimiento logistico con capacidad de carga constante K (nimero méximo de
bacterias que soporta el 6rgano del paciente infectado) y tasas de reproduccién
Bs v Br, respectivamente, con (5, < 5. Las bacterias sensibles tienen una tasa de
mortalidad per capita constante us; y mueren por accién del antibidtico a una tasa
proporcional al producto de C' y S con constante de proporcionalidad ag. Por
otro lado, una porcién q de bacterias resistentes emergen debido a mutaciones que
sufren bacterias sensibles expuestas al antibiético, lo cual se ve representado por
el término qagCS, ademads las bacterias resistentes mueren de forma natural a
una tasa per capita u,. Finalmente, la concentracién de antibidtico se suministra
a una tasa constante A, y se degrada a una tasa per capita constante pi..

Bajo estas condiciones se obtiene el siguiente sistema no lineal de ecuaciones
diferenciales ordinarias

d
S _ 535(1—52}%)—(1505—%5

dat

dR S+R

& 12T _ 1
I m( - >+qa505 uR 1)
dC

Con el propédsito de reducir el niimero de parametros introducimos el siguiente

cambio de variables
S R C

?,r:?yc:m. (2)
Ahora vamos a determinar el sistema de ecuaciones diferenciales para las variables
definidas en (2). Obsérvese que
ds 1dS
dt K dt
= % [635’ (1 — S;;,R> —agCS — ,usS’]

= Bss[l — (s+7)] — ascs — pss,

S =
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donde A
s = og—. (3)

C

Siguiendo un procediendo similar para las otras ecuaciones se tiene

dr_ 1R
dt K dt
1 S+R
= I r 1—— - Mr
K[ﬁR( I7a )—i—anCS r R

= 57"7‘[1 - (5 + T)] + qascs — e,

de 1 dC 1
-V = Y, = A— CC = He — HcC.
dt Afpc dt A/uc( #eC) = e = e

Por lo tanto, el sistema (1) en las nuevas variables se reescribe como

d

d—j = Bss[l = (s+7)] — ascs — pss

dr

i Brr[l — (s +71)] + qascs — ppr (4)
Qe e

dt He = HeC-

El conjunto de interés bioldgico esta dado por
Q={(s,r,c)eR3:0<s+r<1,0<c<1}. (5)

En la siguiente proposicién probamos que el sistema (4) esta bien planteado en el
sentido que soluciones con condiciones iniciales en {2 permanecen alli para todo
t>0.

Proposicién 1. El conjunto Q definido en (5) es un conjunto positivamente
invariante del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (4).

Demostracion. Sumando las dos primeras ecuaciones del sistema (4) se obtiene

ds dr

—t = B+ )L = (s + )] = (1= q)ases — (uss + myr). (6)

Dado que 1—¢q > 0, entonces de la ecuacion (6) se obtiene la siguiente desigualdad

% + % < (Bss + Br)[1 = (s +1)]. (7)

Sea a = max{fs, B, }, entonces de la desigualdad (7) se verifica que

%+%§a(s+7’)[l—(s+7’)]. (8)
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En consecuencia, del andlisis cualitativo de la desigualdad (8) se concluye que
0 < s(t) + r(t) < 1 para todo t > 0. Por otro lado, la solucién de la tercera
ecuacién de (4) es

c(t) = 1+ (=1 + c(0))e Het, (9)

donde la condicién inicial satisface 0 < ¢(0) < 1. Lo anterior implica que 0 <
¢(t) < 1 para todo t > 0. Finalmente, se verifica facilmente que el campo vectorial
definido por (4) sobre 02 no apunta hacia el exterior de 2. Por lo tanto, cualquier
solucién de (4) que inicie en €2 permanecerd alli para todo ¢ > 0. O

3 Soluciones de equilibrio

Para determinar las soluciones de equilibrio del sistema (4) se debe resolver el
siguiente sistema de ecuaciones algebraicas

BsS—/Bs(S—l-?")S—Ozscs—uss =
Brr — Br(s +7)r + qascs — ppr
pe(l —c¢) =

(10)

|
o o o

De la tercera ecuacién del sistema (10) se tiene que ¢ = 1. Reemplazando este
valor de ¢ en las dos primeras ecuaciones del sistema (10) se obtiene

Bss — Bs(s+1T)s — ags — s =
Brr — Br(s +7)r + qass — pyr = 0. (11)

Factorizando s de la primera ecuacién del sistema algebraico (11) se tiene que
s=0o0
Bs — Bs(s +1) —as —ps = 0. (12)

La ecuacion anterior es equivalente a

So—1
p— 1
S s+, (13)
donde 5
Sp = —————. 14
0 Qg + s ( )

De la ecuacién (13) se concluye que una condicién necesaria para que existan
bacterias de cualquier tipo es Sy > 1.

Observemos que las soluciones de equilibrio del sistema (4) quedan totalmente
determinadas para los casos s = 0 y s # 0. Ahora, se determinaran los estados
estacionarios para los cuales el componente de las bacterias sensibles es cero. Para
este fin, reemplazando s = 0 en la segunda ecuacién (11) se obtiene

Br'r - 57"”2 — ppr = 0. (15)
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Las soluciones de la ecuacién (15) estdn dadas por

R, —1
=0. r= 16
r , T R (16)
donde
Br
R. == 17
" a7)

A partir de (17) se establece que una condicién necesaria para que r sea positivo
es R, > 1. Por lo tanto, para el caso s = 0 se obtienen las siguientes soluciones
de equilibrio

Ey = (0,0,1)
R.—1
B, = (o, i ,1). (18)

Ahora se determinardn las soluciones de equilibrio cuando s # 0. Despejando s
de (13) se obtiene

_ Sp—1
§= So

r. (19)

Observe que una condicién necesaria y suficiente para que s definido en (19) sea
positivo es que
So—1

r <<
So

. (20)

Reemplazando s definido en (19) en la segunda ecuacién del sistema (11) se
obtiene

—1 —1
Brr — BTLO T+ qos S -7 —pur=0. (21)
So So

Despejando r de (21) se tiene

qors 291
" So—1
qas + pr — By (1* %T)
_ Vs
(qavs + pir) (1 N qaf—?ur Si())
So—1
Hor
s + So———R
(q s MT) ( 0 qos + i 7">

donde R, estd definido en (17). Por otro lado, reemplazando r definido en (22)
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en la ecuacién (19) se obtiene

So—
50—1_ qis %«0

SO qas“‘ur_/@r (1_5%'731)

1

_ S qos
% qas+ur—§;
_ So—1 1 qog
5o qos + fy <1—];T>
L 0

(23)

Finalmente, se determinaran las condiciones bajo las cuales s y r definidas por
las ecuaciones (22) y (23) satisfacen las condiciones de pertenencia al conjunto
Q. En primer lugar, de (22) se observa que r > 0 cuando

M
So > ——R,. 24
0 qovs + fir T ( )

Por otro lado, reemplazando r definido en (22) en la desigualdad (20) se verifica
que

So > R,. (25)

A partir de (24) y (25) se concluye que una condicién necesaria para la existencia

de soluciones donde coexisten ambas poblaciones esta dada por (25). De (20) se

tiene que

Sp—1 1
0 1

S+r= SO —§0

(26)

Dado que Sp > 1, entonces a partir de (26) se concluye que s+ < 1. De manera
similar, a partir de (20) se verifica que r < 1. Los resultados anteriores sobre
existencia de soluciones de equilibrio del sistema (4) se resumen en la siguiente
proposicién.

Proposicién 2. El sistema (4) siempre tiene un equilibrio trivial Ey = (0,0,1).

Si R, > 1 ademds de Ey existe el equilibrio Fi = (0, Rﬁf,l). SiSg > 1y
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So > Ry, ademds de Ey y Ey existe un tercer equilibrio Eo = (s*,r*,1) donde

B
. Sp—1 M So

) os + 1-— &
qais T [y So
= an(SO - 1)Iu _ (27)
S T S - 7’,’RT
o) (50 )

A continuacion se interpretan biolégicamente las condiciones que determinan
la existencia de las soluciones de equilibrio. La cantidad definida en (17) represen-
ta el nimero reproductivo béasico de las bacterias resistentes, el cual esta dado por
el producto de la tasa de reproduccion de bacterias resistentes 3, y la vida media
de una bacteria resistente 1/u,. Este pardmetro se interpreta como el nimero de
bacterias producidas por una bacteria resistente durante su periodo de vida. Por
otro lado Sy definido en (14) se puede reescribir como

Hs
So = ——R,, 28
0 Qg + g 3 ( )
donde a; definido en (3) es la razon con la que el antibidtico elimina a las bacterias
en su nivel de equilibrio, R es el ntimero reproductivo bésico de las bacterias

sensibles
ﬁs
-

Hes

R, (29)

y representa el nimero de bacterias producidas por una bacteria sensible. Puesto

que
s

Qs+ s ’
define la fraccion de bacterias que escapan a la accién letal o bactericida del anti-
bidtico, entonces Sy representa el nimero de bacterias producidas por la fraccién
de bacterias sensibles que escapan a la accién del antibiético. Dado que el cre-
cimiento poblacional de las bacterias sensibles es controlado por la razén a la
cual el antibidtico elimina las bacterias en su nivel de equilibrio, agA/ ., se tiene
entonces que si este término es suficientemente grande la poblacién de bacterias
sensibles decrece y puede ser eliminada, en el caso contrario esta poblacion cre-
ce hasta alcanzar su capacidad de carga o lograr un equilibrio. A partir de los
resultados de la Proposicion 2, se establece que si el numero de bacterias pro-
ducidas por una bacteria resistente es mayor que uno (R, > 1) siempre existe
una poblacién de bacterias resistentes, mientras que si el nimero de bacterias
que produce la fraccién de bacterias sensibles que evaden el efecto del antibidtico
es mayor que uno (Sp > 1) y a su vez, este niimero es mayor que el nimero de
bacterias producidas por una bacteria resistente (Sp > R, ), existe una solucién
de equilibrio donde coexisten bacterias sensibles y resistentes.

(30)
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4 Anaélisis de estabilidad de las soluciones de equilibrio

En esta seccion determinaremos la estabilidad asintética local de las soluciones
de equilibrio del sistema (4). Para este fin, iniciemos analizando la estabilidad
local del equilibrio trivial Ey = (0,0, 1) en la regién €. La linealizacién estd ca-
racterizada por la matriz Jacobiana

[ ﬂs — Ms — 55(23 + T) — QsC _/888 —0sS
J(E) = —Brr + qasc Br — Hr — ,87‘(5 + 2T) qass
L 0 0 —He
I jll _/853 —05S
= | —Br+qasc B[l —(s+2r)] —pr qoss |,
0 0 —He

(31)

donde ji1 = (as + ws)So[1 — (25 + )] — (s + asc). Evaluando el Jacobiano J en
Ej se obtiene

[ (as + ,US)SO - (Oés + Ms) 0 0
J(Ey) = qous Br—pr 0
i 0 0 — e
(s + ps)(So — 1) 0 0
= qos ur(Rr—1) 0
i 0 0 — e

Observemos que los valores propios de J(Ep) son

&1 = (o +ps)(So— 1)
52 ,U/T(Rr - 1)
§3 = —e

Dado que &; y & son negativos cuando Sy < 1y R, < 1 respectivamente, entonces
Ejy es localmente asintéticamente estable. En este caso el resultado anterior se
resume en la siguiente proposicién.

Proposicion 3. 5i Sy < 1 y R, < 1, entonces el equilibrio trivial Eqy es localmente
asintoticamente estable en . Si Sy > 1 o R, > 1, entonces Ey es inestable.

Ahora, se determinaran las condiciones para las cuales el equilibrio Ey es
localmente asintoticamente estable. Para este fin, observemos que el Jacobiano
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dado en (31) evaluado en Ey = (0, Rﬁjl, 1) estd dado por

_ (cvs + ps) [50 <1_R7}z—1>_1] ’ 0
J(El) — —MT(RT_1)+qa5 ﬁr |:1_2(R;2— 1):| — My 0
0 0 s

So
s )|l = -1 0 0
(@t (5 -1)
—pr(Rr — 1) +qas  pr(1 = Ry) 0
0 0 —He

Siguiendo un procedimiento similar al caso anterior se tiene que los valores propios
de J(E1) son k; = (as+pus) (So/Rr — 1), ko = p(1—R,) y ks = —p. Lo anterior
implica que k1 < 0siysdlosi Sy < R, y ko <0siysdlosi R, > 1. Por lo tanto,
FE es localmente asintéticamente estable cuando Sy < R, y R, > 1. El resultado
anterior se resume en la siguiente proposicién.

Proposicién 4. Si Sy < R, y R, > 1, entonces el equilibrio trivial E1 es local-
mente asintoticamente estable en ). Si So > R,, entonces E1 es inestable.

Para finalizar, analizaremos las condiciones de estabilidad del equilibrio Fs.
De la primera ecuacién de (10) se obtiene

Bs — s — 55(25 + T) —asc = —fss
= (as+ps)So[l — (2s +7)] — (us + asc). (32)
Por otro lado, de la segunda ecuacién de (10) se tiene
By — pir — Br(s +2r) = B[l — (s+2r)] — ur

_ —%(qascs + Bor). (33)

Reemplazando las ecuaciones (32) y (33) en (31) el Jacobiano se reescribe como

_583 1 _ﬁss —05S
JE) = | —Br+aoe —(gases+5r?) qags |- (39
0 0 — e

Evaluando J(E) en el punto de equilibrio £y = (s*,7*,1) definido en (27) se
obtiene
—fBss” —fBss” —Q;s"
1
J(E2) = | =Br* +qas [qoss™ + Br(r*)?]  qags™ | . (35)

-
0 0 — e
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Observemos que J(F3) es una matriz diagonal por bloques con valores propios
—pe y los valores propios de la matriz A de tamafo 2 x 2 superior izquier-
da de J(E2). Dado que trA = —(Bss* + Bpr* + qass™/r*) < 0, y detA =
qaBss™ (14 s*/r*) > 0, todos los valores propios de J(E32) tienen parte real nega-
tiva. Por lo tanto F5 es localmente asintéticamente estable en ). El resultado
anterior se resume en la siguiente proposicién.

Proposiciéon 5. 5i Sg > 1 y Sy > R,, el equilibrio Es es localmente asintotica-
mente estable en 2.

5 Estabilidad global de las soluciones de equilibrio

En esta seccién se prueba la estabilidad asintética global de las soluciones de
equilibrio en . Obsérvese que la tercera ecuacion del sistema (4) es desacoplada
y su unica solucién de equilibrio es ¢ = 1. Reemplazando este valor de ¢ en las
dos primeras ecuaciones de (4) se obtiene el sistema planar

& _ Bs[1— (54 1)] — s — pes
% = Gpr[l — (s 4+ r)] + qass — ppr. (36)

Por lo tanto, el modelo original tiende asintéticamente al sistema (36) (véase [9]).
El criterio de Dulac afirma que si existe una funcién ¢(s,r) real y continuamente
diferenciable tal que V.[¢(s,7)X(s,7)] # 0, donde X(s,r) = (F(s,7),G(s,r)) esel
lado derecho del sistema (36), entonces no existen dérbitas peridédicas contenidas
enteramente en interior de Q (véase [10]). Ademds, como el campo vectorial
apunta hacia el interior en algunos subconjuntos de la frontera de €2 es claro que
no puede existir una Orbita periédica en dicha frontera. Sea

1
¢(s,r)=— para s>0 y r>0,
sr

entonces
o(F aG
V. [6(s,1)X(s,7)] = (af) N (a;b)
— 2[688[1_(8—1_7“)]_0[88_#38}
- 0s sr
+ aa [67»7"[1 — (s +7)] + qags — ,U/r"”:|
r ST

= ii[ﬁs[l - (S +T)] — Qs — Ns]

qasSs

+ i;[ﬁr[l —(s+1))+

— _(&+&+qis)<0, para todo s >0y r > 0.
r r

= pir]

Lo anterior implica que el sistema (36) no posee orbitas periddicas en 2. Por
otro lado, el teorema de Poincaré-Bendixson establece que todo conjunto omega
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limite, w(p), del sistema (36) es un punto critico o una érbita periédica (véase
[10]). Dado que este sistema no posee drbitas cerradas, entonces w(p) es un punto
critico. A partir del analisis de estabilidad local para las soluciones de equilibrio,
se verifica que Ej es la tnica solucién de equilibrio localmente asintéticamente
estable cuando Sy < 1y R, < 1, lo cual implica que Ejy pertenece a un conjunto
omega limite y por lo tanto, todas las trayectorias en €2 tienden asintéticamente
a Fy. Cuando Sy < R, el equilibrio Ej se vuelve inestable y surge el equilibrio
FE; el cual es asintoticamente estable.

Dado que las trayectorias con condiciones iniciales s = 0, y r = 0 tienden
al equilibrio Ey, y en el resto de la frontera de €1, el campo vectorial apunta
hacia el interior, se tiene por el Teorema de Poincaré Bendixson que todas las
trayectorias con condiciones iniciales r # 0 tienden al punto de equilibrio F;. Por
ultimo, con argumentos andlogos, se demuestra que todas las trayectorias con
condiciones iniciales s # 0, r # 0 tienden asintéticamente al punto de equilibrio
E5 cuando Sy > R, y Sy > 1. Definiendo Q1 = {(s,7) : (s,7) € Q,r # 0} y
Qo = {(s,7) : (s,7) € Qs # 0,7 # 0}, el resultado anterior se resume en la
siguiente proposicién

Proposicién 6. Las soluciones de equilibrio del sistema (4) satisfacen:

1. SiSy < 1yR, <1, entonces el equilibrio Ey es globalmente asintdticamente
estable en 2.

2. Si Sy < R,, entonces el equilibrio F1 es globalmente asintdticamente estable
en €.

3. 515y > R, y Sy > 1, entonces el equilibrio Fo es globalmente asintdtica-
mente estable en (.

En el Cuadro 1 se presenta un resumen de existencia y estabilidad de las soluciones
de equilibrio del sistema (4).

Equilibrio | Existencia Estabilidad

Ey Siempre existe R. <1y Sy<1
E; R.>1 R.>1y Sy <R,
FEs So>R,ySo>1| Sg>R,y S >1

Cuadro 1: Condiciones de existencia y estabilidad de los estados de equilibrio del modelo

(4).

Después de hacer una revisién bibliogréfica sobre diferentes infecciones tratadas
con antibidticos, encontramos que infecciones causadas por bacterias del género
Staphylococcus aureus han sido ampliamente estudiadas a través de la modelacién
matematica. Lo anterior nos permitié aplicar el proceso de infeccién con dicha
bacteria en nuestro modelo y utilizar los datos de algunas referencias para hacer
simulaciones numéricas que posteriormente interpretamos de acuerdo a nuestros
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resultados tedricos. En la siguiente seccién presentamos un resumen de la infeccién
con Staphylococcus aureus y hacemos algunas simulaciones numeéricas.

6 Soluciones numeéricas

En esta seccién se presentan algunas simulaciones numéricas y graficas que ilus-
tran el crecimiento de las poblaciones de bacterias del género Staphylococcus au-
reus sensibles y resistentes a diferentes tipos de antibidticos.

Parametros | Definicién Valor Referencia
Bs Tasa de crecimiento de S 0.4 minuto~1 Est. [12]
Br Tasa de crecimiento de R 0.1 minuto~? Est. [12]
as Eliminacién de S 0.3960 (min.mg)~! | Est. [13]
K Capacidad de carga de S'y R 10'? bac. Est. [14]
q Fraccién de S que adquieren resist. | 473 esc. Est. [13]
s Tasa de muerte natural de S 0.2 minuto~? Est. [12]
7 Tasa de muerte natural de R 0.09 minuto~! Est. [12]
e Tasa de degradacién de C 0.0083 minuto~* Est. [15]
A Dosis inicial de C 0.8328 mg/minuto | Est. [15]

Cuadro 2: La interpretacién y los valores de los pardmetros considerados. Los datos se
deducen de la literatura.

A continuacién se hace una breve descripcién sobre algunas caracteristicas de
este tipo de bacteria. El Staphylococcus aureus es una bacteria que se encuentra
frecuentemente colonizando diversos lugares de la superficie externa del orga-
nismo humano, principalmente piel y mucosa de las fosas nasales, pero también
puede alojarse en cabellos, unas, etc. La mayoria de las personas son portadoras
sanas de este microorganismo, y la difusién de esta bacteria de una persona a
otra se hace por diferentes mecanismos tales como el contacto directo o por ob-
jetos contaminados [16, 8]. Entre las enfermedades producidas por esta bacteria
estan la neumonia, sialoadenitis (inflamacién de una de las glandulas salivales),
septicemia (infeccién caracterizada por lesién generalizada del endotelio vascular,
el cual se encuentra tapizando el interior de los vasos sanguineos), entre otras.
A partir de la década de los cuarenta, el tratamiento de las infecciones produ-
cidas por el Staphylococcus aureus se hizo con penicilina. Pero desde entonces
se han descubierto cepas resistentes a la penicilina, que son capaces de producir
una enzima denominada betalactamasa la cual participa en su proceso de de-
gradacién, haciéndola inactiva. En la actualidad, los bacilos de Staphylococcus
aureus resistentes a la penicilina predominan en casi todo el mundo, y por ello,
este medicamento ya casi no se usa para tratar las infecciones causadas por esta
bacteria [16]. Es por esta razén que se introdujeron otros antibidticos similares
a la penicilina, capaces de resistir la accién de las betalactamasas del Staphy-
lococcus aureus, y por tanto son mas eficaces en el tratamiento de las infecciones
producidas por Staphylococcus aureus resistentes a la penicilina, uno de ellos es la
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Figura 1: Transcurso temporal de las soluciones del sistema (4). Estas soluciones corres-
ponden a las variables normalizadas del modelo (1) y representan las densidades de las
poblaciones de bacterias sensibles, bacterias resistentes y concentraciéon de antibidtico.
En esta simulacién agA/puc = 39,7, So = 0,01 y R, = 1,11.

meticilina. Desafortunadamente, han aparecido cepas resistentes a la meticilina;
estas cepas, ademds de adquirir resistencia a la penicilina y a la meticilina, suelen
ser resistentes a muchos otros antibiéticos [16].
Regresando al modelo matemético recordemos en términos de los pardmetros del
modelo (1), Sy se reescribe como

PR .

XSy + s

Dado que Sy y R, representan el nimero de bacterias producidas por la fraccién
de bacterias sensibles que son capaces de escapar al efecto del antibidtico, y el
numero de bacterias que produce una bacteria resistente respectivamente, enton-
ces el crecimiento inicial de las bacterias depende de estos pardmetros. Como
podemos observar de la expresién para Sy dada en (37), si la cantidad de bacte-
rias eliminadas por la accién del antibidtico en su nivel de equilibrio, agA/puc, es
lo suficientemente grande, entonces la fraccién de bacterias que evaden el efecto
del antibiético no produce nuevas bacterias, Sy < 1. Por lo tanto, la poblacién
de bacterias sensibles es eliminada y la poblacién de bacterias resistentes alcanza
un valor constante diferente de cero. Con el propdsito de ilustrar esta situacién
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Figura 2: Transcurso temporal de las soluciones del sistema (4). Estas soluciones corres-
ponden a las variables normalizadas del modelo (1) y representan las densidades de las
poblaciones de bacterias sensibles, bacterias resistentes y concentraciéon de antibidtico.
En esta simulacién agA/uc = 0,1204, Sy = 1,2484 y R, = 1.1.

se hizo una simulacion numérica cuya grafica aparece en la Figura 1. En esta
simulacién el parametro ag se estimé basdndonos en la eficacia de LINEZOLID,
un antibiético que tiene una efectividad del 99 % en el control y eliminacién del
Staphylococcus aureus [15]. El resto de los pardmetros fueron estimados a partir
de las referencias que aprarecen en el cuadro 2. Observamos que la poblacién de
bacterias sensibles se reduce considerablemente en menos de 20 minutos, mien-
tras que después de 700 minutos la poblacién de bacterias resistentes crece hasta
alcanzar un valor constante. La Figura 2 muestra la coexistencia de bacterias
sensibles y resistentes que se presenta generalmente cuando el paciente infectado
es tratado con penicilina G (penicilina estdndar) del 0,3 % de efectividad. En este
caso la tasa de eliminacién de las bacterias sensibles es g = 0,0012 y la tasa de
mutacién de bacterias sensibles a resistentes a debido al efecto del antibidtico es
q = 0,3992. Este comportamiento se debe a que tanto las bacterias sensibles como
las resistentes son capaces de infectar y reproducirse simultaneamente. Cuando
un individuo infectado tiene una buena respuesta inmune y adem4s se trata con
un antibiético de alta eficacia tanto la poblacién de bacterias sensibles como re-
sistentes son eliminadas. En nuestro modelo no se considera de manera explicita
la dindmica del sistema inmune. Sin embargo, una tasa de mortalidad bacteriana
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Figura 3: Transcurso temporal de las soluciones del sistema (4). Estas soluciones corres-
ponden a las variables normalizadas del modelo (1) y representan las densidades de las
poblaciones de bacterias sensibles, bacterias resistentes y concentraciéon de antibidtico.
En esta simulacién agA/uc = 39,7335, Sop = 0,01001 y R, = 0,5.

alta p, = 0,5 y una razén de eliminacién bacteriana eficaz ag = 0,3960 conduce
a la eliminacién de la infeccion. Este hecho se ve reflejado en la Figura 3.

7 Discusion

En este trabajo se formulé un modelo matematico sobre interaccion de las pobla-
ciones de bacterias sensibles y resistentes a antibidticos. Por medio del andlisis
cualitativo del modelo se establecieron condiciones que cuantifican la capacidad de
las bacterias sensibles para evadir o adquirir resistencia a cierto tipo de antibidti-
co. Especificamente, siempre existe un equilibrio libre de infeccién Fy = (0,0, 1)
donde las poblaciones de bacterias sensibles y resistentes no estan presentes. Este
equilibrio es globalmente asintéticamente estable cuando la fraccién de bacterias
sensibles que evaden el efecto del antibidtico y las bacterias resistentes no son
capaces de producir nuevas bacterias (Sp < 1y R, < 1). Si cualquier bacteria re-
sistente produce mas de una bacteria en su promedio de vida, entonces existe un
equilibrio endémico Ey = (0, (R, —1)/R;,1) en el cual las bacterias sensibles no
estan presentes. Ademas, si el nimero de bacterias producidas por la fraccién de
bacterias que evaden el efecto del antibiético es menor que la cantidad de bacterias
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producidas por las bacterias resistentes (Sy < R,), entonces E; es globalmente
asintoticamente estable. Esta situacién fue ilustrada en la Figura 1, en la cual se
consider6 que la infeccién con Staphylococcus aureus es tratada con LINEZOLID,
un antibiético con 99 % eficacia en la eliminacién y control de la bacteria. Si el
numero de bacterias producidas por la fraccién bacterias sensibles que evaden el
efecto del antibidtico es mayor que uno, y a su vez mayor que el nimero de bac-
terias producidas por cualquier bacteria resistente (Sy > 1y Sp > R,.), entonces
existe un equilibrio endémico globalmente estable Fy = (s*,7*,1) donde coexis-
ten bacterias sensibles y resistentes. Este comportamiento se ilustra en la Figura
2, para esta simulacién numérica la tasa de eliminacién bacteriana se estimé con
datos de pacientes tratados con penicilina G.

Como podemos observar las condiciones de existencia y estabilidad de las
soluciones de equilibrio se establecieron a través de nimeros reproductivos bdsicos,
parametros que han sido ampliamente utilizados en el entendimiento de fend-
menos en Epidemiologia y Ecologia. Desde un punto de vista epidemiolégico tiene
sentido determinar las condiciones bajo las cuales tanto bacterias sensibles como
resistentes son eliminadas por completo. A partir de los resultados tedricos de
nuestro modelo se infiere que ambas poblaciones son eliminadas simultdneamente
cuando:

(a) La poblacién de bacterias sensibles es eliminada por la accién del antibidtico,
esto es, Sp < 1.

(b) La tasa de infeccién de las bacterias resistentes es menor que su tasa de
muerte natural, R, < 1.

El sentido biolégico de la condicién del literal b) asi como estd escrita es muy
limitado porque establece que son mas las bacterias resistentes que mueren de
manera natural que las que infectan. Sin embargo, la interpretacién se expresa de
una manera mas adecuada escribiendo p, = v + ji, donde v es la tasa de elimi-
nacién de las bacterias debido a la respuesta del sistema inmunolégico y fi, la tasa
neta de muerte natural de bacterias resistentes. En este caso la mayor parte de la
poblacién de bacterias resistentes es eliminada por el sistema inmunolégico. Esta
observacién concuerda con trabajos de diferentes cientificos ([3, 6]) que ponen de
manifiesto que una buena combinacién entre la respuesta inmune de un paciente y
un tratamiento adecuado son la clave para la eliminacién o control de la infeccién.

Aunque el modelo es simple comparado con la complejidad del fenémeno bioldgi-
co, sus resultados describen de manera acertada la dindmica de crecimiento y
decaimiento de las poblaciones de bacterias debido al efecto de los antibidticos
y la competencia entre ellas. Modelos matematicos que consideren otros meca-
nismos de adquisiciéon de resistencia y el rol de la respuesta inmune pueden ser
considerados en el futuro.
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