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RESUMEN

El objetivo del presente articulo es deducir algunos
resultados elementales de la estadistica, al enmarcar el
problema estadistico en el contexto geométrico que
surge de un espacio vectorial con un producto interior
bien definido. Con esto se pretende motivar sobre la
ganancia conceptual y la capacidad de generalizacion
que se logra al involucrar el enfoque geométrico en la
estadistica.

Se trata inicialmente la situacion muestral (n-uplas) y
posteriormente la situacién poblacional (variables
aleatorias), deduciendo en ambos casos las expresiones
para la media, la desviaciéon estdndar, el coeficiente de
correlacién, el modelo de regresion y los indicadores de
bondad, desde el punto de vista geométrico.

INTRODUCCION

En la investigaciéon en estadistica ha imperado el enfo-
que algebraico sobre el enfoque geométrico, aunque en
multiples ocasiones se recurre a conceptos geométricos
para justificar 6 argumentar algunos pasos de un desa-
rrollo algebraico. Se conocen también algunos casos,
aunque poco frecuentes, en que aportaciones estadisti-
cas han sido basadas casi exclusivamente en un enfo-
que geométrico, como en los trabajos de Fisher (1915)
sobre la distribucién del coeficiente de correlacion de
una muestra en n pares de una distribucién normal
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bivariada; también los trabajos de Durbin y Kendall
(1951) en el estudio de la geometria de la estimacion.

Como estos trabajos hay otros como los de Kruskal
(1961, 1968, 1975), Zyskind (1967), Watson (1967);
para una breve revision de estos trabajos y una
bibliografia m&s amplia se remite al lector a la referencia

(7).

Aunque en los trabajos citados se visualiza la gran solven-
cia del enfoque geométrico y su fuerza conceptual, éste
no ha sido el predominante, por varias razones entre las
cuales esta la tradicién (Inercia) del enfoque algebraico
en la ensefianza de la estadistica.

Vale la pena sembrar algunas inquietudes sobre el
enfoque geométrico en la estadistica, por sus mdltiples
ventajas no solo en la investigacion y generacién de
conocimientos sino también en el &mbito de la formacién
de potenciales investigadores, sobre todo si aceptamos
que conceptos como puntos, lineas, planos, perpen-
dicularidad, etc, estan dentro de nuestra cotidianidad, lo
cual hace mds “natural” el enfoque geométrico.

Con el préoposito de unificar el lenguaje de las ideas
geometricas que se trataran mas adelante se presentara
a continuacion algunos elementos de geometria.

Ponencia presentada en el XX Congreso Nacional de la
Sociedad Matematica Mexicana. Xalapa-Veracruz-
México. Noviembre de 1987.




GEOMETRIA

Cuando se habla de geometria casi inmediatamente se
asocia con esta palabra ideas como punto, linea, plano,
angulo, etc, y ademas se hace correponder con ellas una
representacion grafica, ligando asi el concepto a lo que
se conoce comunmente como geometria analitica.

En forma un poco mds general podria asociarse a geome-
tria, ideas como vectores entendidos como segmentos
de recta que parten del origen y estan caractericados por
su magnitud, direccién y sentido; se pensaria posible-
mente en angulos entre dichos vectores, en rectas
que los continene, en planos que pueden ser genera-
dos por estos y en cierta idea de ortogonalidad asociada
casi siempre con una posicidn espacial y con un angulo
entre vectores (factible de medir con un transportador);
esta concepcién podria llamarse Geometria Vecto-
rial.

No obstante la aparente universalidad de las concepcio-
nes mencionadas sobre geometria, ellas constituyen
solo casos particulares de conceptos mas generales de
estructuras que permiten definir todas las ideas propues-
tas con niveles mas altos de abstraccién, como se revela
en la siguiente definicién de espacio vectorial.

DEFINICION 1. (Espacio Vectorial).

Un conjunto V con una operacién suma (+) y una opera-
cién producto por un escalar (A):

+# VxV->V y A RxV -5 V;
donde R es el campo de ... numeros reales, tales que
para todo vq,vp,Vv € V,; A, c,d € R secumple que:
a operacion suma es cerrada, conmutativa, asociativa,

ademas en V existe un elemento neutro con respecto a
la suma; cada elemento de V tiene su inverso aditivo ;

31e R/1v=v, VYV veV.
La operacién producto por un escalar cumple que:

i) Av €V

ii) c(dv) = (cd) v

iii) c(vqy + V2) =CVy + CV2
iv) (c+dv=cv+dv

si esto sucede se dice que (V, +, A) es un espacio

vectorial.

DEFINICION 2. Vector es todo elemento de un espa-
cio vectorial.

NOTACION: Los vectores que son arreglos ordenados,

se denotan con letra en negrilla.
Y =(Y1,Ys, ..., Yp)'"

Con base en estas definiciones se presentan algunos
ejemplos de espacios vectoriales.

ALGUNOS ESPACIOS VECTORIALES DE
INTERES ESTADISTICO

a. (R" +A), Ae R. Conlasumay el producto por un
escalar definidos componente a componente. Po-
dria ser el espacio vectorial de las realizaciones de
una muestra aleatoria de tamafio n, de una variable
aleatoria Y.

En este casounvectores (yq,y2, ....¥n) = Y.

b.  (Mmxp + A), A€ R. donde Mpyp, representa el
conjunto de las matrices de orden m x p con entra-
das reales. De nuevo la sumay el producto por un
escalar definido componente a componente res-
pectivamente.

Podria ser el espacio vectorial de las realiza-
ciones de una muestra aleatoria de tamafio n de
unavariable multivariada (Y4, Y2, ...,Yp)".

En este caso un vector es una matrizde mx p.

c. (F,+ A), A € Rdonde F representa el conjunto de

las funciones continuas de variables real y valor
real. La suma definida como

fgeF, (f+g)(x) = f(x) + g(x) y el producto
por un escalar:
(Af)(x) = A1 (x).

En este caso un vector es una funcién.

d. (A +A), Ae R. Donde A representa el conjunto

de las variables aleatorias continuas con dominio
comun. Donde la sumay el producto por un escalar
pueden mirarse como el definido en funciones
continuas. En este caso un vector es una variable
aleatoria.

Nétese que en la estructura de espacio vectorial solo
estan definidas las operaciones suma y producto por un
escalar, las cuales no posibilitan por si solas la definicién
de caracteristicas importantes de los espacios vectoria-
les como son los conceptos de norma, &angulo, ortogona-
lidad etc. Se hace necesario dotar los espacios vecto-
riales con nuevas operaciones que permitan la introduc-
cion de estas ideas; surgen asi los denominados
espacios vectoriales con producto interior.
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DEFINICION 3. Espacio Vectorial con produc-
to interior es un espacio vectorial (V, +, A), A€ Ren

el cual se define una operacién llamada producto inte-
rior entre vectores, <, >, que satisface los siguien-
tes axiomas.

<,>:VxV — Rtalquesivy,vo,v3 EV y ALER
entonces

i) <V{+Vp, V3>=<V{, V3> + <Vp, V3>
i) < Avyva>=A <vqy,vo>

i) <vq,vi>20

iv) <vy,vy>=0 siysolosivy=0

DEFINICION 4. espacio vectorial normado es

un espacio vectorial (V, +, A) sobre el cual se ha definido

una funcién de valor real la cual aplica cada elemento v
de V en un numero real || v ||, llamado norma de v. La
norma satisface los siguientes axiomas:

a. ||v]|l>0OparatodoveV, || v | =0 siy solo siv=0

b. |lvi+vo |l <|lvqll + ] vo || paracada, vy, vy, €V
c. lIAv]| = |A|| v]|l paracadaescalar A y cada
v € V. Puede probarse conbase en el axioma b)
que|l v4 Il - Il v2 ll<ll vq - v2 || paracualquiera vy,
Vo € V.
e ah e ) -
LEMA. Lafuncion|| v || = Y<vv> define una norma

en el espacio vectorial (V, +, A); en el sentido de la defi-
nicion 4.

DEFINICION 5. (Distancia)
Se llama distancia entre elementos de un conjunto V, a la

funcién con dominio V x V que aplica en los nimeros
reales, y que satisface los siguientes axiomas, para

cualesquieravy,vp,v3,v €V
i) d(vy,v2) 20

i) d(v,v)=0

i) d(vq,v2) =d(v2,vq)

iv) d(vy,v2)+d(vp,v3)2d(vy,v3)
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LEMA. La norma de la definicién 4, induce una funcion
de distancia en un espacio vectorial con producto inte-
rior:

d(vy,va ) =l vq-va |l

DEFINICION 6. (Ortogonalidad)

Se dice que los vectores vq, vo de un espacio vectorial
con producto interno, son ortogonales si<vy,va>=0.

Por otro lado, de la desigualdad de Cauchy -Schwarz, se
sabe que

| <vq,v2> |

IA
-—h

<Vq, Vo> 12 cvp, vp > 12

nétese que cuando vy Yy Vo son ortogonales la expre-
sién de la izquierda toma el valor cero y cuando

vy = Cvp, con ¢ € R, entonces dicha expresion es la

unidad. Este hecho da soporte intuitive a la siguiente
definicion.

DEFINICION 7.  El dngulo 6 entre dos vectores vy, v

de un espacio vectorial con producto interior se define a
través de

<V{y,Vo>

Cos 0 =
<V1,V1>12<V2,V2> 12

nétese que dos vectores v4, Vo son ortogonales si y
solosiCos 6 = 0.

PRODUCTOS INTERIORES PLAUSIBLES EN
ESPACIOS DE INTERES

a) Espacio Vectorial: (R",+, A), Ae R

n
producto interior: < x,y > = j).", XiYj o= X'y

donde las x; ,yj son las componentes respectivasde
losvectoresx y .

Criterio de ortogonalidad: x'y = 0,

n
es decir jz“.ﬁ‘ xjyj =0




b)

9

x'y
CosO =
(xx)12(y y)i2
E X" yi
[Z x2]2 [T y2]2
Espaclo Vectorial:

(Mnxp' +. A), A€ R. Espaciode las matrices de n
Xp.

n
Producto interior: <Mq, Mp> = J221m'1] my;

donde m'y; es el vector de RP constituido por la
j-ésima fila de la matriz Mk, (k=1.2)

Criterio de ortogonalidad:
n

Imymy =0

j=1 17

Angulo entre matrices:

b m'” mzl
CosO =

[Z m'yymy) J'2[Z mymy; ]2

Espacio Vectorial: (F, +,A ), A € R donde
F es el conjunto de funciones de R en R tales que

J 11012 x < w para cualquier f(x) € F.

Producto Interior : <f,g> = ,Ef(x) g(x) dx
Criterio de ortogonalidad:
) I f(x) g(x)dx =0
Angulo entre funciones

[ 1(x) g(x) ox

CosO =

[ 11(x) J2dx] 2 (] [ g(x) 1 2] 12

Nétese que || f[|=<f,f>12 =[J[f(x) f(x)dx ]I

= [J1f(x) 2dx ]2

d) Espacio Vectorial: (A, +, A ), A € R donde A
es el conjunto de variables aleatorias continuas con
espacio muestral comun tales que E ( X 2) < oo

para cualquier X € A. Aqui E (.) es el operador
valor esperado.

Producto interior : < X,Y> = E[ XY]

DEFINICION 8 (Proyeccion Ortogonal)

Sea L un subespacio de Vy sea z € V. La proyeccion
ortogonal de z sobre L es un vector P_(z) tal que:

) PL@eL
i) <z-PL(2,x=0V xelL

Figura No. 1
Nota

A la funcion P|_(.) de V en L, de la definicién anterior se
le llama proyector ortogonal sobre L.

Propiedades

1. ZeEL S PL(2=2

2. zesortogonalalL< P_ (2) =0

3. Nzl2=lPL@ 1l 2+ llz-PL(z) }2

4. Para cadaz € V, su proyeccidn ortogonal sobre L

es unica.
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5. De todos los vectores en L, el mas cercano (minima

distancia) a un vectorz €V, es su proyeccién orto-
gonalsobrel, P (z).

6. La funcion proyector ortogonal es un operador
lineal, esdecir P(ay + z) = a P (y) + P (2)

Nota
La funcion norma y distancia mencionadas, corres-

ponden a las inducidas por el producto interior definido
en el vectorial V.

ALGUNOS PROBLEMAS ESTADISTICOS
ENFOCADOS GEOMETRICAMENTE
1. Shtuacion Muestral

Se dispone de la realizacion de una muestra alea-
toria de tamafio n, sobre una variable X:

X = (Xq,X2,..., Xp)-

espacio vectorial : (R", +,A), A € R

n
productointerior:< X,y > = X'y =j§1 X;Yi

DEFINICION 8.
es:

Subespacio de las constantes

K={¢c eR"/c=(cc,...C), cc R}

Nota

Los elementos del subespacio K son de la forma
c=c¢c(1,1,.,1)=cd

donde J = (1,1,..,1) por lotanto { J} esunabase
paraK

I.1. Problema estadistico: Encontrar un valor cen-
tral (una constante) que sintetice la informacion
sobre lamuestra: X = (xq,Xp, ..., Xp)'

Problema geométrico: ; Cudl es el vector en el
subespacio K de las constantes, que se encuen-
tramds "cerca™de X = (X{,Xp,...,Xp)' ?

Solucion: La proyeccidon ortogonal de x sobre el
subespacio K (propiedad 5 de la proyeccion orto-
gonal).
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1.2.

L [
x

Figura No. 2
asi que el valor Pk (x ) debe sertal que:
i) Pk(x) €K, es decir, Pk(x ) = ad cona € R.
ii) <X - a J, J> = 0, esdecir,

(x-ad) J =0,
> xJd-adJdJd=0

n
-, 5xj-an=0

— a=x, La media aritmética muestral

asi aJ = (X, X, .., Xx) es el vector de constantes
més préximo a X = (Xq, X2, ....Xp)-

Lo cual significa que, bajo la funcion de distancia
definida, la media aritmética es la mejor medida para
representar el conjunto de datos.

Problema estadistico:; Cual es la"bondad” de

x (1,1,..1) para representar la muestra

X = (X1, X2, ...,Xn)' ?

Problema geométrico. ; Cémo medir
la"cercania” entre los vectores

X (1,1,..,1) yX = (Xq,X3, 0.0, X ) ?

Solucién 1: Através de ladistancia inducida por
el producto interior definido, asi:

d(xJd, x)=|IxJd-x|| =

=<X - XJ, X -xJ>12

n
=[h2:1(xi - x)2 12 =\}n-1 S

donde S es la desviacién estandar muestral.




Solucién 2: La "cercania” puede medirse a tra-
vés del angulo que forma los vectores

X J y x o loqueesunespacio igual al angulo
entre los vectores J y X, asi:

<X,J>2

Cos2 6

<X, X><d, J>

[Exil?

promedio al cuadrado

promedio de los cuadrados

Nétese que si x | = X,
c0s28 = 1, es decir8 =0,

para todo i, resulta que

Lo-cual significa que los vectores estan superpues-
tos; caso en el cual la media identifica totalmente la
muestra. Engeneral, cuanto mds cerca estén los

x jde X, mas cerca estara ( x)2dex¢: es decir, mas
cercade 1 estard cos 2 6.

Problema estadistico: ; Cual es la correlacion
lineal entre x y y en el sentido de cuan “cerca
estdn las variables X, Y de poderse expresar como
Y=8X+K?

Problema geométrico. Nétese que:

y=8x+cd & x vy J son linealmente

dependientes < x, y, J

pertenecen a un mismo plano < el subespacio
generado por {x,J} coinciden con el subespacio
generado por {y, d }.

son vectores que

Asi el problema geométrico puede plantearse
como: ;Qué tan "cerca” esta el subespacio gene-
rado por {x ,J} delgeneradopor{y ,J}

Figura No. 3

Solucion: Una medida de la "cercania" de los
espacios en cuestion se logra a través del angulo
entre los vectores

x-x yy-yj.
asi:

<X-Xj,y-yj>
Cos20 =

[<x-;j,x-; j><Y';ij'Y_i>]”2

Z(xi-x)(yi-y)

[Z(x;-x)2Z(yj-y)2]

= coeficiente de correlacion lineal

Lo cual significa que un indicador del grado de rela-
cion lineal entre dos variables en una muestra, es el
coeficiente de correlacion lineal.

Problema estadistico: ; Cudl es el "mejor" mo-
delo lineal que permite predecir la variable Y en
términos de las variables x 1, X 2, . . . X o' de acuerdo
con la informacion que suministra la muestra?
suponemos que los vectores Xy, Xz, . . . Xp
corresponden a las n observaciones de cada varia-
ble, respectivamente.

Problema geométrico: Se desea encontrar las
constantes Bg, B4, Bp.., Bp que determinan la

combinacion lineal de los vectores Xq, X2, . . . Xp
digamos:
HEURISTICA Vol. 2 No. 2 2]




9: Bp + B1Xq + ... + BpXp, tal que 9 es el vector
mas cercadey.

asi el problema geométrico puede plantearse
como:

A
¢Cuadl es el vector y en el espacio L = L (j, xq, ...,
Xp) que estd a menor distancia del vector 'y ?

[ PR T —

<)

L(J’XV"”V
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Figura No. 4

A
Solucion: el vector y € L, cuya distancia al vector
y es minima es el vector ortogonal de y sobre el

subespacio L= L (j, X4, ..., Xp)

nétese que en forma genaral quede expresarse

A
como y = XB, donde X = [jxy, ..
B = (Bo By . By S L

La intencion ahora es tratar de caracterizar el
vector buscado Y. Usando la segunda condicién
de proyeccién ortogonal debe suceder que:

A
<y -y, 2> =0 "Paratodo zel,esdecir
<y - xB, z>=0 "Paratodo z €L, le cual es
equivalente con:

<y -xB, j>=0;<y-xB,x4>=0;...;
<y - xB,Xp>=0

Estas ecuaciones pueden reescribirse como:

J'<y -xB>=0; x4'(y-x8)=0
.. Xp'(Yy-xB)=0

resultando en forma matricial:
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i)

)

e ) 3\
J fo
(y-X8) = « X (y-XB) =0
XI
0
p
L . J
es decir:
XXB=XY,

que corresponden a las llamadas ecuaciones
normales.

Es muy importante resaltar que las ecuaciones
normales obtenidas de esta manera contienen mas
informacién que las obtenidas en forma algebraica,
puesto que:

La proyeccién sobre L siempre existe entonces xB
existe y por lo tanto se sabe que las ecuaciones
normales son consistentes.

(Aqui 6\ es una solucién).
La proyeccionde Y sobre L es Unica, por lo tanto

el vecior XB que da solucién a las ecuaciones
normales es unico. (Invanante con respecto a los
posiblesdistintos valores de B que son solucién de
las ecuaciones normales).

La proyeccién de Y sobre Les elvector enLde
minima distancia a Y, entonces, el vector

¢=-x8

que satisface las ecuaciones normales es 6ptima
desde el punto de vista de la distancia inducida por

el producto interior definido sobre R".

Cuando se obtienen las ecuaciones normales es
forma algebraica, solo se sabe que si existe solu-
cion a dicho sistema, estas corresponde solo a
puntos criticos; es decir que para verificar la consis-
tencia del sistema y las condiciones de optimalidad
de sus soluciones es necesario realizar procedi-
mientos adicionales.




Problema Estadistico : Con respecto al pro-
blema anterior, ; Qué tan "bueno" es el modelo
ajustado?

Problema geométrico : ; Qué tan proximo esta

A
elvector y alvectory ?

Solucién 1: Laprimera idea que surgeesa tra-

vés de la distancia entre 9 y Y, por ejemplo

A , A n A 2
(y -y (y-y)= -y
(n-p) CME,

A
lly-yli2

donde CME es el cuadrado medio del error, el cual
es un indicador de la calidad (bondad) del modelo
ajustado.

Soiucién 2: La proximidad entre? y Yy puede
medirse a través del angulo entre los subespacios

A
Ly.,j.y L(y, j)con el mismo criterio que en el
problema 1.3, como se muestra en la figura No. 5.

Figura No. 5

De esta manera :

_-A A-
<Yy-yYhy-Yyl>
Cos 8 =

—- A A.
Ny -yill Ily-yill

I.1.

Z (yi-y)(¥%j-y)

ARN
Iy - Yl|| Ny-yill

notese que: (y- )'1 = 0, por lo tanto:

A _ A
y'i=y'je y=y,asique
— A —_
ZOy -y)y-y) .
COSQ = = ‘Yy'y
— A —
[Zlyj -2 1R [Z(y; -y)A'2
r)I.X1X2 ...Xp

coeficiente de correlacion multiple muestral.

SITUACION POBLACIONAL
(VARIABLES ALEATORIAS)

ESPACIO VECTORIAL <A, +, A> donde A es un
conjunto de variables aleatorias continuas con do-

minio comun £, tales que E [ X2] < « y producto
interior:< X,Y>=E[XY].

DEFINICION 10.

El subespacio de las variables aleatorias cons-
tantes, se define como:

C={XeA/P[{w e /X(w)=c,ceR}]=1}

es decir el conjunto de variables aleatorias tales
que X = ¢ con probabilidad uno, para alguna cons-
tante. Note que una base para el subespacio ¢ es
{X=1}.

Problema estadistico : ; Cudl es la constante
que "mejor" sintetiza la informacién sobre una
variable aleatoria continua X. ?

Problema geométrico : ; Cudl es el vector del
espacio C de las constantes "mas” cerca del vector
X?

Solucién: el vector proyeccion de X sobre el
subespacio C, P(x). Asique

) Pc(x) € C— Pc(x) =A (constante)

i) <X-A K>=0 — KeC,enparticular:
<X-A,1>=0—E[(X-A)1]=0—
E[X-A]=0 — A =E[X] media poblacional
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Con base en la distancia inducida por el producto
interior definida en el espacio de variables aleato-
rias, puede decirse que la media poblacional es el
valor que mejor sintetiza la informacién sobre una
variable aleatoria.

Problema estadistico : ; Cuél es la "bondad"
de A = E (x) para representara X ?

Problema geométrico : ;Como medir la "cerca-
nia" del vector A al vector X ?

Solucién 1: a travésde la distancia entre
A=E(X) y X

d(X,A) =] X-A|=(<X-A,X-A>)12
=[E|(X-A)'?
=[E (X- E(x)]'?
=0y desviacién estandar poblacional

Es decir que una medida de la bondad de la media
para sintetizar la informacién sobre una variable
aleatoria, es su desviacién estdndar, la cual repre-
senta la distancia entre X y E(X).

Figura No. 6

Solucién 2: Otra forma de indicar la "cercania”
del vector X al vector E (X), es a través del angulo
entre ellos, que es igual al angulo entre los vec-
tores Xy 1.

<X 1>
Cos 6 =

[«<X,X><1,1>]17

HEURISTICA

Vol. 2 No. 2

3.

Cos 0 = e
[E (X312
asi Cos 6 =ﬂ-—
[E (X2)]'2

ndtese que si X = C, entonces: E(X)=C y
E[Xq=C?2, porlotanto |Cos® |=1.
Caso en el cual la media E(X) da toda la informacion

sobre X.

Note que
| X-E(x)]
tang 0=
[EIX]]
Ox

[EX)]

el cual corresponde al comunmente usado coefi-
clente de variacion.

Problema estadistico : ; Cudl es la medida de
la correlacién lineal entre las variables aleatorias X e
Y ?, es decir en qué medida las variables aleatorias
XeYse acercan a larelacion Y =aX + C ?

Figura No. 7

Problema geométrico: Note que como {1} es
una base del espacio de las variables aleatorias
constantes, entonces C = C1. Asi el problema geo-
métrico podria plantearse como ¢ Qué tan préximos
estan X, Y, y 1 de estar contenidos por un subes-
pacio de dimension dos (2), 6 ¢Qué tan "préximos”
entan los subespaciosL (X,1) y L(Y,1)?

Solucién : El angulo 6 entre dos vectores ortogo-
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nales a cada subespacio respectivamente, es un
indicador del grado de dependencia lineal de los
vectores X,Y, 1.

El mencionado angulo 6 es equivalente al formado
por los vectores X-E (X) y Y-E(Y), asi que:

<Y-E(X),Y-E(Y)>

Cos 6

IX-EX) | Y-E(Y)|
E{[Y-EX)IIY-EM]}

Ox Oy

COV (X,Y)

Ox Oy

Donde COV (X)Y) es la covarianza entre las
variables aleatorias Xy Y.

coeficiente de correlacion
lineal poblacional.

= Pxy

El cual es una medida de la dependencia lineal de
los vectores X, Y, 1.

Problema estadistico: ;Cudl es la mejor fun-
cion lineal que relaciona la variable aleatoria Y con
un conjunto de variables ai>~torias 1, X4, X2,.., Xp?

Problema geométrico : ¢;Cual es el vector

QenL (1, Xq1eery Xp) que esta mas "cerca" del vec-
torY ?

Soluclién : La proyeccion ortogonal de Y sobre el
subespacio L (1,X4 Xp)
Puede notarse que dicha proyeccién es

@ = E[Y/1,Xy, .. X5], esperanza condicional,

siempre y cuando resulte ser una funcion lineal de
1, X1,..., Xp , €s decir:

A
y EL(1, ... Xp).

Esto equivale a suponer que y = Bg + ByX¢y + ... +

B xﬁ’ + €, para alguna variable aleatoria € tal que
Efe =0y ademas las X; estan no correlacionadas

con €.

Veamos que se cumple la condicion ii) de la
proyeccién ortogonal:

A
<Y-Y,Z>=0 " Para todo Z € L(1,Xq, ... Xo),
veamos:

<Y-9.Z5>=<Y,2>-<9,2>=
=E[YZ]-E[VZ]
=E[YZ]-E[E(Y/1,X{, .. Xp) ]
=E[YZ ]-E[E(YZ/1X{,..X)]
puestoque ZEL (1, Xy, ..., Xp)

=E[YZ]-E[YZ ]=0 " Paratodo ZEL.

Asi, con respecto ala distancia inducida por el pro-
ducto interior definido en el espacio de variables
aleatorias, la media condicional de Y, constituye el
mejor modelo lineal para el propdsito buscado.
(VerFiguraNo.8)

E(Y/1 %, Xp)

Figura No. 8
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Il.5 Problema estadistico :

¢, Qué tan buena es 9=E[Y/1,X1,...,Xp] para
predeciraY ?

Problema geométrico:
¢ Qué tan "cerca” esta el vector Q delvectorY ?

Solucién 1
distancia

Puede medirse a través de la

d(¥,v):
d(V.V)=1Y-V=<Y- 7, Y-9>172
={E(Y-E(Y 1, Xy, ... Xp)R}1

= O0yv/1,Xy,... X, desviacién estdn-
dar condiciondl poblacional

Por lo tanto, la desviacion estandar condicional, es
un buen indicador de la bondad de la media eondi-
cional para "predecir” Y.

Solucion 2: La "cercania” entre Y y s puede me-
dirse através del angulo 6 que forma el subespa-

cio L (Y,1) conL (?,1), el cual es equivalente con
el angulo entre los vectores Y-E(Y), y

?-E(Q),esdec&r

<Y-E(Y),Y-£(Y)>
COS 9= =py’;

IY-EM) | | Y-EQ|

<Y -E(Y), E(Y/1, X4, ..., Xg) - E(Y)>

IY - E(Y)| [E(Y/1, Xy, ... Xg) - E(Y)]

puesto que E[]=E[Y]
COVIY, E(Y/1,Xq, .. Xp) ]

Ov Oy, Xq,... %o
= py. 1, X1,..., Xp

asique Cos 0 representa el coeficiente de corre-

lacion entre Y y 9, 0 lo que es igual es el coeficien-
te de correlalacion multiple entre Yy 1, Xy, ..., Xo.

CONCLUSIONES.

Aunque no se pretende haber agotado el tema de del
enfoque geométrico de la estadistica, si se puede notar
en los elementos presentados, cémo a partir de la
definicion de algunos pocos conceptos de geometria,
pueden homologarse problemas estadisticos con poble-
mas geométricos, los cuales tienen soluciones naturales
desde el punto de vista geométrico y heredan una rique-
za interpretativa, como por ejemplo que al medir una
caracteristica a través de un angulo entre vectores no
influye la norma de los vectores, lo cual es equivalente a
un proceso de estandarizacién estadistica.

Se hace evidente, en el tratamiento de estos elemen-

tales problemas estadisticos, las ventajas del enfoque
geométrico.
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