Movimiento browniano e integracion

estocastica

Natalia Agudelo Zapata

Universidad
del Valle

UNIVERSIDAD DEL VALLE
FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y EXACTAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
SANTIAGO DE CALI
2024



Movimiento browniano e integracion

estocastica

Natalia Agudelo Zapata

Proyecto de trabajo de grado presentado como requisito

para optar al titulo de Matematica

Directora:

Liliana Katherine Esquivel Mora, Ph.D

Codirectora:

Ivonne Rivas Trivino, Ph.D

UNIVERSIDAD DEL VALLE
FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y EXACTAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
SANTIAGO DE CALI
2024



Resumen

En este documento se estudia el movimiento browniano como base fundamental para
presentar la integral de It y sus aplicaciones en las ecuaciones diferenciales estocasticas.
El movimiento browniano es un tipo de proceso estocastico que modela ciertos fenémenos
aleatorios como el recorrido de particulas en un fluido o las fluctuaciones en los precios de
activos. El cdlculo estocéastico, basado en procesos de Wiener, extiende la teoria del calculo
a funciones aleatorias. Este trabajo estd motivado en comprender de manera rigurosa el
calculo de It6. Para ello, es fundamental estudiar la teoria de la probabilidad. Ademds, se
explica con un alto nivel de detalle la integral de It6 y se estudia el teorema de existencia

y unicidad de ecuaciones diferenciales estocéasticas.

PALABRAS CLAVE: Célculo estocéstico, Ecuaciones diferenciales estocésticas, Inte-
gral de It6, Probabilidad, Proceso de Wiener.



Abstract

In this paper, Brownian motion is studied as a fundamental basis for presenting the It6
integral and its applications in stochastic differential equations. Brownian motion is a
type of stochastic process that models certain random phenomena such as particle travel
in a fluid or fluctuations in asset prices. Stochastic calculus, based on Wiener processes,
extends the theory of calculus to random functions. This work is motivated by a rigorous
understanding of It6 calculus. For this purpose, it is essential to study probability theory.
In addition, the It6 integral is explained in a high level of detail and the existence and

uniqueness theorem of stochastic differential equations is studied.

KEY WORDS: Stochastic calculus, Stochastic differential equations, It6 integral, Pro-
bability, Wiener process.
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Introduccion

“E's notable que una ciencia, que comenzo con la consideracion de los juegos de azar, se
haya convertido en el objeto mads importante del conocimiento humano”.
Pierre Simon De Laplace.

Théorie Analytique des Probabilités, 1812.

Si bien la axiomatizacion de la teoria de la probabilidad se establecié en la primera mitad
del siglo XX, sus inicios se remontan a la antigua Grecia. Las incertidumbres de la vida
diaria y, en particular, el andlisis de los juegos de azar, impulsaron el estudio de lo que
hoy se conoce como probabilidad (Debnath y Basu, 2015). Preguntas como {Qué tanto
aumentard el tamano de la poblacién en un determinado tiempo?, ;Cémo serd el clima
manana?, ;Qué tan a menudo una persona puede enfermar?, entre otras, fueron el punto

de partida en el desarrollo de esta area.

En los siglos XVII y XVIII hubo avances significativos en la teoria de la probabilidad, entre
los cuales se destaca la ley de los grandes nimeros y el teorema del limite central. A pesar
de esto, no se tenia una base matematica sélida en la cual se fundamentara la teoria. Fue
hasta el siglo XX que se axiomatizé la probabilidad mediante el uso de teoria de la medida,
gracias al matemético Andréi Kolmogérov, en su monografia (Kolmogoroff, 1933). Es en
este documento donde quedan por primera vez totalmente definidos conceptos tales como
espacio de probabilidad y variables aleatorias. Ademds, es aqui donde se establecieron las
bases para el desarrollo de la teoria de procesos estocasticos, los cuales sirven para modelar

sistemas que evolucionan en el tiempo aleatoriamente.

El movimiento browniano, descubierto por el botdnico Robert Brown en 1827, es un ejem-
plo de un proceso estocastico. Para dar una idea intuitiva de esto, imagine que estd en

una habitacion oscura en donde entra un tenue rayo de luz, a través del cual puede ver

VII
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pequenas particulas de polvo moviéndose de manera erratica. Si se fija en alguna de es-
tas particulas, encontraria que no siguen un patrén especifico y que su recorrido parece
ser aleatorio. Originalmente, dicho movimiento fue observado mientras se estudiaban las
particulas de polen en el agua (Brown, 2022). Este fenémeno fue explicado por el fisico
Albert Einstein en 1905, con base en la teoria del calor (Einstein, 1905); y posteriormente,

Norbert Wiener lo describiéo matematicamente.

El desarrollo formal de la teoria de la probabilidad por Kolmogérov y la definiciéon del
movimiento browniano por Wiener, permitieron al matematico Kiyoshi It6 construir el
cédlculo estocastico. Ito, interesado en modelar procesos de difusion de Markov, formuld
directamente estos procesos como soluciones de ecuaciones diferenciales estocasticas en
su articulo Stochastic Integral publicado en 1944 (Ito, 1944). Alli introdujo la integral
estocdstica y mostré algunas propiedades como la férmula que ahora lleva su nombre, la
cual es la regla de la cadena en el cdlculo estocdstico, que no se considera en el sentido

diferencial, sino solamente en el sentido integral, cuyo motivo se explica més adelante.

El célculo estocdstico y, en particular, las ecuaciones diferenciales estocasticas (EDE)
tienen amplias aplicaciones en diferentes areas del conocimiento, como en finanzas, bio-
logia, fisica e ingenierfa. En el caso de biologfa, es ttil para estudiar las interacciones
depredador-presa. Las ecuaciones de Lotka-Volterra fueron el primer modelo para descri-
birlas, no obstante, consideran tinicamente pardmetros deterministas como la capacidad
de carga y la tasa de crecimiento de las especies. Recientemente, Muhammad y colabora-
dores (Yasin y cols., 2023), han desarrollado un modelo estocéstico que tiene en cuenta el
efecto del comportamiento aleatorio del medio ambiente, perturbando las ecuaciones por
un ruido aleatorio como el movimiento browniano. Por otro lado, las EDE también se han
aplicado para analizar la evolucién del clima. Segun se afirma en (Grigoriu, 2013), se ha
probado que el clima terrestre estd fuertemente relacionado con la concentracién de calcio
en los depositos de hielo. Para ello, se desarrollé un modelo que describe el cambio en las

condiciones atmosféricas mediante una ecuacion diferencial estocastica.

Asimismo, en fisica, el proceso Ornstein-Uhlenbeck es una EDE que permite describir la
velocidad de una particula sujeta a colisiones aleatorias en un fluido. En dicha ecuacién,
se tiene en cuenta pardmetros como la volatilidad, la media del proceso y la tasa de
reversién a la media (Ornstein, 1930). Inicialmente, este modelo fue usado para estudiar

el comportamiento de los gases, especificamente la velocidad de una particula individual.
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Sin embargo, no esta limitado a la fisica, ya que también fue uno de los primeros modelos
aplicados en finanzas para medir la desviaciéon de una tasa de interés respecto a una tasa
fija dada (Steele, 2001). Adicionalmente, una de las aplicaciones més importantes en este
ambito es el modelo de Black-Scholes, el cual se empleé para calcular el valor de una
opcién de compra europea. Este descubrimiento les otorgd a Robert C. Merton y Myron
S. Scholes el Premio Nobel de Economia en 1997 (Black y Scholes, 1973).

Este documento estd motivado en comprender de manera rigurosa el calculo estocastico
basado en procesos de Wiener, sustentado en una sélida base analitica. Para ello, resulta
fundamental el estudio de la teoria de la probabilidad. Conceptos como espacios de proba-
bilidad, variables aleatorias, procesos estocasticos, filtraciones, entre otros, fundamentan
el trabajo realizado. Se busca que las definiciones y resultados presentados, aunque inicial-
mente puedan ser complejos de entender, se vuelvan intuitivos a través de explicaciones
apoyadas en ejemplos, observaciones y discusiones breves, que en ocasiones involucran
nociones de cursos como andlisis o ecuaciones diferenciales. Se recomienda al lector que,
antes de analizar los capitulos principales de este texto, revise los apéndices A y B, ya
que en estos apartados se expone la teoria de probabilidad y los fundamentos de anélisis

necesarios para su estudio.

La tesis se distribuye en tres capitulos, que se detallan a continuacion.

En el capitulo 1, se estudia el movimiento browniano. Para ello, se introducen algunos
conceptos preliminares como procesos estocésticos, filtraciones, martingalas y stopping ti-
mes. A continuacién, se presenta el movimiento browniano, comenzando con el anélisis
de algunas ideas generales del proceso y mostrando implicaciones de su definicién. Esto
motiva a pensar bajo qué condiciones el reciproco de dichas implicaciones son validas.
El trabajo las analiza, dando lugar a dos caracterizaciones de la definicién. Asimismo, se
explican detalladamente las propiedades deterministas del proceso, con el propdsito de
mostrar su comportamiento a lo largo del tiempo. En esta parte del capitulo, se hace
hincapié en exhibir las consecuencias de cada uno de los teoremas, mostrando imagenes
que ayuden en aclarar o precisar algunas de las ideas. Teoremas fundamentales, como el
teorema del médulo de continuidad de Paul Lévy y la ley del logaritmo iterado, propor-
cionan informacién valiosa sobre la regularidad de las trayectorias del proceso (como la
Holder continuidad) y explican su comportamiento altamente oscilatorio. Estas propie-

dades tienen pruebas extensas y no triviales, y el trabajo busca demostrarlas de manera
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exhaustiva, facilitando al lector su comprension, dado que en algunos libros las pruebas
son simplificadas. Otras caracteristicas clave, como la no diferenciabilidad casi segura de
sus trayectorias, su variacién cuadratica no nula y su variacién infinita, son importantes

para definir posteriormente la integral de It6.

En el capitulo 2 se analiza la integral de Ité6. Un teorema de analisis funcional permite
conceptualizar esta integral estocastica como un operador lineal acotado, facilitando la
demostracién directa de algunas propiedades clave, como que el operador integral es una
variable aleatoria en el espacio L2(Q), donde (Q,F,P) es un espacio de probabilidad.
Dicha propiedad puede resultar un poco menos intuitiva en un enfoque probabilista. Esta
definicién alternativa y equivalente a la integral presentada por It6 destaca la dualidad
entre el andlisis y la probabilidad, subrayando la importancia de comprender ambas teorias.
En este capitulo, se explican ademés detalladamente algunas caracteristicas de la integral
estocéstica, incluyendo aquellas similares a las de las integrales que se estudian en cursos
de céalculo y teoria de la integracién, asi como propiedades maés especificas del ambito
probabilistico, como la isometria de It6 y la propiedad de martingala. Se aborda también
la dificultad de calcular integrales mediante su definicién, y se presentan condiciones que
facilitan este proceso, algunas andlogas a los limites de sumas de la integral de Riemann.
Asimismo, se ilustran ejemplos de integrales de It6, tanto en términos de calculo como de

propiedades.

En el capitulo 3 se estudian las ecuaciones diferenciales estocdsticas. El propésito aqui es
presentar exhaustivamente las aplicaciones de los capitulos 1 y 2. Para ello, se introduce la
teoria necesaria sobre los procesos de It0 y se presenta un resultado fundamental: la férmula
de It0, la cual tiene amplios usos tanto en el calculo de integrales estocasticas y el estudio de
sus propiedades, como en la resolucién de ecuaciones diferenciales estocéasticas. Se exponen
una gran cantidad de ejemplos de las aplicaciones mencionadas y se estudian algunas
ecuaciones diferenciales estocasticas, centrandose en su existencia, unicidad y encontrando
su solucién explicita. Por ultimo, se presenta el teorema de existencia y unicidad para

ecuaciones diferenciales estocdsticas.



Capitulo 1

Movimiento browniano

En 1827 el botanico Robert Brown observé que las trayectorias recorridas por particulas
de polen en agua se comportaban de manera aleatoria y con fuertes cambios de direccién,
fendmeno que no pudo explicar, pero se convirtié en uno de los problemas cientificos mas
importantes de inicios del siglo XX. Si bien en un principio se pensé que este tipo de
movimiento se debia a que el polen provenia de materia viva, Brown probé que cualquier
particula pequena suspendida en un fluido seguia estas caracteristicas en su recorrido,
incluso si procede de materia inorganica (Brown, 2022). Fue por ello que a este efecto se

le denomind movimiento browniano en su honor.

El primero en describir matematicamente el movimiento browniano fue el astrénomo Thor-
vald Thiele en 1880, en un documento sobre el método de minimos cuadrados (Thiele,
1880). En 1900 el matematico Louis Bachelier, en su intento de predecir las fluctuaciones
de las acciones de la bolsa de valores en el mercado de Paris, cre6 un modelo de movi-
miento browniano (Bachelier, 1900). En su trabajo, Bachelier usando ideas del teorema
del limite central, la propiedad de Markov y conectando el movimiento con la ecuacién del
calor, dedujo que los incrementos en los precios de las acciones debian ser independientes
y estar normalmente distribuidos; propiedades que, en particular, satisface el movimiento
browniano como se conoce actualmente. Sin embargo, a pesar de los aportes que ellos
realizaron, no tuvieron gran influencia en su momento. Fue en 1905 cuando el fisico Albert
Einstein explicé en su articulo (Einstein, 1905) que, gracias a la cinética molecular de la
teoria del calor, las particulas se movian aleatoriamente. De manera més precisa, Einstein
a través de una foto de microscopio afirmé que, debido al calor que producen las fluctua-

ciones cinéticas de los atomos, las particulas brownianas al sufrir un niimero grande de



2 CAPITULO 1. MOVIMIENTO BROWNIANO

choques entre ellas, producian el movimiento observado por Brown. La verificaciéon expe-
rimental que hizo el quimico fisico Jean Baptise Perrin sobre la teoria de Einstein logré
demostrar la naturaleza atémica de la materia, que habia estado en disputa hasta dicho
momento, obteniendo por ello el Premio Nobel de Fisica en 1926. La definicién formal del
movimiento browniano se debe al matematico Norbert Wiener, pero fue tiempo después
que el matematico Paul Lévy, quien hizo contribuciones significativas en el desarrollo de
la probabilidad, mostré algunas de sus propiedades més importantes. Dada la gran con-
tribucién de Wiener, el movimiento browniano es también llamado proceso de Wiener. Un

desarrollo histérico més detallado se puede encontrar en (Jarrow y Protter, 2004).

A continuacién se describe la forma en la que Einstein de manera tedrica probd que el
movimiento browniano tiene distribucién normal. Si f(x,t) denota la funcién de densidad
de una particula browniana en el tiempo ¢, se dedujo que debido al calor que produce el
choque aleatorio, se satisface la ecuacién diferencial

Of(x,t)  0*f(a,t)
ot =D ox? '’

(1.0.1)

siendo D el coeficiente de difusiéon de la particula. Si dicho objeto estd en el origen en el

tiempo ¢ = 0, la solucién de (1.0.1) estd dada por

1 o2

e 4Dt
V2r Dt

la cual corresponde a la distribucién gaussiana de media cero y varianza 2Dt. Una descrip-

f($,t) =

cion detallada del desarrollo que tuvo la modelacién del movimiento browniano a través
de su historia se puede consultar en (Bian, Kim, y Karniadakis, 2016). En dicho articulo
se presenta, entre otros, el modelo de Langevin (Langevin y cols., 1908), el cual considera

la inercia de la particula browniana.

Si bien el estudio inicial del movimiento browniano estuvo motivado en comprender el
movimiento de particulas en un fluido, sus aplicaciones no se reducen tnicamente a analizar
este tipo de fenémenos. En el mercado de valores y de divisas, en donde el cambio de
estado de los activos se ve afectado por cantidades aleatorias, se suponen que siguen
un movimiento browniano, y la teoria matematica que los describe, permite modelar la
fijacién de activos financieros y de precios (Ermogenous, 2006). Por ejemplo, un avance
importante que se obtuvo en la valuacién de opciones sobre las acciones fue el modelo de
Black- Scholes Merton, el cual fue condecorado al Premio Nobel de Economia en 1997. De

igual manera, el movimiento browniano es usado en la clasificacion de imagenes médicas,
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con el fin de determinar la estructura y textura de tejidos especificos, lo cual contribuye a

la toma de decisiones respecto a la normalidad o no de dichas imdgenes (Duncan, 2007).

En este capitulo se estudia el movimiento browniano que sera fundamental en la compren-
sién del calculo de It6 y las ecuaciones diferenciales estocasticas. Para ello, en la seccién
1.1 se presenta la teoria necesaria sobre procesos estocdsticos y filtraciones. En la seccién
1.2 se define el movimiento browniano como un proceso estocdstico, y se exponen algunas
generalidades sobre este. Por dltimo, en la seccién 1.3 se explica de manera detallada al-
gunas caracteristicas de regularidad y comportamiento asintético de las trayectorias del

movimiento browniano.

1.1. Procesos estocasticos y filtraciones

En el apéndice A se estudian algunos conceptos fundamentales de la teoria de la probabili-
dad, entre estos, el de variable aleatoria (v.a.), el cual permite modelar ciertos fenémenos
aleatorios de interés. Surge ahora la necesidad de describir sistemas que se comportan
también de manera no determinista, pero que evolucionan a lo largo del tiempo. Es asi,
como se introduce el término de proceso estocastico, el cual serd objeto de estudio en esta

seccion junto con sus propiedades.

1.1.1. Definiciones y propiedades basicas

Definicién 1.1. Un proceso estocdstico es una familia de variables aleatorias {Xi}ier
definidas en el espacio de probabilidad (Q, F,P), donde T C RT. El conjunto de valores
que toman las v.a. Xy, es llamado el espacio de estados del proceso, y se le denota por S.
En general, T se interpreta como el tiempo y la funcion t — X;(w) como la trayectoria o

camino recorrido por la particula w.

Un proceso { X }er se dice continuo si para todo w € Q, la funcién t — X;(w) es continua.
De la misma forma, el proceso es continuo c.s., si para casi todo w € 2, la funcién
t — X;(w) es continua. Andlogamente, se definen los procesos continuos a derecha y
continuos a derecha c.s. El concepto de casi seguramente (c.s.) es explicado en el apéndice

A2

Un proceso {X;}ier se dice acotado, si existe una constante M > 0, tal que

ffoeo-ggneonsa) -
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Las variables aleatorias segtin el conjunto de valores que toman en R, pueden ser discretas
o continuas, ver apéndice A.l. Es natural entonces clasificar los procesos estocasticos
dependiendo si su espacio de estados y conjunto de parametros 1" es discreto o continuo.

El siguiente ejemplo se muestran procesos de estado y tiempo discretos y continuos.

Ejemplo 1.2.

= En un casino se quiere analizar el numero de caras que acumula un apostador al lan-
zar una moneda t veces. Para esto, se considera el espacio de probabilidad (9,2, P),
en el cual Q = {cara, sello}, y P({cara}) = P({sello}) = 0,5. Se define la v.a. X;
en (9,29, P) como el mimero de caras acumuladas hasta el lanzamiento t. Se sigue
que la familia {X;}ier es un proceso estocdstico de estado y tiempo discretos, don-
de el conjunto de pardmetros es T = {0,1,2,---}. En la figura 1.1 se observa una

trayectoria del proceso.

o0
12 A -
o
-] - - o
gm s
= *9
E -
2 7] i
n 0
o
g 67 s
S o
o
g 4 ss e
E see
27 s
LN
0
T T T T T T
0 5 10 15 20 25

Numero de lanzamientos

Figura 1.1: Proceso estocéastico de estado y tiempo discreto.

s En una compania telefonica se reciben en promedio A llamadas por hora. Defina X
como el nimero de llamadas que entran a una linea en el intervalo de tiempo [0,t],
medido en horas. Entonces {X;}ier es un proceso estocdstico de estado discreto S =
N y tiempo continuo T = [0,00). En este caso, se considera el espacio de probabilidad
(N,P(N), ), donde ju(A) =", ca %, para A € P(N), y X; : N - N CR tal que
Xi(w) = w.
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s Defina la v.a. Xy como la distancia total recorrida por un automdvil al final del dia

t. Entonces {X}; es un proceso estocdstico de estado continuo y tiempo discreto.

» Considere el proceso estocdstico {X;}, donde la v.a. X; representa el precio en
dolares del galon de gasolina en Estados Unidos en el tiempo t. Note entonces que
los conjuntos de estado y tiempo son continuos. En la figura 1.2 se muestra una

trayectoria del proceso entre mayo de 2020 y mayo de 2024.

2020 2021 2022 2023 2024 bz

Figura 1.2: Proceso estocéstico de estado y tiempo continuo. Tomado de Trading Econo-
mics (2024).

Observacion 1.3. En ocasiones es necesario considerar procesos estocdsticos tales que
toda coleccion finita de estas variables aleatorias tengan distribucion normal conjunta. A
este tipo de familias se les conoce como procesos gaussianos. Se puede demostrar que { X}y
es un proceso gaussiano si y solo si para todas Xy, -+, Xy, € {Xs} vy aq, -+, ap € R,

la v.a. a1 Xy, + - -an Xy, tiene ley normal, ver (Baldi, 2017), pp. 19-20.

A continuacion, se introducen los conceptos de filtracion y adaptacién de un proceso
estocastico a una filtracién. Estas nociones fueron introducidas por primera vez por el
matematico Joseph L. Doob en su libro Stochastic processes publicado en 1953 (Doob,
1953). Como se verd, las filtraciones son familias de o- dlgebras crecientes, cuyo propésito
serd guardar informacién del proceso a lo largo del tiempo. De igual manera, la adapta-
ciéon de un proceso a una filtracion, indica que la dicha familia de variables aleatorias es

compatible con la informacion acumulada. Mas precisamente,
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Definicién 1.4. Una familia de o- dlgebras {Fi}ier € F es una filtracion en T C R,
si Fs C Fi, para todo s < t. Un proceso estocdstico { X }ier es adaptado a {F;}er, sila
v.a. Xy es Fy— medible.

Observacion 1.5. A todo proceso estocdastico {X;}ier se le puede adaptar una filtracion
{Fi}ter. En efecto, tome F; = o(Xs : s < t), esto es, la o— dlgebra generada por las
variables aleatorias X, para s <t, s, t € T. Esta familia se conoce como la filtracion na-
tural, es de notar que cualquier otra filtracion adaptada al proceso, contiene a la filtracion

natural.

Debido a que a todo proceso {X;}ier se le puede asociar una filtraciéon {F; }ier, es usual
utilizar la notacién (92, F,{F:}ier, { Xt }er, P), con el fin de enfatizar el espacio de pro-

babilidad en donde estéd definido y la filtracién al cual estd adaptado.

Ejemplo 1.6. Suponga que (2, F,P) es un espacio de probabilidad. Defina para cada
Ae F\A{D,Q}, t € [a,b], la familia {X;}iejap por

FOX (> (arv)2y(t),  weA
Xt(W) =
—fO)X (> (a2 (), wE A

siendo f : [a,b] — R una funcion. Entonces para todo t € [a,b], Xy es una v.a. ya que
X 1(B(R)) C {0,Q,A,A°} C F.

Considere t € [a,b] fijo. Sit < (a+b)/2, se tiene que X;(w) =0, w € Q. Entonces, si se
toma la o—dlgebra Fy = {0,Q}, X; es Fy-medible. Por otro lado, sit > (a+b)/2 se sigue

que

—f(t), w ¢A

Note que Xi es {0,Q, A, A°}—medible. Por tanto, la coleccion creciente de o—dlgebras
{Fi}+ dada por

{0,Q}, t € la, aTb]
F =
{0,Q,A,A°}, te (420

es una filtracion para la cual {X}; estd adaptado. Mds ain, de la misma construccion,

{Fi}t es la filtracion mds pequena que hace que el proceso satisfaga esta condicion.
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Observaciéon 1.7. En ocasiones, es necesario considerar filtraciones mds grandes que
la natural, ya que puede brindar mds informacion sobre el proceso u obtener mayores

propiedades sobre este. Por ejemplo,

» si se considera la coleccion de eventos insignificantes de F, N ={A € F : P(A) =
0}, una filtracion que a menudo es usada es la filtracion natural aumentada {ft}t,
la cual es obtenida de anadir los eventos de probabilidad cero a la filtracion na-
tural asociada al proceso, {F;}. De manera mds especifica, Fr = o(Fe, N). Con
el fin de mostrar una aplicacion de tomar la filtracion {ft}t, suponga que X =
(Q,F {Fi}t,{Xt}+, P) es un proceso estocdstico y {Y:}+ es una familia de variables
aleatorias definidas en (2, F, P) tal que Xy =Yy, c.s. Es natural preguntarse bajo qué
condiciones {Y;}4 es un proceso adaptado a {F;}i, es decir, cudndo Y; es Fy-medible,
para cada t. Se sabe que esto es cierto si Fy contiene a N (ver (Folland, 1999), p.
47). Asi mismo, si {Xt(n)}n es una sucesion de variables aleatorias Fy-medibles,
que converge puntualmente a Xy, Xy es ﬁt—medible; propiedad que en particular no

necesariamente se satisface en caso de considerar a la filtracion natural {F;}s.

w si {Fi}s es una filtracion, Ut Fi no es necesariamente una o-dlgebra. Denote por Foo
a la menor o—dlgebra de P(S2) que contiene a | JF;. Observe que |JF; C F, y por
tanto, Foo C F. En particular, esto significa que Fso no contiene mas informacion
que la dada por F. Sin embargo, incluye la informacion completa disponible a lo largo

del tiempo. Es decir, Foo es la menor o—dlgebra que contiene toda la informacion.

w sea {Fi}ier una filtracion. Para cada t € T' considere la o—dlgebra

Ft* = ﬂ ft+5.
e>0

Note que para todot € T ye > 0, F; C Fiye, puesto que {F;}1 es una familia
creciente. Esto implica que Fi C Fi+. En caso de que {Fi}¢ también satisfaga Fy+ C
Fi, a la filtracion se le conoce como continua a derecha. Intuitivamente, una familia
de o—dlgebra con dichas propiedades puede interpretarse como que JF; contiene los

eventos minimos que han ocurrido hasta el tiempo t.

En la observacion 1.7 se explica la importancia de considerar filtraciones como la filtracion
natural aumentada. Este tipo de familias de oc—algebras que contienen los eventos insigni-
ficantes de F son llamadas completas, y tienen las mismas aplicaciones que las expuestas

en dicha observacién. Una suposicién que a menudo es considerada cuando se trabaja con
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procesos estocasticos es que las filtraciones a las cuales estdn adaptados cumplan con pro-
piedades como la mencionada. Como ejemplo de esto, se introduce el concepto de proceso

estandar.

Definicién 1.8. Un proceso estocdstico (2, F,{Fi hier, { Xt }ter, P) se dice estandar si
1. la filtracion {Fi}ier es continua a derecha,
2. para cada t, F; contiene los eventos insignificantes de F.

A continuacién, se define cuando dos procesos son modificaciones uno del otro.

Definicién 1.9. Sean {X;}ier, {Yi}tier dos procesos estocdsticos adaptados a la filtracion
{Fi}t- { X1} se dice una modificacion o una version de {Y;}4 si para todot € T, Xy =Y,

C.S.

Ejemplo 1.10. Considere el espacio de probabilidad ([0,1],B([0,1]), P), donde P denota
la medida de Lebesgue en B([0,1]). Defina los procesos estocdsticos { Xy yrer y {X{ }er por

Xi(w) :1{w} (t), Xt/(w) = 0.

Para t € T fijo, {w € Q : X¢(w) # Xj(w)} = {w = t}, y P{w = t}) = 0. Por tanto,
P{w € Q: Xy(w) = X{(w)}) = 1. Esto muestra que {X;}; es una modificacion de {X]};.
Observe sin embargo que {Y;}; es un proceso continuo y { X} no lo es. En consecuencia,

la propiedad de continuidad, en general, no es preservada por modificaciones.

El siguiente teorema da un criterio que asegura cudndo un proceso acepta una modificacion

continua. Su demostracién puede ser consultada en (Baldi, 2017), pp. 35-37.

Teorema 1.11. (Teorema de continuidad de Kolmogorov). Considere un proceso estocdsti-
co {Xi}ep definido en el espacio de probabilidad (2, F, P), donde D C R es un conjunto

abierto. Suponga que existen a, B, ¢ > 0, tales que el proceso cumple que
E[|X; — X,|°] < |t — 5|+,

Entonces existe una familia de variables aleatorias {Xt}tep tal que
X; = )N(t c.s. para todo t € D.

Ademds, para todo w € Q, la funcion t — )?t(w) es continua e incluso Holder continua

con exponente v, para todo v < a/f en todo subconjunto compacto de D.
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En la teoria de procesos estocdsticos, es fundamental estudiar como se relacionan y carac-
terizan distintos procesos, ya que permiten describir y analizar su comportamiento a lo
largo del tiempo u obtener propiedades sobre estos. Entre los conceptos importantes estan
los de medibilidad y medibilidad progresiva, equivalencia e indistinguibilidad, los cuales

se precisan a continuacién.

Definicion 1.12.
Sean X = (U, F { Fiheer, {Xttter, P) y X' = (U, F {F thter, {X{}ter, P') procesos es-

tocdsticos. Entonces

1. X y X' son equivalentes si para todos ty, - - -, t,m € T, las v.a. (Xyy,- -+, Xy,,)
y (Xi,, - X ) tienen la misma ley o distribucion. (La definicién de ley puede

consultarse en el apéndice A.1).

2. X y X' se dicen indistinguibles si (Q, F,{Fi}+, P) = (U, F {F }1,P') y P{we Q:
Xi(w) = X} (w) para todo t € T}) = 1.

3. X es medible si la funcion (t,w) — X¢(w) es B(T) @ F-medible.

4. X es progresivamente medible si para cada u € T, la funcion X : [0,u] X 2 — R es
B([0,u]) ® F,-medible.

Observacion 1.13. Se exponen a continuacion algunas relaciones entre los conceptos

descritos en la definicion 1.12.

s Suponga que X y X' son procesos indistinguibles. Entonces X es una modificacion
de X'. Para esto, bastaria probar que para cada t € T, X; = X[ c.s. En efecto, note

que para cada t € T, se tiene que

{weN: Xs(w) = X.(w), para todo s € T} C{w € Q: Xi(w) = X{(w)},

por tanto,

1=P[{w € Q: X (w)
<P[{w e Q: X;(w) = X{(w)}],

X! (w), para todo s € T}]

de esto se concluye que X es una modificacion de X'. Sin embargo, el reciproco no
siempre es vdlido. Para ilustrar esto, considere los procesos { Xi}+ y {X[}+, definidos
por Xy(w) =gy (t) y X{(w) = 0. Note que {w € Q: Xy(w) = X{(w) para todo t €
T} =0y P(0) =0. Por tanto, X y X' no son indistinguibles, pero si son modifica-

ctones uno del otro por lo presentado en el ejemplo 1.10.
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s Si X y X' son procesos estocdsticos tales que X es una modificacion de X', entonces

X y X' son equivalentes. Para la prueba, considere t € T. Entonces el evento A =
{we Q: Xiy(w) = X{(w)} es tal que P(A®) = 0. Ahora bien, si Px, y Px; denotan
las leyes de las v.a. X; y X, respectivamente, para cualquier B € B(R), se satisface
que

Px,(B) = PIX; ' (B)] =P[(X; {(B) N A) U (X (B) N A%)]
=P[X; Y (B)n Al + P[X; ' (B) N A
=P[X; (B)n 4]
=P{w e Q: Xi(w) € B} N{w e Q: Xi(w) = X} (w)}]

Pl{w e Q: X{(w) € B}]

=Px;(B).

En el razonamiento anterior se ha usado el hecho que P[X; ' (B) N A°] = 0, puesto

que X, (B) N A¢ C A°. Se concluye entonces que Py, = Px,.
Ahora bien, siti, ta € T, al ser X y X' modificaciones, se sigue que Xy, = X{, y
X, = X{, c.s. Sean Ay = {w € Q: Xy (w) = X[, (w)} y A2 = {w € Q: Xy, (w) =
X{,(w)}. Entonces para cualesquier B, C' € B(R), se tiene que
P[X; '€ B, X' € O]
=P[(X;"(B) N A1) U (X (B) N A9)) N (X, 1(C) N A2) U (X;,(C) N A9)).

Denote por Dy = X, /'(B) N A1, Dy = X;'(B) N A, D3 = X..'(C)N Ay y Dy =
X[zl(C) N AS. Entonces como D1 N Dy N D3N Dy =0 por pmpzedades de la medida
se cumple
PIX;' € B,X,,' € C] =P[(D1 N Ds) U (D1 N Dy) U (DyN Ds) U (Dy N Dy)]
P[DlﬂDg]+P[D1ﬂD4]+P[D2ﬂD3]+P[DgﬂD4]
P[Dl N Dg]
[
[

Pl(X; 1 (B)N A1) N (X, (C) N Ag)]
X; ( ), X1, (O],

P

donde P[Dy N D4 = P[Dy N D3] = P[DyN Dy] =0, ya que D1 N Dy, DaN Dy C
Dy C AS, y Do N D3 C Dy C Af, con P[AS] = P[AS] = 0. Esto muestra que
(Xt,, Xt,) y (X}, X{,) tienen la misma ley. Por un argumento inductivo, se concluye
que las v.a. (Xy,---, Xy,,) y (X4, X} ) tienen la misma distribucion, para todos

t1,...,tm €T,
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» Si X = (9, F {F o) 1 Xt eelap)s P) es progresivamente medible, entonces X es

medible.

Las proposiciones 1.14 y 1.15 proporcionan propiedades adicionales de los procesos es-
tocasticos continuos a derecha y equivalentes. Sus demostraciones pueden ser consultadas

en (Baldi, 2017), pp. 33-34, 452-453.

Proposicién 1.14. Si X = (Q, F,{Fi}+,{Xi}+, P) es un proceso estocdstico continuo a

derecha, entonces es progresivamente medible.

Proposicién 1.15. Suponga que (2, F,{F; trer, { Xt} ter, P) v (ﬁ, f, {ft}teT, {)N(t}teT, ﬁ)

son procesos equivalentes.
n Sea {ty}neny C T. Suponga que existe £ € R tal que

lim Xy, =/¢ c.s.

n—oo
Entonces
lim )th =l c.s.
n—o0
= Siparat €T el limite
lim X,=/
s—t,8€Q

existe para algin ¢ € R. Entonces

lm X, =/
s—t,8€Q

1.1.2. Stopping times

En ocasiones, es de interés conocer la primera vez en que ocurre cierto fenémeno alea-
torio, ya que puede brindar informacién ttil para gestionar recursos, optimizar procesos
o mejorar modelos predictivos. Por ejemplo, en finanzas, la deteccion temprana de una
calda del mercado puede conducir a decisiones de inversién de manera maés eficiente; en
epidemiologia, el reporte del primer caso de infeccion es esencial para desplegar medidas
de control y contencién de la enfermedad. Si 7 representa la variable aleatoria que mide la
primera aparicién de un suceso, resulta natural pensar que el evento {w € Q : 7(w) < t}

ocurre si y solo si forma parte de la informacién acumulada hasta ese momento.

Definicién 1.16. Considere una filtracion {Fi}er. Una v.a. 7: Q@ — T'U{oo} es llamada
un stopping time si, para cada t € T, el evento {w € Q : 7(w) < t} € F;. Asociada al

stopping time T, se define la o-dlgebra
Fr={A€ Foo: AN{w € Q:7(w) <t} € F, para todo t € T},

donde Fs denota la menor o-dlgebra de P(§2) que contiene a|J, F; (ver observacion 1.13).
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La condicién {w € Q : 7(w) < t} € F; garantiza que no es de relevancia lo que suceda
a futuro y que la decision de parar un suceso, 7, en el tiempo ¢ o antes de ¢ debe estar
determinada por la informacién dada por F;. De igual manera, la o-algebra F; en la
definicién 1.16 contiene los eventos para los cuales en el tiempo 7 se puede decir que se

han satisfecho o no.

Ejemplo 1.17.

» Toda v.a. 7 : Q — T U{oo} definida por T := tg € R es un stopping time. Para

mostrar esto, observe que para cada t € T,

En cualquier caso, se tiene que {w € Q: 7(w) <t} € F;.

» Considere un proceso estocdstico (2, F,{Fn}nen, {Xn}nen, P). Defina la v.a. 7 :
Q2 — NU {+o0}, por 7(w) = inf {n € N: X, (w) = 0}. Para todo n € N, se satisface

que
{fweQ:7(w) <n}={weQ:f{meN: X,,(w) =0} <n}
={weQ:FkeN Xp(w)=0,7(w) <k <n}
={weQ: Ik <n, Xp(w) =0}
= J{we: Xpw) =0} € F,
k=1
puesto que Xy es v.a., para k =1,...,n. Por tanto, T es un stopping time.

La siguiente proposicién muestra algunas propiedades de los stopping times y sus o-alge-
bras asociadas. Para la demostracién ver (Karatzas y Shreve, 2014), p.7. y (Baldi, 2017),
pp. 63-64.

Proposicion 1.18. Sean 71, 172 stopping times y Fr,, Fr, sus o-dlgebras asociadas. En-

tonces
1. 7 + 72, min{7, 72}, y max{m, 72} son stopping times.
2. 11 es Fr -medible.
3. Si 1 < 19, entonces Fr, < Fr,.

4' Frnl’n{Tl,Tz} = le mFTQ'
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Con el fin de facilitar la demostraciéon que una v.a. es un stopping time, e incluso visualizar
mejor algunos resultados, es importante caracterizar dichas v.a. En la proposiciéon 1.19 se
establecen condiciones bajo las cuales se puede garantizar que una v.a. es un stopping

time.

Proposicién 1.19. Suponga que 7 : Q — T'U{oo} es una v.a y {Fi}ier es una filtracion.

FEntonces

1. 7 es un stopping time respecto a {F;}+ si y solo si el proceso estocdstico X = { X her,

dado por

1, t<T,
0, t>r.

Xt =jery= {

es adaptado a {Fi}ier.

2. St {Fi}er es continua a derecha, T es un stopping time si y solo si {w € Q :
T(w) < t} € Fi, para todo t € T. La definicion de filtraciones continuas a derecha se

encuentra en la observacion 1.135.
Demostracion.

1. Suponga que 7 es un stopping time respecto a la filtracién {F;}ier v considere

A € B(T'U{oo}). Entonces se dan uno de los siguientes casos:

) X (4)

) X, N A)={t <7} ={r <t} € F;, siempre que 0 ¢ A, 1 € A.
¢) Xy A)={r <t} € F,cuando 0 € A, 1¢ A.

) Xi(A)

X;1(A) =0, siempre que 0, 1 ¢ A.

Esto muestra que X; =](;<;} es un proceso adaptado a la filtracién {Fihier-

Ahora bien, si {X;}ier es tal que Xy es Fy—medible, para cada t € T, entonces
X 1({0}) € F;. Pero, X;1({0}) = {r < t}. Por tanto, 7 es un stopping time.

2. Sea T un stopping time. Entonces

{weQ:r(w) <t} = G{wEQ:T(w)St—l/n}EJ’-}.
n=1
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Por otro lado, si para cada t € T, {w € Q: 7(w) < t} € F;. Entonces

{weQ:t(w) <t} = ﬂ{wEQ:T(w)<t+E}€ft+g,
e>0

para todo € > 0. Pero, al ser {F;}; continua a derecha se tiene que F; = (), Fie-

Asi, {w € Q: 7(w) <t} € F;. Por tanto, T es un stopping time.

Tome A € B(R) y considere las v.a. 74, pa con valores en [0, o], definidas por

T4 =inf{t >0: X; ¢ A},
pa=inf{t >0: X; € A}.

Entonces 74 y pa son llamadas el tiempo de salida de A y el tiempo de entrada en A,
respectivamente. Se asume la convenciéon que el infimo del conjunto vacio es igual a co.
En particular, esto indica que 74 = oo, si X; € A, para todo t > 0. De manera intuitiva,
TA'Y pA son stopping times. Sin embargo, se deben anadir condiciones al conjunto A para
que se satisfaga esta propiedad, como lo afirma la proposicién 1.20. El lector interesado

puede consultar la prueba en (Revuz y Yor, 2013), p.43.

Proposicién 1.20. Suponga que X = (Q, F, {Fi},{Xi}+, P) es un proceso estocdstico

continuo.
1. Si A es un conjunto abierto, T4 es un stopping time.

2. Si A es un conjunto cerrado y {F;}+ es continua a derecha, entonces T4 es un stopping

time.

Observe que, a partir de la proposicién anterior, se deduce que p4c es un stopping time,
siempre que A sea un conjunto abierto o A sea cerrado y {F;}; sea continua a derecha.

Estas propiedades se deben a que 74 = pe.

1.1.3. Martingalas

En esta seccién, T' denota un intervalo de R o el conjunto de los enteros positivos. Asi

mismo, se asume que las v.a. estdn definidas en el espacio de probabilidad (92, F, P).

Definicién 1.21. Considere un proceso estocdstico { X }rer adaptado a la filtracion { Fi }rer,

tal que E[|X|] < oo para todo t € T. Si para cualquier s <t, con s, t €T,

E[X:|Fs] = X5 c.s.,
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entonces { X her es llamado una martingala con respecto a {Fi}ier. St E[X|Fs| > X5
o E[X|Fs] < X c.s., {Xiher es llamado una submartingala o una supermartingala,

respectivamente.

La definicién de esperanza condicional de X; dado Fs, E[X;|Fs], asi como algunas de
sus propiedades, se explican en la seccién A.4 del apéndice A. De manera intuitiva, una
martingala puede interpretarse como un proceso en el cual la informacion suministrada
por la v.a. X3, dada la o—algebra Fs, estd completamente determinada por la v.a. X,

para cualquier s < t.

En caso que no se especifique cuédl es la filtracién asociada al proceso {X;}, se asume que
{Ft}+ es la natural. Si {X;}; es una martingala (supermartingala, submartingala), se dice
que {X;}: estd en LP(Q2), p > 1, si X; € LP(Q) para todo t (ver definicién en la seccién
B.3.1). En caso que p = 2, la martingala (supermartingala, submartingala) es llamada

cuadrado integrable.

Con el fin de ilustrar los conceptos de la definiciéon 1.21, se muestra en lo que sigue
algunos ejemplos. En particular, un movimiento browniano (ver definicién en 1.25) es una

martingala respecto a cualquier filtracién a la cual el proceso esté adaptado.

Ejemplo 1.22.

» Sea { X, }nen una sucesion de v.a. independientes e idénticamente distribuidas con
esperanza finita y tome Y, = X1 + - - -+ X,,. Entonces {Y,}, es una submartingala
si E[X1] > 0, una supermartingala si E[X1] < 0 y una martingala si E[X;] = 0.
Para demostrar esto, considere la filtracion {Fy,}, dada por F, = o(Xy :m < n).
Observe entonces que Y, es F,—medible y E[|Y,|]] < oo, ya que cada X; es F-
medible y E[|X;]] < o0, i =1, - -+, n. Sea m < n. Entonces para i =1, ---, m, la

v.a. X; es Fp—medible. Ast, por la proposicion A.38, se tiene que

Ahora bien, como las v.a. X4 son independientes de X, para todol =1, - -+, n,

s < m, entonces X4+ es independiente de F,,. Por la proposicion A.38, se deduce
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que

=Y, + (n — m)E[X4],

puesto que las v.a. X4y son idénticamente distribuidas. Ast,

E[X,|Fn] > Y, si E[X1]
E[X,|Fn] <Y, si E[X}]
E[X,|Fm] = Ym, si E[X1]

v

IN

0
0,
0

» Suponga que {Bi}ier es un movimiento browniano adaptado a la filtracion {F;er.
Entonces por la propiedad 11 en la definicion 1.25, para todo t € T, usando la des-

igualdad de Holder, se satisface que

E[|Bi|* < E[|Bi*) = E[|Bi|’] - E[B/]* =t < 0c.

Mds aun, si s <t,s, t €T, entonces

E[B;|Fs] = E|By — Bs + Bs|Fs]| =E[B; — Bs|Fs] + E[Bs|Fs]
—E[B; — B,] + B,
:B57

en el razonamiento anterior, se ha usado la proposicion A.38, teniendo en cuenta
que By — Bg es independiente de Fs y Bs es Fs-medible, gracias a la propiedad 111 de
la definicion 1.25, y la adaptacion del movimiento browniano a la filtracion {Fi}¢.
Esto muestra que {Byi}ier es una martingala respecto a {Fi}ier. No obstante, dado
que el valor esperado de B no es constante, E[B?] = t, entonces el proceso { B }ier

no es una martingala. Mds ain, { B} —t}i>0 es una martingala.
Observacion 1.23.

1. Suponga que {Xt(i)}teT es una martingala respecto a la filtracion {F; e, para cada

i1=1, -+, n, y considere ay, - - -, a, € R. Entonces la v.a. alXt(l) + alXt(Q) 4+ 4+
(4)

anXt(n) es Fi—medible, puesto que cada Xt(i) lo es. De la misma forma, como X,
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es integrable para cada 1, E[|0z1Xt(1) +e 4t Oant(n)H < 00. Ahora, para todo s < t,

se tiene que

Elor XV + ae X+ an XVF] = Y aBIXO|F) = S aix (.
=1 =1

Esto muestra que {alXt(l) + agXt(2) + -+ ocht(n)}t es una martingala respecto a
la filtracion {Fi}i. En particular, si {X¢}+ es una martingala, el proceso {—Xi}: es

también una martingala.

Por otro lado, si {Xt(i)}t es una submartingala, © = 1, - - -, n. Para todo a; > 0, se

stque que

E

Zn: a; x? ]-“S] > Zn: a; X,
=1 =1

Por tanto, {alXt(l) + agXt@) +- 4+ anXt(n)}t es una submartingala. De la misma
forma, se muestra que combinacion lineal de coeficientes no negativos de supermar-

tingalas es supermartingala.

2. Sea { X} una martingala y f: I CR — R una funcién conveza, tal que f(X;) es
integrable para cada t, con I C R intervalo. Entonces, por la desigualdad de Jensen
para esperanza condicional presentada en la proposicion A.39, para todo s < t, se

infiere que

Elf(Xo)|Fs] = F(EX:|Fs)) = F(Xs).
En consecuencia, f(X;) es una submartingala. En particular, si f : [0,00) — R es
la funcion x — |z|P, p > 1, entonces f(X¢) = |Xi|P es una submartingala.

El siguiente resultado proporciona una propiedad sobre las submartingalas continuas a

derecha. Su demostracién puede ser consultada en (Ribet, 2006), pp. 51-52.
Proposicién 1.24. Suponga que {Yi}icqp) €s una submartingala continua a derecha.

Entonces para cualquier € > 0, se cumple que

1
P S gED/;)—i_])

{wEQ: sup Yt(w)Zc‘S}

tela,b]

donde YbJr es la parte positiva de Yy. En particular, si {Y; }cq €5 una martingala continua

a derecha, entonces para cualquier € > 0,

P

weQ: sup Vi(w)>e §1E[Yb].
t€[a,b] €
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1.2.

CAPITULO 1. MOVIMIENTO BROWNIANO

Definicién y propiedades basicas del movimiento brow-

niano

En lo que sigue, (€2, F, P) denota un espacio de probabilidad y las variables aleatorias se

asumen que estédn definidas en el espacio medible (€2, F).

Definicién 1.25. Un proceso estocdstico { Bi}ier adaptado a la filtracion {Fi}ier, donde

T C R, es un movimiento browniano si satisface las siquientes propiedades:

II.

III.

V.

. By =0 c.s., lo que es equivalente a P[{w € Q: By(w) = 0}] = 1.

Para cualesquier 0 < s < t, la v.a. By — By distribuye normal con media cero y

varianza t — s, esto es, para todo A € B(R),

P(B,— B, € A) =

b / e~ /2(t=9) gy
V2r(t—s) Ja

donde B(R) denota la o—dlgebra de borel en R.
Para todos 0 < s < t, By — Bs es independiente de Fs.

Las trayectorias de un movimiento browniano son continuas casi sequramente, es

decir, P({w € Q : t — Bi(w) es continua}) = 1.

La definicién de independencia y algunas de sus consecuencias pueden ser encontradas en

el apéndice A.3.

Observacion 1.26.

1.

En algunos textos es usual encontrar la definicion de movimiento browniano omi-
tiendo la condicion 1V, esto es debido a que todo proceso estocdstico que cumple
las propiedades 1, 11 y 111 de la definicion anterior tiene una modificacion continua.
En efecto, sea {Bi}ier un movimiento browniano y B > 2. Se tiene entonces que
B; — Bs ~ N(0,t —s), lo que implica que Z = (B; — B)/(t —s)/? ~ N(0,1). Luego,

E[|B, - By|’] = E[(t — 5)°/?|2)] = E[|2°)(t - 5)°*,

con E[|Z|°] < co. Para ver esto, note que por lo mostrado sobre el cdlculo de espe-
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ranzas para v.a. absolutamente continuas en el ejemplo A.10, se sigue que

1 2
P2 == [ e

1 2 2
——— [ |zfe e Mz
\/27T/R

SC’/ e~ /Ady
R
<00

)

donde C > 0 es una constante tal que (21)~V/2|z|fe=**/4 < C, para todo z € R.

Ast, tomando o = /2 — 1 en el teorema de continuidad de Kolmogorov, presentado
en el teorema 1.11, se sigue que existe una familia de variables aleatorias {Et}teT
tales que By = By, para todo t € T. Mds atin, para w € Q la trayectoria t — Bt(w)

es continua.

2. En la definicion 1.25, el movimiento browniano {Byi}ier comienza en cero c.s., sin
embargo, si se define el proceso estocdstico By = x + By, entonces {Bi}tier €s un

movimiento browniano que empieza en el punto x c.s.

3. Si {Bi}tier es un movimiento browniano respecto a la filtracion {Fi}ier, entonces
lo es con respecto a cualquier filtracion {F|}ier tal que F. C Fs, para todo s € T,
a la cual €l esté adaptado. Para ver esto, la unica propiedad que se debe verificar es
que para todos 0 < s < t, la v.a. By — By sea independiente de F., la cual es una

consecuencia directa del hecho que By — By es independiente de Fs y F. C Fs.

Dos proposiciones importantes (1.27, 1.28) que son resultado de la definicién 1.25 son
presentadas a continuacion. Se vera que si la filtracién a la cual se adapta el movimiento
browniano es la natural (ver definicién en 1.5), la definicién 1.25 y la proposicién 1.28
son equivalentes, en dicho caso, se usaran indistintamente como definiciones de movimien-
to browniano. Asi mismo, si se considera la filtracién natural aumentada definida en la

observacién 1.7, la definicién 1.25 y la proposiciéon 1.27 son equivalentes.

Proposicién 1.27. Suponga que {B;}ier es un movimiento browniano adaptado a una

filtracion {Fi}ier. Entonces se cumple que
1. Bo=0 c.s.

2. 510 < s <t, lav.a By — B distribuye normal con media cero y varianza t — s.
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3. Para todos 0 < t1 <to <--- <tp, By, =By, |, -, By,—By,, By, son independientes.
4. Las trayectorias de un movimiento browniano son continuas c.s.

En caso que {Fi}+ sea la filtracion natural aumentada asociada al proceso {Bi}ier, 1, 2,

3, 4 implican 1, 11, 111, IV en la definicion 1.25.

Demostracion. Note que de la definicién de movimiento Browniano se tienen 1, 2 y 4, asi
basta verificar 3, que es equivalente a probar que para cualesquiera A4,, € o(By, — By, ),

A1 €0(By, , — By, ), -+, A1 € 0(By,), se cumple que
P(A1 N---NA,_1N An) = P(Al) cee P(An_l)P(An)

Con el fin de mostrar la anterior igualdad es importante observar que para todo¢ =1, - -,
n—1, A; € F,_,, puesto que A; € o(By, — By, ,) C Fy,, al ser By, — By, |, JFi,—medible.
A su vez, como t; < t,_1, se sigue que Fy; C Fz, ,, al ser {F;}+ una familia creciente de
o—algebras. Por tanto, AyNAsN---NA,_1 € F, ,. Por otro lado, se sabe que By, — B, ,

es independiente de F;, ,, lo que implica que
P[(AiNnAyn---NA,_1)NA)=PAiNAsN---NA,_1)P(A).

De la misma forma, para todoi=1,---,n—2, A; € F;, ,,dedonde AyNAsN---A,_2€

Ft,_o- Luego, por la independencia de By, , — By, , con F;, ,, se sigue que
P(Ain---NA,—oNA,_1)P(A,) =P(A1N---NA,—2)P(A,-1)P(A,).
Argumentando de la misma manera n — 3 veces, se llega a
P(Ain---NA,) =P(A1)--- P(Ayp).

Ahora bien, suponga que {B;}ier es un proceso estocéstico que satisface las propiedades
1, 2, 3, 4, y estd adaptado a la filtracién F;, = o(F;, N), donde F; = o(Bs : s < t) y
N ={A e F:P(A) =0}. Se tiene entonces I, 11 y 1V de la definicién 1.25. Sean 0 < s < .
Se debe de probar que B; — By es independiente de Fs. Para ello, observe que para todo
u < s, la propiedad de los incrementos independientes implica que las v.a. By— By, Bs— By,

y By, son independientes. Asi, para cualquier C, D € B(R), se sigue que

P[(Bt = Bs)™!(C), (Bs — Bu)"'(R), B, (D)] =P[(B; — Bs)"'(C), B, (D)]

u

=P[(B; — B,)"'(0)|P[B, (D)),

u

lo cual muestra que las v.a. By — B es independiente de B,, para todo u < s. Luego,

B; — B; es independiente de o(B,, : u < s).
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Considere A € o(B; — By), B € F,. Entonces B = BU N, donde N C N, con N € N.
Note que

P(B) = P(BUN) < P(B) + P(N) = P(B).
Pero, B C B. Asi, P(B) < P(B). Por tanto, P(B) = P(B). Anslogamente,
P(ANB) < P(ANB) < P(ANB)+P(ANN) = P(ANB).

Por la independencia de By — Bs y 0(B,, : u < s), teniendo en cuenta el cdlculo anterior, se
tiene que P(A)P(B) < P(ANB) < P(A)P(B). Como P(B) = P(B), entonces P(ANB) =
P(A)P(B). Se concluye que B; — B; es independiente de Fs.

O

Proposicién 1.28. Si {Bi}ier es un movimiento browniano adaptado a la filtracion

{Fiter, entonces
1. Bo=0 c.s.

2. Para todos 0 <ty < --- <ty, (By,- -+, By,) tiene distribucion normal conjunta con

media cero y By, ~ N(0,t;).
3. E[BsB:] = min{s, t}.
4. Las trayectorias t — By son continuas c.s.

En caso que {Fi}ier sea la filtracion natural, 1, 2, 3, 4 implican 1, 11, 111, 1V en la definicion
1.25.

Demostracion. Suponga que {B;}ier es un movimiento browniano. Entonces por defini-
cién se satisfacen 1 y 4. Considere 0 < s < t. Teniendo en cuenta que Bs; ~ N(0,s), se

llega a
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En el razonamiento anterior se han utilizado las proposiciones 1.27 y A.32.

Observe que demostrar 2, es equivalente a probar que {By;}:cr es un proceso gaussiano
(ver observacién 1.3 en la seccién 1.1). Para esto, considere 0 < ¢; < -+ < t, y ai, - -,
an € R. Se va a mostrar por induccién que la v.a. ay By, + - - - + o, By, tiene ley normal.
Si n = 1, por la definicién de movimiento browniano se sabe que ayB;, ~ N(0,a3t;).
Suponga ahora que la propiedad es cierta para n — 1. Via un célculo directo se observa

que
a1By, +- -+ an_1By,  +onBy, = 1By, + -+ (n—1+ ) By, | + an(By, — By, ).

Se sabe que la v.a a, (B, — By, _,) es independiente de F;, ., entonces es independiente a
cualquier v.a. Fy,_, —medible, por la proposicién A.29. En particular, aq By, + -+ (-1 +
an)By,
Fi, € Ft, - Entonces oy, (Bt, — By, ) es independiente de o1 By, +- -+ (op—1+0ap) By, .

es Fi, ,—medible, puesto que By, es F;,—medible y para todo¢ =1, ---, n — 1,

Ademas, por hipétesis inductiva a1 By, + - - - + (-1 + an) By, , tiene ley normal y por
definicién de movimiento browniano, oy, (By, — By, ) es gaussiana. Por tanto, o By, + - -
-+ ap_1By, |, + ap By, distribuye normal.

Suponga por ultimo que {B;}ier es un proceso estocastico que satisface 1, 2, 3 y 4. Se
tiene entonces 1 y 1v de la definicién 1.25. Tome 0 < s < t, al ser {B;}cr un proceso
gaussiano, By, B; distribuyen normal con media cero y varianza s, t, respectivamente. De

aqui se sigue que F[B; — Bg| = 0. Ahora,

Var(B; — By) = E[(B; — Bs)?] = E[B? — 2ByB; + B2 =t — 2E[B;B,] + s
=t — 2min{s,t} + s
=t—2s5+s

=t —s.

Falta ver que para todos 0 < s < t, B, — B; es independiente de Fs = o(B, : u < s).
Como la independencia de variables aleatorias normales es equivalente a la no correlacién

entre ellas por la proposicidon A.33, es suficiente probar que
Cov(B; — Bs, B,) = E[(By — Bs)B,] — E[B; — Bs|E[By,] = E[(B: — Bs)By| =0,
para todo u < s. Observe que

E[(B; — B,)By| = E[B,B,] — E[B,B,] = min{t,u} — min{s,u} = u —u = 0.
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Definicion movimiento browniano $  Proposicion 1.27
(Definicion 1.25) G === -
+ Filtracion natural
A aumentada
|
- .
. + Filtracion

I natural
|
|

Proposicion 1.28

Figura 1.3: Equivalencias de la definicion de movimiento browniano.
La figura 1.3 resume las relaciones entre la definicién de movimiento browniano 1.25, con
las proposiciones 1.27 y 1.28.

Observacion 1.29. Suponga que {B;}ier es un movimiento browniano. Sean s, t € T con
s <tys#0. De acuerdo con la proposicion 1.27, las v.a. Bi— B y Bs son independientes.
Sin embargo, segin la proposicion 1.28, se tiene que Cov(By, Bs) = E[B;Bs]| = s # 0. Esto

implica que las v.a. By y Bs no son independientes, por la proposicion A.33.

El movimiento browniano es invariante bajo ciertas transformaciones (escalas y traslacio-

nes), como se muestra a continuacién.

Proposicién 1.30. Suponga que {B:}ier es un movimiento browniano adaptado a la

filtracion {Fi}rer. Entonces:
1. B, = —B,,
2. ét = By+s — Bs, para todo s € T fijo,
3. B, = ¢Byje2, con c € R,
4. By=1tBy;, t >0y By=0,

son también movimientos brownianos adaptados a las filtraciones {Fi}e, {Feyste, {Fi/e2 bt

y la natural, respectivamente.

Demostracion.

1. Como {B;}; es un movimiento browniano, se deduce que Eo = —By=0cs.yla

funcién ¢ — —B; es continua c.s. Considere 0 < s < t, se sigue que B; — B; =
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—(By — Bs) ~ N(0,(=1)%(t — s)). De igual manera, si B; — B; es independiente
de Fs, entonces la v.a. —(B; — Bj) satisface la misma propiedad. En consecuencia,

{—B}+ es un movimiento browniano.

. Primero, note que Eo = Bs — Bs =0, y la funcién t — Byys — Bs es continua c.s.,

puesto que {B;}; es un movimiento browniano. Sean 0 < ¢; < to. Entonces
Btz - Btl = Bt2+s - BS - Bt1+s + BS = Bt2+s - Bt1+8'
Para s € T (s > 0), se tiene que 0 < t; + s < to + s. Asi, Biyy1s — Bi,4s ~

N(0,t3 + s —t; — s). Por otro lado, por la propiedad de independencia de {B;}, se

llega a que By,+s — By, +s es independiente de Fy, 4.

. Las propiedades 1 y 1v de la definicién de movimiento browniano, implican que

EO = cBy = 0y las trayectorias ¢ — cB, /.2 son continuas c.s. As{ mismo, por la
condicién 11, si 0 < s < t, entonces ¢(By2 — Byj2) ~ N(0,c*(t/c* — s/c?)), puesto
que 0 < s/c? < t/c?. Se cumple ademds que la v.a. ¢(Byje2 — Bg)2) es independiente
de Fg/e2 (recuerde que la independencia no se ve afectada por multiplicacién de

constantes, ver proposiciéon A.30).

. Para la prueba se usara la equivalencia presentada en la proposicién 1.28, debido a

que la filtraciéon que se estd considerando es la natural. De la definicién del proceso
{B}, se tiene que By = 0. Ademés, al ser {B,}; un movimiento browniano, para

s < t, se sigue que

I '
E[BsBy] = stE[By 3By ] = stmin{1/s,1/t} = S? = s = min{s, t}.

Como {B}; es un proceso gaussiano, entonces para todos 0 < t; < -+ < t,, aq, -+,
an € R, lav.a. ai(t1 By, ) + - -an(tnBy,) tiene distribucién normal. Esto muestra
que el proceso {Et}t es gaussiano. Por otro lado, se tiene que las trayectorias t — B
son continuas c.s., asi por la definiciéon de {Et}t se sigue que para todo t > 0, la
funcién ¢ — tB; /; es continua c.s. Para la continuidad en cero, observe primero que
{B:}, {B:}: son equivalentes al ser procesos gaussianos. Ademas,

lim Bt == O,

t—0t+
puesto que las trayectorias de t — By son continuas c.s y By = 0 c.s. Por tanto, por

la proposiciéon 1.15 se tiene que

lim  B; = 0.
t—0t,teQ
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Y asi, como {B;};~¢ es continuo, se concluye que

lim E:O.

t—0t

O]

Corolario 1.31. (Ley de los grandes nimeros para el movimiento browniano). Suponga

que { B} es un movimiento browniano. Entonces

P [{we Q: lim Buw) :oH = 1.

—00 t

Demostracion. Considere el evento

{w € Q: lim tBy ) (w) = 0} .

t—0t+
Entonces por la proposicién 1.30, el proceso {tB;;}; es un movimiento browniano. Asf,

por la continuidad de sus trayectorias c.s., se tiene que

B
P [{w € Q: lim ) = OH =P [{w €Q: lim tBy ;(w) = OH =1.
t—oo T t—0+

1.3. Propiedades deterministas del movimiento browniano

En esta seccién se presentan algunos resultados que muestran propiedades importantes
sobre las trayectorias del movimiento browniano, las cuales permiten comprender el com-
portamiento del proceso a lo largo del tiempo. Como se verd, algunos de los teoremas
enunciados tienen demostraciones extensas, de modo que, para facilitar la comprension de

las mismas, se realizaran bosquejos de las pruebas.

Recuerde que una funcién f de valor real, definida en un intervalo I C R, es Holder

continua de exponente -, si y solo si, existe C' > 0 de modo que

sup [f(z) — f(y)| < Co7. (1.3.1)

z,yel
lz—y|<6

Asi mismo, f se dice localmente Holder continua de exponente -, si existe C' > 0 tal que

swp |f(x) — f(y)] < O, (13.2)

z,yeK
lz—y|<6

en todo compacto K C 1.
El siguiente teorema establece una propiedad de regularidad para las trayectorias de un

movimiento browniano.
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Teorema 1.32. El movimiento browniano es localmente Hélder continuo de exponente -y,

para todo v < 1/2.

Demostracion. En el primer item de la observacion 1.26 se mostré que para 5 > 2, a =

B/2 — 1, el movimiento browniano {B;}cp satisface que
E[|B, — B|’] = E[|Z"|(t — 5)°/?,

donde Z ~ N(0,1) y D C R es un conjunto abierto. Luego, por el teorema de continuidad
de Kolmogorov, para todo w € €, la funcién t — By(w) es Holder continua con exponente
v, para todo v < a/f = 1/2 — 1/, en todo subconjunto compacto de D. Tomando
lo suficientemente grande, se llega a que las trayectorias del movimiento son localmente

Hoélder continuas para todo v < 1/2. O

Uno de los resultados principales en el estudio de movimiento browniano es el teorema
del médulo de continuidad de Paul Lévy, que ademds de proporcionar una cota superior e
inferior para | By, — By, |, donde t1, to son suficientemente cercanos, tiene como consecuencia
que las trayectorias de un movimiento browniano no son Hélder continuas para todo

v >1/2.

Teorema 1.33. (Teorema del mddulo de continuidad de Paul Lévy). Considere un movi-

miento browniano {Bi}ier. Si h(t) = (2tIn(1/t))'/? entonces

| Bty (w) — By (w)|

P |{we:limsup sup 1 =1
e—0 0<t1 <t2<1 h(e)
tg—t1<e

En la figura 1.4 se observa una trayectoria de un movimiento browniano { By };(o,1]-

Antes de presentar el bosquejo de la demostracién a este teorema, se analizard dicho
resultado mostrando algunas de sus implicaciones (La prueba puede consultarse en la
subseccién 1.3.1). Para ello, suponga que {B;}icr es un movimiento browniano. Entonces
By, — B
lim sup sup M =1cs.,

e»0 | 0<ti<tz<1 (2e1n(1/e))1/2
to—t1<e

significa que para casi todo w € €2,

=1.

B - B
s | 1Bu®) = Bu(@)

e=0+ 5<c | 0<ti<to<1 (201n(1/6))4/2
to—t1<5
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Figura 1.4: Trayectoria de un movimiento browniano en el tiempo [0, 1].

Lo que es equivalente a que para cualquier S > 0, existe £(8) > 0 tal que si ¢ < &(8),

entonces
’Btz — Bt1|
sup sup ———— | —1| < B ecs,
s<e | 0<ti<to<1 (201n(1/8))1/2
to—t1 <0
lo cual implica que para todo £ < (),
|Bt2 - Bt1|
1— 5 < sup sup ——————— | <148 cs. 1.3.3
W2 | o< <) R8I (1/0)7 (133
to—t] <0
Se sigue que
By, — Buy| < (1+ 5)(261n(1/5))/2, (1.3.4)

para todos t1, to € [0,1] tales que |ta — t1| < d, con & < & c.s. En particular, para
§ > 0 pequefio, si se toma t; = 0, t < 4, entonces —(1 + 3)(201In(1/8))Y/? < B; < (1 +
£)(261n(1/6))/? c.s. De esta manera, el teorema del médulo de continuidad de Paul Lévy,
de manera intuitiva, muestra que, en intervalos de tiempo lo suficientemente pequefios, el
movimiento browniano est4 controlado por las funciones (251n(1/6))"/2? y —(26In(1/6))"/?

c.s. Dicho resultado se puede visualizar en la figura 1.5.
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0.75 A

0.50 A

0.25 1

—0.25 1
—0.50 1
—0.75 1

— y2tin(1/t)
—-1.00 —

=== —y2tin(1/t)

T T T T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35

Figura 1.5: Comportamiento asintético del movimiento browniano en un intervalo pequeiio

de tiempo.

En particular, las trayectorias de un movimiento browniano definidas en [0, 1] no son Holder
continuas para v > 1/2 c.s. De manera general, por las propiedades de invarianza 2 y 3
de un movimiento browniano (ver proposicién 1.30), las funciones ¢ — B;(w) no satisfacen

esta propiedad de regularidad en cualquier intervalo J C RT. M4s precisamente,

Corolario 1.34. Las trayectorias de un movimiento browniano no son Hélder continuas

de exponente v > 1/2 c.s, en cualquier intervalo de tiempo J C RT de interior no vacio.

Demostracion. Por (1.3.3), para todo 5 > 0, existe £(/3) > 0 tal que si e < £(3), entonces

’Bt2 - Btl‘

sup sup ——— | >1—pFcs..
s<e | 0<ti<ta<1 (261n(1/6))1/2
to—t1 <6

Al ser el supremo un punto de acumulacion, existen infinitos valores de § > 0, con § < ¢

tales que
|Bt2 B Btl‘
su s > 1= f. 1.3.5
0§t1<1t)2§1 (25ln(1/5))1/2 p ( )
to—t1 <9

Esto implica que para todo 0 < 8 < 1 e infinitos valores de & > 0 lo suficientemente
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pequenos, se tiene que

sup  |By, — By, | > (1 —6)(261n(1/68))"/2.
0<t <t2<1
to—t1 <0
Note que limg_,o+ (In(1/6))'/? = co. Asi, para cualquier M > 0, existe 6(M) > 0, tal que
si § < 6(M), entonces (In(1/6))'/?2 > M. En particular, para todo C' > 0, si se toma
M = C/(v2(1 — B)), se tiene que

sup  |Bt, — By, | > V2(1 - B)(In(1/8))/25"/2 > Cs'/2.
0<t1<t2<1
to—t1 <8

siempre que 0 < §(M). Esto muestra que las trayectorias del movimiento browniano en

[0, 1] no son Holder continuas de exponente v = 1/2 c.s., por lo presentado en (1.3.2).

De forma més general, para todo a > 0y M > 0, se satisface que
(In(1/6))Y2 > Ms?, (1.3.6)
siempre que d > 0 sea lo suficientemente pequefio. Asi,

sup  |By, — By, | > V2(1 — B)M 6?62,
0<t1<t2<1
tog—t1 <8

Para C > 0, si se considera M = C/(v/2(1 — j3)), entonces

a+1/2
sup  |By, — By,| > C6%H1/2,
0<t1<t2<1

to—t1 <8

para todo a > 0y 6 < 1. Esto indica que las funciones ¢ — B; definidas en [0, 1], no son

Holder continuas para v > 1/2 c.s.

Para ver (1.3.6), tome M > 0 y considere la funcién § — Cé® en (0,b], con b > 0.
Dicha funcién es acotada por Cb®. Observe que como (In(1/8))/? — oo, cuando § — 0F.
Existe & > 0 de modo que si § < &, entonces (In(1/6))Y/?2 > Mb®. Por tanto, para
5 € (0,b] N (0,8"), se cumple que (In(1/8))*/2 > Ms®.

Hasta ahora se ha mostrado que el teorema se satisface en [0, 1]. En realidad, este es cierto

para cualquier intervalo de longitud 1 contenido en R, como se muestra a continuacién:
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Por la propiedad 2 de la proposicién 1.30, para cualquier r > 0, {Byy, — Br}; es un

movimiento browniano. Asi, aplicando el teorema 1.33 a este proceso, se tiene que

|Bt2+7" - Bt1+7“|

lim sup sup =1c.s.
e—0 0<t1 <t2<1 h(e)
to—t1<e
Por tanto,
By — B

lim sup sup 1B: — B| =1cs. (1.3.7)

e—=0 r<s<t<itr  D(E)

t—s<e

Por un argumento similar al usado en el caso [0,1], la igualdad en (1.3.7) implica la
no Holder continuidad de las trayectorias del movimiento en el intervalo [r,1 + r|, para
v > 1/2. Observe entonces que si J C R contiene un intervalo de longitud 1, entonces en

J se satisface el corolario a probar.

Ahora bien, considere ¢ > 1. El proceso {cBy/»} es un movimiento browniano, por la

proposicién 1.30. Luego,

‘CBtQ/CQ - CBtl/CZ ’

lim sup sup =1c.s.
5—0 | 0<ti<to<1 h(9)
t2—t1§5
En consecuencia,
B, - B 1
lim sup sup M = — c.s. (1.3.8)
5—0 0<s<t<1/c? h(4) ¢
t—s<8/c2?

Anélogamente al argumento mostrado para (1.3.5) se sigue de (1.3.8) que, para todo
0 < B < 1/c, e infinitos valores de ¢ > 0 lo suficientemente pequenios,
sup  |B; — Bs| > v2¢(1/c — B)(In(1/86)Y2(8/¢)"/? c.s.

0<s<t<1/c?
t—s<6/c2

Lo que implica que casi seguramente las trayectorias no son Holder continuas de exponente
v >1/2, en [0,1/c?]. Por otro lado, por la propiedad de traslacién del movimiento brow-
niano, el teorema se satisface para todo intervalo de longitud 1/¢? < 1.Y asi, se concluye

la prueba en caso que J C R* sea un intervalo de longitud menor que 1. ]

Se realiza a continuacién un bosquejo de la demostracién del teorema del mddulo de
continuidad de Paul Lévy 1.33, la cual fue basada en (Revuz y Yor, 2013), pp. 30-32. Su

prueba es presentada en la subseccién 2.3.
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Bosquejo de la prueba 1.35. (Teorema del médulo de continuidad de Paul Lévy). La

demostracion se divide en dos partes, las cuales buscan probar que

, | Bto, — Bt |
I. limsup,_,q (sup0<t1<t2<1 # >1 cs.

to—t1<e

; ‘BtQ_Btl‘
II. limsup,_,q (SupOSthﬁl e - <1ec.s.
tg—t1<e

Para 1, se toma ¢ € (0,1) y se considera para cada n € N la cantidad

Ln =P |: max |Bk2—n — B(k71)2—n| < (1 — 6)h(2—7’b):| .

1<EL2n

Utilizando propiedades del movimiento browniano y algunas desigualdades bdsicas, se prue-

ba que existe una constante C' > 0 tal que
C (1_5)2
L < exp {_ﬁzno (-9) >}.

Lo cual implica que la serie Y Ly, < co. Ast, gracias al lema de Borel-Cantelli A.535,

Bia-n (@) — Be_pypn
P limint {we 0 ma Per@ = Buoerl Sy W paing ey - 1.
n—00 1<k<2n h(2 n) n—00

Por otro lado,

‘Bt2 (w) — Bt1 (w)‘

liminf A7 C ¢ w € : limsup sup >1-9,,
n—00 0 0<t;<t2<1 h(e)
tag—t1<e

lo cual permite concluir 1, tomando & suficientemente pequeno.

Para 11, se escogen § € (0,1) ye > 0 tales que (1+¢)%(1—38) > 148, y se toma el conjunto
K de pares ordenados (i,7) € N x N de manera que 0 <i < j <2, 0<j—i<2", Se
define para n € N, la cantidad

L,=P[B)]=P [{w € ©: mix |Bj2"(:()k;_f;2"(w)’ > 1+ E}] .

Se tiene entonces que

L, < Dln—l2n((1+5)—(1—5)(1+€)2)

I

donde D' > 0 es constante.
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Al igual que para el caso 1, la serie ), D'n~12n((140)—(1-9)(1+¢)%) converge, lo que implica
que Y, P[By] < co. Luego, por el Teorema de Borel-Cantelli A.35, para casi todo w € €2,

eziste ny € N tal que
1Bja-n() — Bian(@)] < (1 +)h(k27),

siempre que n > nj.

Debido a la proposicion B.25, para 0 < t; <ty < 1, existen enteros i, j, pr, s, tales que
typ =127 " —27P1 _927P2 _ .. - to = jg—n 4279 4 9792 4 .. :

Luego, por la continuidad del movimiento browniano y lo probado hasta el momento, para

casi todo w € €,

| B, (w) — Bty (w)| <|Bjg—n(w) — Bt (w)| + ‘Bjrn (w) = Big—n(w)| + [ Bty (w) — Bj2fn(w>‘
<2(1 4 e)yh(2-VI0) 4 (14 )h((j — )27,

con v > 0. St to — t1 es suficientemente pequenio, y se toman 8, v y € tendiendo a cero,

con to — t; < e, se tiene que casi sequramente |By, — By, | < h(e), lo que implica 11.

Teorema 1.36. Suponga que {B}; es un movimiento browniano y sea ™ = {to,t1, -, tn},
contg=a <ty <---<ty,=>buna particion del intervalo [a,b]. Entonces
n
Hh"‘m > 1By, = By P =b—a en L?(Q), (1.3.9)
||—0
k=1

donde ||| = maxi<g<p |tk —tg—1|. En particular, las trayectorias de un movimiento brow-

niano no tienen variacion finita en cualquier intervalo de tiempo c.s.

Demostracion. Se debe mostrar que

n 2
E (Z!Btk—Btkl‘Z—(b—a)> — 0, ||x|| — o.

k=1
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Note que

n 2
E < | B, —Btk_l\Q—(b—a)>
k

| \k=1 k=1
S 5
=LK (Z (‘Btk _Btk 1‘2 (tk_tk:—l))) ]
k=1
=E < (1Bt = By |” = (tk —tk—1)> (Z(IBtm Bt [* — (tm —tm—l)))]
k=1 m=1

=E > > (1By = By, [P = (th = tr-1))(1Be,, — Bt o” = (tm — tml))]

= E [(|1Bi, — Biyy|* = (tie1 — tr—1)) (IBe,, = By |* — (tm — tm_l))] .

Por la propiedad de los incrementos independientes del movimiento browniano 3, las v.a.
B, — By, ,, k=1, -, n, son independientes. Usando las proposiciones A.30 y A.31, se
concluye que las v.a. (Btk — Btk—1)2 — (tx — tx—1) también son independientes. Asi, como
By, — By, , ~ N(0,t; — ty—1) y por la proposicién A.32, para todo m # k, se sigue que
E [(|Biy, = Biyy|? = (tk = ti-1)) (1Bt = Bipus > = (tm — tm—1))]

=E[|By, — By, ,|* — (ts — tie1)] E [| B, — Bty i[> — (tm — tim—1)]

—(E[|Bi, = Biy_, "] = (tk — ts1)) (E[|Bn, — Bipy 1I*] = (b — tm1))

= ((tx — te—1) — (b — tr—1)) ((bm — tm—1) — (bm — tin—1))

=0.

En consecuencia,

3

n 2
E <Z By, — By, |”— (b a)) =) E [(|Btk — By, 12— (8 - tk—l))ﬂ

k=1 k=1
n 2 2
|Bt), — By, |
= E <k SEELE | (tk — tk_1)2
Py th —tp—1
B, =Bty

Para cualquier k =1...,n,la v.a. Z, = BV =Tl N(0,1). Entonces

B|(z2-1)°| = B[2{] - 2B [2}] +1

—=3-2+1=2
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Por tanto,

n

n 2
IE(ENB%—&kﬁ—w—@> =S B2~ 12t — i)’
k=1 k

3 =

=2 () — tp_1)?
=1

ol

n
<2 ma — 1 —tp_
< ﬂ%ii?h(tk th-1) ) (tk —tk—1)
k=1
2]l (b — a) - 0,
cuando ||7|| = 0. Esto muestra que el movimiento browniano tiene variacién cuadrética

finita. Suponga ahora que {B;}; tiene variacién finita en [a,b] c.s. Entonces

n

”71r1”rgoz |Bi, — By, ,| < o0 c.s.
k=1

Esto implica que

n n
2
E , |Btk - Btkﬂ < sup Btk - Btkﬂ‘ Z ’Btk - Btkﬂ ”
k=1 Isksn k=1

y asi,

n n
. 2 . ,
lim g |Bi, — By, ,|° < lim sup |B;, — By,_,| lim g |Bt, — Bt,_, |-
Irll—=0:= lIm] =0 1<k<n |0 £

Puesto que las trayectorias del movimiento browniano son continuas c.s., entonces

lim sup |By, — By,_,| =0.
IT—01<k<n

Por ende, por la variacién finita de {B;}; en [a, b] se tiene que

n
lfm Z |Bi, — B;,_,|* =0,
k=1

lIll—0 7=
lo cual contradice lo probado para (1.3.9). O

Teorema 1.37. (Ley del logaritmo iterado). Sea {Bi}ier un movimiento browniano. En-

tonces

P

Y Bt(w) o o
{w eQ: 11]1511_1>(s)1+1p (o11n (in (%)))1/2 = 1}] =1. (1.3.10)
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Antes de presentar un bosquejo de la demostracién al teorema 1.37, se van a mostrar
algunas de sus consecuencias. La probabilidad descrita en (1.3.10) implica que existe €y C
Q, con P(€y) = 1, tal que para todo w € €y,

lim sup Bi(w) = lim sup By(w) =
ot (2tInn(1/)Y2 e=00<<e (2tInln(1/t))1/2

Es decir, dado 8 > 0 existe () > 0 tal que si € < £(f3), entonces

Bt(W)
S e Y <P

Asi, para € < £(f3) se tiene que

1—-p8< sup Bi(w)

1+ 8.
S0 ()2 < TP

En particular,
(1—8)(2tInln(1/t))"? < By(w) < (1 + B)(2tInln(1/t))"/?,

para todo 0 < t < g, siempre que € < £(f3).

Uno de los resultados que muestra el comportamiento oscilatorio del movimiento brow-
niano se expone en el corolario 1.38. Como se explicara en la observacién 1.39, una de sus
consecuencias es que el movimiento browniano alcanza infinitas veces el valor de cero en
cualquier intervalo de tiempo pequenio de la forma [0,¢] c.s. Asi mismo, cuando s — oo,
las trayectorias s — B toman valores positivos y negativos infinitas veces c.s., visitando

asi cada numero de la recta real positiva en una cantidad infinita de ocasiones.

Corolario 1.38. Sea {B;}; un movimiento browniano. Entonces

By

1. lim inf = -1, c.s.
ot (2tmin(1/o)z - 0 F

2. 1 — =1, c.s.
TSP Gsiin(s)) 2 4
" B,

3. hgg;)lfW = —1, C.S.

Demostracion.

1. Como {B;}; es un movimiento browniano, entonces por la proposicién 1.30, {—B;}4
es un movimiento browniano. Aplicando el teorema 1.37, se tiene que

=P |{wea:tmmp s =1

=P Hw € O liminf — Dt - —1H .

t—0+ (2tInln(1/t))4/2
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2. Por la proposiciéon 1.30 {tB;;}; es un movimiento browniano. Luego, haciendo el

cambio de variable s = 1/t, se sigue que

1=P|Jwe N:limsup tBy/:(w) =1
t—0+ (2tInln(1/t))1/2

-» | g =)

3. Andlogamente a lo probado para 1, al ser {—tB; /t} un movimiento browniano, se

deduce el resultado.

O]

Observacion 1.39. Como la interseccion de dos eventos de probabilidad 1 tiene probabi-

lidad 1", usando el teorema 1.37 vy el corolario 1.38 se infiere que

7 By e B;
Pl =1, lim inf =-1| =1, 1.3.11
{lfii‘ip tmin(1/0) 72 ot @tnin(1/0)172 } (1.3.11)
B; . B,
Pl — =1, liminf ———— = —-1| = 1. 1.3.12
[liigp (2s1nln(s))t/2 paty (2sIn1n(s))1/2 ] ( )

La probabilidad descrita en (1.3.11) implica que existen sucesiones {ty, }nen, {t), tnen con-

vergentes a cero, tales que para todo € > 0, existe N € N de modo que si n > N,

(1—e)(2tnInln(1/t,))"? < By, < (14 ¢€)(2t, Inln(1/t,))"2,
—(L+¢)(2t, Inln(1/,))"/? < By < (e —1)(2t, Inln(1/t,))"/2,

c.s. Asf, parae > 0 pequeiio By, > (1—¢)(2t, Inln(1/t,))/2 > 0y By < (e—1)(2t,, InIn(1/¢],))'/% <
0 c.s. En particular, esto muestra que las trayectorias del movimiento browniano pasan por

cero en cualquier intervalo de tiempo pequenio de la forma [0, ¢] c.s. La figura 1.6 ilustra

dicho comportamiento oscilatorio del movimiento browniano.

De la misma forma, por (1.3.12) existen sucesiones {s, }nen, {S)}nen, con s,, s, — oo,

tales que para todo € > 0 y n lo suficientemente grande

o < (14 €)(2s, InIn(s,))?,
< (e— 1)(2521 lnln(sln))l/zv

(1 —€)(2snInln(s,))"/? <
—(e+1)(2s, Inln(s),))"/? <

!Sean A y B eventos tales que P[A] = P[B] = 1, entonces

P[ANB]=1-P[A°UB]>1- P[A°] - P[B|=1-0-0=1.
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0.8 —— Movimiento Browniano
— y/2tinIn({1/t)
-—- —/2tinIn(1/t)

0.6

T T T T T T T
0.000 0.025 0.050 0.075 0.100 0.125 0.150 0.175 0.200

Figura 1.6: Comportamiento oscilatorio del movimiento browniano en un intervalo pequeiio

de tiempo.

c.s. Se deduce entonces que cuando ¢t — 00, el movimiento browniano toma valores positivos
y negativos infinitas veces. Al ser las trayectorias continuas, estas tocan cada numero
positivo en un numero arbitrario de ocasiones, ratificando una vez mas el comportamiento

oscilatorio del movimiento a lo largo del tiempo.

Bosquejo de la prueba 1.40. (Ley del logaritmo iterado). La demostracion se divide en

dos partes, las cuales buscan probar que

; By
I limsup; o+ Gtmn(1/0)172 <1ec.s.

’ B
1. limsup,_,g+ G172 = 1c.s.

Para 1, se toma 6 € (0,1) y la sucesion {t,}nen convergente a cero, definida por t, = q",

con 0 < q < 1 tal que q(1+ 9)? > 1. Se considera para cada n € N el evento
Ap ={w e Q: Bi(w) > (14 0)¢(t), para algin t € [tpt1,ts]},

donde ¢(t) = (2tInln(1/t))"/2.

Dado que liminf,,_,. A5 C {w € Q : limsup;_,g+ % <1+ 5}, la prueba se reduce a ver

que P [liminf, _,o AS] =1, ya que esto implicaria 1 tomando § — 0. Para ello, se muestra
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que

A, C {w €Q: sup Bi(w) > (1 —|—5)¢(tn+1)}.

0<t<tn

Utilizando propiedades del movimiento browniano, algunas desigualdades basicas y el lema

1.483, se demuestra que existe una constante C' > 0 tal que

(n+ 1)*(1+5)2q
PlA, <C
S T CES )

)

—(146)2
siendo ZnC\/f";(rlll)T ()1; ) una serie convergente. Ast, por el criterio de comparacion
n((n n(1l/q
> n PlAn] < 00, delo cual, por el primer lema de Borel-Cantelli A.35, se sigue el resultado.

Para 11, se considera la sucesion {q"}r, con 0 < ¢ <1, tal queIn(1/q) >2y B = 2(1:2)2 <

2, donde 0 < € < 1. Para cada n € N defina los eventos
Cn = {w €Q: By, (w) — By, (w) > (1 - 5)qf>(tn)} .

Por propiedades del movimiento browniano y algunas desigualdades, se prueba que existe

una constante D > 0 tal que

PlC] > — D

~ nf/2/In(na)’

siendo Y W%;m divergente. Por tanto, > P[Cy] = oo y al ser los eventos Cy, indepen-
dientes, por el sequndo lema de Borel- Cantelli A.35, se sigue que P [limsup,,_,. Cp] = 1.
Esto implica que By, — By, ., > (1 —¢€)¢ (tn) c.s., para infinitos n € N. Por otro lado, por
lo mostrado en 1 aplicado al movimiento browniano {—By}:, se sigue que existe N € N
tal que si n > N, entonces By, > —(1 + €)(2t, InIn(1/t,))"/? c.5. En consecuencia, para

infinitos valores de n,
By, > ¢(tn)[1 —e = (1 +e)(a+7)] c.s.,
para todo v > 0.
Ahora bien, para cualquier § > 0, se puede tomar e > 0, ¢ > 0, v > 0, lo suficientemente

pequenios de manera que 1 —e — (14¢)(y/q+y) > 1 —4. Entonces By, > ¢(t,)(1—-9) c.s.,

para infinitos valores de n. Esto implica que
By > ¢(t)(1 —9) c.s.,

para infinitos valores de t, lo que permite concluir 11.
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Se finaliza esta seccion discutiendo una propiedad fundamental de regularidad del movi-
miento browniano: la no diferenciabilidad de sus trayectorias c.s. Asi, aunque las trayec-
torias son continuas c.s., no admiten una derivada en el sentido cldsico casi en ningun
punto. Este fenémeno puede ser explicado por el comportamiento altamente oscilatorio a
lo largo del tiempo de las funciones t — By, como se detalla en los teoremas 1.33 y 1.37,
y sus implicaciones desarrolladas en el transcurso de esta seccion. Para una demostracion

de este resultado, el lector puede consultar (Karatzas y Shreve, 2014), pp. 110-111.
Teorema 1.41. Suponga que {B}; es un movimiento browniano. Entonces

P{w € Q : t — By(w) es diferenciable}] = 0.

1.3.1. Demostraciones a los teoremas 1.33 y 1.37

En esta subseccién se presentan las demostraciones de los teoremas 1.33 y 1.37, los cuales
fueron introducidos previamente en la seccién 1.3. En dicha seccién se realizaron tnica-
mente bosquejos a las pruebas, debido a su complejidad y extensién. La intencién de esto
fue mantener el enfoque en el estudio de las propiedades deterministas del movimiento
browniano. Las demostraciones expuestas a continuacién hacen un fuerte uso del algebra
conjuntista y de la ley 0-1 de los lemas de Borel-Cantelli A.35. De igual manera, algunas
desigualdades y resultados expuestos en el apéndice B.4, y las propiedades de normalidad
e independencia de incrementos del proceso (ver definicién 1.25 y la proposicién 1.27),

resultan ser fundamentales.

Demostracion. (Teorema del médulo de continuidad de Paul Lévy). Tome § € (0,1) y

considere el evento

A, = {w €N: 1512};" | Bro—n(w) = Bp—1)2-n (W) < (1 - 5)h(2—")} .

Note que w € Ay, siy solo si |Byg—n(w) = B(g_1)2-n| < (1-9)h(27"), para todo 1 < k < 2.
Asi, de la independencia de los incrementos Bjg-n — B _1)2-n, con 1 < k < 2", se tiene

que

L, =P[A,]
=P [|By-n — Bo| < (1= 8)h(2™), -, |B1 — By_g-n| < (1= 8)h(2™)]
—P[|Byn — Bo < (1= 0)h(2 )] --- P [|Bi = By_3-a| < (1= 8)h(2™)].
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Por otro lado, para todo 1 < k < 27, se sabe que Byo-n — B(_1y2-» ~ N(0,27"), y por

tanto
1-6)h(2~" 2
L, = /( ME 1 ey,
—(1=8)h(2—") V2m2~™
2n
o0 1 2
_(y_ 2/ 1 vy,
( (1=8)h(2—m) V227"
271/
(15 / V2 ey,
(1-8)h(2-n) V21

27L
o0 1 2
=11~ 2/ e 2dy ,
( (1-8)/21n(27) V2 )

donde la ultima igualdad se obtiene al hacer la sustituciéon y = +/2"x, teniendo que
h(27") = (227" 1In(2"))/2 = /277, /2In(27).

Usando la proposicion B.22 a lo encontrado anteriormente y observando que la funcién 2"

es creciente, se llega a que

L, <

271,
1— 2 \/211’1( 1 (521112")
N 2(1 5)21n(2”) + 1°

(2 0-9EmEY )
7 Ver2a 5)21n(2”)+1

—S

Por la desigualdad 1 — s < e™*, se sigue que

on
92 (1 _ 5) 2111(2") n(1-6)2
L, < (exp {—\/%2(1 —6)2In(2") + 12 (1-9) })

Observe que para todo 3 > 0, existe una constate vz > 0 tal que 2?/(2? + 1) > ~3, para
todo z > 3. En efecto, al ser #2/(x? + 1) creciente, tome 5 = 2/(3? + 1). Luego, existe

una constante yg > 0, para la cual

(1 —-4)y/2In(2 f V3

2(1—5)2111( )n+1 (1-6)y/2In(2)\/n
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Entonces al ser e™* decreciente, se tiene que

C 2
L, < exp {_2n<1<16> "\
NG

_ 278
donde C = N EEWATOR

Por tanto,

(o] o0 n
L, ——2“ :
Sins Sem{- G 3 i
aqui se ha utilizado el hecho de que e™* < 1/z. Como

N e R | Vi1

lim lim

n—oo (2(n+1)(1—-(1-6)2) \/ﬁ T 9(1-(1-6)?) noo \/ﬁ

<1,

Por el criterio del cociente, )" /n/ (C2n(1=(1=9)) converge y asi, del criterio de compa-

racion

0o 00

d Ln=> P(Ay) <o

n=1 n=1
En consecuencia, por el primer lema de Borel-Cantelli A.35, P(limsup A,) = 0, lo cual
implica que

= P[(limsup A,,)°] =P[liminf A ]
B —n - B _ —n
_p [tmint{w 0. max PO = Bope@l o AT
n—00 1<k<2n h(2—™)

Defina los eventos N, M por

Biyn(w) — Brp_1yg-n
N =liminf A7, = U ﬂ {weQ i PR (@) = Bl (w)’z1—5},

M=<weD:limsup sup >1-96
e=0 | 0<ti<ta<1 h(e)
to—t1<e

Se demostrard que N' C M. Sea w € N. Entonces existe m € N tal que para todo n > m,

. |Bran(w) — B(k—1)2—"(w)|
>1—o. .
| dx ACED) >1-9 (1.3.13)
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Por otro lado, para € > 0, existe n; € N tal que 27 < e. Asi, tomando ny = max{ni, m},

para n > ng se satisface (1.3.13) y 27" < e.

Note que k27" — (k — 1)27" = 27", de esto se sigue que

|Bt, — By, | _ | Bro—n — B(p—1)2-n|
P Thlg<ty <tg<ltg—t,<27"% D 1<k<2m
{ D I h(2) -
Por tanto,
B - B Bro-—n(w) — Bip_1)9-n(w
sup ‘ tg(w) tl(w)| > MAX ‘ k2 ( ) (k—1)2 ( )‘ > 1-5
0<t1<t2<1 h(2_n) 1<k<2n h(2_n)
to—t1 <277
Como 27" < ¢,
wp B =Bu@l | Bu@) = Bu@)
0<ty <t2<1 h(27") 0<ti<ty<1 h(B)
to—t1 <277 to—t1<B
Asi,
wp el =Bu@) By ()~ By
0<t; <ta<l h(27") g<e | 0<ti<ta<1 h(8)
to—t1 <277 tg—t1<p

Se ha probado que

B - B
sesw| s 1Ba®) - Bu@)

B<e \ 0<ti<t2<1 h(8) ’
to—t1<B

Lo cual implica

|Bt, (w) — By, (W) | Bty (w) — By, (w))|

1-96 < lim sup sup = lim sup sup
e=0 g<e | 0<ti<tz<1 h(B) e=0 | 0<ti<tp<1 h(e)
tg—t1<p tg—t1<e

De esta desigualdad se sigue que w € N. Como P(N) =1y N C M, se tiene que casi

seguramente

, By, — B
lim sup sup M >1-9,
e—=0 0<t1 <t2<1 h(e)
to—t1<e
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para todo § > 0. Tomando ¢ lo suficientemente pequenio, se deduce que

|Bt, — By, |

P |limsup sup >1| =1.
es0 | o<ti<ta<t  h(e)
tg—t1<e
El objetivo ahora es demostrar que
B;, — B
lim sup sup [Bis = Bu| <1lecs.

e—0 0<t1<t2<1 h(f?)
to—t1<e

Para ello, tome 6 € (0,1) y € > 0 tales que (1 +¢)%(1 —6) > 1+ 6. Sea K = {(i,5) €

NXN:O§i<j<2”,0<j—i§2”5,k:j—i}.YconsidereparanEN, el evento

|Bja-—n(w) — Bjg-n(w)|
h(k2—m)

Bn:{weQ:mIz{ix Zl—i—a}.

Observe que

|Bjo—n(w) — Bijg—n(w)]
- : > = ().
Bn_|K|{wEQ h2) >1+e¢ C

En efecto, si w € B,,, entonces

|Bj2*"(w) — Bjg—n(w)|
A >1 .
IIl[Z(%X h(kQ—”) >1+e

Luego existe (i,7) € K, con k = j — i, tal que

’szfn(w) — Bijg—n(w)]
h(k2—m)

>1+e,

lo que muestra que w € C,,.

Dado que {B;}ter es un movimiento browniano, Bjs-n — Bjg-n ~ N(0,k27"), y asi,

L, =P|[B,)]
|Bjg—n(w) — Bijg—n(w)]
<P Q: >1
LI_(J{OJE h(k‘2*”) >1+e
|Bjg—n(w) — Bijg—n(w)]

<M P Q. >1
_; [{we CED) >1l+e
=> /—(1+€>h(’€2”> L e—l‘"/m"dfc+/oo L gy

% 00 V2rk2—n (14e)h(k2—m) V2mk2™"
:Z /OO 1 o—(@/VE2T2/2 4o

K (1+e)h(k2—n) \/27Tk:2 0

2 e 2

— Z e x /de

K

V27T J(14e) In(k~ 12n)
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Luego, por la proposicion B.22, se tiene que

2 2 —19n)2
L, < Z (1 +5)—1(1n(k—12n))—16—(1+a) (In(k—12™) /2_
o V2m

Ahora, por lo demostrado en la proposicién B.23, para todo a > 0, existe una constante

C > 0 tal que e~9"/2 < Ce™_ Tomando a = (1 + )2, z = In(k~12"), se obtiene que

existe C > 0 que satisface que

2C o
L, < Z (1 4¢e) Y(In(kt2n))tem (e (kT2
- Vo

Como k < 2" entonces k~12" > 279+ de donde

(111(]43712”))71/2 < (1n(2n(17§))71/2‘

Por tanto,
(L+e)'(n(k~'2") 2 _(1+e) ' (In(k—'2")"1/2
(In(k—127))1/2 = (In(2n(1=9)))1/2
(1 +e) (I t2m)) /2
Vi/A—om@
Tomando D = 20(14e) ! , se llega a

27(1—0) In(2)

\/ﬁ
(In(k~12))~!
=D
L

—19n\\—1/2
L, éDZ (In(k'27)) / o—(1+e)? In(k~12")
K

/2 k(1+€)2 2fn(1+€)2

(n(k~12") 712 srve g-n(1ey?
<D 2" 2
(%) < ; NG
_ D snge2a-9) > (n(k~'27) =2,
vn K

donde (*) se da puesto que k < 27,

(1.3.14)

Observe que en K hay a lo més 272" = 2n(1+9) elementos, asi teniendo en cuenta (1.3.14),

se sigue que

D 2
L, S—Q_n(“_g) (1-9) § :(ln(Qn(l—é)))—lﬂ
ﬁ K
D 2
< —n(1+€)?(1-9) on(1+9) n(1—6)\\—1/2
<2 9n(1+9) (1 (27(1-9)))

=D((1-0) ln(2))—1/22n((1+5)—(1—6)(1+6)2)n—1/2n—1/2

:D/anQn((1+6)7(176)(1+€)2)

)
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con D' = D((1 —6)In(2))" V2.

Dado que (1+¢)3(1—6)>1+68,a=(1+6)— (1 —6)(1+¢)? <0. Asi,

) D/2(n+1)a n a
W1 Dz 2 b

En consecuencia, por el criterio del cociente, la serie >, D’ n~127 converge. Lo que implica

que

(o] (o]
Y L,=> P[By] < oo
n=1 n=1

Asi, por el primer lema de Borel-Cantelli A.35, P(liminf BS) = 1, lo que es equivalente a

decir que para casi todo w € (Q, existe n; € N tal que para todo n > nq,

. ’szfn(w) — Bijg—n(w)
< .
e h(k2=") si+e

Esto es, para n > nq,
|Bjo—n(w) — Big—n(w)| < (1+¢e)h(k27"), (1.3.15)

para todo k = j — i, con (4,j) € K.

Observe ademds que la serie >, h(27") = 3, (27" In(2"))!/2 converge, debido a que

) 9-n ln(2n+1) 1/2 ) ln<2n+1> 1/2 1
llm T E—— = llm —_— = — < 1
n—oo \ 2N+l ln(Q”) n—oo \ 2 ln(2”) V2

Luego existe no € N tal que para n > no,

D h(27™) < yh(2m (DO, (1.3.16)

m>n

donde v > 0 es un numero fijo.

Tome N = méax{ni,na}, asi para n > N se satisface (1.3.15) y (1.3.16), para casi todo
w € Q. Sea w € 2 tal que las mencionadas propiedades son ciertas y escoja 0 <t <t9 <1

de manera que to — t1 < 27N(1=9) Agimismo, considere un entero n > N que cumple que
Por la proposicién B.25 existen enteros ¢, j, pr, ¢s, tales que

=2 —2TPL 9P Ly = 2T 9T 9
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conn<p <py<---,n<q <q<---. Més aun,
to—t1=(j— )27 427 427N 4 27P2 4 27R 4> (5 —§)277,

de donde 0 < j —i < (ty — t1)2" < 27(1=9)27 — 970 [ yiego, teniendo las desigualdades
(1.3.15), (1.3.16) y usando el lema 1.42 presentado al final de esta demostracién, se tiene

que

Bty (w) = Bty (w)| <[Big-n(w) — By, ()| + |Bja—n (w) — Big-n(w)| + [ By (w) — Bja-n(w)|
<A+ Y 2™ + (A +)h(k2") +(1+e) > h(2™)

m>n m>n

<2(1 + &)yh(2- DAY L (1 4 )R((G —)27™).

Ahora, suponga que ¢ — t; es suficientemente pequefio. Entonces dado que 2-(+1)(1-0) <
ty — t1, se tiene que h(2-(HtDI=9)) < h(ty —t,), al ser h creciente cerca de cero. Por otro

lado, como (j —4)27" <ty —t1, h((j —7)27"™) < h(t2 — t1). Por esto,

’Btz (w> - Btl (w)

<2(1 4 e)yh(ta —t1) + (L +€)h(ta — t1)
=21 +e)y+ (1 +¢e)h(tz — ta).

Si se toma a 8, v y € lo suficientemente pequefios tales que to —t; < 2179 < ¢ se tiene

que casi seguramente
|Bt, — B, | < h(e).

para0 <ty <ty <1, ts —t] <e.

Asi,
B, — B
0<t1<t2<1 h(e)
tg—t1<e
lo que implica que
, B, — B
lim sup sup M <1ecs.
=0 0<t1<ta<1 h(e)
to—t1<e

O

Lema 1.42. Suponga que {B;}; es un movimiento browniano tal que para todo k = j —i

ye >0, se satisface que

|Bjo-n(w) — Big-n(w)| < (1 +¢)h(k27"),
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donde h(t) = (2tIn(1/t))Y/2. Entonces

|Big—n(w) = By (w)| <(1+¢) Y h(2™™),

m>n
|Biy(w) = Bjgn (@) <(1+2) Y h(27™),
m>n
conty =427 —=27PL —27P2 — ..y = 27N 427N L 2TR 4 < pp <Py < -
n<q<qy< -
Demostracion. Como t; =277 —27P1 —27P2 — ... existe k € N tal que
[t; — (127" —27P1 —... —27PK)| — 0.

Luego, por la continuidad del movimiento browniano, se tiene que
B, = Big-n_g-m .. _g-m| < (1+2)h(27 "),
Ahora bien,

|Bz'2—” - Bt1|
§|Bi2_” - Bi2*"—2—1’1 | + |Bi2*”—2_pl - Bi2fn—2_p1 —2_P2|

+ o+ Bign_g-pi—orho1 — Big—n_g-pi o _o-mi| + [Big-n_9-p1i_.._g-m — By, .
Puesto que n < p; para todo ¢ € N, existen r; € N, de modo que p; = n + r;. Por tanto,

|Big—n — Big-n_g-p1| =|Bjg-n — By-n(;_g-r)|
<(A+e)h(( 27" —i+27")27")
=(1+¢e)h(271277)
=(1+¢e)h(27P1).

Asi mismo, para todo 2 < s < k, se tiene que

|Bi2—n_27p1_..4_2—17571 - Bz‘2*ﬂ—2—P1 —-.—=27Ps ‘
:|BQ*”(i—2—T1—~~~—2*TS—1) - B27"(z’72417~--72*rs)|
<(1+¢e)h(2727")
=(1+4¢)h(27P).
En consecuencia, como p; > n, n 4+ 1 > n, se deduce que
Bipn — Byl < 3 h(2™™).

m>n

Anélogamente se demuestra que | By, (w) — Bjo-n(w)| < (14€) > h(27™). O

m>n
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Para la demostracion del teorema 1.37 se hard uso del lema 1.43, cuya demostracién puede
consultarse en (Baldi, 2017), pp. 59-60.

Lema 1.43. Si {Bi}ier es un movimiento browniano, entonces para todo x >0, s € T,
P [{w €Q: sup Bi(w) > x}] < 2P[{w € Q: Bs(w) > z}].
0<t<s

Demostracion. (Ley del logaritmo iterado). Considere 6 > 0y {t,},cy una sucesién tal

que t, J 0. Defina para cada n € N el evento
Ap ={w e Q:B(w) > (14 0)¢(t), para algin t € [tp41,t,]},

donde ¢(t) = (2tInln(1/t))"/2. Suponga que w € liminf, ., AS. Entonces w € AS para
infinitos valores de n, excepto para un nimero finito de ellos. Esto es equivalente a decir que
Bi(w) < (140)¢(t), para infinitos ¢ lo suficientemente pequenos; pero By(w) > (149)¢(t),

para finitos valores de t. Esto muestra que

B
w € {wEQ:h’msup tw) < 1+5} = A.
t—0t ¢(t)
En consecuencia, liminf, .., AS C A. Observe que si P [liminf,_,. A%] = 1, entonces

P[A] =1, lo cual mostrarfa que

B
h'msup—t <149 cs.

t—0t+ ¢(t)
Tomando § — 0, se tendria que
By
lim su <1ecs. 1.3.17
t_>0+p (2tInIn(1/t))Y/2 — ( )
El objetivo entonces para esta primera parte de la prueba es ver que ) P[A,] = 1,
ya que por el primer lema de Borel-Cantelli A.35, se concluirfa que P[limsup A4,] = 0,

demostrando asi (1.3.17).

Considere w € A,. Entonces Bi(w) > (1 + 0)¢(t), para algin t € [tp41,t,]. Luego,
Supy, , <i<t, Bt(w) > (1 + 6)¢(t). Al ser ¢ una funcién creciente, para todo t > tp41,

¢(t) 2 ¢(tn+1) ASiJ Suptn+1§t§tn Bt(w) > (]' + 5)¢(tn+1) Pero? Suptn+1§t§tn Bt(w) S
Supg<t<¢, Bi(w). Por tanto, supg<;<;, Bi(w) > (1 +6)p(tn11), lo que implica que

A, C {w €Q: sup Bi(w)>(1 +5)¢(tn+1)}.
0<t<tn
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Por el lema 1.43, se tiene que

PlA, <P Hw eQ: O;lgptn Bi(w) > (1+ 5)¢>(tn+1)}]

L2P[{w e Q: By, (w) > (14 6)d(tni1)]-

Puesto que By, ~ N (0,t,) y por la proposicién B.22 se deduce que

2 o0 x2
P[A,] < / e 2ndx
V2Tt J(146)$(tns1)

2 /OO IQ\F
= ez \/tydx
V2t J14), 25 i L "
2 _2?
:\/;/(1+5)1/2t”+11n1n _ e

tn tn41
2

1 t 1
g\f exp{—(1+5)2 U nn }
T (14 0),/2m0+t tn tnt1

1
+ Inln o

Escoja t, = q", con 0 < ¢ < 1, tal que ¢(1+ §)? > 1. Entonces

toa 1 \2 s 1 \?
(14 96) <2 t: lnlnth) =(1+6) (2 m lnlnan

=(14+6)2¢In((n+1) ln(l/q)))l/?

Asi, si @ =1n(1/q), se tiene que

2 1 _ 2
PlAa] §\[r(l T 0)2qIn((n + a2 P {1n((n + 1)@y}
_\/5 a—(1+6)% (n+ 1)*(1+5)2q
TV (1+6)v2¢ /In((n + e
(n+ 1)*(1+5)2q

Vin((n + 1)a)’

. 2 a—(1+8)2%q . . P
donde C' = \/; N Considere las sucesiones {an},, ey {bn} ey de términos

C(n+1)~(1+9)%
= In((n +1)a)

. by =C(n+1)~(149)%

Entonces

49
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Como ¢(1+46)? > 1, la serie >, bn converge. Por tanto, por el criterio de comparacion por
paso al limite, la serie ) a, < co. Luego, por el criterio de comparacién ), P[A,] < oc.

En consecuencia, se satisface (1.3.17).

Se probara a continuacién

B
lim sup ! 1 c.s.

>
o+ (2tInln(1/t)Y/2 ~

Para ello considere la sucesion {t,, }nen = {¢" }nen, con 0 < ¢ < 1, tal que o = In(1/q) > 2

_ 2(1-¢)?
y B=={—— <2, donde 0 <& < 1. Observe que

(1-2)é (") (1 —¢)4/2¢"Inln <qin>

qn _ qn+1 qn _ qn+1

21In(na)
l—q

~]2(1 —¢)?In(na)
= T
= +/fBln(na) > 1.

En efecto, como 0 < ¢,e < 1, y In(1/q) > 2, entonces

=(1-¢)

1—gq
e20—2  pl/2
— < — < 1.
In(1/q)

\V)

1—g R
Para n € N, n > €20-9? /o. Esto implica que 2(1=¢) In(na) > 1, y asi x > 1. Luego,

1—q
Bin—B
T 1 p tn—Btng1 | Y
22 2 25 Ademads, como las v.a. Nio=ree N(0,1), entonces por la proposicién B.22,

se tiene que

—_
—_

Bln(na)
—

:\/ﬁ%/ﬁln(na)e

a_IB/2 n_ﬁ/Z

- 2y/2n B In(na)
D

R In(na)’
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donde D = a_5/2/2\/27rﬂ. Con esto se ha mostrado que

PIC] = P [{w € Q: By, (@) — Bryoy (@) > (1— £)é(tn)}] > ——2

~ nf/2/In(na)

Para 8 < 2, la serie >, ——L2— diverge. Por tanto,

A inGe)
Z P{weQ: B, (w) = Bt,,,(w) > (1 —e)p(tn)}] = o0.

neN

Por la propiedad de los incrementos independientes 3, las v.a. By, — By, , son indepen-

dientes, asi, los eventos
Cr={we: By, (w) = Bi,,,(w) > (1—e)p(tn)}

son independientes. Gracias al segundo lema de Borel-Cantelli A.35, se sigue que

n—oo n—o0

P [h’m sup Cn] =P [h’m sup{w € Q: By, (w) — By, (w) > (1 —e)d(tn) }| = 1.

Por tanto, existe 9 C Q tal que P(2p) = 1 y para todo w € g, w € C,, para infinitos
valores de n. Esto es, By, (w) — By, (w) > (1 —¢)¢ (t,), para infinitos n € N. Puesto que

{—B:}, es un movimiento browniano, por lo mostrado en la primera parte de la prueba,

_B,
I <l4ccs
D (1) 2 = e

Esto implica que

lim inf B = lim | inf Bt >—(14+¢)cs
t—0+ (2tlnln(1/t))1/2 T 550 \0<t<s (2tlnln(1/t))1/2 = o

Entonces existe € > 0 tal que

By

inf > —(1 8.,
oL, Gz - e es
para todo s < . Luego,
By
> —(1 .S.
@iin(L)z = e ess

si 0 <t <s <e. Por tanto, como t, | 0, existe NV € N tal que para n > N,

B, > —(14¢)
= c.s.
(2t, InIn(1/t,))/2 — ’

de lo cual By, > —(1 +¢)(2t, Inln(1/t,))/? c.s.
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Como la interseccién de dos eventos de probabilidad 1, tiene probabilidad 1, para infinitos

valores de n se satisface que

By, — By, > (1 —¢€)p(tn), By, — (1+¢€)p(ty) cs.,
En consecuencia, para infinitos valores de n,

By, = By, — Bi, ., + B, ., > (1 —¢)o(tn) — (1 +€)o(tn)

(
¢(tn+1)}

Pero,

Sltns1) ., 2¢"t+1 lnln( n+1>
n—roo d)(tz)l _"lggo 2¢™ Inln (q—n)

\/ln(n +1) + In(a)

_\[1

n—o0

=4

In(n) + In(a)

Asi, para todo v > 0, ¢(tny1)/é(tn) < v++/q, siempre que n sea lo suficientemente grande.

Por tanto,

_ —e— e ¢(tn+1)

> ¢(tn)[1 —e = (1+2)(Vg+7)] s

Para todo 0 > 0, se puede tomar € > 0, ¢ > 0, v > 0, lo suficientemente pequenos de
manera que 1 —&—(1+¢)(,/g+7) > 1—9. Entonces By, > ¢(t,)(1—0) c.s., para infinitos

valores de n. Esto implica que
B> ¢(t)(1 —0) c.s

para infinitos valores pequenos de t, de lo cual,

Ii B >1—-4§cs
fm su —d c.s..
t_>0+p (2t Inln(1/t))1/2

Tomando § — 0, se concluye que

1f B > 1
11m su C.S.
P 2t InIn(1/¢))1/2




Capitulo 2
Integracion estocastica

La explicacion del movimiento browniano dada por el fisico Albert Einstein, y su posterior
descripcién por el matematico y filésofo Norbert Wiener, fueron pasos iniciales hacia la
integracién estocdstica. Asimismo, la extension de la ley débil de los grandes nimeros y
el teorema del limite central a v.a. conectadas en cadena, realizada por el matematico
Andréi Mérkov a inicios del siglo XX (Markov, 1971), (Basharin, Langville, y Naumov,
2004), fue fundamental en la teoria de los procesos de Markov, tema que, a su vez, motivé

el desarrollo del calculo estocastico.

En 1931, dos anos antes de que el matematico Andréi Kolmogérov axiomatizara la pro-
babilidad utilizando la teorfa de la medida, en (Kolmogorov, s.f.) Kolmogérov relacioné
las distribuciones de probabilidad del proceso de Markov con soluciones de ecuaciones di-
ferenciales parciales, conocidas como ecuaciones de Kolmogérov. Para ello, usé teoria de
semigrupos para generadores infinitesimales, razén por la cual el método fue a menudo
considerado analitico mas que probabilista. El primer articulo del matematico Kiyoshi Ito,
publicado en 1944 y titulado Stochastic integral (1t6, 1944), fue el comienzo del calculo
de Ito, la contraparte para el calculo de Leibniz-Newton para funciones aleatorias. Una
de las principales motivaciones de Ito para estudiar integrales estocasticas fue establecer
una diferencial estocéastica que pudiera utilizarse para modelar procesos de Markov. Ito
construyé estos procesos de difusion directamente como soluciones de ecuaciones diferen-
ciales estocdsticas asociadas con los generadores infinitesimales. Con este fin, se definié la

ecuacion diferencial estocastica

donde B = (Q,F,{Fi}+,{Bt}+, P) es un movimiento browniano. Surge la pregunta de

53
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cémo interpretar el término o(X;)dBy, ya que las trayectorias del movimiento browniano
son no diferenciables c.s. (ver teorema 1.41). Es asi como (2.0.1) sélo se entiende desde un
sentido integral, dando lugar a la integral de Ito. Esto se explicard con mayor detalle en

los capitulos 2 y 3.

El método empleado por It6 para definir su integral fue una combinacién de la integral de
Riemann-Stieltjes y la de Lebesgue. No obstante, segin se afirma en (Jarrow y Protter,
2004), si {X;}; es un proceso continuo y se quiere definir f; X;dB; trayectoria por trayec-
toria como limite de sumas, {B;}; deberia al menos tener variacién finita en compactos.
Sin embargo, esta propiedad no la satisface el movimiento browniano, como lo muestra el
teorema 1.36. Para solucionar este problema, Ito restringié el conjunto de integrandos a
aquellos que él denominaba “no anticipatorios”, es decir, considerando inicamente proce-
sos adaptados a la o-dlgebra a la cual esta adaptado el movimiento browniano. Usando
este concepto, el espacio de Hilbert L2(€ x [a,b]) y otros aspectos adicionales, se definié
la integral de It0 y se demostraron algunas caracteristicas importantes como la isometria
de Ito6.

Dos propiedades clave en el desarrollo del calculo estocastico que se estudiaron en el
capitulo 1, son la variacion cuadratica finita de las trayectorias del movimiento browniano
en cualquier intervalo de tiempo [a,b], y su implicaciéon que es la variacién infinita en
[a,b] c.s. La seccién 2.1 muestra un ejemplo de la importancia de estas caracteristicas
en la definiciéon de la integral de It0, que es explicada con mayor detalle en la seccién
2.2. Como un caso particular, se presenta en la seccién 2.3 la integral de Wiener que
permite integrar funciones en L?[a, b], y su resultado coincide con la integral de Ito. Mas
aun, en la proposicién 2.30 se exponen algunas condiciones bajo las cuales la integral de
Wiener coincide con la de Riemann- Stieltjes. Por ultimo, en la seccién 2.4 se exhibe una
generalizacién de la integral de Ito6, ampliando el conjunto de integrandos expuestos en la

seccion 2.2.

En este capitulo, se asume que B = (Q, F, {F: her, { Bt }ter, P) es un movimiento brow-
niano estdndar, siendo 7' C R* un intervalo compacto (ver definicién de procesos estdndar
en 1.8 y algunas de sus implicaciones en la observacién 1.7). Recuerde que por la observa-
cién 1.26 un movimiento browniano puede empezar en cualquier nimero real positivo c.s.,
asi que, en particular, el proceso {Bt}te[a,b] estd bien definido y satisface las propiedades

mostradas en el capitulo 1, para cualquier a > 0.
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2.1. Ideas preliminares

El objetivo central de este capitulo es dar sentido al operador integral

= /bX(t,w)dBt(w), (2.1.1)

siendo X es una v.a. Surge entonces la pregunta de cémo definir (2.1.1). La teorfa del
calculo usual, especificamente la integral de Riemann- Stieltjes, y la construccién de la
integral de Lebesgue estudiada en cursos de teoria de la medida, sugieren dos enfoques

posibles para abordar este problema.

En el apéndice B.1 se presenta la integral de Riemann- Stieltjes, la cual permite integrar
bajo ciertas condiciones una funcién respecto a otra funcién no constante en un intervalo
compacto de la forma [a, b]. Observe que, en particular, I(X) sigue esta estructura. Es de
esperarse que al conjunto de v.a. en donde la integral (2.1.1) estéd bien definida, pertenezca
un nimero minimo de v.a., como el movimiento browniano {B;}c[44, Y2 que se integra
respecto a este mismo proceso. Sin embargo, si se define I(X) como una integral de tipo

Riemann-Stieltjes, esto no se satisface como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1. Considere P, = {a =ty < t; < --- < t, = b} una particion del intervalo

[a,b]. Siguiendo la notacién descrita en el apéndice B.1, defina

U, :=U(B, B, P,) ZBt ),

L, :=L(B,B, P,) ZBtL ( Bi, ).

Si B fuera Riemann- Stieltjes integrable respecto a B, por la definicion B.2, se cumpliria
que

lim (U, — L) = 0.

n—oo
No obstante, el movimiento browniano tiene variacion cuadrdtica distinta de cero en cual-

quier intervalo [a,b]. Usando el teorema 1.36, se tiene que

n

, - _ - 2 _ g 2
nh_}n;@(Un L) nh—{goz;(Bti By, )" =b—a en L*(Q).

Puesto que la convergencia en L2 implica la existencia de una subsucesion {nk}ren de

{n}nen que converge c.s. (ver diagrama A.J). Entonces

lim (Up, — Lp,) =b—a c.s.

k—o0

Por tanto, lim,_oo(Uy, — Ly) # 0 c.s.
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El ejemplo 2.1 muestra una limitacién para los integrandos en la integral (2.1.1) via
Riemann- Stieltjes. Asi, es necesario considerar una alternativa distinta de definiciéon. En
1944, Kiyoshi It6 en su articulo (Ito, 1944), presenté dicha integral en un sentido simi-
lar al de Lebesgue, que se explica en la seccién 2.2. Se verda que esta definicién permite
que el conjunto de integrandos sean procesos estocasticos en L2(§2 x [a, b]) adaptados a la

filtracién {]:t }tE [a,b]*

2.2. Integral de It6

Se introduce primero el conjunto de v.a. X : [a,b] X @ — R para los cuales la integral
(2.1.1) estd bien definida, y con base en este, se presenta la integral de It6. Dado que
L?(2 x [a,b]) es un espacio de Hilbert, esto es, es completo bajo la norma inducida por su
producto interno, se puede pensar en usarlo para describir la familia de v.a. X (o quizds un
subespacio M? de este que preserve completitud). Igualmente, se vera que muchas de las
propiedades importantes que tendra la v.a. en (2.1.1), se satisfacen si {X;}; es un proceso
estocdstico progresivamente medible adaptado a la filtracién {F;};. En particular, observe
que si X es F ® B([a,b])-medible, entonces dado que X2 > 0, por el teorema de Fubini
B.19 se sigue que

b b
/ X2 (t,w)d(ppay ® P) = / / X%(t,w)dPdt = / / X2(t,w)dtdP,
[a,b]x Q2 a JO aJa

siendo (i, la medida de Lebesgue de [a, b].

Lo anterior motiva a considerar el espacio M?[a,b] que se presenta a continuacion.

Definicién 2.2. Se define el espacio M?[a,b] como la familia de clases de equivalencia de

procesos estocdsticos progresivamente medibles X = (Q, F,{Fi}re(ap)s { Xt Frelap): P), tales

b
E [/ thdt] < oo.

que

En particular, esto implica que
b
/ X2dt < oo c.s.
a

Observacién 2.3. M?[a,b] C L?(Q x [a,b]).
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En efecto, suponga que X = (Q, F,{Fi}t,{X¢}+, P) € M?[a,b]. Entonces por el teorema
de Fubini B.19, se deduce que

b
/ XHw)d(P & pijgp) = / X} (w)dtdP = E [ / det} < 0.
Qx[a,b] Q Ja,b] a

Esto prueba que X € L2(Q x [a,b]). Sin embargo, en M?[a,b] pertenecen elementos de
L2(Q x [a,b]) adaptados a la filtracion {Fi}iejqy. Esta condicién adicional tiene como
consecuencia que L?(Q X [a,b]) no esté contenido en M?[a,b]. Para probar ello, considere

el proceso {Xi}iepap definido por Xy = By. Note que

/abE[Xf]dt = /abE[B,?]dt = /ab bdt = b(b — a) < co.

Sin embargo, si se toma t = a, X, = By no necesariamente es F,-medible. Ya que si bien

X, es Fp-medible, F, C Fy. Esto demuestra que {X;}¢ no estd adaptado a la filtracion
{Fi}s-

En la siguiente proposicién se muestra que la familia M? [a, b] tiene estructura de espacio
de Hilbert.

Proposicién 2.4. M?[a,b] es un espacio de Hilbert con respecto al producto escalar

b
(X,Y) 2 = E [ / Xthdt} :
siendo un subespacio cerrado de L?(2 x [a, b]).

Demostracion. Suponga que X = (Q, F, {Fi}t,{Xs}+, P), Y = (Q F, {Fi}t,{Yi}+, P) son
procesos en M?[a,b] y oo € R. Entonces aX +Y = {aX; + Yi}e[) estéd adaptado a la
filtracion {ft}te[a,b} y es progresivamente medible, ya que X y Y satisfacen estas propie-
dades.

Por otro lado, observe que ()2 es un producto interno en M?[a, ], al ser heredado de
L2(Q x [a,b]). En consecuencia, la funcién || - ||z : M?[a,b] — R U {0} definida por
1/2

1 X[ ar2 = (X, X)V/2 = (E [/abxfdtbl/Q = (/;E[Xf]ﬁ) :

es la norma en L2(Q x [a, b]) restringida a M?|a, b].

Considere { X}, },, una sucesién de Cauchy en M?[a, b], donde X,, = (0, F,{F; }t, {X}4, P).
Como M?[a, b] es un subespacio normado de L2(Q x [a, b]), se sigue que {X, }, C L2(Q x
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[a,b]) es sucesién de Cauchy. De la completitud de L2(Q2 x [a,b]), se tiene que existe
X € L%(Q x [a,b]) tal que X,, — X en este espacio. Por tanto, existe una subsucesién
{Xn, teen de {X,}n que converge a X c.s. (ver diagrama A.4). Esto es, para casi todo

(w,t) € Q X [a,b], se cumple que

lim X" (w) = X¢(w).

k—>00
Dado que {Bt}c[q €s un proceso estandar, entonces la filtracion {Fi}ic(qy €s completa
(ver definicién 1.8). Asi, X; es Fi-medible, al ser limite de funciones F;—medibles. De la
misma forma, puesto que {X;"*}; es progresivamente medible, la funcién (w,t) — X;"*(w)
es F ® B([a, b])—medible. Luego, (w,t) — X;(w) es medible respecto a esta misma o—alge-

bra.

Esto muestra que M?[a,b] es un espacio de Hilbert respecto al producto interno (-, -) 2.

De lo anterior, se sigue que M?[a, b] es subespacio cerrado de L2(Q x [a, b]). O

De manera general, se define el espacio Mlz; la,b], p > 1, como el conjunto de clases de
equivalencia de procesos estocdsticos progresivamente medibles, adaptados a la filtracion

{Fi}eela ), tales que

b
/ | X¢|Pdt < 0o c.s.
a

Asi mismo, MP[a, b] denota el subespacio de M [a,b] de procesos X que satisfacen

b

Observacion 2.5. Se exponen a continuacion algunas propiedades y generalidades de los

espacios M} [a,b] y MP[a,b].

1. Andlogamente a los argumentos presentados en la proposicion 2./, se muestra que el
espacio MPla,b] es un espacio de Banach bajo la norma heredada de LP(Q x [a, b]),

para todo p > 1.

2. Suponga que X = (0, F,{Ft}ie(ap), { Xt }ielap), ) €s un proceso continuo. Entonces
por la proposicion 1.1/, X es progresivamente medible. Ademds, la funcion t —
| X(w)|P es continua y por ende acotada en [a,b], para todo w € Q yp > 1. Por

tanto,

b
/ | X (w)[Pdt < 0.

Ast, X € M} [a,b].
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3. 85iY € MP

loc

[a,0] y X = (2, F, {Fi}ielap) {Xt}ielap: P) es un proceso progresiva-
mente medible y acotado. Entonces XY € Mlic[a,b]. En efecto, observe que XY es
progresivamente medible y adaptado a la filtracion {Fi}icjqp)- Al ser X acotado (ver
definicion en la seccion A.1), para casi todo w € €, existe una constante M > 0 tal

que | X¢(w)| < M, para todo t € [a,b]. En consecuencia,

b b
/ X,V Pdt < Mp/ VilPdt < 00 c.s.
a a

4. Considere X € M?

loc

Usando la proposicion 1.19, se sigue que el proceso {Yi}ier definido por Y; =l {t<r}

[a,b] y T un stopping time respecto a la filtracion {Fi}ie(a,p -

es adaptado a la filtracion {Fi}¢. Mds aiun, como {Y;}+ es continuo a derecha, por la
proposicion 1.14, {Yi}+ es progresivamente medible. Lo anterior implica que X Tit<r)
es Fi-medible, para todo t, y el proceso {Xi |{<r}}t €s progresivamente medible.

Ahora bien,

b b bAT b
/yX”{KT} ypdt:/ X0P Tny dt:/ th\pdtg/ X, Pdt < .

Por tanto, {X; 1y1<r) }¢e € M}, [a,b].

Note que si X € MP[a,b], entonces { Xt 1<ry}t € M}, [a,b]. Ademds,

b b
E [/ X 1 ieny pdt} <FE [/ thypdt] < 0.

5. Sea {Bt}iglap un movimiento browniano adaptado a la filtracion {Fi}iejap- En-
tonces por la continuidad cast sequra de sus trayectorias, se tiene que {Bt}te[a,b] es

progresivamente medible y

b b b
E[/ det} :/ E[B,?]dt:/ tdt < oo,

En consecuencia, {Bi}ielqy € M?[a,b].

Se describen a continuacién los procesos estocdsticos simples X en M?[a, b], los cuales son
los andlogos a las funciones simples en la integral de Lebesgue. La idea es definir la integral
de It6 para dichos procesos. Luego, a través de teoremas de aproximacion, extenderla a

una familia mas amplia de v.a.
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Considere el proceso estocdstico {Xi}ye[q,4, dado por

- ZXi*l(w) 1[ti—17ti) (t)v (2.2.1)
i=1

donde a =ty < t; < --- < t, = b, X;_1 es una v.a. F, ,—medible y E[X? ;] < oo,
para todo i € {1,---,n}. Observe que {X;}; € M?[a,b]. En efecto, sea t € [a,b] fijo.
Entonces existe i € {1,---,n} tal que ¢t € [t;—1,¢;). En dicho caso, X; = X;_1, la cual es
una v.a. F,_, —medible. A su vez, puesto que {F;}+ es una familia creciente de o —&lgebras
y ti—1 < t, se tiene que Fy, , C Fi. Asi, X; es Fy—medible. Més ain, por la proposicién
1.14, como {X;}; es continuo a derecha, entonces es un proceso progresivamente medible.

Luego, al ser {t;}!_, una particién del intervalo [a, b], se deduce que

ZX [tz 1t)()

Cada v.a. X;_1 no depende de la variable temporal ¢, en consecuencia

b " b
E[/ det} —F ZXf_l/ Tl ta) (t)dt]
a i=1 @
Z (ti —tis)E[X2 ]

<00.

Definicién 2.6. El conjunto de procesos definidos como en (2.2.1) es denotado por Dr2(a)
y a sus elementos se les conoce como procesos simples predecibles o procesos simples en
M?[a,b]. En caso de que el intervalo [a,b] en el cual estd indexado el proceso X sea claro,

se asume la convencion Dyyzpqp = Dr2-

Suponga que X € Djy2(qy es de la forma

=D Xi1(w) 1ty ) (B).
i=1

Entonces las v.a. X; | se pueden pensar como la “altura” del proceso X en el intervalo

[ti—1,t;). Es asi, como una forma intuitiva de definir

b
- / X,dB;,
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considerando el movimiento browniano como la forma de “medir la base” del rectangulo

formado, seria

I(X> = ZXi—l(Bti - Bti—l)'
=1

Definicién 2.7. Sea X = (Q, F, {Fi}iclap)s {Xthielap)s P) € Dar2- La integral estocdstica
de X con respecto al movimiento browniano B = (0, F,{Fi}ie(ap), { Bt }efap)> ), denotada
por fab X dBy, estd dada por

Especificamente,

I(X):Q—>R
w —=I(X)(w) = ZXi—l(w)(Bti (w) — Bti—l(w))'
i=1

Observacion 2.8. (Buena definicion de la integral estocdstica para procesos estocdsticos

simples). Suponga que X € D2 admite dos representaciones de la forma

Xi=> Xl yuy )= X1l (),
=1 k=1

donde a =ty < --- <tp,=>b,a=1ty<--- <t =b son particiones de [a,b], las v.a. X;_1,

)?k_l son cuadrado integrables y Fy, , Fy, ,-medibles, respectivamente. Entonces

n m
Z Xim1(By; = By ) = Z Xp—1(By, — By )
i=1 k=1

Con el fin de ilustrar la definicién 2.7, se presenta el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.9.

1. Defina el proceso { Xi}ie(0,1) por

X, () = 1, te€][0,1/3),
TN 21 teqysa.

Observe que

Xe =1 W[o,1/3) -1 1[1/3,1]’
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donde las v.a. w = 1 y w — —1 son Fo y Fy/3—medibles, respectivamente. Ademds,
son cuadrado integrables. Esto muestra que X € M?[0,1] y su integral estocdstica
estd dada por
I(X) =1 (B3 — Bo) =1 (B1 — By3)
:231/3 - Bl.

2. Sean ¢ y Kk v.a. Fo-medibles y cuadrado integrables. Considere el proceso { Xi}iejo,1)
definido por X¢ = C 1jo,1/2) +r 1[1/2,1]- Observe que k es, a su vez, Fi,,—medible,
puesto que Fo C Fio. Se sigue que { Xy} € M?[0,1] y ast,

I(X) = kB1 + (¢ — K)By 2.

De manera general, para cualquier t € [0,1] se satisface

t
/ T te0,1/2),
a K,Bt—i-(C—FL)Bl/Q, t e [1/2, 1]

La proposicion 2.19 muestra algunas propiedades de la integral estocdstica para procesos

estocasticos simples.

Proposicién 2.10. Sea X un proceso estocdstico simple en M?[a,b]. Entonces I(X) es

una v.a. de media cero y varianza

E[I*(X)] = /abE[X,?]dt =F [/ab det] .

Demostracion. Si X es un proceso en D2 de la forma
n
Xi(w) = ZXi—l(w) Titior t0) (t),
i=1

donde a =ty <t; <---<t, =b, X;_1 es una v.a. F;, ,—medible y E[Xf_l] < 00, para
todo i € {1,---,n}. Entonces

n

I(X)= ZX¢—1(Bti — Bi;,)-
i=1

Cada By, , k=0, ---, n es una v.a. Por tanto, I(X) es una funcién F-medible, al ser suma

de funciones con dicha propiedad. Ahora bien, como X;_; es F;, ,-medible, By, — By, | ~
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N(0,t; —t;—1) y es independiente de F;, ,, para todo i = 1, - - -, n (ver definicién 1.25),

entonces por la proposicién A.38, se tiene que

EI(X)] =)  E[Xi1(By; — Bt ;)]

-

@
Il
—

E[E[Xi—l(Bti - Btifl)“Ftifl]]

o

@
I
—

E[XiflE[Bti - Bti71|‘7:ti71]]

e

@
Il
—

E[Xi—lE[Btz‘ - Btz‘—l“

e

@
Il
—

Note que

Var[[(X)] = E[I%(X)] =E (Z Xi—1(By; — Bti_1)> > Xj-1(By, — By, )

i=1 j=1

[ n
=K Z Xi—lXj—l(Bti - Bti—l)(Btj - Btjfl)

ij=1

= Z E[Xi—lXj—l(Bti - Bti—l)(Btj - Btj—l)]'
ij—=1

Si i = j, por la independencia de la v.a. (B;, — By, ,)? con la o—é&lgebra F;, ., v la

Fi,_, —medibilidad de la v.a. X;_1, usando la proposicién A.38 se llega a

E [X,-Q_

B[ XE (B = B) | 7
[XE_IE {(Bti ~ B )Y ]-"tHH
|

X2 \E [(Bti —Bti_l)QH .

Suponga que j <, i, j = 1, - -+, n. Entonces F;,_; C F3,_,. En particular, esto implica
es Fi, —medible

que JFy,_, es una sub o-dlgebra de Fy,_,, y puesto que la v.a. By, — By,
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y J <i—1, entonces By, — By, , es, a su vez, Fy,_,-medible. Por tanto,

-1
E [Xi—lXj—l (Bti - Btifl) (Btj - Btjfl)]

=F [E [Xi_lXj_l(Bti - Bti—l) (Btj — Btj_l) | ftj_l]]

=FE [Xj—lE [Xi—l(Bti - Bti—l) (Btj - Btj—l) | }-tj—lﬂ

B [XjE B [Xi- 1(Bt Biii) (B = Biyo) | Frca] | iy ]
[ j-1E [(Btg )XiflE [Bti — Bty | ]:tz'fl] | ]:tjfl]]
[ j-1E [(Btg )XiflE [Bt‘ - Btifl] | ‘Ftrl“
[JlE[(BtJ 1) Xie1- 0 Fy ]|

=0.

Esto muestra que

O

Por argumentos anélogos a los presentados en la demostracién de la proposiciéon 2.10, para

todo X € D2, se puede probar que
E [I(X)‘}—a] =0,
b
E[I%(X)|F,] =E [ / det‘}'a] .

Asi, de acuerdo con la definicién de esperanza condicional A.36, para todo A € Fg, se

satisface

/A</abXtdBt> dP:/AE[/abXtdBﬁfa} dP =0,

b 2 b 2 b
/(/ XtdBt> dP:/E (/ XtdBt> ‘}'a dP:/EU det‘}'a] dP.
A a A a A a

En particular, tomando A = Q y usando la propiedad E[E[Y|G]] = E[Y], se sigue que
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propiedades que ya se habian detallado en la proposicion 2.10. Observe que
b 1/2
Mooy = EIOORY2 = (B| [ X2 ) =Xl <0 @22

Asi, I(X) € L%(Q). Por tanto, si se considera la funcién
I: Dy —L3(Q)
X —=I(X),
entonces I es una isometria, por lo explicado en (2.2.2). Esta propiedad es conocida como la
isometria de Itd para procesos estocasticos predecibles. Mas atn, I es un operador
lineal y acotado, como lo expone la proposicién 2.11. El concepto de operador lineal y
acotado, y algunas de sus consecuencias son explicados en el apéndice B.2. Esto serd

fundamental para extender la integral estocastica a procesos en M?[a,b] (ver definicién
2.13).

Proposicion 2.11. La funcién
I:Dyp —L*(Q)
X —I(X),
es un operador lineal acotado.

Demostracion. Suponga que X, Y € Dy2 v a € R. Sean Iy , - - -, I,—1 los subintervalos
de [a,b], en los cuales X y Y son constantes. Sin pérdida de generalidad, considere I; =

[tic1,ti),i=1,---,n,cona=ty <ty <---<t,=>b. Entonces

Xt = ZXi_l 1[ti71,ti) (t), }/;f - Z}/;—l 1[257;,1,257;) (t)7
=1 =1

para algunas v.a. X;_1, Y;_1 F,_,-medibles y cuadrado integrables. Note que

n
aX +Y = Z(aXz;1 +Yi 1) Vit ta)
1=1

y asi,

n n
aIl(X)+I(Y)=a> Xi1(By, —Bi,_,)+ > Yi1(Bi, — By,_,)
1 =1

n
=Y (X1 +Yi)(By, — By, )

i=1

=I(aX +Y).

Esto muestra que I es lineal. Por otro lado, como I es una isometria, se sigue que es

acotado de norma 1. El concepto de norma operador es definido en el apéndice B.2. [
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La siguiente proposicién establece que el espacio D2 es denso en M?2[a, b].

Proposicién 2.12. Suponga que X € M?[a,b]. Entonces existe una sucesion {X"},en
de procesos estocasticos simples en D2, tales que

b
X7 — X|32 = / E[(X]" — X3)?dt — 0, cuando n — oco.
a

Demostracion. Suponga que la funcién (¢,s) — E[X;X,] es continua. Para cada n € N,
defina

X' (w) = ZXtifl(w) W[ti_l,ti) (t),
i=1

donde a =ty < t; < --- < t, = b es una particién de [a, b].

Considere t € [a,b] fijo. Entonces existe ¢ € {1,---,n} tal que ¢t € [t;_1,t;). Asi, como

Fit,, € Fry Xy, ,— es F, -medible, se sigue que X' = X, | es F;—medible. Por tanto,

{X{ }iela,p) €8 un proceso adaptado a la filtracion {Fi}iecfq,p)- Més atin, para w € Q, la
funcién t — X/'(w) es continua a derecha. Luego, { X['}; es progresivamente medible. Por

otro lado, se sabe que

/[ ) /Q X7 (w)dPdA(gp < 00,

de lo cual,
E[X?] = / X2 (w)dP < oo,
Q

para casi todo ¢ € [a,b]. Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que E[Xy, ;] < oo,
para todo 7, (de lo contrario, tome una particiéon P = {tj,- - -, ¢, } de [a,b] de manera que

esto se satisfaga). Esto muestra que X™ € D2, para todo n € N.
Por la continuidad de E[X;X] en [a, b] X [a,b], se deduce que
lim B[(X; — X)) = E[X}] — 2lim B[X;X,] + lim E[X7] = 0.
Note que cuando n — oo, t;—1 — t. El limite anterior implica que para t € [t;_1,1;),
Jim E[(X; — X)) = Jim E[(X; — X, 1)* =0

Usando la desigualdad (z — y)? < 2(2% + y?), se tiene que

|BI(X: — XI")?)| < 2B[X]] + 2B[(X}")*) < 4 sup B[X]].
a<t<b



2.2. INTEGRAL DE ITO 67

Observe que sup,<;<, E[X?] < oo, puesto que la funcién ¢ — E[X?] es continua en el com-
pacto [a,b]. Asi, sup,<;<, E[X7] es integrable en [a, b] respecto a la medida de Lebesgue.

Luego, por el teorema de la convergencia dominada, se infiere que

lim bE[(X;L — X)Ydt = /b ( lfm E[(XP — Xt)2]) dt = 0.

n—o0 a n—o0

Por tanto, X™ — X en M?[a,b], cuando n — co.

Ahora bien, si X es un proceso acotado (ver definicién en la seccién 1.1), para cada n € N,

defina el proceso {Y{" };¢[q,5) POT

n(t—a) t
Yt"(w):/o e_“th_lu(w)du:/ ne " X, (w)du.

Dado que X es progresivamente medible, para cada ¢ € [a,b], la funcién (w,u) — X, (w)

es F; ® [a, t]-medible. Ademas,

t b
/ E[X2du g/ E[X2)du < oo.

Asi, X € L%(Q x [a,t]). Como (P ® Han) (€2 X [a,t]) < oo, entonces X € LY(Q x [a,t]).
Por tanto, la funcién (w,u) — ne~ (=) X, (w) es integrable en el espacio Q x [a, t]. Por el

teorema de Fubini, se sigue que la funcién
t
w— / ne "W X, (w)du,
a

es Fy—medible. Esto muestra que el proceso {Y;"}; es adaptado a la filtraciéon {F;}:. Mdas
aiin, [ B[(Y/)?] < oo y
lim E (V" — Y;")?] =0.

t—s

Este limite implica que E[Y;"Y]"] es una funcién continua de (¢, s).

Observe que
b b 00
/ E [(Xt —Y;”)Q] dt < / / eUE [(Xt —Xt_nflu)ﬂ dudt
a a JO

_ /0 T eu ( /a ' [Coma— dt> du
— /OOO e UE Uab (Xt — Xy p1)? dt] du.
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Ademds, como X es acotado
b
/ (X — X;_p-1,)%dt =0, n — o c.s.
De lo cual, se concluye que
b
/ E[(X;—Y™)? dt — 0, n— oo. (2.2.3)

Dado que E[Y;"Y"] es continua, por lo probado anteriormente, existe una sucesién { X"},

de procesos simples tales que

b
1
/ E (Y - X{)? dt < - (2.2.4)
De (2.2.5) y (2.2.3), se sigue que
b
lim [ E[(X,—X/")?*]dt —0, n— oo,

n—oo a

lo cual concluye la prueba en el caso que X sea un proceso acotado. De manera general,
si X € M?[a,b], defina la sucesién {Y"},, por

Yn(w) _ Xt(w)v |Xt(w)’ < n,
t 0, |Xe(w)] > n.

Entonces por el teorema de la convergencia dominada
b
/ E[(X; - Y/")?]dt -0, n— oco.
a

Entonces por lo analizado en el caso anterior, para cada n, existe un proceso { X'}, de

manera que

/bE (Y — X[)?*] dt < % (2.2.5)

lo que lleva a la conclusién de la prueba. Los detalles de la demostracion se pueden en-
contrar en (Ribet, 2006), pp. 45-47. O

A manera de resumen, se ha probado que

I:Dyp —L*Q)
X —I(X)

es un operador lineal acotado (proposicién 2.11). El conjunto de procesos simples pre-

decibles D2 € M?[a,b], siendo M?[a,b] un espacio de Hilbert con el producto interno
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heredado de L2(€ x [a,b]) (proposicién 2.4). Ademés, D2 = M?[a,b] (proposicién 2.12).
Por tanto, por el teorema de extensiéon para operadores lineales y acotados presentado en

la proposicién B.13 del apéndice B.2, I tiene una tinica extension

I: M?[a,b] — L*(Q), (2.2.6)
donde I un operador lineal y acotado, con norma operador ||I|| = ||I]| = 1 (ver definicién
en el apéndice B.2).

Definicién 2.13. Suponga que X € M?[a,b]. La integral estocdstica o integral de It6 de
X, estd dada por

b ~
/ XtdBt = I(X),
donde I : M2[a,b] — L2(Q) definida por X — I(X), es la extension explicada en (2.2.6).

Observacion 2.14. FEstudiar la integral estocdstica desde la perspectiva de andlisis fun-
ctonal, como se ha presentado en la definicion 2.13, permite simplificar los cdlculos que
hacen los libros de probabilidad usuales (ver por ejemplo (Baldi, 2017), (Chung y Wi-
lliams, 1990), (Ribet, 2006)), para probar que la integral de Ité es un operador lineal y
que su valor, 1(X), es una v.a. en el espacio L2(). Asi mismo, proporciona una mira-
da complementaria de la integral, mostrando la dualidad presente entre el andlisis y la

probabilidad.

Con el fin de no sobrecargar la notacion, a la extensién I detallada en (2.2.6), se le va a

denotar con I.

De acuerdo con la proposicién 2.12, para X € M?[a,b], existe una sucesién {X"}, de
procesos simples en D 2[a, b, tal que X™ — X en M?[a,b]. Lo cual implica que {X"},

es de Cauchy en este espacio, asi, para ¢ > 0, existe N € N tal que si n > N, entonces
b
/ E[(X] — X™)?|dt < e.
a

Lo cual implica que {I(X")},en es una sucesién de Cauchy en L?(2). En efecto, por la
linealidad de I, para todos n, m > N, se satisface que
11(X™) = I(X™)IF2(0 ZE[(I(X" - X™))?]
=Var|Il — X™)]

/EXt X)) dt
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Por tanto, al ser L2(Q) un espacio completo, {I(X™)},, converge en L2(Q). Asi, el siguiente

limite existe

J(X) = lim I(X™) en L3(Q).

n—o0
Note que J : M?[a,b] — L?(Q) es lineal, gracias a la linealidad de I en Dy2. Ademss,
por la isometria de Itd6 para procesos estocésticos predecibles, para todo X™ € D2, se
cumple que [[1(X")||r2(q) = [[X"|lar2- En consecuencia, por la continuidad de la funcién
norma,
130 2y
xem2(ay 1 X a2y
o ma I(X™) g
= sup
xenmz || Hmn o0 X7{| 52
(X"
i MO
xeMm2(ap "= | X7 a2

191 =

=1.

Esto muestra que J es un operador acotado. Asi mismo, [ = J en Dyp2 (para X € Dy,

considere la sucesiéon {X"},, C Dy tal que X" = X, n € N).

Por tanto, por la unicidad de la extensién para operadores lineales y acotados, expuesta
en (2.2.6), se sigue que I = 7. Esta observacién motiva la siguiente proposicion, la cual es

una caracterizacién a la definicién de la integral de 1t6 2.13.

Proposicién 2.15. Suponga que X € M?[a,b]. Entonces

b b
/ XidB; = lim [ X[dB; en L*(9),
a n—oo a

donde {X™}pen C Dyp2 es una sucesion tal que X™ — X en M?[a,b].

Observacién 2.16. (Buena definicién de la integral estocdstica). Considere X € M?[a, b].
Entonces eriste una sucesion {X"}, C D2 tal que X™ — X en M?[a,b]. De acuerdo con

la proposicion 2.15, la integral estocdstica de X, I1(X), estd dada por
b
/ X;dB; = lim I(X™) en L%(Q).
a n—oo
Suponga que {Y"}, C Dy es tal que Y™ — X en M?[a,b]. Entonces
[E(X™) = I(Y™)| 2y =EI(X" = Y™
b b
<2 [ B - X+ 2 [ BIXG - V)

—0, n — oo.
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Por tanto,

lim I(X™) = lim I(Y™) en L*(Q).

n—oo n—oo

Se ha demostrado que el operador I : D244 — L2(2) es una isometria (ver la igualdad en
(2.2.2)). La proposicién 2.17 establece una generalizacién de este resultado para procesos
en M?[a,b].

Proposicién 2.17. (Isometria de 1t6). Si X € M?[a,b], entonces

b b
</ XtdBt> =F |:/ det:| = ||X||?\42[a,b]'

Demostracion. Suponga que X € M?[a, b]. Entonces existe una sucesién {X"},, C D, tal
que X" — X en M?[a,b]. Por tanto, [(X™) — I(X) en L?(f2). Luego, por la continuidad

de la funcién norma, se tiene que || X" |32 = | X || a2 ¥ [ L(X™) |12 — [[I(X)]|2. Para cada

2
(X)) {2 = E

n € N, X" € Dys2. Asi, usando la isometria de It6 para procesos estocdsticos predecibles,

se sigue que

IO ey = Jn [TX") ey = Hm X7 arzgas = 1 X arz(e
O

Una consecuencia de la isometria de Ito es que si {X"}, € M?[a,b] es una sucesién que
converge a X en M?[a, b], entonces I(X") — I(X) en L?(£2), como se expone en el siguiente

corolario.

Corolario 2.18. Si X", X € M?[a,b] son procesos tales que

b
lim E U (X — Xt)th] =0,

n—oo

entonces
b b
/ X'dB; —>/ X;dB;, n — oo en L2(9).
a a

Demostracion. El resultado se sigue de la isometria de It6, ya que

</: XI'dB; — /ab XtdBt> (/ab(Xt” - Xt)dBt>

—FE [/ab(xg - Xt)th]

—0,

2 2

E =F

cuando n — oo. O
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A continuacién, se muestra que la integral estocdstica de un proceso en M?2[a,b] es una
v.a. de media cero y varianza E|[ f(f XZ2dt], propiedad que generaliza la proposicién 2.10.
La demostracién del resultado se basa en dicha proposicién. Note que, en particular, si
E[I(X)] = 0, entonces Var[I(X)] = E[(I(X))?] = || X|?2, gracias a la isometrfa de It5
(ver (Baldi, 2017), p.188).

Proposicién 2.19. Sea X € M?[a,b]. Entonces I(X) es una v.a. de media cero y varianza

E[(I(X))*] = /abE[Xf]dt =F Uab det} .

El corolario 2.20 prueba que el operador I : M?[a,b] — L?(Q2) preserva el producto entre
los espacios M?[a,b] y L%(Q).

Corolario 2.20. Suponga que X, Y € M?[a,b]. Entonces
b b b
(X,Y) a2 :/ E[XYi])dt =F [/ XtdBt/ YtdBt] = (I(X)I(Y))L2(0)-

Demostracion. Por la linealidad de la integral estocastica y la proposicién 2.19, se llega a

que

E[(I(X) +1(Y)*] =E[(I(X +Y))’]

/bE[(Xt + Y;)%dt

= /bE[XE]dt +2 /bE[Xth]dt + /bE[Yf}dt.
A su vez, segun la proposicién 2.19, se sigue que
EI(I(X) + 1(Y))?] =B[(I(X))*] + 2B[[(X)I(Y)] + E[(I(Y))?]
= /bE[Xf]dt +2E[I(X)I(Y)] + /bE[Yf}dt.

Las igualdades anteriores implican que

/ab E[XiYdt = E[I(X)I(Y)|=F [/ab a8, /ab YtdBt] |
O

Observacion 2.21. La proposicion 2.17 y el corolario 2.20 establecen que el operador
I : M?[a,b] — L2(Q) es una isometria y preserva el producto escalar de los espacios
M?[a,b] y L2(). Es natural preguntarse si el operador es sobreyectivo, es decir, si toda

v.a. en L%(Q) puede verse como la integral estocdstica de un proceso en MZ[a,b]. Sin
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embargo, esto no se cumple, puesto que la esperanza de toda integral estocdstica es cero.

Por ejemplo, si se considera la v.a. X =1 en Q, como P[Q] =1, se sigue que X € L%(Q)
E[X]|=1#0.

La siguiente proposicién presenta algunas propiedades de las integrales estocésticas, que

son analogas a las estudiadas en los cursos de analisis. Sin embargo, una diferencia es que

no necesariamente la integral de un proceso no negativo, es no negativa.

Proposicién 2.22. Considere X € M?[a,b] y ¢ € [a,b]. Entonces se satisfacen las si-

guientes propiedades:

1. X € M?*a,c] y X € M?[c,b].

2. / XdB; = / X:dB; —|—/ X:dB;.

3. / Xy dB; = 0.

a

4. 51 X >0, entonces no necesariamente fab XdB; > 0.

9. S1Y = (Qaf7 {ft}te[a,b]a {}/t}te[a,b}ap) es continuo y
b

E [ / det} < o0,
a
entonces la integral estocdstica f; Y dB; estd bien definida.
Demostracion.
1. Suponga que X € D2, Entonces

X, = ZXi—l Titsor,ta) (),
=1

donde a =ty < t; < --- < t, = b es una particién de [a,b], X;_1 es una v.a.
Fi,,-medible y E[X? ] < oo, para todo i € {1,---,n}.

Denote con X la restriccién del proceso X en el tiempo [a, ¢]. Es decir, X

la,c] [a,c] ’
Q X [a,c] — R es la funcién definida por (w,t) — X;(w). Note que para cualquier

¢ € [a,b], existe k € {1,---,n} tal que ¢ € [tx_1,tx). Asi,
k—1

n n
ZXifl 1[ti,1Ac,tiAc):ZXi*1 Titicinetine) TXk—1 1[te_1,0) + Z Xi1 Tftis1Acitine)
= i=1 i=k+1

:ZX 1 it T Xk=1 1te_100)
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De aqui, se sigue que X € Dyps2[q,), De manera andloga, se muestra que X €

[a,c] [e,b]

D2 4], puesto que

n

X [C b] == ZXl—]. W[ti_l\/c,ti\/c)

=1

Suponga que X € M?[a,b]. Entonces existe una sucesién de procesos simples en

Dyr2pq) tal que
b
/ E[(X; — XM)?|dt — 0, n — oo.
a
Esto es, para cada € > 0, existe N € N, tal que si n > N, entonces
b
/ E[(X; — X[)?)dt < e.
a
Luego, para ¢ € [a,b] y n > N se satisface
c b
/ E [(Xt - Xt")z} dt < / E [(Xt . Xt")z} dt < e,
a a
b b
/ E [(Xt - Xt")ﬂ dt < / E [(Xt - Xt”)ﬂ dt < e.
C a

Por tanto, X" — X

[a,c]

en M?a,c] y X"

[a,c]

— X

en M?[c,b].
[c.0]

[c,0]

. Si X es un proceso estocdstico simple en Dj2(,5. Entonces X restringido a los

intervalos [a, ¢, [c,b] pertenecen a M?[a,c], M?[c,b] respectivamente. Siguiendo la

notacion del item 1, y lo probado alli, se tiene que

/ XtdBt+/ XdB; = ZXZ 1(Bt,nc — Br,_ine) +ZX1 1 (Bt,_yve — Brve) -
=1 =1

Como c € [a,b], existe k € {1,---,n} tal que ¢ € [tp_1,tx). Por ende,

c b
/ XidBy + / X;dB;
a c

k—1 n
= ( Xi-1 (Bti - Bti—l) + Xk (BC - Btk—l) + Z Xi—1(Be — BC))
1 1=k+1

k—1
+ (Z Xi*l (BC - B ) +Xk Btk Z Xl 1 Btil))
=1

= i=k+1

- ZXI 1 - Bti—l)

/ X:dDBy.

=
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Suponga que X € M?[a,b]. Entonces existe una sucesion {X"}, C D2 a5, tal que
X" — X en M?[a,b]. Por el ftem 1, se sabe que X" — X’ en M?[a,c] y

[a,c] la,]

X" — X

o en M?[c,b]. Luego,

[c,]

)+ lfim I(X"

[a7c] n—oo

)

[c,0]

)

donde la ultima igualdad se obtiene por lo probado anteriormente para procesos en

c b
a c n—00

= lim <I(X"

n—o0

)+ I(X"

[a,c]

b
= lim [ XJ'dB; en L3(Q),
a

n—o0

DM2[a,b}'

3. Suponga que X € Djpp2(qy- De acuerdo con la notacién de los items 1y 2, se tiene

que

a n n
/ XidBy =Y Xi 1(Bina — Bi_ipa) = 3 Xi1(Bo — Ba) = 0.
a i=1 i=1

De la misma forma, si X € M?[a,b] y {X"}nen C Dyy2(qp) es tal que X™ — X en
M?[a, b], entonces
a a
/ XtdB; = lim / X{'dB; =0,
a n—oo a

por el caso anterior.

4. Considere el proceso X : 2x[0, 6] — R definido por X;(w) = 1, donde > 0. Note que
la funcién (s,t) — E[XsX;] = 1 es continua. Asi,si P, = {0 =1ty < t; < --- <t, =0}

es una particién de [0, §], usando lo mostrado en la observacién 2.24, se tiene que

5 n
/O XtdBt = nILrIolo Zl Xti—l (BtZ - Bti_l)

1=

n

= nh_>r20 z;(Bti - Btifl)
1=

—=Bs — By
—B;.

No obstante, la funcién w — Bs(w) no es necesariamente positiva, ya que por el
teorema de la ley del logaritmo iterado 1.37, el movimiento browniano toma valores
positivos y negativos infinitas veces en cualquier intervalo de tiempo pequeno [0, €]

c.s., con d € [0,¢].
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5. En la observacién 2.5, se probé que si Y es un proceso adaptado a la filtracion

{Fi}tefap s continuo, entonces Y € MZ [a,b]. La condicién

b
E [/ Ytht} < 00,

garantiza que Y € M?[a,b]. En consecuencia, la integral estocastica f; Y;dBy esta
bien definida.

O]

La siguiente proposicién muestra que si X y Y son procesos en M?[a,b], que son modifi-
caciones uno del otro en un evento A € F, entonces sus integrales estocasticas coinciden

c.s. en A. Su demostracién puede ser consultada en (Baldi, 2017), pp. 191-192.

Proposicién 2.23. Considere X, Y € M?[a,b]. Si X; = Y; en A € F, para todo t € [a,b],

entonces

b b
/ X;dB; :/ Y:dB; c.s. en A.
a a

Hasta ahora se ha construido la integral de It6 y se han mostrado algunas de sus propie-
dades. Sin embargo, es importante notar que al calcular f; X;dBy, donde X € M?[a,b], se
debe hallar una sucesién de procesos simples {X"},, C D2, tal que
b
Iim [ E[(X;— X;)%dt =0.

n—oo a

Posteriormente, encontrar
I(X) = lim I(X™) en L?(Q),
n—oo
tareas que, en general, no son sencillas. Es por esto que, asi como en los calculos tradicio-
nales, es esencial desarrollar criterios que permitan abordar la complejidad inherente del

calculo de integrales estocésticas.

Observacion 2.24.

= La demostracion de la proposicion 2.12 no solo muestra la densidad de los procesos
estocdsticos simples de la forma (2.2.1) en M?[a,b], si no que también proporciona
un criterio dtil para calcular algunas integrales estocdsticas. En efecto, suponga que
se quiere calcular f; XdBy, siendo (t,s) — E[X; Xs] una funcién continua en [a, b] X

[a,b]. Si se considera la sucesion {X['}nen de procesos en D2, definida por

th(w) = ZXMA(W) 1[%’71,%’) (t)7
=1
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donde a =ty < t; < --- < t, =b es una particion de [a,b], entonces X" — X en
M?[a,b], cuando n — oo. Por tanto, por la buena definicion de la integral estocdstica

presentada en la observacion 2.16, se tiene que

b b
/ XydBy = lim [ X['dB; en L%(Q).

Pero,
b n
’ n I
nlgrolo/a Xi dBy _nlglgoz;Xtil(Bti - Bti—l)
1=
n
= lim X, (B, — By, ,) en L3(Q),
||An+o§ ' '
donde ||Ay|| denota la norma de la particion a =ty < t; < --- < t, = b. Esto es,

[An]l = maxy <i<n(ti — tio1)-

Mas ain, eziste una subsucesion { X" }rpen de {X™}nen (ver diagrama A.4), tal que

b
/ Xt dBt = lim
a k—o0

Asi, en este caso, la integral de Ité se puede calcular trayectoria por trayectoria

b nE
X{*dBy = lim z; Xi, (B, — By,_,) c.s.
=

a

(c.s.), como limite de sumas de productos entre el proceso X evaluado en el extremo
izquierdo de la particion y las diferencias By, — By, ,. Lo cual es similar a la forma de
calcular integrales por Riemann. Sin embargo, note que por el ejemplo 2.1, fab X:dBy

no coincide, en general, con cualquier limite de sumas de Riemann-Stieltjes.

» En la seccion 2.5 se demostrard que si f € L2[a,b] C M?[a,b] es continua y de

vartacion acotada, entonces

/abf(t)dBt = (RS) /abf(t)dBt c.s.,

donde la integral en el lado izquierdo es la integral de Ito y la del lado derecho es la

integral de Riemann-Stieltjes (ver proposicion 2.30).

= Suponga que X € M?[a,b] es un proceso continuo. Entonces

b n

/ XidB; = lim ZXtiq(Bti — By, ,) en probabilidad,
a [An]—=0 =

donde Ay, = {a =ty <t <--- < t, = b} es una particion del intervalo [a,b] y

|Ap || = maxi<i<pn(t; —ti—1). Dicho resultado se demuestra en la proposicion 2.41 de

la seccion 2.J.
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En el ejemplo 2.25 se estudian algunas integrales estocasticas. En particular, se calcula

fab B;d By, la cual se habia introducido previamente en la seccién 2.1.

Ejemplo 2.25.

= FEn la observacion 2.5 se mostro que el movimiento browniano es un proceso en
M?[a,b]. Por tanto, la integral de It6 fab BdB; estd bien definida. De acuerdo con
la proposicion 1.28, E[ByBs| = min{s, t}, la cual es una funcion continua en |a,b] x
[a,b]. Por la observacion 2.2/, se tiene que

n

b
/a BydB; = lim_ Z By, (Bi, — By,_,) en L%(Q).

=1

En el ejemplo 2.1 se consideraron las cantidades
n n
Up = ZBU (Bti - Bti—l)’ L, = Z Bti—l(Bti - Bti71)7
i=1 i=1
y se probd que lim, (U, + L) = Bg — B2, 1im,,(U,, — L,,) = b— a. En consecuencia,
’ L 2
/ BtdBt = §(Bb — Ba — (b — a))
a

Ademds, de acuerdo con la proposicion 2.19, la integral estocdstica fab BidB; es una

v.a. de media cero y varianza (b> — a?)/2.

» Suponga que X yY son procesos en M?[a,b] y M?[c,d], respectivamente, donde a <
c. Sila,b] y [c,d] son no disjuntos, entonces [a,b]N[c,d] = [c,b] o [a,b]N][c,d] = [e,d].
En caso que [a,b] N [e,d] = [c,b], defina los procesos

~ X, t€la,b, ~ 0, tela,c),
g [ X telay 7 [a )
0, te(bd.

Por el corolario 2.20, se tiene que
b d d _ d_
E [/ XtdBt/ YtdBt] =F [/ XtdBt/ Y}dBt}
a C a a
d ~ o~
~ [ BT
a

b ~ o~
- / BX,V)dt.

Por otro lado, si [a,b] N [e,d] =0, entonces

b d
E [/ XtdBt/ Y}dBt] =0.
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Los argumentos presentados en este ejemplo, pueden usarse para calcular el valor

esperado del producto de integrales estocdsticas sobre diferentes intervalos.

= Considere el proceso {eP'},c0.1). Observe que para cada t € [0,1] fijo, la funcién w —

eBr@) es composicion de la funcidén continua x — €%, x € R, y la v.a. Fy—medible
w — By(w). Por lo tanto, {e®}1c0.1) es adaptado a la filtracion {Fi}iep). Asi mis-
mo, dicho proceso es continuo c.s. De acuerdo con la observacion 2.5, {eBt}tE[O,l] €

M2 [0,1]. Como By ~ N(0,t), se deduce que

loc
! Bi2 Lo oB ! 1 2 22
El(e” dt:/Ee tdt:/( /exe%dx)dt
/0 Sl 0 S 0o \V2mt Jr

1
:/ e2tdt
0

|
5

Esto muestra que {eP*},ci01) € M?[0,1]. Asi, la integral estocdstica fol eBrdB; estd
bien definida y es una v.a. de media cero y varianza (e* —1)/2.
Se puede probar que E[ePtePs] = €2 la cual es una funcién continua de [0,1]x [0, 1].
De este modo, por la observacion 2.2/, la integral estocdstica estd dada por

n

1
/ eBtdB; = lim ZeBtifl (By, — By,_,) en L*(Q),
0

n—00 4
=1

siendo 0 =to < t1 < --- < tp, =1 una particion de [0, 1].

Suponga que X € M?[a,b]. En la proposicién 2.22 se muestra que X € M?[a,t], para

cualquier ¢t € [a, b]. Por tanto, la integral estocastica

t
IX,a,b(t) :/ Xsd-857
a

estd bien definida. Més atin, se sabe que Ix ,5(t) es una v.a. (ver proposicién 2.19). Esto
muestra que {Ixq5(t)}icfay € un proceso estocdstico. Es natural preguntarse sobre las
propiedades de dicho proceso. Por ejemplo, jEs Ix ,5(t) F:—medible? ;Es continuo?, y de

no cumplirse, ;Bajo qué condiciones se pueden garantizar estas caracteristicas?.

En el ejemplo 2.25 se calculé la integral estocéstica f; B;dB;. En particular, para a = 0,

b =1t > 0, se encuentra que

1

t
1
BidB; = —B? — —t.
/ott2t2
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Note que la funcién ¢t — %Bg — %t es continua c.s. Ademads, se satisfacen las siguientes

propiedades:

» Para cadat € [0,7], la v.a. I or(t) es F-medible, puesto que el proceso { By }e(o,7)

es adaptado a la filtracion {F;}ecpo,7y-

1
E[B?] +ot=t<oo

1 1 1
- B ‘732—775‘ <=
[2t 2}—2

» Considere s, t € [0,7T], con s < t. Como la funcién w — t es Fs—medible, por la
proposicion A.38, se sigue que
1 1 1 1 1 1
fBQ—ft‘ J| = SE[BY|F,] — ZE[t|F)) = - E[BYF — ~t.
B 382 - 57| = 3EUEAR] - R = 5B - 5

Por otro lado, teniendo en cuenta que la v.a. By — Bs ~ N(0,t — s) y es indepen-
diente de Fs, Bs es Fs-medible, usando propiedades de la esperanza condicional (ver

proposicién A.38), se tiene que

E[B}|F] =E[(B; — B, + By)*| ]
=E((B; — By)?|Fs] + 2E[Bs(B; — B,)|Fs| + E[BZ| T
=E((B, — B;)?| + 2B.E[B; — B|F.| + B}
—t — s+ 2B,E[B; — B,| + B>

=t — s+ B2
Luego,
1 1 1 9 1 1 5, 1

Por tanto, {Ip07(t)}co,7] €s una martingala respecto a la filtracién a la cual esta adap-

tado el movimiento browniano, {F; }cjo,7)-

Los teoremas 2.26 y 2.27 establecen que, en general, para cualquier X € M?|a, b], el proceso
{IX,a,b(t)}te[a,b] es una martingala respecto a {ft}te[a,b]- Mis atn, {IX,a,b(t)}te[a,b] acepta

una modificacién continua.

Teorema 2.26. Suponga que X € M?[a,b]. Entonces el proceso Uxa0(t) b eay definido

por

t
IX@’b(t):/ XsdBg
a

es una martingala cuadrado integrable respecto a la filtracion {Fi}ieja p-
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Demostracion. El proceso {Ix q(t)}ic(q,p) satisface las siguientes propiedades:

1. Ixqp(t) es Fy-medible, para todo ¢ € [a, b].

2. x.ap®) i) = EllIx,ap(t)]] < oo, t € [a,b].

3. Sia<s<t<b, entonces E[lx qp(t)|Fs] = Ix,ap(s).
En efecto,

1. Counsidere t € [a,b] fijo. Entonces, por la proposicién 2.22; el proceso X restringido
al intervalo [a,t] pertenece a M?[a,t]. Por lo tanto, existe una sucesién {X"}, C

Dip2(a, tal que X™ — X en M?[a,t]. Se sigue que

t
Ixqp(t) = hm I(X™) = lim XdBs en LQ(Q)

n—oo a

Por ende, existe una subsucesion {n}ren de {n}, (ver diagrama A.4), tal que

t
Ixqp(t) = klggo X*dBg c.s.
a

Para cada n € N, suponga que X" es de la forma

Zinl 577 (),

donde a = s < sf <--- < sy =t es una particién de [a,t]. En consecuencia,
t mn
[ xvas. =3 xri (B, - Ba)
@ i=1

Las v.a. Bgp y Bgp | son Fgn y Fer -medibles, respectivamente. Como Fs» C Fy y
‘7:8?_1 C F;, entonces BS? y BS?_I son F;—medibles. Asi mismo, X" ; es F;- medlble

puesto que X' ; es medible respecto a la o—dlgebra Fon C Fy.

t
/ X"dB,
a

es Fy—medible, para cada n € N. Luego, Ix q4(t) es Fy—medible, al ser limite de

Se concluye que

funciones con dicha propiedad.
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2. Usando la desigualdad de Holder y la isometria de It6 (proposicién 2.17), se deduce

que

1xap(®llLi) < Ixa(t)llL20) =(El(Lx,as(0))"?

< (e] 0]

<00.

3. Considere a < s < t < b. Entonces

E[Ixap(t) [

] o[ [ |
e[
:/a XudBu—l—E[ i

t
=Ixap(s) + E [/ XudBy

7]
]—I—E[/XdB
7)
]

En el razonamiento anterior se han usado las proposiciones A.38, 2.22 y el item 1,

)

teniendo en cuenta que Ix 4 5(s) es Fy—medible.

Note que para completar la prueba, basta verificar que
t
E { .7-"5] =0
S

Para ello, suponga que X ’[ ] € Dyyz[s - Entonces X
s,t ’

es de la forma
[5,t]

Z Xi—l(Btz‘ - Btz‘71 )7

i=1

donde s =ty < t; < ---<t, =t. Luego,

t n
/ XudBy =Y _ Xi 1(By, — Bi,_,).
§ i=1

Ahora bien, se sabe que By, — By, , ~ N(0,t; — t;_1) y es independiente de la
o—algebra F, . Ademds, F, C F,_, v la via. X;_1 es Fy,_, —medible, para todo
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i€ {1, ---,n}. Por tanto,

t
E {/ XuBy
S

7o

ZXi—l (Bti - Bti&) ‘]:S]
=1

E | Xi—1(Bt, — Bt, )

|
.Mz

@
Il
—_

7|

£ [ 55 7] )

I
.M:
=

s
Il
—

I
&

@
I
—

Xi1E [Btz. ~ B,

[

X, 1E[Bi, — By,_,]

7|

|
&M:
=

I
=
1

Si X € M?[s, 1], existe una sucesion {X"}, C D2y 4 tal que X™ — X en M?[s,t].
Como la funcién = — 2 es convexa, por la desigualdad de Jensen presentada en la
proposicién A.39, se sigue que (E[Y|G])? < E[Y?|G]. Asf,

<E [/t (X" - X,)dB, fsbz <E </t (X;;—Xu)dBu>2 ‘}'] .

Usando las proposiciones A.38 y 2.17, la desigualdad anterior implica que

<E [/t (X7~ X,)dB, fSDQI <E (/t (X7 - )fu)czBu)2 (f”
"y (/t (X" — X,) dBu>2

E E

Lo cual es equivalente a

(2] [ szam. -~ [, fsm
(E [/:ngBu ]—"s} —F [/:XudBu

— 0, n — oo.

E

=F

7))
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En consecuencia,

t
E [ / X'dB,

Asi, existe una subsucesién {X™}, de {X"}, tal que

t
E [ / X"™dB,

Pero, por lo probado para procesos simples,

t

E { / X"™dB,
t

E { / X, dB,

Las propiedades 1, 2 y 3, muestran que {Ix 4,(t) };c[q,5) €5 Una martingala respecto

t
]-_s] — B [/ X.dBy,

fs} en L2(Q), cuando n — oc.

t
]:5} — E {/ XudBy,

]:S] c.s. cuando k — oo.

7] -0

para todo ng. Por tanto,

7] -0

a la filtracién {F;}iepap- Mas ain, {Ixq5(t)}tcfa s cuadrado integrable, ya que
para X € M?[a,t], a <t <b, por la isometria de Itd 2.17, se tiene que

E [(Ixap(1)*] = /tE[Xg}du < 0.

O]

Teorema 2.27. Si X € M?[a,b], entonces el proceso {Ix a1 }tejap tiene una modificacion

continua.

Demostracion. Suponga que X es un proceso estocastico simple en Dyrz(qp de la forma

Xs(w) = ZXifl(w) 1[ti_1,ti) (5)7
i=1

donde X;_1 es F;, ,—medible y E [Xl?_l] < oo, para todo i € {1,...,n}. Entonces para

casi todo w € §, la funcién t — Ix 4 4(t)(w) definida por

Ixap(D)(@) =D Xi1(w) (Bynt(w) — Bry_yni(w))
i—1

es continua. En efecto, como t € [tx_1,tx), para algin k € {1,---,n}, entonces

k—1

Ixap(w) = Xi1(w) (B, (w) = By,_, (w)) + Xp—1(w) (Bi(w) — By, (w)) -
=1
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Puesto que la trayectoria ¢ — B;(w) es continua c.s., se sigue lo afirmado.

Ahora, considere X € M?[a,b]. Entonces existe una sucesién {X"}, C D2y tal que
X" — X en M?[a,b]. Es decir,
b
lim [ E [(XS - Xg)ﬂ ds = 0. (2.2.7)

n—o0 a

Para cada n € N, defina el proceso {Yt(n)}te[a,b] por
t

Y™ = In ap(t) = / X"dB.
a

Recuerde que (2.2.7) implica que {Yb(n)}n es sucesién de Cauchy en L?(Q) (ver la cons-
truccion realizada para mostrar la caracterizacién de la integral de Ito presentada en la

proposicién 2.15). Luego, para todo A > 0, existe M € N tal que para todo n,m > M,

9 b b 2
ORI < / X7dB, — / X;nst>
L2(@) o a
b 2
—E </ (X7 — X dBS>
a
b
:/ B (X2 - x| ds
<A

Considere la subsucesién {n}, de {n}, dada por ny = M,n,, = M 4+ (m —1), m > 2. Se
sigue que
b
IV = YOy = [ [ - x0e)? ds <
a

para todo k> 1, [ > 1.
Ahora, el proceso {Y;("’“)}t es continuo c.s. y es una martingala respecto a la filtracién
Fi , gracias al teorema 2.26. Como combinacion lineal de martingalas es martingala
tefab] 8 g g

)_Y;(nm-z

(ver observacién 1.23), el proceso {Yt(nk )}t es una martingala continua. De acuerdo

con la desigualdad de Doob 1.24, para todo € > 0, se tiene que

P

n n 1 n n
p {w e 0: [ w) ¥ ) 2 5}] < 2BV -y,

a<t<b
Pero,
E [|Yb(nk) - YE;(nkH)q < (E [‘Yb(”’“) _ Yb(”k+l)|2}>1/2

_ HYb(nk) _ Yb(nk+z)

L2(Q)
< )\1/2?
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Tomando € = 1/k, A = 1/k*, se deduce que

1

sup {w eN: ‘Yt(n’“)(w) - Yt(nk“)(W)‘ > ]1}
a<t<b

Como Y 7%, 25 < oo, entonces > o> | P [Ay,] < co. El primer lema de Borel Cantelli A.35

implica que

P [hm inf A5, } =
k—oo
Asi, existe g C Q con P[] = 1, tal que si w € Qp, entonces w € Aj, para todos menos
un numero finito de k’s. Es decir, existe M,, € N tal que w € A}, para k > M,,. Esto es,
1
sup Y;(n’“)(w) — Yt(nk“)(w)‘ —, para todo k > M,,.
a<t<b k

Por otro lado, la funcién ¢t — Yt(ns)

es continua c.s. para s > 1, entonces existe 25 C (),
con P (Qs) =1, tal que si w € 4, la funcién t — Y;(ns)(w) es continua. En consecuencia,
tomando Q' = [, oy s, se tiene que P [Q'] = 1y para todo w € €, la funcién t — Yt(ns)(w)
es continua y

1

sup ‘Y;(n’“)(w) — Y;(n’““)(w)‘ —, para todo k > M,,.
a<t<b k

Tome N,, = max{M,,, 1/}, con § > 0. Entonces para todo k > N,,, se tiene que

sup ’Y;(nk)(w) _ Yt(nk-u)(w)’ < 6.

a<t<b

Lo que muestra que {Yt(nk)}k es una sucesién de procesos con trayectorias continuas, las

cuales convergen uniformemente en [a, b]. Por tanto, si {Y;}c[q s es el limite de {Y;(n’“) e,

entonces {Y;}; es continuo c.s.

Como .

t
lim Y\ = lim [ X"dB, = / X,dB, en L2(Q),

n—oo n—oo a

se sigue que

k—o0

lim Y, / X,dB, en L(Q).

Luego, existe una subsucesion {ng, }s de {ng}x tal que
¢
lim ;") = / X,dB, c.s.
5—00 a
Pero,
lim Y( ks) =Y, cs.

S$—00
Se concluye que Y; = fj XsdBs c.s. Esto es, {IX,a,t,b}te[@b] acepta una modificacién conti-

nua (ver definicién en 1.9). O
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2.3. Integral de Wiener

En esta seccién, se estudia la integral de Wiener como un caso particular de la integral
estocéastica discutida en la seccién 2.2. El objetivo es mostrar propiedades adicionales de
la integral de It6 cuando el conjunto de integrandos son funciones deterministas, es decir,
solo dependen de la variable temporal ¢t. Como resultados importantes, se prueba que si
f € L?[a,b], la integral de Ito f; f(t)dB; tiene ley normal (proposicién 2.29) y su valor
coincide con la integral de Riemann-Stieltjes, si f continua y de variacién acotada c.s.

(proposicién 2.30).

Suponga que f € L2[a,b] es un proceso estocéstico adaptado a la filtracién {Fiecian-

Como f no depende de w € (), se tiene que

E Uab f2(t)dt] = /ab FA(t)dt < .

Por tanto, f € M?[a,b] y la integral I(f) = fab f(t)dBy esté bien definida. Por la proposi-

ci6én 2.19, I(f) es una v.a. de media cero y varianza ff F?(t)dt. Ademés, la funcién
I:L%[a,b] -=L%*(Q)

FoI(f / F(t)dB,

es un operador lineal acotado. Asi mismo,

1/2
T (/ﬂ @ — 1 flesren,

lo cual muestra que los espacios L2[a,b] y L2(€) son isométricos (isometria de It6 2.17).

Maés atn, por el corolario 2.20, se tiene que
b b
— [ Bl = [ s

Suponga que ¢ es una funcién de la forma

n

g(t) = Z ai [ty t0) (1), (2.3.1)

i=1
donde a; ERya=1ty <t <---<t,=>bes una particién de [a, b]. Note que g € L?[a, b].

En este caso,

= Zai(Bti = By,,).
=1
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Como el conjunto de funciones descritas en (2.3.1) es denso en L2[a,b], para toda f €
L?[a,b], existe una sucesién {f,}, C L2[a,b] de dichas funciones tal que f, — f en
L?[a,b]. En consecuencia, por la buena definicién de la integral estocastica 2.16, se deduce

que
I(f) = lim I(f) en L%(Q).

Definicién 2.28. Si f € L?[a,b], la integral de Wiener de f se define por

b b
donde {f.}n es una sucesion de funciones simples en L2[a,b], tal que f, — f en L?[a,b].

En la seccidon 2.2 se estudia la funcién

I(X):Q =R
w—I(X)(w),

para X € M?[a,b]. Se muestra que I(X) es una v.a. y se encuentran los valores de su
media y varianza (ver proposicién 2.19). Sin embargo, su distribucién no es conocida en
general. Una manera intuitiva de ver esto es que, por ejemplo, si X € Dyz(,y es de la

forma
X = ZXi—l 1[ti_1,ti) (t),
i=1

Entonces

n

I(X)=> Xi1(Bii— Bi_,).

Sibien By, — By, , ~ N(0,t;—t;—1), no necesariamente se conoce la ley de la v.a. X;_1, para
i € {1,---,n}. Esto hace que sea dificil determinar la distribucién de I(X). No obstante,
una de las propiedades méas interesantes de la integral de Wiener es que, para f € L2[a, b],

la integral I(f) distribuye normal.

Proposicién 2.29. Suponga que f € L?[a,b], entonces

/abf(t)Bt ~ N <0,/: f2(t)dt> :

Demostracion. Si f € L?[a,b] es de la forma

f(t) = Z a; 1[ti,1,ti) (t)7
=1
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donde a =ty < t; < --- < t, = b es una particién de [a, b]. Entonces

I(f) - Zai(Bti - Bti—l)'
=1

Por la propiedad de los incrementos independientes del movimiento browniano 3, las v.a.
By, — By,, Bt, — By,, - -+, By, — By, , son independientes. Ademas, By, — By, , ~ N(0,t; —
ti—1), para todo ¢ € {1,---,n}. De acuerdo con la proposicién A.34, suma de v.a. normales

independientes en normal. Se concluye que I(f) tiene ley normal.

De manera general, si f € L2[a,b], entonces existe una sucesiéon de funciones simples
{fn}n C L?[a,b] tal que f,, — f en L?[a,b]. Por la proposicién A.25, como

mm~w(g[ﬁwﬁ)

v I(fn) — I(f) en L2(Q2), entonces I(f) es normal. O

En el ejemplo 2.1 se muestra que a pesar que el movimiento browniano es un proceso
continuo c.s., la integral f; BidB; no existe en el sentido de Riemann- Stieltjes. Esto se
debe a la variacién cuadratica no nula del proceso. La siguiente proposicion establece un
conjunto de condiciones bajo las cuales una funcién determinista cuya integral estocastica

esta bien definida, es a su vez, Riemann-Stieltjes integrable, y sus resultados coinciden c.s.

Proposicién 2.30. Si f € L%[a,b] es una funcion continua y de variacién acotada, en-

tonces

b b
() [ 0B = (ns) [ 0)as, cs.

donde el lado izquierdo de la igualdad corresponde a la integral de Wiener de f y el lado

derecho a la integral de Riemann-Stieltjes de f respecto al movimiento browniano.

Demostracion. La funcién (t,s) — E[f(t)f(s)] = f(t)f(s) es continua en [a,b] X [a,b].

Segin lo mostrado en la observacion 2.24, se sigue que la integral de Wiener de f estd

dada por
b n ,
[ 0B = Jim " f(ta) (B~ By) en ()
a i=1
donde a = tg < t; < - -+ < t, = b es una particién de [a, b]. Asi, existe una subsucesién

{ni}r de {n}, tal que
n

b
/a f(t)dBy = lim Z; f(ti1)(By, — By,_,) c.s.
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En consecuencia, existe ; C Q, con P[] = 1 de modo que para todo w € €21, se satisface
b ng

[ @B = tim > ) (Brw) — By (@), (2.3.2)
a k—o00 i—1

Denote con 2y C Q al evento Q2§ = {w € Q : t — By(w) no es continua}. Entonces P[] =
1. De acuerdo con la propiedad 7 presentada en la proposicion B.3, para w € {0y, como f

es de variacién acotada, entonces la integral de Riemann-Stieltjes

b
/ By(w)df (t)

existe. Por tanto, usando la férmula de integracién por partes (ver propiedad 8 de la
proposicién B.3), para w € Qp, f es Riemann- Stieltjes integrable respecto al movimiento
browniano y

b

b b
(RS) / F(H)dB(w) =f(H)Bi(w)| — / Bu(w)df (1)

a

= lim | f(b)By(w) — f(a)Ba(w) — ZBti (w)(f(t:) - f(til))>
i=1

n

:n]ggoz f(tiz1)(Bt,(w) — By, (w)).

En particular, se cumple que

b Tk
(RS) / F(OdByw) = lim 3 £t 1) (Bu(w) — Biy (@), (2.3.3)
a k—o0 1
A partir de (2.3.2) y (2.3.3), para cada w € Qp N Qq, se concluye la prueba. O

Ejemplo 2.31. (Sobre la integral de Wiener).

1. Considere s € R. Entonces la funcién constante f : [a,b] — R definida por f(t) = s,

es continua y de variacion acotada. Por la proposicion 2.50, se sigue que

b b
(1w [ 5(0iB. = (8S) [ Fie)aBi e

Pero,
b b n
(RS) / F(t)dB, = / sdBy = lim. ;s(Bti _ B, )
=s(By — Ba),
donde a =ty < t; < --+ < t, = b es una particion de [a,b]. En consecuencia, la

integral estocdstica de f es la v.a. w — s(Bp(w) — Ba(w)), la cual tiene distribucion

normal de media cero y varianza s*(b— a) (ver proposicion 2.29).
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2. La funcién f : [0,t] — R definida por f(s) = €%, es continua y mondtona, por lo

tanto, es de variacion acotada. Por la proposicion 2.30, se obtiene que la integral

estocdstica

t n
e'"*dBs; = lim E e %(Bs, — Bs,_,) ¢.s.,

0 n—00 4 .

1=

donde 0 = sy < s1 < --+ < 8, =t es una particion de [0,t]. Por otra parte, segin la

t 2t 1
/ et=%dB, ~ N <o, ¢ > .
) 2

3. Suponga que f : [0,1] — R es una funcion diferenciable y f' es acotada. Usando

proposicion 2.29 la v.a.

la proposicion B.24, se tiene que f es de variacion acotada en [0,1]. Considere el

evento
o= {weasum [ sasw) = &) [ roane).

Entonces, de acuerdo con la proposicion 2.30, P[Qo] = 1. Asi, para todo w € Qq, f
es Riemann-Stieltjes integrable respecto a la funcion t — By(w), y por la férmula de

integracion por partes 8, se satisface

(RS) / J(1)dBy(w) = / Bi(w
—f(1)B(w >—/0 By(w) f/(t)dt.
Esto implica que
1 1
(RS) /0 By (t)dt = /0 (F(1) = F(£))dBy c.s

Ahora bien, la funcion t — f(1)— f(t) es continua y de variacién acotada, entonces,

por la proposicion 2.50, se tiene que

(RS) /0 "B (0t = (IW) / ))dB, c.s.

Aplicando la proposicion 2.19, se obtiene

/01 By f'(t)dt ~ N (07 /Ol(f(l) B f(t))th> ‘

De manera general, para todo s > 0 fijo, la v.a.

/08 Bif'(t)dt ~ N (0,/Us(f(s) _ f(t))th> .
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Lo mostrado en el item 3 proporciona un método para conocer la distribucion de una

v.a. definida por el operador integral fos Bif'(t)dt, donde f es una funcién determi-

nista con derivada acotada. Se exhiben a continuacion algunos ejemplos en donde se

aplica esto.

a) Suponga que se quiere encontrar la distribucion de la v.a. X; = fg B, du.

b)

Tomando f : [0,t] = R como u — u —t, entonces f'(u) = 1. Por el item

3, se sabe que

[ Butu= [ Bustiu= [ 70~ senaz.= [ @,

Ademads,

t t t3
/ B,du = / (t—uw)dB, ~ N <O, ) .
0 0 3

Mds aiin, dado que —f(u) = t —u € L2[0,t] € M?[0,t], de acuerdo con el
teorema 2.20, el proceso estocdstico {Xi}iejo,m, para T > 0, es una martin-
gala respecto a la filtracion {]:t}te[O,T]; a la cual estd adaptado el movimiento
browniano {Bi}iejor)- Por lo tanto, para cada t € [0,T], Xy es Fy—medible,
E[|X¢|]] < o0, y para todo s < t, se satisface E[X|Fs] = Xs. Es decir, para

cualquier A € Fg, se tiene que

/A</OtBudu>dP:/A</osBudu>dP,

Asi mismo, { Xy }epor) admite una modificacion continua (ver teorema 2.27).

Andlogamente a lo mostrado en el item 3a, si se considera la funcion f(u) =

sin(u —t) en [0,T], T > 0. Entonces

! 2t — sin(2¢
/ B, cos(u —t)du ~ N <O, Zm()> .
0

El proceso { Xt }ejo,r) dado por
t
X = / By, cos(u — t)du,
0

es una martingala respecto a la filtracion {]—"t}te[ng] y acepta una modificacion

continua.
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2.4. Integral para procesos en M [a, D]

En la seccion 2.2 se estudia la integral estocastica

b
/ XdBy,
a

para procesos X € M?[a,b]. Asi mismo, se define el espacio M2 [a,b] como el conjunto de
clases de equivalencia de procesos X progresivamente medibles adaptados a la filtracion
{Ft}iclap) tales que X € L?[a,b] c.s. En particular, se sabe que M?[a, b] es un subespacio

de M? [a, b]

2 [a,b]. El siguiente ejemplo, muestra que, en general, no todo proceso X € M2

loc
es un elemento en M?[a, b], lo que implica M?[a,b] C M? [a, b).

Ejemplo 2.32. Considere el proceso estocdstico X = {Xt}te[o,l]; definido por Xy = Bt
Para cada t € [0,1] fijo, la funcion w — Xi(w) es composicion de la funcion continua
r— e, 2 €R, ylav.a F—medible w — B}(w). Esto implica que {Xt}epo,1) es adaptado
a la filtracion {]:t}te[o,l}- Mds aun, dicho proceso es continuo c.s. De acuerdo con la
observacion 2.5, X € MZQOC[O, 1]. Sin embargo, como B, ~ N(0,t), se sigue que

1 2
E[X?] = E[eQBtQ] = /Re%2e_2tdac

1 2(4L1)
e’ T2t dx.
V27t /R

Sit < 1/4, entonces (4t —1)/2t < 0, y asi,
1
V1—4t

Por otro lado, sit > 1/4, E[e*P{] = co. En consecuencia,

Ble*P!] =

1
/ E[X?)dt = oo,
0
y por lo tanto, X ¢ M?0,1].

Es natural entonces preguntarse si es posible generalizar, de alguna manera, el operador

b
/ X,dB,
a

para procesos estocdsticos X € MI%C [a,b]. La respuesta es afirmativa como se muestra

integral

en esta seccién. La idea de la definicién es demostrar que existe una sucesién {X"},, de
procesos en M?2[a,b] que aproximan a X en el espacio L?[a,b]. Posteriormente, se busca

que I(X) sea el limite de las I(X™). En la proposicién 2.39 se prueba que el limite es
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en probabilidad, convergencia que es “un poco més débil” que la convergencia en L2(Q),
como ocurria en la integral estocéstica explicada en la definicién 2.13 (aqui débil se refiere
a que la convergencia en L? implica la convergencia en probabilidad, pero no viceversa;

véase la figura A .4).

La siguiente proposicién establece que, para todo proceso X € M, loc [a, b], existe una suce-

sién de elementos en M?[a, b] que converge a X en L%[a, b] c.s.

Proposicién 2.33. Suponga que X € M?

iocl@, b]. Entonces existe una sucesion {X"}, .y C
M?[a,b] tal que

b
lim | (X — X,)%dt =0 c.s.

n—oo a

Antes de realizar la demostracién a esta proposicion, en el siguiente lema se define una
sucesion de stopping times {7,},, la cual se usard para construir la sucesién {X"}, C
M?[a, b]. Para ello, recuerde que la filtracion {F; };¢[q,p) €s continua a derecha (ver definicién
en la observacién 1.7), ya que el movimiento browniano se asume como un proceso estandar

(ver definicion 1.8).

Lema 2.34. Para cada n € N, defina 1, : Q — [a, b] por

t
Tn(w) = sup {t € la,b] : / X%(w)ds < n} =sup A .

Entonces 1, es un stopping time y la sucesion {T,}n es creciente y converge a t = b,

cuando n — 0o.

Demostracidn. Observe que A, # 0 porque fj X2(w)ds = 0 < n, para cualquier n € N.
Ademas, A, estd acotado superiormente por ¢ = b, por lo tanto, sup 4, ., existe. Asi

mismo, note que

\H\

inf ¢t € [a,b] : fX2 Yds >n
(w) = ) { }

Tn

Por otro lado, si Ay, , # ), entonces

t
Tp, = inf {t € la,b) : / X2%ds € (n, oo)}

Dado que la filtracién {F; };¢(q,4) s continua a derecha y el intervalo (—oo, n] es un conjunto

cerrado, por la proposicién 1.20, se concluye que 7, es un stopping time.
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Méds aun, la sucesién {7, }nen es creciente y converge a t = b, cuando n — oo c.s. En

efecto, como X € M2 [a, b], entonces fab X2ds < 0o c.s. Asi, existe Qy C Q, con P[] =1,

loc
tal que para todo w € Q, se cumple que f; X2(w)ds < 0o. Luego, f; X2(w)ds < ny, para
algiin nimero natural n,,. Para n lo suficientemente grande, se puede suponer que n,, < n,
lo cual implica que fj X2(w)ds < n. Por ende, 7,(w) = b, n — o0o. Suponga ahora que
m < n,y considere t € A7, . Entonces fj X2ds > n > m. Esto muestra que A C A7

m,w)

y por lo tanto, 7, = inf Afn,w < inf A%,w =T,. O

Demostracion. (De la proposicién 2.33). Considere la sucesiéon de stopping times {7},
definida en el lema 2.34. Defina el proceso {X{ }ic[qy Por Xi' = Xi 1{4<7,}, Para cada
n € N. Como X € MI%C [a,b] y T, es un stopping time, por la observacién 2.5, se sigue que

{X¢ 1g<ry bt € M2, [a, b]. Especificamente,

Xi(w), t<sup{telab]: [fX2(w)ds<n},

XP(w) = o
0, t>sup<t€fa,b]: [ XZ(w)ds <n
) Xi(w), fj X2(w)ds < n,
0, fat X2(w)ds > n.

Para cada w € Q fijo, se satisface que Tf;<r,} (W) =1(a,r, () (t). Asi,
— —
/ Xt (w) 1{t<7’n} (w)dt :/ Xt (w) 1[(1,7'77,(0.))) (t)dt
7n (W)

- [ xrea

<n

—'"

puesto que 7,(w) es el mayor valor de los ¢t € [a,b], que hace que f(j X2(w)ds < n. Esto

implica que

b
B| [ X2 lucn ] < Bl =n.

Por tanto, { X/} € M?[a,b]. Como X € M}

ocla, b], entonces f; X2ds < oo c.s. Luego,

existe Qp C €, con P[Qy] = 1, tal que para todo w € , f; X2(w)ds < ny,, para algtin
numero natural n,. Esto implica que para n > 1, fj X2(w)ds < f; X2(w)ds < n. Asf,
para todo n > n,, X/ (w) = X;(w), con t € [a,b)].

En consecuencia, para cada t € [a,b] y w € Qq, se tiene que

lim (X7 (w) — X¢(w))?dt = 0.

n—0o0
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Puesto que X", X € Mlic[a, bl y Ml%c es un espacio vectorial, se sigue que X" — X €
M3 [a,b]. De este modo, existe Q1 C §, con P[Q;] = 1, tal que para w € €,

/b(th(W) — X(w))?%dt < .

Considere w € Qp N Q5. Entonces las funciones t — X2 (w) y t — (X7 (w) — X¢(w))? estén
en Ll[a,b]. Ademés,

(X7'(w) = Xe(w))? < (1 X7 ()| + [Xe(w)])* < 4X7F(w) € L'{a, b].

Luego, por el teorema de la convergencia dominada se deduce que
b b
Iim [ (X] — X;)2%dt = / lim (X}" — X;)2dt = 0 c.s.

n—o0 a a n—oo

O

El siguiente corolario es una consecuencia directa de la proposicion 2.33 y del hecho que

la convergencia c.s. implica convergencia en probabilidad (ver diagrama A.4).

Corolario 2.35. Suponga que X € M} [a,b]. Entonces existe una sucesion {X"}, C
M?[a,b] tal que

b P
/(Xt”—Xt)th = 0.
a

n—o0

Suponga que X € M2 [a,b]. En la demostracién de la proposicién 2.33 se encuentra una
sucesién {X"},, € M?[a,b] que converge a X en L?[a,b] c.s. Una idea natural para definir
fab XdBy, serfa tener en cuenta los procesos X}, ya que para cada n € N, la integral I(X]")

esta bien definida. Se puede entonces pensar en tomar
b b
/ XydBy = lim X{'dBs. (2.4.1)
a n—oo a

De todos modos, esto da lugar a varias preguntas: jExiste el limite? En caso de existir,

;En qué sentido se debe entender la convergencia? (jc.s.? ;En L2(Q)? ;En probabilidad?).

Antes de presentar la definicién de la integral estocdstica para procesos en Mlic[a,b],
se analizaran dichas preguntas. Para cada n € N, se sabe que la integral estocéastica
I(X™) € L%(f) es una v.a. (ver definicién 2.13). Observe que si {I(X™)}, fuera una
sucesién de Cauchy en L2(£2), entonces, al ser este espacio completo, se tendria que I(X™)
converge a una v.a. en L?(£2), con lo cual el limite en (2.4.1), se tomarfa en L2(Q). Sin

embargo, esto no es necesariamente cierto, como se demuestra en la siguiente observacion.
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Observacién 2.36. Suponga que X € M?

iocla, b]. Entonces por la proposicion 2.33, existe

una sucesion {X"}, que converge a X en L*(Q) c.s. Recuerde que X{* = Xy 1<}, donde
Tn es el stopping time definido en el lema 2.34. Considere m, n € N, con n > m. Por la

isometria de Ito 2.19, se sigue que

IEX™) = HX™) Ry =F [(I(X™) = 1(X™))?]

[/ b
=F </ Xsﬂ {s<mn} — 1{S<Tm})dBS>

=F / X {s<Tn} 1{8<’Tm}) ds :|

= [ [ X sy~ Vpoermy P isaP

De acuerdo con el lema 2.3/, la sucesion {1y}, es creciente. Asi, paran>m yw € ), se

2

tiene que (] {s<m} — 1{5<Tm})(w) =] [T (W), 7n (w)) (s). Esto implica que

11X = X)) / / X20) T oy (5)dsdP

/:/ Xﬂmdp
_4/X%}

Si {I(X™)}n es de Cauchy, se cumpliria que

HmEU'ﬁﬂ:o
n,Mm—>00 .

Tm

lim Xst =0,

n,m—0o0

Si bien,

Tn

puesto que T, — b, cuando n — oo (ver lema 2.53/). No necesariamente se puede garantizar

que

EPM/]ﬁﬂzﬁmEUiﬁﬂ. (2.4.2)
7n,Mm—>00 . n,Mm—>00 ™

En efecto, si se aplicara el teorema de la convergencia dominada, una condicion suficiente

para el intercambio de limites en (2.4.2), es que la v.a.

Tm (w)
w— / X2(w)ds,
Tn(w)

esté dominada por un funcion en L'(Q). Sin embargo, note que

Tm (w) b
/ X%(w)ds < / X%(w)ds,
Tn(w) a



98 CAPITULO 2. INTEGRACION ESTOCASTICA

b . .
donde la v.a. w — [ X2(w)ds no necesariamente es integrable, al ser X un proceso en
M?

2 la,b]. Esto permite concluir que el limite en (2.4.1) no converge en L*(1).

Construccion de la integral estocastica para procesos en MIQOC[a, b].

En esta parte de la seccién, se dard sentido a la integral f b X,dB; para procesos en
a,b]. La sucesién {X"},, C M?[a,b] dada por X" = X; 1{4<s,}, €s la definida en

la demostracién de la proposicién 2.33 y la sucesién de stopping times {7, },, es la cons-

loc [

truida en el lema 2.34.

Dado que 7, > Ty, para n > m, si w € 7,1 ({b}), entonces b = 7, (w) < 7, (w). Pero,
méx, 7, (w) = b, asi, 7,(w) = b. Por tanto, 7,,}({b}) C 7,1 ({b}). Esto implica que, pa-
ra todo s € [a,b], Xs 1fs<rn}= Xs l{s<r,} en 7,,'({0}) € F. En consecuencia, por la

proposicién 2.23, para cada t € [a, b, se tiene que

It / X, Vser) 4By = / X Vserny dBs = Lyn (1) en 7 ({8)) .

Por otro lado, dado que X € [a,b], existe Qy C Q con P[Qp] = 1, tal que para

loc

wEQo,f X2(w)ds < oo. Asi, f X2(w)ds < n, para algiin n € N y para todo t € [a, b].
Se deduce que 7,(w) = b. Esto muestra que Qo C |J,, 7,, ' ({b}). Por otro lado, note que

U 7t ({b}) € Q0.

Con lo anterior se ha demostrado:

» si m < n, entonces Ixn(t) = Ixm(t) en 7,,1({b}) c.s. Por tanto, existe 3 C €,
con P[] = 1, de manera que si w € €, entonces Ixn(t)(w) = Ixm qp(t)(w) en
o' ({0})-

= QO =U, 7, ({b}), donde Qo C Q es tal que P[Qp] = 1.

Por lo tanto, para todo w € Qo N €y, existe n € N de modo que w € 7, '({b}). En
consecuencia, por el primer {tem, Ixn(t)(w) = Ixn+1(t)(w) = - - -. Esto muestra que la
sucesion {Ixn(t)(w )}n es eventualmente constante y por tanto converge, a dicho limite se

le denotard con Ix (¢ f Xs( (w). Esto motiva la siguiente definicién.

Definicion 2.37. Suponga que X € Mfoc[a,b]. La integral estocdstica de X es definida

por

X dBs = lim X Ts<rn} dBs c.s.,

n—o0



2.4. INTEGRAL PARA PROCESOS EN M?

loc

[a, b] 99

donde { Xt 1{1<r,}}t €s el proceso en M?[a,b] que converge a X en L%[a,b] c.s., definido

en la demostracion de la proposicion 2.35.

La siguiente observacién muestra que la definicién 2.37 generaliza la integral estocastica
para procesos X € M?[a,b]. Es decir, la integral descrita en dicha definicién coincide con

la expuesta en la definicién 2.13.

Observacién 2.38. Considere X € M?[a,b]. Entonces X € M?

iocla, b]. Por lo tanto, la

sucesion {X"}, definida por X" = Xy 1g<r,y, converge a X en L2[a,b] c.s. Mds ain,
X" = X en M?[a,b]. En efecto,

b b
E[ / <Xt—xm{t<m}>2dt} p [ / XE(l—um}th]

b
=F [ / det] .

Denote con Y™ : Q2 =R alav.a. w— ffn(w) XZ(w)dt. Entonces dado que T, — b, se tiene

que Y™ — 0, cuando n — oco. Para cada n € N, se satisface que

b b
M g/ detg/ X2dt,
Tn a

b
E [/ det] < .
a

Por el teorema de la convergencia dominada, se sigue que

b b
lim E U det} :E[h’m / det] = 0.
n—oo ™ n—o0 Tn

donde

En consecuencia,

n—oo

b
lim E [/ (X — X 1{t<7'n})2dt:| = 0.

Esto muestra que X™ — X en M?[a,b] y, asi, X" — X en M?[a,t], para cualquier
a <t<b. Dado que X", X € M?[a,b], por el corolario 2.18, se tiene que

t t
/ X"dB, — / X,dB, en L2(Q).

Ast, existe una subsucesion {X™ }y de { X"}, tal que

t t
lim [ X™dB, = / X,dB; c.s. (2.4.3)
a

k—oco J,
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Pero, segun la definicion 2.37, la integral estocdstica para procesos en Mlzoc[a, b] estd dada
por

/ X.dB, = lim X"kdB (2.4.4)

De (2.4.3) y (2.4.4), se tiene que la integral estocdstica dada en las definiciones 2.13 y

2.37 coinciden para procesos en M?[a,b].

La siguiente proposicién establece que si X € Mg [a,b] y {X"}, es una sucesién de

b P P
procesos en Mg [a,b] tal que [’(X]" — X;)%dt = 0, entonces I(X™) = I(X). En

particular, en el corolario 2.35 se muestra que

n—o0

b
/(X”{Km} ~X)%dt 5 o

La proposicién 2.39 implica que

b p b
/ Xt 1{t<7'n} dBt n—_>>oo/ XtdBt.

Proposicién 2.39. Sean X, X € M2 [a,b], n > 1. Suponga que
b P
/ (X7 — Xy)%dt = 0.
a n—oo
Entonces

b b
/ X'dB, §> X,dB,.

a
Para la demostracién de dicha proposicién se hara uso del lema 2.40. El lector interesado

puede consultar su demostracién en (Baldi, 2017) pp. 201-202.

Lema 2.40. 57 X € Mfoc[a, b], entonces para todo ( >0 y p > 0, se tiene que

P[{wEQ /Xt )dBy(w )]>c}] C2+P[{wegz/abxf(w)>p}].

Demostracion. (De la proposicién 2.39). Considere ¢ > 0 y p > 0. Entonces por el lema

2.40, se sigue que

P U/abedBt—/abXtdBt‘ > g} —p U/ab(xp—xt)dBt‘ > c]

<P U /b(Xt” - Xt)zdt’ > ,0] + é.

Sea e > 0 tal que p/¢? < e. Como

b
/(Xt"—Xt)%lt 5o,

n—o0



2.4. INTEGRAL PARA PROCESOS EN M?

loc

[a, 0]
existe N € N tal que para todo n > N, se satisface

b
P U/a (X[L—Xt)zdt‘ >p] <€—?
Asi,

U/X”dBt /XtdBt >C]<€_C2+c{)2

siempre que n > N. Se concluye que

b b
/ xrdB, 5 / X,dB,.
a n—oo a

=¢&.
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O]

Suponga que X = (Q, F, {Ft}ie(a,p)» { Xt }te[a,p), P) €s un proceso continuo. De acuerdo con

la observacién 2.5, se tiene que X € MI%C [a, b]. La siguiente proposicién 2.41 establece que

la integral estocastica de X, se puede calcular como limites de sumas de Riemann-Stieltjes

donde el proceso X es evaluado en el extremo izquierdo de la particién. La demostracion

puede ser consultada en (Ribet, 2006), p. 68.

Proposicion 2.41. Si X es un proceso continuo y adaptado a la filtracion {ft}te[a,b];

entonces
b
XidB; = lim X, en probabilidad,
/a A ||aoZ 3 o)
donde A, = {a =ty < t1 < --- < t, = b} es una particion del intervalo [a,b] y

[An|l = méxi<j<n(ti — ti-1).



Capitulo 3

Ecuaciones diferenciales

estocasticas

Las soluciones a un problema de valores iniciales

{ X(t) = f(x,1),
X(to) = X,

en general describen la evolucién de un sistema a lo largo del tiempo. Para el analisis
de estas ecuaciones, se asume que todos los parametros son conocidos y no dependen de
factores aleatorios. Sin embargo, segin se afirma en (Oksendal, 2013), si en un modelo se
incluye cierta aleatoriedad en algunos de los coeficientes de la ecuacion diferencial, a menu-
do se obtiene un modelo matematico mas realista de la situacién. Es asi, como perturbar la
ecuacién por un ruido aleatorio, comiinmente modelado por un proceso estocdstico como
el movimiento browniano, es crucial para analizar de manera mas precisa la dindmica de

fenémenos sujetos a incertidumbres o fluctuaciones.

El objetivo del capitulo es estudiar la ecuacién diferencial estocéstica (EDE)
dXt = ,U,(Xt,t)dt—f-O'(Xt,t)dBt, (301)

donde p1 € My, 0, T] y B = (, F, {Ft}iepo,r): {Btheepo,r), P) es un movi-

miento browniano. Para esto, la teoria del calculo estocastico discutida en el capitulo 2,

0,7], 0 € M2

loc

y en particular, la férmula de Itd presentada en el teorema 3.4, son herramientas funda-

mentales para analizar este tipo de ecuaciones.

Es importante notar que la diferencial estocastica (3.0.1) no tiene sentido por si misma,

dado que las trayectorias del movimiento browniano son no diferenciables c.s. Es asi como

102
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(3.0.1) no es mas que un simbolo utilizado para representar la férmula integral

T T
0 0

Este enfoque motiva el estudio de estos procesos X, los cuales se explican en detalle en la
seccién 3.1. Asi mismo, se presenta la féormula de Ité y se muestran algunos ejemplos que
ilustran su aplicacién en el calculo estocastico. Por tltimo, en la seccién 3.2 se analizan

soluciones de algunas EDE y se expone el teorema de existencia y unicidad para EDE’s.

3.1. Procesos de Ito y Férmula de Ito

Suponga que X es un proceso tal que para s, t con 0 < s <t <T,
t t

Xt — XS = / ,U,(Xt,t)dt + / O'(Xt,t)dBt,
S S

donde p € M} [0,T] y 0 € M

210, T]. Entonces, se dice que X satisface la diferencial

estocastica

Un proceso X que admite una diferencial estocéastica es llamado un proceso de It6. Con

el objetivo de simplificar notacion se suele escribir
dXt = [Ltdt + UtdBt,

para denotar el diferencial en (3.1.1).

Note que por lo explicado en la seccién 2.4, la integral fg 0(Xs, s)dBs esta bien definida
y la trayectoria ¢t — fg o(Xs,s)dBs es continua c.s., para todo t € [0,7]. Mas atn, dado
que u pertenece a L'[0,T] c.s., se sigue que la integral fg tsds es una funcién continua de

t. Esto muestra que X es un proceso continuo c.s.

Ejemplo 3.1. Considere 0 < s <t < T y A, ={s =ty <t1 < -+ <t, =t} una

particion de [s,t]. Entonces

t n
/ Bydu = 1im Y By, (t — tp-1) c.s.,
8 k=1

n—oo

n—oo

t n
/ udB, = lim > tx(By, — By,_,) c.s.,
s k=1
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donde para el seqgundo limite se ha usado la proposicion 2.30, teniendo en cuenta que la

funcién f(u) = u es continua y de variacion acotada. Se sigue que

n—oo

t t n
/ Bydu + / udB, = lim > [By,_, (tk — tg—1) + tr(By, — Bi,_,)]
S S k=1
n

= nlgglo ;(thtk — te-1By, )

= nh_{I;o(t”Bt” — tOBto)

=tB; — sB; c.s.
Por tanto,
d(tB;) = Bdt + tdB;.

Esto muestra que el proceso {tB}s es un proceso de Ité. Es importante observar que, en
este caso, el “diferencial” de {tBi}; “coincide” con el diferencial que sugiere el cdlculo
usual de Leibniz. Sin embargo, esto no siempre se cumple. Por ejemplo, si se considera
el proceso Xy = B2, no puede ser que dX; = 2B;dB;. Ya que esto sugeriria que para

cualquier t > 0,
t
B} = / 2B,dB; = I(2B).
0
No obstante, E[B?] =t y E[I(2B)] = 0, por la proposicion 2.19. Sin embargo, el proceso

{B?}+ es un proceso de Ité como se demostrard en el ejemplo 3.6.

Las proposiciones 3.2 y 3.3 establecen que si X y Y son procesos de Ito, entonces X +Y y
XY también son procesos de [t6, mostrando explicitamente su diferencial. En el caso de la
suma, la demostracion se sigue directamente de la definicién. Por otro lado, la diferencial
del producto es conocida como la regla del producto del cdlculo estocdstico, debido a su
similitud con la estudiada en los cursos de céalculo; el lector interesado puede consultar su
demostracién en (Baldi, 2017), pp. 218-219.

Proposicion 3.2. 5i X y Y son procesos con diferenciales estocdsticas
dXt = utdt + O'tdBt, d}/t = I/tdt + ptdBt,
entonces

d(Xt + ift) = (Mt + I/t)dt + (Ut + pt)dBt.
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Proposicion 3.3. 5i X y Y son procesos con diferenciales estocdsticas
dXy = pdt + 0¢d By, dY; = vdt + prd By,
entonces
d(X+Y:) = X3dY; + Yid Xy + ovprdt.

Es decir, para cualesquier 0 < s <t < T se satisface que

t t
XiY — XY = / (Xuﬂu + Yy, + Uupu)du + / (Xuo'u + Yupu)dBu

Observe que en la proposicién 3.3, si alguno de los procesos o, 0 p; es cero, la diferencial

d(X.Y};) se reduce a la regla del producto del célculo usual.

Se introduce a continuacién una de las propiedades mas importantes del calculo estocastico,
la cual es la formula de It6. Antes de analizar dicho resultado para funciones aleatorias,
suponga que f : Rx RT — R es una funcién con derivadas continuas. La regla de la cadena

en el calculo usual dice que

df (z,t) = %(m,t)dx + g{(x,t)dt. (3.1.2)

Sin embargo, cuando se estd trabajando con procesos de Ito, {Xt}te[()’T], la regla de la
cadena cldsica para el diferencial df (Xy,t) no siempre es valida. En efecto, considere el
proceso {Bi}yepor) v la funcién f(z,t) = 22. De satisfacerse la igualdad (3.1.2), se tendrfa

que

4(B) = Lap,

Es decir, para cualquier 0 < a <b<T,
b
B} - B = 2/ B,dB;.
a
No obstante, en el ejemplo 2.25, se prueba que
b
Bg—Bg—(b—a):z/ B,dB;.
a

La férmula de It0 es la regla de la cadena para funciones aleatorias, que es andloga
a la regla de la cadena (3.1.2), pero incorpora un término adicional que tiene en cuenta
la naturaleza aleatoria del proceso, especificamente del sumando o;dB; del diferencial

presentado en (3.1.1).
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Teorema 3.4. (Férmula de Ité). Sea X un proceso con diferencial estocdstica
dXt = /,Ltdt + UtdBt,

y f:RxRY = R una funcién continua en (x,t), una vez continuamente diferenciable en

t y dos veces en x. Entonces

2
A1) =08 0 0yt + 9 0,y + L 0 (ot
0 0 102 0
(8{(Xt, t) + %(Xtat),ut + = 5 9% é(Xtv t)o > dt + af(Xt, t)ordBy.

Una forma de obtener la férmula del teorema 3.4 es mediante derivacion simbélica, uti-
lizando la expansién de Taylor de primer orden para dt y de segundo orden para dXi, y

empleando la siguiente tabla.

X dt dBt
dt | 0 0
dB, | 0 | dt

Cuadro 3.1: Tabla de Multiplicacién de Ito

De este modo,

10%f
2 9x2
10%f
2 02

of
ot
_of
ot

0
— (X, t)dt + %(Xt, t)dX: +

0
(Xt, )dt + %(Xt, )dXt 4+ —

df (X,t) = (X4, 1) (dXy)?

(X, t)oldt.

Cabe aclarar que lo anterior no proporciona una prueba para la férmula de 1t6, su demos-

tracién a detalle se presenta a continuacion.

Demostracion. (Férmula de 1t6). La prueba se divide en tres partes.

Caso 1. Suponga que f(t,z) = z™. Se debe de mostrar que
1
dXj = (nthl,ut + §n(n - 1)Xf20t2> dt +nX} toydB;
1
=n X" dX; + Qn(n — D)X 202dt.

Si n = 1, entonces nX;" 'dX; + sn(n — )X} ?02dt = dt + 0ydB; = dXJ'. Ahora

bien, suponga que la igualdad anterior se satisface para algin n € N. De acuerdo con la



3.1. PROCESOS DE ITO Y FORMULA DE ITO 107

proposicion 3.3, se tiene que

d(X])
= XPdX; + Xed(X]) + (n X[ Loy)ogdt

1
= X[(ugdt + 00dBy) + Xy <an—1m + 5nln = 1)Xt”_20t2) dt + nXJodBy +n X[ loldt
1
= (n+ 1) X0 dt + <2n(n —1)+ n) X okdt + (n+ 1) X oyd By
1
=(n+ )wX{dt + §n(n + D)X o?dt + (n + 1) X[ 0yd By,

lo cual concluye la prueba. Mas atn, dado que la férmula de It6 se satisface para cualquier
potencia natural de la variable x, dicho resultado es vélido si f(x,t) es un polinomio P(x),
segun la proposicion 3.2.

Caso 2. Sea f(z,t) = P(z)g(t), donde P(z) = a,x™ + - - a1z + ap es un polinomio y g(t)

es una funcién continuamente diferenciable. Entonces
d(f(X¢,t)) =d(P(X¢)g(t))

=5 ad(x}g(1))

k=0

=" an(XFd(g(t) + g(H)d(X]))
k=0
=S axfg (Wdt + Y arg(H)d(X))
k=0 k=0
=P(Xy)g (t)dt + Y arg(t)d(X})
k=1

n 3 1 n 3
=P(X,)g' (t)dt + ; apkXFlg(t)dX; + 3 kz; apk(k — 1) XF202q(t)dt

=P(X))g (1)dt + P/(Xp)g(t)aX, + 3 P*(Xp)g(t)odr

En consecuencia, de acuerdo con la proposicion 3.2, la férmula de It6 se cumple si f es de

la forma
k

fla,t) = Pix)gi(t), (3.1.3)

i=1
donde P; es un polinomio y g; es una funcién continuamente diferenciable, para cada
i=1--- k.
Caso 3. Suponga que f es continua en (z,t), una vez continuamente diferenciable en la

variable ¢ y dos veces en x. De acuerdo con (Baldi, 2017), p. 220-221, existe una sucesién
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{fn}n de funciones de la forma (3.1.3) tal que

fo(z,t) = f(x,t),

ofn 0

A 1) o (2,1)
Pl 0
Tt o ),
O, L 0f

ot 0 g )

donde cada una de las convergencias anteriores es uniforme es conjuntos compactos de

R x RT. Por el caso 2, para todos 0 < t; < to < T, se tiene que
fn(thth) - fn(Xtutl)

— 8fn 8fn an 9 fn
_/t; [Z% (Xt7 ) 817 (Xt7 ):ut+ ) a 9.9 (Xta ) (o dt+ " ax (Xt7 )O'tdBt_

Se debe de probar que
f(Xt27t2) - f(Xtutl)

92 t2
_/tl [g{(Xb )+%(Xt,t) —|—28£(Xt>t)0'152:| dt+/t1 %(Xht)o-tdBt‘

Para ello, note que para todo € > 0, existe NV € N, tal que si n > N, entonces

Ofn of
sup X, Xy, g,
o (%( t,t) — 8( t,t)] <
Ofn of
sup X, X, g,
o 6:v( t,t) — o (X, 1)) <
9% fn O*f
sup | =5 (X4, t X, €.
te[tl,tg} 6x2( t ) ox 2( t )

En consecuencia,

2 Ofn of
/t1 ot - (X, t) — E(Xut) dt < ety — t1),

to
dt < 5/ uedt,

t1
t2 ann aZf ) to )
/t; 22 (Xta ) W(Xtvt)at dt < €/t1 (o dt.

Por las desigualdades anteriores, dado que y € L'[0,7T] y o € L2[0,T] c.s., se deduce que

21091, 5]
/tl 8f (X, t) e — a%(Xt;t)Mt

9 n 0 n 182 n
/tl [8{5 (1) + af (Xe e + 3 3]; (Xe.1) ?] dt (3.1.4)
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converge a

9 0 82
/t1 [3{(Xt’ s 8£(Xt’ )Mt+2a er(Xt, t)o ]dt,

cuando n — oo c.s.

Por otro lado, observe que si n > N, entonces

O fn of 2 2 [
/tl <8J,‘ (Xt, ) O (Xt, )> dtSé /t; O'tdt.

Puesto que o € L2[0,7] c.s., se sigue que

/tl (88@ (Ko t) - gf(Xt’ )) t2dt — 0, n— o0 cs.

Como la convergencia c.s. implica la convergencia en probabilidad (ver diagrama A.4), se

sigue que

n—oo

dfn 9 2
[ (- Lon) o % o

La proposicién 2.39 implica que

2 0fn P [?0f 2
" a (Xt7 )UtdBt njoo " a (Xt7 ) tdBt-
Por tanto, existe una subsucesién {ng}; de {n}, tal que

to 8f
ox

to
/ Oy (X, t)ordBy — —(X¢,t)o?dBy, (3.1.5)
t

ox

1 1
cuando k — oo c.s. (ver diagrama A.4).

Dado que f,, — f cuando k — oo, entonces por lo mostrado en (3.1.4) y (3.1.5), se deduce

que
f(tht?) - f(th,tl)
of of 82f 9 t2 of
= X (X X, dt X dB
/t1 |:at( t’)+8az( ty )Mt+2a 2( t:)t +tl 6( ts )O't ts
para todos 0 < t1 < to < T, lo cual concluye la prueba. O

En la observacién 2.24 y la proposicién 2.41 se estudiaron algunos criterios que pueden
emplearse para calcular integrales estocasticas. Sin embargo, en general, estas herramientas
no son de facil aplicacién, ya que no siempre se obtiene una forma explicita del resultado
de la integral (ver los ejemplos 2.25 y 2.31). La férmula de It6 proporciona una forma
mas accesible para calcular dichas integrales, como se ilustra en la observacion 3.5 y en el
ejemplo 3.6. Ademads, es fundamental para resolver ecuaciones diferenciales estocasticas,

como se detallara en la seccién 3.2.
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Observacioén 3.5.

1. Suponga que f = f(x) es una funcidn con seqgunda derivada continua f"(z). Segin

la formula de Ito,
1
df(By) = f'(Bi)dB: + §f//(Bt)dt~

Esto implica que para cualquier 0 < a <b<T, conT > 0, se cumple que
b 1 b
[ Bz = £ - 18 -5 [ £ (3.1.6)

2. Si f = f(z,t) es una funcidn continua tal que % Y % son continuas, entonces la

formula de Ité para df (By,t) es

2
df (By,1) = gf;(Bt,t)dBt + <‘Z{(Bt,t) + ;gm‘};(Bt,t)) n

lo cual en forma integral se expresa como

) by 1 o2
a o (Bu,1)dB, = f(By,b)~f (Buya)- / o By 1yt / &L Bty (31.7)

para todos 0 < a < b < T. La igualdad en (3.1.7) es conocida como el teorema

fundamental del cdlculo de Ité.

3. Suponga que f(xz,t) = h(t)g(x), donde h es una funcidn una vez continuamente

diferenciable y g es una funcion dos veces continuamente diferenciable. Entonces

b b 1 b
[ w0 (Boas, = nvyg(B) ~ g8 - [ W@eBId 3 [ bog B
(3.1.8)

Esta expresion se denomina la formula de integracion estocdstica por partes.

Note que las igualdades en (3.1.6), (3.1.7) y (3.1.8), son tiles para calcular algunas

integrales estocdsticas.

Se muestran a continuaciéon algunas aplicaciones de la férmula de Itd en el cédlculo es-

tocéastico.
Ejemplo 3.6.
1. Los siguientes son consecuencia del item 1 de la observacion 3.5.

» Considere la funcion f(z) = x2. Entonces d(B?) = 2B;dB; + dt.
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» Si f(z) =€, entonces d(ePt) = ePtdB; + %erdt. Ast, para cualquier t > 0,

t 1 t
/ eBSdBS =eBr 1 / eBsds.
0 2 Jo

La integral fot eBsdBy se discute en el ejemplo 2.25 junto con algunas de sus

propiedades. Ademds, observe que
1 t
Ele®]=1+-E U eBSds} .
2 0

= Tomando f(z) = 2™, m € N, se sigue que dBf* = mB;" 'dB; + m(m —
1)B"~2dt. Por tanto,

t -1 t
B" =m /0 B 4B, + m(mQ) /0 B™2ds.

En particular, dado que {Bgn—l}sew € M?[0,t], m > 2 (los argumentos pa-
ra probar esto son andlogos a los mostrados para el proceso {eBS}SG[O,t] en el
ejemplo 2.25), entonces E [fg B;"_lst} = 0. Por ende,

By ="~ | s

proporcionando una formula para calcular valores esperados de potencias del
movimiento browniano. Por ejemplo, como E [BtZ] =1, entonces £ [Bf] = 3t?
y E [Bf] = 15t3.

= Suponga que se quiere calcular fst In(B2)dB;, donde € > 0. Una forma de hacer
esto, de acuerdo con la observacion 3.5, es buscar una funcién en la variable
x dos veces continuamente diferenciable, tal que f'(x) = In(z?). Observe que la
funcion f(x) = z(In(z?) —2) satisface dicha condicién. Entonces por la férmula
de Ito,

1
d(B;(In(B?) — 2)) = In(B?)dB; + 5t
t

de lo cual

/t In(B?)dB, = B;(In(B?) — 2) — B.(In(B?) — 2) — /t Bids.
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s Andlogamente a los items anteriores se demuestra que

t 1 t
/ sin(Bg)dBs = 1 — cos(By) — 2/ cos(Bs)ds,

0

o

t 1 t
/c s)dBs = sin(By) + 2/ sin(Bs)ds,
0

o

t 1 t
/ BseP*dB, = (B; — 1)ePt +1 — 2/ (Bs + 1)eP+ds,
0

t t
B;

Bs = B ————ds.

/ T B2d arctan(By) —i—/o i BZ)QdS

2. Lo que se expone a continuacion son resultados del punto 2 senalado en la observa-

o

cion 3.5.
» Considere la funcion f(x,t) = (v + t)e_m_%t. Entonces
d((By +t)e B2t) = e Br=3t(_B, + 1 — 1)dB,,
lo que implica que

t
(B, +t)e Bzt = / e~ B:=2%(—B, + 1 — s5)dB,.
0

= El proceso { X }iefo,r), definido por X; = et cos(By), es una martingala respecto
a la filtracion {ft}te[o,T} a la que estd adaptado el movimiento browniano. En

1
efecto, si se considera la funcién f(z,t) = e2'cos(x), entonces

1 1
d(e%t cos(By)) = —eats in(By)dB; + <26§tcos(Bt) — ie%t cos(Bt)> dt

|
t\.’)\»—A

sin(By)dBy.
Esto es, para cualquier 0 <t <T', se tiene que

t
eslc (Bt)_l—/ e2° sin(B,)dBs.
0

Note que {eéssin( Bg)}sepr) € ME[0,T], ya que es continuo y adaptado a la

filtracion {Fi}icor (repitase los argumentos expuestos en el ejemplo 2.25).

/OTE[(ez sin(B )) }ds_/OTE{esl_CO;(zBS)} ds

T
_;/0 ¢* (1 — Elcos(2B,)]) ds,

Mds atin,
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donde

1
\V2Ts

22
E[cos(2Bs)] = / cos(2x)e” % dr = e 2.
R

T 9 1 T
/ E (eés sin(BS)) ds = / ef(1 — e )ds < oo,
0 2 Jo

puesto que la funcion s — e*(1 — e~2%) es continua, y por tanto acotada en
[0,T]. Esto muestra que {e%S sin(Bs) }sepo,r) € M?[0,T]. En consecuencia, por el
teorema 2.26 dicho proceso es una martingala respecto a la filtracion {Fs}sepo,1]-
Dado que el proceso constante {1}se[o,T] es una martingala, por la observacion

1.23, se sigue que
1 t 1
{e2? cos(Bs)}sejor) = ¢ 1 —/ e2°sin(B;s)dBs ,
0 s€[0,T]
es una {Fs}sefo,r)-martingala.

. 1 .
Andlogamente, se demuestra que el proceso {eztcos(Bt)}te[OvT] es una martin-

gala respecto a la filtracion {F}eepo,r)-

= Se puede probar que
t t t I
/0 sBydBy = 5 (Bt2 — 2) - 2/0 BZds,
t
/ e2 cos(Bs)dBs = e? sin(By),
0
t s t
/ e2 sin(Bs)dBs = 1 — e2 cos(By),
0
3. Considere el proceso de Ito

t 1 t
Xt:/ YSdBS/ Y2ds,
2
0 0

donde 0 <t<1yY € M2 [0,1]. Si f(z,t) = €%, entonces, aplicando la férmula de

loc

Ito, se tiene que
t
Xt = 1+/ e™*Y,dDB;.
0

Por tanto,

t 1 t t S 1 s
exp (/ Y,dBg — 2/ Y82d3> =1 +/ exp (/ Y., dB, — 2/ deu)stBs.
0 0 0 0 0
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3.2. Teorema de existencia y unicidad para EDE’s

En esta seccidn, se presenta el teorema de existencia y unicidad para EDE’s. Dicho resul-
tado es fundamental en el calculo estocastico, ya que establece condiciones bajo las cuales
se puede garantizar la existencia y unicidad de una solucién fuerte para una EDE dada.
En este texto, se estudian tinicamente este tipo de soluciones. No obstante, cuando no es
posible encontrar soluciones fuertes para una EDE, se pueden buscar soluciones débiles,
que son soluciones en distribucion. El lector interesado en profundizar maés en este tema

puede consultar en (Klebaner, 2012), pp. 137-143.

Definicion 3.7. Un proceso continuo X = {Xt}te[O,T]; se dice que es una solucion fuerte
de la EDE

dXt = M(Xt7t)dt + O'(Xt, t)dBt, te [O,T],

donde 1 € M}

loc

[0,T] y o € M?

loc

[0,T], si

X =Xo+ /Ot w(Xs, s)ds + /OtU(XS,s)dBS,
con probabilidad 1, para cada t € [0,T].
A continuacion, se exponen algunos ejemplos que ilustran la definicién 3.7.
Ejemplo 3.8.

» El proceso {Xt}te[O,T] definido por X; = ePt es una solucién fuerte de la EDE
1
dX; = §Xtdt + X:d By,
lo cual se tiene por el ejemplo 3.6.

» El proceso Xy = % es solucion fuerte de la EDE
dX; = ! Xedt + ! dB
TR

Esto se sigue de la observacion 3.5.

A continuacién, se estudian algunas EDFE’s y se discuten sus métodos de solucién. Para
esto, se verd que la féormula de Ito es clave. Ademads, se demostrard que, en ocasiones, las
soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias pueden proporcionar intuicién y facilitar

la visualizacion de las formas de las soluciones en el contexto estocastico.
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Ejemplo 3.9.

1. Considere la EDE dada por

dSt = O[Stdt + ,BStdBt, (321)
donde o, B € R*. Si se divide la ecuacion (3.2.1) por Si, se obtiene que ds—it =
adt + BdBy (cabe destacar que esta manipulacion tiene como objetivo ofrecer una

idea intuitiva o una posible forma de solucionar la ecuacion). Por el término ds—stt, se

introduce la funcion f(z,t) = In(x). De acuerdo con la formula de Ité, se tiene que

L

11 1
d(In(Sy)) = (St Sy — 2525%&) dt + gtﬁstdBt
t

1
= (a — 252> dt + BdB;.
Ast, para cualquier t > 0,
t t
In(S;) =1In(Sp) +/ <a — 52> ds+ | BdB,
0
1

Por tanto,

Sy = Spexp <<a — ;,6’2> t—l—,@Bt> .

Al proceso {Xs}scr+ €s conocido como movimiento browniano geométrico y es uti-
lizado para modelar los precios de acciones y bonos y para el valor de una cartera.
En dicho contexto, las cantidades o y o representan la tasa promedio de rentabilidad
y la volatilidad, respectivamente (ver (Grigoriu, 2013), pp. 534-535). La figura 3.1

muestra una trayectoria del proceso (3.2.1) para o =1y B> = 1/2.

2. Se procede a resolver la ecuacion de Ornstein-Uhlenbeck
dXt = *OéXtdt + ﬁdBt, (322)

con o, B > 0. Antes de encontrar el proceso Xy que satisface dicha EDE, observe
que en ecuaciones diferenciales ordinarias, la ecuacion dX; = —aXdt tiene como
solucion Xy = e~ . Considere entonces la funcion f(x,t) = e *z. Asi, por la

formula de Ito,

de™™X;) = —ae™ ™ Xydt — ae” " Xydt + Be”*'dB;.
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=

Figura 3.1: Trayectoria del movimiento browniano geométrico.

Esto es, para t > 0,

t t
e X, = Xy — 2&/ e Xyds + 5/ e “*dB;,
0 0

lo que no permite encontrar de manera explicita el proceso X, ya que hay dependencia
de €l en la integral f(f e~ X ds. No obstante, si se toma la funcién f(x,t) = ez,

entonces

d(eX;) = (aeo‘tXt — ozeo‘tXt) dt + Be*tdB,
:Beo‘tdBt.

En consecuencia,

t
X; = Xoe ' 4+ 8 / e =) gpB,. (3.2.3)
0

Con lo anterior, note que las ecuaciones diferenciales cldsicas pueden dar una idea
intuitiva de solucion, que, en ocasiones, se busca que involucren una combinacion
entre una funcién conveniente determinista (como e*) y el término x (o una funcién
en la variable x). La figura 3.2 exhibe una trayectoria del proceso, para o = 10 y
8 =0,2.

Note que cuando t — oo, la condicion inicial Xg decae exponencialmente. Ademds,

—a(t=s) es continua y de variacion acotada, entonces por

dado que la funcion s — e
propiedades de la integral de Wiener, se sigue que F [fg e~ t=5)qB,| = 0, con lo
cual

E[X{] = e “E[X).
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Si Xo es una v.a. Fo-medible, de acuerdo con la isometria de Ito, la proposicion

A.38 y el teorema 2.26, se deduce que

2
Var[X;] = e~ 2 Var{Xo] + ;La (1- e_QO‘t) .

Asi pues, cuando t — oo, entonces

E [Xt] — 0,

-0.2 1 1 L 1 I 1 [ 1 I

Figura 3.2: Trayectoria del proceso descrito por la ecuacién de Ornstein-Uhlenbeck.

Elmodelo descrito en (3.2.2), en principio, fue utilizado por los fisicos L. S. Ornstein
y G. E. Uhlenbeck para estudiar la velocidad de una molécula individual de gas en
1931, aunque planteado de una forma un poco diferente ya que las EDE no habian
surgido aun. En finanzas, el proceso de Ornstein-Uhlenbeck se emplea a menudo
para modelar tasas de interés, volatilidad y otras variables financieras que tienden a

revertir a una media a largo plazo (Steele, 2001), pp. 138-140.

3. En este ejemplo, se expone un método de solucion para algunas EDE y se ilustra su
aplicacion con un caso en particular. En el item 2 se encontro que la solucion a la

EDFE (3.2.2) tiene una solucion de la forma

X, = a(t) (Xo + /0 t b(s)st> | (3.2.4)
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Aplicando la regla del producto 3.3, la diferencial del proceso anterior estd dado por

pr:d@)(Xb+:AtMSﬁU%>(ﬁ+%ﬂﬂd<ﬁb+:AtMsﬁU%>

=a'(t) (Xo + /t b(s)st) dt + a(t)b(t)dB;
0

a’'(t)

a(t)

donde a(0) # 0. Lo anterior, es ttil para dar solucién a EDE’s lineales en dt y con

Xtdt + a(t)b(t)dBt,

coeficientes que dependen de t en dBy. Para tlustrar esto, considere la ecuacion
2
dXt = tXtdt + e%dBt, XO = X0. (325)

Se busca como solucion un proceso { X}y tal que satisfaga (3.2.4). Entonces se debe

de satisfacer que

0%

N

., . . . . . = .
Una solucion de la primera ecuacion diferencial es a(t) = ez . Asi, se puede tomar

b(t) = 1. En consecuencia, el proceso buscado es

9 t
X, =7 <x0 + / st>
0

+2
=e2 (I‘O + Bt)

Cabe destacar que dicho proceso también puede ser obtenido aplicando la formula
2
de It a la funcion f(z,t) = e7x. La figura 3.3 exhibe una trayectoria al proceso

solucién de la EDE (3.2.5).

Las imdgenes de los items 1, 2 y 3 son tomadas de (Privault, 2021), pp. 17-18.

. De manera andloga a lo realizado en el punto 3, una solucion de la EDFE

T

X
dX! = BdB; — 7 L tdt, 0<t<T, (3.2.6)

con condicion inicial XOT =0ypB>0,es
T
T—1t
XtT:B/ Tist, 0<t<T.
0 — S

A dicho proceso se le conoce un puente browniano, ver figura 3./.
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LU

Figura 3.3: Trayectoria del proceso descrito por la EDE (3.2.5)

A continuacion se muestran algunas de sus propiedades. Considere la funcion f(s) =
B(T —t)/(T —s), s €[0,t], t € (0,T). Entonces f € L[0,t], puesto que

/52 <§_t> ds:ﬁzt(TT_t) < 00

Por tanto, por la proposicion 2.29, se tiene que

5/ 7dB ~N<O BQKTT”),

para todo t € [0,T). Mds ain, gracias a la isometria de Itd,

t T — 2 T —
1X¢ F200) = E[(X{)?] = 52/0 (T_f;) ds = BQt(Tt)'

, T o
lim [| X7 (2@ = 0.

Bt—%t

5. La EDE dX; = X:dB; tiene como tunica solucion el proceso Xy = e . Para

demostrarlo, tome la funcion f(x,t) = ™3, Entonces por la formula de Ito, el

diferencial d(eBt_%t) estd dado por

2
:eBtiétdBt.

d(eBt*%t) = <—1eBtét + ;eBt§t> dt + eBtfétdBt
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0.2 1

0.0 1

—0.2 1

Xt™1

—0.4 4

—0.6 4

—0.8 4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.4: Trayectoria del puente browniano para § =1, T = 1.

Asi mismo, se prueba que d(1/Xy) = (1/Xy)dt — (1/X;)dBy. Suponga que Y =
{Yt}te[o,T] es otro proceso que satisface dicha EDE con la condicion inicial Xg = Yp.

De acuerdo con la proposicion 3.3,

d <Yt> —Yid ( ! ) b d) - Lva

Xt Xt Xt Xt
1 1 1 1
=Y; | —dt — —dB —Y;dB; — —Yidt
t<Xt X, t>+Xtt t Xtt
=0.
Por tanto, para todo t € [0,T], con T > 0, se sigue que
i Y
X, Xo
Asi, Xy =Yy para cada t € [0,T).
6. Considere la EDE
1 2
dX; = 3Xt3 dt + 3Xt3 dB;. (327)

2

Tome a > 0 y fu(x) = (¢ — a)*. Entonces f1(x) = 3(fa(®))} y f1(x) = 6(fa(x))?.

ol
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Utilizando la féormula de Itd, se tiene que

AFa(B2) =3fa(B)E By + S6(fa(B) bt

=3(fa(By))3dB; + 3(fa(By))3 dt.

Esto muestra que, para cada a > 0, f,(B;) es solucion de (3.2.7). Observe que

una forma intuitiva de escoger la funcion f, es mediante la teoria de ecuaciones

diferenciales ordinarias, ya que las soluciones de y' = 3y*/*

(v —a)3.

son de la forma y =

En el ejemplo 3.9 se resuelven algunas EDE clasicas. Sin embargo, al igual que en la teoria
de ecuaciones diferenciales ordinarias, generalmente es dificil encontrar de manera explici-
ta una solucién fuerte para una EDE y, ain mas, garantizar su unicidad. Por ejemplo,
en el item 6 se muestra que una EDE puede tener infinitas soluciones. Por lo tanto, es
necesario establecer condiciones bajo las cuales se pueda determinar la existencia y unici-
dad de soluciones. El siguiente teorema especifica estas condiciones. Para su demostracién,
consulte en (Steele, 2001), pp. 142-148.

Teorema 3.10. (Teorema de existencia y unicidad para EDE’s). Suponga que los coefi-
cientes de la EDE

dX; = w( Xy, t)dt + o(Xy, t)dBy, con Xo =20 y0<t<T, (3.2.8)

satisfacen la condicion de Lipschitz en la variable espacial x, es decir, existe K > 0 tal
que

() — iy, O + Lo, t) — oy, D < Kla— g, mye R (3:29)
y la condicion de crecimiento
\u(z, 1) + |o(z, 1) < K1 + |z]?), z €R. (3.2.10)

Entonces existe un proceso continuo y adaptado, X = {Xt}te[O,T]7 uniformemente acotado
en L2(Q), esto es,

sup F [th] < 00,
0<t<T

el cual es solucion fuerte de (3.2.8). Ademds, si {Yi}ic[o,r) €s otro proceso que satisface

dichas propiedades, entonces

PH{w e Q: X, =Y, para todo t € [0,T]}] = 1.
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Observacion 3.11.

1. La hipotesis (3.2.9) asegura que la EDE (3.2.8) tiene a lo mds una solucion.

En el item 6 del ejemplo 3.9, se estudia la EDE
1 2
dXy = 3X? +3X2dDBy,

y se demuestra que dicha ecuacion tiene infinitas soluciones. Esto se debe a que no
satisface la condicion de Lipschitz (3.2.9), ya que de ser cierto existiria M > 0, tal

que
323 — 3y3| < Mz —yl,
1325 — 35| < Mlz —yl.

En la primera desigualdad, tome x = 1/n® yy = 0, con n € N. Entonces 3/n <
M/n?, lo que implica que n®> < M/3, para todo n € N. Dado que M > 0 es una
constante fija, esto es una contradiccion. De la misma manera, se puede probar que
la desigualdad |3:c% - 3y§| < M|z — y| no es vdlida.

Cabe destacar que la condicion de Lipschitz se cumple en la ecuacion dX; = XdB;

del item 5, donde ya se habia probado la unicidad de la solucion X; = B3t

2. La condicion (3.2.10) garantiza que la solucion X; no tiende a oo en tiempo finito.
Por ejemplo, la ecuacion diferencial dX; = X}2dt+0dBy con condicion inicial Xo = 1,
para 0 < t < 1, tiene como solucién Xy = (1—t)~1. Note que la funcion u(z,t) = 22,

no satisface la desigualdad (3.2.10). Ademdas, X; explota cuando t — 1.

Se retoma a continuacion el ejemplo 3.9, estudiando la unicidad de las soluciones presen-

tadas en él.

Ejemplo 3.12. Las soluciones de las EDE’s presentadas en los items 1, 2, 3y 4 son
iunicas, de acuerdo con la observacion 3.11. En caso de la EDE dS; = aSydt + BS;dB,
para t € [0,T], se tiene que

oz — ay|? + |Bz — By|* = (o® + 57|z — yI,

para todos x, y € R. Asi, tome K = (a® + %) en (3.2.9).
Para la EDE dX{ = BdB; — X/ /(T — t)dt, con t € [0,T), note que
2

. Y | —1p-pP2=

T—-t T-—t

mm —yl? <z —yl*.

2
Andlogamente, para las ecuaciones dX; = —aXidt + BdB; y dX¢ = tXdt + e%dBt, con

t € 10,T], considere K como o y T?, respectivamente.



Apéndice A
Elementos basicos de probabilidad

En este capitulo se presentan definiciones y resultados béasicos de probabilidad, que son
fundamentales para el desarrollo del trabajo. En la seccién A.1, se introducen los conceptos
de espacios de probabilidad y variables aleatorias (v.a.). Asi mismo, se definen la ley y
distribucién de una v.a. y se presentan algunas de sus propiedades. Se demuestra que existe
una correspondencia biunivoca entre la ley y la distribucién de una v.a. En la seccién
A.2, se exponen diferentes tipos de convergencia como en medida, casi seguramente, en
probabilidad, entre otras; y sus propiedades. En la secciéon A.3, se estudian los conceptos
de independencia de eventos, o —&lgebras y v.a. Por ltimo, en la seccién A.4, se explica
la esperanza condicional de una v.a. X definida en el espacio de probabilidad (€2, F, P)
dada una sub-o- dlgebra G C F, mediante ejemplos y propiedades. Se verd que esta es
una funcién G- medible, y que la informacién suministrada por esta nueva v.a. puede ser

interpretada como el mejor valor de X dado que ocurrié G.

A.1. Espacios de probabilidad y variables aleatorias

La forma de modelar un experimento aleatorio, es decir, un experimento cuyo resultado

no se puede conocer con certeza, es a través de espacios de probabilidad.

Definicién A.1. Un espacio de probabilidad es una tripla (2, F, P), donde Q es un con-

junto, F C 2% es una o- dlgebra en Q, y P es una funcion definida en F tal que
(i) P(0) =0, P(Q) =1,

(i) P (UpenAn) = >onen P(An), siendo {Ap}nen una sucesion de elementos de F tal
que AiNA; =0, para i, j €N, i< j.

123
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En otras palabras, la tripla (Q, F, P) es un espacio de medida finita, con P(2) = 1. En lo
que sigue, a §) se le llama espacio muestral, a los elementos de F eventos y a la medida

P una medida de probabilidad o probabilidad en F.

Observacion A.2. A lo largo del trabajo, se considera el espacio medible (R, B(R)), donde
B(R) denota la o-dlgebra de Borel generada por los conjuntos abiertos de R (ver capitulo

7 de (Bauer, 2011)).

Dado un espacio de probabilidad (€2, F, P), es fundamental considerar funciones definidas
en ) que describan numéricamente el resultado de un experimento aleatorio. A dichas

funciones se les llaman variables aleatorias (v.a.).

Definiciéon A.3. Una variable aleatoria X es una funcion X : (Q,F,P) — (R,B(R))
medible, es decir, X 1(A) € F, para todo A € B(R).

Suponga que (2, F, P) es un espacio de probabilidad y X es una v.a. definida en Q. Se
desea asociar al espacio medible (R, B(R)) una medida que dé cuenta de la probabilidad
de que X tome valores en un boreliano A. Observe que la funcién Py, definida en B(R)

como

es una medida de probabilidad en B(R), y se denota también por Px(A) = P(X € A). A

Px se le conoce como la ley o distribucion de X.

La figura A.1 da claridad sobre la construccion de la ley de una v.a. a partir de la medida
de probabilidad P.

X—l
B(R)

F
P

[0,1]

Figura A.1: Construccion ley de una v.a.
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Ahora bien, para cada a € R, considere el intervalo A = (—o0,a] € B(R). Entonces se

puede calcular Px(A) y definir la funcién Fx en R por
Fx : R —[0,1],
a »P[X <a] = Px((—00,a]) = P[X € (—o0,a)].
A Fx se le denomina como la funcion de distribucion acumulada de X.

La siguiente proposicién muestra algunas propiedades de la funcién de distribucién acu-

mulada.

Proposicion A.4. Suponga que X es una v.a. definida en el espacio de probabilidad
(Q, F,P). Entonces su funcion de distribucion acumulada, Fx, satisface las siguientes

propiedades:
1. F'x es creciente,
1. Fx es continua por derecha,

. lim Fx(a) =0y lim Fx(a)=1.

a——00 a——+00
Demostracion.

I. Tome a, b € R con a < b. Entonces, (—o0,a] C (—o0,b] y, por lo tanto, Fx(a) =
Px ((=00,a]) < Px((—00,b]) = Fx (b).

11. Considere x € R y tome una sucesiéon {z,}, tal que x, | z. Es claro que para
todo n > m, se cumple (—o0,z,| C (—00, ], lo cual implica que (—oo,x,] |
), (=00, ], siendo Px ((—o0,z,]) < oo para cada n. Por el teorema de continuidad

de medida, se obtiene que

1im Py ((—00,an]) = Px (ﬂ (—oo,:vn]> = Px((—o0, z]).

neN

En consecuencia, lim,,_,o Fx(z,) = Fx(z).

11. Suponga que {Zy,}n, {yn}n son sucesiones tales que x,, T 0o y y, | —oco. Entonces,

(=00, zp] TRy (—00,yn] | 0. Por el teorema de continuidad de medida, se sigue que

lim Fx(z,) = lim Px((—oo,z,]) = Px (U (—oo,xn]) = Px(R) =1,

n—oo n—oo
neN
A Fx(yn) = M Px((=00,yal) = Px (ﬂN (—o0, m) = Px(0) = 0.
ne
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O

Con lo expuesto anteriormente, observe que Fx se ha construido a partir de la ley de la

v.a. X (ver figura A.2). Note ademds que para todos —oo < a < b < oo, se satisface que

Px((a,b]) = Px((—00,b] \ (—00,a]) = Px((—00,b]) — Px((—00,4a]) = Fx(b) — Fix(a).
(A.1.1)

g
R B(R)
PX

[0,1]

Figura A.2: Construccién funcién de distribucién de una v.a., siendo ¢ la funcién a —

(—o0, al.

El teorema A.5 establece que a toda funcién de distribucién se le puede asociar una medida
de probabilidad en B(R), para la cual en un intervalo de la forma (a, b] la relacién (A.1.1) es
vélida. En consecuencia, existe una correspondencia biunivoca entre la ley y la distribucion

de una v.a.

Teorema A.5. Suponga que F' es una funcion definida en R, que satisface las condiciones
I, 1T y 11 de la proposicion A.J. Entonces existe una unica medida de probabilidad pr en
B(R) tal que

pur((a,b]) = F(b) — F(a), para todo (a,b] € .7,
siendo & la familia de intervalos en R.

Demostracion. Considere C' = 0U{(a,b] : a,b € R,a < b} y defina en esta clase vg((a, b)) =
F(b)—F(a), vr(0) = 0. Entonces, v es una medida en C'. Tome ahora C' = CU{(—0c0, a] :
a € R}U{(b,00) : b € R} y C” como la clase de todas las uniones de elementos de C’
de a pares disjuntos. Asi, C” es un &lgebra que genera a B(R) y los elementos de C”
son uniones contables de elementos de C' a pares disjuntos. Para todo A € C”, se define

pr(A) como la suma de las medidas vp([;), siendo A = U;I; con I; € C para todo j.
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Debido a la construccion de pp, se sigue que pp coincide con vr en C'y pp es una medida
en C”. Luego, por el teorema de extensiéon de Carathéodory, ur se puede extender a
o(C") = B(R). Ademds, al ser F' una funcién de distribucién, pp es o—finita y pu(R) = 1.
Por tanto, up es una medida de probabilidad tnica en B(R). Los detalles de la prueba se

pueden encontrar en el capitulo 2 de (Roussas, 2014). ]

Se introducen los conceptos de esperanza y varianza de una v.a. X, que intuitivamente
representan el valor medio de los valores tomados por X y una medida de la variabilidad

de estos alrededor de la media.

Definicién A.6. Sea X una v.a. definida en el espacio de probabilidad (0, F,P). Si X
es integrable, es decir, [, |X|dP < oo, la esperanza matemdtica, denotada por E[X], estd

dada por
BlX] = / XdP.
Q

Asi mismo, si X es cuadrado integrable, lo que equivale a decir que E[X?] < co, se define

la varianza de X como la cantidad
Var|X] = E[(X — E[X])?] = E[X?] — E[X]?.

La siguiente proposicién relaciona la esperanza de una v.a. en €2, con la esperanza de una

v.a. en R.

Proposicién A.7. Suponga que X es una v.a. definida en (2, F,P) yg:R — R es una

funcion integrable respecto a la ley de la v.a., Px. Entonces se satisface que

E[Q(X)]Z/QQ(X)dPZ/g(m)dPX.

R

Demostracion. En primer lugar, suponga que g =14, con A € B(R). Asi, g(X) =1x-1(4),

puesto que para cada w € €2,

(90 X)(w) =g(X(w)) =Ta (X(w)) =Tx-1(4) (w)-

Por tanto,

[ 9x1aP = [ 1x-sqa) P = POCN(A) = Px() = [ 1adPx.
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Sea g una funcién simple no negativa, es decir, g = > 1" ; o; 1;, cona; > Oparai=1,---,n

y {Bi," -, Bn} una particién medible de R. Entonces para todo w € €,

(goX)(w) =g(X(w)) = Zai 1B, (X(w)) = ZO@' Tx-1(B) (W)

Se sigue que

Si g es una funcién medible no negativa, existe una sucesién {g,}, de funciones simples
tal que g, T g. Se tiene entonces que para cada n € N, g, se puede expresar como
gn = D% an; 4, , donde ap, >0 parai=1,---,1, y {Ay,, -+, Ay, } es una particién
medible de R. Note que g,,(X) 1 g(X), debido a que para cada w, (g,0X)(w) = gn(X(w))
9(X(w)) = (g0 X)(w). Asi,

/Qg(X)dP:lién/gzgn(X)dPZIfglégn(x)dPX:/Rg(x)dPX-

Por 1ultimo, suponga que g = g7 — ¢~ es una funcién medible, lo cual implica que g(X) =
gH(X) — g (X). Si [, g(X)dP existe, entonces

/ g7 (X)dP < < o / g (X)dP < . (A.1.2)
Q

Q

Pero, por lo demostrado en el caso anterior, [, 97 (X)dP = [, g7 (z)dPx y [o9 (X)dP =
Jg 9~ (z)dPx. Por tanto, por (A.1.2), se sigue que fR z)dPx <000 [pg (z dPX < 0.

Esto muestra que fR g(z)dPx existe y

/Q g(X)dP = /Q g+ (X)dP - /Q g~ (X)dP = /R g* ()dPy — /R g~ (2)dPy = /R g(z)dPx.

O]

En la proposicion A.7 se explica que si g es una funcién integrable respecto a la ley de la
v.a. X, Px, entonces la esperanza de la v.a. g(X) coincide con la integral [, g(x)dPx. En

general, si g es Riemann-Stieltjes integrable en todo compacto [a, b] de R (ver definicién en
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la seccién B.1 del apéndice B), entonces fR g(z)dPx se puede calcular como una integral
de Riemann-Stieltjes de g respecto a la funcién de distribucién F'x, como se expone en la
proposicién A.8. La demostracién de este resultado puede ser consultada en (Fristedt y
Gray, 2013), p. 111.

Proposicion A.8. Suponga que g : R — R es una funcion medible y Riemann-Stieltjes
integrable respecto a la funcion de distribucion Fx de la v.a. X, en todo intervalo |a,b]
con < 0o < a<b<oo. Entonces, si ng(x)dPX existe, se tiene que
/ g(z)dPx = / g(z)dFx.
R R

Las v.a. se clasifican de acuerdo con su funcién de distribucién. De manera més precisa,
suponga que X es una v.a. definida en el espacio de probabilidad (€2, F, P) y sea Fx su
funcién de distribucién. X es llamada una v.a. discreta si X (£2) es un conjunto a lo més
numerable de R, lo que es equivalente a decir que F'x es una funcién escalonada. Por otro
lado, X se llama v.a. continua si X () es un conjunto continuo de valores en R, lo que
implica que F'x es continua. En particular, si existe una funcién integrable no negativa fx

tal que para todo = € R,
X
Fx(z) = / Fx()dt.
—00

entonces X es una variable aleatoria absolutamente continua. En dicho caso, fx es conocida
como la funcion de densidad de la v.a. X y Fx es una funcién absolutamente continua. (La
definicién y propiedades de las funciones absolutamente continuas pueden ser encontradas
en el capitulo 1 de (Chung, 2001)).

En lo que sigue, se ilustran algunos ejemplos de variables aleatorias discretas y continuas.

Ejemplo A.9.

= En un experimento, se desea determinar el nimero de veces que al lanzar una mo-
neda resulta en cara de N = 2 intentos. Para esto, considere el espacio de proba-
bilidad (2,2, P), donde Q = {CC,CS,SC,SS} y P estd definida por P({CC}) =
P({CS}) = P({SC}) = P({SS}) = 1/4. Aqui, C y S denotan los posibles resultados
“cara” y “sello” al realizar una repeticion. Defina X : 0 — R como el numero de
caras obtenidas al lanzar una moneda dos veces. Observe que X es una v.a. discreta

y puede expresarse como

X =0-1gssy +1- 1yes,scy 12 1qcoy -
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El tipo de v.a. que permiten describir experimentos como el descrito anteriormente se
estudia mediante la distribucion binomial, la cual, es una distribucion de probabilidad
discreta que modela el numero de aciertos en N ensayos Bernoulli. Se asume ademds,
que el resultado en una repeticion no afecta a lo ocurrido en otra. El lector interesado
puede consultar mds sobre esta distribucion en (Wackerly, Mendenhall, y Scheaffer,
2014).

Una distribucion de gran importancia en el estudio del movimiento browniano y del
cdlculo estocdstico es la distribucion normal o Gaussiana. Esta fue introducida por
el matemdatico francés Abraham de Moivre, como una aprorimacion a la distribucion

binomial cuando el nimero de ensayos N es suficientemente grande.

Se dice que una v.a. absolutamente continua X tiene distribucion normal con media
w y varianza o2, y se denota por X ~ N(u,0?), si su funcion de densidad estd dada

por
1

2o

o (@—1)?/202

fx(z) =

Un caso especial de esta distribucion se presenta cuando u =0y o? =1, y se conoce

como la distribucion normal estdndar.

En la figura A.3 se muestran algunas funciones de densidad de v.a. con distribucion
normal. Las curvas en azul y rojo representan las v.a X ~ N(0,1) y Y ~ N(2,1,5),

respectivamente.

En el ejemplo A.10 se muestra como calcular la esperanza de una v.a. discreta y de una

v.a. absolutamente continua. En ambos casos, se asume que las v.a. estan definidas en el

espacio de probabilidad (€2, F, P).

Ejemplo A.10.

= Suponga que X es una v.a. discreta que toma valores en {a;}jcj, donde J es un

conjunto de indices discreto o numerable. Usando la proposicion A.7 (tome g como

la funcidon identidad en R), se tiene que

E[X]:/XdP:/deX:/{ }l‘dpx—l—/ . }{L‘dPX
Q R Uirai RxU;{a;

-y / 2dPx + / rdPy
i JH{ai} R\Ui{a;}

:ZaiPX({ai})+/ dePX
- R

\Ui{ai}

:Zaz‘P(X = CLZ‘).
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0.40 4 — N(0, 1)

--- N(2, 1.5)

0.35 1

0.30

0.25 4

0.20 4

0.15 A

Densidad de probabilidad

0.10 A

0.05 4

0.00 ~

Figura A.3: Funciones de densidad de variables aleatorias con ley normal.

La dltima igualdad se debe a que

/ xdPx = 0,
R~U;{a;}

puesto que Px (R~ U;{a;}) = P(0) = 0.

= Tome X una v.a. absolutamente continua y sea fx su funcion de densidad. Usando

las proposiciones A.7 y A.8, se sigue que

E[X] :/QXdP:/RJ:dPX :/Rq:dFX :/Rxfx(:c)dx,

donde la 4iltima igualdad se debe a que Fx es diferenciable con derivada F' = f c.s.
(ver (Chung, 2001), p. 11). Para los detalles de esta parte de la prueba, consulte en
(Roussas, 2014 ), pp. 385-386. El concepto de casi sequramente (c.s.) es explicado en

la seccion A.2.

Observe que las formulas dadas anteriormente para calcular la esperanza de una v.a. dis-
creta o absolutamente continua, son las definiciones que se dan en los cursos bdsicos de
probabilidad.
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A.2. Convergencias para sucesiones de variables aleatorias

En los cursos bésicos de andlisis se estudian especialmente dos tipos de convergencia para
sucesiones de funciones: la convergencia puntual y la uniforme. Se demuestra, ademas, que
la convergencia uniforme implica la convergencia puntual, pero no viceversa. No obstante,
existen otros tipos de convergencia que también son relevantes en distintas areas de la
matematica y en particular, en la teoria del calculo estocdstico, como lo son la convergencia
casi segura, en probabilidad y en LP, para p > 1. El propédsito de esta seccién es exponer
distintos tipos de convergencia para sucesiones de v.a. y las relaciones entre ellas. En lo que
sigue, (€2, F, P) denota un espacio de probabilidad, y se asume que las v.a. estdn definidas

en el espacio medible (£, F).

El concepto de casi seguramente (c.s.) se refiere a los eventos que suceden con probabilidad
1. Precisamente, un evento N € F ocurre c.s. si P(N¢) = 0, donde N¢ es el complemento
de N. En este contexto, la convergencia casi segura es un tipo de convergencia que se basa

en esta nocién y en la convergencia puntual.

Definicién A.11. Se dice que una sucesion { Xy tnen de v.a. converge casi seqguramente a

una v.a. X y se escribe X, — X c.5. 0 X, 3 X, siexiste N € F tal que P(N®) =0
n—oo n—oo

y Xn(w) = X(w), para todo w € N. Se suele escribir también

p(foco x4 x@))-o

para indicar que X, — X c.s.
n—oo

En otras palabras, una sucesién de v.a. { X}, converge c.s. a una v.a. X, si X, converge

puntualmente a X fuera de un conjunto de probabilidad cero.

Ejemplo A.12.

1. Si{X,}n es una sucesion de v.a. que converge puntualmente a X, entonces

X, — X c.s. En efecto, tome N =) en la definicion A.11.
n—oo

2. Considere el espacio de probabilidad ([0, 1], B(R) N [0,1], o 17), donde jjoq) es la
medida de Lebesgue restringida a B(R) N [0,1]. Para cada n € N defina

n+1
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Entonces X,, — X c.s.
n—o0

Una sucesién de funciones { X}, converge a X uniformemente si, para todo € > 0, existe
N(e) € N tal que si n > N(g), entonces | X, (w) — X(w)| < €, para todo w € Q. Este tipo
de convergencia es més fuerte que la convergencia puntual, debido a que el valor de N(¢)
es uniforme, es decir, no depende de los valores w € ). La convergencia casi uniforme, al

igual que la casi segura, se basa en el concepto de convergencia uniforme de funciones.

Definicién A.13. Una sucesion {X,}, de v.a. converge casi uniformemente a una v.a.

X, y se denota con X, — X cu. 0 X, = X, si para todo € > 0, existe N € F, tal
n—oo n—oo

que u(N) < e y X,, = X uniformemente en N€.

Observe que, en particular, si X,, converge a X uniformemente, entonces X,, — X c.u.
n—oo

Se sabe que si X;,;, — X uniformemente, entonces X,, — X puntualmente. La siguiente
n—o0 n—o0
proposicién muestra que esta propiedad se preserva si se consideran las convergencias c.u.

y C.S.
Proposicion A.14. Si X,, — X c.u., entonces X,, — X c.s.
n—o0 n—o0

Demostracion. Dado que X,, — X c.u., para cada k € N existe N, € F tal que pu(Ng) <
n—00
1/k y X, converge a X uniformemente en Ni. Tome N = (1), Nj. Entonces, se tiene que

uw(N) =0y X, - X puntualmente en N° Por tanto, X,, — X c.s. O
n—oo

Un resultado conocido es que la convergencia puntual no implica la convergencia uniforme.
Un ejemplo es la sucesion {] (nn +1)}n7 cuyo limite es la funcién idénticamente cero. Esta
limitacién se debe a que, en general, los espacios de medida en donde estan definidas las
funciones medibles son no finitos. Sin embargo, en un espacio de probabilidad, que es un
espacio de medida finita (ver definicién A.1), la convergencia c.s. implica la convergencia
c.u. Este resultado es conocido como el teorema de Egorov, cuya demostracién puede
consultarse en (Folland, 1999), p. 62.

Proposicién A.15. Sea {X,}, una sucesion de v.a. que converge a la v.a. X c.s., en-

tonces X,, — X c.u.
n—o0
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Considere {X,, },, una sucesién de v.a. y X una v.a. Sea ¢ > 0. La cantidad P(|X,,—X| > ¢)
puede interpretarse como la probabilidad que X, esté a una distancia mayor o igual que ¢
con respecto a X. Observe que si X, converge a X, deberia suceder que esta probabilidad
tienda a cero cuando n sea suficientemente grande. Si dicha condicion se satisface para

todo € > 0, entonces se dice que X, converge a X en probabilidad.

Definicién A.16. Una sucesion de v.a. { Xy}, converge a una v.a. X en probabilidad y

se denota por X, _1} X, si para todo € > 0,
n o
lim P{we Q: | X,(w) — X(w)|>¢e})=0
n—oo

El concepto de convergencia en probabilidad puede generalizarse a espacios de medida
(X, G, 1) que no necesariamente cumplen con u(X) = 1. En estos casos, la convergencia

se conoce como convergencia en medida.

Ejemplo A.17. Para cada n € N, defina la v.a. X,, = n? 1(0,1/n) €n el espacio de proba-
bilidad ([0, 1], B(R) N[0, 1], y10.17). Tome € > 0. Note que

{z €0,1]: | X,(z)] > e} = {z €[0,1] - n? T0,1/n) () 2 e} C€(0,1/n).

po) ({z € [0,1] : [Xn(2)] = }) < pyo,11((0,1/n)) = 0, n — oco.
P
Por tanto, X,, — 0.
n—o0
Una propiedad importante que relaciona las convergencias c.s. y en probabilidad se expone
a continuacién. Cabe aclarar que esta proposiciéon es valida tnicamente porque las v.a.

estan definidas en un espacio de medida finita.

Proposicién A.18. Suponga que X, <3 X, entonces X, i X, siendo X,, y X v.a.,
n—oo n—oo

para cada n € N.

Demostracion. Sea € > 0. Defina el evento 4,, = {w € Q : |[X,,(w) — X(w)| > €} y la
funcién f, =14,, para cada n. Entonces f, = 0 cs. y 14,< 1, donde la v.ia. w — 1 es
integrable ya que P(2) = 1 < oco. En consecuencia, por el teorema de la convergencia
dominada,

0—/TMHL%dP—IM1 14, du
Q

n—oo n—o0 0

= lm p({w € Q: [ Xn(w) -~ X(w)| 2 £}).
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El reciproco de la proposicién A.18 no es, en general, valido. Sin embargo, si X, § X,
n o

existe una subsucesion {X,, }x de {X,}, tal que X,,, <3 X. Una prueba detallada de
n—oo

este resultado se puede encontrar en (Roussas, 2014), pp. 46-50.

Proposicién A.19. Si X, = X, entonces existe una subsucesion {Xn, e de {Xy} tal
n—oo

que Xp, ij X, donde X es una v.a. con P({w € Q: X(w) # X(w)}) = 0.

Andlogamente a los resultados anteriores, las proposiciones A.20 y A.21 aportan propie-

dades adicionales sobre las convergencias c.u. y en probabilidad.

Proposicion A.20. Si X, C_—? X, entonces X, 5 X,
n—oo

n—oo

Demostracion. Si X, “% X, entonces para cada § > 0, existe F' € F tal que u(F) < 6
n—oo

y X, converge a X uniformemente en F. Esto es, si € > 0, existe N € N de modo que

| X (w) — X(w)| < &, para todo w ¢ F, siempre que n > N. Asi, para n > N, se satisface

que {w € Q: | X (w) — X(w)| > e} € F. En consecuencia,
PH{weQ:|Xy(w) — X(w)| >e}) < P(F) <6,
para todo n > N. Se concluye que X, 2 x. O
n—oo

La demostracién de la siguiente proposicién puede ser consultada en (Roussas, 2014), p.
49.

Proposicion A.21. Suponga que X, B X. Entonces existe una subsucesion {Xn, }i
n—oo

de {Xp}n tal que X, ncj?oo X.

Por 1ltimo, se estudia una de las convergencias més importantes en andlisis y probabilidad,
la cual es la convergencia en los espacios LP(Q), para p > 1 (ver definicién en la seccién
B.3 del apéndice B). Recuerde que una v.a. X pertenece a LP(£2) si su p-ésimo momento

es finito, es decir,
/ | XPdP < 0.
Q

Ademés, se sabe que la funcién || - [|L» : LP(Q2) — R* U {0} definida por ||X||rr =
1
(Jo | X[PdP)? es una norma en LP(2). Por lo tanto, tiene sentido considerar la convergen-

cia de sucesiones en estos espacios con respecto a su norma.

Definicién A.22. Una sucesion de v.a. { Xy}, se dice que converge a la v.a. X en LP(Q),

parap > 1, st

lfm / X, — X[PdP = 0.
Q

n—oo
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Ejemplo A.23. En el espacio de probabilidad ([0,1], B(R) N [0,1], )9 1)), considere la
sucesion { X, }n definida por X,, = ﬁ 10,1/n]- Observe que para p > 2, se tiene que

% 1\" % 11 % _ p¥2
Xl = ( [" () dion) = (55) " =n"% =0,

cuando n — oo. Esto muestra que X,, — X en LP([0,1]), si p > 2.

La demostracién de la siguiente proposicion es una consecuencia directa de la desigualdad

de Chebyshev, la cual establece que para todoe >0y p > 1,
1
PweQ: |X(w)>e}) < Ep/ X |PdP.
Q

Proposicién A.24. Sea {X,}, una sucesion de v.a. Entonces si X, converge a la v.a.
X en LP(Q), entonces X, 5 X
n—

o
El reciproco de la proposicién A.24 no es cierto. En efecto, en el ejemplo A.17, se prueba
que la sucesién {n? 1(0,1/n) }n converge a la v.a. X = 0 en probabilidad. No obstante, para

p=>1,

1
/ In* 1(0,1/n) IPditjo.1] = / n* 1(0,1/n) dpto1) = n*P= # 0, n — occ.
[0,1] [0,1] n

)

Dado que X, — X en LP(f) implica que X, 2 x. Entonces, por las proposiciones
n—o0
A19y A.21, se sigue que X,, =5 Xy X, & X.
n—oo n—oo
La proposiciéon A.25 presenta una condicién que garantiza que el limite de sucesiones de
v.a. con distribucién normal también tiene distribuciéon normal. Su demostracién es una

combinacién de las proposiciones 1.5 y 1.9 de las paginas 12 y 20 del libro (Baldi, 2017).

Proposicién A.25. Suponga que {X,}, es una sucesion de v.a. con distribucion normal

tal que X, — X en LP(QQ), para p > 1, entonces X tiene ley normal.

El diagrama A.4 resume las relaciones entre los cuatro tipos de convergencias estudiadas
a lo largo de esta seccién. Las flechas continuas (en color negro) indican implicaciones,
mientras que las lineas punteadas (en color naranja) representan la existencia de una

subsucesion.

A.3. Independencia de variables aleatorias

En esta seccién, se estudia uno de los conceptos probabilisticos de mayor importancia: la

independencia de eventos, clases de eventos (como las o—élgebras) y v.a. Intuitivamente,
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> C.U.

————————

<
=

.

Figura A.4: Relaciones entre los distintos tipos de convergencia

dos eventos son independientes si la probabilidad de que ocurra uno de ellos no se ve
afectada por la ocurrencia del otro. De manera similar, se puede pensar que dos v.a. son
independientes si ninguna de ellas tiene “efecto” sobre la otra, es decir, la probabilidad de
que tomen valores en cualesquier borelianos A y B no se ve afectada porque estas tomen

sus valores en los conjuntos A y B. De manera formal,

Definicion A.26.

n Se dice que dos eventos A1 € F y Ay € F son independientes si
P(Al N AQ) = P(Al)P(AQ)

Para n > 2, los eventos Ay, - -+, A, € F son independientes si, para todo k > 2 y

cualesquier ny, - -+, ng, con 1 <nj <ng < --- < ng <n, se satisface que
P(A,, NA,,N---NA,,)=P(A, )P(A,) - P(A,,).

Una coleccion de eventos {A; : i € I}, donde I es un conjunto de indices, es inde-

pendiente si toda subcoleccion finita de eventos es independiente.

= Dos clases de eventos C1 y Cy son independientes si cualquier seleccion de eventos
Ay € C1 y Ay € Cy son independientes. De manera similar al item anterior, se
define la independencia de clases finitas y arbitrarias de eventos. En particular, si

las clases C; son o—dlgebras, se habla de independencia de o—dlgebras.

» Considere las v.a. X1 y X9 y sean o(X1) y o(X2) las o—dlgebras generadas por
ellas. Recuerde que o(X;) = X;l(B(R)), j = 1,2. Entonces, las v.a. X1 y Xo son
independientes si las clases de eventos o(X1) y 0(X2) son independientes. Andloga-

mente, las v.a. X1, - -+, X,, son independientes si las o—dlgebras o(X1), - -+, 0(Xy)
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son independientes. Por iltimo, el conjunto de v.a. {X,, : n € N} son independientes

si toda coleccion finita de estas v.a. son independientes.

» Una o—dlgebra G y una v.a. X son independientes si las o—dlgebras G y o(X) son

independientes.
Observe que, para demostrar que las o—algebras Fi, - - -, F, son independientes, es su-
ficiente mostrar que para toda seleccién de eventos Ay € Fi, - -+, A, € Fp, se cumple

que
P(A1N---NA) = P(Ay) - P(A,).

En otras palabras, no es necesario verificar que la igualdad anterior se satisface para toda
subcoleccién de k < n eventos. Esto se debe a que Q € Fj, para todo j € {1,---,n}.
Ademas, es inmediato de la definiciéon que subclases de clases independientes también son

independientes.

De la definicién A.26 se sigue que las v.a. X1, - - -, X, son independientes si para todos
Al S O'(Xl), BN An S O'(Xn),

P(A1 N NA) = P(A7) - P(A,). (A.3.1)

Dado que ¢(X;) = X; '(B(R)) para todo i = 1, - - -, n, entonces A; = X; ' (B;) para algin

B; € B(R). En lenguaje probabilista, se suele escribir X; € B; para indicar el conjunto A;.

Por tanto, la relacién (A.3.1) es equivalente a
P(X, € By, -, Xn € By) = P(X; € By) - - - P(X,, € By).

Ahora bien, suponga que X1, - -+, X, son v.a. tales que para todos By, - - -, B,, € B(R), se
tiene que P(X; € By,---, X, € B,) = P(X1 € By)---P(X,, € By). Sean 0(X1), -+, 0(Xy,)
las o—élgebras generadas por las v.a. X1, - - -, X,,, respectivamente, y tome A; € o(X1),
ooy Ap € 0(X,,). Asi, para cada i € {1,---,n}, existe B; € B(R) tal que 4; = X; '(B;).
Por consiguiente,
P(Ain---NA,) =P(X,€By, -, X, €By)

=P(X,€By)---P(X, €By)

=P(A;)--- P(4,),
lo cual muestra que Xy, - - -, X;, son independientes.

Esto demuestra la caracterizaciéon de independencia para v.a. presentada en la proposicion
A.27.
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Proposicién A.27. Las v.a. X1, - -+, X,, son independientes, si para todos By, - - -,

By, € B(R) se satisface que
P(X1 € By, -, Xn € By) = P(X; € By) - - P(Xy, € By). (A.3.2)

Si bien la proposicién anterior establece un criterio para determinar independencia de v.a.,
puede ser dificil mostrar que la igualdad (A.3.2) es vélida para cada conjunto de Borel. El
siguiente resultado muestra que es suficiente con probar la relacién (A.3.2) para conjuntos
de la forma (—o0,a;], con a; € R. Para una demostracién detallada consulte (Roussas,
2014), pp. 181-188.

Proposicion A.28. Las v.a. X1, - -+, X, son independientes si y solo si para todos aq,

) aneRr
P(Xi<ap, - Xp<a,) =PX; <ay)---P(X, <ay,).

De la proposicién A.28 se sigue que, si las v.a. Xy, - - -, X, son independientes, entonces,
en términos de sus funciones de distribucién (ver definicién y propiedades en la seccién

A1), se satisface

Fxy e xo (a1, an) = Fx,(a1) - - - Fx, (an),
para todos aj, - - - a, € R.

Proposicion A.29. Una v.a. X y una c—dlgebra G son independientes si y solo si X es

independiente a toda v.a. G—medible W.

Demostracion. Sea W una v.a. G—medible. Tome A € o(X) y B € o(W) C G. Entonces
por la independencia de X y G, se tiene que P(AN B) = P(A)P(B), lo que implica que
X y W son independientes. Suponga que X es independiente a toda v.a. G—medible W
y considere B € G. Entonces |p es G—medible, y as{ o(X) y o(15) = {0, B, B%,Q} son
independientes. Por tanto, P(AN B) = P(A)P(B), para todo A € o(X). O

Las proposiciones A.30 y A.31 brindan propiedades adicionales sobre la independencia de

transformaciones lineales y cuadraticas de v.a. independientes.

Proposicion A.30. Suponga que X yY son v.a. definidas en el espacio de probabilidad
(Q,F,P). Si X yY son independientes, entonces para todos a, b, ¢ d € R, con a y b

distintos de cero, las v.a. aX + c y bY + d son independientes.
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Demostracion. Si X y Y son independientes, por la proposicion A.28, se tiene que para
todos z, y € R, P(X <z,Y <y) = P(X <z)P(Y <y). Ahora bien, si se consideran a,
beRT yec, decR, para todos 2/, v € R, se deduce que

PlaX +c<2bY +d<y)=P(X < (2’ —¢)/a,Y < (y —d)/b)
=P(X < (¢ = ¢)/a)P(Y < (y — d)/b)
=P(aX +c <2 )P(aY +d < ).

Por tanto, las v.a. aX + ¢ y bY + d son independientes. Si a y b no necesariamente son

positivos, la prueba es analoga a lo anterior. O

Los argumentos utilizados para demostrar la proposicion que se expone a continuacién son

similares a los presentados para la proposicién A.30.

Proposicién A.31. Silas v.a. X yY son independientes, entonces X2 yY? también son

independientes.

Una consecuencia importante de la independencia de v.a. es la relacién entre la esperanza
del producto de dos v.a. y el producto de sus esperanzas. En particular, si X y Y son
independientes, se cumple que E[XY] = F[X]|E[Y].

Proposicién A.32. Si las v.a. X, Y son independientes y E|X|, E|Y| < oo, entonces
E|XY]| < o y E[XY] = E[X]E[Y].

Demostracion. Suponga que X =14 v Y =]|p, donde A y B son eventos en F. Dado
que X y Y son independientes, entonces las o—éalgebras o(X) = {0, A, A, Q} y o(Y) =
{0, B, B¢,Q} también son independientes. Observe que

E[XY] = E[lans] = P(AN B) = P(A)P(B) = E[14El15] = EIX]E[Y].

Si X y Y son funciones simples positivas, es decir, si se pueden expresar como X =

doitii la, Y = 370, Bj 1p;, donde a; y B; son no negativos para todos i, j, y los
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conjuntos {4y, -+, A}, {Bi1, -+, Bp} son particiones medibles de 2. Entonces

E[XY] = /Q Z > aiBi lans, AP =YY aif; /Q 14,nB;

i=1 j=1 i=1 j=1

= Z Z Oéz',BjP(Ai N Bj)

i=1 j=1

=> > @B P(A)P(By)

i=1 j=1

=) oP(A))  B;P(By)
i—1 =1

_E[X]E[Y].

Ahora, sean X y Y v.a. no negativas. Entonces, existen sucesiones de v.a. simples no
negativas { X, }n v {Yn}n tales que X,, T X y Y,, 1Y, lo que implica que X,,Y,, T+ XY. En
consecuencia, por el teorema de la convergencia mondtona, se tiene que E[X,] 1 E[X],
E[Y,] T E[Y] vy E[X,Y,] T E[X,][Ys]. Segin lo demostrado en el caso anterior, se sigue
que E[X,Y,] = E[X,|E[Y,] T EIX]|E[Y]. Asi, E[XY]| = E[X]E]Y] < cc.

Por dltimo, para cualquier v.a X y Y, la v.a. XY esta dada por
XY =XT-X)Y -y ) =X"Yt - Xty - X YT+ XV,

donde X+ y Y representan las partes positivas de X y Y, respectivamente, mientras que
X~ y Y~ representan las partes negativas. Observe que las esperanzas de las v.a. en cada

sumando son finitas, y por lo que se ha demostrado anteriormente, se deduce que

O]

En probabilidad, ademés de los valores de esperanza y varianza estudiados en la seccion
A.1, existen otras cantidades que también son importantes, ya que pueden proporcionar
informacién adicional sobre las v.a. En particular, la covarianze mide la variacién entre
dos v.a. respecto a sus medias. Especificamente, si X y Y son v.a., entonces la covarianza

entre X y Y esta dada por

Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] — E[X]E[Y].
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Asi mismo, la correlacion entre X y Y indica la fuerza de la relacién lineal entre estas.

Matematicamente, la correlacion se define como
Cov(X,Y)
V/Var(X)Var(Y)

Este valor varfa entre -1 y 1. Si Cor(X,Y) = 0, se dice que las v.a. X y Y no tienen

Cor(X,Y) =

relacién lineal. Note que si X y Y son independientes, de acuerdo con la proposicién A.32,
se tiene que Cor(X,Y) = 0.

Las proposiciones A.33 y A.34 establecen propiedades sobre v.a. independientes con distri-
bucién normal. El lector interesado puede encontrar sus demostraciones en (Baldi, 2017),

p.19 y (Bain y Engelhardt, s.f.), p.214, respectivamente.

Proposiciéon A.33. Si X yY son v.a. con ley normal, entonces X yY son independientes

si y solo la correlacion Cor(X,Y) = 0.

Proposicion A.34. Sean X1, - - -, X, v.a. independientes con distribucion normal. Su-

ponga que X; ~ N (i, 0;). Entonces Y 1" | X ~ N (307 ptir dorq 07)

Se finaliza esta seccién presentando un lema fundamental en la teoria de probabilidad:
el lema de Borel-Cantelli. Este resultado tiene diversas aplicaciones. En particular, como
se estudia en el capitulo 1, es clave para probar propiedades importantes del movimiento
browniano, tales como el teorema del médulo de continuidad de Paul Lévy 1.33 y la ley
del logaritmo iterado 1.37. Antes de mostrar este lema, se estudian los limites superior e
inferior para sucesiones de conjuntos.

En el espacio de probabilidad (€2, F, P), considere la sucesién de eventos { A, },. Los limites
superior e inferior de A,,, denotados por limsup,, A, y liminf, A,,, son definidos por

limsup 4,, = ﬁ G Ay,

n—o0 =
m=1n=m

liminf A,, = A,.
e gl nﬂm

Cabe destacar que los conjuntos limsup,, A, € F y liminf, A, € F. Mas ain,

w € limsup A,, <= para todo m € N existe n € N tal que w € A,
n

< w € A, para infinitos valores de n.

w € liminf A,, <= existe m € N tal que para todo n > m se satisface que w € A,
n

<= w € A, para todos menos un nimero finito de n.
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Esto muestra que

limsup A, ={w € Q : w € A,, para infinitos valores de n},
n—oo

liminf A, ={w € 2 : w € A,, para todos menos un nimero finito de n}.
n—o0

Se presenta a continuacién el lema de Borel-Cantelli, también conocido como la ley 0-1,
ya que dependiendo de si la serie formada por los valores P(A,) converge o diverge, se
garantiza que P [limsup,, A,] es 0 o 1. Consulte la demostracién en (Athreya y Lahiri,

2006), p. 224.

Lema A.35. Suponga que {A,}, es una sucesion de eventos en el espacio de probabilidad

(Q,F,P).

» Primer lema de Borel-Cantelli. Si ), P(A,) < oo, entonces

P [h’m sup An] = 0.

n—o0

» Segundo lema de Borel-Cantelli. Si los eventos {Ay}, son independientes y
> n P(Ay) = 0o, entonces

P [h’m sup An] =1.

n—o0

A.4. Esperanza condicional

En esta seccién se presenta la esperanza condicional de una v.a. definida en el espacio de
probabilidad (€2, F, P), dada una sub-o—4&lgebra G de F. Para su definicién se hace uso del
teorema de Radon—Nikodym y de algunos conceptos, como el de medida absolutamente

continua respecto a otra, los cuales son presentados en la secciéon B.3 del apéndice B.

Sea X una v.a. integrable, es decir, E[|X|] < co. Tome G C F una o—algebra y considere

las funciones u;f y pg definidas en G por

W) = [ X*ap g = [ x-ap aeg.
A A

donde Xt y X~ representan la parte positiva y negativa de X, respectivamente. Entonces

u;f y pg satisfacen las siguientes propiedades:

1. ug y pg son medidas o—finitas en G,
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2. ,ug Y pg son absolutamente continuas respecto a P.

Para mostrar 1, tome una sucesién disjunta {A,} C G. Entonces se satisface que

pg (0) = /X*dP =0,
0
%3 (U An> —/ Xtdp = Z/ XTdP = pk(Ay).
neN U An neN * An neN

Esto prueba que ug es una medida en G. Ahora bien, considere la sucesiéon {Q,}, en G.
Es claro que |J, 2, = Q y 15 (Q) < oo, puesto que E[|X|[] < co. Asi, u es una medida
o—finita en G. Andlogamente se demuestran estas propiedades para fig .

El item 2 sigue del hecho que si A € G es tal que P(A) = 0, entonces ,U,g(A) = pg(A) =0,

ya que las integrales f a4 X TdP y f 4 X dP se realizan sobre un conjunto de medida cero.

Por tanto, por el teorema de Radon—Nikodym, existen tnicas v.a. G—medibles no negativas

YT y Y™, tales que
w0 = [ yrar uga) = [ voar.

para todo A € G. La unicidad se refiere a que si ZT y Z~ son v.a. que satisfacen estas
propiedades, entonces P(Zt =Y T) =1y P(Z= =Y )= 1. Tomando Y = YT — Y,

entonces Y es G—medible y para todo A € G se cumple que

/Ysz/Y*dP—/Ysz/X*dP—/XdP:/XdP.
A A A A A A

Lo anterior motiva la siguiente definicidon.

Definicién A.36. Dada una v.a. integrable en el espacio de probabilidad (Q0, F, P) y una
o—dlgebra G C F, la esperanza condicional de X dado G se define como la unica v.a. Y

(inica con probabilidad 1), que satisface las siguientes propiedades:
» Y es G—medible,
» [, XdP = [,YdP, para todo A€ G.

A la v.a. Y se le denota por E[X|G], BE(X|G) o E9X.

Si X =14 para algin A € F, entonces E[]4 |G| se denomina la probabilidad condicional

de A dado G, y se denota por PYA. Por la definicién A.36 se tiene que

/EHA\Q]dP—/PgAdP—/ 14dP =P(ANB), BeG.
B B B
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Es importante resaltar que la condicién de que E[X|G] sea una v.a. G—medible es crucial.
Si se omite, es trivial que fA XdP = fA XdP para todo A € G, y en dicho caso se podria
tomar X = E[X|F]. Sin embargo, observe que X no necesariamente es G—medible, ya
que G C F. Asi, la v.a. E[X|G] puede interpretarse como el mejor valor de X dada la

informacién suministrada por G.
Ejemplo A.37.

» Suponga que X es una v.a. integrable y considere G = {Q,0}. Sea Y = E[X|7].

Dado que Y es G—medible, entonces Y = ¢ para alguna constante c. Ademds,

/ cdP = / XdP,
A A

para todo A € G. En particular, para A = Q, se satisface que E[X] = c. Esto muestra
que E[X|G] = E[X] c.s. Observe que, como la o—dlgebra G no da informacion, es

de esperarse que el mejor valor de X dado G es su esperanza.

s Sea {B; : i € N} una particion medible de Q, con P(B;) > 0 para todo i € N, y
G = o({B; : i € N}). Observe entonces que G = {Q,0,,c; Bi}, donde J C N. Por
definicion de esperanza condicional, si X es una v.a. integrable, se sabe que E[X|G]
es una funcion G—medible. Por tanto, debe ser constante en cada elemento de la
particion {B; : i € N}. Suponga que E[X|G] = ¢; € R en B;, para i € N. Entonces

se cumple que

/XdP:/ E[X|Q]dP:/ csdP,

para cada i. En consecuencia,

E[X|g] :Z (P(}Bj) /B_Xdp> 18, -

]:]_ J

Para cualquier A € G, se tiene que A = |J;c; Bi, para algin I C N. Dado que
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{B; :i € N} es una particion de §Q, entonces

/ Z(p(B) [, xae)infar=[ 1S (s [, o) | ar

=1

donde en la tercera igualdad se ha utilizado la proposicion B.16, debido a que para

1
fi= (P(Bp A Xdp) e

es integrable, ya que E[|X|] < oo, y

o oo 1
;[P = XdP / | 5.s, dP
;/ﬂ ! ;P(Bj) - o

cada j € N, la v.a.

= BJ
= P(By)| /s,
! / XdP|P(B))
P(B;)| /g, ’
<00.

En particular, si X =14 para algin A € F, entonces para w € Q) existe j € N tal

que w € Bj. Se sigue que

B 1 . P(AOBJ)
PN = gy f, 10 ey

Cabe destacar que este cociente de probabilidades se conoce como probabilidad condi-

cional de A dado que ocurrid el evento B; y se suele denotar por P,(A|Bj). Ademds,
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se puede demostrar que la funcion P9 A(w) = P,(A|B;) (como funcién de A) es una

medida de probabilidad en F, y para cualquier v.a. integrable Y, la integral
1
Y (W)dP,(-|B; :/ YdP = E[Y|G|(w),
Ly @arcin) = s | Y1G)()
donde w € Bj, j > 1.

En la siguiente proposicion se estudian varias propiedades clave de la esperanza condicio-
nal, esenciales para las demostraciones y el desarrollo de la teoria de la integral de It6 que

se aborda en el capitulo 2.
Proposicion A.38. Suponga que X y Y son v.a. integrables.
1. E[E[X|G]] = E[X].

2. Si X es G—medible, entonces E[X|G] = X c.s. En particular, si X =c € R c.s., se
tiene que E[X|G] = ¢ c.s.

3. 8i X >Y c.s., entonces E[X|G] > E[Y|G] c.s.

4. Suponga que para j =1,...,n las v.a. X1, - -+, X, son integrables y c1, - -+, ¢, € R.
Entonces
n n
E ZCij Gl = chE[Xj|Q] c.s.
j=1 J=1

5. E[XW] = E[E[X|GIW] para toda v.a. W G—medible y acotada . Mds ain, si Z es
una v.a. G—medible tal que E[ZW] = E[XW], entonces Z = E[X|J] c.s.

6. SiY es G—medible, entonces E[XY|G] = YE[X|G] c.s.

7. 581G C §, entonces E[E[X|§]|Q] = F[X|G] c.s.

8. Si X es independiente de G, entonces E[X|G] = E[X] c.s.
Demostracion.

1. Tome A = en la definicién A.36.

2. Observe que para todo A € G, se tiene que [, XdP = [, XdP. Ademés, dado que X
es G—medible, por la unicidad de la esperanza condicional, se sigue que F[X|G] = X

C.S.



148 APENDICE A. ELEMENTOS BASICOS DE PROBABILIDAD

3. Considere A € G. Entonces

/AE[X\g]dP:/AXdPZ/AYdP:/AE[Y]Q]dP.

Como E[X|G] y E[Y|G] son v.a. G—medibles, se sigue que E[X|G] > E[Y|G].

4. Para todo A € G, se cumple que
[ S arie | ir =3¢ [ pxigar
A\ — A
J J
=> ¢ / X,;dP
j=1 A
= / > ¢ X;dP.
A

Puesto quelav.a. 377 ¢; E[X}|G] es G—medible, se sigue el resultado por la unicidad

de la esperanza condicional.

5. De la definicién de esperanza condicional A.36, se sabe que si X es una v.a. integrable
y G C F es una o—algebra, entonces se satisface la relacién E[X 14] = E[E[X|G] 14],
para todo A € G. Esto implica que

E[XW] = E[E[X|GIW],

para toda v.a. G—medible W. Para demostrar esto, primero suponga que W es una
funcién simple positiva y use la propiedad 4. Si W es una v.a. G—medible no negativa,
entonces existe una sucesion creciente {W,},, de funciones simples G—medibles tal
que W, T W. En consecuencia,

EXW]=E [X lfm Wn} —F [ lfm XWn] .

n—oo n—oo
Note que { XW,, },, es una sucesién de v.a. F—medibles e integrables. Ademds, X W, 1
XW y | XW,| < |XW| < XM € LYQ), siendo M > 0 una constante tal que
W < M. Asi, por el teorema de la convergencia dominada, E[XW] = lim,, E[XW,,].
Se tiene entonces que

E[XW]= lim E[XW,] = lim E[E[X|G]W,]

n—o0

—F [nlggo E[Xyg]Wn}

=E[E[X[|g]W],
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donde en la tercera igualdad se ha utilizado el teorema de convergencia dominada,

teniendo en cuenta que W,, < M, para todo n.

En general, si W es una v.a. G—medible acotada, entonces la propiedad se deduce
aplicando el caso anterior a las funciones G—medibles y positivas W+ y W, donde

WT y W~ representan la parte positiva y negativa de W, respectivamente.

Ahora, suponga que Z es una v.a. G—medible tal que EF[ZW]| = E[XW], para toda
v.a. W G—medible y acotada. En particular, para todo A € G, si se considera la v.a.

W =14, se cumple que

Por tanto, por la unicidad de la esperanza condicional, se deduce que Z = E[X|J]

C.S.

6. La prueba es andloga a la realizada para el item 5. Primero, se supone que Y es una
funcién de la forma Y =14, para A € G. Con base en esto, se demuestra la propiedad
para funciones simples no negativas. Posteriormente, se extiende la prueba a v.a. G-
medibles no negativas y, en general, a v.a. que toman valores en R. Los detalles de
la prueba pueden ser consultados en (Roussas, 2014), pp. 161-162.

7. Sea G C G. Por la definicién de esperanza condicional se tiene que E[E[X|G]|G] es una
v.a. G—medible. De acuerdo con la propiedad 5, para demostrar que E[E[X |Q~} |G] =
E[X|G] es suficiente mostrar que para toda v.a. G—medible y acotada W, se cumple

que E[E[E[X|G]|G]W] = E[XW]. Para esto, tomando Z = E[X|G], observe que

E[E[Z|GIW] = E|EW Z|G]] = EWE[X|F]] = E[EW X|G]] = E[W X].

8. Dado que X y G son independientes, entonces por la proposicién A.29 las v.a. X y

14 son independientes, para todo A € G. Segun la proposicién A.32, se tiene que

| BLX1914P = BIBIX|G) 1] = BIX 1] = BIXIE[1] = PIXIP(4) = | E[X]aP

Como la v.a. w — E[X] es G—medible, se concluye que E[X|G] = E[X].
O

La proposicién que se expone a continuacién, proporciona propiedades adicionales de la
esperanza condicional. La demostracién detallada puede ser encontrada en (Roussas, 2014),
pp. 160-161, 164-169.
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Proposicion A.39.

1. (Teorema de la convergencia mondtona para esperanza condicional). Si{ X, }n es una
sucesion de v.a. no negativas tal que X, T X para alguna v.a. X con E[|X]|] < oo,

entonces E[X,|G] 1 E[X|F] c.s.

2. (Teorema de la convergencia dominada para esperanza condicional). Suponga que
{X,}n es una sucesion de v.a. integrables y X, — X c.s. Si existe una funcion

integrable Y tal que | X,| <Y, para cada n € N, entonces E[X,|G] — E[X|G] c.s.

3. (Desigualdad de Jensen). Sea X € LY(2). Si ® es una funcién conveza en R y
®(X) € L1(Q), entonces ®(E[X|G]) < E[®(X)|]].



Apéndice B

Fundamentos de analisis

El objetivo de este capitulo es sentar las bases de andlisis real y funcional que se usaron a
lo largo del trabajo. En la seccién B.1 se define la integral de Riemann- Stieltjes, como una
generalizacion de la integral de Riemann, que permite integrar bajo ciertas condiciones
una funcién respecto a otra. En la proposicion 2.30 se demuestra que, si una funcién
determinista es continua y de variacién acotada, entonces se puede integrar respecto al
movimiento browniano, y su resultado coincide con la integrar de Wiener expuesta en 2.3.
Por otro lado, en B.3 y B.2 se exhiben definiciones y resultados importantes sobre teoria
de la integracién y andlisis funcional. Como aplicaciéon de estas secciones, un teorema
sobre operadores lineales acotados entre espacios normados B.13, permite presentar la
integral de It6 como un operador lineal y acotado, simplificando algunos calculos para
demostrar estas propiedades, como lo hacen en algunos libros (Baldi, 2017), (Ribet, 2006),
proporcionando ademas una forma equivalente de definir esta integral. Por 1ltimo, en la
seccion B.4 se exhiben desigualdades y resultados generales sobre los nimeros, funciones
exponenciales, entre otras, que se usaron para demostrar teoremas y proposiciones en el

transcurso del texto.

B.1. Integral de Riemann- Stieltjes

La integral de Riemann- Stieljes fue presentada por primera vez por el matematico ho-
landés Thomas Joannes Stieltjes en 1894, en el articulo Recherches sur les fractions conti-
nues (Stieltjes, 1894). En dicho documento, se planted el problema de determinar el limite
de una fraccién continua, en caso de existir. Como resultado de esto, introdujo el concepto
de funcién creciente y afirmé que la distribucién de masa sobre una recta de origen O

genera una funcion creciente de la distancia de O a zg, y de manera reciproca, una funcién

151
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creciente puede pensarse como una distribuciéon de masa. En teoria de la medida, la equi-
valencia anterior se interpreta como que toda funcién de distribucién (funcién creciente y
continua a derecha, definida en R) genera una medida y, a su vez, toda medida sobre B(R)
genera una funcion de distribucién, ver la construccién de la ley de una v.a. en el apéndice
A y la proposicién A.5. Ahora bien, si F(x) es la funcién de distribucién de una masa m

en el punto z, se presenta la necesidad de determinar ciertos valores como el centro de

L/ dF
[ aar@)

y, en general, calcular expresiones de la forma

/| " p(@)dF (),

donde ¢ es una funcién con ciertas caracteristicas.

masa, es decir, calcular

La idea ahora es definir, como lo hizo Stieltjes, integrales de la forma

[ ot

donde f : [a,b] — R es una funcién acotada y ¢ : [a,b] — es una funcién no constante. Se
suele asumir que g es creciente, pero en lo que sigue, no se va a suponer esto mas que como
una condicién para obtener algunas propiedades. Dada una particiéon P = {a = zg < z1 <

- < xp, = b} de [a, b], se define para cada i = 1, - - -, n, las cantidades

Agi = g(z:) — g(zi-1),
m; = inf{f(z): xi_1 <z <z},
M; = sup{f(z) : ;-1 <z <2},
=mf{f(z):a <z <b},
M =sup{f(z):a <z <b}.
Observe que cada uno de los valores anteriores son finitos ya que la funciéon f es acotada.
Ademas, para todoi =1, - - -, n, se tiene que m < m; < M; < M.

Se definen las suma superior e inferir de Riemann- Stieltjes de f respecto a g, correspon-

diente a la particion P como

f7g7 ZMAgu f797 ZmzAgh
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respectivamente. Dado que m; < M; para todo i, se sigue que L(f,g, P) < U(f,g, P) para
cualquier particién P de [a,b]. Mas aun, se puede demostrar que si incrementa el nimero
de puntos en una particién, las sumas inferiores de Riemann-Stieltjes crecen mientras que
las sumas superiores decrecen, es decir, si () es una particién de [a,b] tal que P C @,
entonces L(f,g9,P) < L(f,9,Q) y U(f,9,Q) < U(f,g,P) (ver (Rudin y cols., 1964), p.
123). En particular, esto implica que para cualesquiera particiones P y @ de [a,b], se

satisface que L(f, g, P) < U(f, g, Q). Dichas observaciones motivan la siguiente definici6n.

Definicion B.1. Se define la suma superior e inferior de Riemann- Stieltjes de f respecto

a g, como

b b
| fdg=ingU(r.9.P). [ fdg=supLis.g.P).
a a P

respectivamente, donde el supremo y el infimo se toman sobre todas las particiones P de
[a, b].

Dado que L(f,g,P) < U(f,g,Q) para todas las particiones P y @Q de [a, b], se deduce que

/:fdgé/abfdg-

En caso tal que ff fdg > f; fdg, se dice que f es Riemann-Stieltjes integrable respecto a
g.

Definicion B.2. Silas sumas superiores e inferiores de f respecto a g coinciden, entonces

[ es Riemann- Stieltjes integrable respecto a g en [a,b], y se denota por

1,(f) = / ' g - / " fa)da(z) = /bfdg =/abfdg.

Se suele usar la expresion f € Ryla, b] para indicar que f es Riemann-Stieltjes integrable

respecto a g en [a, b].

Cabe destacar que la construccién de la integral realizada anteriormente es similar a la
presentada por Riemann para definir su integral para funciones acotadas en un intervalo
compacto. En particular, si se toma g(x) = z, la integral de Riemann coincide con la
integral de Riemann-Stieltjes. Es natural entonces preguntarse si la integral de Stieltjes
preserva todas las propiedades de la de Riemann. Como lo expone la proposicién B.3, se
satisfacen propiedades como la linealidad. Sin embargo, se puede proporcionar un ejemplo
de una funcién continua que no es Riemann-Stieltjes integrable respecto a una funcién g
no constante (ver ejemplo 2.1 del capitulo 2), lo cual marca una diferencia con respecto a

la integral de Riemann.
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En lo que sigue, se muestran algunas propiedades sobre la integral de Riemann-Stieltjes.
El lector interesado puede consultar la demostracién en (Rudin y cols., 1964), pp. 128-129
y (Carothers, 2000), pp. 227-228.

Proposicion B.3. La integral de Riemann-Stieltjes satisface las siguientes propiedades:

1. Si f1, fa € Ryla,b] y a1, as € R, entonces a1 fi + aafa € Ryla,b] y
Iy(arfi + azfo) = arly(f1) + azly(fo).
2. Si f € Ry la,b], f € Ryyla,b] yai, az € R, entonces f € Raygi+asgs[@, 0] ¥
Loygitasg (f) = a1ly, (f) + aalg, (f).

3. fe€Ry(f) siysolosi feRyla,clyfeRylc,bl, para todo c € (a,b). Mds ain,

/abfdg:/acfngr/cbfdg-

4. Si f € Rla,b] es no negativa y g es una funcion creciente, entonces I,(f) > 0.

5. Si fi, fo € Ryla,b] y fi < fa, donde g es una funcion creciente, entonces I4(f1)

Ig(f?)-

IN

6. Si g es una funcidn creciente y f € Rgyla,b], entonces |f| € Ryla,b] y |I4(f)] <
Ly ([ f1)-

7. Si g es una funcion de variacion acotada, entonces toda funcion continua es inte-

grable con respecto a g.

8. (Formula de integracion por partes) Sean f, g funciones acotadas y suponga que

f € Rgyla,b]. Entonces g € Ryla,b] y

b b
/ gdf = g(b) F(b) — g(a) f(a) — / fdg.

Observacion B.4. La propiedad § es de gran relevancia, ya que permite intercambiar el
orden de las funciones f y g involucradas en la definicion B.2, lo cual es util en caso de
que integrar f respecto a g sea quizds mds dificil que su caso reciproco. Por ejemplo, en el

capitulo 2 se quiere dar sentido a la integral

b
/ £t w)dBi(w), (B.1.1)
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donde f una funcion con ciertas propiedades y {Bt}te[a,b] un movimiento browniano 1.25.

Para analizar (B.1.1), una idea inicial seria definir

b b
/ﬂWWWﬂMMﬂMW%

donde la integral del lado derecho corresponde a la integral de Riemann- Stieltjes de f
respecto a {B}¢. En particular, al no haber formula explicita para { B}y como funcion de
(t,w), seria util que se satisficiera la formula de integracion por partes 8, de manera que

se escriba

b b
/fmmﬂmmzf@B@—ﬂwmm—mw/zmmamm. (B.1.2)

En la seccion 2.1 del capitulo 2 se verd que definir (B.1.1) como en (B.1.2) en general no es
practico, ya que limita el conjunto de funciones f para las cuales se pueda integrar respecto
al movimiento browniano. El matemdtico Kiyoshi Ito define (B.1.1) en un sentido similar
al de Lebesgue (ver seccion 2.2). En particular, si f es una funcidn que solo depende de
la variable t, y es continua y de variacion acotada, la integral de Riemann-Stieltjes y la

de It6 coinciden, como se muestra en la proposicion 2.30.

B.2. Elementos de analisis funcional

Esta seccién introduce algunos conceptos de andlisis funcional, tales como los espacios de
Banach y de Hilbert. En particular, se presenta un resultado fundamental para definir la

integral de Itd en el capitulo 2 (ver la proposicién B.13 y la definicién 2.13).

Intuitivamente, la norma de un vector es una cantidad que mide su tamano o longitud.
Generalizando este concepto, se introducen los espacios normados, que son espacios vec-

toriales en los cuales se puede definir una norma

Definicion B.5. Un espacio vectorial X sobre R es un espacio normado, si existe una

funcién || - || : X — [0,00) tal que para todos x, y € X, a € R,
1. ||z|| =0 si y solo si x =0,
2. ezl = |af|l=]],

3 |l +yll < llzll + llyll-

Se suele utilizar la notacién (X, || -||) para indicar que X es un espacio vectorial con norma

|| - ||. La propiedad 3 se conoce como desigualdad triangular.
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Ejemplo B.6.

» La funcién || - |2 : R — Rt U {0} definida por

I za)lle = (Zx )

|=

es una norma en R™.

» Si Cla,b] denota el conjunto de las funciones continuas f : [a,b] — R, la funcion
|- lloo : Cla,b] = RT U{0} dada por

[fllso = sup |f(z)|

z€[a,b]

es una norma en Cla,b].

De manera similar a los espacios normados, surge el concepto de espacios con producto

interno.

Definicion B.7. Suponga que X es un espacio vectorial real. Un producto interno en X
es una funcion (-,-) : X x X — R tal que para todos z, y, z € X y «, f € R, se satisface

que
1. (z,x) >0,
2. (z,2) =0 si y solo si z =0,
3. {ax + By, z) = alx, z) + By, 2),
4. (z,y) = (Y, ).

Es comun usar la notacién (X, (-,-)) para denotar que X es un espacio con producto

interno (-, -).
Ejemplo B.8.

» El espacio (R™, (-,-)), donde (x,y) = > 1" | x;y;, es un espacio con producto interno,

para todo n € N.

» En la seccion B.3.1 se define el espacio L2(X), donde X es un conjunto. La funcién
(-,)p2 : L2(X) x L3(X) — R definida por

(f )iz = /X Fody

es un producto interno en L2(X).
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En el ejemplo B.8 se muestra que (R™, (-,-)) es un espacio con producto interno. Note que

six = (x1,- -+, zy) € R, entonces
n
2 2
HxHQ = <£L',l'> = ina
i=1
donde || - ||2 es la norma dada en el ejemplo B.6. Esto muestra que |z|2 = <x,m>% De

manera general, si (-,-) es un producto interno en el espacio vectorial X, entonces la
funcién || - || : X — R U {0} definida por z — ||z| = <:1c,95>% es una norma en X (ver
(Rynne y Youngson, 2007), pp. 56-57). Esta norma se conoce como la norma inducida por

el producto interno (-, -).

Dos clases importantes de espacios normados en analisis funcional son los espacios de

Banach y los espacios de Hilbert, que se definen a continuacion.

Definicién B.9. Un espacio normado (X, || -||) es un espacio de Banach si toda sucesion

de Cauchy en X converge en X, es decir, X es completo bajo la norma || - ||

Se puede demostrar que los espacios (R™, || - ||2) v (Cla,b], || - ||oc) expuestos en el ejemplo

B.6 son espacios de Banach (ver (Rynne y Youngson, 2007), p. 49).

Definicién B.10. Un espacio con producto interno (X, (-,-)) es un espacio de Hilbert si

X es completo con respecto a la norma inducida por su producto interno.

Los espacios (R, (-,-)) y (L%(X),{-,)12) expuestos en el ejemplo B.8 son espacios de
Hilbert (ver (Kreyszig, 1991), pp. 131-132).

Un concepto fundamental en algebra lineal que aporta importantes propiedades a los espa-
cios vectoriales es el de transformacion lineal. Estas son funciones entre espacios vectoriales
que preservan tanto la suma como la multiplicacion por escalar. Una clase especial de es-
tas transformaciones, cuando se consideran entre espacios vectoriales normados, son las

transformaciones acotadas, que se describen a continuacién.

Definicién B.11. Suponga que (X,|| - ||x) y (Y| - |ly) son espacios normados y sea
T : X — Y wuna transformacion lineal. T se dice acotado si existe un nidmero k > 0 tal

que ||T(x)|ly < k||lz||x, para todo x € X.

El conjunto de todas las transformaciones lineales entre X y Y es denotado por B(X,Y),
y sus elementos se llaman operadores lineales acotados o operadores lineales. Se puede

demostrar que B(X,Y) es un espacio vectorial, ya que es un subespacio del conjunto de
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transformaciones lineales T': X — Y. Més atn, B(X,Y) es un espacio normado, como lo
muestra la siguiente proposicién. Consulte la demostracién en (Rynne y Youngson, 2007),
pp. 97-98.

Proposicién B.12. Suponga que (X, ||-||x) v (Y, ||-|lyv) son espacios normados. La funcion
|- : B(X,Y) — RT{0} definida por

1T () ||y

1T = sup {T'(x)[ly : l|=llx <1} = sup ,
20 ||Zllx

es una norma en B(X,Y) y se conoce como la norma operador.

El siguiente resultado, conocido como el teorema de extension de operadores lineales aco-
tados, establece que todo operador lineal acotado T': D — Y, donde D es subespacio de
un espacio normado X y Y es espacio de Banach, puede ser extendido a un operador lineal
acotado T : D — Y. El lector interesado puede consultar la demostracién en (Kreyszig,
1991), pp. 221-222.

Proposicién B.13. Suponga que T : D(T) — Y es un operador lineal acotado, donde
D(T) se encuentra en un espacio normado X yY es un espacio de Banach. Entonces T

tiene una extension

donde T es un operador lineal acotado de norma

1T =117l

B.3. Elementos de teoria de la integracion

En esta seccién se presentan algunos resultados generales sobre la teoria de la integracion,

los cuales constituyen una base tedrica necesaria para el estudio del célculo de It6.

B.3.1. Espacios L?

Suponga que (X, F, i) es un espacio de medida. Para p > 1, defina el conjunto

Ep(X):{f:X%R:fesmedibley / f|pd,u<oo}.
X

Defina en £? la funcién || - || por

1l = ( /X If!pduy.
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Note que || - ||r no define una norma en £, ya que, por ejemplo, en el espacio de medida
(R, B(R), i), donde p denota la medida de Lebesgue, y tomando f =1g# 0, se tiene que
| fllLe = 0. Por lo tanto, || f||L» = 0 no necesariamente implica que f = 0. Para evitar este

problema, se introduce la siguiente relacion de equivalencia
f~gsiysolosi f=gc.s.

En este caso, observe que si || f|lLr = 0, entonces f = 0 c.s. Esto motiva a considerar el
espacio LP(X) dado por el conjunto de clases de equivalencia de las funciones f : X — R
medibles tales que || f|lLr < oo. Se suele decir que f € LP(X) si y solosi f: X —» R
es medible y ||f]jLr < oo. Es decir, f € LP(X) si y solo si f € £LP(X). Sin embargo, es
importante aclarar que que f es, en realidad, un representante de la clase de equivalencia
de f.Parap=1yp=2si f € LP(X), se dice que f es integrable y cuadrado integrable,

respectivamente.

La funcion

I e - LP(X) = [0, o]

f— (/X f\%)”

es una norma en LP(X), para p > 1. Asi, para todas f, g € LP(X), se tiene que || f+g||Lr <
| fllLe + llgllLe- Esta desigualdad se conoce como la desigualdad de Minkowski, para su

demostracién se utiliza la desigualdad de Holder, 1a cual establece que

19l < [IflleellgllLe,

para cada f, g € LP(X),conp>1,yqg>1talque 1/p+1/qg=1.

Ademds, el conjunto de las funciones simples f = """ | a; ]4,, donde p(A4;) < oo para todo
i, es denso en LP(X). Esto significa que para cada f € LP(X), existe una sucesién {f,}n
de funciones simples tal que f, — f en LP(X). Mds atin, para todo p > 1, (L?, || - |lLe)
es un espacio de Banach, y cuando p = 2, L2(X) es un espacio de Hilbert con respecto a
la norma inducida por su producto interno (ver seccion B.2). Los detalles de las pruebas
pueden ser consultados en (Folland, 1999), pp. 182-183 y (Kreyszig, 1991), p. 132.

Ejemplo B.14.

1. Considere el espacio de medida (N, P(N), ), donde p es la medida de contar. En-

tonces
1

L’ (N)={f:NoR: (Z\f(n)yp>p<oo

neN
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En este caso, se usa la notacion P = LP(N). Observe que

1
= H{aptnen CR: <Z |an|p> < oo

neN

2. Suponga que (Q, F, P) es un espacio de probabilidad. De acuerdo con la definicion
A.3, una v.a. es una funcion Y : Q@ — R F—medible. Para p > 1, el espacio LP ()

es el conjunto de clases de equivalencia de v.a. con p-ésimo momento finito, es decir,

/ YV |PAP < oc.
Q

Para p =1, se dice que Y es una v.a. integrable y se escribe E[|Y|] < co. Recuerde

que
E[]Y|]:/Q|Y|dP.

En este trabajo, los espacios de medida finita son de especial relevancia, en particular,
los espacios de probabilidad (ver definicién en A.1). En la seccién A.2 del apéndice A se
muestra que la finitud proporciona propiedades adicionales en las implicaciones entre los
distintos tipos de convergencia. Por ejemplo, si u(X) < oo, entonces, si f, — f c.s., se
sigue que f,, — f en medida, como lo expone la proposicion A.18. La siguiente proposicién

establece que si p(X) < ooy 1 <p < ¢ < oo, entonces LI(X) C LP(X).

Proposicién B.15. Suponga que 1 < p < q < 0o. Si u(X) < oo, entonces LI(X) C
LP(X).

Demostracion. Tome o« = q/py 8 > 1 tal que 1/a +1/8 = 1. Si f € LY(X), por la
desigualdad de Holder, se tiene que

i< ([ fmcm)g ([ 1an)

™|~

( /. \f\qdu> u(X)H
71 ()
<.

O]

Se finaliza esta seccién mostrando un resultado que garantiza cudndo se puede intercambiar

sumas infinitas con integrales (ver demostracion en (Folland, 1999), p. 55).
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Proposicién B.16. Suponga que {f;}n es una sucesién de funciones en L*(X) tal que

ZjeN fx |fildp < co. Entonces

/ngjduzg/)(fjdu-

B.3.2. Medidas producto

Suponga que (X, A, u) y (Y, B,v) son espacios de medida. El objetivo de esta seccién es
definir una o—algebra en el espacio producto X x Y, denotada por A ® B y conocida
como la o—algebra producto. Ademads, se construye una medida producto u ® v en esta

o—algebra.

Un rectdangulo medible es cualquier conjunto de la forma A x B, donde A € Ay B € B. La
o—4&lgebra producto de Ay B en X XY es la menor o—4dlgebra generada por la coleccién

de rectangulos medibles. Es decir,
AB=0c({AxB:Ac A B¢cB}).

La dupla (X x Y, A x B) es llamado el espacio de medida producto.
Considere E C X x Y. Parax € X y y € Y, se define

Sy(E)={yeY :(x,y) € E}, Sy(F)={rec X :(z,y) € E}.

A los conjuntos S;(E) y Sy(E) se conocen como la z-seccién y y—seccién de E, respecti-
vamente. Se puede demostrar que S;(E) € By Sy(E) € A, paratodox € X yy €Y (ver
(Rudin, 1987), p. 161).

Si f: X XY — R es una funcién A ® B—medible, para z € X y y € Y fijos, se definen
las funciones f, : Y = Ry f, : X = R por f.(y) = f(z,y) y fy(z) = f(z,y). Entonces
de acuerdo con el teorema 8.5 del libro (Rudin, 1987), se sigue que f, es B-medible y f,
es A medible.

El siguiente resultado es conocido como el teorema de Fubini-Cavalieri y es utilizado para
definir la medida producto p ® v en la o—algebra producto. El lector interesado puede

consultar su demostracién en (Folland, 1999), pp. 66-67.

Proposicién B.17. Suponga que (X, A, u) y (Y,B,v) son espacios de medida o— finitos.
SiEe A®By
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para cada v € X yy €Y, entonces ¢ es A—medible, 1 es B—medible, y

/Xgpdu:/ywdy.

La anterior proposicion motiva la definicién de medida producto presentada a continuacién.
Definicién B.18. Si (X, A, u) y (Y, B,v) son espacios de medida o—finitos, la funcién
pev: A®B = 0,00
B uen)(B)i= [ vSB)dn= [ ulS, (),
es llamada la medida producto en el espacio medible (X x Y, A® B).

Note que la funcién definida en B.18 es, en efecto, una medida. Ademads, si £ = A x B
con A€ Ay B € B, entonces
(o (E) = [ v(S,(4 x By = [ v(B) 14 du = u(Aw(B).

X X
Se concluye esta seccion exponiendo un teorema importante, el cual establece condiciones
bajo las cuales se puede calcular integrales de funciones A ® B—medibles respecto a la
medida producto p ® v, utilizando las integrales [  Jydp y fY fzdv. La demostracién
puede ser consultada en (Rudin, 1987), pp. 164-166.

Teorema B.19. (Teorema de Fubini). Suponga que (X, A, u) y (Y,B,v) son espacios de
medida o—finitos, y f : X XY — R es medible en la o—dlgebra producto. Si f es no
negativa o f € LY (X xY), entonces

:1:—>/fo(y)dy, y—>/Xfy(x)d,u,

son A—medible y B—medible, respectivamente.

2. /Xxyf(:r;,y)duxu //fx Ydvdy = /Y/Xfy(a:)dudy.

B.3.3. Teorema de Radon-Nikodym

1. las funciones

Suponga que (X, A, 1) es un espacio de medida y f : X — R es una funcién A—medible

no negativa. No es dificil demostrar que la funcién
v:A—|0,00]

E—v(E /fd,u,
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es una medida en el espacio medible (X,.A) (ver (Folland, 1999), p. 52). El teorema
de Radon-Nikodym establece condiciones bajo las cuales se puede garantizar que, dada
una medida v en el espacio (X, .A), existe una funcién medible f no negativa tal que
V(E) = [}, fdu para todo E € A.

Observe que si u(E) = 0, entonces | g= 0 c.s., y por tanto, f 1= 0 c.s., lo que implica que
V(E) = [y f1E dp = 0. Esto muestra que si pu(E) = 0, entonces v(E) = 0. En este caso,
se dice que v es una medida absolutamente continua respecto a la medida u. De manera

mas precisa,

Definicién B.20. Sean p y v medidas en el espacio medible (X, A). v es absolutamente
continua con respecto a p si para todo E € A, u(E) = 0 implica que v(FE) = 0. Esta

relacion se denota como v < L.

Con esta nocién de medidas absolutamente continuas se presenta el teorema de Radon-

Nikodym. Consulte la demostracién en (Roussas, 2014), p. 128.

Teorema B.21. (Teorema de Radon- Nikodym.) Suponga que p y v son medidas o—finitas
en el espacio medible (X, A) y v < p. Entonces existe una unica funcion integrable no

negativa f tal que

v(E) = / fdu para todo E € A.
E

B.4. Resultados auxiliares

En esta seccion, se presenta una serie de resultados que han sido utilizados a lo largo de

este trabajo.

Proposicion B.22. Tome a > 0. Entonces

a 2 2 o0 2 2 ]. 2 2
e /2 < e 524y < Zem07 /2,
a?+1 a a
Demostracion. Observe que para todo a < z se satisface que ae=*"/2 < ze=**/2. Por tanto,

o 2 1 [ 2 1 o0 1 2
/ e * 24z < / ze #2dy = / e 24y = Ze /2,
o “a/, 2a /.2 a

Por otro lado, para todo z > a,
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Se sigue entonces que

o0 1 o0 1
/ e /2 <1 + 2> dz < / e~ /2 <1 + 2> dz.
a z a a

Sin embargo, note que

y asi

1 @ 1 & 1
Zem %2 = —/ <1 + 2> e #2dy = / e %2 <1 + 2) dz.
a 0o z a z

En consecuencia,
(o]
16“2/2</ e 2 (14 ! dz
a —Ja a? ’

lo que implica que
-1 00
1 <1 + 12> ea%/2 = < 2a > e—a%/2 < / e 24z,
a a a*+1 a

Proposicion B.23. Para todo a > 0, existe una constante C' > 0 tal que

e—2°/2 < Ce ™™, x>0.

Demostracion. Para todo a > 0 se tiene que

2 1
0<g(x—1)2:am2—a(x—2).

Por tanto, ax?/2 > a(x — 1/2). Dado que la funcién z — e~% es decreciente, se sigue que

efa:):2/2 < efa(x71/2) — ea/Qefaz'

O]

La demostracién de la siguiente proposiciéon puede ser consultada en (Grady, 2009), pp.
14-15.

Proposicién B.24. Si f : [a,b] — R es diferenciable y f' es acotada en (a,b), entonces

f es de variacion acotada en [a,b].

La proposiciéon B.25 es consecuencia de la representaciéon binaria de los nimeros reales

(ver teorema 12.1 en (Rosen, 2011), p. 456)
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Proposicion B.25. Para todo 0 <t < 1, existen enteros i, j, pr, qs, n tales que

t=i2m 2P P2

t=j27" 427N 4272 4 ..

conn<pr<py<--,n<q <qy<---.
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