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Redimen

Isomorfismos de espacios de Banach, es un trabajo muy coueretousca mos-
trar espacios de Banactisomorfos a su cuadrado. Inicia con la conceptual@aci
necesaria para abordar el problema tomando como refesguruneipales a [4] y [5] ,
posteriormente se dan ejemplos de espacios de Banach spreisomorfos a su cua-
drado [1], intentando destacar algunas de sus caratasstiéinalmente se presenta
un ardélisis del trabajo de Figiel [2] en el cual se demuestra qusteexin espacio de

Banach no isomorfo a su cuadrado, de lo que se concluye quaerafjgo se cumple
el hecho de quX = X2



Introducci on

El estudio del problema de los isomorfismos de espacios decBaealmente fue
iniciado por S. Banach en su obrasicaThéorie des opérations linéaireke 1932
[1].! El problema general es determinar si dos espacios de Banadsosaorfos.

Un isomorfismo algebraicentre dos espacios de Bandely F, es una fundn
linealu : E — F que es inyectivay(x) = Or implica x = Og) y epiyectiva. Esécil
ver gue siu es un isomorfismo algebraico, entonces: F — E también lo es. Dos
espacios de Banach son isomorfos algebraicamente, si serprgddcionar por medio
de un isomorfismo algebraico.

Unisomorfismo topologicentre dos espacios de Bandel F, es un isomorfismo
algebraico y conhuo. Es decir, un isomorfismo algebraico tal quéx)||r < a||X|g,
para todax, dondea es una constante mayor que cero.

Unaisometriaentre los espacios de Bandely F es una fundn linealu : E — F
tal que:i) [Ju(X)|| = |IX|l, para todox € E y ii) u es epiyectiva, es decit(E) = F.
Es inmediato que una isom&tres un isomorfismo algebraico y tantacomo u?,
son funciones lineales cdntias. Dos espacios Banach son iétnaos si se pueden
relacionar por medio de una isoniatr

El problema de la clasificamn de los espacios de Banach por 1a de las iso-
metfias, es muy restrictivo. Por ejemplo, los espacis|( |l2) vy (R || [l.) no son
isométricos, donde

1
X2 = (O +X5)2 Y [IXll1 = [xe| + [X.

La razdn es muy simple: La bola unitar, = {x : ||X||l, < 1} es estrictamente
convexa, lo que no ocurre con la bola unitaéBia= {x : |||l < 1}. No obstante, estos
espacios son isomorfos topglicamente. En efecto, gi: (R? || 1) — (R% || |.) es la
funcibn ¢(x) = x (Funcbn identidad), entonces:

BlIXllz < lle(Ml2 < IXl1, dondex = 1yB = V2.

En general, se tiene el teorema siguiente:

Teorema:Dos espacios de Banach de diménsfinita E y F son isomorfos to-
polbégicamenteisy solo si, tienen la misma dimergsi.

!La segunda edion se publié en 1976 por Chelsea Publisching Company.
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El problema general que abdr@anach, fue el de la clasificéci de los espacios
de Banach por laia de los isomorfismos topigicos. Estos isomorfismos permiten
definir una reladn de equivalencia en el conjurode todos los espacios de Banach
reales: dos espacios de Bandely F son equivalentes,i y solo si, son isomorfos
topolbgicamente, y escribiremd@s= F. La clase de equivalencia @&la denotaremos
por [E]. Por el teorema anterioR[, || ||.] es el conjunto de todos los espacios de Banach
de dimesbnn, el cual denotamos pa@s,.

Otras clases de equivalencia pueden determinarse completia. Sed® el con-
junto de las sucesiones reabestales quey, x2 < oo (Las sucesiones de cuadrado
sumable). Este conjunto es un espacio de Hilbert separahlelcproducto escalar
(X, Y) = X X¥n que induce la normgxil, = (3, x?)z. La clase de equivalenci&#] de
este espacio es el conjunto de todos los espacios de Hiéipatables.

Este problema general de determinar la clase de equivalgxes intratable en
la actualidad. Loisse puede hacer, y se ha hecho, es estudiar algunos prolgartias
culares sobre isomorfismos fiséamos algunos de ellos:

1. Determinar la clase de espacios de Bana¢hque son topdlgicamente iso-
morfos al product x X.

2. Determinar la clase de los espacios de Banach que son togaamente iso-
morfos a un espacio cociente téR): espacio de las sucesiones reabe$niu

tal queX|X,| < oo.
X

3. Determinar la clase de los espacios de Banach de diméndnfinita que no
son topobgicamente isomorfos a un subespacid'@®). El subespaciay(R)
(el conjunto de las sucesiones en que convergen a cero) eeeilos.

4. Determinar la clase de los espacios de Banach que son isomorfos a cualquiera
de sus subespacios de dimémsinfinita. El espacid'(R) est en esta clase.

5. Determinar la clase de los espacios de Banach que compkmen® . Un
espacio de Banack complementa en el espacio de Bandcsi es isomorfo a
un subespaci@ deY y existe una proyecen continuap : Y — Z. El espacio
Co(R) no complementa el (R).

En primer lugar, en este trabajo nos ocuparemos del problersdialado ante-
riormente dentro de losrhites de un trabajo de grado de pregrado. Se presentan los
teoremas demostrados por Banach en [1] sobre el isomorfisran dspacio de Ba-
nachX con su cuadrado, cuandoes un espacio de Banaclasico.

En segundo lugar, haremos una remisidel trabajo de Figiel [2] en el cual se
muestra un ejemplo de que existen espacios de Banach reflexieano son isomorfos
a su cuadrado.



Capitulo 1

ESPACIOS DE BANACH

En este cajulo se presentan las deficiones y teoremas necesarioglpestudio
de espacios de Banach.

1.1 Definicibn: Espacio vectorial Un espacio vectorial sobre un cuerfip es un
conjuntoV dotado de dos operaciones: VxV — V, - : KxV — V tal que
Yu,v,w eV, a,B € K entonces se cumplen las propiedades:

1. Parala suma:(u,v) —> u+vVv

a) Clausurativau +ve V.

b) Conmutativau +v = v+ u.

c) Asosiativau+ (V+w) = (U+ V) + w.

d) Modulativa:30 €V, u+0=0+u=u.
e) Invertiva:Yyve V,d-veV, v+ (-v) =0.

2. Para el producto por escalar(a,Vv) —» a - v

a) Clausurativaav eV .

b) Modulativa: 1€ K es el ndbdulo del producto por escalar, es decirnvl=
v, Yve V.

c) Asociativa:a(Bv) = (aB)V = apV.

3. Propiedad distributiva del producto respecto a la suma:

a-(U+V) =au+ aVv.

4. Propiedad distributiva del producto respecto a la sunesdalares:

(@ +B)V=av+pv.
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Normas y espacios normados

1.2 Definicbn: Norma
Si E es un espacio vectorial, una fuénix + ||x|| €s unnormasi:

. IXI>=0, Yxe E,y|Ix]|>0,six=#0.
i X+l < [IX] + Ivll, VX,y € E.

ii. ||AX|| = |A||IX|, parax € E, 1 € R.

1.3 Ejemplos de normas:

1. EnR, six € Rlafuncibnx — |X es una norma, que se denomiador absoluto

2. EnR? las siguientes funciones son normas:

a) [IXllz = [[(X1, X2)ll1 = [Xa| + [X2l.

D) [1Xllmax = [1(X1, X2)llmax = mMax{|Xal, [Xa]}.
1

) IIXll2 = lI(X1, X)ll2 = (X2 + X2)7.

1.4 Definicibn: Espacio normado

Un espacio normades una parejaH, || ||), dondeE es un espacio vectorially]|
es una norma definida én

1.5 Definicibn: Subespacio normado

Un espacio X, || [Ix) es un subespacio normado del espacio norm&dp |(g), Si
X es un subespacio vectorial @y la norma deX es norma det restringida ax:

Il = Il e
1.6 Definicibn: Métrica
Unameétricaen el conjuntoX es una fundnd : X x X — R tal que:
I. d(x, x) >0, para todo € X.
ii. d(x,y) >0, six#Yy.
iii. d(x,y) =d(y, x), paratodox,y) € X x X.
iv. d(xy) <d(x, 2 +d(zy).



1. ESPACIOS DE BANACH 9

1.7 Definicibn: Métrica inducida por una norma

Sea E, || ||) un espacio normado. La furci (x,y) — d(x,y) = |IXx - Y|l es una
meétrica sobreE. Se llamamétrica inducida por la norm4 ||e.

Un espacio normado es por lo anterior, un espa@tico.

1.8 Teorema:Si (E,| |) es un espacio normado entonces la fanct — ||X|| es
uniformente continua.

Bolas en espacios normados

1.9 Definicibn: Bolas en &, || Il

Unabola abiertade un espacio normado se define como el conjunto de elementos
y de E cuya distancia a un punto fippes menor que. Se denota como:

B(x.e) ={yeE:lly-Xl<eh
Una bola exerrada si la distancia es menor o igual gaeSe denota como:
B(x.€) ={yc E:lly-Xl<el.

Convergencia de sucesiones en espacios normados

1.10 Definicbn: Sucesbn convergente

Una sucesin (x,)nen € E esconvergentesi existex € E, tal quex, — x cuando
n — oo. Es decir, para tode > 0 existeny € N tal que||x, — X|| < e cuandon > ng.

1.11 Definicbn: Sucesbn de Cauchy

Una sucedin (X,)nen de E, 1 1) es unasucesion de Cauclsy para toda > 0 existe
No € N tal quei, j > ng implicad(x — X;) < ¢, donded es la n&trica inducida por la
norma.

1.12 Proposicon: Si (X,)new €S Una sucedn de Cauchy en un espaci@trico (Y, d)
y una subsucesn (X¢,) converge &, entoncesX,)nay CONverge .

1.13 Proposicon: Sean & )nen Y (Yn)new SUCESIONES en un espacio normaldd)(|),
X, Yy € Ey Aun escalar, entonces:

. SiX, > Xyy,—Y, entonces, + Yy, = X+V.
il. Si X, — Xxentonceslx, — AX.

iii. Si X, = Xy 1, = xentoncesl,x, — AX.
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Espacios de Banach

1.14 Definicbn: Espacio de Banach

Un espacio de Banadk, || ||) es un espacio normado que es completo respecto a la
meétrica inducida por la norma, es decir sietoda sucesin de Cauchy es convergente.

1.15 Ejemplos de Espacios de Banach:

1. ", |l llmay) dondeK esR o C.

Demostracbn: Sabemos que €R toda sucegin de Cauchy es convergente al
igual enC. Si (X,)nen €S una suceon de Cauchy e, dondex, = (X, )1<k<h
entoncesX, )ner €S Una sucesn de Cauchy efi para cad&. Si su Imite esay

y a = (a)1<k<hs entonceﬂfg X, =a.

2. I*(R) el conjunto de las sucesiones acotafas..x de rumeros reales, es un
espacio de Banach con la noriidl., = sugx,| < co.
n

3. c(R) el conjunto de todas las sucesiones convergérigs, de rimeros reales,

es un espacio de Banach con la norimg, = sugx, < oo. En adelanted)
n

denotaa ac(R).

4. El espacid”(R), conformado por todas las sucesiong3.(y de rimeros reales
tales qUEY||IX\|I° < o dondep € [1,), a las cuales llamaremasicesiones
n

p-sumable®s un espacio de Banach con la norma:

X [IXllp = (Z ||xn||p)p. (1.1)

neN

5. Ciap €l conjunto de todas las funcionés [a, b] — R confinuas en, b], es un
espacio de Banach con la nornjdlc,,, = max{|f(t)| : a<t < b}.

6. '-[%,1]’ conp € [1,o] es el conjunto de todas las funcionés: [0,1] —» R
Lebesgue-medibles tales que

(follf(x)|pdx)5 < oo, (1.2)

1
Este conjunto es un espacio de Banach con la n¢jfitha (fol |f(x)|pdx)p.

1[7], seccbn 1.5, fag 32; [3], cajtulo 1, pag. 2,3.
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Producto de Espacios de Banach

1.16 Definicbn: Producto

Sean E, || |lg) Y (F, || [rF) dos espacios de Banach. El producto de dos espacios de
Banach se define p& x F = {(x,y) : xe E,y € F}.

Seak,y), (X,Y) € ExFya €K, entonces la sumay la multiplicéci por escalar
en el espacio producto estan definidas por:

(XY) +(X,y)=(X+X,y+Y) Yy a(Xy) = (aX ay).

Ademas, la norma definida sobre este espacio debe ser una queadarsigiuiente
condicbn:

lim X, = %oy lim yn = Yo si, y $0l0 Si IM [I(Xs, Yn) — (%o, Yo)llexr = 0.

nN—oo

Con esta definiéin, el espacicE x F es tambgén es un Espacio de Banach. En
particular, la condidn anterior se satisface con cualquiera de las siguientesaso

i 1106 Y)limae = max{lIXlle, lIylle}-
i 1% Wllp = (IXIE + IMIE)®, p € [1, ).

Si el producto tiene la norma i. se denétgor E x F)., y si tiene la norma ii. se
denotaa por E x F).

1.17 Cuadrado de un espacio de Banach:

El producto de un espacio de Bandehcon sigo mismoE x E, se llamaa el
cuadrado de By se denota porE2. Con la normd| ||p.



Capitulo 2

ISOMORFISMOS

Propiedades de las funciones

En las siguientes definicion&sy F son espacios de Banach.
2.1 Funcbn lineal:

Una funcbnu : E — F es una fundin lineal si para tode,y € Ey @ € R se
cumple las siguientes condiciones:

Lu(x+y) =u(x) + ufy).

iil. ulax) = au(x).

2.2 Funcbn inyectiva:

Una funcbnu : E — F es inyectiva si a cada element& E le corresponde uno
y solo un elementa(x) del conjunto de llegadg.

2.3 Teorema:Siu es lineal, entonceses inyectiva su(x) = 0 implica quex = 0.

2.4 Funcin epiyectiva:

Una funcbnu : E — F es epiyectiva o sobreyectiva si para cada elemérdd-
existex € E, tal queu(x) = f.

2.5 Funcbn lineal continua:

Una funcbn linealu : E — F es continua em € E, si para todae > 0 existe
6(e,a) > 0 (depende de y a) tal que||x — allg < ¢ implical|f(X) — f(a)llr < €. Y se
dice queu es continua si es continua en toae E.
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2.6 Teorema:los enunciados siguientes son equivalentes:

1. u: E - F escontinuaea=0.
2. Existea > 0, a € R tal que|lu(X)|lr < allX|e.

3. ues continua en todo punto.

2.7 Funcibn convexa:

Un conjuntoB es convexo si paratodgb € Byt € [0, 1] se cumple que (3 t)a+
tb € B. Una funcbn definida en un conjunto conve®y con valores efR es convexa
si, paratodo,y € Byt € [0, 1] se cumple:

ftx + (1= t)y) < tF) + (L= 1) f(y). (2.1)

2.8 Definicion: funcion abierta:

Una funcbn f : X — Y dondeX, Y son dos espacios tof@gicos es una funén
abierta sif (U) es un subconjunto abierto ékecuandoU es un subconjunto abierto de
X.

2.9 Teorema de la funddn abierta:! Toda funcon lineal de un espacio de Banach a
otro espacio de Banach es una fuimcabierta.

Seminormas y normas equivalentes

2.10 Definicbn: Seminorma

Unaseminormap prenorma en un espacio vectorigles una fund@n realp en X,
tal que para cada y € Xy a € R satisface las siguientes condiciones:

1. p(ax) = lalp(x).
2. p(x+Yy) < p(x) + p(y).

2.11 Definicbn: Relacion de preorden entre normas (nas cebil)

Sean| |1 Y |l Il dos normas en el espacio vectoialSe dice que|l'||; es nas &bil
quel| ||2", se escribd| ||y < || ll2, si la topoloda inducida por la primera tiene menos
abiertos o menos vecindades en cada punto que la segunda.

1[5], teorema 1.6.5, 4. 43.
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2.12 Proposicon: Sean| ||, Y || |l dos normas en el espacio vectoiial Entonces
los siguientes enunciados son equivalentes:
Lol < {2

2. Existe una constante> 0 tal quel|X||; < a||X||2.

3. Ye > 0,dn > O tal que:

B2(0,77) = {X: Xl < n} € B1(0, €) = {x: |IX|l. < €} (2.2)

2.13 Definicbn: Normas equivalentes

Dos normasg| ||1, || |l definidas en un espacio vectorial son equivalentes si
2 <2y T2 <[l 2. Se denota pdf Iy = || [l2.

Isomorfismos

2.14 Definicbn: Isomorfismo Algebraico

Un isomorfismo algebraicentre dos espacios de Bandgly F, es una fun@n
linealu : E — F que es inyectivay(x) = O implica x = Og) y epiyectica. Esdcil
ver que siu es un isomorfismo algebraico, entonee$ : F — E también es un
isomorfismo algebraico. Dos espacios de Banach son isonalgelraicamente, si se
pueden relacionar por medio de un isomorfismo algebraico.

2.15 Definicbn: Isomorfismo Topologico

Un isomorfismo topolbégicentre dos espacios de Bandely F, es una funé@n
linealu : E — F que cumple las siguientes condiciones:

i. ues unisomorfismo algebraico.

ii. uyuson continuas.

Es decir, un isomorfismo topgico es un isomorfismo algebraico: E — F y
constantes y > 0 tales que||X||e < [lu(X)llr < BlIX[e-

Uno de los teoremasnas sobresalientes de la tede los isomorfismos topi-
cos entre los espacios de Banach es el siguiente:

2[5], Teorema 1.8.12,4g 43.
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2.16 Teorema:Si E y F son espacios de Banachuy. E — F es un isomorfismo
algebraico yu es continuo entonces?! es un isomorfismo continuo.

Es claro que dos espacios de Ban&ch F son isomorfos, isy sblo si, existe un
isomorfismo algebraicg : E — F tal que:s||X|e < lle(X)|lr < a||X||g, dondea y B son
positivos.

Dual de un Espacio de Banach

2.17 Definicbn: Dual algebraico

SeaE un espacio vectorial sobi, llamaremodormas linealesa las funciones
linealesu : E — K. El conjunto de todas las formas linealeskElese denominaual
algebraicode E y se denota poE*.

2.18 Definicbn: Dual topologico

Si E es un espacio de Banach, el espdqig, K) = E’ del conjunto de todas las
formas lineales continuas, se denomaspacio dual o dual Topologicdel Espacio
de BanachE. Este espacio vectorial, es un espacio de Banach, con la rijorina
SUR<1/U(X)|, u € E”3.

Espacio de Banach dual

2.19 Definicbn: Espacio de Banach Dual

Un espacio de Banadhes un espacio dual si existe un espacio norntata que
F' = E.

2.20 Proposicon: Los siguientes son ejemplos de espacios de Banach isomorfos a
un espacio dual:

a. IP(K) = 19(K)’, si % + % = 1 parap,q > 1.
b. 1°(K) = 1}(K) .

2.21 Definicbn: Espacio de Banach Reflexivo

Un espacio de BanacX es reflexivo siX = X", es decir la funén j : X - X”
definida porj(x)(x’) = X'(X) es biyectiva.

3[5], pag. 44.



Capitulo 3

ESPACIOS DE BANACH
ISOMORFOS A SU CUADRADO

El estudio del problema de los isomorfismos de espacios decBaaalmente fue
iniciado por S. Banach en su obrasicaThéorie des opérations linéaireke 1932
[1], en el cafitulo XI titulado “Isométrie, équivalence, isomopies”. A continuaai se
presentaan ejemplos de espacios de Banach isomorfos a su cuadradgolosmjue se
destacan los espacios de Banadsidos.

Espacios de Banach @ésicos isomorfos a su cuadrado

3.1 Teorema: Los siguientes espacios de Banach son isomorfos a su cuadrado
i. (IP(R))? = IP(R), p > 1.
ii. (LP([0,1]))? = LP([0, 1]), p > 1.
ji. (c(R))? = c(R).
iv. Cpoqy = C[Zm].

Demostracdbn: A continuacon, se mostran las respectivas pruebas de cada uno
de lositems del teorema citado:

(12 = IP,p> 1.

En efecto, sex = {xn}2, € IP. La norma de X;, xp) € (IP)? sed ||(x1, X)I| =

(IIxallls + ||x2||ﬁ))%>. Designemos pof : IP — (IP)?, p > 1, a la siguiente transformai:
f(X) = (X1, X2), dondex; = {Xon}ro; Y X2 = {Xon-1}r ;-
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Se puede verificar que, X,) € (IP)2. Es claro ques; y X, son subsucesiones ae
1

had p
Comox € IP, implica quél|X||, = (Z IXnIp) < o0, es decir, la sucesin esp-sumable.
n=1

Como{xi}y,, (X2, € {Xn)iey, entoncedixalp, [IXallp < [IXllp < oo por lo cualxy y X,

tambin sonp-sumables. Por lo tantay, X, € IP, por lo cual &, X,) € (IP)2.
Ahora, verifiquemos que efectivamerftes un isomorfismo topogico:

1. f eslineal:Seanx = {X,}, Yy = {yn} € I? Entonces:
. f(x+y)= f(x)+ f(y). En efecto,

f(x+y) = f({x+yn})
= ({Xen + Yon}, {Xon-1 + Y2n-1})
= ({Xen} + {Yon}, {(Xon-1} + {Yon-1})
= ({Xen}, {Xen-1}) + ({Y2n}s {Y2n-1})
= f((xa) + f({yn})
= f(X)+ f(y). (3.1)

ii. f(ax)=af(x). En efecto,

flax) = f({axl)
= ({aXen}, {aXon-1})
= (a{Xen}, a{Xon-1})
= a({Xen}, {Xon-1})
= af({x})
= af(x). (3.2)

2. f esinyectiva:Seax € IP. Si f(x) = 0 entoncex = 0.

En efecto,f(X) = O implicax; = {Xon} = 0y X2 = {Xon_1} = 0, entoncesz, = 0y
Xon-1 = 0,¥n e N, por lo cualx, = 0,¥n e N, asix = {x,} = 0.

3. f es epiyectiva:Sea i, x») € (IP)? entonces exist® = {x,} € IP, tal que{Xon} =
X1 Y {Xen-1} = Xo.
En efecto, sea

o _[x(3). sinespar
X_{Xn}_{xz(ﬁ%l), sin es impar (3:3)

es claro quéxe} = {Xl (%)} =X Y {Xen-1} = {Xz (2n—_21+1)} = Xg.
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oo 1/p
4. f es continua:Seax < |P, entoncegix||, = [Z |xn|p] . Por lo tanto
n=1

1
(X2, %)l = (IXall® + [I%lP)MP
00 1/pp 0 l/pp
= [[mep] (Z|x2n_1|p] ”
n=1 n=1
o0 1/p
= Z|x2n|p+|x2n_1|p)
n=1
0 1/p
= Z|xn|p]
n=1

= [Ixllp. (3.4)

Iell

1/p

+

Asi, sia = 1, tenemos qugf (X)|| = «a||X|.

Por lo tantof : IP — (IP)?, x — (X1, X2) €S un isomorfismo topotico, y aglP =
(I?)? topologicamente. De hechd,es una isometa.

(LP2 = LP,p> 1.

Seax(t) € LP. Designemos pog : LP — (LP)? a la transformaéin linealg(x) =
g(X(t)) = (x1(t), X(t)), determinada por la®fmulas:

t

X1 (t) = X(é) y %o(t) = x(% + %) O<t<1 (3.5)

Y la norma en (P)? es||(x(t), y(t))ll Loy = (||x(t)||ﬁp + ||y(t)llfp)l/p.

Inicialmente veamos quéx(t), X.(t)) € (LP)%. En efecto, comox(t) € LP,
1

1 P
implica que|x(t)|| = (f | X(t) |'°dt) < o0, Asi, tenemos el siguiente resultado:
0
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@l = ( [ l|x1(t)|pdt)%’ :( [ 1 x(%) pdt)%’ :21“’( [ %|x<t)|pdt)%
1 :
< 21/p(f0 |x(t)|pdt) < o0 (3.6)
el = ( [ l|x2(t)|pdt)%:( [ 1 (; 2) dt) —21”’( f |x(t)|pdt)
: :
< 21/9( fo |x(t)|pdt) < 0. (3.7)

Asl, X (D] < ooy [I%)]] < oo por lo cualxi(t), X(t) € LP, siguiendo que

(x1(t), %o(t)) € (LP)2.

Seax(t), y(t) € LP. Ahora, verifiguemos que efectivamemges un isomorfismo
topologico:

1. geslineal: Seanx(t), y(t) € L°Py a € R. Entonces:

i g(x(t) + y(1)) = g(x(®) + g(y(1)).

En efecto,

g(x() +y(t))

(xa(t) + yl(t) x2(t) +ya(t))
()3 2) 5 3)
[<3) ( AREEES)

g% (), %®) + g(ya(t), ya(t))
g(x(®) + g(y(®)). (3.8)

i. g(ax(®)) = ag(x(1).
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En efecto,

glax) = (@x().ax()

I
e

a(xa(t), (1))
ag(x(1))- (3.9)

2. g es inyectiva:Seax(t) € LP. Sig(x(t)) = 0 entoncex(t) = 0

En efecto, sg(x(t)) = 0 entoncesq(t) = 0y %(t) = 0. Por lo cual se tiene que:

(%) =0, 0 <t <1, si hacemos la sustitumi s = 5, tenemos que(s) = 0 para
<1
2

i. x(% + %) = 0, 0 <t < 1, si hacemos la sustit@mir = § + 7 tenemos que
X(r) =0paral <r < 1.

De i. e ii. podemos concluir que(t) = 0 para 0< t < 1. Por lo tantog es
inyectiva.

3.ges epiyectiva:Sea(xl(t),xz(t)) € (LP)? entonces exista(t) € LP, tal que

t 1 t
X(E) =x{)y X(§ + E) = X(t) con 0< t < 1. En efecto, sea:

<1
2 (3.10)
<t

1 1/p
4. g es continua:LP. Seax(t) € LP, entoncedx(t)|| = (f |x(t)|pdt) .
0
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Tenemos que

g3l

[I(X2 (1), X2(D))I]

1 1/p 1 ypP\ VP

{[( [ |x1(t)|pdt) ( [ |x2(t)|pdt) ]}

Lty ot 1\ P

1/2 1 1/p
(f 2|x(s)|pds+f 2|x(u)|pdu)

0 1/2
1 1/p
1/p p

2 (fc; IX(t)] dt)

2Pl (3.11)

p
+

Por lo tantd|g (x(t)) || < 2YP|Ix(t)|| por lo cualg : LP — (LP)? es continua, asjue
LP = (LP)? topolbgicamente.

(0)? = (c).

En efecto, sex = {x,} € (c). Por lo tanto im x, existe. Sed : (c) — (c)? la

X—o00

transformadin linealh(x) = (y, 2), tal quey = {Xon — X1} Y Z = {Xons1 — [IMX, + X¢}
X—00

Ahora, verifiguemos que efectivamefites un isomorfismo topodgico:

1. h eslineal:Seanx = {X,}, Y = {Ya} € () Entonces:
i. h(x+Yy)=h(x)+ h(y).
En efectoh(x+y) =

= h({X +Yyn})
({(in +Yon) — (X1 + Y1)} {X2n+1 + Yoni1 — (r|]|_[11 Xon + Y2n) + (X + Y1)})

({(XZn — X1) + (Y2n — Y1)}, {(X2n+l - nILrpo Xn + Xl) + (y2n+1 - r[Lrpo Yo + yl)})

({in — X1} + {Yon — Y1}, {X2n+1 - r'}'_[g Xn + Xl} + {Y2n+1 - r'}'_[g Yn + yl})

({X2n - X}, {X2n+1 = lim X, + Xl}) + ({y2n = Ynl, {Y2n+1 = limy, + yl})

h({Xn}) + h({yn})
h(x) + h(y). (3.12)
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ii. h(ax) = ah(x).
En efecto,

h(ex) = h(fax})

= ({aXZn — aXy}, {axzm — Iim ax, + a/Xl})
N—oo
= (Q{in - Xl},af{xzml — lim x, + Xl})
n—oo

=QO&WJM{MM—£QM+MD

= ah({x.})
= ah(x). (3.13)

2. h es inyectiva:Seax € (c). Sih(x) = 0 entoncex = 0.

En efecto, sh(x) = 0 entonce$x,, — X1} =0, Yne Ny {xzm - lim x, + xl} =0,
N—oo
esto implica que

I. Xon — X = 0 por lo cualxy, = X;.

. Xone1 — ITM X+ X1 = 0= Xons1 = lIM X = X3
n—oo n—oo

Entonces es de la forma:

X ={lim X — Xq, X, [iImX— X, X1,...}.
N—oo

Nn—oo

Comox converge, sh — oo se tiene que:

i Iim X, — X1 = limx, = x; = 0.

n—oo n—oo

il. Xy = lim X,, X3 = 0= lim x, =0.
n—oo

n—oo

Por lo tantox ={0-0,0,...} = 0.

3. h es epiyectiva:Seary, z € (c) entonces debe existire (c), tal que{Xon—x1} =y
Y {Xon+1 — r'}'_[g Xon + X1} = Z

En efecto, sea = {X,}, definido por:

[imz,, n=1

nN—oo

X, =1{Yn + limz,  sinespar (3.14)
nN—o0

Zna + limy,, sinesimpayn>5.

n—
2 N—oo
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4. h es continua:Existea > 0, tal qug|h(x)|| < a||X|.

En efecto, sabemos qu&)( = si X = {X},[IXllg = sudixl. X € X}y
(€ = six = (x.%) € (€ = [IXI = maxxllgslIXll}. Denotemos por
£ = IIXlg = Suplxl.n € N}, poré&; = lyllg = SuplXen — Xul.n € N}y por
& = |zl = sup|Xn-1 — rllrzloxn+xl}. Entonces tenemos queg| < &, |Xon < &,

Xaneal < £y [ lim x| < .

Por propiedad del valor absoluto:

L |Xon — Xq| < [Xon| + [Xa] < €+ & < 2¢, por lo cualé; < 2¢.

i Xono1 — 1M Xg + Xgo| < [Xona| + | M X + [Xg| S E+ &+ € < 3.
n—oo n—oo

Asi max{éy, &) < 3¢, por lo tantol|h(X)|| < a||X|], sia = 3.

Por lo anteriorh(x) es un isomorfismo topotico por lo cual ¢) = (c)? topologi-
camente.

~ 2
C[O,l] = C[ 0.1]"

Para efectos de la demosti@tj es necesario primero el siguiente resultado:
3.2 Lema:El espacidCy 1 = Cpg 1) X (C).

Demostracdbn: Para comprobar que son isomorfos, se prallaisiguente cadena
de equivalenciay 1 X (¢) = E x (€) x (€) = E X (¢)? = E x (c) = Cjp1 dondeE es
el subespacio d€j1;, tal queE = {x(t) € Cjo1 : x(%) =Oparan=12,..}.

Seax(t) € Cpq. Asignemos a esta furm la funcbn x(t) € Cpg; tal que
X(%) = x(%) y adends es lineal en cada interv%lgl—, %] paran € N. Seaf : Cpqy —

E x (c), que asigna &(t) € Cp; la pareja(y(t),{x(%)}) dondey(t) = x(t) — X(t).
Por la construcéin dex(t), es claro quey(%) = 0 por lo cualy(t) € E. Adensas,
limx(£) = x(0) que tambien existe por la continuidadx{# en 0.

Nn—oo

Ahora veamos qué : Cyg 1) — E x (c) es un isomorfismo topogico:
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1. f es lineal:seax(t), y(t) € Cjp1; ¥ @ un escalar.

L f(x(t) + () = F(x®) + F(y(0)).

En efecto,

f((x+y)®)

900 - 0. {5}
1
5

= XM + ) - %O - y(O), { ( )* )})
= [x®) - %® +y(t) - y(t){ ( )}*{y(%)})
- oo ) po-s0. {2}

f(x®) + F(y(0)). (3.15)

i, f(ax(t) = af(x().

En efecto,
f(ax(t) = (ax(t) — aX(t), {(ax) (%)}) (3.16)

ya que six(2) = (%), entoncesx(£) = aX(2) por lo tanto,

- )
o 3

= af(x()). (3.17)

f(ax(t))

2. f es inyectiva:si f(x(t)) = 0 entoncex(t) =

En efecto, s'rf(x(t)) =0, implica quey(t) = 0,Vt € [0,1] y {x(%)} =0.
De esto tenemos que:

1. x(t) — X(t) = 0, por lo cualx(t) = X(t), para todd € [0, 1].

2. x(%) =0,Yne N.

De 1. concluimos que&(t) es tambien una fungn lineal en cada interval n+1 n]

Comox (L) = x() = 0, entonces la pendiente &) es cero en todos los intervalos,
por lo cualx(t) es una fundn constante e igual a cerx(t) = 0, Vt € [0, 1].
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3. f es epiyectivaSeay(t) € Ey &, € (c), entonces exist&(t), tal quex (1) = &,y
X(1) = X(t) = y(v).

En efecto, sea

e (2
x(t):{g%’ _S'te{r."nEN} ) (3.18)
y(t) + X(t), sio<t<lytg{inen]

conX(t) la funcion lineal en cada interva{q]%, %] gue satisface (ﬁ) =

4. f es continua:Existea > 0 tal que||f(X)]| < «l|X|.

En efecto, sabemos quee Cjo 1) entonceg|f,,, = max{|f(x)|,x € [0,1]} y si
(.2 € Ex (0), li(y, 2l = max{[Iylle. 12}, conll lle = Il llgp.y-

Seax(t) € Cpq. Denotemos pog = [x(t)] = max{|x(t).t € [0,1]}, por
&2 = Iy(®lle = maxiy(o)l.t € [0.1]) y poré = |[{x(3)} , = supfix(3)1.n 13}

Como{x(%),n € N} C {x(t),t € [0, 1]} entonces suHx(%)
t € [0, 1]} por lo cualé; < &.

,he N} < sugd|x(t)l,

Paray(t) = x(t) — X(t), tenemos qui/(t)l = IX(t) — X(O)] < X+ IX(1)] < £ +& < 2¢.
De forma que&; < 2¢.

Por lo anterior, rax{&;, &) < 2¢, por lo cual| f(X)|| < a||x||, paraa = 2.

Asi Cpp1) = Ex(c) por lo cual Cig 1x(€) = (Ex(c))x(c) = Ex(c)? = Ex(c) = Cpyj,
debido que®)? = (c) (por iii.).

Otro resultado que necesitamos es:

3.3 Lema:(c) = (c) xR.

Demostracdbn: En efecto, sex = {x,} € (c) Asignamos & medianteg : (¢) —
(c) xR la parejay,r) tal quey = {y,} cony, = X, — I|m X+ Xg, I = I|mxn Es claro
quey € (c) debido que |myn =X YyreR debldo que elimite de una sucesn de
nimeros reales S|empre es uimmero real.

Ahora veamos qug es un isomorfismo topogico:

2. geslineal:Seanx,z € (¢)

L g(x+Y) =g(x) +g9(y).
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En efectog(x+Yy) =
9({Xn + yn})
({Xn +Yn = (nILrpo Xo + yn) + (% + yl)} , 1im Xq + yn)

({(xn —Iim x, + xl) + (yn = limy, + yl)} ,im x, + ITm yn)
— 00 n—oo n—oo Nn—oo

n

([ fimoa 5 i)+ (s fimya s . i)
9({xa}) + 9(iyn})
g(x) + 9(y)- (3.19)

i. glax) = ag(x).
En efecto,

g@x) = g{axn})
= ({axn —limax, + axl} , rI]LrDO axn)

Nn—oo
= ({axn —alim X, + axl},a [im Xn)
n—oo n—oo

= a({xn —lim x, + xl}, [im xn)

n—oo n—oo

= ag({xn})
= ag(x). (3.20)

2. g es inyectiva:Sig(x) = 0 entoncex = 0.
En efecto, sk, — limx, + X; = 0 implicax, = limx, — ;.
n—oco

n—oo

Como Imx, = 0 entonces,, = —X3, €s deciix, €s una suces8n de rumeros constantes.

n—oo

Como converge a cera; = 0. Por lo tantax = {X,}naw = 0.

3. g es sobreyectiva:Sea (,r) € (c) x R, entonces existx e (c) talque
g(x) = (y,r). Es decir, qu%imxn =Ty X, — rI}imxn + X1 = Y.

En efecto, sea = {X,}nay definida por:

limy,, n=1
= Mo 3.21
X Ya+r—=1limy,, n=#l ( )
n—oo

4. Continuidad: Existea > 0 tal quel|g(X)|| < al|X|.
En efecto, paray(r) € (¢) xR, ||(y, )]l = maxsugd]|ynl, n € N}, |r|}.

Sea¢ = [|X|| = sufd|x,,n € N}, sabemos unimxn
n—oo

<§y|xn—nllrpoxn+x1 <

[Xn| +

rI]imxn' + %] < €+ &+ €& < 3. Por lo tantd|(y, r)|| < max 3¢, &) = 3¢.
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Asi, [lg(X)Il < alIxl, @ = 3.

Finalmente, para demostrar 0@%,1] = Cpp,1, Se probé la siguiente secuencia de
isomorfismOSC[zo’ll = C[O,l] X R = C[o’]_] X (C) X R = C[O,l] X (C) = C[O,l] .

Para ello iniciaremos con probar qcﬁm = Cpp 1y X R. A cada parejax,y) con
(x(t), y(t) € C[20,1] se le asigna, por medio de la fuﬁpih : C[Zo’l] — Cp 1 X R la pareja
(Z(t), £) conz(t) € Cjo15, ¢ € R definidas por las siguienteSrinulas:

(t) = {X(Zt)’ S‘_‘j (3.22)
2

y(2t — 1) — y(0) + x(1), Si

& =y(0). (3.23)

Note que, efectivamentt) € Cjo 1; debido quez(t) se obtiene una transformaai
dex(t) y y(t), por lo cual es continua en ambos trozos. Ahaf} tambén es continua
ent = £ puesto que(3) = y(2(3) - 1)-y(0)+x(1) = x(1). y lim z(t) = x(1). Adenas

X—>:—2L

y(0) =& €R.
Veamos que la transformaei h : Cpy x R — Cf; definida por 4(t),£) —
(x(1), y(t)) dondex(t) = z(%) y y(t) = z(%) - z(%) + ¢ es lineal, biyectiva y conti-

nua:

1. h eslineal:sean £i(t), £1), (z(1), &2) € Cpo 1) X R, entonces:
i (@), &) + @0, £)) = (@), &) + (@), £))-

En efectoh((z + 2)(1). &1+ &) =

- (@2 (3) @i () - @3] rave)

- (o)l a(F)wle) e e(F)2(0)
< 625 2fe] ) k=)= )

h((@(), £1)) + h((@(). £&)). (3.24)

i. h(a(z(t).)) = ah(z(t). £).
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En efecto,

h(ez(t).a€) =

Il
—_—
Iy
N
—_
N
~——
R

Il

]
—_
—_—
N —
~—
—_
[N
N+
—
~——
I

N
—_
NI
~————
+
'
~———

(3.25)

I
—
N
~—+
N

3
0
N—

2. h es inyectiva:si h(z(t),g) = 0 entonceg(t) =0y & =0.
En efecto, sh(z(t).£) = 0, implica que:

1. z({)=0,vte[0,1].

2. 2(¥)+2z(3)+£=0,vte[0.1].

De 1. realizamos la sustitum s = % Tenemos que(s) = 0,0 < s < % por lo en

particularz(}) = 0. As ent = 0, z(%2) + z(3) + £ = 0, lo que |mpI|ca que = 0.

Entoncez(l“) =0, 0 <t < 1. Haciendau = &, tenemos que(u) = 0,3 < u < 1.
Asiz0)=0,0<t<1yé=0.

3. h es epiyectiva:Seax(t), y(t) € C[0 1> entonces existez(t), &) € Cpyy X R, tal
quez( ) =Xty z(l”) (5) + &= y(t).

En efecto, sea

x(2t), 0<t<i

y2t-1)-y0)+x(1), i<t<l (3.26)

E=y(0)yzt) = {

4. h es continua:Existea > 0 tal que|lh(X)|| < «a||X||.

En efecto, paray) € Cf, 1), 1%, Y)Il = maxi|iXlicy > Wy}, Y para g €) € Cpoayx
R, Iz &)l = max{||Zlcy,,» 1€]}-

Seae = max{|x(t)l, t € [0,1]}, & = max{ly(t)l, t € [0,1]} y s = max{|z(t)l, t €
[0, 1]}. Denotemos poA = {|x(2t)], t € [0, 3]} y por B = {ly(2t — 1) - y(0) + X(1)|, t €
[%, 1]}. Note queA U B = {|z(t)], t € [0, 1]}. Tenemos los siguientes resultados:

i. A={x(), t€[0,1]} entonces raxA = ¢.
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ii. Por propiedad del valor absolutg(2t — 1) — y(0) + x(1)| < |[y(2t — 1)| + |y(0)| +
IX(1) < & + & + € = 26, + 1. Entonces raxB < 2¢, + €.

iii. e = max(AuU B) = max{maxA, maxB} < max{e;, 2e + €1} = 26 + €.

iv. €] = Iy(0)l < €.

V. €, & <maxXe, e} =I[I(X Y.

Por lo anterior|[h(X)|| = maxX{es, |€]} < {22 + €1, &} = 26 + &1 < 2|(X Y + I(X V)| =
3li(x, y)ll. Concluyendo queih(X)ll < all(x, Y)II, @ = 3.

Asih: Cpyy xR — C[20,1] es isomorfismo topobico, concluyendo qu@[qu] =
C[O,l] X R.

Por el lema 3.2 sabemos q@g 1; = Cp 15 X (C) (dondec es el conjunto de las
sucesiones convergentes), por lo cual tenemos que:

C[zo’l] = C[O,l] X R = C[O,l] X (C) X R.
Como €) = (c) x Ry aplicando el nuevamente el lema 3.2, tenemos que

C[20,1] = Cpo,q X (€) = Cpo,1)-



Capitulo 4

ESPACIOS DE BANACH NO
ISOMORFOS A SU CUADRADO

Hasta 1959 no estaba determinado si un espacio de Banachresierapsomorfo
a su cuadrado. En 1972, T. Figiel nos presenta el primer épedgun espacio de
Banach reflexivo de dimer@i infinita que no es isomorfo a su cuadrado cartesiano. La
no isomorfa de estos espacios radica en la diferencia de estructloa debespacios
finitos deX y X2. La prueba involucra propiedades de los subespacits de

4.1 Notacbn:

1. I?, denotaa aR" con la norma déP es decir, sk = (Xq, X, ..., X,) € R" entonces

Xl = ( k§1|xk|p)

P

2. Sea (K|l - lIl)g., una sucedin de espacios de Banach y sea Ip < co. El
espacio de Banach de todas las sucesiones (x),>, tal quex, € X, para

1 o
k=12---y|X|= (Z||xk||l'f)p < oo se@ denotado p r@xk) :
k=1 k=1 p

3. ()2, denotaa una suceéh fija estrictamente decreciente d@meros reales
mayores que 2 , p un numero fijo tal quep € (1, lim pj].

4. Seany, Z espacios de Banach isomorfos. Entond@é$Z) (distancia deY a Z)
denotaa el extremo inferior de losimmeros||T|| |[T~1|| dondeT es un operador
lineal invertible deY enZ.

4.2 Teorema:Existe una sucesn (), C N, tal que el espacio de Banazhde la
formaX = (@Iﬁi)p, tiene la siguiente propiedad: para caxlaxiste una extensh no
k=1

isomorfa dex™? sobrex". (Ver [2], pag. 296).



4. ESPACIOS DE BANACH NO ISOMORFOS A SU CUADRADO 31

Por lo tanto, sh = 1 entoncesk? # X. Este caso particular es el de iréisren el
trabajo.

Se debe entender que= (x), conx; € |, y k§]1||xi|| < oo, [Ixll = IIxlh,,-

Demostracbn: Para la prueba de este teorema se requieren las siguieopesipr
ciones:

4.3 Proposicon A: Existe una sucesn (m)*, tal que para cadiay todo subespacio

m-dimensionakl del espaci @Ipm) se cumple quel(Z, I5') es mayor qué.
j=1 p

4.4 Proposicon B: Para toda sucesm (m):2, existe una sucesn ()2, tal que:

n >iynjparai=12,..

j<i
y cada subespaci¥ c Iy condim Y > %ni contiene un subespacio tal que
dmZ=mydZIy) <2

Las demostraciones detalladas de estas proposicionesmeieada consultarlas
en [2].
Con estas herramientas, podemos demostrar el teoremgptinnicialmente, va-

mos a tomar la sucesi de la proposiéin A paraX. La demostraéin se ha por
contradicobn. Supongamos que existes N tal queX" = X™!, Luego sea&X®, k e N

el espaci @I'g”) Note queXk = X®.
i=1

ComoX" = X™1 entonces existe un operador lindal X™! — X" tal que existen
constantes y S tales que:

allX| < [ITX| < BlIXI.
Sea urindice j tal quej > 2max{n, o 'p}. Seal; la inmersén natural dég}”)”i en

X"y T, i=12,...laproyeccdon deX" enl}’, determinada pof. Consideremos el
subespacitf delf)""™ dado por:

Y={xe Ig}”)”j : Tiljx =0, paratodo I<i < j}.
Por la proposidn B tenemos que,

dimY > (n+1)nj—n¥m >n; - 1yn > In;.
i~ >

i>]
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Ya quelgi‘_l)nj es isonétricamente isomorfo al subespactL’(}j'. Podemos inferir,
utilizando la proposién B, que existe un subespadoc Y tal que dinZ = m; y
dz1p) < 2.

El operadorS = Tlj|, define un isomorfismo d& en el subespaciX™ formado
por las sucesiones que tienen ceros en los primgtagares.S(Z) tambén es un
subespacio y con la propogici A, obtenemos que

d(S(2).1p) > |. (4.1)

Por otro lado, habiamos obtenido quS(2),Iy)) < a8 < 1]

Por lo tanto,d(S(2),1p!) < d(S(Z),Z) : d(Z, IEJ) < j, lo cual contradice a (4.1),
qguedando demostrado g& X",



Conclusiones

Se realip un estudio de uno de los problemaasitos de la teda del amlisis
fucional: ciando un espacio de Banaxtres isomorfo a su cuadrado.

Se presentaron las definiciones y teoren@sdns necesarios para estudio de Iso-
morfismos en espacios de Banach. Se dédtacondicon que debe cumplir un espacio
normado para que sea completo y se citaron ejemplos de laseqstudiaron.

Se mostd que el espacio producto de espacios de Banach éands completo
cuando es dotado de una norma que cumpla dos condicionesfiesge Por lo cual
en particulaiX? tambien es un espacio de Banach. Tagmbse dieron las carateristicas
generales de las funciones que relacionan espacios de Bafaslsondiciones para
gueéstas sean un isomorfismo algebraico y togmo.

Se citaron cuatro ejemplos de espacios de Banadicos queisson isomorfos
a su cuadrado. Para cada cado:LP, (c) y Cjpoy se tomaron las transformaciones
lineales propuestas por S. Banach en [1] y se propuso una tteni@s detallada de
gueéstas efectivamente son isomorfismos.

En el arlisis del trabajo de Figiel [2] en el cual se demuestra qisgtexn espacio
de Banach no isomorfo a su cuadrado, no solo se pudo conckiemgeneral no se
cumple el hecho de ¥ es un espacio de Banach enton¥es X?, si no que nos brinda
un posible camino para tratar de identificar a aquellos éspgae no lo son: estudiar
la naturaleza de los subespaciosXdg X?, realizar una comparaim y si Su estructura
difiere, entonceX z X2,

Para un trabajo futuro, se propone estudiar detalladanentaractésticas de los
espacios de Banachéadicos que permiten q@stos sean isomorfos a su cuadrado, in-
cluyendo un analisis de los subespaciof’ddP, (c) y Ci1j Yy Sus respectivos cuadra-
dos. Tambk&n se propone un estudio para identificar baje gondiciones un espacio
de Banach no puede ser isomorfo a su cuadrado, tratando dicdecaicteristicas
que satifacen las estructuras de los subespacidsales no las cumplan las &€ o
visceversa.



Bibliografia

[1 ]S. BanachThéorie des opérations linéairegarsovia, (1932).

[2 ] T. Figiel. (Warszawapn example of infinity dimensional reflexive Banach spa-
ce non isomorphic to its Cartesian Squagtudia Mathematica, T.XLII, (1972).

[3 ] N.L. CarothersA short course on Banach Space Thedmgndon Mathematical
Society, Cambridge University Press, student texts, 645R0

[4 ] G. Restrepolntroduccion al analisis funcionaprograma editorial de la Uni-
versidad del Valle, Colombia, (2010).

[5 ] R. E. Megginson. An Introduction to Banach Space Theoryirger, (1998).
[6 ]S. Kayser. A note on dual Banach Spaces, Math. Scan., 911§1

[7 ] Introductory functional analysis with applications. l&eysig. Jhon Wiley and
Sons, (1978).



