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Reśumen

Isomorfismos de espacios de Banach, es un trabajo muy concretoque busca mos-
trar espacios de BanachX isomorfos a su cuadrado. Inicia con la conceptualización
necesaria para abordar el problema tomando como referencias principales a [4] y [5] ,
posteriormente se dan ejemplos de espacios de Banach que sı́ son isomorfos a su cua-
drado [1], intentando destacar algunas de sus carateristicas y finalmente se presenta
un ańalisis del trabajo de Figiel [2] en el cual se demuestra que existe un espacio de
Banach no isomorfo a su cuadrado, de lo que se concluye que en general no se cumple
el hecho de queX � X2.



Introducci ón

El estudio del problema de los isomorfismos de espacios de Banach realmente fue
iniciado por S. Banach en su obra clásicaThéorie des opérations linéairesde 1932
[1].1 El problema general es determinar si dos espacios de Banach son isomorfos.

Un isomorfismo algebraicoentre dos espacios de BanachE y F, es una funcíon
lineal u : E → F que es inyectiva (u(x) = 0F implica x = 0E) y epiyectiva. Es f́acil
ver que siu es un isomorfismo algebraico, entoncesu−1 : F → E tambíen lo es. Dos
espacios de Banach son isomorfos algebraicamente, si se pueden relacionar por medio
de un isomorfismo algebraico.

Un isomorfismo topológicoentre dos espacios de BanachE y F, es un isomorfismo
algebraico y contı́nuo. Es decir, un isomorfismo algebraico tal que:||u(x)||F ≤ α||x||E,
para todox, dondeα es una constante mayor que cero.

Una isometrı́aentre los espacios de BanachE y F es una funcíon linealu : E→ F
tal que: i) ||u(x)|| = ||x||, para todox ∈ E y ii ) u es epiyectiva, es decir,u(E) = F.
Es inmediato que una isometrı́a es un isomorfismo algebraico y tantou como u−1,
son funciones lineales contı́nuas. Dos espacios Banach son isométricos si se pueden
relacionar por medio de una isometrı́a.

El problema de la clasificación de los espacios de Banach por la vı́a de las iso-
metŕıas, es muy restrictivo. Por ejemplo, los espacios (R2, || ||2) y (R2, || ||1) no son
isométricos, donde

||x||2 = (x2
1 + x2

2)
1
2 y ||x||1 = |x1| + |x2|.

La raźon es muy simple: La bola unitariaB2 = {x : ||x||2 ≤ 1} es estrictamente
convexa, lo que no ocurre con la bola unitariaB1 = {x : ||x||1 ≤ 1}. No obstante, estos
espacios son isomorfos topológicamente. En efecto, siϕ : (R2, || ||1) → (R2, || ||2) es la
funciónϕ(x) = x (Funcíon identidad), entonces:

β||x||1 ≤ ||ϕ(x)||2 ≤ α||x||1, dondeα = 1 y β =
√

2.

En general, se tiene el teorema siguiente:

Teorema:Dos espacios de Banach de dimensión finita E y F son isomorfos to-
pológicamente śı y sólo si, tienen la misma dimensión.

1La segunda edición se publićo en 1976 por Chelsea Publisching Company.
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El problema general que abordó Banach, fue el de la clasificación de los espacios
de Banach por la v́ıa de los isomorfismos topológicos. Estos isomorfismos permiten
definir una relacíon de equivalencia en el conjuntoB de todos los espacios de Banach
reales: dos espacios de BanachE y F son equivalentes, sı́ y sólo si, son isomorfos
topológicamente, y escribiremosE ≡ F. La clase de equivalencia deE la denotaremos
por [E]. Por el teorema anterior [Rn, || ||2] es el conjunto de todos los espacios de Banach
de dimesíon n, el cual denotamos porBn.

Otras clases de equivalencia pueden determinarse completamente. Seal2 el con-
junto de las sucesiones realesx, tales que

∑

n x2
n < ∞ (Las sucesiones de cuadrado

sumable). Este conjunto es un espacio de Hilbert separable con el producto escalar
〈x, y〉 =

∑

n xnyn que induce la norma||x||2 = (
∑

n x2
n)

1
2 . La clase de equivalencia [l2] de

este espacio es el conjunto de todos los espacios de Hilbert separables.

Este problema general de determinar la clase de equivalencia [X] es intratable en
la actualidad. Lo śı se puede hacer, y se ha hecho, es estudiar algunos problemasparti-
culares sobre isomorfismos, señalamos algunos de ellos:

1. Determinar la claseα de espacios de BanachX que son topoĺogicamente iso-
morfos al productoX × X.

2. Determinar la claseα de los espacios de Banach que son topológicamente iso-
morfos a un espacio cociente del1(R): espacio de las sucesiones reales (xn)n∈N
tal que

∑

x
|xn| < ∞.

3. Determinar la claseα de los espacios de Banach de dimensión infinita que no
son topoĺogicamente isomorfos a un subespacio del1(R). El subespacioc0(R)
(el conjunto de las sucesiones en que convergen a cero) es unode ellos.

4. Determinar la claseα de los espacios de Banach que son isomorfos a cualquiera
de sus subespacios de dimensión infinita. El espaciol1(R) est́a en esta clase.

5. Determinar la clase de los espacios de Banach que complementan enl∞ . Un
espacio de BanachX complementa en el espacio de BanachY si es isomorfo a
un subespacioZ deY y existe una proyección continuap : Y → Z. El espacio
c0(R) no complementa enl∞(R).

En primer lugar, en este trabajo nos ocuparemos del problema1. sẽnalado ante-
riormente dentro de los lı́mites de un trabajo de grado de pregrado. Se presentan los
teoremas demostrados por Banach en [1] sobre el isomorfismo deun espacio de Ba-
nachX con su cuadrado, cuandoX es un espacio de Banach clásico.

En segundo lugar, haremos una revisión del trabajo de Figiel [2] en el cual se
muestra un ejemplo de que existen espacios de Banach reflexivos que no son isomorfos
a su cuadrado.



Caṕıtulo 1

ESPACIOS DE BANACH

En este caṕıtulo se presentan las deficiones y teoremas necesarios parael estudio
de espacios de Banach.

1.1 Definicíon: Espacio vectorial Un espacio vectorial sobre un cuerpoK, es un
conjuntoV dotado de dos operaciones+ : V × V → V, · : K × V → V tal que
∀u, v,w ∈ V, α, β ∈ K entonces se cumplen las propiedades:

1. Para la suma:+(u, v) 7→ u+ v

a) Clausurativa:u+ v ∈ V.

b) Conmutativa:u+ v = v+ u.

c) Asosiativa:u+ (v+ w) = (u+ v) + w.

d) Modulativa:∃0 ∈ V, u+ 0 = 0+ u = u.

e) Invertiva:∀v ∈ V,∃ − v ∈ V, v+ (−v) = 0.

2. Para el producto por escalar· : (α, v)→ α · v

a) Clausurativa:αv ∈ V .

b) Modulativa: 1∈ K es el ḿodulo del producto por escalar, es decir 1· v =
v, ∀v ∈ V.

c) Asociativa:α(βv) = (αβ)v = αβv.

3. Propiedad distributiva del producto respecto a la suma:

α · (u+ v) = αu+ αv.

4. Propiedad distributiva del producto respecto a la suma deescalares:

(α + β)v = αv+ βv.
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Normas y espacios normados

1.2 Definicíon: Norma

Si E es un espacio vectorial, una función x 7→ ||x|| es unnormasi:

i. ||x|| ≥ 0, ∀x ∈ E, y ||x|| > 0, si x , 0.

ii. ||x+ y|| ≤ ||x|| + ||y||, ∀x, y ∈ E.

iii. ||λx|| = |λ| ||x||, parax ∈ E, λ ∈ R.

1.3 Ejemplos de normas:

1. EnR, si x ∈ R la función x 7→ |x| es una norma, que se denominavalor absoluto.

2. EnR2 las siguientes funciones son normas:

a) ||x||1 = ||(x1, x2)||1 = |x1| + |x2|.
b) ||x||máx = ||(x1, x2)||máx = máx{|x1|, |x2|}.
c) ||x||2 = ||(x1, x2)||2 = (x2

1 + x2
2)

1
2 .

1.4 Definicíon: Espacio normado

Un espacio normadoes una pareja (E, || ||), dondeE es un espacio vectorial y|| ||
es una norma definida enE.

1.5 Definicíon: Subespacio normado

Un espacio (X, || ||X) es un subespacio normado del espacio normado (E, || ||E), si
X es un subespacio vectorial deE y la norma deX es norma deE restringida aX:
|| ||X = || ||E|X.

1.6 Definicíon: Métrica

Unamétricaen el conjuntoX es una funcíon d : X × X→ R tal que:

i. d(x, x) ≥ 0, para todox ∈ X.

ii. d(x, y) > 0, si x , y.

iii. d(x, y) = d(y, x), para todo (x, y) ∈ X × X.

iv. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).
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1.7 Definicíon: Métrica inducida por una norma

Sea (E, || ||) un espacio normado. La función (x, y) 7→ d(x, y) = ||x − y|| es una
métrica sobreE. Se llamamétrica inducida por la norma|| ||E.

Un espacio normado es por lo anterior, un espacio métrico.

1.8 Teorema:Si (E, || ||) es un espacio normado entonces la función x 7→ ||x|| es
uniformente continua.

Bolas en espacios normados

1.9 Definicíon: Bolas en (E, || ||)

Unabola abiertade un espacio normado se define como el conjunto de elementos
y deE cuya distancia a un punto fijox es menor queǫ. Se denota como:

B(x, ǫ) = {y ∈ E : ||y− x|| < ǫ}.
Una bola escerrada, si la distancia es menor o igual queǫ. Se denota como:

B̄(x, ǫ) = {y ∈ E : ||y− x|| ≤ ǫ}.

Convergencia de sucesiones en espacios normados

1.10 Definicíon: Sucesíon convergente

Una sucesíon (xn)n∈N ⊆ E esconvergentesi existex ∈ E, tal quexn −→ x cuando
n −→ ∞. Es decir, para todoǫ > 0 existen0 ∈ N tal que||xn − x|| < ǫ cuandon ≥ n0.

1.11 Definicíon: Sucesíon de Cauchy

Una sucesíon (xn)n∈N de (E, || ||) es unasucesión de Cauchysi para todoǫ > 0 existe
n0 ∈ N tal quei, j ≥ n0 implica d(xi − xj) < ǫ, donded es la ḿetrica inducida por la
norma.

1.12 Proposicíon: Si (xn)n∈N es una sucesión de Cauchy en un espacio métrico (Y,d)
y una subsucesión (xkn) converge ax, entonces (xn)n∈N converge ax.

1.13 Proposicíon: Sean (xn)n∈N y (yn)n∈N sucesiones en un espacio normado (E, || ||),
x, y ∈ E y λ un escalar, entonces:

i. Si xn→ x y yn→ y, entoncesxn + yn→ x+ y.

ii. Si xn→ x entoncesλxn→ λx.

iii. Si xn→ x y λn→ x entoncesλnxn→ λx.
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Espacios de Banach

1.14 Definicíon: Espacio de Banach

Un espacio de Banach(E, || ||) es un espacio normado que es completo respecto a la
métrica inducida por la norma, es decir si enél toda sucesión de Cauchy es convergente.

1.15 Ejemplos de Espacios de Banach:1

1. (Kh, || ||max) dondeK esR oC.

Demostracíon: Sabemos que enR toda sucesión de Cauchy es convergente al
igual enC. Si (xn)n∈N es una suceción de Cauchy enK, dondexn = (xnk)1≤k≤h

entonces (xnk)n∈R es una sucesión de Cauchy enK para cadak. Si su ĺımite esak

y a = (ak)1≤k≤h, entonces lı́m
n→∞

xn = a .

2. l∞(R) el conjunto de las sucesiones acotadas{xn}n∈N de ńumeros reales, es un
espacio de Banach con la norma||x||∞ = sup

n
|xn| < ∞.

3. c(R) el conjunto de todas las sucesiones convergentes{xn}n∈N de ńumeros reales,
es un espacio de Banach con la norma||x||∞ = sup

n
|xn| < ∞. En adelante (c)

denotaŕa ac(R).

4. El espaciolp(R), conformado por todas las sucesiones (xn)n∈N de ńumeros reales
tales que

∑

n
||xn||p < ∞ dondep ∈ [1,∞), a las cuales llamaremossucesiones

p-sumableses un espacio de Banach con la norma:

x 7→ ||x||p =














∑

n∈N
||xn||p















1
p

. (1.1)

5. C[a,b] el conjunto de todas las funcionesf : [a,b] → R cont́ınuas en [a,b], es un
espacio de Banach con la norma:|| f ||C[a,b] = máx{| f (t)| : a ≤ t ≤ b}.

6. Lp
[0,1], con p ∈ [1,∞] es el conjunto de todas las funcionesf : [0,1] → R

Lebesgue-medibles tales que

(∫ 1

0
| f (x)|pdx

)

1
p

< ∞. (1.2)

Este conjunto es un espacio de Banach con la norma|| f || =
(

∫ 1

0
| f (x)|pdx

)
1
p

.

1[7], seccíon 1.5, ṕag 32; [3], caṕıtulo 1, ṕag. 2,3.
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Producto de Espacios de Banach

1.16 Definicíon: Producto

Sean (E, || ||E) y (F, || ||F) dos espacios de Banach. El producto de dos espacios de
Banach se define porE × F = {(x, y) : x ∈ E, y ∈ F}.

Sea (x, y), (x′, y′) ∈ E×F y α ∈ K, entonces la suma y la multiplicación por escalar
en el espacio producto estan definidas por:

(x, y) + (x′, y′) = (x+ x′, y+ y′) y α(x, y) = (αx, αy).

Además, la norma definida sobre este espacio debe ser una que cumpla la siguiente
condicíon:

lı́m
n→∞

xn = x0 y lı́m
n→∞

yn = y0 si, y solo si ĺım
n→∞
||(xn, yn) − (x0, y0)||E×F = 0.

Con esta definición, el espacioE × F es tambíen es un Espacio de Banach. En
particular, la condicíon anterior se satisface con cualquiera de las siguientes normas:

i. ||(x, y)||máx = máx{||x||E, ||y||F}.

ii. ||(x, y)||p =
(

||x||pE + ||y||
p
F

)
1
p , p ∈ [1,∞).

Si el producto tiene la norma i. se denotará por (E × F)∞ y si tiene la norma ii. se
denotaŕa por (E × F)p.

1.17 Cuadrado de un espacio de Banach:

El producto de un espacio de BanachE con sigo mismo:E × E, se llamaŕa el
cuadrado de Ey se denotaŕa porE2. Con la norma|| ||p.



Caṕıtulo 2

ISOMORFISMOS

Propiedades de las funciones

En las siguientes definicionesE y F son espacios de Banach.

2.1 Funcíon lineal:

Una funcíon u : E → F es una funcíon lineal si para todox, y ∈ E y α ∈ R se
cumple las siguientes condiciones:

i. u(x+ y) = u(x) + u(y).

ii. u(αx) = αu(x).

2.2 Funcíon inyectiva:

Una funcíon u : E → F es inyectiva si a cada elementox ∈ E le corresponde uno
y solo un elementou(x) del conjunto de llegadaF.

2.3 Teorema:Si u es lineal, entoncesu es inyectiva siu(x) = 0 implica quex = 0.

2.4 Funcíon epiyectiva:

Una funcíon u : E → F es epiyectiva o sobreyectiva si para cada elementof ∈ F
existex ∈ E, tal queu(x) = f .

2.5 Funcíon lineal continua:

Una funcíon linealu : E → F es continua ena ∈ E, si para todoǫ > 0 existe
δ(ǫ,a) > 0 (depende deǫ y a) tal que||x − a||E < δ implica || f (x) − f (a)||F < ǫ. Y se
dice queu es continua si es continua en todoa ∈ E.
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2.6 Teorema:los enunciados siguientes son equivalentes:

1. u : E→ F es continua ena = 0.

2. Existeα > 0, α ∈ R tal que||u(x)||F ≤ α||x||E.

3. u es continua en todo punto.

2.7 Funcíon convexa:

Un conjuntoB es convexo si para todoa,b ∈ B y t ∈ [0,1] se cumple que (1− t)a+
tb ∈ B. Una funcíon definida en un conjunto convexoB y con valores enR es convexa
si, para todox, y ∈ B y t ∈ [0,1] se cumple:

f (tx+ (1− t)y) ≤ t f (x) + (1− t) f (y). (2.1)

2.8 Definicíon: función abierta:

Una funcíon f : X → Y dondeX,Y son dos espacios topológicos es una función
abierta sif (U) es un subconjunto abierto deF cuandoU es un subconjunto abierto de
X.

2.9 Teorema de la funcíon abierta:1 Toda funcíon lineal de un espacio de Banach a
otro espacio de Banach es una función abierta.

Seminormas y normas equivalentes

2.10 Definicíon: Seminorma

Unaseminormao prenorma en un espacio vectorialX, es una funcíon realp enX,
tal que para cadax, y ∈ X y α ∈ R satisface las siguientes condiciones:

1. p(αx) = |α|p(x).

2. p(x+ y) ≤ p(x) + p(y).

2.11 Definicíon: Relación de preorden entre normas (ḿas d́ebil)

Sean|| ||1 y || ||2 dos normas en el espacio vectorialE. Se dice que “|| ||1 es ḿas d́ebil
que || ||2”, se escribe|| ||1 ≺ || ||2, si la topoloǵıa inducida por la primera tiene menos
abiertos o menos vecindades en cada punto que la segunda.

1[5], teorema 1.6.5, ṕag. 43.
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2.12 Proposicíon: Sean|| ||1 y || ||2 dos normas en el espacio vectorialE. Entonces
los siguientes enunciados son equivalentes:

1. || ||1 ≺ || ||2.

2. Existe una constanteα > 0 tal que||x||1 ≤ α||x||2.

3. ∀ǫ > 0,∃η > 0 tal que:

B2(0, η) = {x : ||x||2 < η} ⊆ B1(0, ǫ) = {x : ||x||1 < ǫ}. (2.2)

2.13 Definicíon: Normas equivalentes

Dos normas|| ||1, || ||2 definidas en un espacio vectorialE son equivalentes si
|| ||1 ≺ || ||2 y || ||2 ≺ || ||1. Se denota por|| ||1 ≃ || ||2.

Isomorfismos

2.14 Definicíon: Isomorfismo Algebraico

Un isomorfismo algebraicoentre dos espacios de BanachE y F, es una funcíon
lineal u : E → F que es inyectiva (u(x) = 0F implica x = 0E) y epiyectica. Es f́acil
ver que siu es un isomorfismo algebraico, entoncesu−1 : F → E tambíen es un
isomorfismo algebraico. Dos espacios de Banach son isomorfosalgebraicamente, si se
pueden relacionar por medio de un isomorfismo algebraico.

2.15 Definicíon: Isomorfismo Topológico

Un isomorfismo topológicoentre dos espacios de BanachE y F, es una funcíon
linealu : E→ F que cumple las siguientes condiciones:

i. u es un isomorfismo algebraico.

ii. u y u−1 son continuas.

Es decir, un isomorfismo topoógico es un isomorfismo algebraicou : E → F y
constantesα y β > 0 tales queα||x||E ≤ ||u(x)||F ≤ β||x||E.

Uno de los teoremas2 más sobresalientes de la teorı́a de los isomorfismos topológi-
cos entre los espacios de Banach es el siguiente:

2[5], Teorema 1.8.12, ṕag 43.
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2.16 Teorema:Si E y F son espacios de Banach yu : E → F es un isomorfismo
algebraico yu es continuo entoncesu−1 es un isomorfismo continuo.

Es claro que dos espacios de BanachE y F son isomorfos, śı y sólo si, existe un
isomorfismo algebraicoϕ : E→ F tal que:β||x||E ≤ ||ϕ(x)||F ≤ α||x||E, dondeα y β son
positivos.

Dual de un Espacio de Banach

2.17 Definicíon: Dual algebraico

SeaE un espacio vectorial sobreK, llamaremosformas linealesa las funciones
linealesu : E → K. El conjunto de todas las formas lineales deE, se denominadual
algebraicodeE y se denota porE∗.

2.18 Definicíon: Dual topológico

Si E es un espacio de Banach, el espacioL(E,K) = E′ del conjunto de todas las
formas lineales continuas, se denominaespacio dual o dual Topológicodel Espacio
de BanachE. Este espacio vectorial, es un espacio de Banach, con la norma||u|| =
sup||x||<1|u(x)|,u ∈ E′3.

Espacio de Banach dual

2.19 Definicíon: Espacio de Banach Dual

Un espacio de BanachE es un espacio dual si existe un espacio normadoF tal que
F′ � E.

2.20 Proposicíon: Los siguientes son ejemplos de espacios de Banach isomorfos a
un espacio dual:

a. lp(K) � lq(K)′, si 1
p +

1
q = 1 parap,q > 1.

b. l∞(K) � l1(K)′.

2.21 Definicíon: Espacio de Banach Reflexivo

Un espacio de BanachX es reflexivo siX = X′′, es decir la funcíon j : X → X′′

definida porj(x)(x′) = x′(x) es biyectiva.

3[5], pág. 44.



Caṕıtulo 3

ESPACIOS DE BANACH
ISOMORFOS A SU CUADRADO

El estudio del problema de los isomorfismos de espacios de Banach realmente fue
iniciado por S. Banach en su obra clásicaThéorie des opérations linéairesde 1932
[1], en el caṕıtulo XI titulado “Isométrie,équivalence, isomopies”. A continuación se
presentaŕan ejemplos de espacios de Banach isomorfos a su cuadrado, entre los que se
destacan los espacios de Banach clásicos.

Espacios de Banach clásicos isomorfos a su cuadrado

3.1 Teorema: Los siguientes espacios de Banach son isomorfos a su cuadrado:

i. (lp(R))2
� lp(R), p > 1.

ii. (Lp([0,1]))2
� Lp([0,1]), p > 1.

iii. ( c(R))2
� c(R).

iv. C[0,1] � C2
[0,1].

Demostracíon: A continuacíon, se mostrarán las respectivas pruebas de cada uno
de losı́tems del teorema citado:

(l p)2
� l p
, p > 1.

En efecto, seax = {xn}∞n=1 ∈ lp. La norma de (x1, x2) ∈ (lp)2 seŕa ||(x1, x2)|| =
(||x1||plp + ||x2||plp)

1
p . Designemos porf : lp→ (lp)2, p > 1, a la siguiente transformación:

f (x) = (x1, x2), dondex1 = {x2n}∞n=1 y x2 = {x2n−1}∞n=1.
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Se puede verificar que (x1, x2) ∈ (lp)2. Es claro quex1 y x2 son subsucesiones dex.

Comox ∈ lp, implica que||x||p =
( ∞
∑

n=1

|xn|p
)

1
p

< ∞, es decir, la sucesión esp-sumable.

Como{x1}∞n=1, {x2}∞n=1 ⊆ {xn}∞n=1, entonces||x1||p, ||x2||p < ||x||p < ∞ por lo cualx1 y x2

tambíen sonp-sumables. Por lo tanto,x1, x2 ∈ lp, por lo cual (x1, x2) ∈ (lp)2.

Ahora, verifiquemos que efectivamentef es un isomorfismo topológico:

1. f es lineal:Seanx = {xn}, y = {yn} ∈ lp Entonces:

i. f
(

x+ y) = f (x) + f (y). En efecto,

f (x+ y) = f ({xn + yn})
= ({x2n + y2n}, {x2n−1 + y2n−1})
= ({x2n} + {y2n}, {x2n−1} + {y2n−1})
= ({x2n}, {x2n−1}) + ({y2n}, {y2n−1})
= f ({xn}) + f ({yn})
= f (x) + f (y). (3.1)

ii. f (αx) = α f (x). En efecto,

f (αx) = f ({αxn})
= ({αx2n}, {αx2n−1})
= (α{x2n}, α{x2n−1})
= α({x2n}, {x2n−1})
= α f ({xn})
= α f (x). (3.2)

2. f es inyectiva:Seax ∈ lp. Si f (x) = 0 entoncesx = 0.

En efecto,f (x) = 0 implica x1 = {x2n} = 0 y x2 = {x2n−1} = 0, entoncesx2n = 0 y
x2n−1 = 0,∀n ∈ N, por lo cualxn = 0,∀n ∈ N, asix = {xn} = 0.

3. f es epiyectiva:Sea (x1, x2) ∈ (lp)2 entonces existex = {xn} ∈ lp, tal que{x2n} =
x1 y {x2n−1} = x2.

En efecto, sea

x = {xn} =














x1

(

n
2

)

, si n es par

x2

(

n+1
2

)

, si n es impar
(3.3)

es claro que{x2n} =
{

x1

(

2n
2

)}

= x1 y {x2n−1} =
{

x2

(

2n−1+1
2

)}

= x2.
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4. f es continua:Seax ∈ lp, entonces||x||p =














∞
∑

n=1

|xn|p














1/p

. Por lo tanto

|| f (x)|| = ||(x1, x2)|| = (||x1||p + ||x2||p)1/p

=















































∞
∑

n=1

|x2n|p














1/p














p

+































∞
∑

n=1

|x2n−1|p














1/p














p














1/p

=















∞
∑

n=1

|x2n|p + |x2n−1|p














1/p

=















∞
∑

n=1

|xn|p














1/p

= ||x||p. (3.4)

Aśı, siα = 1, tenemos que|| f (x)|| = α||x||.
Por lo tantof : lp → (lp)2, x 7→ (x1, x2) es un isomorfismo topológico, y aśı lp

�

(lp)2 topológicamente. De hecho,f es una isometrı́a.

(L p)2
� L p

, p > 1.

Seax(t) ∈ Lp. Designemos porg : Lp → (Lp)2 a la transformación linealg(x) =
g
(

x(t)
)

=

(

x1(t), x2(t)
)

, determinada por las fórmulas:

x1(t) = x

(

t
2

)

y x2(t) = x

(

1
2
+

t
2

)

, 0 ≤ t ≤ 1. (3.5)

Y la norma en (Lp)2 es||(x(t), y(t))||(Lp)2 =

(

||x(t)||pLp + ||y(t)||pLp

)1/p
.

Inicialmente veamos que
(

x1(t), x2(t)
)

∈ (Lp)2. En efecto, comox(t) ∈ Lp,

implica que||x(t)|| =
( ∫ 1

0
| x(t) |pdt

)
1
p

< ∞. Aśı, tenemos el siguiente resultado:
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||x1(t)|| =
( ∫ 1

0
| x1(t) |pdt

)
1
p

=

( ∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x

(

t
2

)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

p

dt

)
1
p

= 21/p

( ∫ 1
2

0
| x(t) |pdt

)
1
p

< 21/p

( ∫ 1

0
| x(t) |pdt

)
1
p

< ∞ (3.6)

||x2(t)|| =
( ∫ 1

0
| x2(t) |pdt

)
1
p

=

( ∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x

(

1
2
+

t
2

)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

p

dt

)
1
p

= 21/p

( ∫ 1

1
2

| x(t) |pdt

)
1
p

< 21/p

( ∫ 1

0
| x(t) |pdt

)
1
p

< ∞. (3.7)

Aśı, ||x1(t)|| < ∞ y ||x2(t)|| < ∞ por lo cual x1(t), x2(t) ∈ Lp, siguiendo que
(

x1(t), x2(t)
)

∈ (Lp)2.

Seax(t), y(t) ∈ Lp. Ahora, verifiquemos que efectivamenteg es un isomorfismo
topológico:

1. g es lineal:Seanx(t), y(t) ∈ Lp y α ∈ R. Entonces:

i. g
(

x(t) + y(t)
)

= g
(

x(t)
)

+ g
(

y(t)
)

.

En efecto,

g
(

x(t) + y(t)
)

=

(

x1(t) + y1(t), x2(t) + y2(t)
)

=

(

x
( t
2

)

+ y1

( t
2

)

, x

(

1
2
+

t
2

)

+ y

(

1
2
+

t
2

))

=

(

x
( t
2

)

, x

(

1
2
+

t
2

))

+

(

y
( t
2

)

, y

(

1
2
+

t
2

))

= g
(

x1(t), x2(t)
)

+ g
(

y1(t), y2(t)
)

= g
(

x(t)
)

+ g
(

y(t)
)

. (3.8)

ii. g
(

αx(t)
)

= αg
(

x(t)
)

.
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En efecto,

g
(

αx(t)
)

=

(

αx1(t), αx2(t)
)

=

(

αx
( t
2

)

, αx

(

1
2
+

t
2

))

= α

(

x
( t
2

)

, x

(

1
2
+

t
2

))

= α
(

x1(t), x2(t)
)

= αg
(

x(t)
)

. (3.9)

2. g es inyectiva:Seax(t) ∈ Lp. Si g
(

x(t)
)

= 0 entoncesx(t) = 0.

En efecto, sig
(

x(t)
)

= 0 entoncesx1(t) = 0 y x2(t) = 0. Por lo cual se tiene que:

i. x
(

t
2

)

= 0, 0 ≤ t ≤ 1, si hacemos la sustitución s= t
2, tenemos quex(s) = 0 para

0 ≤ s≤ 1
2.

ii. x
(

t
2 +

1
2

)

= 0, 0 ≤ t ≤ 1, si hacemos la sustitución r = t
2 +

1
2 tenemos que

x(r) = 0 para1
2 ≤ r ≤ 1.

De i. e ii. podemos concluir quex(t) = 0 para 0≤ t ≤ 1. Por lo tantog es
inyectiva.

3. g es epiyectiva:Sea
(

x1(t), x2(t)
)

∈ (Lp)2 entonces existex(t) ∈ Lp, tal que

x
( t
2

)

= x1(t) y x

(

1
2
+

t
2

)

= x2(t) con 0≤ t ≤ 1. En efecto, sea:

x(t) =















x1(2t), 0 ≤ t ≤ 1
2

x2(2t − 1), 1
2 < t ≤ 1.

(3.10)

4. g es continua:Lp. Seax(t) ∈ Lp, entonces||x(t)|| =
(∫ 1

0
|x(t)|pdt

)1/p

.
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Tenemos que

||g(x)|| = ||(x1(t), x2(t))||

=





























(∫ 1

0
|x1(t)|pdt

)1/p












p

+















(∫ 1

0
|x2(t)|pdt

)1/p












p












1/p

=

(∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

∣

x
( t
2

)

∣

∣

∣

∣

∣

p

dt+
∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x

(

t
2
+

1
2

)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

p

dt

)1/p

=

(∫ 1/2

0
2 |x(s)|p ds+

∫ 1

1/2
2 |x(u)|p du

)1/p

= 21/p

(∫ 1

0
|x(t)|p dt

)1/p

= 21/p||x(t)||. (3.11)

Por lo tanto||g (x(t)) || ≤ 21/p||x(t)|| por lo cualg : Lp → (Lp)2 es continua, ası́ que
Lp
� (Lp)2 topológicamente.

(c)2
� (c).

En efecto, seax = {xn} ∈ (c). Por lo tanto ĺım
x→∞

xn existe. Seah : (c) → (c)2 la

transformacíon linealh(x) =
(

y, z
)

, tal quey = {x2n − x1} y z= {x2n+1 − l ı́m
x→∞

xn + x1}

Ahora, verifiquemos que efectivamenteh es un isomorfismo topológico:

1. h es lineal:Seanx = {xn}, y = {yn} ∈ (c) Entonces:

i. h
(

x+ y) = h(x) + h(y).

En efecto,h(x+ y) =

= h({xn + yn})

=

(

{(x2n + y2n) − (x1 + y1)},
{

x2n+1 + y2n+1 −
(

l ı́m
n→∞

x2n + y2n

)

+ (x1 + y1)
})

=

(

{(x2n − x1) + (y2n − y1)},
{(

x2n+1 − l ı́m
n→∞

xn + x1

)

+

(

y2n+1 − l ı́m
n→∞

yn + y1

)})

=

(

{x2n − x1} + {y2n − y1},
{

x2n+1 − l ı́m
n→∞

xn + x1

}

+

{

y2n+1 − l ı́m
n→∞

yn + y1

})

=

(

{x2n − x1},
{

x2n+1 − l ı́m
n→∞

xn + x1

})

+

(

{y2n − yn},
{

y2n+1 − l ı́m
n→∞

yn + y1

})

= h({xn}) + h({yn})
= h(x) + h(y). (3.12)
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ii. h(αx) = αh(x).

En efecto,

h(αx) = h({αxn})

=

(

{αx2n − αx1},
{

αx2n+1 − l ı́m
n→∞
αxn + αx1

})

=

(

α{x2n − x1}, α
{

x2n+1 − l ı́m
n→∞

xn + x1

})

= α

(

{x2n − x1},
{

x2n+1 − l ı́m
n→∞

xn + x1

})

= αh({xn})
= αh(x). (3.13)

2. h es inyectiva:Seax ∈ (c). Si h
(

x
)

= 0 entoncesx = 0.

En efecto, sih(x) = 0 entonces{x2n − x1} = 0, ∀n ∈ N y
{

x2n+1 − l ı́m
n→∞

xn + x1

}

= 0,

esto implica que

i. x2n − x1 = 0 por lo cualx2n = x1.

ii. x2n+1 − l ı́m
n→∞

x+ x1 = 0⇒ x2n+1 = l ı́m
n→∞

x− x1.

Entoncesx es de la forma:

x = { l ı́m
n→∞

x− x1, x1, l ı́m
n→∞

x− x1, x1, . . . }.

Comox converge, sin→ ∞ se tiene que:

i. l ı́m
n→∞

xn − x1→ l ı́m
n→∞

xn⇒ x1 = 0.

ii. x1→ l ı́m
n→∞

xn, x1 = 0⇒ l ı́m
n→∞

xn =0.

Por lo tantox = {0− 0,0, . . . } = 0.

3. h es epiyectiva:Seany, z ∈ (c) entonces debe existirx ∈ (c), tal que{x2n−x1} = y
y {x2n+1 − l ı́m

n→∞
x2n + x1} = z.

En efecto, seax = {xn}, definido por:

xn =































l ı́m
n→∞

zn, n = 1

yn
2
+ l ı́m

n→∞
zn, si n es par

zn−1
2
+ l ı́m

n→∞
yn, si n es impar, n ≥ 5.

(3.14)
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4. h es continua:Existeα > 0, tal que||h(x)|| < α||x||.
En efecto, sabemos que (c) ⇒ si x = {xn}, ||x||(c) = sup{|xn|, xn ∈ x} y

(c)2 ⇒ si x = (x1, x2) ∈ (c)2 ⇒ ||x|| = max{||x1||(c), ||x2||(c)}. Denotemos por
ξ = ||x||(c) = sup{|xn|,n ∈ N}, por ξ1 = ||y||(c) = sup{|x2n − x1|,n ∈ N} y por
ξ2 = ||z||(c) = sup{|xn−1 − l ı́m

n→∞
xn + x1}. Entonces tenemos que|x1| ≤ ξ, |x2n| ≤ ξ,

|x2n+1| ≤ ξ y
∣

∣

∣ l ı́m
n→∞

xn

∣

∣

∣ ≤ ξ.

Por propiedad del valor absoluto:

i. |x2n − x1| ≤ |x2n| + |x1| ≤ ξ + ξ ≤ 2ξ, por lo cualξ1 ≤ 2ξ.

ii. |x2n−1 − l ı́m
n→∞

xn + x1| ≤ |x2n−1| + | l ı́m
n→∞

x| + |x1| ≤ ξ + ξ + ξ ≤ 3ξ.

Aśı máx{ξ1, ξ2} ≤ 3ξ, por lo tanto||h(x)|| ≤ α||x||, siα = 3.

Por lo anterior,h(x) es un isomorfismo topológico por lo cual (c) � (c)2 topológi-
camente.

C[0,1] � C2
[0,1]

.

Para efectos de la demostración, es necesario primero el siguiente resultado:

3.2 Lema:El espacioC[0,1] � C[0,1] × (c).

Demostracíon: Para comprobar que son isomorfos, se probará la siguente cadena
de equivalencias:C[0,1] × (c) � E × (c) × (c) � E × (c)2

� E × (c) � C[0,1] dondeE es
el subespacio deC[0,1], tal queE = {x(t) ∈ C[0,1] : x

(

1
n

)

= 0 paran = 1,2, ...}.

Sea x(t) ∈ C[0,1]. Asignemos a esta función la funcíon x̄(t) ∈ C[0,1] tal que
x̄
(

1
n

)

= x
(

1
n

)

y adeḿas es lineal en cada intervalo
[

1
n+1,

1
n

]

paran ∈ N. Seaf : C[0,1] →
E × (c), que asigna ax(t) ∈ C[0,1] la pareja

(

y(t),
{

x
(

1
n

)})

dondey(t) = x(t) − x̄(t).

Por la construcción de x̄(t), es claro quey
(

1
n

)

= 0 por lo cualy(t) ∈ E. Adeḿas,

lı́m
n→∞

x
(

1
n

)

= x(0) que tambien existe por la continuidad dex(t) en 0.

Ahora veamos quef : C[0,1] → E × (c) es un isomorfismo topológico:
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1. f es lineal:seax(t), y(t) ∈ C[0,1] y α un escalar.

i. f
(

x(t) + y(t)
)

= f
(

x(t)
)

+ f
(

y(t)
)

.

En efecto,

f
(

(x+ y)(t)
)

=

(

(x+ y)(t) − (x+ y)(t),

{

(x+ y)

(

1
n

)})

=

(

x(t) + y(t) − x(t) − y(t),

{

x

(

1
n

)

+ y

(

1
n

)})

=

(

x(t) − x(t) + y(t) − y(t),

{

x

(

1
n

)}

+

{

y

(

1
n

)})

=

(

x(t) − x(t),

{

x

(

1
n

)})

+

(

y(t) − y(t),

{

y

(

1
n

)})

= f
(

x(t)
)

+ f
(

y(t)
)

. (3.15)

ii. f
(

αx(t)
)

= α f
(

x(t)
)

.

En efecto,

f
(

αx(t)
)

=

(

αx(t) − αx(t),

{

(αx)

(

1
n

)})

(3.16)

ya que six
(

1
n

)

= x
(

1
n

)

, entoncesαx
(

1
n

)

= αx
(

1
n

)

por lo tanto,

f
(

αx(t)
)

=

(

α(x(t) − x(t)), α

{

x

(

1
n

)})

= α

(

x(t) − x(t),

{

x

(

1
n

)})

= α f
(

x(t)
)

. (3.17)

2. f es inyectiva:si f
(

x(t)
)

= 0 entoncesx(t) = 0.

En efecto, sif
(

x(t)
)

= 0, implica quey(t) = 0,∀t ∈ [0,1] y
{

x
(

1
n

)}

= 0.

De esto tenemos que:

1. x(t) − x(t) = 0, por lo cualx(t) = x(t), para todot ∈ [0,1].

2. x
(

1
n

)

= 0,∀n ∈ N.

De 1. concluimos quex(t) es tambien una función lineal en cada intervalo
[

1
n+1,

1
n

]

.

Comox
(

1
n+1

)

= x
(

1
n

)

= 0, entonces la pendiente dex(t) es cero en todos los intervalos,
por lo cualx(t) es una funcíon constante e igual a cero,x(t) = 0,∀t ∈ [0,1].
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3. f es epiyectiva:Seay(t) ∈ E y ξn ∈ (c), entonces existex(t), tal quex
(

1
n

)

= ξn y
x(t) − x(t) = y(t).

En efecto, sea

x(t) =















ξ 1
t
, si t ∈

{

1
n,n ∈ N

}

y(t) + x(t), si 0≤ t ≤ 1 y t <
{

1
n,n ∈ N

} (3.18)

conx(t) la función lineal en cada intervalo
[

1
n+1,

1
n

]

, que satisface ¯x
(

1
n

)

= ξ 1
t
.

4. f es continua:Existeα > 0 tal que|| f (x)|| ≤ α||x||.

En efecto, sabemos quex ∈ C[0,1] entonces|| f ||c[0,1] = máx{| f (x)|, x ∈ [0,1]} y si
(y, z) ∈ E × (c), ||(y, z)|| = máx{||y||E, ||z||(c)}, con|| ||E = || ||c[0,1].

Sea x(t) ∈ C[0,1]. Denotemos porξ = ||x(t)|| = máx{|x(t)|, t ∈ [0,1]}, por

ξ1 = ||y(t)||E = max{|y(t)|, t ∈ [0,1]} y por ξ2 =
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

{

x
(

1
n

)}

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(c)
= sup

{

|x
(

1
n

)

|,n ∈ N
}

.

Como
{

x
(

1
n

)

,n ∈ N
}

⊆ {x(t), t ∈ [0,1]} entonces sup
{
∣

∣

∣

∣

x
(

1
n

)

∣

∣

∣

∣

,n ∈ N
}

≤ sup{|x(t)|,
t ∈ [0,1]} por lo cualξ2 ≤ ξ.

Paray(t) = x(t)− x̄(t), tenemos que|y(t)| = |x(t)− x̄(t)| ≤ |x(t)|+ |x̄(t)| ≤ ξ + ξ ≤ 2ξ.
De forma queξ1 ≤ 2ξ.

Por lo anterior, ḿax{ξ1, ξ2} ≤ 2ξ, por lo cual|| f (x)|| ≤ α||x||, paraα = 2.

Aśı C[0,1] � E×(c) por lo cual,C[0,1]×(c) � (E×(c))×(c) = E×(c)2
� E×(c) � C[0,1],

debido que (c)2
� (c) (por iii.).

Otro resultado que necesitamos es:

3.3 Lema: (c) � (c) × R.

Demostracíon: En efecto, seax = {xn} ∈ (c). Asignamos ax medianteg : (c) →
(c) × R la pareja (y, r) tal quey = {yn} conyn = xn − l ı́m

n→∞
xn + x1, r = l ı́m

n→∞
xn. Es claro

quey ∈ (c) debido que ĺım
n→∞

yn = x1 y r ∈ R debido que el lı́mite de una sucesión de

números reales siempre es un número real.

Ahora veamos queg es un isomorfismo topológico:

2. g es lineal:Seanx, z ∈ (c)

i. g
(

x+ y) = g(x) + g(y).
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En efecto,g(x+ y) =

= g({xn + yn})

=

({

xn + yn −
(

l ı́m
n→∞

xn + yn

)

+ (x1 + y1)
}

, l ı́m
n→∞

xn + yn

)

=

({(

xn − l ı́m
n→∞

xn + x1

)

+

(

yn − l ı́m
n→∞

yn + y1

)}

, l ı́m
n→∞

xn + l ı́m
n→∞

yn

)

=

({

xn − l ı́m
n→∞

xn + x1

}

, l ı́m
n→∞

xn

)

+

({

y2n+1 − l ı́m
n→∞

yn + y1

}

, l ı́m
n→∞

yn

)

= g({xn}) + g({yn})
= g(x) + g(y). (3.19)

ii. g(αx) = αg(x).

En efecto,

g(αx) = g({αxn})

=

({

αxn − l ı́m
n→∞
αxn + αx1

}

, l ı́m
n→∞
αxn

)

=

({

αxn − α l ı́m
n→∞

xn + αx1

}

, α l ı́m
n→∞

xn

)

= α

({

xn − l ı́m
n→∞

xn + x1

}

, l ı́m
n→∞

xn

)

= αg({xn})
= αg(x). (3.20)

2. g es inyectiva:Si g(x) = 0 entoncesx = 0.

En efecto, sixn − l ı́m
n→∞

xn + x1 = 0 implicaxn = l ı́m
n→∞

xn − x1.

Como ĺım
n→∞

xn = 0 entoncesxn = −x1, es decirxn es una sucesión de ńumeros constantes.

Como converge a cero,x1 = 0. Por lo tantox = {xn}n∈N = 0.

3. g es sobreyectiva:Sea (y, r) ∈ (c) × R, entonces existex ∈ (c) talque
g(x) = (y, r). Es decir, que lı́m

n→∞
xn = r y xn − l ı́m

n→∞
xn + x1 = yn.

En efecto, seax = {xn}n∈N definida por:

xn =



















l ı́m
n→∞

yn, n = 1

yn + r − l ı́m
n→∞

yn, n , 1.
(3.21)

4. Continuidad: Existeα > 0 tal que||g(x)|| ≤ α||x||.
En efecto, para (y, r) ∈ (c) × R, ||(y, r)|| = max{sup{|yn|,n ∈ N}, |r |}.

Seaξ = ||x|| = sup{|xn|,n ∈ N}, sabemos que
∣

∣

∣

∣

∣

l ı́m
n→∞

xn

∣

∣

∣

∣

∣

< ξ y
∣

∣

∣

∣

∣

xn − l ı́m
n→∞

xn + x1

∣

∣

∣

∣

∣

≤

|xn| +
∣

∣

∣

∣

∣

l ı́m
n→∞

xn

∣

∣

∣

∣

∣

+ |x1| ≤ ξ + ξ + ξ ≤ 3ξ. Por lo tanto||(y, r)|| ≤ max{3ξ, ξ} = 3ξ.
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Asi, ||g(x)|| ≤ α||x||, α = 3.

Finalmente, para demostrar queC2
[0,1] � C[0,1], se probaŕa la siguiente secuencia de

isomorfismos:C2
[0,1] � C[0,1] × R � C[0,1] × (c) × R � C[0,1] × (c) � C[0,1] .

Para ello iniciaremos con probar queC2
[0,1] � C[0,1] × R. A cada pareja (x, y) con

(x(t), y(t)) ∈ C2
[0,1] se le asigna, por medio de la funciónh : C2

[0,1] → C[0,1] × R la pareja
(

z(t), ξ
)

conz(t) ∈ C[0,1], ξ ∈ R definidas por las siguientes fórmulas:

z(t) =















x(2t), si 0≤ t < 1
2

y(2t − 1)− y(0)+ x(1), si 1
2 ≤ t ≤ 1

(3.22)

ξ = y(0). (3.23)

Note que, efectivamentez(t) ∈ C[0,1] debido quez(t) se obtiene una transformación
dex(t) y y(t), por lo cual es continua en ambos trozos. Ahora,z(t) tambíen es continua
ent = 1

2 puesto quez
(

1
2

)

= y
(

2
(

1
2

)

− 1
)

−y(0)+ x(1) = x(1), y lı́m
x→ 1

2

z(t) = x(1). Adeḿas

y(0) = ξ ∈ R.

Veamos que la transformación h : C[0,1] × R → C2
[0,1]definida por (z(t), ξ) 7→

(x(t), y(t)) dondex(t) = z
(

t
2

)

y y(t) = z
(

1+t
2

)

− z
(

1
2

)

+ ξ es lineal, biyectiva y conti-
nua:

1. h es lineal:sean (z1(t), ξ1), (z2(t), ξ2) ∈ C[0,1] × R, entonces:

i. h
(

(z1(t), ξ1) + (z2(t), ξ2)
)

= h
(

(z1(t), ξ1)
)

+ h
(

(z2(t), ξ2)
)

.

En efecto,h
(

(z1 + z2)(t), ξ1 + ξ2
)

=

=

(

(z1 + z2)
( t
2

)

, (z1 + z2)

(

1+ t
2

)

− (z1 + z2)

(

1
2

)

+ ξ1 + ξ2

)

=

(

z1

( t
2

)

+ z2

( t
2

)

, z1

(

1+ t
2

)

− z1

(

1
2

)

+ ξ1 + z2

(

1+ t
2

)

− z2

(

1
2

)

+ ξ2

)

=

(

z1

( t
2

)

, z1

(

1+ t
2

)

− z1

(

1
2

)

+ ξ1

)

+

(

z2

( t
2

)

, z2

(

1+ t
2

)

− z2

(

1
2

)

+ ξ2

)

= h
(

(z1(t), ξ1)
)

+ h
(

(z2(t), ξ2)
)

. (3.24)

ii. h
(

α(z(t), ξ)
)

= αh
(

z(t), ξ
)

.
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En efecto,

h
(

αz(t), αξ
)

=

(

αz
( t
2

)

, αz

(

1+ t
2

)

− αz
(

1
2

)

+ αξ

)

=

(

αz
( t
2

)

, α

[

z

(

1+ t
2

)

− z

(

1
2

)

+ ξ

])

= α

(

z
( t
2

)

, z

(

1+ t
2

)

− z

(

1
2

)

+ ξ

)

= αh
(

z(t), ξ
)

. (3.25)

2. h es inyectiva:si h
(

z(t), ξ
)

= 0 entoncesz(t) = 0 y ξ = 0.

En efecto, sih
(

z(t), ξ
)

= 0, implica que:

1. z
(

t
2

)

= 0,∀t ∈ [0,1].

2. z
(

1+t
2

)

+ z
(

1
2

)

+ ξ = 0,∀t ∈ [0,1].

De 1. realizamos la sustitución s = 1
2. Tenemos quez(s) = 0,0 ≤ s ≤ 1

2, por lo en

particularz
(

1
2

)

= 0. Aśı en t = 0, z
(

1+0
2

)

+ z
(

1
2

)

+ ξ = 0, lo que implica queξ = 0.

Entoncesz
(

1+t
2

)

= 0, 0 ≤ t ≤ 1. Haciendou = 1+t
2 , tenemos quez(u) = 0, 1

2 ≤ u ≤ 1.
Aśı z(0) = 0, 0 ≤ t ≤ 1 y ξ = 0.

3. h es epiyectiva:Seax(t), y(t) ∈ C2
[0,1], entonces existe (z(t), ξ) ∈ C[0,1] × R, tal

quez
(

t
2

)

= x(t) y z
(

1+t
2

)

− z
(

1
2

)

+ ξ = y(t).

En efecto, sea

ξ = y(0) y z(t) =















x(2t), 0 ≤ t ≤ 1
2

y(2t − 1)− y(0)+ x(1), 1
2 < t ≤ 1.

(3.26)

4. h es continua:Existeα > 0 tal que||h(x)|| ≤ α||x||.
En efecto, para (x, y) ∈ C2

[0,1], ||(x, y)|| = máx{||x||C[0,1] , ||y||C[0,1]}, y para (z, ξ) ∈ C[0,1]×
R, ||(z, ξ)|| = máx{||z||C[0,1] , |ξ|}.

Seaǫ1 = máx{|x(t)|, t ∈ [0,1]}, ǫ2 = máx{|y(t)|, t ∈ [0,1]} y ǫ3 = máx{|z(t)|, t ∈
[0,1]}. Denotemos porA = {|x(2t)|, t ∈ [0, 1

2]} y por B = {|y(2t − 1)− y(0)+ x(1)|, t ∈
[ 1

2,1]}. Note queA∪ B = {|z(t)|, t ∈ [0,1]}.Tenemos los siguientes resultados:

i. A = {|x(t)|, t ∈ [0,1]} entonces ḿaxA = ǫ1.
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ii. Por propiedad del valor absoluto,|y(2t − 1)− y(0)+ x(1)| ≤ |y(2t − 1)| + |y(0)| +
|x(1)| ≤ ǫ2 + ǫ2 + ǫ1 = 2ǫ2 + ǫ1. Entonces ḿaxB ≤ 2ǫ2 + ǫ1.

iii. ǫ3 = máx(A∪ B) = máx{máxA,máxB} ≤ máx{ǫ1, 2ǫ2 + ǫ1} = 2ǫ2 + ǫ1.

iv. |ξ| = |y(0)| ≤ ǫ2.

v. ǫ1, ǫ2 ≤ máx{ǫ1, ǫ2} = ||(x, y)||.

Por lo anterior,||h(x)|| = máx{ǫ3, |ξ|} ≤ {2ǫ2 + ǫ1, ǫ2} = 2ǫ2 + ǫ1 ≤ 2||(x, y)|| + ||(x, y)|| =
3||(x, y)||. Concluyendo que,||h(x)|| ≤ α||(x, y)||, α = 3.

Aśı h : C[0,1] × R → C2
[0,1] es isomorfismo topológico, concluyendo queC2

[0,1] �

C[0,1] × R.

Por el lema 3.2 sabemos queC[0,1] � C[0,1] × (c) (dondec es el conjunto de las
sucesiones convergentes), por lo cual tenemos que:

C2
[0,1] � C[0,1] × R � C[0,1] × (c) × R.

Como (c) � (c) × R y aplicando el nuevamente el lema 3.2, tenemos que

C2
[0,1] � C[0,1] × (c) � C[0,1].



Caṕıtulo 4

ESPACIOS DE BANACH NO
ISOMORFOS A SU CUADRADO

Hasta 1959 no estaba determinado si un espacio de Banach siempre era isomorfo
a su cuadrado. En 1972, T. Figiel nos presenta el primer ejemplo de un espacio de
Banach reflexivo de dimensión infinita que no es isomorfo a su cuadrado cartesiano. La
no isomorf́ıa de estos espacios radica en la diferencia de estructura delos subespacios
finitos deX y X2. La prueba involucra propiedades de los subespacios delnp.

4.1 Notacíon:

1. lnp denotaŕa aRn con la norma delp es decir, six = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn entonces

||x||p =
(

∞
∑

k=1
|xk|p

)
1
p

.

2. Sea ((Xk, || · ||k))∞k=1 una sucesión de espacios de Banach y sea 1≤ p < ∞. El
espacio de Banach de todas las sucesionesx = (xk)∞k=1 tal que xk ∈ Xk para

k = 1,2, · · · y ||x|| =
( ∞
∑

k=1
||xk||pk

)
1
p

< ∞ seŕa denotado por
( ∞
⊕

k=1
Xk

)

p
.

3. (pi)∞i=1 denotaŕa una sucesión fija estrictamente decreciente de números reales
mayores que 2 , yp un ńumero fijo tal quep ∈ (1, l ı́m pi].

4. SeanY,Z espacios de Banach isomorfos. Entoncesd(Y,Z) (distancia deY a Z)
denotaŕa el extremo inferior de los números||T || ||T−1|| dondeT es un operador
lineal invertible deY enZ.

4.2 Teorema:Existe una sucesión (ni)∞i=1 ⊆ N, tal que el espacio de BanachX, de la

formaX =
( ∞
⊕

k=1
lni
pi

)

p
, tiene la siguiente propiedad: para cadan, existe una extensión no

isomorfa deXn+1 sobreXn. (Ver [2], pág. 296).
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Por lo tanto, sin = 1 entoncesX2 � X. Este caso particular es el de interés en el
trabajo.

Se debe entender quex = (xi), conxi ∈ lpi y
∞
∑

k=1
||xi || < ∞, ||xi || = ||xi ||lp1

.

Demostracíon: Para la prueba de este teorema se requieren las siguientes proposi-
ciones:

4.3 Proposicíon A: Existe una sucesión (mi)∞i=1 tal que para cadai y todo subespacio

mi-dimensionalZ del espacio
( ∞
⊕

j=1
lpi+ j

)

p
se cumple qued(Z, lmi

pi ) es mayor quei.

4.4 Proposicíon B: Para toda sucesión (mi)∞i=1 existe una sucesión (ni)∞i=1 tal que:

ni > i
∑

j<i
nj parai = 1,2, ...

y cada subespacioY ⊂ lmi
pi con dim Y > 1

2ni contiene un subespacioZ tal que
dim Z= mi y d(Z, lmi

pi ) < 2.

Las demostraciones detalladas de estas proposiciones se recomienda consultarlas
en [2].

Con estas herramientas, podemos demostrar el teorema principal. Inicialmente, va-
mos a tomar la sucesión de la proposición A paraX. La demostracíon se haŕa por
contradiccíon. Supongamos que existen ∈ N tal queXn

� Xn+1. Luego seaX(k), k ∈ N

el espacio
( ∞
⊕

i=1
lkni
pi

)

. Note queXk
� X(k).

ComoXn
� Xn+1, entonces existe un operador linealT : Xn+1→ Xn tal que existen

constantesα y β tales que:

α||x|| ≤ ||T x|| ≤ β||x||.

Sea uńındice j tal que j > 2 máx{n, α−1β}. SeaI j la inmersíon natural del(n+1)n j
p j en

Xn+1 y Ti , i = 1,2, . . . la proyeccíon deXn enlnni
pi , determinada porT. Consideremos el

subespacioY de l
(n+1)n j
p j dado por:

Y = {x ∈ l
(n+1)n j
p j : Ti I j x = 0, para todo 1≤ i ≤ j}.

Por la proposicíon B tenemos que,

dimY ≥ (n+ 1)nj − n
∑

i≥ j
ni ≥ nj − 1

2

∑

i≥ j
ni >

1
2nj.
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Ya que l
(n−1)n j
pi es isoḿetricamente isomorfo al subespaciol

jn j
p j . Podemos inferir,

utilizando la proposicíon B, que existe un subespacioZ ⊂ Y tal que dimZ = mj y
d(Z, lmj

p j ) < 2.

El operadorS = T I j |z define un isomorfismo deZ en el subespacioX(n) formado
por las sucesiones que tienen ceros en los primerosj lugares.S(Z) tambíen es un
subespacio y con la proposición A, obtenemos que

d(S(Z), lmj
p j ) > j. (4.1)

Por otro lado, habiamos obtenido qued(S(Z), lmj
p j ) < α

−1β < 1
2 j

Por lo tanto,d(S(Z), lmj
p j ) ≤ d

(

S(Z),Z
)

· d
(

Z, l
mj
p j

)

< j, lo cual contradice a (4.1),

quedando demostrado queXn � Xn+1.



Conclusiones

Se realiźo un estudio de uno de los problemas clásicos de la teorı́a del ańalisis
fucional: cúando un espacio de BanachX es isomorfo a su cuadrado.

Se presentaron las definiciones y teoremas básicos necesarios para estudio de Iso-
morfismos en espacios de Banach. Se destacó la condicíon que debe cumplir un espacio
normado para que sea completo y se citaron ejemplos de los quese estudiaron.

Se mostŕo que el espacio producto de espacios de Banach también es completo
cuando es dotado de una norma que cumpla dos condiciones espećıficas. Por lo cual
en particularX2 tambíen es un espacio de Banach. También se dieron las carateristicas
generales de las funciones que relacionan espacios de Banachy las condiciones para
queéstas sean un isomorfismo algebraico y topológico.

Se citaron cuatro ejemplos de espacios de Banach clásicos que śı son isomorfos
a su cuadrado. Para cada caso:lp, Lp, (c) y C[0,1] se tomaron las transformaciones
lineales propuestas por S. Banach en [1] y se propuso una demostración detallada de
queéstas efectivamente son isomorfismos.

En el ańalisis del trabajo de Figiel [2] en el cual se demuestra que existe un espacio
de Banach no isomorfo a su cuadrado, no solo se pudo concluir que en general no se
cumple el hecho de siX es un espacio de Banach entoncesX � X2, si no que nos brinda
un posible camino para tratar de identificar a aquellos espacios que no lo son: estudiar
la naturaleza de los subespacios deX y X2, realizar una comparación y si su estructura
difiere, entoncesX � X2.

Para un trabajo futuro, se propone estudiar detalladamentelas caracterı́sticas de los
espacios de Banach clásicos que permiten queéstos sean isomorfos a su cuadrado, in-
cluyendo un analisis de los subespacios delp, Lp, (c) y C[0,1] y sus respectivos cuadra-
dos. Tambíen se propone un estudio para identificar bajo qué condiciones un espacio
de Banach no puede ser isomorfo a su cuadrado, tratando de identificar caŕacteristicas
que satifacen las estructuras de los subespacios deX que no las cumplan las deX2 o
visceversa.
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