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Resumen

El presente trabajo corresponde a un analisis de las operaciones cognitivas de tratamiento y
conversion que realizan los estudiantes de grado noveno cuando llevan a cabo los procesos de
resolver problemas relacionados con la funcién lineal, particularmente al trabajar con el concepto
de pendiente entre los registros graficos y algebraicos. El andlisis esta fundamentado en los
trabajos de Raymond Duval desde un enfoque semiotico-cognitivo sobre la comprensién de los
objetos matematicos a partir de los registros semidticos de representacion. El trabajo se centra
especificamente en estudiar el cambio de registro a partir de la identificacion de las unidades
significantes en cada situacion problema.

El trabajo se realizd con estudiantes de noveno grado del colegio Nuestra Sefiora
Consoladora del Carpinello del distrito de Buenaventura. Se llevo a cabo en varias etapas; se
inicid la basqueda con la indagacion en trabajos de grado y articulos referentes a las funciones
lineales que hicieran énfasis en propiedades del objeto a través de los registros de representacion
semiotica que orientaran el trabajo. De alli fueron seleccionados los problemas aplicados a los
estudiantes los cuales se desarrollaron en dos sesiones, haciendo uso de las horas de matematicas

para tal proceso.

El desarrollo y analisis de las producciones permitieron identificar algunas dificultades.
En primer lugar, a los estudiantes les cuesta identificar e interpretar las unidades significantes en
los registros de representacion asociados a la funcion lineal. En segundo lugar, los estudiantes no
son conscientes de las implicaciones que tiene la pendiente en cada una de las representaciones
del objeto. Por ultimo, les cuesta encontrar una nueva representacion que conserve parte de las

caracteristicas del registro inicial pero que ademas ofrezca informacion distinta para dar



respuesta a casos particulares en ese nuevo registro. Tal dificultad se hizo mas evidente para los

estudiantes cuando estaban involucrados fenémenos de no congruencia.

Por tanto, el trabajo aporta elementos practicos a un campo de la Educacién Matematica
al analizar las transformaciones (tratamientos y conversiones) y caracterizar las dificultades que
presentan algunos estudiantes al efectuar estas operaciones. Pues reflexionar acerca de la

naturaleza de tales dificultades aportaria elementos para su disminucion.

Palabras claves: funcién lineal, pendiente, representaciones, registro grafico, registro

algebraico, unidades significantes, conversion.



Introduccion

Este trabajo se inscribe en la linea de formacion Lenguaje, Razonamiento y
Comunicacion de saberes Matematicos del Area de Educacion Matematica de la licenciatura en
Educacion bésica con énfasis en Matematicas, del instituto de Educacion y pedagogia (IEP) de la
Universidad del Valle. La investigacion se enmarca en la teoria de los registros de representacion
semiotica desarrollada por Duval (1992, 1998, 1999, 2004, 2006) con el objetivo de analizar las
operaciones cognitivas de tratamiento y conversién que realizan los estudiantes al resolver
problemas relacionados con la funcién lineal, particularmente al trabajar con el concepto de

pendiente cuando los registros graficos y algebraicos son trabajados simultaneamente.

De manera puntual, el trabajo se centra en estudiar lo que ocurre cuando los estudiantes
intentan cambiar de una representacion a otra sobre la funcion lineal para dar respuesta a un caso
particular relacionado con calcular el valor de una variable en funcién de otra sobre determinado
problema. Con respecto a ello, Duval (2004) afirma que no se puede concebir el cambio como
espontaneo o trivial en ninguno de los casos, aun cuando se haya tenido un acercamiento

constante con los registros involucrados.

Asi mismo, se centra el estudio de la funcidn lineal a partir de la identificacién de las
unidades significantes que entran en juego en cada representacion para la identificacion de
algunas propiedades del objeto. Lo anterior, es importante para la ensefianza de los objetos
matematicos en la medida en que dichas unidades permite observar propiedades distintas del
objeto en cada representacion. Como expresa Fernandez (2015, pp. 31-147) es necesario ampliar
las investigaciones para la comprension de los objetos matematicos a traves del reconocimiento

de los registros de representacion, al estudio de las propiedades de dichos objetos y al papel que



juega la lengua natural en dicho estudio por medio de un analisis semidtico; pues generaria una
reduccion notable de las dificultades y aportaria de forma maés significativa al control de las

mismas. Ante ello, la organizacion del trabajo se presenta en cuatro capitulos.

En el primero capitulo se presentan los aspectos generales de la investigacion que
incluye los componentes del planteamiento del problema. La descripcion del problema donde se
hace énfasis en las dificultades asociadas al trabajar las funciones lineales como objeto
matematico de ensefianza, es decir, se precisan dificultades relacionadas con procesos
algoritmicos para encontrar una expresion algebraica, lo que implica el trabajo mono-registro y
los problemas de cambio de registro, entre otros elementos que conducen a la pregunta de
investigacion. Los objetivos con los que se desarrolld la investigacion los cuales llevan
elementos relacionados con las operaciones cognitivas, las unidades significantes y el énfasis en
la pendiente como una propiedad de las funciones lineales. La justificacion que conlleva la
importancia de estudiar el objeto “funcion lineal” por sus potencialidades como objeto
matematico, del mismo modo, lo pertinente de abordar éste a partir de los registros semiéticos de
representacion. 'Y por ultimo, se presentan los antecedentes donde se consideran las
investigaciones a nivel nacional, departamental y local llevadas a cabo alrededor de los procesos
de ensefianza y aprendizaje de las funciones lineales con diferentes propiedades, pero con el

enfoque de la teoria semidtica.

En el segundo capitulo se exponen los referentes tedricos que se consideran pertinentes
para abordar la problematica a describir, asi como los fundamentos que permitan la seleccién de
una situacion problema propio del concepto de funcion lineal. En este sentido, el marco tedrico
esta asociado a tres aspectos relacionados con la funcion lineal. Por un lado, la perspectiva

semidtica en la cual se describen las operaciones cognitivas que estdn asociadas a toda



representacion, la conversion como actividad esencial para la comprension y las unidades
significantes de los registros graficos y algebraicos; una perspectiva curricular que da cuenta de
los elementos propuestos por el Ministerio de Educacién Nacional los cuales orientan cualquier
proceso académico y matematico; por otro, una perspectiva matematica donde se muestra todo lo
que ataiie al objeto desde sus definiciones, formalidad, propiedades hasta las distintas

representaciones posibles sobre el objeto de estudio.

En el tercero se plantea el marco metodoldgico donde se explicita el tipo de
metodologia y lo que implica esta para la investigacion, igualmente se muestra los procesos
llevados a cabo para el analisis de las operaciones cognitivas de acuerdo a los objetivos
especificos planteados. Aqui, se presentan tanto las caracteristicas de la situacion problema

aplicada como los elementos que se tuvieron en cuenta para la re-coleccion de la informacion.

En el cuarto se presentan los resultados obtenidos de los problemas resueltos por los
estudiantes que participaron en la investigacion, donde se analizan las producciones de los
mismos a la luz de los referentes tedricos trabajados. Igualmente se muestran las conclusiones
generales producto del andlisis previo de los resultados obtenidos de las pruebas de los

estudiantes.



Capitulol. Aspectos generales

1.1 Descripcién y formulacion del problema

La Educacion Matematica como disciplina cientifica aborda las matematicas desde
perspectivas muy variadas, algunas asociadas al proceso de ensefianza y aprendizaje, otras
asociadas a la matematica misma; orientada bien sea a los conceptos, propiedades, definiciones,

algoritmos, entre otros procesos propios de la disciplina.

Particularmente en el pensamiento variacional, el concepto de funcién lineal juega un
papel importante debido que se puede trabajar como una relacién de cambio en la que sus
distintas aplicaciones permiten resolver situaciones que estan en relacion de dependencia,
variacién o proporcionalidad (Ramirez y Toro, 2012). Igualmente la funcion lineal es el punto de
partida para obtener modelos sobre el comportamiento de magnitudes de naturalezas distintas
como tiempo, espacio, precio, unidades, entre otras magnitudes que pueden ser utilizadas de

manera conjunta para resolver distintas situaciones problemas.

Asi mismo, las funciones lineales hacen grandes aportes al pensamiento variacional en
el sentido en que sus distintas propiedades permiten ir de lo particular a lo general y viceversa
Roldan (2013). Dichas propiedades tienen que ver con la naturaleza y las caracteristicas propias
del objeto. En este sentido, la comprension de las propiedades juega un papel importante en la
conceptualizacién de los objetos matematicos puesto que son las que lo definen, le dan sentido y

le brindan particularidades unicas en relacion con otros objetos.

En particular, la pendiente como propiedad de las funciones lineales, se caracteriza

porque el signo del parametro m determina la direccion en la representacion grafica. A su vez, es



una constante que puede ser mayor, menor o igual que cero; la cual permite determinar si una
funcion es lineal ya que tiene como propiedad que las diferencias proporcionales entre los
valores de la variable dependiente son constantes para iguales diferencias de la variable

independiente, tal como indica Roldan (2013).

El parametro m es fundamental en las funciones lineales, ya que representa el cambio
proporcional que produce el aumento o disminucién de una variable con respecto a otra. La
pendiente tiene mayor aplicacion en el estudio de las ciencias. Los economistas por ejemplo
basan la linealidad y el cambio que produce este pardmetro, las leyes de la oferta y la demanda
como elementos fundamentales para cualquier andlisis financiero. Pues siempre es necesario
conocer cuanto cuesta a una empresa producir una unidad del producto a vender, lo cual esta
relacionado con el concepto de pendiente (costo variable). Es decir, por cada unidad adicional
que se produzca, cuanto le genera en gastos a la empresa para determinar el mejor precio de

venta.

Conforme a lo anterior, por su potencial como objeto matematico, las funciones lineales
han ocupado una cantidad importante de investigaciones (Peralta, 2003; Hitt, 2003; Garcia,
2005; Gutiérrez y Parada, 2007; Roldan, 2013) en Educacién Matematica. Sin embargo, los
procesos que involucran la ensefianza y aprendizaje de este objeto de conocimiento han
presentado algunas dificultades por la forma como se aborda éste en la escuela. Pues en muchos
casos, primero se formaliza el conocimiento a ensefiar y luego se aplica en la resolucion de
ejercicios que, en general, estan construidos exclusivamente para la aplicacion directa del

concepto aprendido, sin ningln tipo de transformacion (Sanchez, 2016, p. 25).



Como afirman Azcarate (1992-1996), Sierpinska (1985-1988) y Ruiz (1998) citados por
Roldan (2013, p. 47) tradicionalmente en la escuela los maestros centran su interés en mostrar el
aspecto algebraico del concepto de funcion dejando de lado en muchas ocasiones un analisis
profundo y detallado sobre los elementos propios que permitan consolidar un concepto con
suficiente significado para ser aprendido convenientemente. Esto implica que cuando se trabajan
problemas en los que las variables se relacionan linealmente, se hace mayor énfasis en uno de los
registros (el algebraico) lo que probablemente provoca una concepcion limitada del objeto en el
sentido en que no se alcanza a distinguir todas las propiedades de este. Del mismo modo, se
tiende a restringir el estudio de las funciones lineales a una mera manipulacion algebraica en la
que se encuentra la expresién que genera cada uno de los puntos y finalmente se pide al
estudiante encontrar los valores de y para casos particulares de la variable x, y luego graficar los

puntos encontrados ( Hitt, 2003).

En esta misma direccion, Rey, et al. (2009, p.3) plantean que las situaciones ligadas a
las diferentes concepciones de los alumnos, se refieren al uso de rutinas y procedimientos
algoritmicos: construir tablas, calcular dominios, representar funciones, entre otros donde se
utilizan las formulas como “recetas” sin aprovechar su gran poder modelizador. En otras
palabras, las férmulas son empleadas como un conjunto de técnicas eficaces para encontrar los

valores de las incognitas eliminando el sentido de la variacion.

Asi mismo Hitt (2003, p.5) enfatiza que en la construccion de graficas a menudo se
inicia con alguna expresion algebraica, se sustituyen algunos valores para formar una tabla, y
enseguida se le solicita al estudiante unir esos puntos por medio de una curva; situacion que

produce dos tipos de conflictos. El primero relacionado con una falta de vision global sobre el



comportamiento de las funciones y el segundo a una concepcion de funcion como funcion

continua, es decir, el hecho de omitir funciones que cumplan ciertas restricciones.

Por otro lado, Villa citado en Garcia (2016, p.15) muestra que el concepto de funcion
lineal puede interpretarse como un modelo matematico que involucra variacion a través de
diferentes registros de representacion (grafico, tabular, simbodlico y lenguaje natural). En este
sentido, el concepto de funcion lineal se puede trabajar como un fendmeno de cambio en el que
las diversas representaciones ayudan a la comprension del objeto en la medida en que cada
registro empleado posee caracteristicas particulares y cada uno proporciona elementos Unicos

para percibir la variacion.

Con respecto a lo anterior, diferentes autores afirman que para la comprension de los
objetos matematicos es necesario hacer énfasis en la diversidad de representaciones semidticas
para el aprovechamiento de diferentes formas de percepcion del objeto lo cual permite una
mirada distinta a las propiedades del mismo. En efecto, lo importante de las representaciones es
que involucran procesos y sistemas semi6ticos diferentes los cuales son fundamentales para la
actividad matematica; por el hecho que la utilizacion de todas las posibles representaciones

permite la comprensidn del objeto a través del reconocimiento de sus distintas propiedades.

Sin embargo, como lo expresa Duval (2004) las dificultades asociadas al utilizar las
diversas representaciones sobre los objetos matematicos, estan directamente relacionadas a que
el cambio de registro no se presenta de manera espontanea debido a algunas razones; la primera
dificultad, tiene que ver con el uso limitado de las distintas representaciones sobre la funcion
lineal. Es decir, trabajarlas como si fueran independientes y como si el cambio se presentara de

manera natural. La segunda, con relacion al desconocimiento de las caracteristicas propias de
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cada registro. En efecto, la dificultad se presenta al identificar las unidades significantes de cada
representacion; pareciera que para el estudiante no hay una relacién directa entre los puntos de
una linea recta con los parametros m y b de una expresion algebraica al igual que el signo de la
pendiente con la inclinacion de la representacion grafica en la funcion lineal. Y la tercera
dificultad, estd asociada a la no congruencia entre las representaciones a utilizar. Significa que,
en caso de no congruencia no solo aumenta el tiempo de tratamiento, sino que la conversion
puede resultar imposible de efectuar, o incluso de ser comprendida, sin un aprendizaje previo
concerniente a las especificidades semidticas de formacion y tratamiento propias a cada uno de

los registros.

Respecto con las dificultades antes mencionadas, el Ministerio de Educacion Nacional
plantea que es necesario proponer situaciones que favorezcan la creacion y manipulaciéon de
nuevas representaciones, que a través de la coordinacion entre ellas se haga acercamientos a la
conceptualizacion y a las propiedades de los objetos matematicos (MEN, 2006). En efecto, los
objetos matematicos poseen diversas formas de representacion y a través de la utilizaciéon de
cada una de ellas es posible acceder a distintas propiedades, diferenciar procesos (tratamientos),
observar la generalidad y particularidad del objeto, afianzar el cambio entre una y otra
representacion (conversion), entre otros procesos que ayudan a la conceptualizacion, abstraccion

y comprensién de los objetos matematicos.

De esta misma manera el MEN sefiala que:

En la Educacion Basica Secundaria, el sistema de representacion mas
directamente ligado con las variaciones es el sistema algebraico. Pero éstas, también
se expresan por medio de otros tipos de representaciones como las gestuales, las del

lenguaje ordinario o técnico, las numéricas (tablas), las graficas (diagramas) y las
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iconicas, que actuan como intermediarias en la construccion general de los
procedimientos, algoritmos o formulas que definen el patron y las respectivas reglas

que permiten reproducirlo (P. 67).

En general, las dificultades para la comprension de los conceptos matematicos estan
asociadas tanto a los métodos de ensefianza, es decir, privilegiar algin registro, mecanizar
procesos, enfatizar algoritmos; como al objeto matematico mismo; identificar relaciones,
modelar situaciones, la no congruencia entre los registros, etc. Para el desarrollo de este trabajo

se planted el siguiente interrogante:

¢De qué forma los estudiantes del colegio Nuestra sefiora consoladora del Carpinello
llevan a cabo los procesos de resolver problemas relacionados con la funcion lineal,
particularmente al trabajar con el concepto de pendiente entre los registros de representacion

grafico y algebraico?
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1.2 Objetivos

1 Objetivo general

Analizar las operaciones cognitivas de tratamiento y conversion que realizan los estudiantes del
colegio Nuestra Sefiora Consoladora del Carpinello cuando llevan a cabo los procesos de
resolver problemas relacionados con la funcién lineal, particularmente al trabajar con el concepto

de pendiente entre los registros de representacion grafico y algebraico.

1.2.2 Objetivos especificos

e Constituir una situacién problema a la luz de los registros de representacion semiética,
que se resuelve mediante funciones lineales a partir de la interpretacion de la pendiente
(parametro m).

e Describir las unidades significantes en los registros de representacion grafico y
algebraico que, en contraste con los procesos desarrollados por los estudiantes son
pertinentes para resolver los problemas planteados.

e Caracterizar los procesos de tratamiento y conversion a partir de las unidades
significantes (numéricas y visuales) llevados a cabo por los estudiantes cuando se pone

en juego las representaciones graficas y algebraicas.
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1.3 Justificacién

En Educacion Matematica, el estudio de las funciones lineales es de gran importancia
debido a que permite desarrollar habilidades para resolver problemas que estan directamente

relacionados con situaciones en diferentes contextos.

En este sentido, como lo expresa el Ministerio de Educacion Nacional, lo importante de
las funciones lineales es que permiten analizar y modelar distintos fendmenos y procesos no solo
en problemas y situaciones del mundo de la vida cotidiana, sino también de las ciencias
naturales, sociales y de las matematicas mismas (MEN, 2006). Lo anterior, tiene sentido en la
medida en que muchos de los fendmenos de la vida diaria y de otras disciplinas se comportan de
manera lineal. Es decir, algunas magnitudes covarian en funcion de otras y es ahi donde las

funciones lineales constituyen una herramienta potente para modelar dichas magnitudes.

Asi mismo, se deja claro que el concepto de funcion lineal es un referente importante de
las matematicas, por ser una herramienta fundamental para la conceptualizacién de fenémenos
de caracteristicas variables. Mas aun, porque permite dirigir las clases de matemaéticas hacia la
basqueda de relaciones sobre situaciones en contexto en los cuales sea posible percibir la
variacion al establecer relaciones de dependencia entre cantidades conocidas y desconocidas,

variables y constantes.

Al mismo tiempo, las funciones lineales son punto de partida para los procesos de
generalizacion del concepto de nimero y el concepto de variable, en el sentido que permiten

obtener expresiones algebraicas generales sobre las magnitudes, lo cual posibilita encontrar
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valores especificos a través de dicha generalidad; elementos que son esenciales para el trabajo en

matematicas y los procesos de generalizacion y abstraccion de los objetos matematicos.

No obstante, para la comprension, se hace necesario enfocar la atencidén en aquellas
situaciones en las cuales los estudiantes deban identificar qué propiedad cumple o no cierto
objeto matematico por el hecho que son las propiedades las que le otorgan sentido a éstos de
acuerdo a las caracteristicas que puedan en ellos percibirse. En concreto, la funcion lineal posee
ciertas propiedades que lo diferencian de otros objetos matematicos y con los cuales los

estudiantes pueden entender y resolver situaciones problemas propias del objeto.

Para este caso, interesa estudiar la pendiente como una propiedad de las funciones
lineales puesto que ésta representa un elemento clave para la representacion y comprension del
objeto. La importancia de la comprension de dicha propiedad radica en que representa un
fundamento para el aprendizaje de otros objetos matematicos como: la derivada, es decir la
pendiente de la recta tangente a un punto en el cual se aborda este pardametro a partir del
concepto de limite, la continuidad de una funcion en un punto o intervalo definido, el concepto
de velocidad, la razén y la proporcion, entre otros objetos que son esenciales para el aprendizaje

de objetos matematicos mas complejos.

Sin embargo, la comprension de la pendiente de una funcién lineal como una constante
de nimero real presenta algunos inconvenientes para su interpretacion con relacion a que cuando
se cambia de registro, cada una de las representaciones produce una imagen distinta y por ende
una caracteristica diferente de la pendiente, caracteristica que no es evidente para muchos

estudiantes.
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Asi mismo, cuando se esta en el registro algebraico la pendiente se presenta de manera
explicita en dicho registro y es posible extraer caracteristicas de forma inmediata sin recurrir a
ningun tratamiento. En cambio, cuando la funcion se presenta en el registro grafico, muchas de
esas caracteristicas de la pendiente aunque estan ahi, no son evidentes para los estudiantes aun
cuando han tenido un acercamiento constante con este registro. Dicho de otra manera, cuando la
funcion es presentada graficamente la discriminacion de las unidades significantes e
interpretacion de los pardmetros es menos espontanea ya que este registro deja implicitos los

elementos de manera que se hace mas dificil interpretar y separar dichas unidades.

Asi pues, pese a las posibilidades de representacion que poseen las funciones lineales,
numerosas investigaciones; Roldan (2013); Carvajal y Vega (2014); Fernandez (2015) y Sanchez
(2016) confirman la problematica respecto al aprendizaje de este objeto matematico.
Principalmente dificultades relacionadas con identificar los elementos que dan sentido a cada
representacion lo que hace dificil cambiar de una representacion a otra. Esta Gltima dificultad
establecida por Duval (1992, 1999, 2004) puede estar relacionada con que en la escuela se
privilegia algunos registros en los que las funciones lineales pueden ser representadas, es decir,
se enfatiza una ensefianza mono-registro. Asi, cuando los conocimientos adquiridos han estado
ligados a la formacion y al tratamiento de representaciones efectuadas en un solo registro, o se le
da importancia a un registro en particular (la escritura algebraica, los gréaficos, las tablas, el
discurso en lengua natural, etc.), los conocimientos adquiridos se limitan al contenido conceptual

asociado a ese Unico registro.

Dicho aprendizaje mono-registro se da incluso en actividades donde han sido

movilizados, simultdnea o sucesivamente, varios registros de representacion, dado que el manejo
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de los mismos, no asegura su coordinacion y el conocimiento adquirido es incapaz de ser

movilizado en situaciones fuera del contexto en que el aprendizaje se realizé Duval (2004, p. 75).

Ahora bien, considerando que la funcion lineal es fundamental para el desarrollo de la
actividad matematica, conviene resaltar que debido a las diferentes representaciones (tabular,
gréfica, algebraica, etc.) que ésta permite, garantiza las condiciones para su aprendizaje. Pues
expresa Duval (2004), para que sea posible aprender y comprender en matematicas se debe
disponer de al menos dos formas distintas de expresar y representar un contenido matematico.
Dicho de otra manera, para comprender los conceptos matematicos, es necesario que el objeto
trabajado sea utilizado minimamente desde dos de sus posibles representaciones; sea esta, el
lenguaje verbal hacia la expresion algebraica, una tabla hacia su correspondiente gréfica, entre

otras combinaciones que permiten observar elementos nicos sobre el objeto.

Sin embargo, realizar la conversion de un registro semi6tico a otro no implica el éxito al
hacer la conversién en sentido inverso y mucho menos su comprensién. Por tal motivo, es

necesario explorar las posibilidades de conversidn para todos los cambios posibles.

En este sentido, como la funcion lineal es un objeto rico en diversidad de
representaciones semioticas, dicha variedad posibilita acercarse mas conceptualmente al objeto
representado. Por esto, es importante centrarse en la funcion lineal a partir de representaciones

semidticas, que ayuden al estudiante a percibir las caracteristicas de ésta.

Ademas, lo esencial de trabajar los objetos matematicos a partir de las representaciones
semidticas es que ayudan al estudiante a percibir las propiedades del objeto representado,

situacién que es indispensable para comprender el contenido matematico. Pues, Duval (2004)
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afirma, no se puede concebir a las representaciones solo para comunicar las ideas matematicas,

sino por las posibilidades de tratamiento y conversion que cada una de ellas permite (p.15).

De este modo, como la conversion representa una de las condiciones necesarias para la
comprension de los objetos matematicos, este trabajo prioriza las representaciones graficas y
algebraicas del objeto matematico funcion lineal por las potencialidades de tratamiento que cada
una de ellas ofrece. Pues ambos registros permiten observar las unidades significantes desde
miradas bien diferenciadas, lo que garantiza acercarse parcialmente a todas las propiedades del

objeto.

Por todo esto, se pretende mostrar la importancia de abordar los objetos matematicos a
partir de la identificacion de las unidades significantes que entran en juego en todos los registros
semioticos de representaciéon en los que un objeto matematico en particular pueda ser
representado. Pues dichas unidades son necesarias para favorecer la operacion conversion, la
cual es importante para la coordinacién y comprension. Ademas, resaltar la importancia de
utilizar modelos de ensefianza a través del reconocimiento de diferentes representaciones
semioticas sobre los objetos trabajados, en donde el tratamiento y la conversion garanticen tener
una visién mas global sobre los objetos, particularmente a través de la coordinacion, y asi

diferenciar el objeto de la representacion.

Al mismo tiempo, el trabajo muestra la posibilidad de ampliar el estudio en el analisis
de las operaciones cognitivas cuando los estudiantes abordan problemas sobre ciertos objetos
matematicos. Pues, conocer la naturaleza de tales procesos cognitivos podria ayudar a docentes a
mejorar sus practicas de ensefianza buscando nuevos elementos pedagogicos y didacticos para

disminuir tales dificultades.
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1.4 Antecedentes

Teniendo en cuenta que este trabajo toma como referente el enfoque variacional del
objeto matemético funcién lineal, asi como el estudio de las representaciones asociadas al
mismo, se revisaron algunos trabajos encaminados en esta direccion, tanto a nivel nacional como
departamental y local con el propdsito de establecer algunos referentes tedricos que puedan

orientar el desarrollo de esta investigacion.

A nivel nacional, la tesis de maestria sobre Las representaciones semiéticas en el
aprendizaje del concepto de funcion lineal por Ospina Garcia Delma (2012) de la Universidad
Autdénoma de Manizales, con el objetivo de comprender las actividades cognitivas de tratamiento
y conversion de las representaciones semioéticas que realizan los estudiantes cuando se enfrentan

a la solucion de situaciones propias del concepto de funcién lineal.

El estudio de Ospina (2012), se enmarca en la teoria de registros de representaciones
semidticas de Duval (2004), de donde se toman elementos para identificar el papel que cumplen
las actividades cognitivas de tratamiento y conversion de representaciones semioticas en la

comprension del concepto de funcion lineal.

Dicha investigacion recurre a la metodologia cualitativa interpretativa y como
instrumento de recoleccion de datos se presentan cuestionarios; las situaciones estan disefiadas
inicialmente en el registro verbal en las que los estudiantes debian describir e identificar
caracteristicas el en registro de formacion para vincularla con otro registro que diera cuenta de la
misma informacion. Las actividades llevadas a cabo fueron propuestas con la intencion de
observar el reconocimiento de las unidades significantes por parte de los estudiantes teniendo en

cuenta categorias a priori de éstas unidades.
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Luego de haber aplicado la prueba, se encontr6 que los estudiantes muestran
dificultades en la conversion al registro algebraico desde otro registro que no sea el gréfico, esto

por la falta de congruencia entre las representaciones semioticas del concepto.

Asi mismo, la investigacion confirmo la teoria de Duval (2004), donde se plantea que
entre mas representaciones semioticas se involucren en el aprendizaje de un concepto
matematico (en este caso el concepto de funcidn lineal) y al interior de estas representaciones, se
facilitan condiciones de congruencia, se alcanza una mejor comprension y se logra que el
estudiante establezca la diferencia entre la representacion semiotica del concepto matematico y el
objeto matematico representado, discriminar sus unidades significantes y ponerlas en
correspondencia en otros registros, ya que el reconocimiento de la invarianza entre éstas

unidades significantes es la que permite la aprehension del concepto matematico.

Este trabajo se relaciona con esta investigacion, ya que muestra con respecto al marco
tedrico como describir las actividades cognitivas de tratamiento y conversion de las
representaciones semidticas y ademas presenta el tipo de metodologia que posibilita proponer

situaciones problemas propias del concepto de funcion lineal.

Otra investigacion a nivel nacional corresponde a Gutiérrez & Parada (2007) quienes
realizaron la propuesta “caracterizacion de tratamientos y conversiones “el caso de la funcion
afin en el marco de las aplicaciones” con el objetivo de describir e interpretar los tratamientos y
conversiones que hacen algunos estudiantes de célculo diferencial de la Escuela Colombiana de

Ingenieria, en situaciones de variacion.

La investigacion se centra en los tratamientos y conversiones que hacen los estudiantes

cuando se les propone una situacion en registro verbal que se modela mediante la funcién afin y
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que no explicita el registro de llegada. La escogencia del registro de partida en el trabajo se debe
a que es el que generalmente ofrece mayores dificultades al estudiante para: establecer las
relaciones entre la informacion presentada y el objeto matematico, interpretar, pasar a otros

registros y solucionar el problema.

Adicionalmente, Gutiérrez & Parada deciden no explicitar el registro de llegada ni el
tipo de funcion que modela la situacion puesto que podria generarse alguna idea sobre las
caracteristicas de las representaciones que espontaneamente eligen los estudiantes asi como el

dominio que tienen de la funcion afin como herramienta (p. 69).

Por otro lado, las situaciones propuestas contemplan fenémenos de congruencia y no—
congruencia entre registros; la no congruencia es presentada por ejemplo, cuando el criterio de
correspondencia semantica no se cumple en los enunciados que no sugieren explicitamente
transformaciones en los otros registros tales como operaciones aritméticas o algebraicas, entre

otros.

Con respecto a las situaciones, utiliza una metodologia de enfoque cualitativo
interpretativo en la cual se implementa un cuestionario escrito como medio para recoger y
analizar la informacion. El instrumento estd fundamentado en situaciones relacionadas con
intervalos de covariacion (en relacion directa e inversa) y razon de cambio, unidades
significantes asociadas a la funcion afin en los diferentes registros, el registro verbal y ademas
presentan diferentes grados de complejidad en cuanto a su estructura, es decir, contemplan

fendmenos de congruencia y no—congruencia entre registros. Finalmente concluyen que:

e El contexto de la situacion de variacion influye en los registros de representacion y en

las transformaciones que utilizan los estudiantes para enfrentarlas.
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e Las conversiones que realizan los estudiantes se ven afectadas cuando el enunciado de
la situacion incluye elementos que distraen la atencion y que impiden la interpretacion
global de la misma.

e los estudiantes hacen conversiones a otros registros solamente cuando sienten la
necesidad de ampliar la informacidn para dar respuesta a cuestionamientos planteados;
pero no se aprecia un interés por poner en correspondencia las unidades significantes
entre registros para corroborar o verificar sus resultados.

e  El registro seleccionado al hacer la primera conversion determina la utilizacion de uno o

varios registros de representacion a lo largo del desarrollo de la situacion.

Asi mismo, Gutiérrez & Parada (2007) encontraron importante caracterizar los
tratamientos y conversiones que hacen los estudiantes en torno a la funcion afin, pues esto podria
contribuir al desarrollo de propuestas curriculares y didacticas de la Escuela Colombiana de
Ingenieria encaminadas a mejorar el pensamiento variacional asi como la comprension de los

conceptos del calculo.

A nivel departamental, la investigacion titulada Analisis de algunas dificultades en la
comprension de la sobreyectividad asociadas a la conversion entre los registros cartesiano y
algebraico realizada por Javier Fernandez (2015) en la que se traz6 el siguiente objetivo:
Caracterizar y analizar algunas de las dificultades que emergen en la comprension de la
sobreyectividad asociadas a la operacion de conversion entre los registros algebraico y cartesiano
por parte de un grupo de estudiantes de las Licenciaturas del Area en Educacion Matematica de

la Universidad del Valle.
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La investigacion de Fernandez (2015), se apoya en la teoria de “adquisicion” de
conocimientos por medio de los registros semidticos de representacion desarrollada por Duval
(2004) el cual se centra especificamente en la discriminacién de unidades significantes en dos
representaciones de las funciones de variable real: la representacion analitica y la representacion

gréfica.

En este estudio se pretendia abordar algunas de las dificultades que emergen en la
conversion de un registro a otro, enfocandose en una de las propiedades de las funciones de
variable real; en este caso la sobreyectividad. El trabajo consistia en efectuar la conversion del
registro grafico cartesiano a una expresion analitica, en la que se involucra también el pasaje

inverso.

La metodologia que se implementd en este estudio para alcanzar los objetivos
propuestos, se dividio en varias etapas las cuales constaban de instrumentos para la recoleccion y
el analisis de la informacion como: encuestas y rejillas de andlisis, de esta manera se tomd la
informacion de las encuestas para construir categorias y subcategorias que se organizaron en las

rejillas.

Los resultados del analisis de las actividades realizadas permitieron identificar varias
dificultades en la comprensién de la sobreyectividad; primero, que la sobreyectividad no puede
asumirse como propiedad trivial o que se genera de forma espontanea en los estudiantes y
segundo, que el andlisis semiotico puede extenderse a propiedades de los objetos y no solamente

a los objetos mismos.
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Finalmente, se deduce que la tercera dificultad se debe a la sustitucion de elementos
pertinentes en las versiones formales por otros que no lo son y a la confusion de la

sobreyectividad con otras propiedades de las funciones.

En esta investigacion demostro la importancia de analizar las unidades significantes
para el cumplimiento de los criterios de congruencia que permiten la conversion entre dos 0 mas
registros de representacion diferentes. En efecto, permite ampliar el marco tedrico del trabajo

con elementos que posibilitan hacer un analisis a priori para la descripcion de las actividades.

Otra investigacion a nivel departamental, La funcién lineal, una nocién que emplea los
registros de representacion semiotica para modelar la variacion desarrollada por Ramirez &

Toro (2012) de la Universidad del Valle sede en Zarzal.

Este trabajo buscé identificar las dificultades a las cuales se enfrenta el estudiante
durante el estudio de la nocion de funcion lineal, dificultades que conllevan a un bajo desempefio

matematico en especial para interpretar y solucionar situaciones sujetas a una variacion.

A partir del analisis de las dificultades encontradas, se hace un aporte didactico
haciendo uso de la funcion como una herramienta de modelacion para la solucion de situaciones
de variacion en diferentes contextos. Como consecuencia de la implementacion propuesta
trabajada desde una mirada practica se recurre a la teoria de representaciones semidticas
desarrolladas por Duval (1993, 2004), no solamente porque permite explicar el nivel de
conceptualizacién con base en las operaciones cognitivas entre representaciones, sino porque
ademas los problemas sujetos a una variacién exigen al estudiante la familiaridad con diversos

registros de representaciones para una funcion lineal.
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Asi mismo, el proceso de ejecucion permitid observar una apropiacion de aspectos
fundamentales en la formacion matemética de los estudiantes tales como: la necesidad de
innovacion en las situaciones que se presentan en el fomento del pensamiento variacional, las
cuales recreen un ambiente participativo que no se enfatice solo en el desarrollo de habilidades

procedimentales y que estimulen la construccion autonoma de conocimiento.

Ademas la necesidad de exploracion de los objetos matematicos en diversos registros,
donde el estudiante pueda caracterizar y comprender los objetos matematicos, al igual que
evaluar los alcances de cada uno con respecto a las operaciones cognitivas que puedan manejar o
no. Es asi como el uso de diferentes registros es indispensable en el estudio de cualquier objeto
matematico ya que los distintos tipos de representacion que se utilizan permiten realizar

observaciones importantes del objeto.

Por ejemplo, en el caso de la situacion propuesta en este trabajo, las observaciones se
centran en la variacion entre cantidades desde cada registro de representacion: tabular (variacién
vertical y horizontal de cada magnitud involucrada), cartesiana (relaciones entre las coordenadas
y las variaciones que causa los cambios de cada una en la otra), etc. De esta manera la

comprension del objeto no se limita al contenido de un solo registro.

En ésta investigacion es posible reconocer como el aprendizaje de la funcion lineal
permite fortalecer la solucion de situaciones en las que se estimule la construccién auténoma de
conocimiento de los estudiantes y la necesidad de innovacion en las situaciones que se presentan

en el fomento del pensamiento variacional.

A nivel local el trabajo de Angulo (2017) denominado: Uso y evaluacion de

enunciados problemas contextuales para la conversion, tratamiento y comprension de los
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parametros (m y b) de una funcion lineal y = mx + b, en grado octavo. Se trata de un trabajo
de indagacion que busca aportar a la construccion de los parametros propios de la funcion lineal
en distintos registros de representacion semidtica a partir de una propuesta didactica

contextualizada.

La propuesta fue abordada desde los planteamientos de la teoria semiotica de Duval
(1988, 1999, 2006a), a partir del cual se buscO generar toma de conciencia por parte de las
estudiantes de grado 8° de la Institucion Educativa San Vicente del Municipio de Buenaventura

frente al objeto matematico en cuestion.

Los parametros m y b abordados en el trabajo corresponden a las unidades significantes
del objeto en el registro algebraico. La designacion m, se le atribuye a la pendiente de una linea
recta, mas puntualmente a una razon de cambio en y a medida que x cambia en una unidad. La
decision de Angulo al estudiar este parametro se debe a que es comudn observar que el andlisis o
céalculo de la pendiente, se fundamenta en el reemplazo en la ecuacidon m=Ay/Ax, sin tener en

cuenta el significado que se le puede asociar al nimero hallado.

Asi mismo, hay una imposibilidad de encontrar la ecuacién de una recta partiendo de
una grafica cartesiana: al discriminar las variables visuales que ofrece una grafica, los estudiantes
no toman conciencia de la importancia que tienen cada uno de los elementos presentes entre la

recta y los puntos de cortes con los ejes.

Por tal razdn, Angulo expresa que estas situaciones de ensefianza obligan a reconsiderar
la forma como se esta “trasmitiendo” este concepto en la ensefanza del algebra, dado que, entre

los errores reportados desde Duval (1988) se encuentra que se confunde la pendiente de una recta
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con la altura y, de la mano con eso, se crea un problema al no encontrar una correspondiente

equivalencia con dicho concepto, pero que, aun asi se sigue ensefiando.

Por esto, el autor implementa una secuencia didactica asociada al contexto de
Buenaventura (maritimo), dado que las estudiantes estan familiarizados con los elementos que
hacen parte de las situaciones problemas, elementos tales como: la pesca artesanal y valores de
ciertos mariscos. Ademas, del uso de conceptos alli utilizados, como; utilidad, costos, ingresos
entre otros conceptos con lo cual se puede tener un aprendizaje mas significativo con los objetos

involucrados a través de diferentes representaciones.

Finalmente, los resultados de la secuencia aplicada permitieron obtener elementos

significativos que enriquecen la labor docente. En general, Angulo concluye que:

e La actividad de un docente no se debe centrar en la transmision de contenidos
descontextualizados, que el estudiante por autoridad debe aceptar. Sino mas bien,
abordar elementos propios de la disciplina que obedezcan a un contexto particular que
haga que lo transmitido cobre sentido y significado en la vida del educando, es decir,

que tenga alguna funcionalidad.

e La funcidn lineal no puede seguir siendo trabajada de forma fraccionada o peor ain de
forma mecénica, donde por un lado se observa que un concepto no se relaciona con
otros o que siempre se hace lo mismo. La funcién lineal debe ser abordada en toda su
dimensidn, lo cual implica la relacion de las operaciones con los nimeros reales y su

representacion en un sistema multirregistro.

e El andlisis de la teoria semidtica cognitiva de Raymond Duval, permite que el docente

tenga un soporte tedrico importante que permite que éste lo use como un elemento
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didactico consciente a la hora de implementar sus clases, dado que entre tantas cosas
Duval dice: No hay conocimiento que un sujeto pueda movilizar, sin la actividad de
representar, lo cual deja ver que aunque somos conscientes que todo ser posee algin
tipo de informacion no se puede asegurar que este sea consciente de ella, sino es capaz

de comunicar, y para ello, lo debe representar.

De este modo, las investigaciones tratadas aportan aspectos tedricos y didacticos para
el desarrollo de este trabajo. Pues se enmarcan en la teoria de registros de representacion
semidtica de Duval (1993, 1988, 1999, 2004) de donde se toman elementos que precisan el

marco conceptual desde el cual se seleccionan situaciones de variacion para los estudiantes.

Asi mismo, todas coinciden con la importancia del uso de mdaltiples representaciones
para la conceptualizacion de la funcién lineal, pues favorecen la comprension ademas, en la
medida en que sean abordados a traves de la identificacion de las unidades significantes, las
propiedades y el trabajo de las operaciones cognitivas, la formacion, el tratamiento y la

conversion de representaciones.
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Capitulo 2. Marco Tedrico de Referencia

En este capitulo se presentan los referentes tedricos que se tuvieron en cuenta para el
andlisis de las operaciones cognitivas al trabajar problemas en el marco de la pendiente en una
funcion lineal, y las unidades significantes asociadas. En este sentido, el apartado se centrara en
dos aspectos relacionados con la ensefianza y aprendizaje de las funciones lineales. En primer
lugar, la perspectiva semidtica que remite al concepto de representacion, a las operaciones
cognitivas que le son intrinsecas y los sistemas semioticos asociados grafico y algebraico. En
segundo lugar, la perspectiva matematica que da cuenta del aspecto formal del objeto
matematico, es decir, lo relacionado con las definiciones, conceptos, propiedades, Yy
caracteristicas que atafien a las funciones lineales, en donde se hara énfasis en la pendiente como

propiedad fundamental de dicho objeto.
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2.1 Aspectos semidticos

2.1.1 Representacion y operaciones cognitivas asociadas

Para empezar, el concepto de representacion semiotica en matematicas es definido por
Duval (2004, p.27) como aquellos signos o marcas que los sujetos utilizan para pensar la
matematica, es decir, los medios necesarios para comunicar las ideas matematicas o para
exteriorizar las ideas mentales; representaciones que pueden ser convertidas en representaciones
“equivalentes” en otro sistema semiOtico y que pueden tomar significaciones diferentes para el

sujeto que las utiliza.

De manera similar, Rico (2009) define que las representaciones matematicas son todas
aquellas herramientas, signos o graficos que hacen presentes los conceptos y procedimientos
matematicos y con las cuales los sujetos particulares abordan e interacttan con el conocimiento
matematico, es decir, registran y comunican su conocimiento sobre las matematicas e, incluso,
como aquellos esquemas o imagenes mentales con los que la mente trabaja sobre ideas

matematicas.

Asi, una representacion es la que permite en esencia mostrar algo a lo cual no se puede
acceder a través de los sentidos. Lo potente de estas representaciones es que, ademas que pueden

transformarse en otras representaciones, poseen propiedades que tienen los objetos matematicos.

A pesar de que las representaciones poseen propiedades de los objetos, trabajar con la
representacion no es trabajar con el objeto representado. Pues bien para que la confusion entre el
objeto y su representacion no ocurra, la representacion debe disponer de al menos dos sistemas
semidticos diferentes para comunicarse y que se pueda ir de una a otra espontaneamente (Duval,

2004, p. 46).
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En general el proceso de pasar de una representacion a otra hace referencia a una de las
operaciones cognitivas propias a toda representacion, especificamente a la conversion. Duval
(1998) menciona al respecto, para que un sistema semiodtico pueda ser un registro de

representacion, debe permitir tres actividades cognitivas asociadas a la semiosis.

En primer lugar, la actividad cognitiva de formacion la cual remite al conjunto de
marcas que permiten expresar o evocar un objeto que esta en la mente o es real. Esta actividad
implica la seleccion de un conjunto de caracteres que determinan lo que se quiere representar. De
este modo, es importante que la formacion respete las reglas propias al sistema empleado no solo
por razones de comunicacion, sino también para hacer posible la utilizacién de los medios de
tratamiento que ofrece el sistema semidtico empleado, como indica Duval (2004, p.43). De este
modo, la formacidn es el primer acercamiento que se tiene con el objeto representado entonces,
es necesario que los elementos propios de dicho sistema sean claramente identificables ya que

como primer registro representa informacion parcial sobre las propiedades del objeto.

En segundo lugar, la actividad cognitiva de tratamiento. Un tratamiento es una
transformacion de la representacion interna a un registro de representacion o a un sistema. Lo
importante de esta actividad es que permite trabajar en el mismo registro de la representacion
inicial y cada registro empleado posee tratamientos particulares que posibilitan utilizar los

mismos signos de la representacion inicial.

En tercer lugar, la conversion como actividad cognitiva es la transformacion de la
representacion de un objeto, de una situacion o de una informacion dada en un registro, en una
representacion de ese mismo objeto, o de la misma informacion en otro registro. En otras

palabras, la conversion es un cambio de una representacion dada en un registro, en otra
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representacion en un registro diferente, que conserva parte del significado de la representacion
inicial pero al mismo tiempo da otras significaciones al objeto representado, de acuerdo a Duval

(1999).

TRANSFORMACION
de una representacion semidtica en otra
Juan es 3 arffos mayor gue Pedro. Junfos tienen 23 afios de edad

CONVERSION TRATAMIENTO
Cambiando el sistema semidtico (&l Manteniendo el mismo
registro) usado sin cambiar los objetos sistema semiotico
indicados x+(x +3) =23
2x +3 =23
x+(x +3) =23 l
2x =23 - 3

!

Figura 1. Los dos procesos cognitivos fundamentales del pensamiento. Tomado de Duval (2006)

Asi pues, las tres actividades tratadas anteriormente constituyen el foco en la ensefianza
de las matematicas, pues ellas garantizan un acercamiento al objeto de manera tal que permiten

manipular directamente las propiedades del objeto representado.

Estas diferentes actividades estan reagrupadas y confundidas en lo que generalmente se
Ilaman tareas de produccion y tareas de comprension. La produccion de una respuesta, sea un
texto 0 esquema, movilizan simultdneamente la formacion de representaciones semidticas y su
tratamiento. La comprension de algo, sea un texto o una imagen, movilizan ya sea actividades de

conversién y de formacion o bien las tres actividades cognitivas, segin Duval (2004, p. 42).
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Por lo anterior, se prioriza la operacion de conversion debido a que el cambio de
registro representa una de las condiciones necesarias para la comprension ya que cada registro

presenta informacion parcial y bien diferenciada sobre el objeto matematico representado.

2.1.2 Conversion y coordinacion entre registros

Es evidente que en matematicas existen muchas maneras de representar un objeto
matematico en particular; pues la actividad matematica se caracteriza por las diversas formas
posibles de acceder al objeto para dar respuesta a una determinada situacion. Lo importante de
las representaciones es que permiten una mirada a las propiedades del objeto representado y

ademas posibilitan las condiciones para trabajar y comunicar dichos objetos.

No obstante, las representaciones semidticas no solo son indispensables para fines de
comunicacion, sino que son necesarias para el desarrollo de la actividad mateméatica misma, por
el hecho que permiten efectuar tratamientos, es decir, razonamientos, hacer célculos, y pasar de
un registro semidtico de representacion a otro, en el sentido planteado por Duval (1999). En
efecto, las representaciones tienen un papel fundamental en el funcionamiento del pensamiento
matematico, lo cual se debe no s6lo a que los objetos matematicos no son accesibles fuera de las
representaciones semioticas, sino, sobre todo al hecho que los procesos de pensamiento se llevan
a cabo mediante dos tipos de transformaciones de las representaciones puestas en juego, es decir

la conversion y el tratamiento.

Por esto, la forma de acceder a las diversas representaciones sobre los objetos trabajados
constituye un umbral para el aprendizaje. Duval (2004) expresa que es la actividad cognitiva

menos espontanea y de mas dificil adquisicion, y esto debido a varios factores: en primer lugar,
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no obedece a reglas como si ocurre al hacer un tratamiento en un registro especifico. En segundo
lugar, la misma palabra implica un cambio de naturaleza, el paso de un contrario a otro, una

ruptura que exige una toma de conciencia sobre lo que se percibe (Ponton, s.f, p.7).

La tercera es que en Educacion Matematica se privilegia sobre todo las operaciones de
formacion y tratamiento. Lo que se traduce en que un cambio de registro puede hacerse solo por
cuestiones de necesidad de ese nuevo registro y de las potencialidades en tratamiento que este
ofrece. Es decir, simplemente una accion de recursividad al registro mas adecuado en el
momento. Por esto, la conversion y el tratamiento deben ser separados para analizar lo que hacen
los estudiantes cuando se enfrentan a distintas situaciones problemas. La comprensién surge de
la coordinacion de los diversos sistemas semioticos usados y de identificar la informacién

especifica que cada representacion o sistema semi6tico ofrece.

La coordinacién de dichos sistemas requiere que la conversion pueda ser efectuada para
todos sus diferentes cambios de registro. En efecto, para favorecer tal coordinacion, parece
esencial proponer tareas que conduzcan a explorar sistematicamente las variantes posibles de una
representacion en un registro y prever, u observar, las variaciones concomitantes de las
representaciones en el otro registro, en Duval (1992). En este sentido, a fin de favorecer la
coordinacion, la ensefianza no se puede restringir a la presentacion de algunos ejemplos de

conversion sino efectuar dicha actividad para todos los cambios posibles.

De hecho, la actividad de conversion tiene sentido por la existencia de mdltiples
registros para un mismo objeto matematico. Y para la coordinacion es indispensable la toma de
consciencia sobre una variedad de representaciones sobre un objeto en particular es decir,

concebir el objeto desde miradas diferentes, con signos diferentes, estructuras diferentes y
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tratamientos diferentes. Al mismo tiempo y conociendo ya las distintas representaciones posibles
sobre un objeto, se debe poder ir de una a otra de manera natural, identificando en ellos
propiedades distintas del objeto. Por Gltimo, que sea posible establecer una correspondencia entre
las unidades constitutivas de las representaciones que den cuenta del mismo contenido en
registros distintos, teniendo consciencia de que los cambios en una representacion de partida

tienen efectos en otra representacion de llegada en su respectivo registro.

Asi pues, la conversion requiere que se perciba de manera consciente la diferencia entre
el contenido de una representacion y lo que se representa; pues son los sistemas semiéticos los
que aumentan la capacidad de aprehension del pensamiento. En general, lo importante de la
conversion es que presenta dos caracteristicas que no se encuentran en la operacion de
tratamiento y que cimientan una operacion cognitivamente mas compleja y mucho mas
evolucionada que los tratamientos en los registros mono funcionales: estd orientada, en otras
palabras, siempre es necesario precisar cual es el registro de partida y cudl es el registro de
llegada. Y puede ser congruente o no congruente, es decir, el pasaje de dos representaciones de
un mismo objeto puede ser congruente en un sentido y no congruente en sentido contrario Duval,

en Ospina (2012, p.36).

Como se ha dicho, para la operacién de conversion Duval (2004) menciona que es la
actividad cognitiva mas dificil de adquirir de lo que se tiene la tendencia a creer. Esto es, el
cambio de registro presupone la habilidad para distinguir los elementos significantes que entran
en juego en cada registro lo cual no es considerado en muchas ocasiones cuando se trabaja en
matematicas. Indiscutiblemente la dificultad en el cambio de registro esta asociada al pasaje de
una representacion a otra cuando ellas no son congruentes. Por esto, es importante abordar que

implica la congruencia entre dos 0 mas representaciones.
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2.1.3 Congruencia entre representaciones

En la actualidad segun lo expresa Duval (2004, p. 25), no es posible estudiar los
fendmenos relativos al conocimiento sin recurrir a la nocion de representacion. Precisamente la
matematica es una actividad rica en diversidad de representaciones, las cuales garantizan la
posibilidad de ir de una a otra cambiando de forma pero manteniendo el mismo objeto cuando se
resuelve una situacion matematica. Sin embargo, como se ha dicho anteriormente la conversion
puede hacerse imposible de efectuar posiblemente por la no congruencia entre las

representaciones a utilizar.

Asi pues, la congruencia entre dos representaciones de un mismo objeto matematico en
registros distintos se presenta, cuando el paso de una representacion a la otra se da de forma casi
natural o espontanea. En caso contrario, se habla de no-congruencia entre dichas
representaciones (Duval, 2004). La no congruencia puede darse en mayor o menor grado,
dependiendo de la cantidad de criterios que se dejen de cumplir. Por esto, es importante precisar

lo que significan e implican dichos criterios.

El primero de estos criterios, correspondencia seméntica entre las unidades
significantes propias a cada registro, hace referencia a las unidades significantes en cada
representacion pero en términos de lo que significan, lo que evocan convencionalmente. Para que
se cumpla este criterio es necesario que las unidades estén casi que explicitas en los dos registros
y que ademas se mantenga el contenido en términos de significado en cada representacion. Esto
requiere que la interpretacion de cada unidad en el registro de partida pueda ser correspondida
semanticamente con una unidad en el registro de llegada. Es importante que las unidades no den

lugar a interpretaciones distintas Duval (2004, p.53).
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En otras palabras, que a partir de la representacion dada en un registro inicial, cada uno
de los elementos caracteristicos puedan ponerse en relacion con los elementos caracteristicos de

otra representacion, y que ademas tengan igual significancia al interior de cada representacion.

El segundo criterio, univocidad semantica terminal, hace referencia al niumero de
unidades significantes en cada representacion pero en términos de correspondencia biunivoca. Es
decir, que cada unidad significante elemental de la representacion de partida se relaciona con una

Unica unidad significante elemental en el registro de llegada Duval (2004).

Dicho de otra manera, una misma unidad significante en un registro solo puede estar en
correspondencia con una y solo una unidad significante dada en el otro registro. Implica esto que

la relacion entre unidades debe ser uno a uno, ni mas ni menos.

El tercer y ltimo criterio, orden de arreglo de las unidades que componen cada
representacion, refiere a que la forma en la que se interiorizan las unidades que se ponen en
correspondencia debe darse “en el mismo orden en las dos representaciones” (Duval, 2004, p.
53). Es decir, es pertinente la conservacion del orden en que estén organizadas las unidades
significantes en las representaciones a utilizar. Asi mismo, que en la misma secuencia en que se
presenten en la representacion de partida, se deben poder percibir en una representacion de

llegada.

En concreto, lo importante de estos criterios es que permiten determinar la congruencia
0 semejanza entre dos representaciones semioticamente diferentes y que, al menos parcialmente,

representan el mismo contenido (Duval, 2004, p.53).

De este modo, para determinar si dos representaciones son congruentes 0 no, es

necesario comenzar segmentandolas en sus respectivas unidades. Significar de manera tal que
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puedan ser puestas en correspondencia. (Duval, 2004, p.51) Esto es, analizar la operacion
conversion entre representaciones semioticas, implica identificar los detalles por los que esta
compuesta cada representacion y extraer de ellas los elementos que le otorgan sentido, de manera
que tales unidades puedan ser puestas en correspondencia unas con otras, como una funcién
inyectiva para lograr la conversion. Segmentar las unidades de cada representacion significa
extraer las particularidades, los pardmetros que permiten ser reconocidos en una representacion
para lograr ver en otra representacion la totalidad o parte del contenido de la representacion
inicial. Es decir, dos representaciones semioticamente diferentes y que matematicamente

representan el mismo objeto.

Puede notarse, que algunas de las dificultades en la conversidn entre registros estan
asociadas a la congruencia y no congruencia entre las representaciones de un mismo objeto. Sin
embargo, la conversion es la actividad que le permite al estudiante llegar a comprender el objeto
en la medida en que permite obtener informacidn distinta en cada registro. Informacién que se
pone en juego cuando se identifican los criterios de congruencia que puedan cumplirse o no entre
dos o mas representaciones. Claro esta, que esta informacion se recoge a partir de la
significacion que toma cada unidad significante en cada representacion lo cual permite que se
efectien cambios de registro en dénde cada unidad significante en una representacion se

corresponda con otra que tenga igual significancia.

Por lo anterior, se podria decir que para la comprension, la conversion no es una
condicion suficiente pero, que representa uno de los medios necesarios para acercarse a ella. Es
decir, es posible otorgarle a la conversion el caracter de consecuencia directa de la actividad
conceptual por el hecho de que requiere una apropiacion de la significacion que tiene cada

unidad en un determinado registro. Por esto, vale la pena explicitar los elementos caracteristicos
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que de cada representacion posibilitan la interpretacion global del objeto matematico funcion

lineal.

2.1.4 Unidades semidticas elementales de los registros graficos y algebraicos

Las representaciones semidticas juegan un papel primordial en la ensefianza de las
matematicas, ya que son las que permiten el acceso a los objetos matematicos. Dichas
representaciones constituyen los medios necesarios para trabajar con los objetos matematicos, asi
pues, para comprenderlos se debe disponer de al menos dos formas de representacion sobre ellos.
Pues la construccion conceptual de los objetos matematicos depende de la capacidad de usar

varios registros de representacion semidtica de dichos conceptos Duval (1999, 2004).

De este modo, para describir las dificultades en la conversion entre las representaciones
graficas y algebraicas asociadas a la funcion lineal es necesario conocer los elementos que
caracterizan a cada una de ellas. La representacion gréfica tiene por excelencia, la potencialidad
del entendimiento que da la visualizacion, es decir, esta relacionada a los aspectos geométricos
del objeto; la representacion algebraica requiere claramente el continuo uso del lenguaje del

algebra.

En este sentido, la teoria semidtica permite explicitar las unidades significantes
correspondientes a ambos registros. Pues la conversion y la coordinaciéon entre dos registros
requieren la discriminacion de las unidades significantes de cada uno para lograr establecer la

correspondencia.

El registro algebraico aunque generalmente es el primer contacto que tiene el estudiante
con las funciones lineales, implica ciertas dificultades; pues para encontrar una expresion

algebraica lineal se debe recurrir a una serie de procesos caracteristicos de dicho registro. Las
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dificultades estan asociadas entre otras a la determinacion de la pendiente, el desconocimiento de
que es posible encontrar la ecuacién conociendo un punto y la pendiente, la dificultad para
identificar la relacion entre cantidades conocidas y desconocidas y la aplicacion inadecuada de la

ecuacion punto pendiente.

De manera general, en la ecuacion de toda linea recta de la forma y = mx + b, se
reconocen dos constantes que son el coeficiente m 0 a y el término independiente b. Se explicitan

entonces las unidades significantes propias a la expresion algebraica.

los signos relacionales (>, < =)

los simbolos de operacion o de signo (+, -)

los simbolos de variable (x, y)

los simbolos de exponente, coeficiente y constante (a, b)
Por otro lado, el registro grafico representa uno de los principales registros al cual se
acude cuando se trabajan las funciones lineales. Este registro se caracteriza por presentar de

manera global las caracteristicas del objeto matematico.

Las representaciones graficas movilizan dos tipos de variables generales, valores
visuales significantes o pertinentes que son presentados como un todo, es decir no son dados por
separado como en la escritura algebraica y tres variables visuales que corresponden a una simple
modificacion de la configuracion trazo-realizado/ejes orientados los cuales son esenciales para la
discriminacion de las propiedades de las figuras de una representacion grafica (Duval, 1992,

p.128). Las dos variables generales son:

o La implantacion de la tarea, es decir lo que se desprende como figura sobre

fondo: un trazo o una zona.
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La forma de la tarea: el trazo realizado que delimite o no una zona, es recto

Los tres valores visuales de las funciones lineales y afines son:

Variables Valores de las variables visuales Unidades simbolicas
visuales
Ascendente
El trazo sube de izquierda a derecha Us: a>0(+)
El sentido de la El trazo desciende de izquierda a derecha Descendente
inclinacion del trazo: | El trazo es un linea recta paralela al eje x US: a<0 (-)
US: a=0
Hay una particion simétrica del cuadrante | Angulo mayor que el
atravesado: formado por la
El angulo formado con el eje horizontal es menor | bisectriz  del primer

Los angulos del trazo
con los ejes

que el formado con el eje vertical

El &ngulo formado con el eje horizontal es mayor
que el formado con el eje vertical

Cuando la recta trazada no pasa por el origen, es
suficiente desplazar el eje vertical, hasta el punto de
interseccion de la recta con el eje horizontal.

cuadrante. US: a>1

Angulo menor que el
formado por la
bisectriz del primer
cuadrante US: a <1

La posicion del trazo
respecto al origen del
gje vertical

El trazo corta el eje y arriba del origen
El trazo corta el eje y abajo del origen
El trazo corta el eje y en el origen

Pasa por encima o por
debajo del origen US:
Se suma o se resta
una constante

Pasa por el origen US:
No hay constante

Tabla 1. Variables y unidades significantes de la funcion lineal en el registro grafico. (Tomada de Duval, 1992, p. 128)

La tabla anterior representa los elementos que estan en juego en toda representacion

grafica de las funciones lineales. Asi mismo, cuando se trabaja sobre el conjunto trazo/ejes que

forma una imagen que a su vez representa un objeto descrito por una expresion algebraica, toda

modificacion de esa imagen conlleva a una modificacion en escritura de la expresion algebraica

lo cual determina lo que se Ilama variable visual pertinente para la interpretacion de la grafica.

Por todo esto, Duval (1992) sefiala que la naturaleza de las unidades significantes y su

discriminacion dependen de cada registro, por lo que estas pueden ser diferentes. Pero, a pesar de
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que las unidades significantes son propias a cada uno de los registros de representacion, dichas
unidades no pueden ser entendidas y utilizadas de manera independiente ya que la modificacion
de una unidad significante en un registro de partida cambia parcialmente las unidades de los
otros registros. De este modo, se muestran las relaciones entre las unidades significantes que

caracterizan a la funcién lineal.

o Cada caracteristica visual particular se combina con una caracteristica semantica

de la ecuacion y no con la funcion representada.

o La red de caracteristicas visuales distintivas para cada registro pueden o no tener

la misma cantidad de elementos.

o La red no depende de algun contenido o “concepto” matematico especifico sino de

las posibilidades de representacion Duval (2006, p. 152).

Por consiguiente, los conceptos tedricos mencionados anteriormente serviran de base
para seleccionar algunas situaciones dadas en un registro inicial (formacion) asociadas a la
funcidn lineal en los cuales se pueda realizar la actividad de tratamiento y conversion de acuerdo
a las cuestiones involucradas. La discriminacion de las variables y unidades significantes
correspondientes a cada registro, es un componente importante en esta tarea, asi como la

coordinacién de dichas unidades.
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2.2 Aspectos curriculares

En esta perspectiva se aborda el panorama organizacional segun el cual el Ministerio de
Educacion Nacional desde los lineamientos curriculares y los estandares basicos de competencia
en matematicas (MEN, 1998, 2006) plantea el desarrollo del pensamiento matematico de los

estudiantes, en los que, entre otras cosas, se destaca el trabajo representacional.

Los principales elementos que fundamentan cualquier curriculo, particularmente en
matematicas estan relacionados con los procesos generales, los conocimientos basicos y el

contexto.

2.2.1 Procesos generales:

Son las acciones de pensamiento que desarrollan los estudiantes en un ambiente para
aprender y desarrollar el conocimiento matematico. Especificamente en esta investigacion
interesd analizar procesos como: la comunicacion, la modelacién y la resolucion de problemas,

dado que son aspectos de gran importancia para el trabajo con situaciones de variacion.

Comunicacion:

La adquisicion de los conocimientos matematicos es posible gracias a las diversas

formas de representar un objeto matematico en particular. Como indica el MEN (2006)

Las distintas formas de expresar y comunicar las preguntas, problemas,
conjeturas y resultados matematicos no son algo extrinseco y adicionado a una
actividad matematica puramente mental, sino que la configuran intrinseca y
radicalmente, de tal manera que la dimension de las formas de expresion y
comunicacion es constitutiva de la comprension de las matematicas. (p.54).

Las actividad de comunicacion tiene sentido por las posibilidades de

representacion que brinda la actividad matematica pues, si no se dispone al menos de dos
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formas distintas de expresar y representar un contenido matematico, no parece posible

aprender y comprender dicho contenido, en el sentido planteado por Duval (2004).

Modelacioén:

Un modelo puede entenderse como un sistema figurativo mental o grafico que
reproduce o representa la realidad en forma esquematica para hacerla mas comprensible.

En este sentido, el MEN (2006) sefiala que:

La modelacion puede hacerse de formas diferentes, que simplifican la
situacion y seleccionan una manera de representarla mentalmente,
gestualmente, graficamente o por medio de simbolos aritméticos o
algebraicos, para poder formular y resolver los problemas relacionados con
ella. Un buen modelo mental o grafico permite al estudiante buscar distintos
caminos de solucion, estimar una solucién aproximada o darse cuenta de si
una aparente solucion encontrada a través de célculos numéricos o

algebraicos si es plausible y significativa, o si es imposible o no tiene
sentido. (p. 53)

Lo importante de la modelacion es que permite decidir qué variables y relaciones
entre variables son importantes, lo cual esta con respecto al proposito de este trabajo

vinculado con las unidades significantes en una situacion problema.

Resolucion de problemas:

Es un proceso presente a lo largo de todas las actividades curriculares de
matematicas y no una actividad aislada y esporadica. Su importancia radica en que
proporciona un contexto inmediato en donde el quehacer matematico cobra sentido, en la
medida en que las situaciones que se aborden estén ligadas a experiencias cotidianas vy,

por ende, sean mas significativas para los alumnos, por MEN (2006).
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Los conocimientos basicos:

Se refiere a las competencias que se consideran fundamentales para el desarrollo del
pensamiento matematico. Estos se relacionan con los 5 tipos de pensamientos y con los sistemas
propios de la disciplina. Para efectos de este trabajo, se centrara la atencién en el pensamiento

variacional asociado a la funcién lineal.

El contexto:

Tiene que ver con los ambientes que rodean al estudiante y que le dan sentido a las
matematicas que aprende; el contexto del aprendizaje es el lugar desde donde se construye
sentido y significado para los contenidos matematicos, y por lo tanto, desde donde se establecen
conexiones con las ciencias, con la vida sociocultural y con otros ambitos de las matematicas

mismas.

El pensamiento variacional:

Este tipo de pensamiento tiene que ver con el reconocimiento, la percepcién, la
identificacion y la caracterizacion de la variacion y el cambio en diferentes contextos, asi como
con su descripcion, modelacién y representacion en distintos sistemas o registros simbolicos, ya

sean verbales, iconicos, graficos o0 algebraicos.

La importancia del pensamiento variacional para este trabajo radica en que permite el
reconocimiento de fendmenos relacionados con el cambio y la variacion los cuales estan
presentes en muchos campos y contextos, como los cotidianos, los mismos matematicos y de

otras disciplinas.
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Particularmente el trabajo de la variacién a partir de las potencialidades que ofrece la
funcion lineal, por ser una herramienta fundamental para la generalizacion y formalizacién de

una familia de situaciones.

2.3 Aspectos matematicos

2.3.1 Definicién de la funcion lineal

Desde inicios de la educacion media, los estudiantes estdn enfrentados a una teoria
matematica basada en una transposicion didactica; pues elementos como definiciones,
propiedades, teoremas y procesos son presentados por el docente de acuerdo a una filosofia sobre
las matematicas; los cuales orientan el quehacer y la actividad matematica. Por ello, en esta
perspectiva se hace referencia a la teoria que rige la manera como se aborda el concepto de

funcién lineal en la escuela.

En particular, existen diversas formas de definir las funciones lineales, sin embargo para
efectos de este trabajo se presenta la definicion de Swokowski (1988) y la forma candnica debido
a que toma como referente la relacion entre variables de naturalezas distintas y ademas la

definicidn no pone restriccion sobre los conjuntos del dominio y el rango.

Segin Swokowski (1988) Una funcion f de un conjunto D a un conjunto E es una
correspondencia que asigna a cada elemento x de D un elemento unico y de E. El elemento y de
E es el valor (funcional) de f en x y se denota por f(x) (notacién que se lee “f de x”). El
conjunto D se llama dominio de la funcion. El rango de f es el subconjunto de E que consta de

todos los valores posibles f(x) para x en D (p. 30).
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Lo importante de esta definicién es que lleva implicito la nocién de correspondencia
que aparece frecuentemente en situaciones de la vida diaria; correspondencia entre magnitudes

que pueden ser modeladas mediante funciones lineales.

En general, las funciones lineales hacen parte del conjunto de funciones polindmicas de
la forma f(x) = apx™ + ap_x™ 1+ -+ a;x* +a, donde los nimeros a,, a,_1,..,a;,ao
son nameros reales que representan los coeficientes del polinomio y el nimero natural n expresa
su grado (Si a,, # 0). Asi, se puede notar que segun el grado del polinomio planteado, dichas

funciones se pueden clasificar en: constante, lineal, cuadratica, cubica y polindmica general.

En concreto, si f(x) es un polinomio de primer grado es decir, con n = 1 entonces
f(x) = ax + b para a # 0. Lo cual indica que f es una funcion lineal. De manera semejante, la

funcion lineal puede ser presentada de la forma f(x) = mx + bdondemyb€eR y m # 0.

La anterior relacion se denomina expresion canonica de las funciones lineales y
constituye una de las formas para su representacion. Lo importante de dicha representacion es
que es posible observar caracteristicas de manera inmediata sin recurrir a tratamiento alguno al

igual que permite generalizar y particularizar las variables a cualquier tipo de magnitudes x e y.

Por su parte, la representacion grafica de una funcién lineal es una linea recta de
pendiente m que pasa por el punto (0,b). Los valores numéricos de m y b son de gran
importancia puesto que determinan el grado de inclinacion y el punto de corte con el eje v;
elementos que graficamente permiten tener una vision global sobre el comportamiento de la

funcion.

Sabiendo que m representa el grado de inclinacion, el signo de este parametro es

fundamental para la interpretacion general de las funciones lineales.
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Pues:

si, m < 0, amedida que x aumenta f{x) disminuye

si, m >0, a medida que x aumenta f{x) aumenta
si, m = 0, f(x) es una linea paralela al eje x

si m es indefinido entonces la recta es x = k, keR

Dado f(x) =mx+b -

Puede notarse que el signo de la constante m, es decir los rangos de valores en R que
puede tomar este coeficiente representa una unidad significante elemental para la interpretacion
del comportamiento de la funcién. Asi mismo, todo cambio en la expresion algebraica produce
una modificacion en la representacion grafica; por ello es preciso analizar visualmente qué pasa

cuando el valor de m cambia entre valores en el conjunto numérico de los reales.
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f(x)= mx+b f(x]'= mx + b f(:r,_?= b

Figura 2. Las tres unidades visuales de la pendiente en una funcién lineal.

Existen tres tipos de posibilidades distintas que pueden ser visualmente observadas
debido a la relevancia que tienen los rangos numéricos que podria tomar el coeficiente m en R.
La primera grafica tiene pendiente negativa lo cual implica que la linea posea una inclinacion
hacia abajo, es decir decrece linealmente a medida que x aumenta. Para el segundo caso, el

coeficiente de variacion es positivo lo cual produce en la representacion grafica una linea que
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crece hacia arriba a medida que x cambia de izquierda a derecha. Es decir, la funcion es
creciente. Para el dltimo caso, la expresion algebraica tiene pendiente cero lo cual elimina la
variable x produciendo en la representacion grafica una linea horizontal paralela al eje de las
abscisas. La implicacion al desaparecer la variable x esta relacionada con que para todos los
valores posibles de la variable independiente, el resultado es la misma constante b, es decir

f(k) = b paratodo k € R.

De este modo, cuando se observan las graficas en relacion con las expresiones, el valor
de la pendiente m y el del punto de corte en el eje Y (b), determinan el comportamiento y sentido
de la direccion de la recta. Sin embargo, las expresiones algebraicas y las graficas son solo
algunas de las formas en que es posible visualizar el comportamiento de una funcion. Por esto es

importante explicitar las distintas formas en que las funciones lineales pueden ser presentadas.

2.3.2 Formas de representacion de las funciones lineales

Las funciones lineales son uno de los objetos matematicos con méas posibilidades de
representacion en Educacion Matematica; dicha diversidad aumenta las posibilidades para su
comprension. Pues el objeto puede percibirse a través de: diagramas sagitales, expresiones
algebraicas, tablas, graficas cartesianas, entre otras representaciones que permiten identificar

elementos importantes en cada una de ellas.

No obstante, para conocer las formas de representar una funcién, es necesario conocer
la notacion con las que esta se puede identificar. Dado que una funcion puede considerarse como
una correspondencia, esta se puede escribir de diferentes formas. Asi, para expresar que f es una

funcion de X en Y se usan las siguientes notaciones:
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f:A—> B A—L 5B f={e./y=F(x).xe R ye R}

La notacion f(x) se utiliza para indicar el elemento que en el rango corresponde a x por
la funcion £, y se le llama la imagen de x por f. Cuando la regla para la funcion esta dada por
medio de una ecuacion de la forma f(x) = y “que se lee f de x igual a y”, llamamos a la "x"
variable independiente y a la “y” variable dependiente. Dichas notaciones permiten distinguir a

las funciones entre cualquier otro objeto matematico, aun con las relaciones que no son funcion.

La representacidn sagital se caracteriza porque permite visualizar por medio de flechas
la forma en que se relacionan los elementos del dominio y del codominio, facilitando la
verificacion de las condiciones que debe cumplir una relacion para ser funcién. Es decir, si a
cada elemento de un conjunto A se le hace corresponder de algiin modo un elemento Unico de un

conjunto B, se dice que esta correspondencia es una funcion, Roldan (2013).

Figura 3. Diagrama sagital de una relacién que es funcién y otra que no lo es entre los conjuntos x e y.

El primer diagrama permite ver que todos los elementos del primer conjunto solo estan
relacionados a través de f con un unico elemento del segundo conjunto. Pues cada elemento del
conjunto de salida se vincula mediante una flecha con un elemento del conjunto de llegada. De

esta manera, se establece la nocion de funcion a través de la correspondencia establecida. Este
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tipo de representaciones permite ver claramente la relacion entre dos conjuntos o0 magnitudes que
se relacionan mediante una regla de asignacion f. El segundo diagrama no representa una
funcion puesto que no cumple con la definicion de la misma, pues existe un valor en el dominio

X que esta relacionado con més de un valor en el codominio.

Por otro lado, la representacion algebraica como ya se expreso, es la forma de
representar una funcion por medio de una expresion escrita en la que se explicita la relacion entre
las variables, esta expresion analitica puede ser algebraica (polinémica) o no y, corresponde a la
regla de correspondencia o dependencia entre cantidades o magnitudes. La forma que mas se

emplea es:

y=f(x)=mx+b

Con esta representacion se forma una triada que esta mutuamente vinculada a una tabla
y una gréfica; pues cada ecuacion genera una y solo una grafica cartesiana que se corresponde
univocamente con un conjunto de parejas ordenadas, pero a su vez una ecuacion produce un
conjunto de parejas ordenadas posibles de disponer parcialmente en una tabla que a su vez

origina una y solo una grafica cartesiana (Roldan, 2013, p. 38).

La representacion tabular se caracteriza porque permite mostrar y expresar las
funciones a partir de casos particulares y precisos. En ella se ordena la informacién para
presentar la correspondencia entre cantidades en dos filas o columnas; la primera corresponde al
conjunto de salida y la segunda al de llegada. Por ejemplo si se considera la relacion funcional,
por cada hora de trabajo un obrero fabrica 2 unidades de cierto articulo. Dicha situacion se

podria tabular de la siguiente forma:
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fx) 0 2 4 8 14 16

Tabla 2. Representacion tabular de algunos valores que satisfacen la funcion y=2x

De este modo se puede ver la relacion entre el nimero de articulos producidos para x
cantidad de horas. En general, la forma tabular consiste en una tabla de valores de los cuales los
valores de x corresponden a valores particulares del dominio, y los valores de y corresponden a
valores del codominio. Una de las ventajas que presenta claborar tablas es que: “permite
descubrir regularidades como son diferencias constantes, diferencias que crecen (0 decrecen)

regularmente, productos o cocientes constantes, etc.

La representacion gréafica-cartesiana de una funcion lineal se considera como la
representacion geométrica de la misma, es importante debido a la posibilidad de analisis y la
observacion de atributos que permite distinguir como la pendiente (inclinacidn) e interceptos con
los ejes. En general, la grafica consiste en un trazo hecho sobre un plano cartesiano, formado por
dos rectas perpendiculares conocidas como ejes coordenados. Dicho trazo se considera formado
por puntos, en donde cada punto corresponde a una pareja ordenada (x,y). Los valores de x e y
son valores ubicados en los ejes horizontal y vertical, respectivamente. Esta representacion

geométrica se puede construir a partir de la ubicacion de dos puntos en el plano.

y -

&

. 64 A (X2, ¥2)
Yo

[ ]
Py, 3y

B (X1, Y1)

Figura 4. Plano cartesiano de un punto y grafica de una funcién lineal a partir de dos puntos
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La figura de la izquierda representa un punto ubicado en el plano cartesiano que consta
de dos coordenadas (x,y). Los puntos permiten ver las parejas ordenadas formadas por los
elementos del dominio junto con el elemento del codominio con el cual estan relacionados. La
figura de la derecha representa la funcion lineal que puede ser trazada a partir de la ubicacién de
dos puntos que pertenezcan a ella. Generalmente se grafica asignando valores a la variable
independiente x para encontrar su correspondiente valor en y. Luego se ubica cada punto en el

plano cartesiano y se traza la grafica que pasa por cada uno de los puntos antes ubicados.

Estas y otras son las distintas formas de representar una funcion lineal. Sin embargo, la
representacion algebraica y grafica-cartesiana son las de mayor abstraccion y por tanto son las
més complejas pues proporcionan mas y mejor informacion que las anteriores. La representacion
algebraica requiere del conocimiento de los simbolos empleados y el empleo de ellos para
interpretar conceptos abstractos, la ecuacion permite la determinacién de valores de forma
precisa y la gréafica por su lado da valores aproximados y permite la observacion de atributos de

forma mas intuitiva Roldan (2013, p. 49).

En general, las distintas formas de entender una funcién estan asociadas a la nocion o
idea de las que parten ya sea correspondencia, transformacion, dependencia o aplicacién. Por
otro lado, las funciones pueden ser representadas de diversas formas y cada una de ellas favorece

una nocion, caracteristica o elemento particular del concepto de funcion.

Pese a las posibilidades de los registros utilizados en la representacion del objeto
funcidn lineal, se hara mayor énfasis en el registro algebraico, en donde se presenta la funcién
mediante una expresion algebraica y el registro grafico cartesiano. Las razones de la eleccién de

estos registros esta relacionado con que se ha mostrado que la dificultad de los estudiantes se
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presenta en la conversion entre los dos registros mencionados. Duval (1992, p. 125).
Particularmente a los estudiantes se les facilita trazar una curva a partir de una expresion
algebraica, pero todo cambia en el sentido contrario, es decir las dificultades llegan cuando se
solicita encontrar una expresion general a partir de una representaciéon geométrica. (Duval,

2004).

Asi pues, la forma en que se relacionen los elementos de la funcion, la notacion
algebraica, con el comportamiento del grafico, se pueden establecer algunos criterios que
permitan analizar algunas propiedades y caracteristicas sobre las cuales es necesario tratar. Asi,
habiendo determinado lo que se concibe en matematicas como funcion y cada uno de sus

representaciones, se procedera a definir algunas propiedades que cumplen las funciones lineales.

2.3.3 Propiedades y procesos fundamentales de la funcién lineal
Las funciones se pueden clasificar segiin como se relacionen los elementos del dominio
con los elementos del rango. Por ello, algunas funciones pueden ser inyectivas, sobreyectivas y
biyectivas. Sin embargo, estas propiedades pueden ser cumplidas por cualquier tipo de funciones

de variable real sea esta polindmica, exponencial o logaritmica.

Para este caso, la funcion lineal tiene como caracteristica ser biyectiva; pues cumple las
condiciones de ser uno a uno es decir, geométricamente ninguna recta horizontal interseca su
grafica en mas de un punto. Lo que simbolicamente se puede ver como Vx1,x2 € A, x1 #
x2 = f(x1)#f(x2) o f(x1) =f(x2) = x1 =x2. Y ademas, el rango de toda funcion
lineal es igual al codominio; esto es, todos los elementos del conjunto de Ilegada son imagen de,

por lo menos, un elemento del dominio. Es decir, Vy € B,3x € A/y = f(x), con m # 0.
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Pese al cumplimiento de esta importante propiedad, las funciones lineales poseen otras
propiedades que la diferencian de otros tipos de funciones. Propiedades como dominio e imagen,
paridad, signos de la funcion, monotonia, ceros entre otras pueden ser analizadas en cualquier
forma en que el objeto matematico puede ser representado. Lo importante de lo anterior es que la
comprension de la funciébn como objeto matematico esta intimamente relacionada con la

comprension de dichas propiedades, por lo que es necesario precisar cada una de ellas.

El dominio e imagen son una caracteristica particular de las funciones. Para las que son
lineales, el dominio y el codominio de las variables x e y estd compuesto por todos los nimeros
reales R, mientras que el rango es también R.. No obstante, existen situaciones dénde es
necesario restringir los valores que puede tomar la variable independiente x por el hecho que los

valores negativos no tienen sentido para ciertas magnitudes.

La paridad de una funcion esté relacionada con una serie de relaciones particulares de
simetria. Con respecto a sus funciones adictivas inversas. De este modo, las lineas rectas son
constitutivas de la funcion impar puesto el valor del exponente es un entero impar igual a uno
por lo que satisface la igualdad f(—x) = f(x). Con respecto a esta igualdad, la propiedad indica

que al sumar ambas funciones el resultado es cero.

La monotonia en la funcién estd relacionada directamente con la pendiente. La
pendiente es un valor que representa la inclinacion de una recta. Si la recta es horizontal tiene
pendiente cero, una recta que se eleva hacia la derecha tiene pendiente positiva y una recta que
desciende a la derecha tiene pendiente negativa. Mientras mayor sea el valor absoluto de la

pendiente, mas inclinada sera la recta. El concepto de pendiente de una recta vertical no tiene
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sentido, ya que implicaria la division entre cero. Por tanto, la pendiente para una recta vertical es

indefinida. Graficamente la pendiente se puede ver asi:

Figura 5. Grafica de la pendiente de una recta dado dos puntos

La recta de la figura pasa por los puntos A y B. Del punto A al punto B existe una
elevacion (cambio vertical) de 2 unidades y un avance (cambio horizontal) de 5 unidades. Por
dicho cambio, la recta tiene una pendiente de 2/5. En términos generales, geométricamente la

pendiente puede analizarse de esta forma.

P2(X2-%2)

P11 Y1)

Figura 6. Representacién geométrica de la pendiente
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Algebraicamente la pendiente m es:

En la figura se muestran los puntos tipicos P1 y P2 sobre una recta. EI numerador

Y2 — Y1 en la formula m es igual al incremento de ordenada (cambio vertical) al ir de P1 a P2,
y puede ser positivo, negativo o cero. EI denominador x, — x4 es el incremento de abscisas

(cambio horizontal) al ir de P1 a P2, este también puede ser positivo o negativo, pero no puede

SEer cero.

Para calcular la pendiente de una recta, es necesario conocer al menos dos puntos
cualesquiera que pasen por la recta. Conociendo ya la pendiente, es posible encontrar una
ecuacion para una recta que tiene pendiente m. Esta expresion general se puede calcular de dos

formas.

1. y—yir=m(x—x1) o y=m(x—x1)+y1
2. y=mx+b.
La primera ecuacion, punto-pendiente de la recta se caracteriza porque se conoce un
punto que pasa por la recta y ademas la pendiente m. Asi pues, conociendo el punto P(X1,X2) y

m, es posible encontrar la expresion algebraica que pasa por todos los puntos de dicha recta.

La segunda ecuacion, pendiente-interseccion se caracteriza porque permite leer de
manera inmediata su pendiente e interseccion con el eje y. Esta ecuacion se calcula conociendo
la pendiente m y sabiendo que la recta interseca al eje y en (0,b).De este modo, es posible

encontrar la expresion general de cualquier linea recta de acuerdo a los casos antes tratados.
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Por otro lado, los ceros como propiedad de las funciones se refieren a los puntos donde

la curva corta el eje de abscisa en el plano cartesiano. Es decir, las raices de la ecuacion cuando

f(x) = 0. En la funcién lineal se obtiene de la siguiente manera: x = —% de donde resulta el

punto (—% ,0).

Por lo anterior, puede verse que cada una de las propiedades de la funcién lineal
muestra elementos particulares relacionados con el concepto. Por esto, la comprensién de estas
propiedades de las funciones lineales juega un papel decisivo en la comprension tanto del objeto

mismo como de otros conceptos matematicos un poco mas avanzados.

Por consiguiente, se muestra la importancia que cumplen las propiedades del objeto
matematico y la relevancia de estas para resolver distintas situaciones problemas, propiedades
que serdn de gran interés para el analisis de las actividades. Igualmente, se hace necesario y
explicito establecer las vias por las cuales es posible llegar a la determinacion de las propiedades
a través de los registros de representacion, pues estos son los que permiten la identificacion y

comunicacion de dichas propiedades.
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Capitulo 3. Metodologia de la investigacion

En este capitulo se presentan los elementos metodoldgicos que se tuvieron en cuenta
para el desarrollo de ésta investigacion. Para empezar, se presenta el tipo de metodologia
utilizada en la cual se destacan cada una de las etapas que ésta conlleva. Asi mismo, se presenta
la caracterizacion de la poblacion, justificacion del conjunto de situaciones problemas, el proceso
de recoleccion de la informacién y finalmente se describe el proceso de constitucion y analisis de

los datos.

Este trabajo, que pretende analizar las transformaciones (tratamiento y conversién)
hechas por los estudiantes al abordar problemas sobre la funcion lineal, es de caracter
descriptivo. Por ésta razon, tiene un enfoque investigativo soportado en la investigacion

cualitativa.
Al respecto, Vera (2008, p. 1) define esta como:

Donde se estudia la calidad de las actividades, relaciones, asuntos, medios,
materiales o instrumentos en una determinada situacion o problema. La misma procura
lograr una descripcion holistica, que intenta analizar exhaustivamente, con sumo detalle,
un asunto o actividad en particular. La investigacion cualitativa se interesa méas en saber

coémo se da la dindmica o como ocurre el proceso en que se da el asunto o problema.

De acuerdo con la investigacion cualitativa que define Vera (2008) citado en (Fraenkel

& Wallen, 1996) este proceso investigativo, posee algunas particularidades que deben ser
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consideradas: Formulacién del problema a investigar, ldentificacion de los participantes, la

coleccidn de los datos, el analisis de los datos y Conclusiones.

Por lo anterior, el enfoque investigativo elegido implica un énfasis en los procesos y
significados los cuales son medidos en términos cualitativos es decir, el tipo de registros a los
que se acude para abordar y resolver los problemas, la forma como presentan las respuestas, los
elementos que traen a colacion para trabajar con la funcion lineal, los procesos que utilizan para
determinar la pendiente, las unidades significantes que exponen los estudiantes en las
producciones, entre otros. Adicionalmente, este enfoque permite al investigador adoptar un

particular punto de vista relacionado con las variables involucradas para estudiar el fenémeno.

3.1 Contextualizacion
El trabajo se desarroll6 en el colegio Nuestra Sefiora Consoladora del Carpinello el
cual esta ubicado en el distrito especial de Buenaventura (Valle del Cauca-Colombia) y cuenta

aproximadamente con unos 250 estudiantes.

Ahora bien, con el fin de investigar las transformaciones que realizan los estudiantes al
trabajar con la funcién lineal y en particular la pendiente como una propiedad fundamental del
objeto, el estudio se desarrollé con un grupo de estudiantes con edades entre 13 y 15 afios que
cursan grado noveno de dicha Institucion. Para efectos de la investigacion, la aplicacion y
andlisis de la situacion problema se hizo con la poblacion del grado noveno del colegio el cual

estaba conformado por 12 estudiantes.

Especificamente en esta investigacion se interesdé por el desarrollo del pensamiento

variacional y sistemas algebraicos y analiticos en el nivel educativo béasico, en grado noveno.
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La escogencia de este grado esta relacionada con que el Ministerio de Educacion
Nacional en los lineamientos curriculares y Estdndares Bésicos de Competencia (MEN, 2006)
presenta el objeto matematico funcion lineal en el conjunto de grados 8 y 9 en los cuales se
abordan procesos generales como: el reconocimiento, la percepcion, la identificacion y la
caracterizacion de situaciones de variacion y el cambio en diferentes contextos, asi como su
descripcion, modelacion y representacion en distintos sistemas o registros simbolicos, ya sean
verbales, iconicos, gréficos o algebraicos propios del pensamiento variacional. Lo que resulta
importante para que los estudiantes puedan darle solucion a cada problema puesto que es

indispensable haber tenido un acercamiento con situaciones relacionadas con la variacion.

Por ende, estar en grado noveno como es el caso de los estudiantes, abre la posibilidad
de que haya habido dicho manejo del cambio y la variacion con objetos matematicos como las

ecuaciones o las funciones.

3.2 Eleccidn y justificacion de instrumentos

Para el caso especifico de este trabajo, se eligié de algunos trabajos relacionados con el
objeto matematico funcion lineal y la teoria de los registros de representacion semidtica, algunos
problemas que fueron ajustados a las necesidades y objetivos de la investigacion. Dichos
problemas parten de elementos ‘“cotidianos” como utilizar minutos en un teléfono celular,
descarga de un aparato electronico y el estudiante las debe modelar utilizando los registros y
tratamientos propios de las matematicas para lograr encontrar valores particulares a partir de los

registros involucrados en cada situacion.

En relacion a los fundamentos de las actividades, se tuvo en cuenta aspectos semidticos-

cognitivos en donde se privilegian los distintos registros en que las funciones lineales pueden ser
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representadas. No obstante, se hizo énfasis en los registros graficos y algebraicos por las
potencialidades de tratamiento que ellos ofrecen. En este sentido, cada problema esta orientado
para que el estudiante encuentre la expresion general que representa cada problema para luego
realizar la operacion conversion al registro solicitado. Con base en lo anterior, se estructura una

situacién que consta de 3 problemas.

Problema 1. Planes de voz

Este problema es tomado de las tareas disefiadas en el trabajo de maestria en Educacion
titulado “Conceptualizacion de la funcion lineal y afin: Una experiencia de aula” realizada por

Sanchez (2016) de la universidad distrital Francisco José de Caldas.

El problema Planes de voz estd propuesto para que el estudiante inicialmente compare
tres compafias telefénicas a partir de un gréafico dado, la comparacion debe dar cuenta de la
relacion que el estudiante establezca en cada compafiia entre el numero de minutos y el valor a

pagar por ellos, como indica Sanchez (2016).

El problema presentado mediante el registro grafico pretende posibilitar que los
estudiantes reconozcan y establezcan una relacion funcional entre las variables, y puedan
expresarla a través del registro simbdlico-algebraico. El objetivo de esta tarea es enfrentar a los
estudiantes a una situacion problema en la que deban comparar graficos cartesianos visualmente
semejantes, que representan funciones muy diferentes, y elegir convenientemente la mejor
opcidn, la cual deberan respaldar con argumentos apoyados en la identificacion de las variables
involucradas y la relacion de dependencia entre ellas, la cual deben generalizar a través de una

férmula o expresion algebraica, en el sentido planteado por Sanchez (2016, p. 53).
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Problema 2. Expresion general

Este problema construido por el | CEMACYC! (2013) “Dificultades de los alumnos
para articular representaciones graficas y algebraicas de funciones lineales y cuadraticas” forma
parte de una investigacion destinada a estudiar la incidencia de las representaciones visuales de
los conceptos en el aprendizaje de matematicas. En este ejercicio de conversion entre el registro
algebraico al grafico, se busca saber si el estudiante puede interpretar geométricamente los
parametros que intervienen en las funciones lineales. Por esto, las funciones son presentadas de
manera literal en su forma canonica agregandose las restricciones sobre el signo de los

coeficientes que se deben utilizar.

En este sentido, evitar la asignacion de valores particulares para los parametros
pendiente y punto de corte en el eje y, permite conocer si los alumnos son capaces de establecer
una relacion directa entre las variables que intervienen en los registros grafico y algebraico

evitandose la mediacion del registro tabular.

Problema 3. Nivel de descarga del portatil

El portatil es un problema tomado de las actividades propuestas en el trabajo de Roldan
(2013) titulado “El aprendizaje de la funcion lineal, propuesta didactica para estudiantes de 8° y
9° grado de educacion basica”. Las preguntas alli planteadas fueron ajustadas teniendo en cuenta

las posibilidades de tratamiento y conversion que pudieran permitir para los objetivos del trabajo.

Esta actividad es propuesta para que el estudiante pueda encontrar una expresion
matematica que le permita describir la relacion que hay entre el nivel de carga de un portatil y el

tiempo que transcurre. La expresion matematica debe dar cuenta de la dependencia de una

! congreso de Educacién Matemética de América Central y el Caribe.
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variable con respecto a la otra. Al final con los datos hallados el estudiante debe representar la
situacion, lo que significa que debe haber un paso del lenguaje natural a una expresion

matematica (registro algebraico) o del lenguaje natural al registro grafico.

Debe entenderse en el enunciado que el portatil se descarga un 1% al pasar 50 minutos
cuando esta cargado totalmente y es dejado en reposo. Lo que significa que la carga de la bateria
depende del tiempo transcurrido, asi por cada 50 minutos transcurridos se descargara 1% la

bateria.

3.3 Recoleccion de la informacion

El proceso de recoleccion de la informacidn estuvo basado fundamentalmente en las
producciones escritas de los estudiantes. En concreto, la prueba escrita es el elemento fuerte para
este trabajo, pues, contribuye a la construccion del analisis teniendo en cuenta los elementos que
han sido presentados en el marco teérico. Adicionalmente, la informacion recogida por medio de
ésta es Util para analizar lo que los estudiantes hacen y lo que consideran que es permitido

matematica y semiodticamente en cada problema.

3.4 Organizacion y sistematizacién de los datos

Esta fase se llevo a cabo teniendo en cuenta algunas categorias de analisis consideradas
en la tesis de maestria de Gutiérrez & Parada (2007) quienes tenian como objetivo describir e
interpretar los tratamientos y conversiones que hacen algunos estudiantes de calculo diferencial
en situaciones de variacion. Pues no se puede olvidar que las actividades cognitivas asociadas a
todo registro semidtico representan elementos necesarios para acercarse a la comprension. De
este modo, se tuvo en cuenta los siguientes elementos para agrupar las respuestas y presentar el

analisis a posteriori.



3.4.1 Unidad de analisis

66

Las unidades de andlisis que intervienen en el estudio estan relacionadas con las

representaciones y transformaciones (operaciones cognitivas) que movilizan los estudiantes y las

unidades cognitivamente pertinentes que ellos utilizan; es asi como nos interesa indagar por:

o Las conversiones que realizan entre el registro grafico y algebraico.

o Los tratamientos que efectlan una vez han realizado transformacion a un registro

diferente al inicial.

o Las unidades significantes que consideran pertinente para abordar los problemas.

De acuerdo a lo anterior, para obtener el analisis de la informacion que ofrecen las

producciones de los estudiantes se construye una rejilla de analisis que incluye una vision

cualitativa de cada una de las preguntas de la situacion problema. A continuacion se presenta la

estructura de la rejilla

Item (n). Proporciona informacion sobre el enunciado principal o el registro de formacion de cada
pregunta y la pregunta a analizar.

Unidades significantes

Tipo de respuesta
Operaciones cognitivas

NUmero de
estudiantes

Porcentaje

Unidad explicita en las
producciones.
Elementos que podrian
llegar a constituirse
cognitivamente
pertinentes  para
solucion a cada item.

dar

Elementos que traen a
Descripciéon y
presentacion de un caso o

colacion.

casos multiples.

Cantidad de
estudiantes gue
utilizaron una unidad
en particular.

Proporcion de
estudiantes  vinculado
con cada unidad.

Tabla 3. Modelo de rejilla de analisis.

Los elementos objeto de estudio para el andlisis de la informacién estan presentados en la

tabla 3. En la primera columna las unidades significantes que fueron consideradas por los

estudiantes al responder cada item; en la segunda, se permiten dos componentes principales, uno

dirigido al tipo de respuesta, es decir una caracteristica particular encontrada en las producciones
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y el otro dirigido a las operaciones cognitivas asociadas a las representaciones. En la tercera y
cuarta columna, se explicita el namero de estudiantes vinculado con cada unidad significante y
su respectivo porcentaje. El porcentaje se hace explicito para determinar la proporcion de
estudiantes que logra o no establecer una transformacion en los registros involucrados de los

problemas planteados.

La tabla 3 lleva implicitos los elementos relacionados con las transformaciones que los
estudiantes tienen en cuenta para responder a cada item. Especificamente la informacion indaga

por los siguientes elementos.

En cuanto a los contextos de variacién se consideran:

e Precio a pagar por minutos utilizados, forma candnica, nivel de carga de la
bateria.

En cuanto a las nociones asociadas a la variacion, estan involucradas:

e Razdn de cambio entre magnitudes: (unidades, precio, tiempo, carga, descarga)

En cuanto a las representaciones y las operaciones cognitivas, los problemas:

e Estan dados en registro verbal, grafico o algebraico.

e Se modelan mediante funciones lineales o afines (discretas o continuas), dadas
por una 0 mas condiciones.

e Remiten a un algoritmo o procedimiento determinado, obligan a realizar

conversiones y tratamientos en un registro especifico.
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3.5 Andlisis a priori

Teniendo en cuenta los elementos presentados en el marco tedrico con respecto a las
representaciones semioticas y la metodologia propuesta, se espera que los estudiantes interpreten
los enunciados correspondientes a cada problema para luego realizar la conversion al registro
indicado, luego utilicen los tratamientos propios de cada registro y puedan dar solucion a las

preguntas especificas.

Como se menciond en la metodologia, para las actividades se tuvieron en cuenta
aspectos semidticos asociados con los diferentes registros de representacion y aspectos
matematicos que tienen que ver con contextos de variacion asociados a la funcion lineal. Estos
elementos conforman dos ejes principales, uno dirigido a las representaciones y el otro a la
variacion; y en particular la pendiente como una propiedad de las funciones de primer grado. Es
asi, como en cada pregunta se analizan de manera conjunta los aspectos matematicos
relacionados con la variacion, la determinacion de expresiones algebraicas generales, la

determinacion de la pendiente y las caracteristicas referentes con el cambio de registro.

En este sentido, se presenta con respecto a los objetivos especificos la descripcion de los
elementos y unidades significantes que entran en juego cuando los estudiantes se enfrentan a la

solucion de cada problema:
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Problema 1. Planes de voz

A continuacion se muestran los graficos de algwunos planes de voz de tres compaiias de telefonia celular, en donde se relaciona el
niomero de minutos y el valor a pagar. Analice cada una de esta propuestas

L EEEENEEEERERRN

Ii!ili!f!!l]!if!.
AR RRARENARRRNRRNAER

AR RRARRRARARANY

RS Pyiw BAT By EEy EwE B e Y E R R EE s 9 = = B B = = a =

COMPANIA TELEFONICA N*1 COMPANIA TELEFONICA N*°2 COMPANIA TELEFONICA N°3

1. 5iusted tuviera que tomar la decision y determinar cudl de ellos es mas favorable, ;Qué plan tomaria?

COMPANI4 TELEFONICA N° ]
COMPANI4 TELERONICA N° 2
COMPANI4 TELEFONICA N° 3

(]

(Dué razones justificarian gue el plan elegido corresponde a la decision mas acertada? Expligue por qué ese ¥ no ofra,

). Encuentre una expresion algebraica que le permita determina el valor a pagar para un nimero n de minutos del plan elegido.

Figura 7. Problema 1, planes de voz

El registro cartesiano muestra la relacion existente entre dos variables. Esto es, el
ndmero de minutos a utilizar en un plan determinado con relacion al valor a pagar por el

respectivo plan.

Para este problema, el estudiante debe tener en cuenta que el valor que corresponde a la
pendiente representa un parametro fundamental para tomar la decision respecto a que compafiia
elegir. Pues, entre mayor es el valor de este coeficiente, el precio a pagar por el plan aumenta
rapidamente mas con respecto a los otros planes. En este sentido, el plano cartesiano muestra una

forma de comparar y elegir correctamente el plan mas favorable. Es decir, la inclinacion de la
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recta que representa cada compafiia permite comparar los valores de sus pendientes. En este
caso, identificar la recta que se encuentra mas inclinada y considerarla como una razén
importante para su eleccion. En efecto, entre mas inclinada se encuentre la recta, el precio
aumenta paulatinamente y el cambio porcentual entre el valor a pagar por un tiempo t y su valor

consecutivo (t + 1) es menor.

Por esto, se muestran las unidades significantes que entran en juego en el problema 1.

Variables Unidades significantes en el registro algebraico
Los valores posibles que puede tomar la variable
Valor a pagar dependiente y. y=C()

Cargo fijo: Dinero minimo a pagar
Compafiia 1: 3000

Compaiiia 2: 0

Compaiiia 3: 5000

Valores ubicados en el eje x
Numero de minutos x=t

Tabla 4. Variables visuales y valores numéricos del dinero a pagar.

Las unidades significantes de la representacion grafica son: el sentido de la inclinacion
de la recta y el punto de corte con el eje vertical. Asi pues, las rectas punteadas en cada compafiia
estan dirigidas hacia arriba, es decir tienen una inclinacion positiva, entre mas aumentan los
minutos utilizados, el valor a pagar por el plan es mayor, lo que corresponde a la unidad
significante m > 0. El valor de este coeficiente en las compafiias 1, 2 y 3 es respectivamente.
ml =150, m2 =300 y m3 = 100 los cuales representan la razon del precio a pagar con

respecto al tiempo.

De igual forma en el registro algebraico le corresponde a cada compafiia una expresion

de la forma y = mx + b. Donde b representa el valor minimo que se debe pagar por un plan en
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particular. En la tabla se muestra la representacion del problema anterior en los registros grafico

y algebraico.

Registro gréafico

Registro algebraico

Compaifiia 1.

Q9000 A
B000 { costo (precio a
pagar)

7000

6000 B = (20.6000)

30004

4000

3000 ¢ A = (0, 3000)

2000

1000 A

B tiempo (minutos)
-ig o 10 20 320 40 50

C(t) = 150t + 3000

m = 150, Razon del precio con
respecto al tiempo.

b = 3000, precio minimo a
pagar por el servicio. Corte con
el eje y.

Figura 8. Representacion en el registro grafico y algebraico de la compaiiia 1.

Registro gréafico

Registro algebraico

Compaiiia 2.

precio a pagar
60004
000
4000
3000 B = (10, 3000)
20004
10001
o I A =1(0,0) tiempo (minutos)
10 ° o 20 30 40 50

C(t) = 300t

m = 300, Razo6n del precio con
respecto al tiempo.

No hay precio minimo a pagar.

Figura 9. Representacién en el registro grafico y algebraico de la compafiia 2.



Registro gréfico

Registro algebraico

Compania 3.
000 precio a pagar
60001 B = (10.6000)
500

A = (0, 5000)

4000
3000
2000
1000 -

o tiempo (mimitos)

5 0 5 10 15 20 25

C(t) = 100t + 5000

m = 100, Razon del precio
sobre el tiempo.

b = 5000, precio minimo a
pagar por el plan. Corte con el

ejey.

Figura 10. Representacion en el registro grafico y algebraico de la compafiia 3.

Anélisis por pregunta:
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Pregunta 1. Si usted tuviera que tomar la decision y determinar cuél de ellos es méas

favorable, ;Qué plan tomaria?

Justificacién: Esta pregunta fue planteada para explorar las diversas formas en que los

estudiantes establecen comparaciones cualitativas entre graficas teniendo en cuenta la inclinacion

de la recta como elemento relevante para tomar una decision. La inclinacion de cada recta,

proporciona informacién sobre que tanto varia el precio con relaciéon al nimero de minutos

utilizados. Por ejemplo, para la compafiia 1, 2 y 3, si el nimero de minutos aumenta de 0-10, el

cambio en el precio es respectivamente 1500, 3000 y 1000. Es decir, para la compariia N° 3 la

constante de variacion es menor, lo que indica que puede ser una posible opcién. Es aqui donde

se espera que el estudiante relacione el concepto de razon para interpretar que entre menor sea el

valor que corresponde a este parametro la recta subira menos con respecto a un parametro mayor.
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Pregunta 2. ;Qué razones justificarian que el plan elegido corresponde a la decision

mas acertada? Explique por qué ese y no otro

Justificacion: EIl objetivo de esta pregunta es saber si el estudiante es consciente de la
relacion entre la pendiente y el aumento en el precio a pagar. Asi mismo, la pregunta permite
conocer los elementos que los estudiantes traen a colacion para la interpretacion global de una

representacion grafica.

Pregunta 3. Encuentre una expresion algebraica que le permita determina el valor a

pagar para un nimero n de minutos del plan elegido.

Justificacion: Con esta pregunta se pretende averiguar si los estudiantes pueden
establecer una relacion entre la informacion que ofrece un grafico y su respectiva expresion
algebraica. Es decir, si pueden identificar las unidades significantes de la representacion inicial
para vincularla en otro registro de representacion. Aunque la determinacion de dicha expresién
algebraica corresponde a un fendmeno de no congruencia en el sentido que no se cumple el
criterio de univocidad semantica. Asi mismo, no hay correspondencia en el nimero de unidades
significantes y por ultimo, no hay un orden para percibir las unidades significantes en la grafica

para vincularlas con las unidades significantes en la representacién algebraica.

Con respecto al valor de la pendiente (el precio sobre el tiempo) corresponde a un
parametro visual que relaciona puntos, eje horizontal y eje vertical. Lo que obedece un fendmeno
de no congruencia debido a que no hay una relacion entre la identificacién y eleccion de un par
de puntos en el registro grafico y el valor que representa la razon de aumento a pagar en el

registro algebraico.
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Problema 2: Expresion general

Objetivo: Identificar los problemas que surgen al convertir la ecuacion canonica de la

funcion lineal al registro grafico.

Realizar una grafica que represente una funcién de ecuacion y = mx + b, en

dondem > 0y b < 0, sin dar valores numéricosamy b

Es evidente que todo cambio en la representacion algebraica produce un cambio en el
registro grafico. Asi mismo, toda restriccion en el registro algebraico implica una caracteristica
perceptible en el registro grafico cartesiano. Por ello, se muestran las unidades significantes que

entran en juego en la situacion.

Registro algebraico Unidades significantes
m>0

y=mx+Db
b<0

Tabla 5. Parametros para la representacion del problema 2

Las unidades significantes de la ecuacion con respecto al registro grafico
cartesiano corresponden a la inclinacion de la recta y al punto de corte con el eje vertical. Debido
a la generalidad de las unidades significantes en el registro algebraico, existen infinitas
posibilidades en que el problema puede ser ubicado en el registro grafico. Pues la unidad
significante que corresponde a la pendiente toma todos los valores positivos, es decir R* U 0, lo
cual implica que la recta sube a medida que la variable independiente aumenta en cantidad. A su

vez, el valor del término independiente, intercepto en y esta definido para todos los numeros
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negativos, es decir R~ U 0. La siguiente tabla muestra la representacion del problema en los

registros algebraico y gréafico.

Representacion

Registro algebraico Restriccion Registro gréfico
m>0 b
y = mx + (—b) "
b<0 /

Tabla 6. Conversion del problema 2 a la representacion grafica.

En la tabla anterior, es claro que solo se representa un caso particular, pues son muchas
las posibilidades que permiten las correspondientes restricciones. Sin embargo, el problema
representa un fendmeno de no congruencia. Aunque ambas representaciones muestran aspectos
generales del objeto, no hay una relacién que asocie directamente los parametros del registro
grafico, con la inclinacién y la utilizacion de la parte inferior del eje vertical. En este sentido, no
se cumple el criterio de correspondencia semantica. Tampoco se cumplen los criterios de
univocidad semantica terminal y conservacion del orden en las unidades significantes puesto que
la globalidad del registro grafico muestra las unidades en un todo (rectas perpendiculares,

intersecciones, nimeros, angulos) sin distincién alguna sobre el orden en que pueden percibirse.
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Justificacion: Con esta pregunta se pretende averiguar si los estudiantes pueden
interpretar graficamente los pardmetros que intervienen en las funciones lineales. De esta
manera, la situacion puede permitir identificar las caracteristicas visuales que corresponden a las
caracteristicas de la ecuacion algebraica convertida, porque estas caracteristicas visuales son

cualitativas y globales y no numéricas y locales Duval (2006, p. 150)

Problema 3. Nivel de descarga del portatil

Debido a la capacidad de almacenamiento que tiene el portatil marca HP, la experiencia
de los usuarios indica que; la carga de la bateria consume 1% cada 50 minutos cuando la carga

alcanza el 100% y se deja en reposo. Suponiendo que las variables se relacionan linealmente.

a. Represente en el registro algebraico el problema anterior a medida que pasa el tiempo.

b. ¢Cuénto tarda la bateria en descargarse un 80%?

c. ¢Cuéanto tiempo tarda en pasar de 100% a 80%? Justifique

d. ¢En cuéanto tiempo se habra descargado por completo el portatil?

e. Represente graficamente el problema teniendo en cuenta la expresién encontrada en el

literal a.

Este problema de variacion relaciona dos variables a considerar; por un lado, la carga de
la bateria y por otro, el tiempo en que se descarga el portatil. Las unidades que corresponden a

las variables mencionadas se muestran a continuacion.

Variables Unidades significantes
Cada 50 minutos disminuye la carga de la
Tiempo bateria
Descarga de la bateria Se descarga a razén de 1% cuando el
portatil se deja en reposo
Porcentaje inicial 100% carga
0% descarga

Tabla 7. Variables y unidades significantes en lengua natural.



77

Las unidades significantes en el problema anterior corresponden en el registro
algebraico al coeficiente m, es decir, valor de la pendiente y el término independiente b. En el
problema el valor que representa la razén a la que se descarga el portatil cuando se deja en
reposo puede analizarse de dos formas distintas. Por un lado, puede analizarse la relacion entre la
descarga del portéatil con respecto al tiempo, y por otro, la relacién entre el nivel de carga por el
tiempo transcurrido. Es decir, que la unidad significante m tiene dos posibilidades de
representacion e interpretacion y por tanto puede corresponder con dos valores en el registro
algebraico, m > 0 y m < 0. En este sentido, en el registro grafico le puede corresponder un
segmento dirigido tanto hacia arriba como hacia abajo. La recta tendra una inclinacién positiva o

negativa.

Con respecto a la posicion del segmento de recta, se trata de una magnitud continua la
cual tiene igualmente dos posibilidades. La primera relacion (carga sobre tiempo), parte de
100% de carga, es decir, le corresponde una unidad significante (0, 1) que representa el corte con
el eje vertical, donde la coordenada x = 0 representa el tiempo inicial en minutos desde que se
ha dejado el portétil en reposo, la coordenada y = 1 representa el 100% de la carga del portatil.
Para este caso, la recta baja a medida que el tiempo aumenta. La segunda relacion (descarga
sobre tiempo) parte del 100% de descarga, en este caso le corresponde una unidad significante
(0,0) que representa el punto de corte en y lo cual indica que en el tiempo inicial, el portatil no

lleva ningln porcentaje de descarga.

Es importante anotar con respecto a la variable independiente x que el problema solo
tiene sentido para valores positivas que representan la variacion del tiempo. Asi, la siguiente

tabla muestra el problema en los registros algebraico y grafico.
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Representacion
Registro algebraico Registro grafico
— . j
Rglamon entre el tiempo y el S
porcentaje de descarga: 12%9 descarga
11%
. 10%-
En 50min se descarga 1% -
En 100min se descarga 2% 8% |
m = 0.0002 ?%
6%
5%
y = 0.0002t 4%
3%
2%
1% tiempo (minutos)
50 100 150 200 250 300 350 400450 500 550 600
Relacion entre el tiempo y el
- . j
porcentaje de carga: Nivel de
100% &, Carga
99% de carga en 50min
0% de carga en 5000min B0%
m = —0.0002
60% -
y = —0.0002t + 1
40%
20% tiempo
(minutos)
1000 2000 3000 4000 5800

Tabla 8. Posibilidades de la representacion grafica del problema 3.

La tabla anterior muestra las dos posibilidades en que puede ser interpretado el
problema. Aunque en las situaciones anteriores se abordan procesos similares, el grado de

complejidad aqui es mayor puesto que el problema puede entenderse y plantearse de dos formas.
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La primera relacion puede hacerse entre el tiempo y el porcentaje de descarga del portatil es
decir, cuando se ha descargado 3%, implica que el porcentaje de carga del aparato es de 97%. En
otras palabras, es posible responder tanto a la descarga del portatil como a la carga del mismo.
La segunda relacion puede establecerse solamente entre el tiempo transcurrido y el porcentaje de

carga. Es decir, entre mas tiempo transcurra el porcentaje de carga sera menor.

Puede notarse que existe una diferencia entre las dos relaciones, la primera es
directamente proporcional es decir, a medida que el tiempo aumente, la descarga también lo
hace. Mientras que la segunda relacién es inversamente proporcional, mientras el tiempo
aumenta la carga disminuye. Asi pues, la interpretacion acertada de estas relaciones es
indispensable para el desarrollo del problema y poder responder los casos particulares que son

solicitados por cada item.

Pregunta a. Represente en el registro algebraico el problema anterior a medida que

pasa el tiempo.

Justificacién: El propdsito de esta pregunta es indagar sobre la conversion que realizan
los estudiantes desde el registro verbal, al registro algebraico. Para esta situacion, la conversion
puede hacerse de dos formas. La primera donde se consideran las variables porcentaje de
descarga por tiempo transcurrido, lo cual implica en la representacién grafica una recta que se
dirige hacia arriba, es decir con m > 0. La segunda con respecto al nivel de carga sobre el
tiempo transcurrido lo que implica un segmento de recta dirigido hacia abajo, con m < 0. La
conversion del registro verbal al grafico no es congruente. Pues la unidad significante m en el

registro verbal no corresponde con el valor de la representacion algebraico. Aungue la unidad
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significante punto de corte en el eje vertical se pueda identificar y ubicar directamente en el

registro algebraico para ambas posibilidades.

Pregunta b: ¢Cuénto tiempo tarda la bateria en llegar al 80% de descarga?

Justificacion: El objetivo de esta pregunta es examinar como los estudiantes establecen
relaciones entre magnitudes y utilizan el tratamiento propio del registro algebraico para
responder a la pregunta. Asi mismo, la pregunta permite ver la forma en que los estudiantes
interpretan y utilizan el pardmetro de la pendiente. De este modo, la respuesta se puede obtener
utilizando la expresion algebraica encontrada en el literal a. Es decir, sustituyendo en la variable
independiente y el valor correspondiente para encontrar el tiempo. Este valor se puede hallar de
dos formas, en primer lugar en la relacién entre el tiempo y el porcentaje de descarga, se debe
sustituir en la ecuacion y = 0.8 con la cual se hallaria el tiempo en que la descarga ha llegado a
80%. En segundo lugar, el mismo valor puede ser encontrado a partir de la relacion entre el
tiempo vy el porcentaje de carga, es decir, sustituir en la variable dependiente y = 0.2 lo cual

implica hallar el tiempo en el que la carga del portatil esta en 20%.

Pregunta c. ;Cuanto tiempo tarda en pasar de 100% a 80% de descarga?

Justificacion: Esta pregunta se hace con el fin de explorar el manejo y la interpretacién
que tienen los estudiantes en el trabajo de la covariacion entre magnitudes en un intervalo
definido. Es asi como se indaga por los valores de la variable dependiente conocidos los de la
variable independiente. Esta pregunta esta formulada para determinar el tiempo en el que ocurre
la variacion en el intervalo. Sin embargo, es necesario establecer una relacion no funcional entre
el porcentaje de descarga y el nivel de carga de la bateria, pues esta relacion es indispensable

para dar respuesta a la pregunta. En general, esta pregunta puede ser analizada como la pregunta
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del literal b. Sin embargo, exige un nivel de complejidad més alto ya que requiere la
interpretacion del 100% de descarga para ubicarlo en una de las relaciones algebraicas

encontradas en el literal a.

Pregunta d. ¢En cuanto tiempo se habra descargado por completo el portatil?

Justificacion: EIl objetivo de esta pregunta es averiguar por el manejo de la invarianza
de la situacion, dada por el instante en el que el portatil queda sin bateria. En este caso, se podria
analizar la pregunta desde el porcentaje de descarga como también el nivel de carga. La
interpretacion de la pregunta es esencial para su desarrollo. Pues, el tiempo en que se descarga
por completo el portatil, implica que el porcentaje de descarga es de 100%. Esta pregunta puede
ser resuelta a partir de una regla de tres simple que asocie las dos magnitudes de la situacion. Es
decir, la determinacion de la respuesta implica la realizacion de tratamientos en un registro

diferente al inicial.

Pregunta e. Represente graficamente el problema teniendo en cuenta la expresion
encontrada en el literal a.
Justificacion: Esta pregunta se hizo con el objetivo averiguar si el estudiante puede construir la
representacion grafica relacionando las variables que intervienen en la situacion. Asi mismo, la
pregunta permite ver el tipo de registro al cual los estudiantes acuden para realizar la conversion.
Es decir, si utilizan la mediacién del registro tabular con ayuda del tratamiento en el registro
algebraico para llegar a la representacion grafica. Debido a la localidad de los parametros en la

representacion algebraica y tabular, hay congruencia para convertir el registro gréafico.
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Capitulo 4: Resultados y conclusiones

Teniendo en cuenta que el objetivo principal de este trabajo es analizar las operaciones
cognitivas que realizan los estudiantes al abordar los problemas en el marco de lo variacional a
través de la identificacion, determinacion y trabajo con la pendiente de una funcién lineal cuando
se abordan conversiones en sentido grafica a expresion algebraica y viceversa. Se presenta a
continuacion el analisis que da cuenta de algunas transformaciones que surgieron desde la
interpretacion de la pendiente en los diferentes registros de representacion involucrados hasta las

unidades significantes que los estudiantes tuvieron en cuenta al tratar de resolver los problemas.

4.1 Analisis del problema 1.

El problema 1 consistia en comparar en el registro grafico los planes de voz que ofrecen
tres compariias para elegir el mas favorable tomando a los estudiantes como clientes. En la
siguiente tabla se presentan las respuestas de los estudiantes donde se muestran los elementos
importantes considerados por ellos para decidir sobre el plan de minutos méas conveniente. En la
primera columna aparecen las unidades significantes que los estudiantes traen a colacion cuando
intentan justificar el plan elegido; en la segunda se presentan algunos ejemplos de las respuestas
dadas por los estudiantes en las cuales se resaltan los elementos importantes considerados en la
argumentacion; en la tercera se muestra el nimero de estudiantes vinculado con cada unidad

significante.

Pregunta ay b. Si tuvieras que tomar la decision como cliente y determinar cual es el plan més favorable, ;Qué razones
justificarian que el plan elegido, corresponde a la decision mas acertada?

Elementos importantes Tipo de respuesta N° de est. Porcentaje
(Unidades significantes)

La compafiia nimero 2 porque ofrece mas minutos por

Estudiantes que consideran el menos dinero, ademas cuando no se consume minutos, no
valor inicial para tomar la se paga.
decision. Es decir, lo qué ocurre | La compafiia nimero 2 porque por tan solo 0 minutos en la
cuando no se consume minutos. | compafiia 1 tengo que pagar $3000, en la compafiia 3 por 4 33.3%

tan solo 0 minutos tendria que pagar un valor de 6000.




84

En cambio en la compafiia 2 cuando se usa 0 minutos se
paga 0. Es decir, el punto de corte es la unidad significante
fuerte para estos estudiantes.

Estudiantes que relacionan la

Escogi este ya que entre mas inclinada este la recta, mas

inclinacion de la recta (la favorable es. 16.6%
pendiente) para tomar la decision. | Porque en el plan nimero 3 la subida de cada 5 minutos es
de mil y menor que los 5 minutos para las otras facturas. La
razon e inclinacion, unidad significante para los
estudiantes.
Estudiantes que toman la
decision a partir de casos La compafiia 2 porque no hay que pagar gran cantidad de 50%

particulares. Es decir, recurren a
un nimero de minutos y el precio
a pagar por ellos para decidir.

dinero al inicio de cada plan. Un punto P(x, y) que
relaciona los minutos y el precio es la unidad significante
fuerte.

Tabla 9. Unidades significantes de los estudiantes del problema 1.a, 1.b

Se evidencia que en el problema 1 item a y b, los estudiantes fueron capaces de

relacionar el nimero de minutos y el valor a pagar por ellos, pues las respuestas dadas hacen

referencia al cambio en el precio con respecto al tiempo posible a utilizar. Aungue la unidad

significante de la representacion grafica correspondia a la inclinacion de la recta. Es decir, la que

visualmente estaba mas acostada, la mayoria de los estudiantes eligio el plan namero 2, el cual

correspondia a la opcion mas costosa. Las justificaciones para la eleccion son del tipo: “porque

es mds favorable empezar a pagar menos valor”, “cuando no se consume minutos, no se

paga”, “porque sale mejor pagar $1500 por 5 minutos que pagar $5500 por los mismos 5

minutos” 0 bien “porque las otras compafias son mas caras desde que comienza hasta que

termina”. Es decir, ninguno de los estudiantes asocio la unidad significante inclinacion de la

recta con la posibilidad de pagar menos dinero. Prueba de ellos, se muestra la justificacion de un

estudiante.
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Justificacion propuesta por un estudiante que decide a partir del punto de corte en el gje y.

De este modo, puede notarse que las unidades significantes consideradas por aquellos
que eligieron la compafia 2, fueron: “si no se consume, no se paga”, “empezar a pagar
menos”, son mds caras desde que “comienza”; unidades que no corresponden con las que son
cognitivamente pertinentes para tomar una decision. En este sentido, hubo poca interpretacion de
la implicacién y relacion entre los parametros m y b de la grafica que garantizan elegir el plan

mas conveniente.

Por otro lado, aquellos que eligieron la compafiia 3, utilizaron justificaciones del tipo:
“es la que mds bajo precio tiene”, “en los otros planes el gasto es mayor” Es decir, no hubo
consideracion de la unidad significante y cognitivamente pertinente inclinacion para elegir el
plan. No obstante, la Unica estudiante que consider6 la inclinacion de la recta para tomar la

decision, eligié la compafiia nimero 2. Lo que indica el desconocimiento de la implicacion del

parametro m en la representacion gréafica.

; A Bste YA goe enlre ' |
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Justificacién propuesta por un estudiante que utiliza el concepto de pendiente para decidir por el plan.

Analogamente en la tabla 8, se puede apreciar que el 83.3% de los estudiantes no logro
identificar las unidades significantes en el registro grafico cartesiano. EI 50% tom¢ la decision a

partir de la visualizacion e identificacion de casos particulares. Es decir, recurren a un punto, un
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nimero x de minutos y su precio y correspondiente para la elegir la compafiia sin considerar una
relacion para cualquier cantidad de minutos. Un ejemplo de ello es lo expresado por un
estudiante, “elegi el plan numero 2 ya que en 10 minutos pagariamos 1500, mientras en la
compafiia 1 y 3 pagariamos por 10 minutos $4500 y $6000 respectivamente”. Esta justificacion
indica la falta de interpretacion correcta hacia todas las unidades significantes en el registro de
formacion. Es decir, a los estudiantes se les dificulta relacionar lo particular y lo general que

ofrece el registro grafico. Prueba de ello, se muestra la justificacion de otro estudiante.

b)FOr ejemple O hablal 5 cMincYo s,
Po4us {300 rMentras Que en €t g/ 4
St hoblos I POQOS 00 Y N

3 5hoblod © mincto Pogod 3-300-

v

Justificacidn de estudiante que responde a partir de un caso particular

El otro 33.3% de los estudiantes que no pudo responder correctamente a la pregunta,
basd su eleccion a partir del valor inicial que se debia pagar en cada compafiia. Es decir,
utilizaron la unidad significante corte en “y” quizas sin tener en cuenta que ocurrira para mas
minutos. En efecto, el parametro b en el registro grafico no corresponde a la unidad significante
clave y suficiente para tomar la decision mas conveniente. Pues era necesario establecer una
relacion entre el cargo fijo a pagar y lo que se debia pagar por cada minuto utilizado. En este
sentido, se puede ver que a los estudiantes les costd identificar, relacionar e interpretar la
pendiente m en el registro grafico como caracteristica valiosa para analizar el comportamiento

del precio en relacion al tiempo en minutos utilizados.
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Justificacion de estudiante que responde a partir del valor inicial

Puede notarse que las dificultades para elegir el plan méas favorable estan relacionadas
con la identificacion de las unidades significantes en el registro grafico. Como también, al
desconocimiento de la implicacion de las mismas. En efecto, la mayoria de los estudiantes eligio
la compafiia 2 como la mejor opcion. Dicha eleccion se debid sobre todo a la consideracion de b
punto de corte, es decir, el precio cuando t = 0 como Unica razén para tomar la decision sin
tener en cuenta qué ocurria mas adelante. Solo un estudiante tuvo en cuenta la unidad
significante que resulta pertinente para elegir el plan mas conveniente. Aunque no puede
asegurarse que efectivamente haya hecho referencia a este elemento. Este estudiante ademas de
elegir la compafiia correcta, presenta una forma de establecer una relacion covariacional asi “la
subida de 5 minutos es de mil y menor que la subida de 5 min...” 10 cual representa una
aproximacion directa al concepto de pendiente. Es decir, elementos que podrian llegar a
constituirse como unidades visuales y numéricas cognitivamente pertinentes en el registro

cartesiano.

— T - 3 o ’ ~ ;
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Justificacién propuesta por un estudiante que acude a la pendiente para decidir por el plan.

En general, el registro de formacion pudo ser una de las causas de las dificultades para

elegir la opcion mas favorable, pues las graficas del problema presentan los parametros y las
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variables como un todo lo que contribuy6 a que la mayoria de los estudiantes hicieran un analisis

desde lo particular, es decir, punto por punto sobre la relacion entre el precio y el tiempo.

Para el item 1c, se solicitaba a los estudiantes encontrar una expresion algebraica que
representard la situacion. Es decir, una ecuacion que dé cuenta del precio a pagar con relacion al
numero de minutos utilizados para el plan elegido. Se presenta a continuacion en la tabla 10 el
numero de estudiantes que alcanzo a determinar el valor de la pendiente a partir del registro
grafico. Y en la tabla 11, las conversiones realizadas por los estudiantes que representan o no las

variables involucradas.

Unidades significantes Tipo de respuesta N° estudiantes Porcentaje
Identifica dos puntos correctos en el registro Relaciona el tiempo como variable
graficoy determina el parametro m entre el independiente. Elige la compafiia 2. 3 25%
tiempo- precio P1(5,1500) P2(20, 6000)
m = 300
Identifica dos puntos correctos en la gréfica pero Relaciona el tiempo como variable
no determina el valor correcto de la pendiente. independiente. Elige la compafiia 2. 2 16.6%
P1(50,15000) P2(30, 9000)
m = 12000
No identifica los puntos correctos en la grafica y
el pardmetro m no corresponde con el registro Compafiia 2. 7 58.3%
inicial. P1(5,1500) P2(10, 2000)

Tabla 10. Resultados de estudiantes que intentan determinar la pendiente.

Pregunta c. Encuentre una expresion algebraica que le permita determianar el valor a pagar para un nimero n de minutos del
plan elegido.

Unidades significantes Operacion cognitiva N° de est. Porcentaje
Yy = minutos (tiempo) + valor “ecuacién escrita por un

Estudiantes que encuentran una estudiante”

expresion algebraica correcta. Efectdan el cambio de registro, pero las variables y 3 25%
unidades significantes no corresponden con el registro
inicial.

Estudiantes que logran determinan

una expresion algebraica pero no Las transformaciones no muestran la misma 9 75%

corresponde con la representacion informacion del registro de formacion, es decir, les

grafica. cuesta coordinar ambos registros.

Tabla 11. Respuesta de estudiantes que intentan ir de la grafica a una ecuacion algebraica.

En la tabla 11 se puede apreciar que el 75% de los estudiantes tuvo dificultad para
encontrar una expresion general que representara de manera correcta el plan elegido en el item

1.a. Esta pregunta requeria en los estudiantes determinar los pardmetros m y b para realizar la
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conversion al registro algebraico. Pese a que el 41.6% de los estudiantes logrd discriminar las
unidades significantes en la representacion grafica pertinentes para determinar el valor de la
pendiente m. No fue suficiente para hacer la conversion satisfactoriamente, pues corresponde a
un fenomeno de no congruencia entre los parametros “unidades visuales” en la grafica vistos
como un todo y los mismos pardmetros vistos en el registro algebraico de manera explicita, es
decir, se pierde la univocidad semantica terminal por el hecho que los pardmetros y unidades
visuales en ambos registros parecen significar caracteristicas distintas y el orden en que se
presentan las unidades se pierde, en el sentido en que la grafica muestra una serie de elementos,
rectas perpendiculares, rectas que suben, nimeros que representan minutos, nimeros que indican

precios, entre otros, los cuales no remiten a una ecuacion lineal que explicita dos parametros.

La no congruencia también se da, porque no se cumple el criterio de correspondencia
semantica, es decir, con respecto a las dificultades que tuvieron los estudiantes al identificar,
interpretar y relacionar las unidades significantes en el registro grafico analizado en el item 1.b,
se nota que para los estudiantes hay poca relacion entre la inclinacion de la recta (cambio en el
precio con respecto al cambio en minutos) y el parametro m (proporcién entre el precio sobre el
nimero de minutos) en la representacion algebraica. A lo que resultan respuestas relacionadas
con expresiones sin pendiente o la eleccion de representaciones graficas que pasan por el origen

y que en la expresion algebraica aparecen con una constante b, etc.

Y= 15000 = 3-0oc CN = 15)

\,l: SBoc00 N - \.‘5-0 oo-‘—' 15S.00D

\/ - Z2.00cWN ¥ 2,000

Conversion de estudiante que elige la compafiia 2 que pasa por el origen y encuentra una expresion
con un cargo fijo
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En este sentido, se esperaba que al menos, aquellos estudiantes que lograron identificar
dos puntos en el plan elegido, pudieran hacer la conversion al registro algebraico de manera
correcta. Sin embargo, no fue el caso, pues el tratamiento numérico era fundamental para hallar
una expresion general después de haber determinado los dos puntos en el registro cartesiano. Si
bien la gran mayoria de los estudiantes utiliza la ecuacién adecuada para encontrar una expresion
general, los tratamientos efectuados por ellos son poco consecuentes con lo que permite el
registro, es decir, les cuesta realizar calculos literales en el registro algebraico con relacion a

términos semejantes, suma y diferencia de enteros, simplificacion de fracciones.
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Conversion de un estudiante que no logra coordinar las unidades significantes del registro inicial.

Del total de estudiantes que identifico dos puntos en el grafico elegido, solo uno
encontré una expresion general que representaba el plan elegido. Los demas estudiantes al
efectuar las operaciones en la ecuacién punto pendiente tuvieron dificultades distintas: por
ejemplo, la variable x desaparecia de la ecuacion por lo que obtenian un numero particular
como expresion general. En este sentido, el tratamiento fue desarrollado de forma incorrecta
para expresar el precio a pagar en términos del nimero de minutos. En tal caso, una de las

graficas en el registro de formacién deberia ser una linea recta horizontal, paralela al eje x, lo
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cual no correspondia con los planes ofrecidos, pues ningun plan tenia el mismo precio para

cualquier cantidad de minutos. La imagen muestra un ejemplo de la situacion.

y - 2000 =4pp (x - \0]
= 400~ 4000 12000

Y= 400 - 2000

Conversion de un estudiante que utiliza un nimero como expresion general.

Otra dificultad se evidencié al operar términos semejantes en la ecuacion, pues a
nameros iguales con signos distintos los estudiantes obtenian un ndmero k distinto de cero. Lo
cual contribuyé a que no pudieran encontrar una expresion correcta. La mayoria de los
estudiantes que efectuaron los tratamientos de manera incorrecta, eligieron la compafiia nimero
2 que pasa por el origen del plano cartesiano, lo cual implica que no se suma ni resta una
constante fija, es decir, con respecto al marco tedrico se pierde el orden de arreglo de las
unidades. De esta manera, las ecuaciones de las respuestas de los estudiantes alteran el precio a

pagar para todos los minutos x posibles.
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Conversién de un estudiante que busca una expresion que pase por el origen y obtiene una expresién con un costo fijo.
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Lo anterior deja ver que a los estudiantes les cuesta reconocer las implicaciones de los
parametros en la ecuacion algebraica en su forma explicita y reconocer los mismos parametros
en el registro gréfico cartesiano; pues fueron recurrentes las confusiones en lo que tiene que ver
con encontrar el plan méas favorable y determinar su correspondiente expresion algebraica. Por
ejemplo, se logré identificar la intencionalidad de un estudiante para encontrar una expresion que
pasara por el origen, sin embargo, al determinar la ecuacion aparece un costo variable mas un
costo fijo, lo cual implica en la gréafica una recta que pasa por encima o por debajo del eje x. En
este sentido, se pierde la univocidad semantica terminal entre el precio que corresponde a no

utilizar los minutos y la constante b que aparece en la ecuacion.
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Conversion de un estudiante que prueba la expresion algebraica obtenida y no representa las unidades del problema.

En este sentido, se puede afirmar que las dificultades para efectuar la conversion entre
registros, esta directamente asociado con la dificultad en los estudiantes para discriminar las
unidades significantes en el registro grafico. Pues Duval (1998) afirma: “esta conversion exige
que se discriminen las unidades significantes de cada registro, es decir es necesario identificar
bien en el registro grafico las variables visuales pertinentes con sus diferentes valores y, en la
escritura algebraica de una relacion, las diferentes oposiciones paradigmaticas que dan

significacion, y no solamente un objeto, a los simbolos utilizados.”

En general, las dificultades observadas en las producciones de los estudiantes fueron de

naturalezas distintas:

En primer lugar, como se ha expresado reiteradamente dificultades relacionadas con la
identificacion y consideracion de unidades significantes que en realidad no son pertinentes para
relacionar las variables precio y minutos observados en la representacion grafica. Es decir, la
gran mayoria de las justificaciones de los estudiantes no dan cuenta de las implicaciones que los

parametros m y b producen en situaciones propias sobre funcion lineal. Parte de ello se pudo
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observar cuando los estudiantes hacian referencia a algunos puntos particulares como elementos
generales para decidir por un plan o los elementos que traian a colacién no correspondian con las
que cognitivamente eran pertinentes y representaban la situacion escogida. Asi como el caso de

estudiantes que no discriminaron ninguna de las unidades significantes en el registro gréafico.

En segundo lugar, dificultades para determinar el valor de la pendiente tanto al
identificar al menos dos puntos en la representacion grafica como los tratamiento efectuados en
el registro numérico. Pues las operaciones de calculo literal para algunos estudiantes eran
realizados de manera incorrecta en el sentido en que encontraban valores que no correspondian

con la razén entre el precio y el nimero de minutos.

Por ultimo, dificultades para convertir la grafica en una expresién algebraica por
motivos de tratamientos erréneos en el registro algebraico, por el hecho, de que fueron
recurrentes las confusiones en lo que tiene que ver con los elementos caracteristicos de las
grafica. Aspectos que a su vez dificultan la construccién de una expresion algebraica que

represente y muestre otras caracteristicas de las variables involucradas.

4.2 Andlisis del problema 2.

La tabla 11 muestra las consideraciones de los estudiantes para trazar la gréfica cuando
el registro de formacion es la representacion algebraica de ecuacion explicita en forma general.
En este sentido, se presentan las caracteristicas de los elementos que los estudiantes trajeron a
colacion para realizar la conversion como también ejemplos de dichos elementos y el nimero de

estudiantes que llevod a cabo tal proceso.

Pregunta Realiza una gréfica que represente una funcion de ecuacion y = mx + b, endonde m > 0y b < 0, sin dar valores
numericosamy b.

(Unidades significantes) Tipo de respuesta N° de est. | Porcentaje

No asignan ningun valor a los
pardmetros y construyen una Hay coordinacion entre las unidades significantes del
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grafica que corresponde con las enunciado principal y la representacion gréfica. La 2 16.6%
unidades significantes de la conversion incluye las restricciones dadas.
ecuacion.
No asignan valores, pero las
representaciones no son La conversion no incluye las restricciones del enunciado
consecuentes con las unidades principal. No hay coordinacion entre las unidades 5 41.6%
significantes de la expresion significantes.
algebraica.
Construyen una expresion No pueden evitar asignar nimeros reales a los parameros
algebraica con valores de la expresidn para trazar la linea recta correspondiente. 5 41.6%
particulares de los parametros

Tabla 12. Dificultades de los estudiantes al convertir una expresion algebraica general al registro grafico.

Las respuestas consignadas en la tabla 12 evidencian las dificultades de los estudiantes
para interpretar todas las caracteristicas de las expresiones algebraicas que producen cambios en
el registro gréfico. Las interpretaciones que surgen a partir de las restricciones fueron distintas.
Por un lado, se hizo notable el arraigo de algunos estudiantes a asignar valores numéricos a los
pardmetros restringidos para continuar con el procedimiento de encontrar algunos puntos
especificos y graficar la expresion. Pues en la tabla 12 se logra identificar como el 41.6% de los
estudiantes pone numeros enteros en la ecuacion quizas como Unico medio para coordinar los

dos registros. Aun habiendo dejado explicito evitar la asignacion de valores.
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Gréfica propuesta por un estudiante que asigna valores a los pardmetros para efectuar la conversion.

Este aspecto es congruente con el hecho de que a los estudiantes les cuesta ver en la
expresion algebraica y con respecto al signo del pardmetro m, una recta que parte desde abajo y
crece indefinidamente. Por ello, algunos estudiantes decidieron utilizar nimeros particulares que
les permitieran observar de manera méas detallada los elementos en la expresion que producen

cambios en la grafica; pese a que no era lo que el problema requeria. Como muestra la imagen.
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Grafica de un estudiante que asigna valores a los pardmetros para efectuar la conversion.
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De otro lado, aunque la mayoria de los estudiantes construye una recta que sube a
medida que aumentan los valores de la variable independiente, las graficas muestran que
interpretaron las restricciones m >0 y b < 0 como si fuera el punto por el cual la grafica
empezaba. Es decir, recurren al punto origen en el plano como unidad significante quizés sin
tener claro lo que implican las restricciones. En este sentido, se pierde la correspondencia
semantica al introducir una nueva unidad que no corresponde semanticamente con ninguna
caracteristica en la gréafica solicitada; pues el hecho de que una grafica pase por el punto P(0,0)
tampoco implica a la linea recta empezar desde alli. Del mismo modo, se pierde la univocidad
semantica terminal en el sentido en que aumentan el nimero de unidades en la conversion

cuando se introduce el punto de origen.
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Representacion de un estudiante que utiliza las restricciones como un punto de la gréfica.

Otro estudiante ademas de asignar valores numéricos a los pardmetros, recurrio al
registro tabular para completar el ejercicio de construir la gréafica. Este hecho, muestra la
dificultad para coordinar de manera directa la ecuacion y la representacion en el plano cartesiano

en el sentido en que el estudiante siente la necesidad de conocer caracteristicas elementales
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“diferentes puntos” para trazar la curva correspondiente. Aunque logra construir una grafica que
refleja las unidades significantes, le genero dificultad la conversion hacia la gréfica de manera

directa tal vez por la generalidad de las unidades significantes involucradas.
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Representacion de un estudiante que asigna valores a los pardmetros y acude al registro tabular para efectuar la conversion.

Con respecto a la asignacion de valores particulares, pudo notarse que algunos
estudiantes tuvieron dificultad para ubicar valores correctos a los parametros. Pues algunas
asignaciones tampoco correspondian con lo que mateméaticamente solicitaban las restricciones en
relacion a las propiedades de los numeros reales. Es decir, a algunos estudiantes les costo
interpretar de forma correcta los simbolos de comparacion para sustituir los numeros en los

parametros de la expresion algebraica.
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Ahora bien, respecto al parametro b, la unidad significante solicitaba trazar una grafica
que cortara al eje y por debajo del eje x. No obstante, la mayoria de los estudiantes tuvo
dificultad para interpretar esta unidad, pues al igual que la inclinacion, corresponde a un
fendmeno de no congruencia en el sentido que se pierde la correspondencia seméntica al trazar
lineas rectas que cortan el eje y por encima de eje x 0 que pasan por el origen. Al igual que se

deja de cumplir el orden de las unidades que componen las dos representaciones.

Se logra identificar estudiantes que relacionan de manera correcta solo una unidad
significante es decir, presentan correspondencia semantica para un parametro de la ecuacion sin
discriminar la implicacién de la otra. Como también aquellos que no discriminan ninguna unidad

aungue hayan evitado asignar valores numéricos a los parametros.
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Representacion de un estudiante que no coordina ninguna de las unidades significantes del registro inicial.
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En general, hubo serios errores para trazar la linea recta requerida dadas las condiciones
iniciales del ejercicio. Sin embargo, dos estudiantes lograron coordinar de manera correcta
ambos registros. Ademas de no asignar valores, en lo relativo a las unidades significantes logran

trazar rectas con inclinacion positiva y que cortan el eje y por debajo del eje x.

Vs

Gréfica de un estudiante que coordina las unidades significantes del registro inicial.

Es interesante observar como las dificultades hacia la conversion de un registro
semiotico a otro cambian cuando se modifican las variaciones concomitantes o se reducen de
manera notable los elementos que los estudiantes pueden considerar para realizar dicha
conversion. Esto porque, los referentes tedricos muestran que las dificultades estdn mayormente
centradas al pasar del registro grafico a una expresion algebraica, pero se reconoce el pasaje
inverso mas espontaneo, proceso hecho generalmente por la via del punteo. Es decir,
generalmente este Gltimo pasaje es coordinado de manera inmediata por la mayoria de los

estudiantes.
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Sin embargo, este problema que solicitaba ir de una expresion general al plano
cartesiano fue poco exitoso. Pues la mayoria de las respuestas incluyen representaciones que

poco cumplen con todas las unidades significantes en el registro inicial.

Quiere decir que la generalidad de las restricciones posiblemente ofrecio a los
estudiantes informacion insuficiente para coordinar los dos registros con respecto a las unidades
involucradas. De hecho, las unidades elementales del nuevo registro no estdn de forma

coordinada debido a la errénea lectura de los parametros.

En general, las dificultades en la coordinacion de los registros se observan tanto en el
concepto de pendiente como en el corte en y. Si bien se habia previsto la posible dificultad de los
estudiantes para conectar el pardmetro m de la expresion y = mx + b con la inclinacion de la
recta, resulté un tanto sorpresivo que las dificultades de articulacion se manifestaran también con

respecto al concepto de intercepto con el ejey.

4.3 Andlisis del problema 3.

Debido a la capacidad de almacenamiento que tiene el portatil marca hp, la experiencia
de los usuarios indica que, la carga de la bateria consume 1% cada 50 minutos cuando la carga
alcanza el 100% y se deja en reposo. Discriminando la informacion del problema, corresponde a
una tabla de doble entrada en la que se relacionan las variables tiempo y descarga de la bateria. A

continuacion se muestran las unidades significantes correspondientes a las dos variables.

Variables asociadas Unidades significantes
Tiempo Cada 50 minutos disminuye la carga de la bateria
Descarga de la bateria Se descarga a razén de 1% cuando el portatil se deja en reposo

Tabla 13. Valores y unidades significantes del problema 3.
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Pregunta a. Represente en el registro algebraico el problema anterior a medida que pasa el tiempo.

Unidades significantes Operaciones cognitivas y coordinacién N° de est. Porcentaje
Identifica dos puntos en el registro de formacién, pero el
Realiza conversion al tratamiento en la determinacion de la pendiente no es correcto y
registro algebraico por tanto, la expresién algebraica no representa las variables del
relacionando el tiempo problema.
como variable El célculo para determinar la pendiente no es correcto. Ademas el 2 16.6%
independiente. tratamiento en la ecuacion se realiza de forma equivocada pues
aparece un nuevo valor de la pendiente que no corresponde con el
inicial. Y en algunas ocasiones aparece dos veces el coeficiente
que genera la proporcionalidad.
Identifica dos puntos en el registro inicial pero la relacion entre
Convierte el enunciado a los puntos para determinar la pendiente es incorrecto. Por tanto,
una expresion algebraica la expresion general no corresponde con el problema. Ademas la
con el porcentaje de expresion determinada debia pasar por el origen y la encontrada 4 33.3%
descarga comovariable tiene un punto de corte.
independiente. La relacién entre las unidades significantes no es congruente con
el problema y el valor de la pendiente es negativo en ciertas
respuestas.
Se realiza conversion pero no se coordina con el registro de
Encuentra una expresion formacion. Las unidades fueron tomadas tal cual estaban en el
que incluye las unidades registro verbal y la correspondencia semantica entre ellas deja de
significantes del ununciado. | existir. Se asocia 50 minutos con la constante que genera la 1 8.3%
Pero no representa el variacién 1% de descargo como el corte en y. es decir, no se
problema. presentan elementos significativos y una interpretacion de las
unidades significantes del problema.
No establece ningln No establecen ninguna transformacion que relacione las variables
modelo algebraico que involucradas. Es decir, no discriminan las unidades significantes 5 41.6%

relacione las variables.

del enunciado principal para coordinar los dos registros.

Tabla 14. Dificultades de los estudiantes al convertir una expresion algebraica general al registro gréfico.

En la tabla anterior, se puede ver de manera notoria las dificultades de los estudiantes

para encontrar una expresion algebraica que represente el problema 3. Esto puede atribuirse

directamente al fenbmeno de no congruencia entre las unidades significantes del registro de

formacion y el item 3.a. Pues, el problema deja explicito la razon a la que se descarga el portatil,

sin embargo poco corresponde directamente con los parametros en el registro de llegada. Por

esto, la correspondencia semantica deja de existir. Al mismo tiempo, se pierde la univocidad

semantica terminal cuando no es posible ubicar el nimero de unidades significantes del registro

inicial “50 minutos”, “a razon de 1%

“y” 100% carga o 0% descarga” con las unidades

significantes m y b del registro algebraico. Hecho que permite entender las dificultades de los
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estudiantes para coordinar el enunciado con una expresion que represente de manera correcta el

problema.

Por otro lado, hay un faltante en el nimero de unidades del registro de partida cuando se
indica la razén a la que se descarga el portatil, es decir, 1% cada 50 minutos, explicita un dnico
punto el cual no es suficiente para determinar el valor de la pendiente para la representacion

algebraica. En este sentido, la univocidad semantica terminal también deja de existir.

Es asi que las dificultades observadas en las producciones de los estudiantes se debieron
a varios factores. En primer lugar, radicé en que a los estudiantes les costé interpretar la unidad
significante 1% cada 50 minutos para determinar la razén a la que disminuye la carga con
relacion al tiempo. Pues el 41.6% de los estudiantes tuvieron dificultad para determinar al menos
dos puntos con base a la proporcionalidad entre las variables. Y aquellos que lograron identificar
dos puntos, asumieron el porcentaje de descarga como variable independiente del tiempo, lo cual
se debe a que posiblemente interpretaron las unidades significantes tal cual como fueron
presentados por el enunciado principal del problema, es decir en el mismo orden, lo cual produce

una razon entre las variables que no corresponde con la que se esperaba.

—s ]

' !" g +
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Puntos establecidos por un estudiante para las variables porcentaje de descarga y tiempo respectivamente.

En segundo lugar, al efectuar los tratamientos en el registro numérico para calcular el
valor de la pendiente, las dificultades se presentaron al operar nimeros naturales asociados al

tiempo y valores en porcentaje asociados a la descarga. Pues la razon encontrada por aquellos
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que identificaron dos puntos, no corresponde ni siquiera considerando la relacién que tuvieron en

cuenta.

o301, 50) (1,0
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Valor de la pendiente propuesto por un estudiante que no representa las condiciones del registro inicial.

En este sentido, la dificultad en la conversion radica en que el item 3.a implica tomar el
tiempo en primera instancia y luego el valor del porcentaje de descarga como variable “que
depende de” para que la expresion relacione las dos variables de manera correcta. Situacion que

fue omitida por la mayoria de los estudiantes.
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Conversion propuesta por un estudiante que no representa las variables y unidades del registro inicial.

Asi mismo, los tratamientos efectuados en la ecuacion fueron poco coherentes y por
tanto producian ecuaciones que no representaban las variables del problema. Es decir, el 100%

de los estudiantes hacen transformaciones inadecuadas en el mismo registro (tratamientos) y
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por tanto les cuesta coordinar el enunciado principal con una ecuacion general que diera cuenta

de la misma informacidn que el registro de formacion.

\| = S0 =-50.S0 (x—0.01)
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Conversion propuesta por un estudiante que no representa las variables del registro inicial.

De lo anterior, se observd que la mayor dificultad que tuvieron los estudiantes para
realizar la conversion fue porque las unidades significantes no fueron comprendidas en su
totalidad debido a la no congruencia entre dichas unidades y por la dificultad para aplicar la
operacion de tratamiento en los registros involucrados. Por un lado, a los estudiantes les cuesta
en el registro de formacion identificar mas de un punto y que ademas asociara la dependencia del
porcentaje de descarga a medida que pasaba el tiempo de manera correcta y por otro, los errores
al efectuar calculos literales en el registro numérico y algebraico en el sentido en que

encontraban expresiones y valores que no tenian ningun sentido con las variables involucradas.

Pregunta b. ;Cuanto tarda la bateria en descargarse un 80%?

Unidades significantes Operaciones cognitivas N° de est. Porcentaje

Se evidencian calculos literales correctos y
Responde a partir de la expresion desplazamientos coherentes en la ecuacidn, sin

encontrada en el item 3.a. embargo los resultados no son correctos de 3 25%
acuerdo al 80% de descarga.
Utiliza un registro distinto a la Acuden a operaciones de multiplicacién y

expresion algebraica para responder. | division para determinar un valor especifico.
La pregunta es abordada a partir de | Sin embargo, las relaciones consideradas son

operaciones basicas sin utilizar el incorrectas. Las justificaciones tampoco son 4 33.3%
registro algebraico. consecuentes con las unidades significantes.
No presentan nigun registro en especifico para
No utiliza ningun registro para responder a la pregunta. Es decir, les cuesta
justificar la respuesta. No responden | identificar 'y  coordinar  las  unidades 5 41.6%
a la pregunta planteada. significantes para ubicarlas en otro registro.

Tabla 15. Tratamientos considerados por los estudiantes para responder al item 3.b.
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Debido a la dificultad que tuvieron los estudiantes para realizar la conversion al registro

algebraico en el item a y que ademas representara las unidades significantes del registro inicial,

la tabla 13 muestra también las dificultades para responder a casos especificos. Pues solo el 25%

utilizé el registro algebraico para determinar el tiempo en que la descarga correspondia a 80%.

Pese a la utilizacion de la ecuacion, los resultados no son favorables, pues era necesario

coordinar de forma correcta el problema y el item a para encontrar un valor correcto.

Si bien, los tres estudiantes que lograron establecer una expresion algebraica

reemplazaron el 80% en la ecuacion y la variable correspondiente, el resultado obtenido no

corresponde con la relacién inicial entre la descarga y el tiempo. Pues era necesario haber

coordinado los dos registros para obtener el tiempo correcto para tal porcentaje. En este sentido,

la dificultad no radica en la operacion de tratamiento sino en la conversion efectuada.
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Tratamiento propuesto por un estudiante que no representa las variables involucradas en el registro inicial.

Por otro lado, se aprecia una gran diversidad de procesos por aquellos que no utilizaron

la expresion general para determinar el tiempo en que la descarga es 80%. Los tratamientos

incluyen, reglas de tres, multiplicaciones, divisiones, y procesos por tanteo que si bien podrian
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resultar favorables, no corresponden con lo que se habia previsto desde el marco tedrico con

respecto a las operaciones cognitivas.

e 8OLLO 0 dedaa 10 minoles
SO 110 |

Tratamiento propuesto por un estudiante que incluye una operacion aritmética basica y que no es coordinado con el item.

Los resultados indican que pese a la utilizacion de una estrategia y tratamiento en
registros distintos al esperado “registro algebraico”, las dificultades contintan para coordinar el
enunciado y un proceso que vincule de manera completa las unidades significantes. Pues la
mayoria de los estudiantes encuentra un tiempo distinto a los 4000 minutos que corresponden

cuando el portéatil ha tenido un 80% de descarga.
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Tratamiento propuesto por un estudiante que establece una relacion entre las variables a través de un proceso recursivo.

Asi mismo, para aquellos que tuvieron dificultad para coordinar el enunciado con
alguna ecuacion general sobre las variables, los procesos por tanteo fueron poco certeros y las

justificaciones no muestran una interpretacion clara de las variables asociadas al problema.
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Justificacidn propuesta por un estudiante que no logra coordinar el problema con una expresion algebraica.

En cuanto al concepto de ecuacion, pocos estudiantes acudieron a este registro para dar
respuesta a la pregunta. Situacién que causé curiosidad, pues desde el marco tedrico se ha
previsto un énfasis en los tratamientos en el registro algebraico para resolver distintas situaciones
problemas por parte de los estudiantes. En este sentido, las dificultades estuvieron asociadas al
uso equivocado de las unidades significantes del enunciado, y por la dificultad para encontrar
una expresion que representara la situacion. Aspecto que a su vez dificulta utilizar una ecuacion

como medio para dar respuesta a otras cuestiones planteadas.

Adicionalmente, consideramos que la utilizacion de la regla de tres y la operacion
producto como estrategia de solucién en la mayoria de los casos, incide en la dificultad para
plantear relaciones generales, pues se reduce el esfuerzo que los estudiantes deben hacer con
respecto a los tratamientos. Lo que se traduce en un cambio de registro solo por cuestiones de
necesidad de ese nuevo registro y por las potencialidades en tratamiento que este ofrece. Es
decir, simplemente una accion de recursividad al registro mas adecuado en el momento Duval

(2004).
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Pregunta c.

¢Cuanto tiempo tarda en pasar de 100% a 80%? Justifique

Caracteristicas importantes

Tipo de respuesta

N° de est.

Porcentaje

Utiliza una expresion para
encontrar una incognita dado el
valor de la otra variable.

La sustitucién en la expresion no corresponde
con lo que se pedia y por tanto, el tratamiento
aunque bien efectuado, no concide con lo que
se esperaba.

25%

Utiliza un registro distinto a la
expresion algebraica para
responder. La pregunta es
abordada a partir de operaciones
basicas sin utilizar el registro
algebraico.

La respuesta es obtenida a partir de
multiplicaciones y reglas de tres. Sin embargo,
no son claros los procesos para determianr el
valor. Se intenta responder a partir de
justificaciones en el registro en lengua natural.

25%

No hay evidencia de un
procedimiento en especifico que
permita saber los tratamientos

Las respuestas son presentadas sin algun tipo
de justificacién procedimental.

6

50%

efectaudos.

Tabla 16. Tratamientos considerados por los estudiantes para responder al item 3.c.

Este item tiene la particularidad de plantear la pregunta de manera explicita. Sin
embargo, exige deducir la informacion por la cual se cuestiona. Pues los datos contienen
elementos que tienden a confundir por el tipo de variable solicitado. Al igual que la pregunta
anterior, los estudiantes utilizaron procedimientos diversos para dar una respuesta pero se nota
gran ausencia en utilizar el registro algebraico para efectuar el tratamiento correspondiente y

determinar el valor del tiempo en que el porcentaje de descarga pasa de 100% a 80%.

Aunque el 50% de los estudiantes respondieron de manera correcta a la pregunta, no se
logra observar una interpretacion clara de la pregunta. La mayoria de las respuestas, resultaban
de procesos por tanteo que si bien es valido, no permite identificar las transformaciones al

interior de un registro como medio para relacionar las variables en una situacién funcional.

Por otro lado, aquellos que no lograron coordinar la pregunta con las unidades
significantes del problema se limitaron a hacer una interpretacion superficial. Algunos
consideran que al efectuar la resta entre el 100% y 80% de descarga era suficiente para

responder a la pregunta. Como también estudiantes que responden a la pregunta como si fuera la
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misma del item b. es decir, a los estudiantes les cuesta diferenciar ambos item posiblemente por

la complejidad sintactica y semantica de las unidades significantes involucradas.
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Tratamiento propuesto por un estudiante que utiliza la diferencia para dar respuesta al item.
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Tratamiento propuesto por un estudiante que acude a la division para dar respuesta al item.

A su vez, el 25% que utilizé una expresion algebraica para responder a la pregunta, tuvo
dificultad para interpretar lo que se solicitaba. Pues asocian ambos porcentajes y los suman
obteniendo un valor en porcentaje superior a las posibilidades de carga o descarga. En este
sentido, se logra ver las dificultades para comprender el enunciado y las unidades significantes
para vincularlas con elementos coherentes en la expresion. Asi mismo, un estudiante utilizé una
ecuaciéon que vinculaba una de las unidades significantes del problema, tuvo dificultad para

sustituir en la variable correspondiente y en efectuar el tratamiento de forma correcta.
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Tratamiento propuesto por un estudiante que encuentra un tiempo con signo negativo.
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Tratamiento propuesto por un estudiante que utiliza el registro algebraico pero no representa las variables del problema.

Se nota que estos estudiantes son conscientes de las posibilidades que ofrece el registro
algebraico para encontrar valores superiores a los que ofrecen otros registros. Sin embargo, les
cuesta hacer una lectura correcta de los elementos caracteristicos. Asi mismo, los resultados
dejan ver las dificultades para interpretar las respuestas después de efectuar tratamientos en el
registro algebraico, pues no son coherentes de acuerdo a las posibilidades que ofrece la variable

tiempo. Es decir, este valor nunca puede ser negativo, como le resulta a algunos estudiantes.
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Tratamiento propuesto por un estudiante que no logra vincular las unidades y variables, ademas determina un tiempo negativo.

En general, los errores al igual que en el item b se deben al interpretar lo que

demandaba el problema y por las dificultades en comprender los elementos caracteristicos del

enunciado principal.

Pregunta d. ¢En cuanto tiempo se habra descargado por completo el portatil?

Unidades significantes Operaciones cognitivas N° de est. Porcentaje
Se realiza una transformacion en el mismo
Utiliza una expresion para registro, reemplazando la coordenada igual a cero
encontrar una incognita dado el | para responder a la pregunta sin haber coordinado
valor de la otra variable. las unidades significates al efectuar la corversion. 2 16.6%
Es decir, las ecuaciones no representan los las
varibles asociadas al problema.
Utiliza un registro distinto a la Se utiliza multiplicacion entte las cantidades
expresion algebraica para numericas concernientes a 50min por el 100% de
responder. La pregunta es descarga total. 1 8.3%
abordada a partir de operaciones | Se utiliza el item anterior para responder a la
bésicas sin utilizar el registro pregunta.
algebraico.
No hay evidencia de un proceso | Las respuestas no dan cuenta de ser obtenidas por
en especifico para dar respuesta | algun tipo de tratamiento. 8 66.6%
al item.
Posiblemente el registro de formacion y la
No responden a la pregunta conversion en el item a no ofrecid informacion 1 8.3%

suficiente.

Tabla 17. Tratamientos considerados por los estudiantes para responder al item 3.d.

La tabla 17 permite ver un marcado porcentaje de estudiantes que responde a este item

sin utilizar un registro especifico como medio para encontrar el tiempo que el portatil se descarga

por completo. Al igual que en el item b y c, los estudiantes tuvieron dificultades para determinar

el valor especifico cuando se conoce el valor de la otra variable.
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Una primera dificultad tiene que ver con algo que se ha insistido constantemente
relacionado con el tratamiento en una expresion algebraica cuando las unidades significantes y
variables no han sido coordinadas al efectuar la conversion. Parte de ello se pudo observar
cuando los tres estudiantes que utilizaron el registro algebraico encontraron un valor que no
corresponde con el tiempo cuando la carga del portétil llega a cero aun habiendo efectuado el

tratamiento de manera correcta.

Y= -50-50 (0)T43-5
y=0+49a.5 ,

{ -
2; ﬂﬁc\mmu‘t 09 s€ fa‘mo aewarends Y

Tratamiento propuesto por un estudiante en el registro algebraico pero que no representa las unidades significantes del problema.

Otra dificultad que se pudo observar para aquellos que no utilizan la expresién como
medio, estd asociada a que en varias ocasiones las respuestas eran obtenidas a partir de procesos
por tanteo que si bien, son una buena estrategia, el item exigia una relacion entre las unidades
significantes del problema y ademas de diferentes procesos lo cual pudo ser la causa de las

respuestas erradas.

La tabla anterior también deja ver que un estudiante no logro responder al item
posiblemente no pudo discriminar ninguna unidad significante en el registro verbal que

relacionara la variable tiempo para cuando el portatil se apagaba.

Vemos como el éxito para resolver un problema depende directamente de las

posibilidades para interpretar las unidades significantes, las posibilidades de coordinacion de



115

dichas unidades en otro registro y por Gltimo las respuestas que se puedan obtener con ese nuevo

registro sobre las variables involucradas.

Pregunta e. ¢En cuanto tiempo se habra descargado por completo el portatil?

Unidades significantes Operaciones cognitivas N° de est. Porcentaje

Se realiza conversion al registro algebraico desde el
registro verbal debido a la dificultad para encontrar
Traza una grafica que involucra | una expresion algebraica que representara las

las variables involucradas en el | variables del problema. 2 16.6%
problema.

Se evidencia un cambio de registro entre el

Traza una gréafica que no enunciado principal y una grafica que si bien

corresponde con una funcion relaciona las variables del problema, no
lineal. corresponde con la representacion de una funcién 3 25%

lineal.

No se evidencia ninguna representacion gréfica

No se logra vincular las variables | sobre las variables y unidades significantes del 7 58.3%

del problema con algin gréfico. | problema.

Tabla 18. Conversiones considerados por los estudiantes para responder al item 3.e.

Notese que hay congruencia entre la posible expresion algebraica que hallaron los
estudiantes en el item a y este item. Sin embargo, por las dificultades que tuvieron los estudiantes
para coordinar las unidades significantes con una expresion de naturaleza lineal que representara
las variables, las gréaficas fueron trazadas teniendo en cuenta la informacién que ofrecia el

registro inicial.

Los resultados muestran lo dificil que es para los estudiantes trazar la grafica de una
funcién lineal cuando no tienen a la mano una expresion algebraica, pues el 58.3% de los
estudiantes que no logré convertir el enunciado principal con una ecuacién también tuvo

dificultades para trazar la representacion grafica sobre las variables.

Se esperaba que al menos los tres estudiantes que lograron hallar una posible expresion
algebraica sobre la variables tiempo y porcentaje de descarga y que, utilizaron este registro para

responder al item b, ¢ y d hicieran uso de éste como medio para trazar la grafica. Sin embargo,
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los resultados muestran que les costé realizar la conversion. Pues no fueron capaces de trazar una
linea que posibilitara identificar las variables y unidades significantes. Uno de ellos, utilizo el
plano cartesiano y ubico un punto que relaciona el tiempo y la descarga en el cuadrante 11, es
decir, utiliza una coordenada con un tiempo negativo. En este sentido, la univocidad semantica
terminal deja de existir porque ningun elemento del registro de formacién puede ubicarse para tal

punto.

Por otro lado, el mismo porcentaje de estudiantes que no logra coordinar las unidades
significantes del enunciado principal con una expresion algebraica, utiliza una representacion
que no corresponde con la representacion caracteristica de una linea recta sobre un plano
cartesiano graduado. Pese a que habian tenido un acercamiento con el registro grafico en los

problemas 1y 2.

Asi mismo, la tabla 18 muestra que solo dos estudiantes logran trazar una gréafica que
representa las variables del problema. Sin embargo, en una de ellas también se pierde la
correspondencia semantica por el hecho que el punto de inicio corresponde a las coordenadas
(0,5) lo que significa que inicialmente el portétil tiene un 5% de descarga, lo que no corresponde

con la unidad significante 100% cuando el portatil se deja en reposo.
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Representacion propuesta por un estudiante que no relaciona las variables involucradas en el registro inicial.

En general, un alto porcentaje de estudiantes hacen conversiones que no corresponden a
la relacion entre el tiempo y la descarga del portatil. Por ejemplo se aprecia que la mayoria de los
estudiantes que no logré encontrar una expresion cualquiera para responder al item a, presentd
dificultad para interpretar las unidades significantes de los otros item y vincularlos con algun

tratamiento en un registro que incluya una de las representaciones de la funcion lineal.

En este sentido, es claro que el grado de dificultad del problema 3 es superior a los
anteriores por el hecho que implica una comprension de las unidades significantes para
coordinarlas en otro registro de representacion y ademas, exige el manejo adecuado de las reglas
que ofrece cada registro para efectuar tratamientos en ellos. Por Gltimo implica un cambio de
perspectiva relacionado con que los estudiantes no han tenido un acercamiento con este tipo

problemas que implican porcentajes entre las variables utilizadas.

Lo anterior puede ser una de las causas de las dificultades por las cuales los estudiantes tuvieron
poco éxito para responder a los problemas pues los porcentajes implican hacer una interpretacion

distinta con respecta a las que son posibles con el conjunto de los nimeros reales.
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Conclusiones

En este apartado se presentan las reflexiones generales relacionadas con las
transformaciones (tratamiento y conversion) que llevaron a cabo los estudiantes al resolver los
problemas sobre funcién lineal y las dificultades para comprender el concepto de pendiente en
situaciones de variacion, reflexiones que se espera sean significativas para maestros en ejercicio,

maestros en formacion e investigadores en el campo de la Educacion Matematica.

Las conclusiones son presentadas a partir del andlisis de las operaciones cognitivas, a la
luz de las investigaciones hechas por Duval (1988, 1992, 1999, 2004 & 2006) sobre los registros
de representacidn semiotica y su papel para la comprension de los objetos matematicos. A partir
de esto, se muestran los elementos que constituyen el eje fundamental para las dificultades

encontradas.

1. En lo concerniente a la pendiente se puede concluir que las principales dificultades se
manifiestan con la incapacidad de los estudiantes para interpretar de forma adecuada el
parametro en cada uno de los registros asociados y de llevar a cabo un procedimiento claro para
su determinacion, de manera que represente las variables y unidades involucradas en los
problemas planteados. Como se menciond en el capitulo 4, esta dificultad se debe a una
interpretacion superficial de las relaciones que produce las variaciones relacionadas con este
parametro en los registros graficos y algebraicos. En efecto, el desconocimiento de las
variaciones concomitantes que produce el parametro m en el registro algebraico dificulta

vincularlo con una caracteristica inmediata en la representacion gréafica cartesiana.
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2. Enlo que respecta a las unidades significantes, las dificultades se presentaron con
la identificacion, transformacion y comprension de éstas en las representaciones graficas,
algebraicas o en lengua natural como registro de formacién. Esta dificultad radicé en la
imprecisa escogencia que hacen los estudiantes sobre las unidades o caracteristicas que aportan
informacion relevante para efectuar transformaciones en cada uno de los registros y que permitan

vincular todas las variables involucradas para dar respuesta a los problemas.

En este sentido, la no discriminacién de las unidades significantes en el registro inicial
disminuye las posibilidades para realizar conversiones de manera espontanea. Pues se aprecia
que a los estudiantes les cuesta expresar de manera general la relacion entre magnitudes
involucradas en los problemas planteados. Particularmente al tratar conversiones en sentido
grafica-expresion algebraica o lenguaje natural-expresion algebraica. Aunque no se puede
olvidar que las dificultades para coordinar los registros estuvo fuertemente evidenciado cuando

estaban involucrados fendmenos de no congruencia en un sentido de la conversion.

3.  Laterceradificultad esta directamente relacionada con elementos tanto semi6ticos
como matematicos. Aunque se nota en las producciones el uso correcto de una ecuacion general
para encontrar una expresion que relacione las variables de los problemas, el bajo porcentaje de
éxito al realizar conversiones hacia el registro algebraico estuvo precedido por los errores
cometidos al efectuar tratamientos correspondientes a dicho registro. Pues se evidencid que a los
estudiantes les es dificil efectuar procesos (operaciones y propiedades con los numeros reales) de
forma coherente puesto que el registro algebraico implica un alto grado de precision en los

procedimientos.



120

En general, las dificultades se revelan con mayor fuerza con identificar las unidades
significantes en todos los registros involucrados en los problemas planteados. Particularmente
cuando el registro de partida es la representacion gréfica, las dificultades para realizar la
conversion aumentan considerablemente. Pues aparecen en las producciones los inconvenientes
que son expuestos generalmente en las clases de matemaéticas cuando los estudiantes no logran

coordinar los diferentes registros de representacion semidtica en una situacion problema.

Como Acufa (2001) lo expresa claramente:

Los estudios desarrollados por Duval nos permiten percatamos de que los
estudiantes no han sido instruidos respecto a las mutuas relaciones significativas
entre las gréficas y las ecuaciones, en particular por el tratamiento parcial dado al
paso de la ecuacion a la grafica a través del punteo, por un lado, y por el
desconocimiento de las leyes semidticas que vinculan a las distintas
representaciones, por otro.

Por esto, los aportes que deja este trabajo estan relacionados con mostrar la importancia

que tiene para la ensefianza de las matematicas la identificacion, reconocimiento, y
discriminacion de las unidades significantes de las funciones lineales y el uso de todas las
posibles representaciones sobre estas. Pues el trabajo a través de las operaciones cognitivas y las
reglas que las rige permite un acercamiento a la comprension de los objetos a partir de sus

propiedades y elementos caracteristicos.

Recomendaciones

El trabajo adelantado, sus resultados y conclusiones permite expresar ideas que podrian
generar a la comunidad Matematica “maestros e investigadores” inquietudes para seguir
estudiando la naturaleza de las dificultades asociadas a otros objetos matematicos. Al mismo

tiempo, posibilita utilizar las dificultades aqui reportadas como base para encontrar metodologias
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y procesos propios de la disciplina que permitan de manera notable su reduccion. Se presentan

entonces algunas ideas en lo que respecta:

A los objetos matematicos, priorizar situaciones problemas en las que los
estudiantes deban identificar que propiedad cumple o no cierto objeto matematico por el hecho
de que son las propiedades las que le otorgan sentido a los objetos. Del mismo modo, evitar
reducir el trabajo a la aplicacién directa de férmulas y ejercicios mecanicos que en realidad, no

muestran el nivel de comprension que han tenido los estudiantes con los objetos trabajados.

. A las representaciones, proponer situaciones en las que los estudiantes sientan la
necesidad de ir a todas las representaciones sobre un objeto matematico en particular asi como
abordar los cambios de registro en todos los sentidos posibles. Pues desde la teoria se ha dicho

que este pasaje es fundamental para la comprension.

. A las unidades significantes, favorecer situaciones a través de la identificacion de
los elementos caracteristicos ‘“unidades cognitivamente pertinentes” y de las variaciones
concomitantes que estas pueden producir en otro registro de representacion. Por un lado, son
indispensables para el cambio de registro y son necesarios para entender las particularidades que
cada registro de representacién ofrece, por otro. En particular, la discriminacion de las unidades
significantes debe hacerse de manera explicita en los distintos registros involucrados con el
objeto, de manera que el estudiante tenga la capacidad de decidir utilizar el registro mas

adecuado cuando resuelve un problema en particular.
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Anexos
Nombre:
Colegio:
Grado: Nivel: Secundaria Fecha: / /

Situacion problema sobre funcion lineal

Situacion 1. Planes de voz
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A continuacion se muestran los grdficos de algunos planes de voz de tres compariias de telefonia celular, en donde se relaciona el
niimero de minutos y el valor a pagar. Analice cada una de esta propuestas
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COMPANIA TELEFONICA N° 1

Uz

S 0 15 20 25 20 35 @ 45 0 45 @

COMPANIA TELEFONICA N°2

afe

s @ 15 ® 3 » B & & &

COMPANIA TELEFONICA N° 3

a. Si usted tuviera que tomar la decision como cliente y determinar cual de ellos es méas

favorable, ¢Qué plan tomaria?

Compafi
Compafi

a
a telefénica N° 2
a

telefénica N° 1

Compaiiia telefénica N° 3

b. ¢ Qué razones justificarian que el plan elegido, corresponda a la decisién mas acertada?

Explique por qué ese y no otro.

c. Encuentre una expresion algebraica que le permita determinar el valor a pagar para un

namero n de minutos del plan elegido.
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Situacion 2. Expresion general

Realizar una grafica que represente a una funcion de ecuacidon ¥ = mx + b, en donde

m = 0 ¥y b <0, sin dar valores numericos a m y b.

Situacion 3. Nivel de descarga del portatil

Debido a la capacidad de almacenamiento que tiene el portatil marca HP, la experiencia de los
usuarios indica que; la carga de la bateria consume 1% cada 50 minutos cuando la carga alcanza

el 100% y se deja en reposo. Suponiendo que las variables se relacionan linealmente.

Represente en el registro algebraico la situacién anterior a medida que pasa el tiempo.

a
b. ¢Cuénto tarda la bateria en descargarse un 80%?

o

¢ Cuénto tiempo tarda en pasar de 100% a 80%? Justifique

Q

¢En cuanto tiempo se habra descargado por completo el portatil?

e. Represente graficamente el nivel de carga a medida que pasa el tiempo

Nota: Las imagenes del problema 1 fueron divididas y ampliadas de tal manera que los nimeros

que representan minutos y precio fueran claramente identificados por parte de los estudiantes.



