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RESUMEN 
 
 
En el marco de la electrodinámica del axion, se examinaron las propiedades electrodinámicas 

en sistemas estratificados que contienen aislantes topológicos (TI) a través del método de 

matriz de transferencia. Se obtuvieron los elementos de la matriz de transferencia para una 

interfaz que separa dos medios con una topología no trivial y para una película compuesta por 

un aislante topológico. Se mostró que le término topológico induce un acople de los modos de 

propagación TM (transversal magnético) y TE (transversal eléctrico). Este acople se ve 

reflejado en la presencia de nuevos términos en la matriz de transferencia, los cuales 

dependen linealmente del término,     ⁄  (donde   es el coeficiente de estructura fina y    

es la diferencia de los parámetros topológicos de los medios involucrados). Demostramos que 

la presencia de estos nuevos elementos de matriz introduce correcciones del orden de 

             en los coeficientes de transmisión y reflexión. Además, se da lugar a la 

transmisión y reflexión de ondas en modo TM a partir de ondas TE incidentes y viceversa. Se 

demostró que si la película tiene un índice de refracción mayor al índice de refracción del 

medio que la rodea, aparecen las oscilaciones de Fabry-Perót con una ligera corrección del 

orden de    en los picos máximos. Por otro lado, cuando el índice de refracción del medio 

circundante es mayor, entonces las ondas electromagnéticas atraviesan la película por 

tunelamiento con la misma corrección de   . Se mostró que en una estructura de doble capa 

con aislantes topológicos, el porcentaje de energía transmitido en forma de  ondas se restringe 

a intervalos de frecuencia más pequeños al incrementar el espesor de cada capa. Realizamos 

una extensión del formalismo obtenido a sistemas multicapa con aislantes topológicos, en los 

cuales se observan intervalos de frecuencia en que la transmisión de ondas puras 

(transmisión de ondas en modo TM/TE a partir de ondas TM/TE incidentes) es cero. Sin 

embargo, se muestra que en estos intervalos aparece la transmisión de pequeñas cantidades 

de energía en forma de ondas mixtas (es decir, transmisión de ondas en modo TM a partir de 

ondas TE incidentes y viceversa) debido a la introducción del termino del axion. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



ABSTRACT 
 

 
In the framework of axion electrodynamics, the electrodynamic properties in stratified 
systems containing topological insulators (TI) were examined through the transfer matrix 
method. The elements of the transfer matrix were obtained for an interface that separates two 
media with a nontrivial topology and for a slab composed of a topological insulator. It was 
shown that the topological term induces a coupling of the propagation modes TM (transversal 
magnetic) and TE (transversal electric). This coupling is reflected in the presence of new 
terms in the transfer matrix which depend linearly on the term,       (where   is the 
coefficient of fine structure and    is the difference of the topological parameters of the 
mediums involved). We show that the presence of these new matrix elements introduces 
corrections of the order of              in the transmission and reflection coefficients. In 
addition, the transmission and reflection of waves in TM mode is generated from incident TE 
waves and vice versa. It was demonstrated that if the film has a refractive index higher than 
the refractive index of the surrounding medium, the oscillations of Fabry-Perot appear with a 
slight correction of the order of    in the maximum peaks. On the other hand, when the 
refractive index of the surrounding medium is greater, then the electromagnetic waves pass 
through the film by tunneling with the same correction of   . It was shown that in a double 
layer structure with topological insulators, the percentage of energy transmitted in the form 
of  waves are restricted to smaller frequency intervals by increasing the thickness of each 
layer. We made an extension of the formalism obtained to multilayer systems with topological 
insulators, in which were observed intervals of forbidden frequencies for the transmission of 
pure waves (transmission of waves in TM / TE mode from incident TM / TE waves). However, 
due to the introduction of the axion term, the transmission of small amounts of energy in the 
form of mixed waves (i.e. transmission of TM mode waves from incident TE waves and vice 
versa) appears within these intervals. 
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1. INTRODUCCIÓN 
 
 
 

Los aislantes topológicos (TI) son nuevos estados cuánticos de la materia que se comportan 

como un aislante en el interior, pero al mismo tiempo presentan estados de conducción 

superficiales [1-5]. Estos estados superficiales son el resultado del fuerte acoplamiento espín-

orbita que presenta el material y se encuentran topológicamente protegidos respecto a la 

simetría de inversión temporal [5]. En el 2006, los científicos Andrei Bernevig, Taylor Hughes 

y Zhang Shou-Cheng propusieron un mecanismo de inversión de bandas para encontrar 

materiales con estas características [6,7]. En este mecanismo, el ordenamiento normal de la 

banda de conducción se invierte con la banda de valencia debido al fuerte acoplamiento spin-

orbita que presenta el material. Además, predijeron que el crecimiento de pozos de      

(telurio de mercurio) en medio de capas de      (teluro de cadmio) eran candidatos para ser 

aislantes topológicos [6-8].  

En semiconductores comunes, la banda de conducción es formada por electrones en orbitales 

  y la banda de valencia es formada por electrones en orbitales  . Sin embargo, en elementos 

pesados como    y   , la banda con orbitales   se encuentra por encima de la banda con 

orbitales   debido al fuerte acoplamiento espín-orbita [1,8]. Por otro lado, el      tiene una 

red similar a la del      pero con acoplamiento espín-orbita más débil. Cuando se crecen 

pozos de      en medio de capas de     , es posible controlar la estructura de bandas del 

sistema al variar el espesor de las capas. Si la capa de      tiene un espesor   por debajo de 

un determinado valor crítico   , la estructura de bandas predominante es la del      [1,8]. 

 

 
 
 

 (a) 

 

 
 
 

(b) 
 

Figura 1. 1: En (a) se esquematiza el efecto dominante que posee el     , cuando la capa de 
     tiene un espesor por debajo del valor crítico (    ). En (b) se muestra la inversión 
de bandas que presenta el sistema cuando la capa      supera el valor critico (    ). Los 
gráficos fueron adaptados de [1]. 
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En la figura 1(a) se muestra como la banda   , (la cual corresponde a la banda con orbitales  ) 

se encuentra por encima de la banda    (la cual corresponde a la banda con orbitales  ), 

dando lugar al ordenamiento normal del     . En la figura 1(b) se muestra un sistema en cual 

el espesor de la capa de      se encuentra por encima del valor crítico, dando lugar a la 

inversión de la estructura de bandas del sistema (en este caso la banda    se encuentra por 

encima de la banda   )  debido al fuerte acoplamiento espín-órbita del     . El espesor 

crítico    para el cual se presenta la inversión de bandas en este caso es de        [1,8]. 

El comportamiento que presenta      puede ser descrito por un modelamiento de dos 

bandas para    y    [1]. La solución explicita del modelo, da lugar a una solución sin estados 

de superficie en el régimen      y una solución con un par de estados superficiales cuando 

    , tal y como se muestra en las figuras 1.2(a) y 1.2(b) respectivamente [1]. Poco tiempo 

después de la predicción teórica, un equipo de la Universidad de Wurzburg liderado por 

Laurens Molenkamp observó la inversión de bandas en pozos cuánticos de      que fueron 

crecidos por medio de epitaxia de haz molecular [7]. Posteriormente, este fenómeno fue 

predicho y observado experimentalmente en varios sistemas 3-dimensionales [9-11] tales 

como         ,       ,        y        [12,14]. 

 

(a) (b) 

 
Figura 1. 2: En (a) se muestra el espectro de energía que presenta el sistema           
cuando     . En (b) el pozo de potencial presenta un gap de energía, pero dentro de este 
aparecen dos estados de superficie que se representa por una línea roja y una línea azul. Los 
gráficos fueron adaptados de [8]. 
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Recientemente se han hecho extensivos estudios en las propiedades electrodinámicas que 

presentan los TI. La respuesta electromagnética en estos materiales se encuentra 

caracterizada por la introducción del término del axion [15-17]: 

          ⃑   ⃑ , 
 

(1.1) 

donde   es un parámetro que indica la topología del medio en que se propagan las ondas,   ⃑   

el campo eléctrico y  ⃑  el campo magnético. La forma del lagrangiano (1.1) implica que un 

campo eléctrico puede inducir una polarización magnética, mientras que un campo magnético 

puede inducir una polarización eléctrica. Este efecto es conocido como efecto magneto-

eléctrico topológico y   adopta el significado de polarización magneto-eléctrica [18-21]. 

Además, La inclusión del lagrangiano (1.1) en la acción del campo electromagnético modifica 

el sistema de las ecuaciones de Maxwell (en particular la ley de inducción de Faraday y la ley 

de Ampere) y conlleva a una discretización de la respuesta electromagnética en términos de la 

constante de estructura fina (      ⁄ ) [22,23], tal y como se demostrara en la sección 2.1. 

De igual forma, el término del axion dentro de las ecuaciones de Maxwell implica la existencia 

de nuevas fuentes de carga y corriente que producen cambios en el desplazamiento eléctrico e 

intensidad magnética respectivamente tal como se presentara en la sección 2.2. Por otro lado, 

la presencia del parámetro topológico lleva a efectos inusuales y exóticos, como el efecto Hall 

cuántico de espín [22-23], el efecto magneto-eléctrico cuántico [24], imagen monopolo 

magnético [1], efecto magneto-óptico Kerr/Faraday y el efecto Witten [24-35]. 

En particular, se ha prestado especial atención al estudio de las excitaciones colectivas que 

podrían manifestarse en la interface entre dos medios con diferentes propiedades topológicas. 

Para estos sistemas se han predicho ondas de densidad de carga y de densidad de espín, cuya 

existencia está íntimamente asociada a las propiedades no triviales de los aislantes 

topológicos [36-39]. Para este tipo de sistemas se ha estudiado la respuesta del espín 

electrónico [40] al aplicar un campo magnético perpendicular a la superficie de un aislante 

topológico; además de las excitaciones colectivas [41,42]  localizadas en la frontera entre un 

aislante con una topología trivial y un aislante con una topológica no trivial,  se observó que la 

inclusión del término del axion en las relaciones constitutivas produce un acople de los 

campos eléctrico/magnético en la interface y  se encontró que la relación de dispersión  para 

la propagación de las ondas en el material depende del cuadrado del termino topológico [42]. 

Por otro lado, se ha analizado la estructura electrónica en interfaces aislantes 

topológicos/aislantes ferromagnéticos [43]   así como la unión entre superficies tipo p y 

superficies tipo n en TI para el desarrollo de futuros dispositivos electrónicos [44]. 

Los resultados (obtenidos al analizar la respuesta electromagnética que presentan interfaces 

entre materiales que poseen una topología no trivial) se han extendido a sistemas más 

complejos.  Se ha hecho énfasis en la investigación de las propiedades ópticas que exhiben las 

películas delgadas rodeadas por aislantes topológicos [45,46]. Es bien sabido, [47,48] que si 

una película delgada está rodeada por aislantes convencionales, en el límite de no retardo 

para grandes longitudes de onda, las excitaciones colectivas en las superficies están acopladas 

electromagnéticamente y las curvas de dispersión para los modos localizados en cada una de 
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las superficies se desdoblan en estados análogos a los estados ligados y antiligados. En el 

trabajo realizado en [49] se estudia un sistema semejante al presentado en la figura 1.3; en los 

resultados obtenidos se  muestra como los efectos causados con la introducción del término 

topológico pueden llevar a un comportamiento no-oscilatorio de la función de estado 

superficial, lo cual modifica las leyes de dispersión y producen un acople entre los modos de 

propagación transversal eléctrico (TE) y transversal magnético (TM) que depende del 

cuadrado de la variación del parámetro topológico de los medios involucrados [49], tal y como 

se presenta en las ecuaciones (1.2) y (1.3). 

 
Figura 1.3: Se muestra una pelicula delgada de espesor   con una permitividad dieléctrica 
    , una permeabilidad magnética      y un parámetro topológico       rodeada por un 
medio con una permitividad dieléctrica     , una permeabilidad magnética      y un 
parámetro topológico      . 
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(1.3) 

donde      y      (con      ) son respectivamente: la permitividad dieléctrica y 

permeabilidad magnética en el i-ésimo medio. El término    contiene la diferencia de 

parámetros topológicos de los medios separados por cada interface,      es el vector de onda 

en el i-ésimo medio y   es el espesor de la película. En las ecuaciones (1.2) y (1.3), el primer 

corchete a la izquierda corresponde a los estados ligados y anti ligados (respectivamente) 

para los modos TE, mientras el segundo corchete contiene los estados ligados y anti ligados 

(respectivamente) para los modos TM. La presencia del término      ⁄   , hace posible el 

acople de ambos modos. En particular, existe una región del espectro en la cual aparece una 

onda cuya velocidad de grupo es negativa y el término asociado a la topología no trivial es 

𝑥 

𝑧 

𝜀    𝜇    𝜃    

𝜀    𝜇    𝜃    

𝜀    𝜇    𝜃    
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Película 



1. Introducción 

 
13 

 

independiente del espesor de la película. Adicionalmente se han realizado estudios de la 

magnetización [51], magneto-resistencia [52] y del transporte de portadores de carga y espín 

[53,54] para la fabricación de dispositivos. 

También se han predicho modos acoplados plasmón-polaritón bajo las condiciones del efecto 

magnetoeléctrico topológico [42,55-57]. Así mismo se han realizado estudios teóricos y 

experimentales de modos acoplados electrón-fonón [58-60] y exitón-polaritón [61] en las 

superficies de sistemas que contienen aislantes topológicos. En particular, se demostró que la 

interface entre un metal y un aislante topológico dopado lleva a que el plano de polarización 

del plasmón superficial esté rotado con respecto al plano de la interfaz. Desde el punto de 

vista experimental, esta clase de plasmones se han podido excitar en los estados superficiales 

del aislante topológico        [62,63] y se ha demostrado que dichas excitaciones juegan un 

papel importante en el incremento del espectro de fotoluminiscencia en la superficie de un 

aislante topológico [64] y llevan a la formación de brechas no-triviales asociadas a la aparición 

de estados topológicos protegidos en microcavidades de aislantes topológicos [65]. 

También se ha considerado la posibilidad de separar las excitaciones de espín y de carga en 

películas delgadas de aislantes topológicos [39]. En este caso, las excitaciones superficiales 

correspondientes a oscilaciones en fase de las funciones de onda electrónicas son de tipo 

plasmónico puro, mientras que las excitaciones de espín están asociadas a oscilaciones en 

oposición de fase.  

Estos resultados indican que el espectro de las excitaciones colectivas en arreglos de capas 

alternantes de aislantes convencionales y aislantes topológicos puede presentar una gran 

variedad de nuevos efectos, asociados a la aparición de brechas de Bragg relacionadas con la 

invariancia traslacional. Adicionalmente, puede ser de interés investigar cómo la presencia del 

parámetro topológico influye en las características de los modos localizados que surgen 

cuando se rompe la simetría de traslación ya sea por defectos de inclusión [66] o por 

introducción de un ordenamiento cuasi-periódico [67]. 

Por otro lado, el espectro de excitaciones colectivas en sistemas con gases electrónicos de baja 

dimensionalidad puede verse alterado al incluir efectos de interacción espín-órbita, tales 

como las interacciones Rashba y Dresselhauss [68,69]. Cabe esperar que estas interacciones 

puedan afectar el espectro de las excitaciones colectivas en aislantes topológicos dopados. 

Actualmente se están examinando las propiedades electrodinámicas en superficies y sistemas 

multicapa que contienen aislantes topológicos con ayuda del método de matriz de 

transferencia (o MMT) [70-76] y por medio del método de funciones de Green [77]. Estos 

métodos se han utilizado para analizar la propagación de ondas electromagnéticas, acústicas y 

ondas elásticas cuando pasan de un medio a otro, así como sus coeficientes de transmisión y 

reflexión [75,76]. Al considerar una interface entre un dieléctrico convencional y un aislante 

topológico podemos obtener las amplitudes de los campos (eléctrico y magnético) de uno de 

los medios en términos de los campos presentes en el otro  medio [78]. Con ayuda de este 

método se observó como la topología no trivial de los medios induce correcciones del orden 

del cuadrado del coeficiente de estructura fina en los coeficientes de trasmisión y reflexión. De 
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igual forma, se encontró que los ángulos de rotación no trivial Kerr/Faraday de la luz 

reflejada/transmitida en este caso, presentaban no solo una dependencia lineal con la 

diferencia de los términos topológicos involucrados sino también con la relación entre el 

ángulo incidente y el ángulo de Brewster [70]. En ausencia del aislante topológico o para 

medios cuyos parámetros topológicos son iguales, estos efectos desaparecen. Además, 

muchos de los resultados obtenidos con el MMT aplicado a sistemas que poseen una 

topológica no trivial han permitido hacer estudios en otros efectos interesantes, tales como el 

efecto Casimir repulsivo [72-74,79], así como los cambios que sufren las propiedades ópticas 

en sistemas que contienen aislantes topológicos y metamateriales [46]. 

Como se mencionó anteriormente, en los últimos años se ha prestado especial atención a los 

efectos que se producen en la frontera que separa dos aislantes que poseen una topología no 

trivial. Esto ha llevado a estudiar superficies más complejas, las cuales modifican las 

condiciones de contorno, tales como estructuras esféricas y cilíndricas [80-83]. Con ayuda del 

método de función de Green se ha logrado estudiar el monopólo magnético imagen que se 

produce cuando una carga eléctrica se encuentra cerca de la superficie de un TI [82-84], 

además de evidencia teórica de radiación electromagnética invertida de Vavilov-Čerenkov 

[85]. También se han observado otros fenómenos interesantes como el efecto Casimir 

anómalo [86] y el efecto anómalo de Nernst [87] en la superficie de aislantes topológicos. Por 

otro lado, un formalismo similar ha sido utilizado para estudiar las propiedades ópticas en la 

superficie de otros materiales con orden topológico no trivial, como por ejemplo en la 

interfaces que aparecen cuando se combinan aislantes de Chern y metamateriales quirales 

[88-90].  Otro tipo de materiales topológicos, son los semimetales de Weyl [91], sobre los 

cuales se han tratado problemas de condiciones de frontera [92] en la superficie e 

interacciones de cargar con la misma [93]. Además, se han predicho diversos efectos ópticos 

en su superficie tal y como sucede con los aislantes topológicos, por ejemplo plasmónes y 

polaritónes superficiales [94], efecto casimir repulsivo [95]  y efecto Kerr/Faraday [96].  

En este trabajo se estudia el papel que juega la presencia de una topología no trivial en las 

propiedades ópticas de sistemas que contienen superficies entre aislantes topológicos y 

aislantes convencionales. Se propone un formalismo de matriz de transferencia 4x4 para 

analizar la respuesta electromagnética en diferentes sistemas estratificados que contienen 

aislantes topológicos. Se obtienen los cambios que sufre la matriz de transferencia en una 

película y en un sistema multicapa, al incluir el término del axion en las relaciones 

constitutivas de los medios comprometidos. Se examinan las modificaciones que introduce el 

TI en los coeficientes de Fresnel en películas delgadas y en sistemas multicapa cuando se 

consideran medios con diferentes parámetros topológicos. De igual modo, se estudia el 

tunelamiento resonante a través de una película sumergida en un medio con una topología no 

trivial y para una estructura de doble capa con TI. 
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2. ELECTRODINÁMICA EN AISLANTES TOPOLÓGICOS  
 
 
 
 
En electrodinámica clásica la función de acción         de un sistema de cargas en un  campo 
electromagnético consiste de tres partes: 
 

                    , 

 

(2. 1) 

donde el primer termino    −∑   ∫  , es la acción de las partículas libres en ausencia 

de campo y contiene la masa   de la partícula, la velocidad de la luz    y el intervalo entre 

eventos    √     
  (con     y      como 4-vectores de espacio-tiempo). El segundo 

término     −
 

  
∫   

    es la acción que corresponde a la interacción entre las partículas 

y el campo, siendo    el 4-vector de densidad de corriente y    el 4-potencial del campo en el 

punto del espacio-tiempo en el que la partícula está localizada. El término    corresponde a la 

acción del campo, la cual sólo depende de las propiedades del campo en sí, es decir en 

ausencia de cargas y está dada por     −
    

 
∫    

    , donde    /    es el tensor del 

campo electromagnético en forma contravariante/covariante respectivamente,    la 

permitividad eléctrica del vacio y         (con    el diferencial de volumen y    el 

diferencial de tiempo). Finalmente, el término    −
 

   
∫    

     describe las 

características polarizables y magnetizables del sistema con     el tensor de magnetización y 

polarizacion. Por lo tanto,  se tiene que la acción de un sistema de cargas en un  campo 

electromagnético tiene la forma [97,98],  

 

        −   ∫  −
 

  
∫   

   −
    

 
∫    

    −
 

   
∫    

    , 

 

(2. 2) 

Al variar la acción de Maxwell, la primera integral a la derecha de la ecuación (2.2) se hace 
cero [97,98]. Luego, 
 

        ∫(−
    
 

      −
 

  
   

 −
 

   
    

  *    

 

(2. 3) 

Obsérvese que en las expresiones (2.2) y (2.3) aparece solamente uno de los  invariantes del 

campo  electromagnético, el cual está definido por el término       . Esto se debe a que el 

otro invariante del campo dado por la magnitud            , (donde       es el tensor Levi-

Civita en 4-dimensiones) es una 4-divergencia y al integrarla no realiza ningún aporte a las 

ecuaciones de movimiento [97,98]. Este segundo invariante es precisamente el término que 

debe ser incluido para explicar el comportamiento electrodinámico de los aislantes 

topológicos. Los aislantes topológicos son sólidos cristalinos invariantes bajo inversión 

temporal, los cuales poseen una estructura bandas la cual está caracterizada por un invariante 

topológico    [1-5,21].  
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Estos materiales poseen una topología no trivial y se comportan como un aislante en el bulk 

pero conducen en la superficie. Los estados superficiales se encuentran protegidos bajo 

inversión temporal y se manifiestan en forma de corrientes superficiales, las cuales se 

representan con la introducción del término del axion [15, 20-22]: 

 

        
 

      
               , 

 

(2. 4) 

donde      es el término topológico,   la constante de estructura fina,    la permeabilidad 
magnética del vacío y   la velocidad de la luz [21]. Al adicionar la densidad lagrangiana (2.4) a 
la acción del campo electromagnético convencional (2.3) obtenemos la acción total, 
 

                 , 
 

(2. 5) 

   
 

  
∫ (−

    

 
      −

 

  
   

 −
 

   
    

  )   
 

      
∫                 , 

 

(2. 6) 

La adición del nuevo término a la derecha de la ecuación (2.5) altera la estructura de las 
ecuaciones de Maxwell convencionales así como las relaciones constitutivas en materiales que 
contienen aislantes topológicos [15,21].  
 
 
 
 
  
2.1 Ecuaciones de Maxwell en aislantes topológicos 
 
A continuación vamos a observar los cambios que sufren las ecuaciones de Maxwell en los 
aislantes topológicos; para ello vamos a calcular las ecuaciones de movimiento que resultan 
de la ecuación (2.6). En términos de  ,  ,  ,  ,   y   la acción    queda expresada de la 
siguiente forma [97,98], 
 

   −
 

  
∫   −       −

    

 
∫ (  −

 

   
 )   −

 

   
∫[−          ]   

 

      
∫    (−

 

  
   )  , 

 

(2. 7) 

donde 

 

{
 
 
 

 
 
 

   
    −    

        (  −
 

   
 )  

                    (−
 

 
   )

    
   −          

  
  

  
                              

, 

 

(2. 8) 

Con   y   son los vectores de polarización y magnetización respectivamente. 
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Puesto que [97,98], 

 {
  −(   

  

  
)  

      
, 

 

(2. 9) 

La acción adopta la siguiente forma: 

   −
 

  
∫   −       −

    
 

∫ 0       −
 

  
 
(   

  

  
*
 

1   

 
 

  
∫[−(   

  

  
*           ]  

−
 

     
 
∫    (   

  

  
*          

 

(2. 10) 

Variemos la acción (2.10) con  respecto a   de tal forma que podamos obtener las ecuaciones 

de movimiento correspondientes al sistema en consideración. Al realizar el cambio  

       es posible calcular la variación [97-99], 

    [    ] −  [ ]. 
 

(2. 11) 

En nuestro caso debemos analizar la variación de dos acciones,          y       . 

Comencemos con la variación de la primera,           . 

        [    ]

 −
 

  
∫[       −    ]  

−
    
 

∫2       −
 

  
 [        

  

  
]
 

3  

 
 

  
∫{−[        

  

  
]           }    

 −
 

  
∫[      −    ]  −

    

 
∫ {(    )

 
−

 

  
 *(   

  

  
)       +

 
}    

 

  
∫ ,− *(   

  

  
)       +           -  , 

 

 
 
 
(2. 12) 

En este caso podemos despreciar los términos de orden superior (     )
 
  . Luego,  

        [    ]

 −
 

  
∫[  −    ]  −

    
 

∫2       −
 

  
 
(   

  

  
*
 

3  

 
 

  
∫{−(   

  

  
*           }  − ∫     

 
  
  

∫(   
  

  
*       −

 

  
∫          

 
 
 
 
(2. 13) 
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Adicionalmente, integramos por partes el quinto y el sexto  termino que se encuentran a la 

derecha de la ecuación (2.13). Luego, 

 
        [    ]  , 

                                  −
 

 
∫[  −    ]  −

    
 

∫2       −
 

  
 
(   

  

  
*
 

3   

                         
 

  
∫{−(   

  

  
*           }  − ∫      

       −
  

  
∫ (   

  

  
)        

 

  
∫        , 

 

 
 
 
(2. 14) 

Donde hemos despreciado los términos superficiales ∫ *(   
  

  
)     +      y 

∫ [     ]    . En la ecuación (2.14) podemos observar que los primeros tres términos a 

la derecha definen la acción         [ ] para el campo electromagnético en materiales 

convencionales, 

 
        [    ]           [ ] 

                                              −∫     −
  

  
∫ (   

  

  
)        

 

  
∫        . 

 

(2. 15) 

El segundo término al lado derecho de la igualdad en la ecuación (2.15) hace referencia la 

acción en función del potencial  . Luego, 

 

          −∫     −
  

  
∫ (   

  

  
)        

 

  
∫        . 

 

(2. 16) 

A continuación calculemos la variación,          respecto a  : 

 

      [    ]  
 

     
 
∫    [        

  

  
]          

 
 

     
 ∫    (   

  

  
)          

 

     
 ∫                 , 

 

(2. 17) 

Integrando por partes el segundo término a la derecha de la ecuación (2.17) se obtiene, 

 

      [    ]  
 

     
 
∫    (   

  

  
*          

             −
 

     
 ∫      [         ]  , 

 

(2. 18) 

donde ∫ [              ]    . En la ecuación (2.18) podemos observar que el primer 

término al lado derecho de la igualdad corresponde a la acción       [ ]  

      [    ]        [ ] −
 

     
 ∫      [         ]  . (2. 19) 
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El segundo término al lado derecho de la igualdad en la ecuación (2.19) hace referencia a la 

variación de la acción del término del axion respecto al potencial  : 

 

         −
 

    
 ∫      [         ]  . 

 

(2. 20) 

Así, la variación de la acción total, respecto al potencial escalar   es: 

 
                        

    −∫     −
  
  

∫ (   
  

  
*        

 

  
∫        

−
 

     
 
∫     [         ]     

 ∫  ,− −
  

  
 (   

  

  
)  

 

  
  −

 

     
  [         ]-     , 

 

 
 
 
(2. 21) 

es decir que,  

− −
  

  
 (   

  

  
)  

 

  
  −

 

     
  [         ]   . 

 

(2. 22) 

En términos de   y   la expresión (2.22) se transforma en la ley de Gauss modificada para los 

aislantes topológicos [21], 

          
 

     
 [     ], 

 

(2. 23) 

Si realizamos una variación con respecto al campo vectorial  , obtenemos la ley de Ampere 

modificada para los aislantes topológicos [21], 

 

  *
 

  
−  +   −

  

   
   

[       ], 

 

(2. 24) 

En la expresión (2.24) hemos considerado 
  

  
 

  

  
 

  

  
  . Es necesario resaltar que los 

efectos del parámetro topológico   solo se presentan en la superficie de los aislantes 

topológicos, es decir, lejos de la superficie el parámetro cuando   se anula y las leyes de Gauss 

y Ampere modificadas en las ecuaciones (2.23) y (2.24) se reducen a las ecuaciones para 

medios convencionales [1-5, 21]. 
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2.2 Relaciones constitutivas para aislantes topológicos 

 

De las ecuaciones (2.23) y (2.24) podemos calcular las relaciones constitutivas para los 

aislantes topológicos. De la ley de Gauss modificada (2.23) obtenemos lo siguiente [21], 

 

 *     −
 

     
     +   , 

 

(2. 25) 

De la ecuación (2.25) observamos que la inclusión del término topológico en la acción del 
campo electromagnético introduce un aporte a la densidad de cargas. Luego, el 
desplazamiento eléctrico es [21], 
 

       −
 

     
     , 

 

(2. 26) 

Puesto que el vector de polarización está dado por          y la permitividad eléctrica 

           (con    es la susceptibilidad eléctrica)  

    −  
 

 
      , (2. 27) 

 

donde 
 

   
     Por otro lado, al reordenar la ecuación (2.24) observamos que la inclusión del 

término topológico en la acción del campo electromagnético introduce un aporte a la densidad 
de corriente,  
 

  *(
 

  
−  )  

  

   
   

     +   . 

 

(2. 28) 

Luego, la intensidad magnética es, 

  
 

  
−   

  

   
   

     , 

 

(2. 29) 

Puesto que los vectores de campo magnético y magnetización están dados por:                        

          y       (con     es la susceptibilidad magnética),  

     −       
  

     
     , 

 

(2. 30) 

Adicionalmente, la permeabilidad magnética esta por           . Luego, la intensidad 

magnética para los aislantes topológicos está dada por la siguiente expresión [21], 

 

    
   

 
 

 

   
     , 

 

(2. 31) 

Observe que en ausencia del aislante topológico     o lejos de la superficie del material las 
relaciones constitutivas para los aislantes topológicos (2.27) y (2.31) se reducen a las 
relaciones constitutivas materiales convencionales [97,100]. 
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3. MÉTODO DE MATRIZ DE TRANSFERENCIA APLICADO A INTERFACES CON 
AISLANTES TOPOLÓGICOS  

 
 
 

En la sección anterior se observaron los cambios que presentan las ecuaciones de Maxwell (en 

particular la ley Gauss y la ley de Ampere) cuando se introduce el término del axion en la 

acción del campo electromagnético. La presencia del término topológico demostró que el 

campo eléctrico puede inducir una polarización magnética mientras que el campo magnético 

puede inducir una polarización eléctrica. Estos cambios se ven reflejados directamente en la 

presencia de nuevas fuentes de carga y de corriente, las cuales conllevan a un acople del 

campo eléctrico con el campo magnético dentro de las relaciones constitutivas.  

En este capítulo, estudiaremos la propagación de una onda electromagnética a través de una 

interfaz que separa dos medios con una topológica no trivial. Con ayuda de las ecuaciones 

constitutivas para los aislantes topológicos obtendremos la matriz de transferencia, la cual 

describe la propagación de la onda en el sistema completo. Esto nos permitirá demostrar 

como la topología no trivial de los medios, induce correcciones del orden del cuadrado del 

coeficiente de estructura fina en los coeficientes de trasmisión y reflexión. De igual forma, se 

mostrara que los ángulos de rotación no trivial Kerr/Faraday de la luz reflejada/transmitida 

en este caso, presentan una dependencia lineal con la diferencia de los términos topológicos 

involucrados [70]. 

 
 
3.1 Descripción de los campos en un sistema de dos capas con una topología no trivial 
 
Consideremos dos medios isotrópicos semi-infinitos, polarizables y magnetizables separados 

por una interfaz en    . El medio en      posee una permitividad dieléctrica      y una 

permeabilidad magnética     ; El medio en     tiene  permitividad dieléctrica      y 

permeabilidad magnética     . Una onda electromagnética con vector de onda  ⃑      

(     
    

) se aproxima desde la izquierda de la interfaz, parte de esta onda es reflejada con 

un vector de onda  ⃑      (     
    

). Otra onda electromagnética con vector de onda  

 ⃑      (     
    

) se aproxima desde la derecha de la interfaz y parte de ella es reflejada con 

un vector de onda  ⃑    (     
    

). El sistema en consideración se muestra en la figura 3.1. 
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Figura 3. 1: Interfaz entre dos aislantes topológicos. 
 
 
La estructura de los campos eléctricos y de las intensidades magnéticas tiene la siguiente 
forma: 
 

(
  

   

  
   

+  (
  

    

  
    

+  (
  

    

  
    

+  (
   

    

   
    

+     
   

            (
   

    

   
    

+      
   

           ,     

 

(3. 1) 

(
  

   

  
   

+  (
  

    

  
    

+  (
  

    

  
    

+  (
   

    

   
    

+     
   

            (
   

    

   
    

+      
   

           ,     

 

(3. 2) 

donde   
   

 √
  

          −     
 ,         [78]. Los términos    

     y    
     son las 

amplitudes de las componentes   
    

 y   
    

 respectivamente. Los signos (+) y (-) en los 

campos indican el sentido en que se propaga la onda, (+) hacia la derecha y (-) hacia a la 

izquierda. Para obtener las componentes restantes para los campos   y   se puede hacer uso 

de las ecuaciones de Lorentz-Maxwell convencionales para medios polarizables y 

magnetizables las cuales están dadas por las ecuaciones (3.3)-(3.6), junto con las relaciones 

constitutivas [97-100],  ⃑⃑                ⃑⃑      y  ⃑⃑                ⃑⃑⃑      (donde  ⃑⃑      y  ⃑⃑⃑      

son el desplazamiento eléctrico e intensidad magnética respectivamente). 

 

⨀(𝐸𝑦
    

 𝐻𝑦
    

) 

⨀(𝐸𝑦
    

 𝐻𝑦
    

) 

⨀(𝐸𝑦
    

 𝐻𝑦
    

) 

⨀(𝐸𝑦
    

 𝐻𝑦
    

) 

𝑘⃑      

𝑘⃑      

𝑘⃑      
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⨀𝑦 

𝜀    𝜇    𝜃    𝜀    𝜇    𝜃    

𝜑  

𝜑  

𝑧 

𝑥 

𝑧    



3. Método de matriz de transferencia aplicado a interfaces con aislantes topológicos 

 
23 

 

    ⃑⃑      −         
  ⃑⃑⃑     

  
, 

 

(3. 3) 

   [          ⃑⃑     ]   , 

 

(3. 4) 

   [          ⃑⃑⃑     ]   , 

 

(3. 5) 

    ⃑⃑⃑               
  ⃑⃑      

  
  

 

(3. 6) 

Reagrupando las componentes en las ecuaciones (3.3)-(3.6), obtenemos los sistemas de 
ecuaciones correspondientes a los modos de propagación, (ver apéndice A.1) los cuales se 
muestran a continuación: 
 
 
Modos TE: 
 

   
   

  
    

        
    

, 

 

(   
     

    −     
    )  −       

    , 

 

    
    

        
    

, 

 

 
 
(3. 7) 

Modos TM: 
 

   
   

    
 −       

    
, 

 

(   
   

    
−     

    
)         

    
, 

 

    
     −       

    , 

 

 
 
(3. 8) 

Las ecuaciones (3.7) y (3.8) para los modos TE (transversal eléctrico) y TM (transversal 

magnético) respectivamente, nos permiten obtener las componentes   y   del campo 

eléctrico/magnético en términos de la componente   del campo magnético/eléctrico [83]. 

 
 

3.2 Análisis en la frontera de los dos medios y matriz de transferencia 

 
Para estudiar la propagación de las ondas electromagnéticas en el sistema mostrado en la 

figura 3.1, debemos considerar la continuidad que poseen los campos cuando la onda 

atraviesa la interfaz que divide los dos medios. Luego, se escriben las amplitudes de las ondas 

transmitidas en términos de las amplitudes de las ondas incidentes. Esto nos permite definir 

la matriz de transferencia [78], a partir de la cual se obtienen algunas de las características 
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ópticas del sistema. Para realizar el análisis en la frontera de los dos medios hacemos uso de 

las relaciones constitutivas de los aislantes topológicos [42]: 

 ⃑⃑           ⃑⃑     −    
    

 
(   ⃑⃑ 

    ), 

 

(3. 9) 

   ⃑⃑⃑ 
     

   ⃑⃑ 
    

      
    

 

 ⃑⃑     

  
, 

 

(3. 10) 

siendo  ⃑⃑      y  ⃑⃑⃑      el desplazamiento eléctrico y la intensidad magnética en el  -esimo medio 

respectivamente. El parámetro   es el coeficiente de estructura,      es el parámetro 

topológico en el  -ésimo medio,    es la velocidad de luz en el vacío,      y      son la 

permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética en el  -ésimo medio respectivamente. El 

subíndice   varía de acuerdo al medio de propagación. Al analizar los campos en la frontera 

entre los dos medios se presentan las siguientes relaciones de continuidad [78, 97-100]: 

2
  

    
   

    

  
    

   
    

,                {
  

    
   

    

  
    

   
    ,                {

  
    

   
    

  
    

   
    , 

 

 
(3. 11) 

En este caso haremos uso de las continuidades de   
    

,   
    

,   
    

 y   
    

. Combinando las 

ecuaciones (3.7) y (3.8) con las ecuaciones (3.9) y (3.10), obtenemos el siguiente sistema de 4 

ecuaciones con  4 incógnitas (ver apéndice A.2): 
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(3. 12) 

 

 Continuidad de   
    

   
    

 

(−
  

   

    
+  

    
 (

  
   

    
+  

    
 ( 

    

 

  
   

     
   

+.
−        

−        
/  

    

 (− 
    

 

  
   

     
   

+.
−        

−        
/  

    
 

 (−
  

   

    
+  

    
 (

  
   

    
+  

    
 ( 

    

 

  
   

     
   

+.
−        

−        
/  

    

 (− 
    

 

  
   

     
   

+.
−        

−        
/  

    
 

 

 
 
 
(3. 13) 
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 Continuidad de    
    

   
    

 : 
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(3. 14) 

 Continuidad de   
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(3. 15) 

Ordenando el conjunto de ecuaciones en forma matricial obtenemos, 
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(3. 16) 

De aquí obtenemos la matriz de transferencia que describe la propagación de la onda 

electromagnética del medio 1 al medio 2, la cual está dada por la siguiente relación: 

 

(
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(3. 17) 

 
 
 
 
 



3. Método de matriz de transferencia aplicado a interfaces con aislantes topológicos 

 
26 

 

Los elementos de la matriz       son: 
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(3. 18) 
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(3. 20) 
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√
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(3. 21) 

Los términos     
    

 
      

   

      
    y     

    
 

      
   

      
    son las impedancias para los modos de 

propagación TE y TM respectivamente [78]. El parámetro,        
      

 
  

         

 
  

corresponde a la diferencia entre los términos topológicos. Observe que los elementos de 

matriz    
    

,    
    

,    
    

 y    
    

 conforman la matriz de transferencia para ondas TE, de 

igual forma los elementos de matriz    
    

,    
    

,    
    

 y    
    

 conforman la matriz de 

transferencia para ondas TM en ausencia del aislante topológico [78]. Se Puede observar 

también cómo los términos de la matriz asociados con los parámetros topológicos      y      

acoplan los modos TE y TM. Estos términos dependen de la diferencia,     −      y dependen 

linealmente de la constante de estructura fina  . Algunos de los resultados presentados en 

este capítulo fueron publicados en el artículo titulado: Transfer matrix method in systems with 

topological insulators en el año 2017 (ver referencia [70]).  

 El método de matriz de transferencia aplicado a sistemas estratificados con una topología no 

trivial, ha permitido estudiar las propiedades ópticas en diferentes estructuras que contienen 

aislantes topológicos. Con ayuda de este método se han observado fenómenos ópticos tales 

como el efecto Faraday y el efecto Kerr [70], para los cuales se han reportado resultados de las 

mediciones de espectroscopia en películas de sistemas que contienen aislantes topológicos 3-

dimensionales tales como          [101]. También se ha demostrado que es posible diseñar 

lentes compuestas por metamateriales y aislantes topológicos [46]. Además, se han hecho 

estudios de los coeficientes de Fresnel en interfaces con aislantes topológicos mediante el 

método de funciones de Green [77].  En capítulos posteriores, haremos uso del formalismo 

presentado en esta sección para examinar las propiedades ópticas de sistemas más complejos, 

tales como películas y sistemas de múltiples capas.  
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3.3 Coeficientes de transmisión y reflexión para un interfaz entre TI/vacío 

 
Podemos hacer uso de los elementos de matriz obtenidos anteriormente para describir 

muchas de las propiedades electrodinámicas de sistemas que contienen aislantes topológicos.  

A continuación, vamos a calcular los coeficientes de transmisión y reflexión  para una interfaz 

entre un aislante topológico y vacío. Es decir, los parámetros ópticos son:        , 

             y     −       . Además, el medio 2 tiene un índice de refracción 

     √  
   

 [78]. Para analizar la reestructuración que sufren los coeficientes con la inclusión 

del término topológico, estudiaremos dos casos: en el primero, solo tomaremos en cuenta una 

onda con polarización TE que incide sobre la interfaz y en el segundo, solo consideraremos 

una onda incidente con polarización TM. 

 
 
 
3.3.1 Coeficientes de transmisión y reflexión para un interfaz entre TI/vacío para una 
onda TM incidente 
 

Supongamos una onda electromagnética en modo TM con amplitud   
    

, la cual incide desde 

la región en       con ángulo de incidencia   ; en la región     solo consideramos campos 

que se alejan de la película.  El sistema de ecuaciones en (3.17) se transforma en, 
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(3. 22) 

El sistema presentado en (3.22) nos permite obtener las expresiones para las amplitudes de 

los modos TE /TM reflejados y transmitidos (ver apéndice B.1): 
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(3. 27) 
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    . 

(3. 28) 

 

El primer subíndice en las amplitudes de transmisión y reflexión (   
    

,    
    

,    
    

,    
    

) hace 

referencia al tipo de polarización de la onda incidente. Mientras que el segundo subíndice 

indica el tipo de polarización de la onda que se obtiene a partir de la onda incidente. Además, 

la polarización   corresponde al modo de propagación TM y la polarización   corresponde al 

modo de propagación TE.  

 
              

  
 ⁄  

(a) 

Transmisión     

  
 ⁄  

(b) 
 

 (    )                               

  
 ⁄  

(c) 

 (    )                               

  
 ⁄  

(d) 

 
Figura 3. 2: Comportamiento de los coeficientes de transmisión y reflexión respecto al ángulo 

para una interfaz entre dos medios para tres permitividades   
   

 {     }. (a) Coeficiente  
de reflexión de una onda TM para una onda TM incidente. (b) Coeficiente de transmisión de 
una onda TM para una onda TM incidente. (c) Coeficiente  de reflexión de una onda TE para 
una onda TM incidente. (d) Coeficiente de transmisión de una onda TE para una onda TM 

incidente. Los parámetros restantes para este sistema están dados por:   
   

    
   

   , 

  
   

   y        .  
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Entonces, los términos    
    

 y    
    

 son las amplitudes de reflexión de una onda en modo TE y 

una onda en modo TM  para una onda incidente en modo TM. Las expresiones para    
    

 y 

   
    

 son las amplitudes de transmisión de un modo TE y un modo TM para un modo incidente 

TM respectivamente. En la figura 3.2(a) se observa como los coeficientes de reflexión     

primero disminuyen y luego crecen rápidamente a medida que el ángulo se aproxima a   ⁄ , 

mientras los coeficientes de transmisión     en la figura 3.2(b) se hacen cero para un ángulo 

de incidencia normal a la interfaz. Los comportamientos que presentan los coeficientes con 

respecto al ángulo de incidencia son similares a los mostrados en un material convencional 

[78]. Sin embargo la inclusión del término topológico introduce una pequeña corrección del 

orden de (     )
 

. Por ejemplo, al despreciar los términos de orden superior a (     )
 

 

podemos obtener las siguientes expresiones analíticas aproximadas para los coeficientes de 

reflexión y transmisión puros (    y    ): 
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(3. 30) 

donde   
    

 y   
    

 están determinados por la amplitudes (3.25) y (3.27) cuando        . Es 

decir, corresponden a las amplitudes de trasmisión y reflexión de ondas TM para materiales 

en ausencia de aislante topológico [78]. Por otro lado, cuando el coeficiente     se aproxima a 

cero en la figura 3.2 (a) el coeficiente de transmisión     alcanza su valor máximo en la figura 

3.2 (b). El ángulo bajo el cual se presenta la transmisión total es conocido como ángulo de 

Brewster   [70]. Al despreciar términos superiores a (     )
 

 podemos llegar a una 

expresión aproximada que nos permita obtener el ángulo   : 

       2 −  [
        

(    )
 
 (    )

 ]
 

(     )
 
3 (

    

    )
 

, 

 

(3. 31) 

donde   
      

   ,       √  
    y      √  

    [70].  

El ángulo de transmisión         (
    

         ) es además, 

   
 

 
−    

    

    [
    

(    )
 
 (    )

 ]
 

(     )
 

, 

 

(3. 32) 

Este resultado indica que para el ángulo de incidencia   , el vector de propagación de la onda 

reflejada ya no es perpendicular al de la onda transmitida, lo que está de acuerdo con [102]. 
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Por otra parte, el parámetro topológico ocasiona la presencia de nuevos términos en la matriz 

de transferencia, los cuales dependen directamente del término    . En materiales 

convencionales se espera la transmisión o reflexión de ondas con la misma polarización de la 

onda incidente, es decir, si hacemos incidir una onda tipo s (o modo TE), parte de esta onda es 

transmitida en forma de una onda tipo s, otra parte se refleja en forma de una onda tipo s y en 

ciertos casos, cuando el material es disipativo parte de esta onda es absorbida [78]. De igual 

forma sucede para ondas incidentes tipo p (o modo TM). Sin embargo, con la presencia del 

parámetro topológico, puede aparecer una onda s transmitida y una onda s reflejada como 

resultado de una   incidente (    y     respectivamente). En la figura 3.2(c)-(d) se presenta la 

dependencia de los coeficientes de transmisión y reflexión de los modos acoplados con 

respecto al ángulo de incidencia. Estos coeficientes se hacen cero cuando el ángulo de 

incidencia es   ⁄ .  Al despreciar los términos de orden superior a (     )
 

 podemos obtener 

las siguientes expresiones analíticas aproximadas para los coeficientes de reflexión y 

transmisión acoplados (    y    ): 
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(3. 34) 

 
Adicionalmente, en la figura 3.2 se presenta el comportamiento de los coeficientes de 

reflexión y transmisión respecto al ángulo de incidencia para diferentes  permitividades 

eléctricas. Para ángulos de incidencia menores que   ⁄ , la cantidad de energía reflejada en 

forma de          (ondas TM reflejadas a partir de ondas TM incidentes) se incrementa a 

medida que el índice de refracción      √     aumenta respecto al índice de refracción 

      , tal y como se observa en la figura 3.2(a). El coeficiente     en la figura 3.2(b), 

presenta el comportamiento inverso al mostrado por el coeficiente    , es decir, a mayor 

reflexión de          menor será la transmisión de las mismas y además, cuanto mayor sea el 

índice de refracción del medio 2, menor será la cantidad de          transmitidas (para 

ángulos de incidencia menores que   ⁄ ). Además, aunque el pico transmisión     se alcanza 

para diferentes valores del ángulo incidente, (según sea la permitividad del medio 2) el 

máximo siempre es   . En la figura 3.2(c) se observa que le incremento del índice de 

refracción      produce un decaimiento en la energía reflejada en forma de          (ondas 

TE reflejadas a partir de ondas TM incidentes), es decir, cuanto mayor es la cantidad de 

energía reflejada en forma de          menor será la cantidad energía reflejada en forma de 

         cuando el índice de refracción      aumenta. En la figura 3.2(d), la energía 

trasmitida al medio 2 en forma de          se incrementa con la disminución del índice de 

refracción en el medio 2, adicionalmente,  el pico de transmisión máximo para el coeficiente 

    aumenta cuando      se hace menor. Resultados similares a los presentados en esta 
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sección fueron obtenidos en [77] mediante el método de funciones de Green para otros 

parámetros ópticos (  
   

 y   
   

 donde      ). 

Note como en las ecuaciones (3.29) y (3.30), los modos TM y TE sufren un acople inducido por 

el término (     )
 

, el cual agrega una corrección      y     a los coeficientes de transmisión 

y reflexión convencionales [70, 78], 
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(3. 36) 

En las ecuaciones (3.35) y (3.36) se observa como la corrección depende del termino (     )
 

 

y como se presenta el acople de los dos modos de polarización con los productos     
    

    
    

. En 

la figura 3.3 se muestran las correcciones para los coeficientes. 
 
 
 (    )                           

  
 ⁄  

(a) 
 

 (    )                             

  
 ⁄  

(b) 

Figura 3. 3: Correcciones en el coeficiente de transmisión y reflexión para una para una 
interfaz con un aislante topológico. (a) Línea roja: cambio en el coeficiente de reflexión para 
una onda TM para una onda TM incidente, |   −   |. Línea azul: cambio en el coeficiente de 

reflexión para una onda TE para una onda TE incidente,  |   −   |. (b) Línea azul: cambio en 
el coeficiente de transmisión para una onda TE para una onda TE incidente, |   −   |. Línea 
roja: cambio en el coeficiente de transmisión para una onda TM para una onda TM incidente,  

|   −   |.  Las permitividades eléctricas y las permeabilidades magnéticas son   
   

  , 

  
   

  ,   
   

    
   

   y        .   
 
 
 



3. Método de matriz de transferencia aplicado a interfaces con aislantes topológicos 

 
32 

 

3.3.2 Coeficientes de transmisión y reflexión para un interfaz entre TI/vacío para una 
onda TE incidente 
 
De forma similar, consideremos ahora una onda electromagnética en modo TE  con amplitud 

  
    

, la cual incide desde la región     con ángulo de incidencia   ; en la región     solo 

consideramos los campos que se alejan de la película. Luego, el sistema de ecuaciones en 

(3.17) se reduce a, 
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(3. 37) 

El sistema presentado en (3.37) nos permite obtener las expresiones para las amplitudes de 

los modos TE /TM reflejados y transmitidos (ver apéndice B.2): 
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(3. 43) 

donde el primer subíndice en las amplitudes de transmisión y reflexión (   
    

,    
    

,    
    

, 

   
    

) de nuevo hace referencia al tipo de polarización de la onda incidente. Mientras que el 

segundo subíndice indica el tipo de polarización de la onda que se obtiene a partir de la onda 

incidente. Además, la polarización   corresponde al modo de propagación TM y la 

polarización   corresponde al modo de propagación TE. Las expresiones para    
    

 y    
    

 son 

las amplitudes de reflexión de un modo TE y un modo TM reflejado para un modo incidente 

TE. Las expresiones para    
    

 y    
    

 son las amplitudes de transmisión de un modo TE y un 

modo TM para un modo incidente TE respectivamente. 
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 ⁄  
(a) 

Transmisión     

  
 ⁄  

(b) 
 

 (    )                               

  
 ⁄  

(c) 
 

 (    )                                 

  
 ⁄  

(d) 

Figura 3. 4: Comportamiento de los coeficientes de transmisión y reflexión respecto al ángulo 

de incidencia para una interfaz entre dos medios para tres permitividades   
   

 {     } (a) 
Coeficiente  de reflexión de una onda TE para una onda TE incidente. (b) Coeficiente de 
transmisión de una onda TE para una onda TE incidente. (c) Coeficiente  de reflexión de una 
onda TM para una onda TE incidente. (d) Coeficiente de transmisión de una onda TM para una 
onda TE incidente. Los parámetros restantes para este sistema están dados por:                  

  
   

   
   

   ,   
   

   y        . 
 
 
En la figura 3.4 (a) se presenta el crecimiento que sufre el coeficiente de reflexión     cuando 

el ángulo varía desde cero hasta alcanzar la reflexión total en   ⁄ . En la figura 3.4(b),      

decrece desde su valor máximo en      hasta llegar a cero en      ⁄ , el comportamiento 

es inverso al de    . De nuevo, igual que en la sección anterior (sección 3.3.1), los coeficientes 

    y     en materiales con aislantes topológicos describen el mismo patrón presentado para 

materiales convencionales [78] con una ligera corrección, dada por      
 . Resultados 

similares a los presentados en la figura 3.4 fueron obtenidos en [77] mediante el método de 

funciones de Green para otros parámetros ópticos (  
   

 y   
   

 donde      ). 
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Despreciando términos de orden superior a      
 , encontramos las siguientes expresiones 

aproximadas: 
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(3. 45) 

donde   
    

 y   
    

 están determinados por las amplitudes (3.40) y (3.42) cuando         

[78]. Es decir, corresponden a las amplitudes de trasmisión y reflexión de ondas TE para 

materiales en ausencia de aislante topológico. Cuando el coeficiente     es cero en la figura 3.4 

(a), el coeficiente de transmisión     se encuentra en su valor máximo en la figura 3.4 (b); sin 

embargo, a diferencia de los coeficientes     y    , las reflexiones y las transmisiones en este 

caso no tienen pico marcado por algún valor máximo. 

La presencia del termino      , ocasiona la transmisión y reflexión de ondas p cuando inciden 

ondas s sobre la interfaz (    y     respectivamente). En la figuras 3.4(c)-(d) se presenta la 

dependencia de los coeficientes de transmisión y reflexión de los modos acoplados con 

respecto al ángulo de incidencia. Estos coeficientes tienden a cero cuando el ángulo de 

incidencia tiende a   ⁄ .  

Al despreciar los términos de orden superior a (     )
 

 obtenemos las siguientes expresiones 

(    y    ): 
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(3. 47) 

En la figura 3.4 vemos también como el incremento de la permitividad en el segundo medio 

afecta la cantidad de energía reflejada y transmitida. La cantidad de energía reflejada en forma 

de          en la figura 3.4(a), se incrementa cuando la permitividad      crece. Por el 

contrario, la cantidad de energía transmitida en forma de          en la figura 3.4(b), 

disminuye cuando      se hace más grande. En las figuras 3.4(c)-(d), la cantidad de energía en 

forma de          disminuye con el incremento de la permitividad en el medio 2.  
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Por otro lado, con ayuda de las ecuaciones (3.40) y (3.42), podemos obtener las correcciones 

(     y       que sufren los coeficientes     y     con el término (     )
 

. Despreciando 

términos superiores a (     )
 

 se obtiene [70], 
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En las correcciones,      y     , se muestra el acople de los modos de polarización TM y TE 

con el producto de las impedancias     
     y     

    . En la figura 3.3 se muestra el 

comportamiento  de las correcciones para los coeficientes con respecto al ángulo de 

incidencia. 

En ausencia de aislante topológico, se obtienen los elementos de  la matriz  de transferencia 

para los modos TM y TE convencionales [19]. Cuando      , se tiene que    
    

    
    

 

   
    

    
    

   y    
    

    
    

    
    

    
    

  , lo cual implica que    
    

    
    

  , 

   
    

    
    

  . De esta forma, las amplitudes    
    

,    
    

,    
    

 y    
    

 se reducen a las 

amplitudes de reflexión y transmisión convencionales    
    

,   
    

,   
    

 y   
    

 para una 

película en ausencia de aislante topológico [70, 78].  

 

 
3.4 Efectos Faraday y Kerr  
 
Como se vio en las secciones anteriores la introducción del termino topológico produce un 

acople del campo eléctrico con el campo magnético en los elementos de la matriz de 

transferencia. Adicionalmente, el acople de los campos da lugar  a la rotación del plano de 

polarización de las ondas reflejadas. Este fenómeno es conocido como  efecto Kerr. De forma 

similar, la presencia del término topológico ocasiona una rotación del plano de polarización 

de la onda transmitida, este efecto es conocido como rotación de Faraday o efecto Faraday.  

Las expresiones (3.18)-(3.21) para los elementos de la matriz de transferencia, se pueden 

utilizar para calcular los ángulos de rotación no-triviales de Kerr y Faraday (   y    

respectivamente) en sistemas que poseen una topología no trivial. Para una onda TM 

incidente los ángulos de rotación están dados de la siguiente forma: 
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    , 

 

(3. 50) 
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   (  
   

)  
  

    

  
     −

 

      
   

   
    

   
    , 

 

(3. 51) 

De igual forma, para una onda TE incidente los ángulos de rotación están dados por las 
siguientes expresiones: 
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     −

 

      
   

   
    

   
    , 

 

(3. 52) 

   (  
   

)  
  

    

  
     −

 

      
   

   
    

   
    , 

 

(3. 53) 

 

   (  
   

) 

  
 ⁄  

(a) 
 

   (  
   

)  (    ) 

  
 ⁄  

(b) 
 

Figura 3. 5: (a) Ángulo de rotación no-triviales de Kerr para una onda TM reflejada a partir de 
una TM incidente. (b) Ángulo de rotación no-triviales de Faraday para una onda TM 
transmitida a partir de una TM incidente.  Las permitividades eléctricas y las permeabilidades 

magnéticas son   
   

  ,   
   

  ,   
   

    
   

   y        . 
 
 

Observe que estas magnitudes dependen del parámetro      , pero su comportamiento 

depende adicionalmente de la relación entre el ángulo incidente y el ángulo de Brewster como 

se observa en la figura 3.5. El ángulo   
   

 se incrementa para       mientras disminuye 

        ⁄  (   es el ángulo de Brewster) y se hace despreciable para      ⁄ . Por otro 

lado la dirección de rotación del plano de polarización de la luz reflejada cambia cuando el 

ángulo de la onda incidente pasa a través del ángulo de Brewster. La dirección de la rotación 

del plano de polarización de la luz transmitida es conservada en el intervalo        ⁄ , 

pero   
   

 cambia como una función no monótona del ángulo incidente    y  se desprecia para 

     ⁄  [70].   
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3.5 Modos localizados 
 
Al considerar modos localizados sobre la superficie del material se hace necesario confinar los 

campos de las ondas sobre la interfaz en    . Es decir, debemos hacer cero los siguientes 

campos:   
    

  ,   
    

  ,   
    

   y   
    

  . Además, para garantizar la convergencia 

de los campos cuando      debemos considerar los vectores de onda imaginarios; 

  
   

    
   

 y   
   

    
   

.      

Luego, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones en forma matricial: 
 

(

 
 

  
    

 

−          
    

 )

 
 

      

(

 
 

 

  
    

 

−          
    

)

 
 

, 

 

(3. 54) 

donde       es la matriz de transferencia con elementos dados por las ecuaciones (3.18)-
(3.21). Del sistema en (3.54) obtenemos el siguiente grupo de ecuaciones: 
 

  
    

    
    

  
    

    
    

  
    

, 

 

(3. 55) 

     
    

  
    

    
    

  
    

, 

 

(3. 56) 

  
    

    
    

  
    

    
    

  
    

, 

 

(3. 57) 

     
    

  
    

    
    

  
    

. 

 

(3. 58) 

Al combinar las ecuaciones (3.56) y (3.58) obtenemos la relación de dispersión para los 
modos localizados: 
 

   
    

   
    

−    
       

        

 

(3. 59) 

 
Reemplazando los términos de la matriz de transferencia en la ecuación (3.59) encontramos 
la siguiente expresión: 
 

(      
    

) (      
    

)  
  

   

  
       

         
   , 

 

(3. 60) 

donde      
    

 
      

   

      
   ,      

    
 

      
   

      
   ,  

      
      

 
  

         

 
. La ecuación (3.60) es 

equivalente al resultado obtenido en [42]. 
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3.6 Resumen  
 
A través de las ecuaciones (3.1) y (3.2) se describieron los campos eléctricos y magnéticos en 

un sistema compuesto por dos aislantes topológicos, los cuales están separados por una 

interfaz. Con ayuda de las relaciones de continuidad para los campos (3.11) y las ecuaciones 

constitutivas para aislantes topológicos (3.9)-(3.10), se obtuvo en forma matricial un sistema 

de 4 ecuaciones con 4 incógnitas (siendo las amplitudes de los campos dichas incógnitas). En 

este formalismo de matriz de transferencia 4x4, se observó que la presencia del termino 

topológico acopla los modos de propagación TM y TE. Se estudió el comportamiento de los 

coeficientes de transmisión respecto al ángulo con el cual incide la onda sobre la interface. 

Encontramos que la presencia del termino del axion produce una corrección del orden de    

en los coeficientes de transmisión. Adicionalmente, el acople de los campos da lugar a la 

rotación del plano de polarización de las ondas reflejadas y transmitidas (efecto Kerr y 

Faraday respectivamente). 
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4. MÉTODO DE MATRIZ DE TRANSFERENCIA APLICADO A PELÍCULAS CON 
AISLANTES TOPOLÓGICOS 

 
 
 
En el capítulo anterior, se describió la propagación de una onda electromagnética a través de 

una interfaz que separa dos medios compuestos por aislantes topológicos. Se demostró que la 

introducción del parámetro topológico en las relaciones constitutivas producía: (1) 

correcciones del orden del cuadrado del coeficiente de estructura fina (  ) en los coeficientes 

de transmisión y reflexión; (2) la transmisión y reflexión de ondas con modo TM a partir de 

ondas incidentes con modo TE; (3) la transmisión y reflexión de ondas con modo TE a partir 

de ondas incidentes con modo TM.  

En este capítulo haremos uso del método de matriz de transferencia para investigar el 

comportamiento que tienen los coeficientes de transmisión y reflexión cuando una onda 

electromagnética incide sobre una película con una topología no trivial.  Además, se estudiara  

el acople de los modos TE con los modos TM dentro de la matriz de transferencia. Se 

demostrara que el acople ocasiona una redistribución de los porcentajes de  energía de las 

ondas electromagnéticas en el sistema cuando estas inciden sobre la superficie del material 

 
 

4.1 Configuración y campos del sistema 

 
Consideremos tres medios isotrópicos semi-infinitos, polarizables, magnetizables y con una 

topología no trivial  , separados por una interfaz en   −  ⁄  y otra interfaz en     ⁄  

dispuestos como se muestra en la figura 4.1. En   −  ⁄  la permitividad dieléctrica y 

permeabilidad magnética son respectivamente      y     ; en −  ⁄      ⁄  las respectivas 

características ópticas son      y     ; por último en     ⁄  tenemos      y     . Una onda 

electromagnética con vector de onda   ⃑      (     
    

) se aproxima desde la izquierda de la 

interfaz en   −   ⁄ , parte de esta onda es reflejada con un vector de onda                         

 ⃑      (     
    ) y otra parte es transmitida al interior del medio 2 con vector de onda  

 ⃑      (     
    ). La onda con   ⃑    se propaga en el medio homogéneo e incide en la 

interfaz en     ⁄ . Parte de la onda en el medio 2 es reflejada con   ⃑      (     
    ) y otra 

parte es transmitida al medio 3 con vector de onda   ⃑      (     
    ). Los signos (+) y (-) 

indican el sentido en que se propaga la onda, (+) hacia la derecha y (-) hacia a la izquierda. 
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Figura 4. 1: descripción esquemática de la propagación de una onda electromagnética a 
través de un sistema compuesto por tres medios separados por dos interfaces en      ⁄ . 
En la figura las ondas reflejadas y transmitidas por una flecha roja en la respectiva dirección 
de propagación. En el medio delimitado por -          solamente se muestra la 
propagación de la onda en una dirección y no se representan las múltiples reflexiones que se 
experimentan en esta región. 

 

En la figura 4.1 se ha elegido un sistema de coordenadas en el cual las dos interfaces están 

definidas por superficies que descansan y se extienden sobre todo el plano   , y cuya normal 

se encuentra en el eje  .  Por otra parte, el plano de incidencia   , el cual es determinado por 

la normal a la interfaz y la dirección de propagación de las ondas electromagnéticas, es 

perpendicular al eje  . Conforme las ondas se propagan a través de los tres medios, los 

vectores de onda van cambiando en su componente   
    

 (donde   corresponde a los medios 

       ) debido a la transición que sufre la onda al pasar de un medio al otro. En las 

direcciones    e    hay homogeneidad, esto implica que las componentes   e   de los vectores 

de onda en los tres medios se conservan, es decir tenemos que   
   

    y   
   

   . Sin 

embargo, para la configuración del sistema  de la figura 4.1, se tiene que   
   

     . Con lo 

anterior se deduce que las leyes de reflexión y refracción siguen siendo válidas incluso en la 

interfaz donde el parámetro topológico es     . 

 

 

𝑧  −𝑙
 ⁄  𝑧  𝑙

 ⁄  

𝑧 

𝑘⃑      

𝑘⃑      

𝑘⃑      

𝑘⃑      

𝜑  

𝜑  

⨀𝑦 

𝜀    𝜇    𝜃    𝜀    𝜇    𝜃    𝜀    𝜇    𝜃    

𝑥 
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Figura 4. 2: descripción esquemática de la configuración de los campos en el sistema 
compuesto por tres medios, los cuales se encuentran separados por interfaces en      ⁄ .  

 
 
De acuerdo con estas consideraciones, las componentes   de los campos eléctricos y 

magnéticos presentes en los tres medios, están dadas de la siguiente forma, 

(
  

   

  
   

+  (
  

    

  
    

+  (
  

    

  
    

+  (
   

    

   
    

+    
   

(   
 ⁄ )           (

   
    

   
    

+     
   

(   
 ⁄ )          ,   −  

 ⁄ , 

 

(4. 1) 

(
  

   

  
   

+  (
  

    

  
    

+  .
  

    

  
  

/  (
   

    

   
    

+    
   

            (
   

    

   
    

+     
   

           , −  
 ⁄     

 ⁄ , 

 

(4. 2) 

(
  

   

  
   

+  (
  

    

  
    

+  (
  

    

  
    

+  (
   

    

   
    

+    
   

(   
 ⁄ )           (

   
    

   
    

+      
   

(   
 ⁄ )          ,    

 ⁄  

 

(4. 3) 

donde   
    

    
    √

  

          −     
 , con          ,   y   son la frecuencia de la onda 

y la velocidad de la luz respectivamente [78]. Los términos    
    

 y    
    

 son las amplitudes 

respectivas de las componentes   
    

 y   
    

. Los signos (+) y (-) indican el sentido en que se 

propaga la onda, (+) hacia la derecha y (-) hacia a la izquierda. En las ecuaciones (4.1)-(4.3) la 

estructura de los campos corresponde al de una onda monocromática, por lo cual poseen una  

𝑧  −𝑙
 ⁄  𝑧  𝑙

 ⁄  

𝑧 
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dependencia con   ( ⃑       ⃑    ) (donde  ⃑         ). Debido a la homogeneidad en las 

direcciones    e    (  
   

    y   
   

     ) esta dependencia se transforma en 

    
    

  
           (donde    cambia según el medio en el que se propague la onda). Las 

componentes   
   

 y   
   

, son tangenciales a las superficies de división. En la figura 4.2 se 

muestra la estructura del sistema con la configuración de los campos. Las expresiones para las 

componentes restantes de los campos pueden obtenerse con ayuda de las ecuaciones de 

Lorentz-Maxwell convencionales (ver apéndice A.1). 

 
 
 
4.2 Condiciones de frontera en las  dos interfaces 
 
Al estudiar la propagación de las ondas electromagnéticas a través de un sistema de tres capas 

como el que se muestra la figura 4.2, es necesario analizar la redistribución de la energía que 

presentan las ondas cuando inciden en cada una de las interfaces. Para describir el salto que 

realizan los campos al atravesar las dos interfaces, se hacen coincidir las fases de las ondas                   

planas (4.1)-(4.3) en     
 ⁄ .  Puesto que los medios que componen el sistema son 

materiales que presentan una topología no trivial, es necesario hacer uso de las relaciones 

constitutivas para los aislantes topológicos (3.9) y (3.10). 

 

 ⃑⃑           ⃑⃑     −    
    

 
(   ⃑⃑ 

    ), 

 

(3.9) 

   ⃑⃑⃑ 
   

   ⃑⃑ 
    

      
    

 

 ⃑⃑     

  
, 

 

(3.10) 

donde  ⃑⃑     ,  ⃑⃑⃑     ,  ⃑⃑     ,  ⃑⃑      son respectivamente, el desplazamiento eléctrico, la intensidad 
magnética, el campo eléctrico y el campo magnético en el  −       medio. 
 
En particular, analizaremos la continuidad que presentan las componentes de los campos 

  
    

,   
    

,   
    

 y   
    

 en las interfaces en     
 ⁄ . En la figura 4.2 se muestra una onda 

electromagnética que viaja desde el medio 1 e incide sobre la interfaz en   −  
 ⁄  con un 

angulo   .  Una fracción de energía de la onda se transmite al medio 2 y otra fracción se 

refleja. La onda transmitida en el medio 2, viaja a través de éste y luego incide sobre una 

segunda interfaz en     
 ⁄ . De nuevo, la energía se redistribuye de forma tal que, una 

fracción se refleja hacia el medio 2  y otra se transmite en forma de ondas hacia el medio 3. Es 

decir, debemos analizar la transición del medio 1 al medio 2 en la primera interfaz, luego se 

describe el desplazamiento de la onda en el medio 2 hasta llegar a la segunda interfaz y 

finalmente la transición desde el medio 2 al medio 3.  

Cuando una onda pasa desde el  −       medio al  −       medio (       ), tenemos las 

siguientes relaciones de continuidad para los campos:   
    

   
    

,   
    

   
    

, 
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 y   
    

   
    

 (donde               corresponden a  los medios en 

consideración). Con ayuda de las ecuaciones (3.9) y (3.10) y las condiciones de frontera 

mencionadas anteriormente tenemos lo siguiente: 

 Continuidad de   
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Ordenando el conjunto de ecuaciones en forma matricial obtenemos, 

(
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(4. 8) 

La expresión (4.8) nos conduce a la siguiente relación entre las amplitudes de los campos 

eléctrico y magnético:  
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(4. 9) 

donde 
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(4. 10) 

En la expresión (4.10),       es la matriz de transferencia del  −       medio al  −       

medio. Los términos     
    

 
      

   

      
    y     

    
 

      
   

      
    son las impedancias para los modos de 

propagación TE y TM respectivamente [78]. El parámetro,        
      

 
  

         

 
  es 

proporcional a la diferencia entre los términos topológicos.  
Ahora, con ayuda de la matriz (4.10) podemos calcular la matriz de transferencia que 

representa la transición total de la onda cuando atraviesa las dos interfaces. En primer lugar, 
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tenemos una matriz       que representa la propagación de la onda desde el medio 1 hasta el 

medio 2 cuando atraviesa la interfaz en   −  
 ⁄ . En segundo lugar, tenemos una matriz 

      que representa la propagación de la onda desde el medio 2 hasta el medio 3 cuando 

atraviesa la interfaz en     
 ⁄ . Sin embargo, las interfaces en     

 ⁄ , se encuentran 

separadas por una capa de espesor   (en la cual se encuentra el medio 2). Con el objetivo de 

describir la propagación de la onda entre las dos interfaces es preciso introducir una matriz 

adicional. Esta matriz está dada por la expresión (4.11) y representa la propagación de la onda 

a través del medio homogéneo 2 entre las interfaces en     
 ⁄  (ver apéndice C.1).   
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(4. 11) 

El producto de las matrices      ,         y       da como resultado la matriz de 
transferencia desde el medio 1 al medio 3: 
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(4. 12) 

donde                                                . Los elementos de matriz de         
están dados por: 
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   ,     

    
 

      
   

      
   ,        

      

 
  

         

 
 para              . Los 

parámetros   
   

y   
   

 son respectivamente; la permeabilidad eléctrica relativa y la 

permeabilidad magnética relativa. 

 En la matriz        se puede observar cómo el parámetro topológico da lugar al acople de los 

dos modos de propagación TM y  TE con la presencia de los términos     
      

,    
      

,    
      

 

   
      

,    
      

,    
      

,    
      

 y    
      

. Además, adiciona una pequeña corrección a los 

elementos de la matriz de transferencia para los modos puros, transversal magnético TM y 

transversal eléctrico TE, presentes en una película convencional [78]. Esta corrección está 

dada por el término *  (  
   

  
   

⁄ )          +. Por otra parte, observe que si    , 

obtenemos los elementos de la matriz de transferencia para una onda que atraviesa la interfaz 
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entre dos medios con topologías no triviales. Por otro lado, si hacemos        , desaparece el 

acople de los modos TE/TM y se obtienen los elementos de matriz convencionales [78].  

 
 
 
4.3 Película delgada compuesta por TI y rodeada por vacío 
 
Las relaciones generales (4.13)-(4.24) pueden ser usadas para describir varias propiedades 

electrodinámicas de sistemas que contienen medios con aislantes topológicos.  Consideremos 

el caso en que    
   

   
   

,   
   

   
   

   
   

 y       −     . Realizando estos cambios, 

obtenemos los elementos de matriz para una película delgada con TI rodeada por un medio 

isotrópico, polarizable y magnetizable. Los elementos para la matriz de transferencia en este 

sistema se muestran a continuación: 
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(4. 29) 

   
      

  ̅  
      

        
      

  ̅  
      

, 

 

(4. 30) 

   
      

 −
 

 
     √

  
   

  
   (    

    
−     

    
)    (   

   
),   

 

(4. 31) 

   
      

 −
 

 
     √

  
   

  
   (    

    
     

    
)    (   

   
), 

 

(4. 32) 

   
      

  ̅  
      

;        
      

  ̅  
      

,   

 

(4. 33) 

   
      

    (   
   

)  
 

 
[    

    
     

    
(  

  
   

  
   ( 

    )
 
*]    (   

   
),   

 

(4. 34) 



1. 4. Método de matriz de transferencia aplicado a películas con aislantes topológicos 

 

 
48 

 

   
      

 
 

 
[    

    
−     

    
(  

  
   

  
   ( 

    )
 
*]    (   

   
), 

 

(4. 35) 
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(4. 36) 

Cuando        , las ecuaciones (4.25)-(4.36) se reducen a los términos de la matriz de 

transferencia para una película convencional rodeada por un medio homogéneo, polarizable y 

magnetizable [78].  Recientemente, se ha investigado la interacción entre las superficies de 

películas que contienen aislantes topológicos [73, 103]. Estos estudios se han realizado con 

ayuda de formalismos similares a los que se muestran en este capítulo. En particular, se ha 

examinado la fuerza de Casimir que experimentan dos superficies (las cuales poseen una 

topología no trivial) cuando se aproximan [71-74, 103]. 

 
 
 
4.4 Coeficientes de transmisión y reflexión 
 

Suponga una onda electromagnética en modo TE  con amplitud   
    

, la cual incide desde la 

región     con ángulo de incidencia   ; en la región     ⁄  solo consideramos los campos 

que se alejan de la película. Luego, los campos en cada una de las regiones se pueden agrupar 

en vectores:      (  
    

   
    

   −          
    

)
 

 y      (  
    

   −          
    

  )
 

.                 

El sistema de ecuaciones,                 , nos permite obtener las expresiones para las 

amplitudes de transmisión y reflexión de los modos TE/TM (ver apéndice B): 
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(4. 42) 

Las términos     
      

 y    
      

 son las amplitudes de reflexión de los modos TE y TM para 

ondas incidentes con modo TE. Mientras que los términos    
      

 y    
      

 son las amplitudes 
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de transmisión de los modos TE y TM para ondas incidente con modo TE. Las ondas TE son las 

mismas ondas con polarización   y las ondas TM son las mismas ondas con polarización  . 

De forma similar, suponga que una onda electromagnética en modo TM con amplitud   
  , 

incide desde la región en     . Los vectores para los campos están dados por:                  

     (    
    

 −          
    

 −          
  )

 
 y      (  

    
   −          

    
  )

 
. Así, la 

relación,                 , nos permite obtener las amplitudes  de transmisión y reflexión  
para de los modos TE /TM para ondas incidentes en modo TM(ver apéndice B):  
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(4. 48) 

donde    
      

 y    
      

 son respectivamente, las amplitudes de reflexión de los modos TM y TE 

para ondas incidentes con modo TM. Las expresiones para    
      

 y    
      

 son 

respectivamente, las amplitudes de transmisión de los modos TM y TE  para ondas incidentes 

con modo TM. Las ondas TE son las mismas ondas con polarización   y las ondas TM son las 

mismas ondas con polarización  . En ausencia de aislante topológico, los términos que 

dependen de     desaparecen;    
      

    
      

    
      

    
      

   y    
      

 

   
      

    
      

    
      

  . Lo anterior, implica que    
      

    
      

   y    
      

 

   
      

  . Con esto, las amplitudes    
      

,    
      

,    
      

 y    
      

 se reducen a las amplitudes 

de reflexión y transmisión convencionales (  
      

,   
      

,   
      

 y   
      

) para una película en 

ausencia de aislante topológico [78]. 

En las figuras 4.3 y 4.4 se presentan los coeficientes de transmisión (    y    ) y reflexión 

(         ) en función de la frecuencia normalizada (√     ⁄ ) para diferentes ángulos de 

incidencia. Los comportamientos obtenidos son similares a los presentados por los 

coeficientes de transmisión (   ,   ) y reflexión (     ) para un película sumergida en un 

medio dieléctrico con      . Los picos en     y      corresponden a la transmisión maxima 

de la onda a través de la película (ver figuras 4.3). Esto se debe a que los campos dentro de la 

película experimentan múltiples reflexiones cuando interactúan con las interfaces en 
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     ⁄ . Cuando todas las ondas que se propagan dentro de la película tienen la misma fase 

aparece una frecuencia resonante,    , (  es un numero entero positivo que indica la 

frecuencia para cada pico) para la cual el coeficiente de transmisión toma su valor máximo. 

Este fenómeno se conoce como resonancia de Fabry-Perot [78]. Bajo dichas frecuencias 

resonantes los coeficientes de reflexión se reducen a su valor mínimo.  

 
Transmisión 

  
√     ⁄  

 
Figura 4. 3: Coeficientes de transmisión para ondas tipo TE y tipo TM con tres ángulos de 

incidencia diferentes     
 ⁄    ⁄    ⁄ , a través de una película con   

   
  ,   

   
   

sumergida en un medio con    
   

  ,   
   

   y        . Las líneas discontinuas 
corresponden a los coeficientes de trasmisión de ondas p-polarizadas provenientes de ondas 
p-incidentes. Las líneas continuas corresponden a los  coeficientes  de trasmisión de ondas s-
polarizadas provenientes de ondas s-incidentes. 
 
 
En la figura 4.3 se presentan los coeficientes de transmisión     y     como función de la 

frecuencia de la onda incidente. Además, se muestran los cambios que sufren las curvas 

cuando se cambia el ángulo de incidencia. Se observa que para determinados ángulos, el 

coeficiente     oscila en un rango de valores menor al rango de valores presentado por el 

coeficiente    . Por ejemplo, para un ángulo   ⁄  se puede observar que     disminuye 

rápidamente al incrementar la frecuencia hasta alcanzar su valor mínimo en      para una 

frecuencia normalizada de       en contraste, el coeficiente     disminuye de una forma 

menos drástica, alcanzando su valor mínimo en      para la misma frecuencia. Es decir, en 

este caso la energía transmitida en forma de          (transmisión de ondas con polarización 

  a partir de ondas   incidentes) es mayor o igual que la energía transmitida en forma de 

         (transmisión de ondas con polarización   a partir de ondas   incidentes) 

dependiendo de la frecuencia elegida.  
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Al reducir el ángulo de incidencia, el valor mínimo de     va disminuyendo, mientras que el 

valor mínimo de     va creciendo; el rango de valores alcanzado por     va creciendo y el 

rango de valores de     va decreciendo con la reducción del ángulo de incidencia. Visto de otra 

forma, para una frecuencia determinada los porcentajes de energía transmitida en forma de 

         disminuyen conforme el ángulo se reduce, mientras la energía transmitida en forma 

de          aumenta. Este comportamiento se conserva siempre que el ángulo de incidencia 

sea mayor que cero y menor que el ángulo de incidencia rasante a la película. Recuerde que 

las ondas TM (o modo transversal magnético) son las mismas ondas con polarización   y las 

ondas TE (o modo transversal eléctrico) son las mismas ondas con polarización  . Haremos 

uso de ambas notaciones en el resto del capítulo sin distinción. 

Reflexión 

   
√     ⁄  

 
Figura 4. 4: Coeficientes de reflexión para ondas tipo TE y tipo TM con tres ángulos de 

incidencia diferentes     
 ⁄    ⁄    ⁄ , a través de una película con   

   
  ,   

   
   

sumergida en un medio con    
   

  ,   
   

   y        . Las líneas discontinuas 
representan los coeficientes de reflexión de ondas p-polarizadas para onda p-incidentes. Las 
líneas continuas corresponden a los coeficientes  de reflexión de ondas de s-polarizadas para 
onda s-incidentes.  
 
 
En la figura 4.4 los coeficientes     y     alcanzan su valor máximo cuando los coeficientes     

y     alcanzan su valor mínimo y viceversa. Se muestra cómo el rango de valores en los que 

oscila el coeficiente     se incrementa con la reducción del ángulo de incidencia mientras que 

el rango de valores de     va disminuyendo. Para un ángulo de incidencia   ⁄  los valores 

máximos alcanzados por     y      son respectivamente       y      , mientras que sus 

valores mínimos son aproximadamente cero. Si el ángulo de incidencia se reduce, se puede 

observar que el máximo de     también se reduce y el máximo de     aumenta. Luego, la 

energía reflejada en forma de          (reflexión de ondas con polarización   a partir de 

ondas   incidentes) aumenta conforme el ángulo se reduce, mientras que la energía reflejada 
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en forma de          (reflexión de ondas con polarización   a partir de ondas   incidentes) 

aumenta. 

Cuando incide una onda TM en   −  ⁄ , parte de esta onda es reflejada y transmitida en 

forma de ondas TM pero una cierta cantidad de energía, muy pequeña, se transmite y se 

refleja en forma de ondas tipo TE. En la figura 4.5 se muestran los coeficientes de transmisión 

(    y     ) y reflexión (         ) en función de las frecuencias normalizadas. Se puede 

observar que las amplitudes de los coeficientes son del orden de     . Estos coeficientes 

dependen de los términos de la matriz que aparecen cuando se considera una topología no 

trivial en la película y presentan una dependencia con (     )
 
   , donde             . 

 
 

 
√     ⁄  

 
Figura 4. 5: Coeficientes de transmisión y reflexión para ondas tipo TE y tipo TM con tres 

ángulos de incidencia diferentes     
 ⁄    ⁄    ⁄ , a través de una película con   

   
  , 

  
   

   sumergida en un medio con    
   

  ,   
   

   y        . Líneas discontinuas: 
Coeficientes de transmisión de ondas TE para ondas TM incidentes. Líneas continuas: 
Coeficientes  de reflexión de ondas TE para ondas TM incidentes. Las ondas TE son las 
mismas ondas con polarización  . Las ondas TM son las mismas ondas con polarización  . 
 
 
En la figura 4.5 aparece el comportamiento de los coeficientes     y     respecto a la 

frecuencia de la onda incidente, para diferentes ángulos de incidencia. Para un ángulo de 

incidencia   ⁄  el coeficiente de trasmisión     oscila entre un rango de valores menor al 

rango de valores en el que se encuentra     en la figura 4.4. Es decir, la cantidad de energía 

transmitida en forma de          (transmisión de ondas con polarización   a través de la 

película a partir de ondas   incidentes) es siempre menor que la cantidad de energía 

transmitida en forma de         . Cuando     crece con la frecuencia hasta que alcanza su 

valor máximo, (          ) el coeficiente     decrece en el mismo intervalo de frecuencias 

 (𝟏𝟎 𝟔) 
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hasta alcanzar su valor mínimo y viceversa. Dicho de otra forma, cuando se transmite mayor 

cantidad de energía en forma de         , la cantidad de energía transmitida en forma de 

         se reduce y viceversa. Con la reducción del ángulo de incidencia, la amplitud de 

oscilación de     disminuye mientras la amplitud de     aumenta. Por otro lado, el coeficiente 

    (reflexión de ondas con polarización   a partir de ondas   incidentes) crece con la 

frecuencia hasta alcanzar su valor máximo, (           ) mientras que el coeficiente     

decrece en el mismo intervalo de frecuencias hasta alcanzar su valor mínimo y viceversa, esto 

quiere decir que, se reflejan mas          cuando la trasmisión de          es mínima. Al 

disminuir el ángulo de incidencia, la amplitud del coeficiente     decrece; este 

comportamiento contrasta con el crecimiento de     con la reducción del ángulo de 

incidencia. 

 
 

 
√     ⁄  

 
Figura 4. 6: Coeficientes de transmisión y reflexión para ondas tipo TE y tipo TM con tres 

ángulos de incidencia diferentes     
 ⁄    ⁄    ⁄ , a través de una película con   

   
  , 

  
   

   sumergida en un medio con    
   

  ,   
   

   y        . Línea discontinua 
amarilla. Coeficiente de trasmisión de ondas TE para ondas TM incidentes. Línea continuas: 
Coeficientes  de reflexión de ondas TM para ondas TE incidentes. Las ondas TE son las 
mismas ondas con polarización  . Las ondas TM son las mismas ondas con polarización  . 
 
 
En la figura 4.6 se muestran los coeficientes     y     como función de la frecuencia de la onda 

incidente, para diferentes ángulos de incidencia. Las curvas que presentan estos coeficientes 

son similares a las curvas de los coeficientes     y    . Sin embargo el comportamiento     y 

    con respecto a     y     es un poco diferente. Al comparar los coeficientes     y     se 

puede observar una reducción en la amplitud de ambos coeficientes cuando el ángulo de 

incidencia se reduce. Luego, en este caso el porcentaje energía transmitido en forma de ondas 

    disminuye conforme el ángulo de incidencia se reduce, mientras que el porcentaje  de 

 (𝟏𝟎 𝟔) 
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energía transmitido en forma de          se incrementa. Cuando la amplitud de     

disminuye con la reducción del ángulo de incidencia entonces la amplitud de     también 

decrece. Esto quiere decir que el porcentaje energía reflejado en forma de ondas    disminuye 

cuando el porcentaje de energía reflejado en forma          se  reduce. 

 

                                              (    )                  Reflexión 

 

√     ⁄  

 

Figura 4. 7: Correcciones en el coeficiente de transmisión y reflexión para una película con 
      con respecto a una película con      . El ángulo de incidencia es     

 ⁄ . La 

película con   
   

  ,   
   

   esta sumergida en un medio con    
   

  ,   
   

   y  

       . Línea discontinua roja: cambio en el coeficiente de reflexión de una onda TM para 

una onda TM incidente, |   −   |. Línea continua azul: cambio en el coeficiente de reflexión 

de una onda TE para una onda TE incidente,  |   −   |. 

 
 
En las figura 4.7 y 4.8 se consideran las correcciones que induce el término     en los 

coeficientes de transmisión y reflexión en una película compuesta por un TI con respecto a 

una película convencional. Las correcciones en los coeficientes de transmisión y reflexión 

están dadas por: 
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Los términos    
      

,   
      

,   
      

 y   
      

 son respectivamente, las amplitudes de reflexión  

y transmisión en una película con         .  Los coeficientes    ,   ,    y    son los 

coeficientes de reflexión y transmisión para ondas con  modos TE y TM respectivamente, en 
ausencia del aislante topológico [78].  
 
 

                                             (    )               Transmisión   

 
√     ⁄  

 
Figura 4. 8: Correcciones en el coeficiente de transmisión y reflexión para una película con 
      con respecto a una película con      . El ángulo de incidencia es     

 ⁄ . La 

película con   
   

  ,   
   

   esta sumergida en un medio con    
   

  ,   
   

   y  

       . Línea discontinua naranja: cambio en el coeficiente de transmisión para una onda 
TE para una onda TE incidente, |   −   |. Línea continua verde: cambio en el coeficiente de 

transmisión para una onda TM para una onda TM incidente,  |   −   |.   

 
 
En la figura 4.9 se presenta la dependencia de los coeficientes de trasmisión y reflexión para 

         y   , respecto al ángulo de incidencia. Además, se muestran los cambios que sufren 

las amplitudes de los coeficientes cuando se cambian las frecuencias de la onda incidente. Los 

valores de las frecuencias se toman con respecto a las frecuencias resonantes          

(donde    es la frecuencia para la cual, el coeficiente de transmisión alcanza su máximo y   

es un numero entero). En este caso, haremos uso de la frecuencia normalizada,         , la 

cual corresponde al segundo máximo de los coeficientes     y     en la figura 4.3. Cuando 

    y para un ángulo de incidencia por debajo de      ⁄ , los coeficientes de transmisión 

en las figuras 4.9(a) y 4.9(b) crecen lentamente hasta alcanzar valores próximos a 1. Cuando 

el ángulo alcanza la incidencia rasante a la superficie, los coeficientes de transmisión caen 

rápidamente a valores próximos a cero. Es decir, para ángulos por debajo de   ⁄  (       

para     y        para    ) se transmite casi toda la energía en forma de          u          

según el tipo de onda incidente. Conforme incrementamos la frecuencia    , aparecen los 

máximos de resonancia. En    , el crecimiento de la frecuencia se manifiesta en un 

comportamiento oscilatorio en la amplitud del coeficiente con un decrecimiento de su periodo 
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de oscilación. Conforme el ángulo crece, la amplitud se reduce hasta que el coeficiente     deja 

de oscilar y comienza a decrecer rápidamente (en       para      y        para   

   ).  

 
                

   ⁄  
(a) 

 

                

   ⁄  
(b) 

              

   ⁄  
(c ) 

 

              

 
   ⁄  

(d) 

Figura 4. 9: Coeficientes de transmisión para una onda tipo TE(TM) a partir de ondas TE(TM) 
incidentes con una frecuencia de incidencia resonante en función del ángulo de incidencia   . 

Las permitividades son   
   

  ,   
   

   para (a) y (b),   
   

    ,   
   

    para (c) y (d), 
las permeabilidades de la película y del medio en que se encuentra sumergida están dados 

por:   
   

   
   

   y        . La frecuencia de incidencia se eligió como     , donde 
         es la frecuencia de resonancia y   un número entero positivo. 
 
 
De igual forma, la amplitud de     comienza a oscilar con el aumento de    . Sin embargo, 

esta oscilación viene acompañada con un incremento de la amplitud. Lo anterior demuestra 

que para una onda incidente con una frecuencia determinada, el porcentaje de energía 

transmitida en forma de          u          también oscila conforme cambiamos el ángulo 

de incidencia. En las figuras 4.9(c) y 4.9(d) los coeficientes de reflexión     y     
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respectivamente, se comportan de forma inversa a los coeficientes de transmisión 

correspondientes.  

 

 (    )                                    

   ⁄  
(a) 

 (    )                                

   ⁄  
(b) 

 
Figura 4. 10: (a) Coeficientes de transmisión de ondas tipo TE a partir de ondas TM incidentes 
con una frecuencia de incidencia resonante en función del ángulo de incidencia. (b) 
Coeficientes de reflexión de ondas tipo TE a partir de ondas TM incidentes con una frecuencia 
de incidencia resonante en función del ángulo de incidencia. Las permitividades eléctricas son 

  
   

  ,   
   

  . Las permeabilidades magnéticas de la película y del medio en que se 

encuentra sumergida la película son    
   

   
   

   y        . La frecuencia de incidencia se 
eligió como     , donde          es la frecuencia de resonancia y   un número entero 
positivo. 
 
 
En la figura 4.10 se muestra la dependencia de los coeficientes mixtos    y    con el ángulo de 

incidencia. De nuevo, la frecuencia de la onda incidente está dada por         . Para 

   , el coeficiente     demuestra que la transmisión de          es casi nula para ángulos 

de incidencia menores que      , a partir de este ángulo la transmisión de          crece 

rápidamente hasta alcanzar un valor máximo de            en        y luego decrece 

rápidamente. Al comparar los coeficientes     y     (en las figuras 4.9(a) y 4.10(a) 

respectivamente) con    , vemos que la transmisión de          es casi cero cuando la 

trasmisión de          es máxima y cuando     decrece la transmisión de          se acerca 

a su máximo. Con el incremento de  , la amplitud de     comienza a oscilar. Conforme el 

ángulo crece, el máximo de resonancia crece también. Es decir, el porcentaje de          que 

se transmite, se incrementa con la frecuencia y el ángulo de incidencia.  

Por otra parte, cuando    , el coeficiente     en la figura 4.10(b) presenta solamente un 

pico, cuyo valor es             para un ángulo de       . Cuando   crece,     comienza a 

oscilar y entre mayor es      el número de picos se incrementa (para ángulos de incidencia 
entre   y   ⁄ ). 
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4.5  Incidencia normal 
 
 
En las figuras 4.9 y 4.10 podemos observar que la transmisión y reflexión de                y 

   es diferente de cero para un ángulo de incidencia normal. Como caso especial 

consideremos una onda electromagnética que incide perpendicularmente sobre la superficie 

de la película, es decir, cuando      . Luego, los elementos de matriz (4.25)-(4.36) adoptan 

la siguiente forma: 
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Con las expresiones (4.53)-(4.64) se obtienen las nuevas expresiones reducidas para las 
amplitudes de reflexión cuando la onda incide perpendicular a la superficie:  
 

 Las amplitudes de reflexión cuando incide una onda en modo TM sobre la película son: 
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 Las amplitudes de reflexión cuando incide una onda en modo TE sobre la película son : 
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(4. 68) 

 
 Con ayuda de los elementos (4.53)-(4.64) y las amplitudes de reflexión (4-65)-(4.68) es 

posible obtener las amplitudes de transmisión al reemplazar los términos en las ecuaciones 

(4.39), (4.40), (4.45) y (4.46).  

En la figura 4.11 se muestran los coeficientes de transmisión para          y    en función de 

la frecuencia normalizada. En este caso se consideran cuatro permitividades dieléctricas 

relativas   
   

 {     }. Cuando   
   

  , se observa que los coeficientes de transmisión son 

constantes respecto a la frecuencia y su valor siempre es próximo a 1           ). Esto se 

debe a que el medio que rodea la película tiene una permitividad eléctrica   
   

   (además 

  
   

   
   

  ). Luego, las interfaces que separan la película del medio circundante 

desaparecen y obtenemos la propagación de una onda electromagnética a través de un medio 

homogéneo e  isotrópico.  
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√     ⁄  
(a) 

 

                   

√     ⁄  
(b) 

Figura 4. 11: Coeficientes de transmisión y reflexión para ondas tipo TE y tipo TM para una 

película con cuatro permitividades diferentes   
   

 {     }. Los otros parámetros del sistema 

son   
   

   
   

,   
   

  , y        .  (a)  Coeficientes de trasmisión de ondas TM para ondas 
TM incidentes. (b)  Coeficientes de trasmisión de ondas TE para ondas TE incidentes. Las ondas 
TE son las mismas ondas con polarización  . Las ondas TM son las mismas ondas con 
polarización  . El ángulo de incidencia es     . 

 
 
 

              

 
√     ⁄  

 
Figura 4. 12: Coeficientes de reflexión para          en una película con tres 

permitividades diferentes   
   

 {     }. Los otros parámetros del sistema son   
   

   
   

, 

  
   

  , y        .  Las ondas TE son las mismas ondas con polarización   y el ángulo de 
incidencia es      
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Conforme la permitividad   
   

 crece respecto a   
   

, los coeficientes de transmisión comienzan 

a mostrar las resonancias de Fabry-Perot. Con el incremento de la permitividad, la amplitud 

de los coeficientes     y     también crece. Dicho de otra manera, la porción de energía 

transmitida en forma de ondas    y    disminuye para determinado valor de frecuencia 

(cuando se comparan las curvas con diferentes valores de   
   

). Note, cuando el ángulo de 

incidencia es cero, no se presenta una distinción clara entre la transmisión de ondas    y   , 

ya que las curvas     y     se comportan de la misma manera.  

En la figura 4.12, se presenta el comportamiento del coeficiente de reflexión     respecto a la 

frecuencia de la onda incidente. Cuando   
   

   podemos observar que la reflexión es nula. 

Sin embargo, conforme la permitividad   
   

 crece respecto a   
   

, la amplitud del coeficiente y 

comienza a oscilar. 

Por otra parte, en las figuras 4.11(a)-(b) se observa que los coeficientes de transmisión     y 

    son constantes cuando   
   

   
   

  . Esto se debe a que la interfaz que aparece debido a 

la diferencia entre permitividades eléctricas y las permeabilidades magnéticas desaparece. Sin 

embargo, los parámetros topológicos de ambos medios son diferentes. Es decir, que aún existe 

una interfaz debida a la diferencia de los parámetros topológicos de los medios involucrados 

(      , lo que da lugar a la transmisión y reflexión de pequeñas cantidades de energía en 

forma de ondas    y   .  

 

 (    )                                    

√     ⁄  
(a) 

 

 (    )                               

√     ⁄  
(b) 

Figura 4. 13:  Coeficientes de transmisión y reflexión para ondas tipo TE y tipo TM para una 

película con cuatro permitividades diferentes   
   

 {       }. Los otros parámetros del 

sistema son   
   

   
   

,   
   

  , y        .  (a)  Coeficientes de trasmisión de ondas TE 
para ondas TM incidentes. (b)  Coeficientes de reflexión de ondas TE para ondas TM 
incidentes.  Las ondas TE son las mismas ondas con polarización  . Las ondas TM son las 
mismas ondas con polarización  . El ángulo de incidencia es     . 
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En la figura 4.13, se muestran los coeficientes de transmisión y reflexión mixtos   . En este 

caso, el crecimiento de   
   

 produce una disminución de la amplitud y del periodo en el 

coeficiente    . Además, se muestra que si     , la transmisión de ondas    no es constante 

como en el caso de     sino que oscila. Por otro lado el coeficiente     incrementa su amplitud 

cuando la permitividad   
   

 crece. 

 

4.6 Resumen 

 
Se describieron los campos eléctricos y magnéticos en un sistema compuesto por tres medios 

isotrópicos, semi-infinitos, polarizables, magnetizables y con una topología no trivial. 

Posteriormente se estudió la transición que sufren los campos al pasar de un medio al otro 

con ayuda de las relaciones constitutivas para los aislantes topológicos. Esto nos permitió 

obtener la matriz de transferencia que describe la propagación de la onda a través de todo el 

sistema. Se estudió el comportamiento de los coeficientes de transmisión y reflexión con 

respecto a la frecuencia de la onda incidente y con respecto al ángulo de incidencia. Se 

observó que la presencia del término topológico  ocasiona una redistribución de la energía de 

las ondas cuando interactúan con la interfaz que separa cada medio. Esto nos permite 

transmitir/reflejar energía en forma de ondas con polarización   a partir de ondas incidentes 

con polarización   y viceversa. En el caso particular de la incidencia normal, desaparece la 

distinción entre las ondas    y   .  
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5. TUNELAMIENTO EN UNA PELÍCULA Y EN SISTEMAS DE DOBLE CAPA CON 
AISLANTES TOPOLÓGICOS 

 
 

 

Hasta el momento se ha analizado la propagación de una onda electromagnética  (TM y TE) 

cuando pasa de un medio con índice refracción menor a un medio con índice de refracción 

mayor,  
   

    ⁄   . Luego, de acuerdo con la ley de Snell [78] obtenemos, 

     

     
 

    

               . 

 

(5. 1) 

Sin embargo, si la onda incidente se propaga en el medio con mayor índice de refracción, 

(         ), entonces existe un ángulo de incidencia crítico,      , para el cual      ⁄  [78]. 

De la ley de Snell tenemos que, si          , entonces      . Esto quiere decir que, si el 

ángulo    aumenta, el ángulo    crece más rápidamente. Cuando el ángulo de incidencia 

supera el valor crítico, (        ), entonces la trasmisión de la onda a través del medio con 

índice de refracción      es nula. Con las consideraciones anteriores y con ayuda de la 

expresión (5.1) tenemos que, 

                       ⁄ . 
 

(5. 2) 

Se esperaría que cualquier onda incidente con ángulo          sea reflejada totalmente 

dentro del medio con índice     . Sin embargo, en las secciones posteriores se  demostrará 

que es posible transmitir energía en forma de ondas electromagnéticas a través de una 

película por efecto de tunelamiento cuando           y          [78]. 

 
 

5.1 Película con índice de refracción menor al del medio circundante 

 
Consideremos dos medios isotrópicos semi-infinitos, polarizables, magnetizables y con una 
topología no trivial     , (donde         corresponde al respectivo medio) dispuestos como 
se muestra en la figura 5.1. La configuración del sistema es tal, que se tiene una película 
delgada de espesor   con dos interfaces en   −  ⁄  y en     ⁄ . Las regiones   −    y 
      están ocupadas por el mismo material con una permitividad dieléctrica     , una 
permeabilidad magnética      y un parámetro topológico     . En la región −  ⁄      ⁄ , se 
tiene un medio con permitividad dieléctrica     , una permeabilidad magnética      y un 
parámetro topológico     . Supongamos ahora que una onda electromagnética con vector de 

onda  ⃑      (     
    

) se aproxima desde la izquierda de la interfaz en   −  ⁄  e incide 

sobre ésta; parte de esta onda es reflejada con un vector de onda  ⃑      (     
    

) y otra 

parte es transmitida al interior de la película con vector de onda  ⃑      (     
    

). La onda 
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con  ⃑     se propaga en el medio homogéneo e incide en la interfaz en     ⁄ . De nuevo, 
parte de la onda en el medio 2 es reflejada dentro de la película con vector de onda 

 ⃑      (     
    

) y otra parte es transmitida al medio 1 con vector de onda                    

 ⃑      (     
    

). Las componentes   
   

 y   
   

, (con            son tangenciales a las 

superficies de división y los signos (+)/(-) indican el sentido en que se propaga la onda, (+) 
hacia la derecha y (-) hacia a la izquierda. 
 
 
 

 
 
 
Figura 5. 1: descripción esquemática de la transmisión de una onda electromagnética a 
través de una película de espesor  . El índice de refracción      de la película, es menor al 
índice de refracción       del medio que la rodea. 
 
 
A continuación, vamos a estudiar la propagación de las ondas electromagnéticas a través del  

sistema que se muestra en la figura 5.1. Para esto, hacemos uso de las amplitudes de 

transmisión y reflexión obtenidas en la sección 4.4: las ecuaciones (4.39)-(4.42) para ondas 

incidentes con polarización TE y las ecuaciones (445)-(4.48) para ondas incidentes con 

polarización TM. Los elementos de matriz utilizados en este caso están dados por las 

expresiones (4.25)-(4.36) que se obtuvieron en la sección 4.3.  

En la figura 5.2 se muestran los cambios que sufren los coeficientes de transmisión y reflexión 

para         , cuando varía la frecuencia de la onda incidente. En este caso, también se ha 

considerado el comportamiento que tienen los coeficientes respecto a la razón de las 
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permitividades dieléctricas de los medios involucrados, en particular;         ⁄  

{           } y para ángulos de incidencia tal que         . Adicionalmente, la diferencia 

de los parámetros topológicos de los medios está dada por        . En la figura 5.2(a) se 

puede observar la presencia de las oscilaciones de Fabry-Perot en los picos máximos del 

coeficiente de transmisión    . El coeficiente de reflexión puro      tiene un comportamiento 

inverso al mostrado por el coeficiente de trasmisión, tal y como aparece en la figura 5.2(b).  

 
                  

√     ⁄  
(a) 

 

               

√     ⁄  
(b) 

 
Figura 5. 2: Comportamiento de los coeficientes de transmisión y reflexión puros para 
        , respecto a la frecuencia y con un ángulo de incidencia     

  ⁄ . En (a) se 

muestran los coeficientes de trasmisión de una onda TE para una onda TE incidente. En (b) se 
presentan los coeficientes de reflexión de una onda TE para una onda TE incidente. Las 

permeabilidades magnéticas del sistema son:   
   

   
   

  . Las permitividades eléctricas 

están dadas por la razón:    
   

  
   

⁄  {           } y los parámetros topológicos del 

sistema son tales que        .  

 
 

Por otro lado, al incrementar la permitividad dieléctrica de la película,     , respecto a la 

permitividad      del medio que la rodea, el coeficiente transmisión     reduce su amplitud y 

período, pero restringe al coeficiente     a oscilar entre valores más cercanos a 1; así, al 

incrementar la permitividad en la película, es posible transmitir mayor cantidad de energía en 

forma de          (ondas   transmitidas a  partir de ondas   incidentes) a través  de ella. 

Cabe resaltar que este fenómeno se presenta solo para ciertos valores de         ⁄ . Como se 

observó en la sección 4.3, los coeficientes de trasmisión y reflexión dependen de los términos 

de la matriz de transferencia, los cuales contienen funciones armónicas    (   
   

) y 

   (   
   

). Puesto que el vector de onda   
   

 depende implícitamente de         ⁄ , se espera 

que la amplitud de los coeficientes oscile. Bajo las mismas consideraciones y parámetros 

utilizados en la figura 5.2,  es posible obtener los coeficientes     y    , los cuales se 

comportan de forma similar a los coeficientes     y    . 
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En la figura 5.3 se muestran los coeficientes de transmisión y reflexión,     y     

respectivamente (transmisión y reflexión de ondas   a partir de ondas   incidentes) como 

función de la frecuencia. Adicionalmente, se presentan los cambios que sufren dichos 

coeficientes al variar la relación entre las permitividades dieléctricas relativas (dadas por el 

cociente   
   

  
   

⁄ ) de los medios que componen el sistema. En la figura 5.3(a), se observa que 

el coeficiente de trasmisión     también experimenta las oscilaciones de Fabry-Perot. El 

incremento de   
   

  
   

⁄  desde 0,1 a 0,6, ocasiona un aumento en la amplitud de    . Es decir 

que, es posible transmitir mayor cantidad energía transmitido en forma de          (ondas   

transmitidas a  partir de ondas   incidentes).  

En la figura 5.3(b), la amplitud de     se reduce cuando         ⁄  crece desde 0,1 a 0,6;este 

cambio restringe a     a oscilar entre valores cada vez más cercanos a cero. Esto implica, una 

reducción del porcentaje de energía reflejado en forma de         (ondas   reflejadas a  

partir de ondas   incidentes). Por otro lado, los coeficientes     y     se comportan 

exactamente como los coeficientes     y     respectivamente.  

 

 (    )                                   

√     ⁄  
(a) 

 

 (    )                                

√     ⁄  
(b) 

Figura 5. 3: Coeficientes de transmisión y reflexión mixtos    como función de la frecuencia. 
El ángulo de incidencia es     

  ⁄ . Las permitividades dieléctricas del sistema son tales 

que   
   

  
   

⁄  {           }. Por su parte las permeabilidades magnéticas están dadas por 

  
   

   
   

   y        . En (a) se muestran los coeficientes de trasmisión y en (b) se 
presentan los coeficientes de reflexión.  
 
 
En la figura 5.4 se muestra el comportamiento que tienen los coeficientes de transmisión y 

reflexión    y    respecto al ángulo de incidencia para          . Los valores de las 

frecuencias se toman con respecto a las frecuencias resonantes          (donde    es la 

frecuencia para la cual, el coeficiente de transmisión alcanza su máximo y   es un número 

entero que indica el pico de resonancia).  
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De nuevo, haremos uso de la frecuencia normalizada,         , la cual corresponde al 

segundo máximo de los coeficientes     y     en la figura 4.3 de la sección 4.4. 

 
                

   ⁄  
 (a) 

 

              

   ⁄  
(b) 

Figura 5. 4: Dependencia de los coeficientes de transmisión y reflexión con el ángulo de 

incidencia para         . Las permitividades en el sistema son tales que         ⁄     .     
En (a) se presentan los coeficientes de transmisión         . En (b) se muestran los 
coeficientes de reflexión para ondas   . Las permeabilidades de la película y del medio que la 

rodea son   
   

   
   

   y        . La frecuencia de la onda incidente se eligió como 
    , donde          es la frecuencia de resonancia y   un número entero positivo. 

 
 
Conforme se incrementa el ángulo de incidencia, el coeficiente    , (en las figuras 5.4(a)) 

comienza a oscilar. A partir de       , los mínimos comienzan a descender, mientras que los 

picos máximos permanecen casi constantes, este comportamiento se conserva hasta que el 

ángulo alcanza su valor critico en       , (                 ⁄ ). A partir de este punto las 

oscilaciones desaparecen y los coeficientes de transmisión comienzan a descender, hasta 

alcanzar valores próximos a cero. Cuanto mayor es la frecuencia de la onda incidente (es 

decir, entre mayor es el valor de  ), las oscilaciones de Fabry-Perót se hacen más evidentes. 

Además, el decaimiento del coeficiente de transmisión se hace más rápido y repentino cuanto 

mayor es la frecuencia. La cantidad de energía transmitida en forma de          (figura 

5.4(a)), oscila para ángulos de incidencia menores que el ángulo crítico,         . Para 

ángulos por encima de      , la transmisión decae a valores cercanos a cero; sin embargo, para 

frecuencias no muy grandes (  no muy grande) respecto a la frecuencia de resonancia, el 

decrecimiento es más lento. Como veremos más adelante, esta reducción lenta del coeficiente 

de transmisión, se relaciona con el tunelamiento de la onda a través de la película cuando  

        . Por su parte, los coeficientes de reflexión     en las figuras 5.4(b) tienen un 

comportamiento inverso al descrito por    . 

En la figura 5.5 se muestra la dependencia de los coeficientes de transmisión y reflexión 

mixtos    con el ángulo de incidencia. En la figura 5.5(a), el coeficiente     oscila con 

amplitudes cercanas a cero para ángulos menores a        . Para ángulos mayores a       , 
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las oscilaciones de Fabry-Perót se hacen más evidentes. Obsérvese que el coeficiente     se 

acerca a su máximo en la figura 5.5(a) cuando el coeficiente de transmisión     comienza a 

descender en la figura 5.4(a). Cuando el ángulo de incidencia supera el ángulo crítico, el 

coeficiente     decae. Sin embargo, cuando la frecuencia disminuye, el decaimiento de la 

transmisión de          se hace más lento y menos repentino. Luego, se espera que el 

coeficiente      también presente tunelamiento para ángulos de incidencia         . En la 

figura 5.5(b), el coeficiente     presenta un comportamiento inverso al de    , pero solo para 

ciertos  valores entre cero y el ángulo crítico. Cuando     entra en tunelamiento,     comienza 

a crecer. El comportamiento de los coeficientes de transmisión y reflexión para         , es 

exactamente igual al presentado por los coeficientes         .  

 

 (    )                                  

   ⁄  
(a) 

 

 (    )                                

   ⁄  
(b) 

 
Figura 5. 5: Dependencia de los coeficientes de transmisión y reflexión con el ángulo de 
incidencia para         . Las permitividades en el sistema son tales que         ⁄     .    
En (a) se presentan los coeficientes de transmisión para         . En (b) se muestran los 
coeficientes de reflexión para ondas   . Las permeabilidades de la película y del medio que la 

rodea son   
   

   
   

   y        . La frecuencia de la onda incidente se eligió como 
    , donde          es la frecuencia de resonancia y   un número entero positivo. 

 
 

 

5.2 Tunelamiento a través de una película compuesta por un TI 
 
 
En la sección 5.1 se demostró que para ángulos de incidencia por encima del ángulo crítico, la 

transmisión de ondas a través de una película, (cuyo índice de refracción es menor que el 

índice de refracción que el medio que la rodea) se reduce conforme se incrementa la 

frecuencia de la onda incidente (ver figura 5.4(a)). Este comportamiento se debe a que el 

vector de onda dentro de la película, en estos casos, es complejo. 
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Figura 5.6: descripción esquemática del efecto de tunelamiento en el coeficiente de 
transmisión de una onda electromagnética a través de una película de espesor  . 

 
 

Para demostrar que   
   

 es complejo en este tipo de sistemas, debemos descomponer el 

vector de onda en sus componentes   
   

 y   , tal y como se muestra a continuación: 

   √    
  (  

   
)
 
   

   
   

   
 

 √    

 
 √ −

    

       
   , 

 

(5. 3) 

donde   
   

 
 √    

 
  y    

 √    

 
      [78].  

Recordemos que                  ⁄  √        ⁄  con            . Luego, el vector de 

onda adopta la siguiente forma: 

  
   

 
 √    

 
 √ − (

     

        
)
 

, 

 

(5. 4) 

Puesto que 
     

        
  , entonces 

 

  
   

  
 √    

 
 √(

     

        
)
 
−      

   
, 

 

(5. 5) 

donde   
   

 
 √    

 
 √

      

         
−   [78]. Esto implica, que para realizar una descripción 

cuantitativa del efecto de tunelamiento, el vector de onda en el medio 2 debe ser complejo 

(  
   

    
   

) tal y como se describe en la figura 5.6. 
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Bajo estas consideraciones los elementos de la matriz de transferencia (4.25)-(4.36), adoptan 

la siguiente forma: 
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) −
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(5. 6) 
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(5. 11) 

   
      

 
 

 
     √

  
   

  
   (    

    
     

    
)     (   

   
),   

 

 
(5. 12) 

   
      

 −
 

 
     √

  
   

  
   (    

    
−     

    
)     (   

   
), 

 

 
(5. 13) 

   
      

  ̅  
      

;        
      

  ̅  
      

,   

 

(5. 14) 

   
      

     (   
   

)  
 

 
[    

    
−     

    
(  

  
   

  
   ( 

    )
 
*]     (   

   
),   
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donde usamos las relaciones siguientes: 
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(5. 18) 
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Además, las impedancias     
    

 (con      ) están dadas de la siguiente forma: 

 

{
 

     
    

 
      

   

      
         

    
 

      
   

      
    

    
    

 
      

   

      
         

    
 

      
   

      
   

, 

 

 
 
(5. 19) 

 
A continuación, tomamos los elementos, (5.6)-(5.17), y los introducimos en las ecuaciones 

(4.45)-(4.48) para obtener los coeficientes de transmisión y reflexión,    y    (transmisión y 

reflexión de ondas con polarización   y   a partir de ondas incidentes con polarización   ). De 

la misma forma, tomamos los elementos (5.6)-(5.17) y los reemplazamos en las ecuaciones 

(4.39)-(4.42) para obtener los coeficientes de transmisión y reflexión,    y    (transmisión y 

reflexión de ondas con polarización   y   a partir de ondas incidentes con polarización  ). Con 

esto podemos estudiar el comportamiento que tienen los coeficientes de transmisión y 

reflexión al variar la frecuencia de la onda incidente. 

 
                

   ⁄  
(a) 

 

                

   ⁄  
(b) 

 
Figura 5. 7: Comportamiento de los coeficientes de transmisión y reflexión para          
con diferentes ángulos de incidencia. En (a) se muestran los coeficientes de trasmisión para 
        . En (b) se presentan los coeficientes de reflexión para         . Los ángulos de 

incidencia están dados de forma que         . En el sistema se tiene:    
   

   
   

  , 

  
   

   y   
   

  . La diferencia de parámetros topológicos es tal que         y el vector de 

onda dentro de la película está dado por   
   

    
   

. 

 
 
La figura 5.7 muestra los coeficientes de transmisión y reflexión como una función de la 

frecuencia para         . En la figura 5.7(a) el coeficiente     decrece rápidamente para 

ángulos de incidencia cercanos a   ⁄ . Cuando el ángulo    se aleja del ángulo de incidencia 

rasante y se aproxima cada vez más al ángulo crítico, se observa que la curva decrece más 

lentamente. Es decir, para ángulos de incidencia cercanos a      , la cantidad de energía 
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transmitida en forma de          se hace mayor para cada valor de frecuencia de la onda 

incidente. El coeficiente     en la figura 5.7(b), tiene un comportamiento inverso al mostrado 

por el coeficiente    , cuanto mayor es el coeficientes de reflexión menor es el coeficiente 

transmisión y viceversa.  

En la figura 5.8 se muestran los coeficientes transmisión y reflexión como una función de la 

frecuencia para         . El comportamiento de los coeficientes en este caso es similar al de 

los coeficientes para         . Sin embargo, cuando    aumenta, el coeficiente     decrece 

más rápidamente que el coeficiente    . Por otro lado, conforme aumenta el ángulo de 

incidencia,     crece más lentamente que    . 

 
                

   ⁄  
(a) 

 

              

   ⁄  
(b) 

 
Figura 5. 8: Comportamiento de los coeficientes de transmisión y reflexión para          
con diferentes ángulos de incidencia. En (a) se muestran los coeficientes de trasmisión para 
        . En (b) se presentan los coeficientes de reflexión para         . Los ángulos de 

incidencia están dados de forma que         . En el sistema se tiene:    
   

   
   

  , 

  
   

   y   
   

  . La diferencia de parámetros topológicos es tal que         y el vector de 

onda dentro de la película está dado por   
   

    
   

. 

 
 
En la figura 5.9(a), el coeficiente    , tiene un comportamiento similar a    . Sin embargo, 

conforme el ángulo de incidencia se aproxima a      , el coeficiente no solo decrece más 
lentamente sino que alcanza su valor máximo a frecuencias cada vez mayores. Dicho de otra 
forma, la transmisión máxima de          se alcanza en frecuencias cada vez mayores 
cuando el ángulo se aproxima a      . En la figura 5.9(b), el pico máximo del coeficiente     

desaparece a medida que el ángulo de incidencia se acerca al ángulo crítico. Además, la 
cantidad de energía reflejada en forma de          oscila conforme el ángulo de incidencia se 
aproxima a      . 
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 (    )                                 

   ⁄  
(a) 

 (    )                                 

   ⁄  
(b) 

 
Figura 5. 9: Comportamiento de los coeficientes de transmisión y reflexión para          
con diferentes ángulos de incidencia. En (a) se muestran los coeficientes de trasmisión para 
        . En (b) se presentan los coeficientes de reflexión para         . Los ángulos de 

incidencia están dados de forma que         . En el sistema se tiene:    
   

   
   

  , 

  
   

   y   
   

  . La diferencia de parámetros topológicos es tal que         y el vector de 

onda dentro de la película está dado por   
   

    
   

. 

 
 
 
 
 
5.3 Tunelamiento resonante a través de una estructura de doble capa con TI 
 
Consideremos ahora un sistema compuesto por dos películas de espesor    con índice de 

refracción      y parámetro topológico     . Ambas películas están separadas una distancia    

y se encuentran rodeadas por un medio homogéneo con índice de refracción      y parámetro 

topológico      (ver figura 5.10).  A continuación, supongamos que una onda electromagnética 

con vector de onda  ⃑      (     
    

) se aproxima desde la izquierda de la película   e 

incide sobre la superficie de ésta en    ; parte de la onda es reflejada con un vector de onda  

 ⃑      (     
    

) y otra parte es transmitida al interior de la película con un vector de onda  

 ⃑      (     
    

). Luego, la onda se propaga dentro de la película hasta que incide sobre la 

siguiente interfaz en     . De nuevo, parte de la onda es reflejada al interior de la película y 

otra parte es transmitida fuera de ésta con un vector de onda   ⃑      (     
    

). La onda 

resultante, se propaga a través del siguiente medio con índice de refracción      hasta que 

incide sobre la película   y el proceso se repite. 
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Figura 5. 10: descripción esquemática de un sistema de dos capas rodeado por un medio 
homogéneo. 

 
 
Con el objetivo de estudiar el comportamiento de los coeficientes de transmisión y reflexión 

en el sistema de la figura 5.10, debemos encontrar la matriz de transferencia que describe la 

transición de la onda a través de las dos películas y la propagación de la onda en el medio que 

las rodea. Para esto, hacemos uso de los elementos de la matriz de transferencia obtenida en 

la sección 4.3, la cual está representada por         y describe la propagación de la onda a 

través de una película rodeada por un medio homogéneo. Adicionalmente, debemos 

considerar la matriz homogénea,         que representa la propagación de la onda a través 

del medio 1. Como resultado tenemos el siguiente producto: 

 

                              , 
 

(5. 20) 

donde las matrices         contienen los términos (4.25)-(4.36) y la matriz         está dada 

por la expresión (4.11) para una capa de espesor    y vector de onda   
   . Para obtener el 

comportamiento de los coeficientes de transmisión y reflexión, de nuevo hacemos uso de las 

expresiones (4.39)-(4.42) y (4.45)-(4.48). 
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En la figura 5.11 se muestran los coeficientes de transmisión y reflexión para          en 

función de la frecuencia, para el sistema de la figura 5.10. En este caso, se han considerado 

cuatro espesores diferentes para las películas, los cuales están dados por: 

   {     ⁄       ⁄     ⁄     ⁄ }. En la figura 5.11(a), el coeficiente     demuestra un 

comportamiento oscilatorio entre       y    cuando los espesores de ambas películas son de 

     ⁄ . Esto se debe a la interferencia constructiva que aparece cuando todas las ondas que 

se propagan entre las dos películas tienen la misma fase. Bajo estas condiciones aparece una 

transmisión resonante, para la cual el coeficiente de transmisión toma su valor máximo [78]. 

Este comportamiento se mantiene para todos los espesores de las películas. Conforme se 

incrementa el espesor de cada película, el porcentaje de energía transmitida en forma de 

         se restringe a intervalos de frecuencia más pequeños. En la figura 5.11(b), el 

coeficiente     alcanza su valor máximo cuando     alcanza su valor mínimo y viceversa.  

Por otro lado, los coeficientes de transmisión y reflexión para          presentan un 

comportamiento similar al presentado para  una onda electromagnética incidente con 

polarización  . En las figuras 5.11(a) y 5.11(b) vemos que el incremento del espesor de las 

películas, da lugar a que los coeficientes presenten intervalos de frecuencia en los que se hace 

más difícil transmitir y reflejar energía en forma de          

                

 
     ⁄  

(a) 
 

              

 
     ⁄  

(b) 
 

Figura 5. 11: En (a) se muestran los coeficientes de trasmisión para          para el 
sistema mostrado en la figura 5.10. En (b) aparecen los coeficientes de reflexión para el 
mismo tipo de ondas. El ángulo de incidencia sobre la primera película está dado por 
            y se usaron cuatro espesores diferentes para las películas: 
   {     ⁄       ⁄     ⁄     ⁄ }. Las permitividades eléctricas y permeabilidades 

magnéticas relativas están dadas respectivamente por:   
   

  ,   
   

  ,   
   

   y   
   

  . 

La diferencia de parámetros topológicos es tal que        . 
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En la figura 5.12(a) el coeficiente     oscila alrededor de valores próximos a 1      cuando 

el espesor de las películas es      ⁄ . Al incrementar el espesor de las películas, el porcentaje 

de energía transmitido en forma de          también aumenta y se hacen más evidentes los 

máximos de resonancia para el coeficiente. Sin embargo, cuando el espesor de las películas es 

   ⁄ , podemos observar que la amplitud de nuevo disminuye. Esto se debe a que los 

elementos de la matriz de transferencia, (ecuaciones (4.25)-(4.26)) contienen funciones 

trigonométricas que dependen del espesor    de la película. En la figura 5.12(b), los picos 

máximos del coeficiente     también se incrementan conforme aumenta el espesor de las 

películas.  

En las figuras 5.12(a) y 5.12(b) se puede observar hay transmisión y reflexión de          

para intervalos de frecuencia en los cuales la transmisión y reflexión de          es casi nula. 

Con el aumento del espesor de las películas, el coeficiente     comienza a mostrar intervalos 

de frecuencia en los que se hace más difícil transmitir energía en forma de         . En la 

figura 5.12(b) vemos que en estos intervalos, aparece reflexión de energía en forma de 

        . 

 (    )                               

 
     ⁄  

(a) 
 

 (    )                               

 
     ⁄  

(b) 

Figura 5. 12: En (a) se muestran los coeficientes de trasmisión para         . En (b) 
aparecen los coeficientes de reflexión para el mismo tipo de ondas. El ángulo de incidencia 
sobre la primera película está dado por             y se usaron cuatro espesores 
diferentes para las películas:    {     ⁄       ⁄     ⁄     ⁄ }. Las permitividades 

eléctricas y permeabilidades magnéticas relativas están dadas respectivamente por:   
   

  , 

  
   

  ,   
   

   y   
   

  . La diferencia de parámetros topológicos es tal que        . 
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5.4 Resumen 

Se estudió el comportamiento de los coeficientes de transmisión y reflexión (de las ondas   , 

  ,    y   ) cuando una onda electromagnética se propaga a través de una película de TI 

(aislante topológico) con índice de refracción menor al índice de refracción del medio que la 

rodea. Se observó que por debajo de cierto ángulo crítico, aparecen las oscilaciones de Fabry-

Perot con una corrección del orden de              en los máximos de los coeficientes de 

transmisión. Sin embargo, por encima del ángulo crítico, la componente   del vector de onda 

dentro de la película se vuelve complejo. Esto conlleva al tunelamiento de las ondas   ,   ,    

y    dentro de la película, tal y como se observó en la figuras 5.7(a), 5.8(a) y 5.9(a).  

Posteriormente, se consideró un sistema de doble capa rodeado por un medio homogéneo. Se 

mostró que los coeficientes de transmisión de las ondas   ,   ,    y    toman su valor máximo 

(con una corrección del orden de             ) cuando las ondas electromagnéticas 

dentro de las dos capas alcanzan la interferencia constructiva. Al incrementar el espesor de 

cada película, el porcentaje de energía transmitido en forma de  ondas    y    se restringe a 

intervalos de frecuencia más pequeños.  
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6. EXTENSIÓN A SISTEMAS MULTICAPA CON AISLANTES TOPOLÓGICOS 
 
 
 

En los capítulos 3 y 4, analizamos los coeficientes de transmisión y reflexión para ondas 

electromagnéticas (TM y TE) en una interfaz y en una película delgada con aislantes 

topológicos. En ambas secciones se consideró que la onda viajaba desde un medio 

ópticamente menos denso a uno ópticamente más denso. En el capítulo 5 se mostró que las 

ondas podían trasmitirse por tunelamiento a través de una película cuyo índice de refracción 

era menor al índice del medio que rodeaba la película. De la misma forma se mostró  que la 

transmisión a través de dos placas del mismo material conduce a una transmisión resonante.. 

En este capítulo haremos uso del formalismo de matriz de transferencia y de algunos de los 

resultados obtenidos en las secciones anteriores para analizar un sistema más complejo, un 

sistema multicapa. El cual consiste en una repetición periódica de dos capas compuestas por 

un aislante topológico. 

 
 
6.1 Matriz de transferencia en un sistema multicapa 
 
 
El sistema en consideración está formado por un medio estratificado consistente por una 

disposición periódica finita de dos capas. La capa 1, tiene un espesor   , una permitividad     , 

una permeabilidad      y un parámetro topológico     ; la capa 2 tiene un espesor   , una 

permitividad     , una permeabilidad      y un parámetro topológico     , tal como se 

presenta en la figura 6.1. 

 
 

 
 
Figura 6. 1: Estructura periódica de un sistema de dos capas con aislantes topológicos. 
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A continuación consideremos una onda electromagnética con vector de onda   ⃑      

(     
    

) que viaja en el medio 1 e incide con un ángulo    sobre la interfaz 1-2 (interfaz 

entre el medio 1 y el medio), parte de esta onda se refleja con un vector de onda   ⃑      

(     
    

) y otra parte de esta onda es transmitida al medio 2 con un vector de onda  

 ⃑      (     
    

) y un ángulo   . Luego, la onda con   ⃑      viaja por el medio homogéneo 2 e 

incide sobre la interfaz 2-1 (interfaz entre el medio 2 y el medio 1), parte de esta onda es 

reflejada y otra parte es transmitida al medio 1 con un vector de onda  ⃑     . Este proceso se 

repite en toda la estructura (ver figura 6.2). 

 
 

 
 
 
Figura 6. 2: Propagación de las ondas electromagnéticas en una estructura periódica de un 
sistema de dos capas con aislantes topológicos. 
 
 
Al observar la figura 6.2, vemos que la capa 2 se encuentra rodeada por dos capas tipo 1, lo 

cual es equivalente a tener una película (o un medio 2 homogéneo) rodeada por un medio 

homogéneo (medio 1). Con lo anterior, podemos considerar el sistema como una estructura 

compuesta por un número finito de películas delgadas, las cuales están rodeadas por un 

medio homogéneo. La superficie de cada una de las películas yace en el plano    y se 

encuentran dispuestas en forma consecutiva a lo largo del eje  . Luego, para obtener la matriz 

de transferencia del sistema completo es necesario analizar la transición de las ondas a través 

de cada una de las películas. 
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La matriz de transferencia que describe la propagación de las ondas a través  de las interfaces 

1-2 y 2-1 está dada por la siguiente expresión:   

                         , 
 

(6. 1) 

donde       es la matriz de transferencia del medio 2 al medio 1,       es la matriz de 

transferencia del medio 1 al medio 2 y          es la matriz que representa la propagación de 

la onda en el medio homogéneo 2 (ver figura 6.2). Los elementos de la matriz de transferencia 

        están dados por las ecuaciones (4.25)-(4.36). 

Por otro lado, debemos tener en cuenta que parte de la onda que incide en la interfaz 2-1, se 

transmite al medio 1 y luego se propaga en este, hasta llegar a la siguiente interfaz 1-2. La 

propagación de la onda a través del medio homogéneo 1 está representada por la siguiente 

matriz: 

       =

(

 
 
    

   
     

      
   

    

      
   

   

        
   

  )

 
 

, 

 

 
 
(6. 2) 

donde   
   

 es la componente   del vector de onda para la onda incidente en el medio 1. 

Así, la matriz de transferencia desde la interfaz 1-2 hasta la siguiente interfaz 1-2 está 

representada por el producto               . Puesto que el proceso de propagación de la 

onda desde la interfaz 1-2 a la siguiente se repite en el espacio, podemos pensar que tenemos 

una celda unitaria con matriz de transferencia         , dada por (6.3), la cual se repite 

indefinidamente en el espacio. 

                       . 
 

(6. 3) 

Luego, la matriz de transferencia total para una estructura periódica como la que se muestra 
en la figura 6.2 está dada por el producto de las   matrices de transferencia para las    celdas: 
 

     [        ]
 

. 

 

(6. 4) 
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6.2 Coeficientes de transmisión y reflexión en sistemas multicapa con aislantes 
topológicos. 
 
A continuación, analicemos el comportamiento que tienen los coeficientes de transmisión y 

reflexión de una onda electromagnética, la cual viaja a través de   celdas unitarias y cuya 

matriz de transferencia está dada por la expresión (6.4). Para esto, hacemos uso de las 

expresiones analíticas para las amplitudes de trasmisión y reflexión que se obtuvieron para 

una película en la sección 4.4 (para ondas incidentes con polarización TE usamos las 

ecuaciones (4.39)-(4.42) y para ondas incidentes con polarización TM usamos las ecuaciones 

(4.45)-(4.48)). Los elementos de matriz utilizados en este caso están dados por los elementos 

de la matriz (6.4). Con el fin de ilustrar el comportamiento que tienen los coeficientes se ha 

definido una frecuencia de referencia    [78], la cual está dada por las siguientes expresiones,  

 

   
      

 

 
, 

 

(6. 5) 

   
  

 
, 

 

(6. 6) 

donde    es el vector de onda correspondiente a la frecuencia de referencia   ,      es el 

índice de refracción del medio 1 y    el espesor de la capa 1. Además, consideramos el caso 

especial en el cual, 

      

      
  , 

 

(6. 7) 

donde      es el índice de refracción del medio 2 y    el espesor de la capa 2. Luego, de las 

expresiones (6.5) y (6.6) encontramos que los espesores de las capas son, 

      ⁄ , 
 

(6. 8) 

      ⁄ , 
 

(6. 9) 

donde    y    son las longitudes de onda para las ondas en los medios 1 y 2 respectivamente 

[78]. 
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   ⁄  
(a) 

 

                      

 
   ⁄  

(b) 

 
Figura 6. 3: Coeficientes de transmisión para una onda tipo TE a partir de onda  TE incidente. 

El ángulo de incidencia      ⁄  a  través de un sistema multicapa con   
   

  ,   
   

   

sumergida en un medio con    
   

  ,   
   

   y         . En (a) se muestra el coeficiente de 
transmisión para un sistema con       celdas y en (b) para un sistema con      celdas. 
Los espesores de las capas 1 y 2 son tales que       ⁄  y       ⁄   respectivamente (   y 
   son las longitudes de onda para las ondas en el medio 1 y el medio 2 respectivamente). 
 
 
En la figura 6.3 se muestra el comportamiento del coeficiente de trasmisión de una onda TE a 

partir de una onda TE incidente como una función de la frecuencia    ⁄ , para un sistema con 

     y      celdas. En la figura 6.3(a) se observa que la transmisión      oscila dentro de 

intervalos de frecuencias determinados, fuera de dichos intervalos la transmisión se hace 

cero. Dicho de otra manera, hay transmisión de          dentro de ciertos intervalos de 

frecuencia permitidos. Los intervalos en los cuales la trasmisión     se aproxima a cero, 

corresponden a los gaps o zonas de frecuencia prohibidas. Conforme se incrementa el número 

de celdas en la estructura, se hacen más notorios los gaps de frecuencia para el coeficiente de 

transmisión (ver figura 6.3(b)). 

En la figura 6.4 se muestra el comportamiento del coeficiente de trasmisión de una onda TM a 

partir de una onda TM incidente respecto a la frecuencia. En la figura 6.4(a), la transmisión 

    alcanza un mínimo para frecuencias que se localizan dentro de los gaps para el coeficiente 

de trasmisión    . La trasmisión     no se hace cero para dichos intervalos, sin embargo, si 

incrementamos el número de celdas, se hacen más evidentes los gaps para el coeficiente    . 

Los intervalos de frecuencia prohibidos en     son más estrechos que los gaps para la 

transmisión    . Es decir, es posible transmitir energía en forma de          en ciertos 

valores de frecuencia para los cuales las trasmisión de          es casi nula. Este 

comportamiento es similar al mostrado en la literatura [78] para sistemas con        . 
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   ⁄  
(a) 

 

                       

 
   ⁄  

(b) 

Figura 6.4: Coeficientes de transmisión para una onda tipo TM a partir de onda  TM 

incidente. El ángulo de incidencia      ⁄  a  través de un sistema multicapa con   
   

  , 

  
   

   sumergida en un medio con    
   

  ,   
   

   y         . En (a) se muestra el 
coeficiente de transmisión para un sistema con       celdas y (b) para un sistema con 
     celdas. Los espesores de las capas 1 y 2 son tales que       ⁄  y       ⁄   
respectivamente (   y    son las longitudes de onda para las ondas en el medio 1 y el medio 2 
respectivamente). 
 
 
En la figura 6.5 se muestran los coeficientes de reflexión para          y   . Note que en la 

figura 6.5 (a) el coeficiente     alcanza valores máximos para frecuencias en las cuales el 

coeficiente de transmisión     se hace mínimo y viceversa. De igual forma, el coeficiente     

presenta máximos en valores de frecuencia para los cuales el coeficiente de transmisión     se 

hace mínimo. Este comportamiento es similar al mostrado en la literatura [78] para sistemas 

con        . 

Por otro lado, en las figuras 6.3, 6.4 y 6.5 los coeficientes de transmisión y reflexión presentan 

comportamientos similares a los presentados en sistemas multicapa con medios 

convencionales (       ). Sin embargo, la inclusión del término topológico induce 

correcciones del orden de    tal como se presentó para el caso de la interfaz y la película. 

Como se mencionó en capítulos anteriores, las correcciones introducidas por el término 

topológico, implican una redistribución de energía cuando las ondas inciden sobre las 

superficies del sistema. Luego, existe la posibilidad de transmitir y reflejar ondas con 

polarización   a partir de ondas incidentes con polarización   y viceversa. En la figura 6.6 se 

muestran los coeficientes de transmisión y reflexión para          y         , en función de 

la frecuencia. 
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   ⁄  
(a) 

 

              

   ⁄  
(b) 

Figura 6. 5: Coeficientes de reflexión para una onda tipo TE y una onda tipo TM con ángulo de 

incidencia      ⁄  a  través de un sistema multicapa con   
   

  ,   
   

   sumergida en 

un medio con    
   

  ,   
   

  ,         y     . (a)  Coeficiente de reflexión de una onda 
TE para una onda TE incidente. (b)  Coeficiente de reflexión de una onda TM para una onda 
TM incidente. Los espesores son tales       ⁄  y       ⁄  . 
 
 
 

 (    )                                

 
  ⁄  

(a) 

 

 (    )                                 

 
  ⁄  

(b) 

Figura 6.6: (a) Coeficiente de trasmisión de una onda TE/TM para una onda TM/TE 
incidente. (b) Coeficiente  de reflexión de una onda TE/TM para una onda TM/TE incidente. El 

ángulo de incidencia es      ⁄ . La película con   
   

  ,   
   

   esta sumergida en un 

medio con    
   

  ,   
   

  ,        ,      ,       ⁄  y       ⁄  . 
 
 
Al comparar la figura 6.6(a) con la figura 6.3(a), vemos que hay transmisión de          en 

los intervalos de frecuencia prohibidos para las          . Lo mismo ocurre cuando 

comparamos los coeficientes     y     en las figuras 6.4(a) y 6.6(a) respectivamente. Además, 
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en la figura 6.6(b) los coeficientes de reflexión     y     alcanzan sus picos máximos cuando 

la frecuencia está en el centro del gap para     y     respectivamente. Esto implica, que en los 

intervalos de frecuencia prohibidos para las          y   , es posible transmitir y reflejar 

pequeñas cantidades de energía en forma de          y    a través de las celdas. Esta 

redistribución de energía se debe al acople inducido por el término del axion y está 

relacionada con la corrección que induce el termino topológico, la cual es del orden de 

(     )
 
              (donde   es el coeficiente de estructura fina). Naturalmente, 

cuando        , estos efectos desaparecen y el sistema se transforma en un medio 

estratificado compuesto por medios convencionales. 

 

6.3 Resumen 

 
En este capítulo hicimos uso de la experiencia y formalismo obtenido en los capítulos 

anteriores para estudiar la transmisión y reflexión de las ondas electromagnéticas en 

multicapas compuestas de TI. La configuración de la estructura que se propuso, se compone 

de la repetición periódica de un sistema de dos capas compuestas de aislantes topológicos, 

cuyo espesor es igual a un cuarto de la longitud de onda dentro de cada capa. Se demuestra 

que los coeficientes de transmisión para          y          presentan intervalos de 

frecuencia prohibidos, sobre los cuales los coeficientes se hacen cero. Sin embargo, la 

introducción del término topológico  permite la propagación y transmisión de pequeñas 

cantidades de energía a través de las celdas dentro de estos intervalos de frecuencia. Estas 

cantidades de energía se presentan en forma de ondas con polarización   (o con polarización 

 ), las cuales se transmiten a partir de ondas con polarización   (o con polarización  ) 

incidentes. 
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7. CONCLUSIONES 
 

 
 

 En el marco de la electrodinámica del axión, se examinaron las propiedades 

electrodinámicas en sistemas estratificados que contienen aislantes topológicos a 

través del método de matriz de transferencia. 

 

 Se estudió la propagación de una onda electromagnética a través de una interfaz que 

separa dos medios con una topológica no trivial. Se obtuvieron las expresiones 

analíticas de los elementos de la matriz de transferencia para este sistema y se 

encontró que la introducción del termino topológico, induce un acople de los modos 

de propagación TM y TE  en la interfaz que dividen los medios. Este acople se ve 

reflejado en la presencia de nuevos términos en la matriz de transferencia, los cuales 

dependen linealmente del término,     ⁄ , (donde   es el coeficiente de estructura 

fina y    es la diferencia de los parámetros topológicos de los medios involucrados). 

Estos resultados fueron publicados en [70] 

 

 Los nuevos términos en la matriz de transferencia, introducen correcciones del orden 

de    en el coeficiente de transmisión/reflexión de          y         . De esta 

forma, se da lugar a una redistribución de la energía de la onda incidente cuando esta 

interactúa con la superficie del material. Esto permite transmitir y reflejar ondas con 

polarización   a partir de ondas incidentes con polarización   (        ) y viceversa 

(         . (La redistribución de los porcentajes de energía transmitidos y reflejados 

se presenta en todos los sistemas estudiados en este trabajo). 

 

 Se investigaron algunas de las propiedades electrodinámicas en una película 

compuesta por un aislante topológico. Se encontró una corrección del orden de    en 

los términos convencionales para las matrices de transferencia de los modos TM y TE. 

Además, se mostró que estos términos se acoplan a través de nuevos términos que 

dependen linealmente de     ⁄ . Con estas correcciones, encontramos la posibilidad 

de; (1) transmitir y reflejar          cuando la transmisión de          cero; (2) 

transmitir y reflejar          cuando la transmisión de          es cero. 

 

 Se demostró que si la película tiene un índice de refracción mayor al índice de 

refacción del medio que la rodea, aparecen la oscilaciones de Fabry-Perót. Sin 

embargo el termino del axion introduce una corrección del orden de             , 

en los coeficientes de transmisión. Por otro lado, cuando el índice de refracción del 

medio circundante es mayor, entonces las ondas electromagnéticas atraviesan la 

película por tunelamiento. 
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 Se examinó el comportamiento de los coeficientes de transmisión y reflexión en una 

estructura de doble capa con aislantes topológicos. Se mostró que los coeficientes de 

transmisión toman su valor máximo cuando las ondas electromagnéticas dentro de las 

dos capas alcanzan la interferencia constructiva. Se demostró que al incrementar el 

espesor de cada película, el porcentaje de energía transmitido en forma de  ondas se 

restringe a intervalos de frecuencia más pequeños. 

 

 Se encontró que la onda reflejada por la interfaz (que separa dos medios con una 

topológica no trivial) experimenta una rotación no trivial de Kerr. Adicionalmente, la 

onda transmitida a través de la interfaz experimenta una rotación no trivial de 

Faraday. Se mostró, que los ángulos de rotación de Kerr y de Faraday tienen una 

dependencia lineal con la diferencia de los parámetros topológicos que poseen los 

medios. 

 

 En el caso de sistemas multicapa, se mostró que los coeficientes de transmisión para 

         y          presentan intervalos de frecuencia prohibidos, sobre los cuales 

los coeficientes se hacen cero. Sin embargo, la introducción del término topológico  

permite la propagación y transmisión de pequeñas cantidades de energía a través de 

las celdas dentro de estos intervalos de frecuencia. Estas cantidades de energía se 

presentan en forma de ondas con polarización   (o con polarización  ), las cuales se 

transmiten a partir de ondas con polarización   (o con polarización  ) incidentes. 

 

Como perspectivas de este trabajo podemos mencionar: 

 Analizar el comportamiento que presentan los coeficientes de transmisión y reflexión 

en películas metálicas rodeadas por medios que poseen diferentes parámetros 

topológicos. 

 

 Observar la respuesta electromagnética y la estructura de bandas en cristales 
fotónicos compuestos por capas alternantes de aislantes topológicos y metales. 
 

 Estudiar la propagación de ondas electromagnéticas en sistemas más complejos, tales 
como superficies esféricas y cilíndricas compuestas por aislantes topológicos. 
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APÉNDICE A 
 
 

 
 
A.1 Modos de propagación transversal eléctrico (TE) y transversal magnético (TM) 
 
 
Consideremos el sistema de ecuaciones de Maxwell-Lorentz para medios polarizables y 

magnetizables [97-100], 

    ⃑⃑      −         
  ⃑⃑⃑     

  
, 

 

(3. 3) 

   [          ⃑⃑     ]   , 

 

(3. 4) 

   [          ⃑⃑⃑     ]   , 

 

(3. 5) 

    ⃑⃑⃑               
  ⃑⃑      

  
, 

 

(3. 61) 

donde          corresponde al i-ésimo medio. Por otro lado, la estructura de los campos es 
la siguiente 
 

 ⃑⃑      (  
    

   
    

   
    

 )  (   
    

    
    

    
    

 )      
   

           , 

 

(A- 1) 
 

 ⃑⃑⃑      (  
     

    
   

   )  (   
    

    
    

    
    

 )      
   

           , 

 

(A- 2) 
 

 

donde (   
    

    
    

    
    

 ) y (   
    

    
    

    
    

 ) son las amplitudes para cada componente de 

los campos. El índice           corresponde al i-ésimo medio. Los signos (+) y (-) en los 

campos indican el sentido en que se propaga la onda, (+) hacia la derecha y (-) hacia a la 

izquierda. Luego, al reemplazar las ecuaciones (A-1) y (A-2) en ecuaciones (3.4) y (3.5) 

obtenemos, 

 

   ⃑⃑      (
 

  
 
 

  
 
 

  
)  ⃑⃑           

    
    

   
  

    
  , 

 

(A- 3) 
 

   ⃑⃑⃑      (
 

  
 
 

  
 
 

  
*  ⃑⃑⃑           

    
    

   
  

    
    

 

(A- 4) 
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Por otra parte, los rotacionales de los campos (A-1) y (A-2) son respectivamente, 
 

    ⃑⃑      |

 ̂  ̂  ̂ 

        
   

  
    

  
    

  
    

|   

   ̂ (   
   

  
    

)   ̂ (    
   

  
    

−      
    

)   ̂ (     
    

), 

 

(A- 5) 
 

    ⃑⃑⃑      |

 ̂  ̂  ̂ 

        
   

  
    

  
    

  
    

|   

   ̂ (   
   

  
    

)   ̂ (    
   

  
    

−      
    

)   ̂ (     
    

) 

 

(A- 6) 
 

donde  ̂   ̂ ,  ̂  son vectores unitarios en las direcciones  ,  ,   respectivamente. Por otra 

parte, las derivadas temporales de (A-1) y (A-2)  están dadas de la siguiente forma, 
 

−      ⃑⃑⃑     

  
 −     

  
*(  

    
)     

    
           +         ⃑⃑⃑     , 

 

(A- 7) 
 

      ⃑⃑     

  
      

  
*(  

    
)     

    
           +  −       ⃑⃑     , 

 

(A- 8) 
 

Luego, reagrupando los resultados obtenidos en (A-3)-(A-8) dentro de las ecuaciones (3.3) y 

(3.6) obtenemos los sistemas correspondientes a los modos de propagación transversal 

magnético (TM) y transversal eléctrico (TE) [97-100].  

 
Modos TE: 
 

    ⃑⃑      −         
  ⃑⃑⃑     

  
 

{
 
 

 
    

   
  

    
        

    

(   
   

  
    

−     
    

)         
    

    
    

        
    

 

 

(A- 9) 
 

Modos TM: 
 

    ⃑⃑⃑               
  ⃑⃑      

  
 

{
 
 

 
    

   
  

    
 −       
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−     
    

)  −       
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(A- 10) 
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A.2 Continuidad de los campos en una interfaz entre dos medios polarizables y 

magnetizables con aislantes topológicos. 

 

A continuación, vamos a obtener las expresiones que describen la transición de las ondas 

electromagnéticas cuando atraviesan una interfaz que separa dos medios polarizables, 

magnetizables y que poseen una topológica no trivial. Tenemos entonces las siguientes 

relaciones de continuidad para los campos [97-100], 

 

2
  

    
   

    

  
    

   
    

,                {
  

    
   

    

  
    

   
    ,                {

  
    

   
    

  
    

   
    , 

 

 
(3.11) 

donde            corresponde al i-ésimo medio. Luego, para una interfaz que separa dos 

medios tenemos el sistema siguiente sistema de ecuaciones,  

2
  

    
   

    
   

    
   

    

  
    

   
    

   
    

   
    

 , 

 

{
  

    
   

    
   

    
   

    

  
    

   
    

   
    

   
     ,       

 

{
  

    
   

    
   

    
   

    

  
    

   
    

   
    

   
    , 

 

(A- 11) 
 

donde las componentes   
    

,   
    

 y   
    

 están definidas por las relaciones constitutivas 

para los aislantes topológicos, las cuales están dadas de la siguiente forma [42], 

 ⃑⃑           ⃑⃑     −    
    

 
(   ⃑⃑ 

    ), 

 

(3.9) 

   ⃑⃑⃑ 
     

   ⃑⃑ 
    

      
    

 

 ⃑⃑     

  
. 

 

(3.10) 

Entonces, las relaciones de continuidad para   
    

,   
    

 y   
    

 en el sistema (A-11) adoptan 

la siguiente forma, 

 Para (  
    

   
    

   
    

   
    

), 

      
    

−    
    

 
(    

    
)        

    
−    

    

 
(    

    
)        

    
−

   
    

 
(    

    
)        

    
−    

    

 
(    

    
), 

 
 
 

(A- 12) 
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 Para (  
    

   
    

   
    

   
    

), 
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(A- 13) 

 

 Para (  
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(A- 14) 

 

 
Luego, con ayuda de (A-9) y (A-10) podemos expresar las relaciones de continuidad (A-12)-

(A-14) en términos de las componentes   
    

,   
    

,   
    

,   
    

,   
    

   
    

,   
    

 y   
    

, 

tal y como se muestra a continuación, 

 Para la continuidad de la componente   del desplazamiento eléctrico                                    

(  
    

   
    

   
    

   
    

) encontramos, 
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(A- 15) 

 

Multiplicando y dividiendo los  término   
    

  (donde        ) por −          en la ecuación 

(A-15) obtenemos: 

(   
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         *  
    

 

(   
    

 
  *  

    
 (   

    

 
  *  

    
 (

         

         *  
    

 (
         

         *  
    

,   

      

(A- 16) 
 

 
 Para la continuidad de la componente   de la intensidad magnética                                             

(  
    

   
    

   
    

   
    

) obtenemos, 
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 Para la continuidad de la componente   de la intensidad magnética                                             

(  
    

   
    

   
    

   
    

) encontramos 
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(A- 18) 

 

Puesto que   ⃑⃑                ⃑⃑⃑      , la ecuación (A-18) se transforma en, 
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(A- 19) 

 

 
Por otro lado, puesto que           ⁄ , entonces la condición (A-18) resulta ser equivalente 

a la condición (A-15).  Ahora, veamos cual es la estructura de las relaciones de continuidad 

  
    

,   
    

 y   
    

. Con ayuda de las relaciones (A-9) y (A-10) podemos expresar el sistema de 

ecuaciones en términos de las componentes   
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,   
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,   
    

 y 

  
    

, tal y como se muestra a continuación, 

 

 Para la continuidad de la componente   del campo eléctrico                                             
   

     
     

     
    obtenemos, 
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(A- 20) 
 

Multiplicando y dividiendo   
    

 (donde        ) por −         en la ecuación (A-20) 

encontramos, 
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 Para la continuidad de la componente   del campo eléctrico                                             

(  
    

   
    

   
    

   
    

) tenemos, 

 

  
    

   
    

      
    

      
    

   
    

   
    

      
    

      
    

, 

 
 

 
 
(A- 22) 
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 Para la continuidad de la componente   del campo magnético                                             

(  
    

   
    

   
    

   
    

) encontramos lo siguiente, 

 
    

    

 
 

    
    

 
 

    
    

 
 

    
    

 
, 

 

   
    

   
    

      
    

      
    

   
    

   
    

      
    

 

     
    

, 

 

 
 
 
 
 
(A- 23) 

 

Como podemos observar la condición de frontera (  
    

   
    

   
    

   
  ) es 

equivalente a la condición de frontera (  
    

   
    

   
    

   
    

). Luego, al reagrupar 

las relaciones de continuidad obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones, 

 

 Para la componente   del desplazamiento eléctrico,   
    

   
    

: 
 

(   
    

 
  *  

    
 (   

    

 
  *  

    
 (

         

         *  
    

 (
         

         *  
    

 

(   
    

 
  *  

    
 (   

    

 
  *  

    
 (

         

         *  
    

 (
         

         *  
    

, 

 

 
 
 
(A-15) 

 Para la componente   de la intensidad magnética,   
    

   
    

: 
 

(−
  
   

    *  
    

 (
  
   

    *  
    

 ( 
    

 

  
   

     
   * (

         

         *  
    

 

(− 
    

 

  
   

     
   * (

         

         *  
    

 

(−
  
   

    *  
    

 (
  
   

    *  
    

 ( 
    

 

  
   

     
   * (

         

         *  
    

 

(− 
    

 

  
   

     
   * (

         

         *  
    

, 

 

 
 
 
(A-17) 

 Para la componente   del campo eléctrico,   
    

   
    

: 
 

     
    

      
    

 (
  
   

    * (
         

         *  
    

− (
  
   

    * (
         

         *  
    

 

     
    

      
    

 (
  
   

    * (
         

         *  
    

− (
  
   

    * (
         

         *  
    

, 

 

 
 
 
(A-21) 

 Para la componente   del campo eléctrico   
    

   
    

  

 

  
    

   
    

      
    

      
    

   
    

   
    

      
    

      
    

, 

 
 
 
(A-22) 
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APÉNDICE B 
 
 
 

B.1 Sistema de ecuaciones para ondas TM incidentes.  

 
Consideremos el sistema de la figura 3.1 del capítulo 3. Supongamos una onda 

electromagnética en modo TM con amplitud   
    

, la cual incide desde la región en       con 

ángulo de incidencia   ; en la región     solo consideramos campos que se alejan de la 

película. Luego, en forma matricial tenemos [70,78], 

(

 
 

  
    

 

−          
    

 )

 
 

 (

            

            

            

            

,

(

 
 

 

  
    

−          
    

−          
    

)

 
 

. 

 

(B- 1) 
 

Del sistema (B-1) obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones, 

  
    

      
    

    (−          
    

)     (−          
    

),      

 

(B- 2) 
 

       
    

    (−          
    

)     (−          
    

), 

 

(B- 3) 
 

−          
    

      
    

    (−          
    

)     (−          
    

), 

 

(B- 4) 
 

       
    

    (−          
    

)     (−          
    

), 

 

(B- 5) 
 

Tomemos las ecuaciones (B-3) y (B-5). A continuación, consideremos   
   conocido. 

Obtenemos entonces un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas. Luego, resolviendo   
   

en términos de   
    

: 

  
    

                      

             
  

    
,      

 

(B- 6) 
 

Ahora resolvemos las ecuaciones (B-3) y (B-5) para obtener   
    

 en términos de   
    

: 

 

  
    

 
             

             
  

    
,      

 

(B- 7) 
 

Reemplazando, las ecuaciones (B-6) y (B-7) en la ecuación (B-2) encontramos los siguiente, 

  

  
    

         (   
             

             
−    −    

             

             
)  

    
,      

 

(B- 8) 
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Ahora, introducimos las ecuaciones (B-6) y (B-7) en la ecuación (B-4). Con esto, encontramos 

la siguiente expresión, 

  
    

 −
        

        (   
             

             
−    −    

             

             
)  

    
, 

 

(B- 9) 
 

 
 

B.1.1 Vectores de Poynting para ondas TM incidentes  

 
 
Con ayuda de las ecuaciones (A-9) y (A-10) obtenemos los campos incidentes, 

{

         
 

    
    

    
   

          

         
 

 
  

   

     
   

    
    

   

          
 

 

(B- 10) 
 

donde          
 

 es la componente   de la intensidad magnética incidente con polarización   (o 

modo TM) y          
 

 es la componente   del campo eléctrico incidente con polarización   (o 

modo TM). El termino    
    

 es la amplitud de          
 

  Luego, el vector de Poynting para una 

onda  -incidente está dada por la siguiente expresión, 

         
 

 
 

 
(         

 
)(         

 
)
 
 

 

 

  
   

     
|   

    
|
 

, 

 

(B- 11) 
 

 
De la misma forma podemos obtener los vectores de Poynting para las ondas reflejadas y 

transmitidas: 

 Para una onda   reflejada: 

{
 
 

 
           

 
 

      −       

      −       
   

    
     

   

          

          
 

 −
  

   

     

      −       

      −       
   

    
     

   

          

 

 

(B- 12) 
 

Luego, 

          
 

 
 

 
(          

 
)(          

 
)
 
 −

 

 

  
   

     

|             |
 

|             |
 |   

    
|
 

, 

 

(B- 13) 
 

 

donde           
 

 es la componente   de la intensidad magnética reflejada con polarización   (o 

modo TM) y           
 

 es la componente   del campo eléctrico reflejado con polarización   (o 

modo TM).  
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 Para onda   reflejada: 

{
 
 

 
           

          
      −       

      −       
   

    
     

   

          

          
          

  
 

     

      −       

      −       
   

    
     

   

          

 

 
donde           

  es la componente   de la intensidad magnética reflejada con 

polarización   (o modo TE) y           
  es la componente   del campo eléctrico 

reflejado con polarización   (o modo TE).  
 

(B- 14) 
 

Luego, 

          
  −

 

 
(          

 )(          
 )

 
 −(        )

  

 

  
   

     
|
             

             
|
 
|   

    
|
 

, 

 
 

(B- 15) 
 

 Para una onda   transmitida: 

{
 
 

 
         

 
 −

        

        
(   

      −       

      −       
−    −    

      −       

      −       
*   

    
    

   

          

        
 

 −
  
 

     

        

        
(   

      −       

      −       
−    −    

      −       

      −       
*   

    
    

   

          

 

 

(B- 16) 
 

Luego, 

        
 

 
 

 
(        

 
)(        

 
)
 
 

(
        

        )
 

 

 

  
   

     
|   

             

             
−    −    

             

             
|
 
|   

    
|
 
, 

 
donde         

 es la componente   de la intensidad magnética transmitida con 

polarización   (o modo TM) y         
  es la componente   del campo eléctrico 

transmitido con polarización   (o modo TM).  
 
 

(B- 17) 
 

 Para una onda   transmitida: 

{
 
 

 
         

          (   

      −       

      −       
−    −    

      −       

      −       
*   

    
    

   

          

        
  −

  
   

     
        (   

      −       

      −       
−    −    

      −       

      −       
*   

    
    

   

          

 

 

(B- 18) 
 

donde         
  es la componente   de la intensidad magnética transmitida con polarización   (o 

modo TE) y         
  es la componente   del campo eléctrico transmitido con polarización   (o 

modo TE).  
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Luego, 

        
  −

 

 
(        

 )(        
 )

 
, 

 (        )
  

 

  
   

     
|   

             

             
−    −    

             

             
|
 
|   

    
|
 

, 

 

(B- 19) 
 

 

 

B.1.2 Coeficientes de reflexión y transmisión para ondas TM incidentes 

 
Podemos obtener los coeficientes de transmisión y reflexión con a través de la razón de los 

vectores de Poynting [70,78]. 

 
Coeficiente de reflexión para la onda p reflejada: 

    
           

 

 
        
  |   |

 
 |

             

             
|
 

, 

 

(B- 20) 
 

donde     es la amplitud de reflexión para ondas transmitidas con polarización   a partir de 

ondas   incidentes. 

 
Coeficiente de reflexión para la onda s reflejada: 

    
           

 

 
        
  |   |

 
 |

             

             
|
 

, 

 

(B- 21) 
 

donde     es la amplitud de reflexión para ondas transmitidas con polarización   a partir de 

ondas   incidentes. 

 
Coeficiente de transmisión para la onda p transmitida: 

    
        
 

         
      

    
|   

             

             
−    −    

             

             
|
 
, 

 

         
    

|      −    −       |
 
     

    
|   

    
|
 
 

 

 
 
 
(B- 22) 

 

donde     es la amplitud de transmisión para ondas transmitidas con polarización   a partir 

de ondas   incidentes. 
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Coeficiente de transmisión para la onda s transmitida: 

    
        
 

         
      

    
|   

             

             
−    −    

             

             
|
 

, 

 

         
    

|      −    −       |
 
     

    
|   

    
|
 
 

 
 

 
 
(B- 23) 

 

donde     
    

 
      

   

      
     y donde     es la amplitud de transmisión para ondas transmitidas con 

polarización   a partir de ondas   incidentes. 

 

 

B.2. Sistema de ecuaciones para ondas TE incidentes 

 
Consideremos el sistema de la figura 3.1 del capítulo 3. Supongamos una onda 

electromagnética en modo TE con amplitud   
    

, la cual incide desde la región en       con 

ángulo de incidencia   ; en la región     solo consideramos campos que se alejan de la 

película. Luego, en forma matricial tenemos [70, 78], 

(

 
 

  
    

 

−          
    

 )

 
 

 (

            

            

            

            

,

(

 
 

  
    

  
    

 

−          
    

)

 
 

,      

 

(B- 24) 
 

Luego, de la ecuación (B-25) obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones, 

  
    

      
    

      
    

    (−          
    

), 

 

(B- 25) 
 

       
    

      
    

    (−          
    

), 

 

(B- 26) 
 

−          
    

      
    

      
    

    (−          
    

), 

 

(B- 27) 
 

       
    

      
    

    (−          
    

). 

 

(B- 28) 
 

Consideremos las ecuaciones (B-27) y (B-29). Suponiendo conocido   
    

 tenemos entonces 

un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas. Resolviendo para   
    

 en términos de   
    

 

tenemos: 

   
    

 
             

             
  

    
, (B- 29) 
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Ahora resolvemos las ecuaciones (B-27) y (B-29) para obtener   
    

 en términos de   
    

: 

   
    

 
             

                       
  

    
, 

 

(B- 30) 
 

A continuación, obtenemos los campos   
    

 y   
    

 en términos de la onda incidente   
    

. 

Para esto, reemplazamos (B-29) y (B-30) en (B-26) y (B-27). Con lo anterior, obtenemos las 

siguientes expresiones 

  
    

 (       
             

             
−    

             

               
)  

    
, 

 

(B- 31) 
 

  
    

 −
 

        (       
             

             
−    

             

               
)  

    
, 

 

(B- 32) 
 

 
 

B.2.1 Vectores de Poynting para ondas TE incidentes  

 
Con ayuda de las ecuaciones (A-9) y (A-10) obtenemos los campos incidentes, 

{
         

     
    

    
   

          

         
  −

  
   

     
   

    
    

   

          
, 

 

(B- 33) 
 

donde          
 

 es la componente   del campo eléctrico incidente con polarización   (o modo 

TE) y          
 

 es la componente   de la intensidad magnética incidente con polarización   (o 

modo TE). El termino    
    

 es la amplitud de          
   Luego, el vector de Poynting para una 

onda  -incidente está dada por la siguiente expresión, 

         
  −

 

 
(         

 )(         
 )

 
 

 

 

  
   

     
|   

    
|
 

, 

 

(B- 34) 
 

De la misma forma podemos obtener los vectores de Poynting para las ondas reflejadas y 

transmitidas: 

 

 Para una onda   reflejada: 

{
          

  
             

             
   

    
     

   

          

          
  

  
 

     

             

             
   

    
     

   

          
, 

 

(B- 35) 
 

donde           
  es la componente   del campo eléctrico reflejado con polarización   (o modo 

TE) y           
  es la componente   de la intensidad magnética reflejada con polarización   (o 

modo TE).  
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Luego, 

          
  −

 

 
(          

 
)(          

 
)
 
 −

 

 

  
   

     

|             |
 

|             |
 |   

    
|
 

, 

 

(B- 36) 
 

 

 Para una onda   reflejada: 

{
 
 

 
           

 
 

      −       

               −        
   

    
     

   

          

          
 

 −
  

   

     

      −       

               −        
   

    
     

   

          

 

 

(B- 37) 
 

donde           
 

 es la componente   de la intensidad magnética reflejada con polarización   (o 

modo TE) y           
 

 la componente   del campo eléctrico reflejada con polarización   (o modo 

TE).  

Luego, 

          
 

  
 

 
(          

 
)(          

 
)
 
 −

 

 

  
   

(        )
 
     

|
             

               
|
 
|   

    
|
 

,    

 
   

(B- 38) 
 

 Para una onda   transmitida: 

{
 
 

 
         

 
 −

 

        
(       

      −       

      −       
−    

      −       

       −        
*   

    
    

   

          

        
 

 −
 

        

   
   

     
(       

      −       

      −       
−    

      −       

       −        
*   

    
    

   

          

 

 

(B- 39) 
 

donde         
 

 es la componente   de la intensidad magnética transmitida con polarización   (o 

modo TM) y         
 

 la componente   del campo eléctrico transmitida con polarización   (o 

modo TM).  

Luego, 

        
 

 
 

 
(        

 
)(        

 
)
 
 

 

 

  
   

(        )
 
     

|       
             

             
−

   
             

               
|
 
|   

    
|
 

, 

 

(B- 40) 
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 Para una onda   transmitida: 

{
 
 

 
         

  (       

      −       

      −       
−    

      −       

       −        
*   

    
    

   

          

        
  −

  
   

     
(       

      −       

      −       
−    

      −       

       −        
*   

    
    

   

          

 

 

(B- 41) 
 

donde          
  es la componente   del campo eléctrico transmitido con polarización   (o modo 

TM) y         
  la componente   de la intensidad magnética transmitida con polarización   (o 

modo TM).  

Luego, 

        
  −

 

 
(        

 )(        
 )

 
 

 

 

  
   

     
|       

             

             
−    

             

               
|
 
|  

    
|
 

,      

 

(B- 42) 
 

 

 

B.2.2. Coeficientes de reflexión y transmisión para ondas TM incidentes 

 
Podemos obtener los coeficientes de transmisión y reflexión con a través de la razón de los 

vectores de Poynting [70,78] 

 
Coeficiente de reflexión para la onda s reflejada: 

    
           

 

         
  |   |

  |
             

             
|
 

, 

 

(B- 43) 
 

donde     es la amplitud de reflexión para ondas reflejadas con polarización   a partir de 

ondas   incidentes. 

 
 
Coeficiente de reflexión para la onda p reflejada:  

    
           

 

         
  |   |

 
 |

             

             
|
 

, 

 

(B- 44) 
 

donde     es la amplitud de reflexión para ondas reflejadas con polarización   a partir de 

ondas   incidentes. 
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Coeficiente de transmisión para la onda p transmitida: 

    
        
 

         
      

    
|       

             

             
−    

             

               
|
 

, 

 

         
    

|          −       |
 
     

    
|   

    
|
 
 

 

 
 
(B- 45) 

 

donde     
    

 
      

 

      
  y     es la amplitud de transmisión para ondas transmitidas con 

polarización   a partir de ondas   incidentes. 

 

Coeficiente de transmisión para la onda s transmitida: 

    
        
 

         
      

    
|       

             

             
−    

             

               
|
 

, 

 

(B- 46) 
 

donde     
    

 
      

 

      
  y     es la amplitud de transmisión para ondas transmitidas con 

polarización   a partir de ondas   incidentes. 
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APÉNDICE C 
 
 
 

C.1 Matriz de propagación para una onda que viaja a través de un medio homogéneo e 
isotrópico 
 
 
Con el objetivo de describir la propagación de la onda dentro de un medio homogéneo e 

isotrópico y que se encuentra delimitado por dos interfaces, (tal y como se muestra en la 

figura C.1) es preciso introducir una matriz adicional. Esta matriz nos permitirá mostrar la 

transición desde la matriz       a la matriz       que se mencionó en la sección 4.2. 

 

  
 
 
Figura C.1: descripción esquemática de la propagacion de una onda en un medio homogeneo 
2. El medio se encuentra atravesado por dos supercicies en      ⁄ . 
 
 
Para ello supongamos que los medios 3 y 1 en la figura 4.2 son exactamente iguales al medio 

2. Es decir, tenemos un medio con permitividad eléctrica        , permeabilidad magnética 

        y parámetro topológico         que se encuentra delimitado por dos superficies en 

    
 ⁄ , tal y como se muestra en la figura C.1. Bajo estas consideraciones, los campos (4.1) 

y (4.3) adoptan la siguiente forma,  

(
  

   

  
   

+  (
   

    

  
    

+    
   

(   
 ⁄ )           (

  
    

   
    +     

   
(   

 ⁄ )          ,   −  
 ⁄  

 

(C- 1) 
 

(
  

   

  
   

+  (
  

    

   
    +    

   
(   

 ⁄ )           (
  

    

   
    +     

   
(   

 ⁄ )          ,    
 ⁄  

 

(C- 2) 
 

 

⨀(𝐸𝑦
     𝐻𝑦

    
)

𝑧  −𝑙
 ⁄  𝑧  𝑙

 ⁄  

𝜀    𝜇    𝜃    

𝑘⃑      

𝑥 

⨀𝑦 

𝑧 



Apéndice C 

 

 
104 

 

En las ecuaciones (C-1) y (C-2) se han hecho las siguientes consideraciones: 

  
   

   
   

   
   

,      (
  

    

  
    

+  (
  

    

  
    

+  (
  

    

  
    

+,        (
  

    

  
    

+  (
  

    

  
    

+  (
  

    

  
    

+. 

 

(C- 3) 
 

A continuación, calculemos los campos  (C-1) y (C-2) cuando   −  
 ⁄ . Luego, 

Para los campos que inicialmente estaban en   −  
 ⁄  obtenemos, 

(
  

   

  
   

+

    
 ⁄

 (
  

   

  
   

+

   
 ⁄   

 

 (
  

   

  
   

+

   
 ⁄   

 

, (C- 4) 
 

 

Para los campos que inicialmente estaban en,    
 ⁄  obtenemos, 

(
  

   

  
   

+

    
 ⁄

 (
  

   

  
   

+

   
 ⁄   

 

 (
  

   

  
   

+

   
 ⁄   

 

 , 

 

(C- 5) 
 

donde 

{
  
 

  
 

(
  

   

  
   

+

   
 ⁄   

 

 (
   

    

   
    

+                   (
  

   

  
   

+

   
 ⁄   

 

  (
   

    

   
    

+           

(
  

   

  
   

+

   
 ⁄   

 

 (
   

    

   
    

+    
   

                      (
  

   

  
   

+

   
 ⁄   

 

 (
   

    

   
    

+     
   

           

 

 

(C- 6) 
 

Con lo anterior podemos calcular una matriz    que describa la propagación de la onda a 

través del medio dos en una distancia   

(

 
 
 
 (

  
   

  
   

+

   
 ⁄   

 

(
  

   

  
   

+

   
 ⁄   

 

)

 
 
 
 

  

(

 
 
 
 (

  
   

  
   

+

   
 ⁄   

 

(
  

   

  
   

+

   
 ⁄   

 

)

 
 
 
 

, 

 

(C- 7) 
 

Reemplazando las expresiones (C.6) en (C.7) obtenemos 

(

 
 
 

(
   

    

   
    

+    
  

(
   

    

   
    

+     
  

)

 
 
 

  

(

 
 
 
(
   

    

   
    

+

(
   

    

   
    

+
)

 
 
 

 . 
   

   
  

      
   

 
/

(

 
 
 
(
   

    

   
    

+

(
   

    

   
    

+
)

 
 
 

  

(

 
 
 
(
   

    

   
    

+

(
   

    

   
    

+
)

 
 
 

, 
(C- 8) 
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Luego, 

  . 
   

   
  

  −   
   

 
/. 

 

(C- 9) 
 

La matriz   en (C.9) se define como la matriz de propagación de la onda en el medio 

homogéneo 2 en una distancia  . Por comodidad, en el desarrollo hemos considerado los 

campos eléctrico y magnético por separado y por esto la matriz obtenida es 2x2. Sin embargo, 

se puede obtener una matriz 4x4 de forma análoga cuando se consideran las cuatro 

componentes   
    

,   
    

,   
    

 y   
    

. Luego, la matriz que describe la propagación en el       

medio 2 en nuestro caso está dada por [78] 

        

(

 
 
    

   
    

      
   

   

      
   

  

        
   

 )

 
 

. 

 

(C- 10) 
 

 
 
 
 
C.2 Matriz de transferencia para un una onda que se propaga a través de un sistema de 
tres capas 
 
 
Como se discutió en la sección 4.2, la matriz que describe la propagación de una onda en un 
sistema compuesto por tres capas está dada por [78]: 
 

                         . (4.21) 

  donde  
 

      
 

 

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
       

     −     
    √

  
   

  
       

         −√
  

   

  
       

         

 −     
          

    −√
  

   

  
       

         √
  

   

  
       

         

−√
  

   

  
    

    −√
  

   

  
    

    √
  
   

  
   

  
   

  
   (      

    
) √

  
   

  
   

  
   

  
   ( −     

    
)

−√
  

   

  
    

    −√
  

   

  
    

    √
  
   

  
   

  
   

  
   ( −     

    
) √

  
   

  
   

  
   

  
   (      

    
)
)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,  

 
 

(C- 11) 
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(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
       

     −     
    √

  
   

  
       

         −√
  

   

  
       

         

 −     
          

    −√
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La matriz          esta dada por la expresión (C-10). Luego, al realizar el producto 
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Al realizar el producto de matrices en (C-13) obtenemos los elementos de la matriz de 

transferencia para el sistema de tres capas. Si multiplicamos la primera fila de la primera 

matriz en (C-13) con la primera columna de la segunda matriz, obtenemos el elemento    
      

 

tal y como se muestra a continuación, 
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Si multiplicamos la tercera fila de la primera matriz en (C-13) con la primera columna de la 

segunda matriz, obtenemos el elemento    
      

: 
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Luego, 
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Al multiplicar la primera fila de la primera matriz en (C-13) con la tercera columna de la 

segunda matriz, obtenemos el elemento    
      

: 
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Por otro lado si multiplicamos la tercera fila de la primera matriz en (C-13) con la tercera 

columna de la segunda matriz, obtenemos el elemento    
      

: 
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Luego, 
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De forma similar se obtienen los otros 12 elementos de la matriz de transferencia. 
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