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RESUMEN

En el marco de la electrodindmica del axion, se examinaron las propiedades electrodinamicas
en sistemas estratificados que contienen aislantes topologicos (TI) a través del método de
matriz de transferencia. Se obtuvieron los elementos de la matriz de transferencia para una
interfaz que separa dos medios con una topologia no trivial y para una pelicula compuesta por
un aislante topoldgico. Se mostré que le término topolégico induce un acople de los modos de
propagacion TM (transversal magnético) y TE (transversal eléctrico). Este acople se ve
reflejado en la presencia de nuevos términos en la matriz de transferencia, los cuales
dependen linealmente del término, aA8/m (donde « es el coeficiente de estructura fina y A6
es la diferencia de los parametros topoldgicos de los medios involucrados). Demostramos que
la presencia de estos nuevos elementos de matriz introduce correcciones del orden de
a?~5,32 x 107> en los coeficientes de transmisién y reflexién. Ademas, se da lugar a la
transmision y reflexion de ondas en modo TM a partir de ondas TE incidentes y viceversa. Se
demostré que si la pelicula tiene un indice de refraccion mayor al indice de refraccién del
medio que la rodea, aparecen las oscilaciones de Fabry-Perét con una ligera correccion del
orden de a? en los picos maximos. Por otro lado, cuando el indice de refraccién del medio
circundante es mayor, entonces las ondas electromagnéticas atraviesan la pelicula por
tunelamiento con la misma correccién de a?. Se mostré que en una estructura de doble capa
con aislantes topoldégicos, el porcentaje de energia transmitido en forma de ondas se restringe
a intervalos de frecuencia mas pequefios al incrementar el espesor de cada capa. Realizamos
una extensién del formalismo obtenido a sistemas multicapa con aislantes topoloégicos, en los
cuales se observan intervalos de frecuencia en que la transmision de ondas puras
(transmision de ondas en modo TM/TE a partir de ondas TM/TE incidentes) es cero. Sin
embargo, se muestra que en estos intervalos aparece la transmisién de pequefias cantidades
de energia en forma de ondas mixtas (es decir, transmisiéon de ondas en modo TM a partir de
ondas TE incidentes y viceversa) debido a la introduccién del termino del axion.



ABSTRACT

In the framework of axion electrodynamics, the electrodynamic properties in stratified
systems containing topological insulators (TI) were examined through the transfer matrix
method. The elements of the transfer matrix were obtained for an interface that separates two
media with a nontrivial topology and for a slab composed of a topological insulator. It was
shown that the topological term induces a coupling of the propagation modes TM (transversal
magnetic) and TE (transversal electric). This coupling is reflected in the presence of new
terms in the transfer matrix which depend linearly on the term, a46/m (where a is the
coefficient of fine structure and A48 is the difference of the topological parameters of the
mediums involved). We show that the presence of these new matrix elements introduces
corrections of the order of @?~5,32 X 10~° in the transmission and reflection coefficients. In
addition, the transmission and reflection of waves in TM mode is generated from incident TE
waves and vice versa. It was demonstrated that if the film has a refractive index higher than
the refractive index of the surrounding medium, the oscillations of Fabry-Perot appear with a
slight correction of the order of @? in the maximum peaks. On the other hand, when the
refractive index of the surrounding medium is greater, then the electromagnetic waves pass
through the film by tunneling with the same correction of a?. It was shown that in a double
layer structure with topological insulators, the percentage of energy transmitted in the form
of waves are restricted to smaller frequency intervals by increasing the thickness of each
layer. We made an extension of the formalism obtained to multilayer systems with topological
insulators, in which were observed intervals of forbidden frequencies for the transmission of
pure waves (transmission of waves in TM / TE mode from incident TM / TE waves). However,
due to the introduction of the axion term, the transmission of small amounts of energy in the
form of mixed waves (i.e. transmission of TM mode waves from incident TE waves and vice
versa) appears within these intervals.
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1. INTRODUCCION

Los aislantes topoldgicos (TI) son nuevos estados cudnticos de la materia que se comportan
como un aislante en el interior, pero al mismo tiempo presentan estados de conduccién
superficiales [1-5]. Estos estados superficiales son el resultado del fuerte acoplamiento espin-
orbita que presenta el material y se encuentran topolégicamente protegidos respecto a la
simetria de inversién temporal [5]. En el 2006, los cientificos Andrei Bernevig, Taylor Hughes
y Zhang Shou-Cheng propusieron un mecanismo de inversién de bandas para encontrar
materiales con estas caracteristicas [6,7]. En este mecanismo, el ordenamiento normal de la
banda de conduccién se invierte con la banda de valencia debido al fuerte acoplamiento spin-
orbita que presenta el material. Ademas, predijeron que el crecimiento de pozos de HgTe
(telurio de mercurio) en medio de capas de CdTe (teluro de cadmio) eran candidatos para ser
aislantes topoldgicos [6-8].

En semiconductores comunes, la banda de conduccién es formada por electrones en orbitales
s y la banda de valencia es formada por electrones en orbitales p. Sin embargo, en elementos
pesados como Hg y Te, la banda con orbitales p se encuentra por encima de la banda con
orbitales s debido al fuerte acoplamiento espin-orbita [1,8]. Por otro lado, el CdTe tiene una
red similar a la del HgTe pero con acoplamiento espin-orbita mas débil. Cuando se crecen
pozos de HgTe en medio de capas de CdTe, es posible controlar la estructura de bandas del
sistema al variar el espesor de las capas. Si la capa de HgTe tiene un espesor d por debajo de
un determinado valor critico d, la estructura de bandas predominante es la del CdTe [1,8].
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Figura 1. 1: En (a) se esquematiza el efecto dominante que posee el CdTe, cuando la capa de
HgTe tiene un espesor por debajo del valor critico (d < d.). En (b) se muestra la inversion
de bandas que presenta el sistema cuando la capa HgTe supera el valor critico (d > d.). Los
graficos fueron adaptados de [1].




1. Introduccién

En la figura 1(a) se muestra como la banda E1, (la cual corresponde a la banda con orbitales s)
se encuentra por encima de la banda H1 (la cual corresponde a la banda con orbitales p),
dando lugar al ordenamiento normal del CdTe. En la figura 1(b) se muestra un sistema en cual
el espesor de la capa de HgTe se encuentra por encima del valor critico, dando lugar a la
inversion de la estructura de bandas del sistema (en este caso la banda H1 se encuentra por
encima de la banda E1) debido al fuerte acoplamiento espin-6rbita del HgTe. El espesor
critico d, para el cual se presenta la inversién de bandas en este caso es de ~6,3nm [1,8].

El comportamiento que presenta HgTe puede ser descrito por un modelamiento de dos
bandas para E1y H1 [1]. La solucion explicita del modelo, da lugar a una solucién sin estados
de superficie en el régimen d < d, y una solucién con un par de estados superficiales cuando
d > d., tal y como se muestra en las figuras 1.2(a) y 1.2(b) respectivamente [1]. Poco tiempo
después de la prediccién tedrica, un equipo de la Universidad de Wurzburg liderado por
Laurens Molenkamp observd la inversion de bandas en pozos cuanticos de HgTe que fueron
crecidos por medio de epitaxia de haz molecular [7]. Posteriormente, este fendémeno fue
predicho y observado experimentalmente en varios sistemas 3-dimensionales [9-11] tales
como BI,_,Sb,, Bi,Se;, Bi,Tezy Sb,Te; [12,14].
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Figura 1. 2: En (a) se muestra el espectro de energia que presenta el sistema HgTe/CdTe
cuando d < d.. En (b) el pozo de potencial presenta un gap de energia, pero dentro de este
aparecen dos estados de superficie que se representa por una linea roja y una linea azul. Los
graficos fueron adaptados de [8].
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1. Introduccién

Recientemente se han hecho extensivos estudios en las propiedades electrodinamicas que
presentan los TI. La respuesta electromagnética en estos materiales se encuentra
caracterizada por la introduccion del término del axion [15-17]:

ALgyion~OE * B, (1.1)

donde @ es un parametro que indica la topologia del medio en que se propagan las ondas, E

el campo eléctrico y B el campo magnético. La forma del lagrangiano (1.1) implica que un
campo eléctrico puede inducir una polarizacién magnética, mientras que un campo magnético
puede inducir una polarizacién eléctrica. Este efecto es conocido como efecto magneto-
eléctrico topolégico y 6 adopta el significado de polarizacion magneto-eléctrica [18-21].
Ademas, La inclusién del lagrangiano (1.1) en la accién del campo electromagnético modifica
el sistema de las ecuaciones de Maxwell (en particular la ley de induccién de Faraday y la ley
de Ampere) y conlleva a una discretizacidn de la respuesta electromagnética en términos de la
constante de estructura fina (a = e?/hc) [22,23], tal y como se demostrara en la seccién 2.1.
De igual forma, el término del axion dentro de las ecuaciones de Maxwell implica la existencia
de nuevas fuentes de carga y corriente que producen cambios en el desplazamiento eléctrico e
intensidad magnética respectivamente tal como se presentara en la seccién 2.2. Por otro lado,
la presencia del parametro topolégico lleva a efectos inusuales y ex6ticos, como el efecto Hall
cuantico de espin [22-23], el efecto magneto-eléctrico cuantico [24], imagen monopolo
magnético [1], efecto magneto-6ptico Kerr/Faraday y el efecto Witten [24-35].

En particular, se ha prestado especial atencion al estudio de las excitaciones colectivas que
podrian manifestarse en la interface entre dos medios con diferentes propiedades topoldgicas.
Para estos sistemas se han predicho ondas de densidad de carga y de densidad de espin, cuya
existencia estd intimamente asociada a las propiedades no triviales de los aislantes
topoloégicos [36-39]. Para este tipo de sistemas se ha estudiado la respuesta del espin
electréonico [40] al aplicar un campo magnético perpendicular a la superficie de un aislante
topoldgico; ademas de las excitaciones colectivas [41,42] localizadas en la frontera entre un
aislante con una topologia trivial y un aislante con una topolégica no trivial, se observo que la
inclusion del término del axion en las relaciones constitutivas produce un acople de los
campos eléctrico/magnético en la interface y se encontré que la relaciéon de dispersion para
la propagacion de las ondas en el material depende del cuadrado del termino topolégico [42].
Por otro lado, se ha analizado la estructura electronica en interfaces aislantes
topoloégicos/aislantes ferromagnéticos [43] asi como la unién entre superficies tipo p y
superficies tipo n en TI para el desarrollo de futuros dispositivos electréonicos [44].

Los resultados (obtenidos al analizar la respuesta electromagnética que presentan interfaces
entre materiales que poseen una topologia no trivial) se han extendido a sistemas mas
complejos. Se ha hecho énfasis en la investigacion de las propiedades 6pticas que exhiben las
peliculas delgadas rodeadas por aislantes topologicos [45,46]. Es bien sabido, [47,48] que si
una pelicula delgada estad rodeada por aislantes convencionales, en el limite de no retardo
para grandes longitudes de onda, las excitaciones colectivas en las superficies estan acopladas
electromagnéticamente y las curvas de dispersién para los modos localizados en cada una de
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1. Introduccién

las superficies se desdoblan en estados analogos a los estados ligados y antiligados. En el
trabajo realizado en [49] se estudia un sistema semejante al presentado en la figura 1.3; en los
resultados obtenidos se muestra como los efectos causados con la introduccién del término
topolégico pueden llevar a un comportamiento no-oscilatorio de la funcién de estado
superficial, lo cual modifica las leyes de dispersiéon y producen un acople entre los modos de
propagacion transversal eléctrico (TE) y transversal magnético (TM) que depende del
cuadrado de la variacion del parametro topolégico de los medios involucrados [49], tal y como
se presenta en las ecuaciones (1.2) y (1.3).

7z A
g(l),#(l), [21€M)
z=1/2
Pelicula
= X
® POMMONIC)
Y H z=-1/2
EONNON:IS)

Figura 1.3: Se muestra una pelicula delgada de espesor I con una permitividad dieléctrica
£?, una permeabilidad magnética u® y un parametro topolégico 8?® rodeada por un
medio con una permitividad dieléctrica €@, una permeabilidad magnética u™® y un
parametro topolégico 81,

[u(l) +u® (z—l) tanh (KZ é)] [5(1) (z—j) + ¢@tanh (K2 é)] + (1.2)
[a % : Z—Zu(l)u(z)tanh (KZ é) =0,

R A TR FeR N P
[a % : Z—Zy(l)u(z)coth (KZ2 é) =0,

donde ¢® y u® (con i=1,2) son respectivamente: la permitividad dieléctrica y
permeabilidad magnética en el i-ésimo medio. El término A6 contiene la diferencia de
parametros topoldgicos de los medios separados por cada interface, k© es el vector de onda
en el i-ésimo medio y [ es el espesor de la pelicula. En las ecuaciones (1.2) y (1.3), el primer
corchete a la izquierda corresponde a los estados ligados y anti ligados (respectivamente)
para los modos TE, mientras el segundo corchete contiene los estados ligados y anti ligados
(respectivamente) para los modos TM. La presencia del término (a A8/m)?, hace posible el
acople de ambos modos. En particular, existe una regién del espectro en la cual aparece una
onda cuya velocidad de grupo es negativa y el término asociado a la topologia no trivial es

12



1. Introduccién

independiente del espesor de la pelicula. Adicionalmente se han realizado estudios de la
magnetizacion [51], magneto-resistencia [52] y del transporte de portadores de carga y espin
[53,54] para la fabricacion de dispositivos.

También se han predicho modos acoplados plasmén-polaritén bajo las condiciones del efecto
magnetoeléctrico topolégico [42,55-57]. Asi mismo se han realizado estudios teoricos y
experimentales de modos acoplados electréon-fonén [58-60] y exiton-polaritén [61] en las
superficies de sistemas que contienen aislantes topoldgicos. En particular, se demostré que la
interface entre un metal y un aislante topolégico dopado lleva a que el plano de polarizacion
del plasmoén superficial esté rotado con respecto al plano de la interfaz. Desde el punto de
vista experimental, esta clase de plasmones se han podido excitar en los estados superficiales
del aislante topolégico Bi,Se; [62,63] y se ha demostrado que dichas excitaciones juegan un
papel importante en el incremento del espectro de fotoluminiscencia en la superficie de un
aislante topolégico [64] y llevan a la formacidn de brechas no-triviales asociadas a la aparicién
de estados topoldgicos protegidos en microcavidades de aislantes topolégicos [65].

También se ha considerado la posibilidad de separar las excitaciones de espin y de carga en
peliculas delgadas de aislantes topolégicos [39]. En este caso, las excitaciones superficiales
correspondientes a oscilaciones en fase de las funciones de onda electrénicas son de tipo
plasménico puro, mientras que las excitaciones de espin estan asociadas a oscilaciones en
oposicion de fase.

Estos resultados indican que el espectro de las excitaciones colectivas en arreglos de capas
alternantes de aislantes convencionales y aislantes topolégicos puede presentar una gran
variedad de nuevos efectos, asociados a la aparicion de brechas de Bragg relacionadas con la
invariancia traslacional. Adicionalmente, puede ser de interés investigar cémo la presencia del
pardmetro topoldgico influye en las caracteristicas de los modos localizados que surgen
cuando se rompe la simetria de traslaciéon ya sea por defectos de inclusiéon [66] o por
introduccién de un ordenamiento cuasi-periddico [67].

Por otro lado, el espectro de excitaciones colectivas en sistemas con gases electronicos de baja
dimensionalidad puede verse alterado al incluir efectos de interacciéon espin-drbita, tales
como las interacciones Rashba y Dresselhauss [68,69]. Cabe esperar que estas interacciones
puedan afectar el espectro de las excitaciones colectivas en aislantes topolégicos dopados.

Actualmente se estan examinando las propiedades electrodindmicas en superficies y sistemas
multicapa que contienen aislantes topolégicos con ayuda del método de matriz de
transferencia (o MMT) [70-76] y por medio del método de funciones de Green [77]. Estos
métodos se han utilizado para analizar la propagacion de ondas electromagnéticas, acusticas y
ondas elasticas cuando pasan de un medio a otro, asi como sus coeficientes de transmision y
reflexién [75,76]. Al considerar una interface entre un dieléctrico convencional y un aislante
topologico podemos obtener las amplitudes de los campos (eléctrico y magnético) de uno de
los medios en términos de los campos presentes en el otro medio [78]. Con ayuda de este
método se observo como la topologia no trivial de los medios induce correcciones del orden
del cuadrado del coeficiente de estructura fina en los coeficientes de trasmision y reflexién. De
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1. Introduccién

igual forma, se encontré que los angulos de rotaciéon no trivial Kerr/Faraday de la luz
reflejada/transmitida en este caso, presentaban no solo una dependencia lineal con la
diferencia de los términos topolégicos involucrados sino también con la relacién entre el
angulo incidente y el angulo de Brewster [70]. En ausencia del aislante topoldgico o para
medios cuyos pardmetros topolégicos son iguales, estos efectos desaparecen. Ademas,
muchos de los resultados obtenidos con el MMT aplicado a sistemas que poseen una
topoldgica no trivial han permitido hacer estudios en otros efectos interesantes, tales como el
efecto Casimir repulsivo [72-74,79], asi como los cambios que sufren las propiedades 6pticas
en sistemas que contienen aislantes topolégicos y metamateriales [46].

Como se mencion6 anteriormente, en los ultimos afios se ha prestado especial atencién a los
efectos que se producen en la frontera que separa dos aislantes que poseen una topologia no
trivial. Esto ha llevado a estudiar superficies mas complejas, las cuales modifican las
condiciones de contorno, tales como estructuras esféricas y cilindricas [80-83]. Con ayuda del
método de funcién de Green se ha logrado estudiar el monopdlo magnético imagen que se
produce cuando una carga eléctrica se encuentra cerca de la superficie de un TI [82-84],
ademas de evidencia teérica de radiacién electromagnética invertida de Vavilov-Cerenkov
[85]. También se han observado otros fendmenos interesantes como el efecto Casimir
anémalo [86] y el efecto anémalo de Nernst [87] en la superficie de aislantes topolégicos. Por
otro lado, un formalismo similar ha sido utilizado para estudiar las propiedades dpticas en la
superficie de otros materiales con orden topoldgico no trivial, como por ejemplo en la
interfaces que aparecen cuando se combinan aislantes de Chern y metamateriales quirales
[88-90]. Otro tipo de materiales topoldgicos, son los semimetales de Weyl [91], sobre los
cuales se han tratado problemas de condiciones de frontera [92] en la superficie e
interacciones de cargar con la misma [93]. Ademas, se han predicho diversos efectos dpticos
en su superficie tal y como sucede con los aislantes topoldgicos, por ejemplo plasménes y
polaritones superficiales [94], efecto casimir repulsivo [95] y efecto Kerr/Faraday [96].

En este trabajo se estudia el papel que juega la presencia de una topologia no trivial en las
propiedades oOpticas de sistemas que contienen superficies entre aislantes topoldgicos y
aislantes convencionales. Se propone un formalismo de matriz de transferencia 4x4 para
analizar la respuesta electromagnética en diferentes sistemas estratificados que contienen
aislantes topoldgicos. Se obtienen los cambios que sufre la matriz de transferencia en una
pelicula y en un sistema multicapa, al incluir el término del axion en las relaciones
constitutivas de los medios comprometidos. Se examinan las modificaciones que introduce el
TI en los coeficientes de Fresnel en peliculas delgadas y en sistemas multicapa cuando se
consideran medios con diferentes pardmetros topoldgicos. De igual modo, se estudia el
tunelamiento resonante a través de una pelicula sumergida en un medio con una topologia no
trivial y para una estructura de doble capa con TIL.
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2. ELECTRODINAMICA EN AISLANTES TOPOLOGICOS

En electrodindmica clasica la funcion de accion Sy;4,we; de un sistema de cargas en un campo
electromagnético consiste de tres partes:

SMaxwel = Sm + Sms +S¢ + 5S¢, (2.1)

donde el primer termino S,, = — Y mc, [ ds, es la accién de las particulas libres en ausencia
de campo y contiene la masa m de la particula, la velocidad de la luz ¢, y el intervalo entre
eventos ds = ,/dx,dx* (con dx, y dx* como 4-vectores de espacio-tiempo). El segundo

término Sy, = — = ) A, J*dQ esla accion que corresponde a la interaccion entre las particulas
0

y el campo, siendo /¥ el 4-vector de densidad de corriente y A, el 4-potencial del campo en el
punto del espacio-tiempo en el que la particula esta localizada. El término S corresponde a la
accién del campo, la cual sélo depende de las propiedades del campo en si, es decir en
ausencia de cargas y estd dada por §f = —% E,,F*dQ, donde F*/E,, es el tensor del

campo electromagnético en forma contravariante/covariante respectivamente, &, la

permitividad eléctrica del vacio y dQ = dVdt (con dV el diferencial de volumen y dt el

1

diferencial de tiempo). Finalmente, el término Scz—TfF,wP‘“’dQ describe las
0

caracteristicas polarizables y magnetizables del sistema con P*¥ el tensor de magnetizacion y
polarizacion. Por lo tanto, se tiene que la accién de un sistema de cargas en un campo
electromagnético tiene la forma [97,98],

Co€o

1 1
Suaxwer = —mcg [ ds — - JAJ#dQ — =2 [ F F*7dQ — o J E,,P*dQ, (2.2)

Al variar la acciéon de Maxwell, la primera integral a la derecha de la ecuacién (2.2) se hace
cero [97,98]. Luego,

Co€o 1 1 2.3
SMaxwel = f (_TFIWF;'W - aA;Ju - Z_COF#VPMV> dQ. (2.3)

Obsérvese que en las expresiones (2.2) y (2.3) aparece solamente uno de los invariantes del
campo electromagnético, el cual esta definido por el término F“VFI'W. Esto se debe a que el
otro invariante del campo dado por la magnitud s“ﬂ”"FaﬁFl'W, (donde £%PHV es el tensor Levi-
Civita en 4-dimensiones) es una 4-divergencia y al integrarla no realiza ningin aporte a las
ecuaciones de movimiento [97,98]. Este segundo invariante es precisamente el término que
debe ser incluido para explicar el comportamiento electrodindmico de los aislantes
topologicos. Los aislantes topolégicos son soélidos cristalinos invariantes bajo inversion
temporal, los cuales poseen una estructura bandas la cual esta caracterizada por un invariante
topoldgico Z, [1-5,21].
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2. Electrodinamica en aislantes topolégicos

Estos materiales poseen una topologia no trivial y se comportan como un aislante en el bulk
pero conducen en la superficie. Los estados superficiales se encuentran protegidos bajo
inversiéon temporal y se manifiestan en forma de corrientes superficiales, las cuales se
representan con la introduccién del término del axion [15, 20-22]:

ALgyion = ——0(x)e*FFVFypF,,, (2.4)

8mloCo

donde 6(x) es el término topoldgico, @ la constante de estructura fina, y, la permeabilidad
magnética del vacio y c la velocidad de la luz [21]. Al adicionar la densidad lagrangiana (2.4) a
la accién del campo electromagnético convencional (2.3) obtenemos la accién total,

St = Smaxwel + Saxions (2.5)

1 CoE 1 1
Sp = [ (-2 P Eyy = 2 A" = 5= Fo PP ) A0

Co

a

[ 0(x)e PHF 5E,, d,  (2:6)

8mpoCo

La adicién del nuevo término a la derecha de la ecuacion (2.5) altera la estructura de las
ecuaciones de Maxwell convencionales asi como las relaciones constitutivas en materiales que
contienen aislantes topoloégicos [15,21].

2.1 Ecuaciones de Maxwell en aislantes topoldgicos

A continuaciéon vamos a observar los cambios que sufren las ecuaciones de Maxwell en los
aislantes topoldgicos; para ello vamos a calcular las ecuaciones de movimiento que resultan
de la ecuacién (2.6). En términos de ¢, A4, p, J, E y B la accion Sy queda expresada de la
siguiente forma [97,98],

ST=—if(@—A-])dQ—%fz(Bz—C%Ez)dn—if[—Z(E-P+B-M)]dn+ (2.7)
@ fe(x)(—%E-B)dQ,

87y Co

donde

r AJh=pp—A-] (2.8)
F¥'E, =2 (B? — S E?)

— { 0(x)e P FogF,, = 6(x) (—2E - B),

F,,P* = —2(E-P + B - M)

2

e .
@ =— ,constante de estructura fina

Con P y M son los vectores de polarizaciéon y magnetizacion respectivamente.
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2. Electrodinamica en aislantes topologicos

Puesto que [97,98],

_){E=—(I7¢ +2) (2.9)
B=VxA4

La accion adopta la siguiente forma:

1 1 94\ 2 2.10
ST:—af(qu—A-])dQ—cozjf[(VxA)z—CO—Z(V¢+E>]dﬂ (2.10)

+C_10 [_(v¢+a—A)-P+(VxA)-M]dQ

THoCo? f@(x)(|7¢+ ) (7 x A4) dQ

Variemos la accion (2.10) con respecto a ¢ de tal forma que podamos obtener las ecuaciones
de movimiento correspondientes al sistema en consideracion. Al realizar el cambio
¢ — ¢ + ¢ es posible calcular la variaciéon [97-99],

8S = S[p + 66] — S[¢]. (2.11)

En nuestro caso debemos analizar la variacion de dos acciones, Sygxwetr V Saxion-
Comencemos con la variacion de la primera, § Sy qxweir-

SMaxwell [¢ + 8¢] 1
——— [0 +66) - 4140
0

Coto (2.12)

_ Co¥o {(VxA)Z—i[V(¢+5¢)+a—A]2}dQ
2 Co? ot
1 94
+C—Of{—[|7(¢+5¢)+E]-P+(|7><A)-M}d9=
_ _Clof[qu+p5¢_A.]]dQ_C°2ﬁf{(VxA)2 -=|(ve +‘;—':)+|7(6¢)]2}dﬂ+
%f{— (V) +22) + v(59)|- P+ (v x 4) - M} o

En este caso podemos despreciar los términos de orden superior (V(5¢))2 = (. Luego,

SMaxwell [¢ + &l)
=——f pd — A]dQ——g (7 x ,¢1)2—i(l7¢+6'4)2 dqQ
2 Co

+_ (- (V¢+_A) p+(v><A)-M}dn—fp6¢dn (2.13)

+— f V¢+ V(6¢>)dﬂ—— f V(6¢) - PdQ
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2. Electrodinamica en aislantes topologicos

Adicionalmente, integramos por partes el quinto y el sexto termino que se encuentran a la
derecha de la ecuacidn (2.13). Luego,

Smaxweul® + 8¢] =
= if[qb A 1]am—T {(V A)z—i(v¢+z‘:)}dn
+if _ V¢+6—A>-P+(VxA)-M}dQ—fp&i)dQ
fv(v¢+ )(6¢)dﬂ+ [(6¢)VPdQ

(2.14)

Donde hemos despreciado los términos superficiales fV[(V¢>+ )(6(}.’))] dl=0 vy

[ V[(6¢)P]dQ = 0. En la ecuacién (2.14) podemos observar que los primeros tres términos a
la derecha definen la accion Sygywen[¢] para el campo electromagnético en materiales
convencionales,

SMaxwell[¢ + 5¢] = Smaxwell [‘.b] (2- 15)
~[pogpda -2 (v (v +30) (5¢)da + = f(5¢)|7PdQ

El segundo término al lado derecho de la igualdad en la ecuacion (2.15) hace referencia la
accion en funcién del potencial ¢. Luego,

8Suaxwen = = | p8¢d2 =2 [V (V9 +57) (6)d0 + = [(54)7PdQ. (2.16)

A continuacién calculemos la variacion, § Syy;0n respecto a ¢:

(2.17)

04
Sasionl® + 561 = —— [ 060 |79 + 69) + 5| - (7 x Ay

0%0
[0 (79 +57) - (7 x M)A+ = [ 0(x)V(69) - (V x 4) dO,

TtioCo?

Integrando por partes el segundo término a la derecha de la ecuacién (2.17) se obtiene,

0(x) (qu + a—A) - (V x A) dQ (2.18)

J (&p) V[0 (x)(V x A)]dQ

Saxion [¢ + 5¢] =

nucz

donde [ P[0(x)(6¢) - (V x A)]dQ = 0. En la ecuacién (2.18) podemos observar que el primer
término al lado derecho de la igualdad corresponde a la accion Sy ;on (@]

SAxion [d) + 5¢] = SAxion [¢] f(&l’) V[Q(x)(V X A)] (2- 19)

nucz
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2. Electrodinamica en aislantes topologicos

El segundo término al lado derecho de la igualdad en la ecuacién (2.19) hace referencia a la
variacion de la accidn del término del axion respecto al potencial ¢:

8 Saxion = — 75 [ (69) - V[O()(V x A)]dQ (2.20)

Asi, la variacién de la accidn total, respecto al potencial escalar ¢ es:

8St = 8Smaxweur $A5 Saxion = 1
55, = — f pSPdQ — =2 f v (v¢ +52) (69)d0 +— f (66)VPdQ
Co dt Co

__“ _ (2.21)
—— f (5H)V[0(x)(V x 4)]dQ = 0
= fdaf-p- 2y (vo +22) +%VP — [0 ()7 X allep =o,
es decir que,
—p -2y (vp +22) + VP~ P[0 (V x )] = 0. (2.22)

En términos de E y B la expresion (2.22) se transforma en la ley de Gauss modificada para los
aislantes topoldgicos [21],

&VE + VP = p +——V[6(x)B], (2.23)
T Co

Si realizamos una variacidn con respecto al campo vectorial 4, obtenemos la ley de Ampere
modificada para los aislantes topolégicos [21],

Vx[ —M]:]— W1y x 6(x)E], (2.24)

B
H_o o2 o

o _oP _ 0B
at ot ot
efectos del parametro topolégico 8 solo se presentan en la superficie de los aislantes
topoldgicos, es decir, lejos de la superficie el parametro cuando 6 se anula y las leyes de Gauss
y Ampere modificadas en las ecuaciones (2.23) y (2.24) se reducen a las ecuaciones para

medios convencionales [1-5, 21].

En la expresion (2.24) hemos considerado = 0. Es necesario resaltar que los
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2. Electrodinamica en aislantes topologicos

2.2 Relaciones constitutivas para aislantes topoldgicos

De las ecuaciones (2.23) y (2.24) podemos calcular las relaciones constitutivas para los
aislantes topoldégicos. De la ley de Gauss modificada (2.23) obtenemos lo siguiente [21],

__a _ 2.25
% [EOE TP e(x)B] =, (2.25)

De la ecuacion (2.25) observamos que la inclusién del término topoldgico en la accién del
campo electromagnético introduce un aporte a la densidad de cargas. Luego, el
desplazamiento eléctrico es [21],

D=¢E+P—-———0(x)B, (2.26)
T Co

Puesto que el vector de polarizacion estd dado por P = gyxE y la permitividad eléctrica
€ = &y(1 + x.) (con y eslasusceptibilidad eléctrica)

D =cE - aZe,(cB), (2.27)

1 s . .
donde e = &€ Por otro lado, al reordenar la ecuacién (2.24) observamos que la inclusion del
0

término topoldgico en la accién del campo electromagnético introduce un aporte a la densidad
de corriente,

v x[(Z-M)+—2—0()E] =J. (2.28)

2
Ho o= Co

Luego, la intensidad magnética es,

H=2_M+-—% _9)E, (2.29)
Ho TTHo“Co

Puesto que los vectores de campo magnético y magnetizacién estan dados por:

B = uy(H+ M)y M = y,,H (con y,, es la susceptibilidad magnética),

uoH = B — pioxmH + ——0(x)E, (2.30)
THoCo

Adicionalmente, la permeabilidad magnética esta por u = ug(1 + x,,). Luego, la intensidad
magnética para los aislantes topoldgicos esta dada por la siguiente expresion [21],

coB

—ff, @ 2.31
coH p +nH00(x)E, ( )

Observe que en ausencia del aislante topolégico 8 = 0 o lejos de la superficie del material las
relaciones constitutivas para los aislantes topoldgicos (2.27) y (2.31) se reducen a las
relaciones constitutivas materiales convencionales [97,100].
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3. METODO DE MATRIZ DE TRANSFERENCIA APLICADO A INTERFACES CON
AISLANTES TOPOLOGICOS

En la seccién anterior se observaron los cambios que presentan las ecuaciones de Maxwell (en
particular la ley Gauss y la ley de Ampere) cuando se introduce el término del axion en la
accion del campo electromagnético. La presencia del término topoldgico demostré que el
campo eléctrico puede inducir una polarizacion magnética mientras que el campo magnético
puede inducir una polarizacion eléctrica. Estos cambios se ven reflejados directamente en la
presencia de nuevas fuentes de carga y de corriente, las cuales conllevan a un acople del
campo eléctrico con el campo magnético dentro de las relaciones constitutivas.

En este capitulo, estudiaremos la propagacién de una onda electromagnética a través de una
interfaz que separa dos medios con una topolégica no trivial. Con ayuda de las ecuaciones
constitutivas para los aislantes topolégicos obtendremos la matriz de transferencia, la cual
describe la propagacion de la onda en el sistema completo. Esto nos permitird demostrar
como la topologia no trivial de los medios, induce correcciones del orden del cuadrado del
coeficiente de estructura fina en los coeficientes de trasmision y reflexion. De igual forma, se
mostrara que los angulos de rotacién no trivial Kerr/Faraday de la luz reflejada/transmitida
en este caso, presentan una dependencia lineal con la diferencia de los términos topologicos
involucrados [70].

3.1 Descripcion de los campos en un sistema de dos capas con una topologia no trivial

Consideremos dos medios isotrépicos semi-infinitos, polarizables y magnetizables separados
por una interfaz en z = 0. El medio en z < 0 posee una permitividad dieléctrica €™ y una
permeabilidad magnética u(¥; El medio en z > 0 tiene permitividad dieléctrica ¢ y

permeabilidad magnética u®. Una onda electromagnética con vector de onda kM =

(kx, k§1)+) se aproxima desde la izquierda de la interfaz, parte de esta onda es reflejada con
un vector de onda kM~ = (kx, k;l)_). Otra onda electromagnética con vector de onda
k@- = (kx, k;z)_) se aproxima desde la derecha de la interfaz y parte de ella es reflejada con

un vector de onda k2* = (kx, k§2)+). El sistema en consideracion se muestra en la figura 3.1.
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3. Método de matriz de transferencia aplicado a interfaces con aislantes topoldgicos

X
. SO
: e® W0 | @ @ @ |
™, Z |
! Q(E(l)— H(l)—)ii G(E(2)+ H(2)+)
Y, N Y Y y iy 5
I_c)(l)_ '.-,"""" ii I—c) 2)+ “N‘“ o E
o “ ]~V a
I, :
@1 \ | N i z
| ", (@)=
I_{) ( 1) -I—o“‘“‘\.‘\ 3,
@- L@
S G(Ey  Hy )
O+ O+ 1
5 G(Ey 'Hy )

Figura 3. 1: Interfaz entre dos aislantes topologicos.

La estructura de los campos eléctricos y de las intensidades magnéticas tiene la siguiente
forma:

&) 1)+ (1)- W+ - 3.1
Ey _ Ey + Ey _ Eyo eikgl)zei(kxx—wt) + Eyo e—ikgl)zei(kxx—wt) 7<0 ( )
H(l) - H(1)+ H(l)_ - H(1)+ H(l)_ !

y y y y0 y0

@ @+ @- @+ @- 3.2
Ey _ Ey + Ey _ Eyo eikgz)zei(kxx—wt) + Eyo e—ikgz)zei(kxx—wt) 72>0 ( )
H(Z) - H(2)+ H(Z)_ - H(2)+ H(z)_ !

y y y0

y y0

donde k;i)=\/t’—zzs(i)u(i)—(kx)2, (i) =1,2 [78]. Los términos EJ(,iO)i y Hf,io)i son las

amplitudes de las componentes EJ(,i)i y Hj(,i)i respectivamente. Los signos (+) y (-) en los

campos indican el sentido en que se propaga la onda, (+) hacia la derecha y (-) hacia a la
izquierda. Para obtener las componentes restantes para los campos E y B se puede hacer uso
de las ecuaciones de Lorentz-Maxwell convencionales para medios polarizables y
magnetizables las cuales estan dadas por las ecuaciones (3.3)-(3.6), junto con las relaciones
constitutivas [97-100], D®* = D (w, 2)EO* y BO* = ;D (w, 2)HO* (donde DDt y HO*
son el desplazamiento eléctrico e intensidad magnética respectivamente).
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3. Método de matriz de transferencia aplicado a interfaces con aislantes topoldgicos

FO+ — _,0 oD (3.3)
rotE ' (w, z) pra
div[e(i) (w, Z)E(i)i] =0, (3.4)
div[u(i) (o, Z)ﬁ(i)i] =0, (3.5)
e . JE®* (3.6)
rotHO* = ¢ (y, 2) 5%

Reagrupando las componentes en las ecuaciones (3.3)-(3.6), obtenemos los sistemas de
ecuaciones correspondientes a los modos de propagacion, (ver apéndice A.1) los cuales se
muestran a continuacion:

Modos TE:
TKOED: = OO
(ikéi)H,Ei)i _ kaZ(i)i) _ _wg(i)E}(/i)i’ (3.7)
kxEJ(,i)i = a)/,t(i)HZ(i)i,
Modos TM:
?k;Hj(,i)i = —ws(i)E,Ei)i,
(3.8)

(KB — kyED*) = OB,
kaJ(,i)i = —ws(i)EZ(i)i,

Las ecuaciones (3.7) y (3.8) para los modos TE (transversal eléctrico) y TM (transversal
magnético) respectivamente, nos permiten obtener las componentes x y z del campo
eléctrico/magnético en términos de la componente y del campo magnético/eléctrico [83].

3.2 Andlisis en la frontera de los dos medios y matriz de transferencia

Para estudiar la propagacién de las ondas electromagnéticas en el sistema mostrado en la
figura 3.1, debemos considerar la continuidad que poseen los campos cuando la onda
atraviesa la interfaz que divide los dos medios. Luego, se escriben las amplitudes de las ondas
transmitidas en términos de las amplitudes de las ondas incidentes. Esto nos permite definir
la matriz de transferencia [78], a partir de la cual se obtienen algunas de las caracteristicas
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3. Método de matriz de transferencia aplicado a interfaces con aislantes topoldgicos

Opticas del sistema. Para realizar el andlisis en la frontera de los dos medios hacemos uso de
las relaciones constitutivas de los aislantes topologicos [42]:

DOt — (OFD _ goaﬁ(col—;’(ni), (3.9)
cogHOE = cﬁ(ii))i a%i)is)i, (3.10)
0

siendo D®* y H®O* ] desplazamiento eléctrico y la intensidad magnética en el i-esimo medio
respectivamente. El parametro a es el coeficiente de estructura, 8 es el parametro
topolégico en el i-ésimo medio, c, es la velocidad de luz en el vacio, €® y u® son la
permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética en el i-ésimo medio respectivamente. El
subindice i varia de acuerdo al medio de propagacion. Al analizar los campos en la frontera
entre los dos medios se presentan las siguientes relaciones de continuidad [78, 97-100]:

{Dz(i)i _ pO* FO* _ O HO* _ O .
% = pUI¥ EDF = pOF HOE = g0 (3-11)

En este caso haremos uso de las continuidades de E,Ei)i, Ej(,i)i, H;Ei)i y Dz(i)i. Combinando las

ecuaciones (3.7) y (3.8) con las ecuaciones (3.9) y (3.10), obtenemos el siguiente sistema de 4
ecuaciones con 4 incégnitas (ver apéndice A.2):

e Continuidad de Ej(,i)ir = }5‘}(11')1r :

W+ 4 - 1)+ (- _ @+ p@)- @)+ (2)-
E,)T +ET + (0H, T + (0)H,”” = E,°T + E,”7 + (0OH,”" + (0)H, (3.12)

e Continuidad de HS)J—“ = H;Ej)i

1 1 1
_kg) g+ kM - 4 a9(1) kM —cWyu@® o
pro) R el % T comee® |\ e |y

p» D —c®,® _
+ (—a' z < H )Hj(zl) (3.13)

T coge® |\ —cM @

2 2 2
w@ |5y L@ |5y T copge® \—c@u@ )Y

9@ @ —c@,@ _
Y z K H®
T coppe@ J\—c@pu@ 7Y
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3. Método de matriz de transferencia aplicado a interfaces con aislantes topoldgicos

e Continuidad de Dz(i)i = DZ(DJ—r :

acogogm o acosog(l) £, —cWy@ 4O —cWy® -
Y T y —cWy 7Y —cWy@ )Y

_ acogog(n Lo, acogog(z) Lo, —c@u@ 4O —c@y@ Lo- (3.14)
—x )% - y —c@u@ )Y —c@Dy@ )Y

e Continuidad de E,Ei)i = E,Ej)i

@\ /_.®,@ @\ /_.m,@
_ k cu k cu _
W+ (€] z H(1)+ z H(l)
(0)E, (0)E, <g(1)><_c(1)ﬂ(1)) y <g(1)><_0(1)u(1)> y

M\ /_@,@ M\ /_ ., (3.15)
_ (O)E(2)+ n (O)E(Z)_ n k, U H@* _ k, U H®-
y y @ J\=c@,@ )y W J\=c@,@ )y
Ordenando el conjunto de ecuaciones en forma matricial obtenemos,
1 0
( “’ kg 6w gV o0 D \ e
e W e w8
E
| ozof” Coof 8 ! 1 || ()y() (1)+|
a aa — _ .~ 1
| T T TColo cWu® c(l)y(l) |\ cu Hj(,l)
1 1 —cW, M=
\ 0 kY KV / WDy, (3.16)
ORI HOROM]
1 1 0 0
/ kS kS o kP 6 kP \ £
-y T — (o o A—————— y
) ) T Copoe@c@p®@ T Copoe@Dc@p®@ s
Cog00®  cpg, 8@ 1 1 @+
e - T @@ T @@ —c(z)y(z)Hy
2), @) y@)-
. . B 1® Q) / ~c@u@H
c@Dc@,@ c@c@,@

De aqui obtenemos la matriz de transferencia que describe la propagacion de la onda
electromagnética del medio 1 al medio 2, la cual esta dada por la siguiente relacion:

F()+ D+
/ y \ / Ey \
2)- 1)—
I F2 I (€Y

— M@ | Ey l (3.17)
—c(z)y(Z)H§2)+ —c(l)#(l)H§1)+
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3. Método de matriz de transferencia aplicado a interfaces con aislantes topoldgicos

Los elementos de la matriz M@ son:

(21) _ (21) _ 1 (12)
MY =gt =2 (1+20) (3.18)
(21) _ 4,01 _1 12)Y .
My, =My —5(1—2(5) )
1) (21) 1) ey _ 1 1 a2 (3.19)
= = = = T 12
Mz =My = —My3w = =My " =35 T % 512,
(M(m pyICEO N ) ol (1 + (12))
|Maa" = Mas” =3 [ (14 20 .
w,@
(21) _ 2,01 _ 1 |& 4 (12)
lkM34 =Mz =3 @0 (1 — 70y )
(3.21)

(2)
(21) _ (21) _ (21) _ (21) _ 1 |y,
Mgi” =My, =My =My~ =—3 5602,

r

(1) @), @®
o 12) _ u®k; (12) _ ey . .
Los términos Z(s) = D ® = o ® son las impedancias para los modos de
., . ; A6(12) (M _g(2)
propagacion TE y TM respectivamente [78]. El parametro, §(1? =« —=a—

corresponde a la diferencia entre los términos topoldgicos. Observe que los elementos de

matriz Ml(il), Mgl), Mz(il) y Ml(gl) conforman la matriz de transferencia para ondas TE, de
igual forma los elementos de matriz M?Egl), Mﬁl), Méil) y Mgl) conforman la matriz de

transferencia para ondas TM en ausencia del aislante topoldgico [78]. Se Puede observar
también cémo los términos de la matriz asociados con los parametros topolégicos 8 y §(2
acoplan los modos TE y TM. Estos términos dependen de la diferencia, (") — #® y dependen
linealmente de la constante de estructura fina a. Algunos de los resultados presentados en
este capitulo fueron publicados en el articulo titulado: Transfer matrix method in systems with
topological insulators en el afio 2017 (ver referencia [70]).

El método de matriz de transferencia aplicado a sistemas estratificados con una topologia no
trivial, ha permitido estudiar las propiedades dpticas en diferentes estructuras que contienen
aislantes topolégicos. Con ayuda de este método se han observado fendmenos 6pticos tales
como el efecto Faraday y el efecto Kerr [70], para los cuales se han reportado resultados de las
mediciones de espectroscopia en peliculas de sistemas que contienen aislantes topolégicos 3-
dimensionales tales como BI;_,Sb, [101]. También se ha demostrado que es posible disenar
lentes compuestas por metamateriales y aislantes topolégicos [46]. Ademas, se han hecho
estudios de los coeficientes de Fresnel en interfaces con aislantes topologicos mediante el
método de funciones de Green [77]. En capitulos posteriores, haremos uso del formalismo
presentado en esta seccidn para examinar las propiedades 6pticas de sistemas mas complejos,
tales como peliculas y sistemas de multiples capas.
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3. Método de matriz de transferencia aplicado a interfaces con aislantes topoldgicos

3.3 Coeficientes de transmision y reflexion para un interfaz entre TI/vacio

Podemos hacer uso de los elementos de matriz obtenidos anteriormente para describir
muchas de las propiedades electrodinamicas de sistemas que contienen aislantes topologicos.
A continuacion, vamos a calcular los coeficientes de transmision y reflexiéon para una interfaz
entre un aislante topolégico y vacio. Es decir, los parametros 6pticos son: ) = g,
pO =u@ =y y 6 -9 =75, Ademas, el medio 2 tiene un indice de refraccién

n® = sr( ) [78]. Para analizar la reestructuracion que sufren los coeficientes con la inclusién

del término topolégico, estudiaremos dos casos: en el primero, solo tomaremos en cuenta una
onda con polarizaciéon TE que incide sobre la interfaz y en el segundo, solo consideraremos
una onda incidente con polarizaciéon TM.

3.3.1 Coeficientes de transmision y reflexion para un interfaz entre TI/vacio para una
onda TM incidente

Supongamos una onda electromagnética en modo TM con amplitud Hj(,l)+, la cual incide desde

laregién en z < 0 con dngulo de incidencia ¢;; en la regién z > 0 solo consideramos campos
1
que se alejan de la pelicula. El sistema de ecuaciones en (3.17) se transforma en,

0 3.22
2)+
/ ) - \ (3.22)
0 21 y
= M@D ’
_“(Z)C(Z)H:)(/Z)-'- —’u(l)c(l)Hj(/l)'i'
0 _M(l)c(l)H}(Il)_

El sistema presentado en (3.22) nos permite obtener las expresiones para las amplitudes de
los modos TE /TM reflejados y transmitidos (ver apéndice B.1):

- _ .21 ;MW+ G+ _ L (21) ;,(D+
Hy™ =myp "Hy ", Hy" " =ty "Hy ", (3.23)
529
(21) _ (21)_.(21) (21) (21)_.(21) .
tpp " = _(M3z Tp -~ Mz " — M3y 1y ) (3.25)
21 21 21 21 21 21
tz(;s ) = Miz )rp(s )~ M£3 ) M§4 )rp(p )' (3. 26)
ey _ MGYUMEY-MEV M3 (3.27)

@D’

pp T (D), (21) (21)
My, "My, " =M, "M,
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3. Método de matriz de transferencia aplicado a interfaces con aislantes topoldgicos

21) (21 21) (21
(21) _ Miz; )Més )_M§4 )Mis ) (3 28)

ps T 21, (21) (21), ,(21)"
My, My, =My, My,

El primer subindice en las amplitudes de transmisién y reflexién (tz(,i,l), tl(,il), rp(zl), rp(su)) hace

referencia al tipo de polarizaciéon de la onda incidente. Mientras que el segundo subindice
indica el tipo de polarizacion de la onda que se obtiene a partir de la onda incidente. Ademas,
la polarizacion p corresponde al modo de propagaciéon TM y la polarizacion s corresponde al

modo de propagacién TE.

Reflexion Ry, Transmision T,

£ [0 =9 ——
0.8 D50 =6

P Y PR E
] &7 [&V=6
0.2 6‘:11/6}{1) =3 munus 1
0.0
0.0 0.5 1.0 1.5
‘P1/n
(b)
x (107°) Reflexion R, x (1076) Transmision T
3s) T . o[ =9 —
300 &¥/&V=9— 10 sy 50 =6 ’ :
25| &P /e =6 8 5[0 =3 mnnr e
20 &2)eM=3 munes 6=
1.5 4
1.0
0.5 \ 2
0.0 0 )
0.0 0.5 1.0 1.5 0.0 0.5 1.0 1.5
‘P1/n ‘P1/n
(<) (d)

Figura 3. 2: Comportamiento de los coeficientes de transmision y reflexién respecto al dngulo

para una interfaz entre dos medios para tres permitividades ££2) = {3,6,9}. (a) Coeficiente
de reflexién de una onda TM para una onda TM incidente. (b) Coeficiente de transmision de
una onda TM para una onda TM incidente. (c) Coeficiente de reflexiéon de una onda TE para
una onda TM incidente. (d) Coeficiente de transmisiéon de una onda TE para una onda TM

incidente. Los parametros restantes para este sistema estan dados por: uf.l) = uﬁz) =1,

eV =1yl = g,
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3. Método de matriz de transferencia aplicado a interfaces con aislantes topoldgicos

Entonces, los términos r(sl) VAL (21) son las amplitudes de reflexiéon de una onda en modo TE y

una onda en modo TM para una onda incidente en modo TM. Las expresiones para tz(,f,l) y

tz(,il) son las amplitudes de transmisién de un modo TE y un modo TM para un modo incidente
TM respectivamente. En la figura 3.2(a) se observa como los coeficientes de reflexion R,
primero disminuyen y luego crecen rapidamente a medida que el angulo se aproxima a /2,
mientras los coeficientes de transmision T, en la figura 3.2(b) se hacen cero para un angulo
de incidencia normal a la interfaz. Los comportamientos que presentan los coeficientes con
respecto al angulo de incidencia son similares a los mostrados en un material convencional
[78]. Sin embargo la inclusion del término topoldgico introduce una pequefia correcciéon del

2 . . L . 2
orden de (6(12)) . Por ejemplo, al despreciar los términos de orden superior a (5(12))
podemos obtener las siguientes expresiones analiticas aproximadas para los coeficientes de
reflexion y transmision puros (R,p y Tpp):

@1 (21)
14 u 42(5) "Z(p) (5(12))2
51) ( (21) (21) ) ’

6) )( ~(6)")

Top = 280 | 20[ ~ “)9) (@ - 22 75 [ 24$W12&?)J(5am)2 (3.30)
) )

2 | T

(3.29)
R

pp_|(m> ~|(m4

donde tz(,n) y rp(21) estan determinados por la amplitudes (3.25) y (3.27) cuando §(*?) = 0. Es

decir, corresponden a las amplitudes de trasmision y reflexion de ondas TM para materiales
en ausencia de aislante topoldgico [78]. Por otro lado, cuando el coeficiente R,,, se aproxima a

cero en la figura 3.2 (a) el coeficiente de transmision Ty, alcanza su valor maximo en la figura
3.2 (b). El dangulo bajo el cual se presenta la transmision total es conocido como angulo de

2
Brewster ¢g[70]. Al despreciar términos superiores a (§%)" podemos llegar a una
expresion aproximada que nos permita obtener el angulo ¢p:

2 e e)) (12 n(z) 2 (3.31)
tan P ~{ [(n(l)) +(n(2)) ( )) (1)) )

donde ¥ = u® n® = /sﬁl) yn® = ’sr(z) [70].

n@®
El 4ngulo de transmision ¢, = sen™! ( o) sench) es ademas,

n n@ [ n® ]2 (5(12))2 (3.32)

P2=5-"¢st 5 —(n(l))2+(n(2))2

Este resultado indica que para el angulo de incidencia ¢g, el vector de propagacién de la onda
reflejada ya no es perpendicular al de la onda transmitida, lo que esta de acuerdo con [102].
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3. Método de matriz de transferencia aplicado a interfaces con aislantes topoldgicos

Por otra parte, el parametro topoldgico ocasiona la presencia de nuevos términos en la matriz
de transferencia, los cuales dependen directamente del término &;,. En materiales
convencionales se espera la transmisidn o reflexion de ondas con la misma polarizacién de la
onda incidente, es decir, si hacemos incidir una onda tipo s (0 modo TE), parte de esta onda es
transmitida en forma de una onda tipo s, otra parte se refleja en forma de una onda tipo s y en
ciertos casos, cuando el material es disipativo parte de esta onda es absorbida [78]. De igual
forma sucede para ondas incidentes tipo p (0 modo TM). Sin embargo, con la presencia del
pardmetro topoldgico, puede aparecer una onda s transmitida y una onda s reflejada como
resultado de una p incidente (T, y Ry respectivamente). En la figura 3.2(c)-(d) se presenta la
dependencia de los coeficientes de transmision y reflexion de los modos acoplados con
respecto al angulo de incidencia. Estos coeficientes se hacen cero cuando el dngulo de

incidencia es /2. Al despreciar los términos de orden superior a (8(12)) podemos obtener
las siguientes expresiones analiticas aproximadas para los coeficientes de reflexién y
transmision acoplados (R y Tps):

2
R = | enl? _ u ((s) ) (6 (12)) (3.33)
- & (14220) (14230)
2
- ‘” 202) 2, 1= Zﬁpf) 2(1-2") (509Y? (3.34)
‘© 51) ) +2(y Nes 2y (142G, '

Adicionalmente, en la figura 3.2 se presenta el comportamiento de los coeficientes de
reflexion y transmision respecto al angulo de incidencia para diferentes permitividades
eléctricas. Para angulos de incidencia menores que /2, la cantidad de energia reflejada en
forma de ondas pp (ondas TM reflejadas a partir de ondas TM incidentes) se incrementa a

medida que el indice de refraccién n® = /¢ aumenta respecto al indice de refraccién
n =1, tal y como se observa en la figura 3.2(a). El coeficiente Tpp en la figura 3.2(b),

presenta el comportamiento inverso al mostrado por el coeficiente R,,,, es decir, a mayor

pp
reflexion de ondas pp menor sera la transmision de las mismas y ademas, cuanto mayor sea el
indice de refraccion del medio 2, menor sera la cantidad de ondas pp transmitidas (para
angulos de incidencia menores que 7/2). Ademas, aunque el pico transmision T, se alcanza
para diferentes valores del angulo incidente, (segin sea la permitividad del medio 2) el
maximo siempre es ~1. En la figura 3.2(c) se observa que le incremento del indice de
refraccién n®® produce un decaimiento en la energia reflejada en forma de ondas ps (ondas
TE reflejadas a partir de ondas TM incidentes), es decir, cuanto mayor es la cantidad de
energia reflejada en forma de ondas pp menor serd la cantidad energia reflejada en forma de
ondas ps cuando el indice de refraccién n(® aumenta. En la figura 3.2(d), la energia
trasmitida al medio 2 en forma de ondas ps se incrementa con la disminucién del indice de
refraccion en el medio 2, adicionalmente, el pico de transmisiéon maximo para el coeficiente

T

ps aumenta cuando n®) se hace menor. Resultados similares a los presentados en esta
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3. Método de matriz de transferencia aplicado a interfaces con aislantes topoldgicos

seccion fueron obtenidos en [77] mediante el método de funciones de Green para otros

parametros opticos (sr(i) y yﬁi) dondei = 1, 2).

Note como en las ecuaciones (3.29) y (3.30), los modos TM y TE sufren un acople inducido por

s . 2 .z . . .
el término (8(12)) , €l cual agrega una correccion 8 Ry, y 6Tppa los coeficientes de transmision
y reflexiéon convencionales [70, 78],

~ ”5_1) 42((52)1)2((2)1) (12) 2 (3 35)
SRPP ~ @(14_2(21))(1_22(21))2)( 1 ) ’

(s) ®)

o1, o802 2y (1-4) 1y (3.36)
S T O B )

En las ecuaciones (3.35) y (3.36) se observa como la correcciéon depende del termino (6(12))2

y como se presenta el acople de los dos modos de polarizacion con los productos Z((Sz)l)z((;)l). En

la figura 3.3 se muestran las correcciones para los coeficientes.

x (107%) Reflexion x (107%) Transmision
ORss

1

0
-1 ‘SRpp
-2

0.0 0.5 1.0 1.5 0.0 0.5 1.0 1.5

b1/ b1/,
(a) (b)

Figura 3. 3: Correcciones en el coeficiente de transmision y reflexiéon para una para una
interfaz con un aislante topoldgico. (a) Linea roja: cambio en el coeficiente de reflexiéon para
una onda TM para una onda TM incidente, |Rpp — Rp|. Linea azul: cambio en el coeficiente de
reflexion para una onda TE para una onda TE incidente, |Rss — R;|. (b) Linea azul: cambio en
el coeficiente de transmision para una onda TE para una onda TE incidente, |Tss — Tg|. Linea
roja: cambio en el coeficiente de transmisién para una onda TM para una onda TM incidente,
|Tpp - Tp|. Las permitividades eléctricas y las permeabilidades magnéticas son sr(z) =09,

eM =1, = P =1y502 = ¢,

r
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3.3.2 Coeficientes de transmision y reflexion para un interfaz entre TI/vacio para una
onda TE incidente

De forma similar, consideremos ahora una onda electromagnética en modo TE con amplitud
EJ(,1)+, la cual incide desde la regién z < 0 con angulo de incidencia ¢4; en la regién z > 0 solo

consideramos los campos que se alejan de la pelicula. Luego, el sistema de ecuaciones en
(3.17) se reduce a,

SR

|0 |=men] BT
R N
1)) gD-
0 —p RS

El sistema presentado en (3.37) nos permite obtener las expresiones para las amplitudes de
los modos TE /TM reflejados y transmitidos (ver apéndice B.2):

B = VB B = (VB 339
H}(]l)— — Ts(;l)ESH, H)(/2)+ — ts(21)E3(,1)+, (3 39)
{20 = D+ MR MO, @-40)
ts(gl) - _ (Mgl) + Mgl)rs(fl) _ Mgil)rs(;l))’ (3.41)
LD | MEMED Wy (3.42)

SS - . (21),,(21) (21),,(21)’
My, "My, "My, "My,

(21),,(21) (21),,(21)
T(Zl) _ My My, My, My, (3- 43)
sp - (1), (21) (21),,(21)
My, "My, " =My, "My,
dond | . bindi ] litud d . s flexid (21) ,(21) _(21)
onde el primer subindice en las amp 1tudes de transmision y rerlexion (tss , tsp , rss ,

rs(zfl) ) de nuevo hace referencia al tipo de polarizacién de la onda incidente. Mientras que el
segundo subindice indica el tipo de polarizacién de la onda que se obtiene a partir de la onda
incidente. Ademads, la polarizacion p corresponde al modo de propagacion TM y la

N . . 21 21
polarizacién s corresponde al modo de propagacion TE. Las expresiones para rs(s ) y rs(p ) so

n

las amplitudes de reflexiéon de un modo TE y un modo TM reflejado para un modo incidente
1) _ (1)

tss y tsp

modo TM para un modo incidente TE respectivamente.

TE. Las expresiones para son las amplitudes de transmision de un modo TE y un
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Reflexion R Transmision T g
o g [Tt
&7 [P =9 —— 0.8] T, T
0.8 P Oy g— %
0.6 V[N =3anan, y“@s”" . 0.6

o [ o0 = 9

04

04 ‘%(2)/5.-(1) P
02 ...........mn--m""'“"'"'"“m““‘““ " Lent * 0-2 &‘}2) / 5‘:1) =3 msam
oo oo
0.0 0.5 1.0 1.5 0.0 0.5 1.0 1.5
P1 y- <P1/ T
(a) (b)
X (10_6) Reflexion Ry, X (10‘6) Transmision T,
35T a‘,fz’/&,f” =9—
30 6/ s0 =9 e a6 =6
2 5 ﬁ;ﬁz}/ﬁﬁl} = r] LTI ) .." &‘,{2)/6‘:}” = 3 LR
20 &)V =3mmnn ’
1.0
0.5
0| S— R
0.0 0.5 " . .
1 . .
/n 1/

(c) (d)

Figura 3. 4: Comportamiento de los coeficientes de transmisién y reflexion respecto al angulo

de incidencia para una interfaz entre dos medios para tres permitividades 85.2) ={3,6,9} (a)
Coeficiente de reflexiéon de una onda TE para una onda TE incidente. (b) Coeficiente de
transmision de una onda TE para una onda TE incidente. (c) Coeficiente de reflexiéon de una
onda TM para una onda TE incidente. (d) Coeficiente de transmisiéon de una onda TM para una
onda TE incidente. Los parametros restantes para este sistema estan dados por:

1 2 1
w=w? =1, =1y =a

En la figura 3.4 (a) se presenta el crecimiento que sufre el coeficiente de reflexiéon Rgs cuando
el angulo varia desde cero hasta alcanzar la reflexion total en /2. En la figura 3.4(b), Ty
decrece desde su valor maximo en ¢; = 0 hasta llegar a cero en ¢, = /2, el comportamiento
es inverso al de Rg. De nuevo, igual que en la seccién anterior (seccion 3.3.1), los coeficientes
R, y Tss en materiales con aislantes topolégicos describen el mismo patrén presentado para
materiales convencionales [78] con una ligera correccién, dada por (8;,)?. Resultados
similares a los presentados en la figura 3.4 fueron obtenidos en [77] mediante el método de

funciones de Green para otros parametros opticos (eﬁi) y uﬁi) donde i = 1, 2).
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Despreciando términos de orden superior a (8;,)?, encontramos las siguientes expresiones
aproximadas:

Rgs = |1es 1+ ((1)) (&) - (602)? (3. 44)
e (142)) (1425")
2 425 (()) - 2 (3. 45)
Tos =76 o o e 14+ (23°) (1-27) [55](697)
@D, (@D

donde t,;" y r,°” estan determinados por las amplitudes (3.40) y (3.42) cuando §? =0
[78]. Es decir, corresponden a las amplitudes de trasmision y reflexion de ondas TE para
materiales en ausencia de aislante topolégico. Cuando el coeficiente Ry, es cero en la figura 3.4
(a), el coeficiente de transmisién Ty se encuentra en su valor maximo en la figura 3.4 (b); sin
embargo, a diferencia de los coeficientes Ry, y Ty, las reflexiones y las transmisiones en este
caso no tienen pico marcado por algin valor maximo.

La presencia del termino §(*?), ocasiona la transmisién y reflexién de ondas p cuando inciden
ondas s sobre la interfaz (Ts, y Ry, respectivamente). En la figuras 3.4(c)-(d) se presenta la
dependencia de los coeficientes de transmisién y reflexion de los modos acoplados con
respecto al angulo de incidencia. Estos coeficientes tienden a cero cuando el angulo de
incidencia tiende a /2.

2
Al despreciar los términos de orden superior a (8(12)) obtenemos las siguientes expresiones
(Rsp y Tsp):

: 1y’ (3. 46)
Rep = rs(zjl) (i) (142()2(5) ) 2 2(5(12))2,
(142 Z(p) ) (1+26,7)
2
(21) @[ (-23Y)  2zP(1-2G)) a2\ (3.47)
Typ = Z(s) |tsp| 2 52)[ (1+Z((52)1)) (1+z((;)1))(1+ ((52)1)) (5 ) )

En la figura 3.4 vemos también como el incremento de la permitividad en el segundo medio
afecta la cantidad de energia reflejada y transmitida. La cantidad de energia reflejada en forma
de ondas ss en la figura 3.4(a), se incrementa cuando la permitividad £® crece. Por el
contrario, la cantidad de energia transmitida en forma de ondas ss en la figura 3.4(b),
disminuye cuando £ se hace mas grande. En las figuras 3.4(c)-(d), la cantidad de energia en
forma de ondas sp disminuye con el incremento de la permitividad en el medio 2.
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Por otro lado, con ayuda de las ecuaciones (3.40) y (3.42), podemos obtener las correcciones
(6Rss v 6Tgs) que sufren los coeficientes Rys v Ty con el término (6(12))2. Despreciando

términos superiores a (6(12))2 se obtiene [70],

(3.48)

(2n)?
SR, a0 (7)) L (542Y?,

- () we)

(3.49)

(s)

4203y #({)) 2 @ )
~ Er (21) (12) Uy
STy ~ T 1+(237) (1-23) /_59) (502)?,

En las correcciones, R, v 8T, se muestra el acople de los modos de polarizacion TM y TE

con el producto de las impedancias z((sl)z) y z((j)l). En la figura 3.3 se muestra el

comportamiento de las correcciones para los coeficientes con respecto al angulo de
incidencia.

En ausencia de aislante topoldgico, se obtienen los elementos de la matriz de transferencia

para los modos TM y TE convencionales [19]. Cuando §;, = 0, se tiene que Mgl) = Mﬁl) =

MED = MEY =0y MED = MEY = MEY = MEY = 0,10 cual implica que eV = 12V = o,
1) @D @) @1

1) _ ,(21) _ .
tps = =tg, = 0. De esta forma, las amplitudes t,,”, 7, *, tss~ ¥ t,,  se reducen a las
amplitudes de reflexién y transmision convencionales tl(,m), rp(m), ts(m) y rs(Zl) para una

pelicula en ausencia de aislante topoldgico [70, 78].

3.4 Efectos Faraday y Kerr

Como se vio en las secciones anteriores la introduccion del termino topolégico produce un
acople del campo eléctrico con el campo magnético en los elementos de la matriz de
transferencia. Adicionalmente, el acople de los campos da lugar a la rotacion del plano de
polarizacién de las ondas reflejadas. Este fendmeno es conocido como efecto Kerr. De forma
similar, la presencia del término topoldgico ocasiona una rotacién del plano de polarizacién
de la onda transmitida, este efecto es conocido como rotacién de Faraday o efecto Faraday.
Las expresiones (3.18)-(3.21) para los elementos de la matriz de transferencia, se pueden
utilizar para calcular los dngulos de rotaciéon no-triviales de Kerr y Faraday (v y vg
respectivamente) en sistemas que poseen una topologia no trivial. Para una onda TM
incidente los dngulos de rotacion estan dados de la siguiente forma:

1)- 21
tan (V(P)) _B __w Toe (3.50)
K - (- 1) _(21)
EQ(C ) c(l)kg ) rép )
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2)+ 21
tan (V(p)) _5 ) t5s" (3.51)
F )= ToF = @ @1’
E; @k, top

De igual forma, para una onda TE incidente los dngulos de rotaciéon estdn dados por las
siguientes expresiones:

(1)- (21)
(S) _ H. _ w TS (3 52)
tan (VK ) = T T T @ G
@+ @1)
(S) _ H _ w tS (3 53)
tan (VF ) =oF= " @ GO
tan (v%’)) tan (v%p)) x (1072)
0.10 0.0
-0.2
0.05
04
0.00 06
-0.05 -0.8
-0.10 -1
0.0 01 02 03 04 05 00 01 02 03 04 05
‘Pl/n_ ‘Pl/n_
(a) (b)

Figura 3. 5: (a) Angulo de rotacién no-triviales de Kerr para una onda TM reflejada a partir de
una TM incidente. (b) Angulo de rotacién no-triviales de Faraday para una onda TM
transmitida a partir de una TM incidente. Las permitividades eléctricas y las permeabilidades

magnéticas son €2 =9, =1, uM = yu® =1y 012 = ¢,

Observe que estas magnitudes dependen del parametro §('?), pero su comportamiento

depende adicionalmente de la relacion entre el d&ngulo incidente y el angulo de Brewster como

se observa en la figura 3.5. El dngulo v,((p) se incrementa para ¢ < @p mientras disminuye

pp < @1 <1/2 (pp es el angulo de Brewster) y se hace despreciable para ¢, = /2. Por otro
lado la direccion de rotacién del plano de polarizacion de la luz reflejada cambia cuando el
angulo de la onda incidente pasa a través del angulo de Brewster. La direccion de la rotacién

del plano de polarizacion de la luz transmitida es conservada en el intervalo 0 < ¢, < /2,

pero vﬁp) cambia como una funcién no mondtona del angulo incidente ¢, y se desprecia para

¢, =m/2[70].
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3.5 Modos localizados

Al considerar modos localizados sobre la superficie del material se hace necesario confinar los
campos de las ondas sobre la interfaz en z = 0. Es decir, debemos hacer cero los siguientes

campos: E§1)+ =0, H§1)+

de los campos cuando z — +o0o debemos considerar los vectores de onda imaginarios;
kD = iV y kP = i

=0, Ej(,z)_ =0y Hﬁz)_ = 0. Ademas, para garantizar la convergencia

Luego, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones en forma matricial:

E@+ 0 (3.54)
y ED-
0 = MQ@D y
22 g@+ 0 !
e Ty -
0 —M(l)C(l)Hy

donde M3V es la matriz de transferencia con elementos dados por las ecuaciones (3.18)-
(3.21). Del sistema en (3.54) obtenemos el siguiente grupo de ecuaciones:

@)+ _ @M= | @Dy ()-

E)S"" =M By + My U H, (3.55)
0=MGVEN + MG HY", (3.56)
@+ _ @D | @) ()=

Hy”" = My5  Ey°" + Mgy 'Hyo~, (3.57)
0= MEVED™ 4 MEV D" (3.58)

Al combinar las ecuaciones (3.56) y (3.58) obtenemos la relacion de dispersion para los
modos localizados:

21), ,(21 21) , (21
Méz )MLL )~ M§4 )Miz ) = 0. (3.59)

Reemplazando los términos de la matriz de transferencia en la ecuaciéon (3.59) encontramos
la siguiente expresion:

1)
(21) (21) Uy (21) _ (3. 60)
(1 + 2G5 ) (1 t 2 ) + £ Z(s) (612)* =0,

2);, (1) 2),, (1) 12 1 2
1) _ u@k, 1) _ e®k; 12) _ aAG( ) _ « oM@
T

n Z = z = . L ion (3.
donde ) Lok Zw) RO a ecuaciéon (3.60) es

equivalente al resultado obtenido en [42].
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3.6 Resumen

A través de las ecuaciones (3.1) y (3.2) se describieron los campos eléctricos y magnéticos en
un sistema compuesto por dos aislantes topolégicos, los cuales estan separados por una
interfaz. Con ayuda de las relaciones de continuidad para los campos (3.11) y las ecuaciones
constitutivas para aislantes topolédgicos (3.9)-(3.10), se obtuvo en forma matricial un sistema
de 4 ecuaciones con 4 incégnitas (siendo las amplitudes de los campos dichas incognitas). En
este formalismo de matriz de transferencia 4x4, se observo que la presencia del termino
topolégico acopla los modos de propagaciéon TM y TE. Se estudié el comportamiento de los
coeficientes de transmision respecto al dngulo con el cual incide la onda sobre la interface.
Encontramos que la presencia del termino del axion produce una correccién del orden de a?
en los coeficientes de transmision. Adicionalmente, el acople de los campos da lugar a la
rotacion del plano de polarizacion de las ondas reflejadas y transmitidas (efecto Kerr y
Faraday respectivamente).
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4. METODO DE MATRIZ DE TRANSFERENCIA APLICADO A PELICULAS CON
AISLANTES TOPOLOGICOS

En el capitulo anterior, se describi6 la propagacién de una onda electromagnética a través de
una interfaz que separa dos medios compuestos por aislantes topoldgicos. Se demostro6 que la
introduccién del parametro topoldgico en las relaciones constitutivas producia: (1)
correcciones del orden del cuadrado del coeficiente de estructura fina (a?) en los coeficientes
de transmision y reflexién; (2) la transmision y reflexion de ondas con modo TM a partir de
ondas incidentes con modo TE; (3) la transmision y reflexion de ondas con modo TE a partir
de ondas incidentes con modo TM.

En este capitulo haremos uso del método de matriz de transferencia para investigar el
comportamiento que tienen los coeficientes de transmisién y reflexién cuando una onda
electromagnética incide sobre una pelicula con una topologia no trivial. Ademas, se estudiara
el acople de los modos TE con los modos TM dentro de la matriz de transferencia. Se
demostrara que el acople ocasiona una redistribucion de los porcentajes de energia de las
ondas electromagnéticas en el sistema cuando estas inciden sobre la superficie del material

4.1 Configuracion y campos del sistema

Consideremos tres medios isotrépicos semi-infinitos, polarizables, magnetizables y con una
topologia no trivial 6, separados por una interfaz en z = —[/2 y otra interfaz en z = [/2
dispuestos como se muestra en la figura 4.1. En z < —[/2 la permitividad dieléctrica y
permeabilidad magnética son respectivamente ¢ y u™; en —1/2 < z < 1/2 las respectivas
caracteristicas 6pticas son € y u®; por tltimo en z > [/2 tenemos £ y u®. Una onda

electromagnética con vector de onda KW+ = (kx, k§1)+) se aproxima desde la izquierda de la
interfaz en z = —1[/2, parte de esta onda es reflejada con un vector de onda
KO- = (kx, k;l)_) y otra parte es transmitida al interior del medio 2 con vector de onda
K@+ = (kx, k;2)+). La onda con k2t se propaga en el medio homogéneo e incide en la
interfaz en z = [ /2. Parte de la onda en el medio 2 es reflejada con K@= = (kx, kgz)_) y otra
parte es transmitida al medio 3 con vector de onda K&+ = (kx,k§3)+). Los signos (+) y (-)

indican el sentido en que se propaga la onda, (+) hacia la derecha y (-) hacia a la izquierda.
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A
: CLG) 3 a@) T
e M g 1e@,u@,6 1 £®,u®, @)
\
e, RD- | TR
., | RO
| ~ 1
3 @y ®1 _,.3‘0 : V4
‘ O+
zZ = _l/z Z = l/2

Figura 4. 1: descripciéon esquematica de la propagacion de una onda electromagnética a
través de un sistema compuesto por tres medios separados por dos interfaces en z = +1/2.
En la figura las ondas reflejadas y transmitidas por una flecha roja en la respectiva direccién
de propagacién. En el medio delimitado por -I/2 <z <[/2 solamente se muestra la
propagacion de la onda en una direccién y no se representan las multiples reflexiones que se
experimentan en esta region.

En la figura 4.1 se ha elegido un sistema de coordenadas en el cual las dos interfaces estan
definidas por superficies que descansan y se extienden sobre todo el plano xy, y cuya normal
se encuentra en el eje z. Por otra parte, el plano de incidencia xz, el cual es determinado por
la normal a la interfaz y la direccién de propagacion de las ondas electromagnéticas, es
perpendicular al eje y. Conforme las ondas se propagan a través de los tres medios, los
vectores de onda van cambiando en su componente kf(i) (donde i corresponde a los medios
1,2 0 3) debido a la transiciéon que sufre la onda al pasar de un medio al otro. En las
direcciones X e y hay homogeneidad, esto implica que las componentes x e y de los vectores

de onda en los tres medios se conservan, es decir tenemos que k,(ci) =k, y kj(,i) = ky. Sin
embargo, para la configuracion del sistema de la figura 4.1, se tiene que kj(,i) =k, =0.Conlo

anterior se deduce que las leyes de reflexion y refraccion siguen siendo validas incluso en la
interfaz donde el parametro topolégico es 8.
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x
.
| i E4
| oL
: M- (1)
\ OB H)
5 @+ @+ B+ )+
G(Ey Hy ) Q(Ey Hy )
O 5
| - T i
: k@t |
@y T | |
Sfpz : L
: o : T
%5(1),#(1),9(1) qolk PONNON:1O) ROMON:IO) | z
RO+ | |
& W+
O(E,"" Hy”") | i :
-1 =1
z2=""/, z2="/y

Figura 4. 2: descripcién esquematica de la configuracién de los campos en el sistema
compuesto por tres medios, los cuales se encuentran separados por interfaces en z = +1/2.

De acuerdo con estas consideraciones, las componentes y de los campos eléctricos y

magnéticos presentes en los tres medios, estan dadas de la siguiente forma,

(¢)] D+ - W+ -
Ey = Ey + Ey = Eyo eikgl)(z"'l/z)ei(kxx_wt) + Eyo e—ikgl)(z+l/2)ei(kxx—wt)’ 7z — l/ ,
Hf,l) H§1)+ H)(/n— H}(It)+ o= 2

yo0

) )+ @)- @)+ @)=
E E E E 2 (2) E (2, .
( 32@) = ( }Ez)+> + (1_31/2_ ) = < 322)_'_) ezkzz Zgilkyx—wt) 4 322)_ e—lkzz zeL(kxx—wt)’ — l/2 <z< l/Z’
h,y Hy y Hyg Hyg

®) @)+ @)- @+ @)-
B\ (B Ev ) L (B0 ) gkt gitan-ot) 4 (B30 ) gmit®a-tfy)gitina-ot) 5 5 1
® @+ | T\ - @)+ L e- : 2
H} H} H} HS H

yo

(4.1)

(4.2)

(4.3)

donde kg)i = ?kg) = \/(j—zz eOu® — (k,)?,con (i) = 1,2,3, w y c son la frecuencia de la onda

y la velocidad de la luz respectivamente [78]. Los términos Ej(,lgi y Hj(,io)i son las amplitudes

respectivas de las componentes Ej(,i)i y Hj(,i)i. Los signos (+) y (-) indican el sentido en que se

propaga la onda, (+) hacia la derecha y (-) hacia a la izquierda. En las ecuaciones (4.1)-(4.3) la
estructura de los campos corresponde al de una onda monocromatica, por lo cual poseen una
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dependencia con ei(kP*R-wt) (donde R = (x,y,2)). Debido a la homogeneidad en las
direcciones ¥ e ¥y (k,(f) =k, y k§,l) =k, =0) esta dependencia se transforma en

P (- S
etkz "7 gilkxx=w8) (donde z' cambia seglin el medio en el que se propague la onda). Las
componentes E)(,l) y Hj(,l),
muestra la estructura del sistema con la configuracion de los campos. Las expresiones para las

son tangenciales a las superficies de division. En la figura 4.2 se

componentes restantes de los campos pueden obtenerse con ayuda de las ecuaciones de
Lorentz-Maxwell convencionales (ver apéndice A.1).

4.2 Condiciones de frontera en las dos interfaces

Al estudiar la propagacidn de las ondas electromagnéticas a través de un sistema de tres capas
como el que se muestra la figura 4.2, es necesario analizar la redistribucion de la energia que
presentan las ondas cuando inciden en cada una de las interfaces. Para describir el salto que
realizan los campos al atravesar las dos interfaces, se hacen coincidir las fases de las ondas

planas (4.1)-(4.3) en z = il/z. Puesto que los medios que componen el sistema son

materiales que presentan una topologia no trivial, es necesario hacer uso de las relaciones
constitutivas para los aislantes topolégicos (3.9) y (3.10).

DO* = ;OFOE _ g o % (coB®*), (3.9)
. o ® Ot
coH* = CO:@) aeTEM ’ (3.10)
0

donde DW* H®* F®O* B®* 5on respectivamente, el desplazamiento eléctrico, 1a intensidad
magnética, el campo eléctrico y el campo magnético en el i — ésimo medio.

En particular, analizaremos la continuidad que presentan las componentes de los campos

E,Ei)i, EJ(,i)J‘r, H,Ei)i y Dz(i)i en las interfaces en z = + l/z. En la figura 4.2 se muestra una onda
electromagnética que viaja desde el medio 1 e incide sobre la interfaz en z = — 1/2 con un

angulo ¢;. Una fracciéon de energia de la onda se transmite al medio 2 y otra fraccién se
refleja. La onda transmitida en el medio 2, viaja a través de éste y luego incide sobre una

segunda interfaz en z = + 1/2. De nuevo, la energia se redistribuye de forma tal que, una

fraccion se refleja hacia el medio 2 y otra se transmite en forma de ondas hacia el medio 3. Es
decir, debemos analizar la transicién del medio 1 al medio 2 en la primera interfaz, luego se
describe el desplazamiento de la onda en el medio 2 hasta llegar a la segunda interfaz y
finalmente la transicion desde el medio 2 al medio 3.

Cuando una onda pasa desde el i — ésimo medio al j — ésimo medio ((j) > (i)), tenemos las

siguientes relaciones de continuidad para los campos: Ef,i)i:E)(,j)i, HJ(Ci)i=H§Di,
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Dz(i)ir :Dz(j)ir y E,gi)i =E,Ej)i (donde (i),(j) =1,2,3 corresponden a los medios en
consideracion). Con ayuda de las ecuaciones (3.9) y (3.10) y las condiciones de frontera
mencionadas anteriormente tenemos lo siguiente:

e (Continuidad de El(,i)i = Ej(,j)i :

ED* 4+ EO7 4+ (0)HD* + (D™ = EP* + ED™ 4+ (0)HP* + (0)HP 4.4
e Continuidad de H,Ei)i = Ha(cj)i
KO\ o (K2 po- (09 Kk (=e@u®Y o, (4.5)
0) Ey + PIo) Ey tla— 0) OMO) Hy
# K T ColgE —cWy
+ —aﬁ v —c@y® 0-
T copoe® ) \—c®Ou® 7Y
_ k;]) H+ k;]) - 9(]) kéj) —C(j)'u(j) )+
“\Teo) B o) e ) D0 )
‘Ll] /.l] T[CO,LLO{:‘-’ _C-’,Ll]
j 0)) NG
N _ag(J) k; —cWDyu LO-
T coplgeD J\=cDu )Y
e (Continuidad de DZ(i)J—r = Dz(f)i :

Cocn®® ) cnen@® o —c®,® . —c@,® o 4.6
(aoo >E)(/l)++<a0;)-[ )E}(]l) +< u >H(l)++< u )H(l) (4.6)

T —C(i)[l(i) y —C(i)‘u,(i) y
coen @D\ . e\ o =D\ —c
@ ) gt (057 T g0 (T B O (2B O
T y T y WD)y —cDu® )Y
e Continuidad de E,Ei)i = E,E”i:
. . kDN /—c®, Oy kDN /—c@, Oy (4.7)
OED* + ED™ + 2 | -2 ) mOF — (22 ) (22 2 ) -
y y @ J\=cO,® )"y @ J\=c0,® )7y

) ), () e,
— (V" + (Y + [ —cOUNN e _ (k) (= PPN -
y y 0 )\ Zcmm )y 0 \Zcmm ) "y
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Ordenando el conjunto de ecuaciones en forma matricial obtenemos,

1 1 0 0

. ; . ; O+
k(l) k(l) —a ﬂ kgl) « ﬂ kgl) \ Ey
#(1) #(1) T copoe@c®dpu® T copoe@c@u® | E(i)_
COSOO(‘) COSOO(‘) 1 1 Y . | =
T 20,0 T 00 —c@y OO+
T cWu cWu cu y
0 D K —cOuO i
EORGHO) EORGMO)
1 .
_ . P+
k(]) K9 o 10 o) k9 E}(, ) (4.8)
o) uh T core DD T coroeDcDud EU-
y
00509(1) CogoOW 1 1 .
- - : : +
| C— RGO RGO | —c(f)u(f)HJ(,J)
0 K K / oMo
EOROMG) ORGP

La expresion (4.8) nos conduce a la siguiente relacién entre las amplitudes de los campos
eléctrico y magnético:

-+ @O+
Ey Ey
- (O&
E™ . M) By~ (4.9)
_C(j)u(j)[jyﬁn+ —c(")y(")HS)* '
\_C(j) u H§D— —c@yu® HS)_
donde
. y u®
@ @n (U) @@
. . u®
@@ ()] (U) (LJ)
1 - Z(S) 1 + Z(S) - (l) (5) 81] (S) 61]
gy =1
=3 9) 0) @, 0) (4.10)
Ky Uy &r Mr (U)
- 5578” -0 8ij D,® (1 Z(p) )
) 0) M, 0 iy @, .
My Hy & Ky @@n Er Ky @@n
— |5 %ij 0% |00 @ (1 Z(p) ) (1) 0 (1 T2 )

En la expresion (4.10), MUD es la matriz de transferencia del i — ésimo medio al j — ésimo

dio. L 4 ; ) _ H(j)kéi) (U) S(J)R() 1 d 1 d d

medio. Los términos z " = 00 Zp) = “on 2 son las impedancias para los modos de
., . AQ (D oW_gW)

propagacion TE y TM respectivamente [78]. El parametro, §) = « =a— es

proporcional a la diferencia entre los términos topologicos.
Ahora, con ayuda de la matriz (4.10) podemos calcular la matriz de transferencia que

representa la transicion total de la onda cuando atraviesa las dos interfaces. En primer lugar,
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tenemos una matriz M1 que representa la propagacién de la onda desde el medio 1 hasta el
medio 2 cuando atraviesa la interfaz en z = — l/z. En segundo lugar, tenemos una matriz
MB2 que representa la propagacién de la onda desde el medio 2 hasta el medio 3 cuando
atraviesa la interfaz en z = + 1/2. Sin embargo, las interfaces en z = + l/z, se encuentran

separadas por una capa de espesor [ (en la cual se encuentra el medio 2). Con el objetivo de
describir la propagacion de la onda entre las dos interfaces es preciso introducir una matriz
adicional. Esta matriz estd dada por la expresion (4.11) y representa la propagacién de la onda

a través del medio homogéneo 2 entre las interfaces en z = + l/2 (ver apéndice C.1).

ekl 0 0
1 (2)
Mhom2) — 0 ezl 0 0 (4.11)
@) ’ .
0 0 etkz L 0
0 0 0 ikt

El producto de las matrices M@V, M*om2) ¢ MB2) da como resultado la matriz de
transferencia desde el medio 1 al medio 3:

MGtab) = p(32) pghom2) pp(21). (4.12)

donde M@V y MG32 estan dados por la matriz (4.10). Los elementos de matriz de M(!ab)
estan dados por:

O] 2

. @
Ml(ilab) _ %(1 n Z(13)) cos (lkéz)) . [Z((:)z) n Z((52)3) (1 _ %5(12)5(23))] sen (lkgz))’ (4.13)

. @
Ml(;lab) = %(1 - 2(13)) cos (lkéz)) +- [2(23) (1 — %6(12)5(23)) — Z((;)z)] sen (lkéz)), (4-14)

(s) 2|70
(slab) _ =(slab) (slab) _ i=(slab)
M21 - M12 ’ M22 - Mll ’ (4' 15)
,(13) M(l)
Ml(slab) _"e B (612 4+ §@)cos (lkgz))
3 2 |e®
( (4.16)
[ M(l) (12) (23)”(2) (2)
LKy (12) r_523)
+5 [T\ 2w 002 + 28 = 6% | sen (1k”)
& &
,(13) ,u(l)
Ml(ilab) —_ (;) %(5(12) +6@)cos (lkf))
¢ (4.17)

i ful? (12) (23) u?
_Z = (12) _ Fr o(23)
2.0 Z(5 1) Z(s 5(2)6 sen(lk,,)
T T
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(slab) __ iz(slab) (slab) __ iz(slab)
M24 - M13 ’ M23 - M14 ’ (4' 18)
©)
(slab) _ 1 |y, @)
MG = -2 §(5<23)+5<12))cos(lkz )- (4.19)
L @(2(12)5(23) + 2(23)6(12)) sen (lk(z))
2 e® (s ®) z
"
©)
(slab) 1y (@)
MGG = 2 15 (839 + 602 cos (1) + (4. 20)
. 3)
13 ’#r (12) ¢(23) _ ,(23) ¢(12) 2
+2 K (z(s) 0 Z(y) 1) )sen (lkz ),
(slab) _ iz (slab) (slab) __ iz(slab)
M41 - M32 ’ M42 - M31 ’ (4' 21)
@®,3)
1 |7
(slab) __ i e (13) 2)
M, =5 & ® (1 +Z(p) )cos (lkz )
& Uy (4.22)
.3 (2)
s K (23) 12) _Hr c12)5023) (2
) / @040 Y \ 17T sen (1k(”)
r My &r
@ ,,3
1 e
M == | fr (1—2(13)) cos (lk(z))
2 1.3, @ ) z
e (4.23)
@ ,,6) @
& Hr | (23 _ (2 Br~ c12)5(23) @)
RO [Z(p) —Zp 1+ﬁ5 6 sen(lkz ),
g‘l" I’LT gT
(slab) __ i (slab) (slab) __ iz(slab)
M43 - M34 ’ M44 - M33 ’ (4.24)

con W = B0 ) _ Dk

) T @D’ @ e
parametros sﬁl)y uﬁl) son respectivamente; la permeabilidad eléctrica relativa y la
permeabilidad magnética relativa.

IN10) oW _gW)
=a
s

5W) = ¢ para (i),(j) =1,2,3. Los

En la matriz M®!@P)se puede observar como el parametro topoldgico da lugar al acople de los
dos modos de propagacion TM y TE con la presencia de los términos Ml(glab), Ml(ilab), Mglab)

Mz(ilab), Méilab), Mgab), Mfllab) y Mglab). Ademas, adiciona una pequefia correccién a los
elementos de la matriz de transferencia para los modos puros, transversal magnético TM y
transversal eléctrico TE, presentes en una pelicula convencional [78]. Esta correccion esta
dada por el término [1i(uﬁz)/gr(z))6(12)6(23)]. Por otra parte, observe que si [ =0,

obtenemos los elementos de la matriz de transferencia para una onda que atraviesa la interfaz
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entre dos medios con topologias no triviales. Por otro lado, si hacemos §(/) = 0, desaparece el
acople de los modos TE/TM y se obtienen los elementos de matriz convencionales [78].

4.3 Pelicula delgada compuesta por Tl y rodeada por vacio

Las relaciones generales (4.13)-(4.24) pueden ser usadas para describir varias propiedades
electrodindmicas de sistemas que contienen medios con aislantes topolégicos. Consideremos
el caso en que &M =e® M=, M =B y 502 = _5@3 Realizando estos cambios,
obtenemos los elementos de matriz para una pelicula delgada con TI rodeada por un medio
isotrépico, polarizable y magnetizable. Los elementos para la matriz de transferencia en este

sistema se muestran a continuacion:

ME*) = cos (lkf)) +2 [z((sl)z) + 25 (1 + % (5(12))2)] sen (l k;z))’ (4.25)
Mf;lab) _ %[Z((SZ)l) (1 + % (5(12))2> _ Z((Sl)z)] sen (lkéz)), (4.26)
Mésllab) _ Ml(;“”’), Mé_;lab) _ Mﬁlab)' (4.27)

Mglab) _ %\/%5(12) (Z((sl)z) _ Z((sz)l) %) sen (lk;z)), (4.28)

MG = % j% 502 (Z((SI)Z) +Z((52)1) ;i;))sen (lkf)), (4.29)
Méilab) _ Ml(;lab)' Mglab) _ Ml(ilab)’ (4.30)

stab) _ _Lsaz) B (,@D _ 02 qon (1@ %3
MG = =500% 155 (25) = 7)) sen (1Ks”)

(slab) i WDy () @) (4.32)
— 12 T
MG = 509 |t (237 + 267 sen (16?),
(slab) __ sz(slab), (slab) __ iz(slab)
M5 =My M = M, (4-33)
, @)

(slab) _ ) i[ (21 (12) Uy 2 ) (4. 34)

M3, = cos (lkz ) +2 [Z(p) + 2, (1 + (612)) )] sen (lkz ),
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; @)
(stab) _ i[ _(21) (12) Uy 2 @ (4.35)
M34 = E [Z(p) - Z(p) (1 + @ (8(12)) )] sen (lkz ),

(4.36)

) )

(slab) __ 5 (slab), (slab) __ iz(slab)
M43 - M34- M4-4- - M33

Cuando §(?) = 0, las ecuaciones (4.25)-(4.36) se reducen a los términos de la matriz de
transferencia para una pelicula convencional rodeada por un medio homogéneo, polarizable y
magnetizable [78]. Recientemente, se ha investigado la interaccion entre las superficies de
peliculas que contienen aislantes topolégicos [73, 103]. Estos estudios se han realizado con
ayuda de formalismos similares a los que se muestran en este capitulo. En particular, se ha
examinado la fuerza de Casimir que experimentan dos superficies (las cuales poseen una
topologia no trivial) cuando se aproximan [71-74, 103].

4.4 Coeficientes de transmision y reflexion

Suponga una onda electromagnética en modo TE con amplitud EJ(,1)+, la cual incide desde la
region z < 0 con angulo de incidencia ¢4; en la regién z > /2 solo consideramos los campos
que se alejan de la pelicula. Luego, los campos en cada una de las regiones se pueden agrupar

Cw) — (FWF p- 1) .0 M-\ 3) _ (p®+ .3 @+ o)
en vectores: ¥ = (Ey ,Ey ,0, —,u( )c( )Hy ) y pB) = (Ey ,0, —u( )l )Hy ,0) .

El sistema de ecuaciones, ¥®) = M6lab)g() nos permite obtener las expresiones para las
amplitudes de transmisidén y reflexién de los modos TE/TM (ver apéndice B):

(V- _ _(slab) p(D+ p(D+ _ ,(slab) o(1)+
Ey)” =13 VE BT =t VBT, (4.37)
(1)- _ _(slab) -()+ ;1) + _ ,(slab) - (1)+ 4.38
Hy'~ =1y BT Hy T =tV E, (4.38)
(slab) __ ;,(slab) (slab)_(slab) (slab)_(slab)
tss - M11 + M12 Tss - M14- Tsp ’ (4.39)
(slab) _ (slab) (slab)_(slab) (slab) _ (slab) .
tsp - (M31 + My, s — Mg, Tsp )' (4.40)
(lab) _ MEDUED e (4.41)
Tss = Miilab)Mésztab)_Mgilab)Mglab)'
(tat) _ MDD sy e (4.42)
Sp - M‘Eilab)Mg.;lab)_Mgilab)Mglab)'
, . (slab) (slab) . ./
Las términos 7 Y Tsp son las amplitudes de reflexiéon de los modos TE y TM para
ondas incidentes con modo TE. Mientras que los términos ts(:lab) y ts(;lab) son las amplitudes
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de transmision de los modos TE y TM para ondas incidente con modo TE. Las ondas TE son las
mismas ondas con polarizacion s y las ondas TM son las mismas ondas con polarizacidn p.

De forma similar, suponga que una onda electromagnética en modo TM con amplitud H;J’,
incide desde la regiéon en z < 0. Los vectores para los campos estan dados por:

1)- 1 AT 3 3 r o,
) — (O,EJ(,)  —uDeWHDT, Oy ) o (E§ 0, ~u®Pc®HS “,0) . Asi, la

relacién, ¥® = M)W nos permite obtener las amplitudes de transmisién y reflexién
para de los modos TE /TM para ondas incidentes en modo TM(ver apéndice B):

(2)— _ _(slab) ;;1+ 3)+ _ ,(slab) ,,(1)+ 4.43
Hy — 'pp Hy ’ Hy - tpp H}’ ’ ( )
1— _ _(stab) ;;(D+ ~(3)+ _ ,(slab) ;;(1)+ 4. 44
Ey =y H BT = 6, (4. 44)
(slab) _ (slab)_.(slab) _ 5.(slab) _ ,,(slab)_(slab) 4. 45
bp = (M32 Tsp M, M3y " Top )' ( )
(slab) __ ,,(slab)_(slab) (slab) (slab)_(slab)

tps =My s T My T My Uty (4.46)
(slab) _ Mmoo (4.47)

pp Mﬁlab)Mglab)_Mgilab)Mglab)'
((slab) _ MELDME 00 (4.4

DS Miilab)Mglab)_Méilab)Mglab)’

donde r(slab) (slab)

»p Y Tps  sonrespectivamente, las amplitudes de reflexion de los modos TM y TE

N . lab lab
para ondas incidentes con modo TM. Las expresiones para tl(,;,a) tl(fsa) son

respectivamente, las amplitudes de transmisién de los modos TM y TE para ondas incidentes
con modo TM. Las ondas TE son las mismas ondas con polarizacién s y las ondas TM son las
mismas ondas con polarizacién p. En ausencia de aislante topolégico, los términos que

dependen de &;, desaparecen; MG = ME) =y = MG = y ME =

M = ME* = ME*) = 0. Lo anterior, implica que rp(SSlab) = rs(zflab) =0y tl(fslab) =
ts(;,lab ) = 0. Con esto, las amplitudes tf,i,lab), p(:,lab), ts(jlab) y rs(:lab) se reducen a las amplitudes

(slab) _ (slab) ,(slab)
ty T  tg

.z c e . slab ;
de reflexion y transmisién convencionales ( y rs( )) para una pelicula en

ausencia de aislante topolégico [78].

En las figuras 4.3 y 4.4 se presentan los coeficientes de transmision (Tgs y Tp,p) y reflexion
(Rss ¥ Rpp) en funcién de la frecuencia normalizada (v/e;wl/c) para diferentes angulos de

incidencia. Los comportamientos obtenidos son similares a los presentados por los
coeficientes de transmision (7s , T,) y reflexion (R;, Rp) para un pelicula sumergida en un

medio dieléctrico con &;, = 0. Los picos en Tss y Ty, corresponden a la transmision maxima

de la onda a través de la pelicula (ver figuras 4.3). Esto se debe a que los campos dentro de la
pelicula experimentan multiples reflexiones cuando interactian con las interfaces en
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z = *1/2. Cuando todas las ondas que se propagan dentro de la pelicula tienen la misma fase
aparece una frecuencia resonante, w,,,,, (M es un numero entero positivo que indica la
frecuencia para cada pico) para la cual el coeficiente de transmisién toma su valor maximo.
Este fendmeno se conoce como resonancia de Fabry-Perot [78]. Bajo dichas frecuencias
resonantes los coeficientes de reflexién se reducen a su valor minimo.

Transmision

1.0

0.8

0.6

0.4

02

To(n/3) T(n/4)

0.0
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

Jeaiwl/c

Figura 4. 3: Coeficientes de transmision para ondas tipo TE y tipo TM con tres angulos de

incidencia diferentes @4 =T/3,7/,,™/c, a través de una pelicula con e =9 u® =1

sumergida en un medio con 89) =1, uﬁl) =1 y 62 = a. Las lineas discontinuas

corresponden a los coeficientes de trasmision de ondas p-polarizadas provenientes de ondas
p-incidentes. Las lineas continuas corresponden a los coeficientes de trasmision de ondas s-
polarizadas provenientes de ondas s-incidentes.

En la figura 4.3 se presentan los coeficientes de transmision Tss y Ty, como funcion de la
frecuencia de la onda incidente. Ademads, se muestran los cambios que sufren las curvas
cuando se cambia el angulo de incidencia. Se observa que para determinados angulos, el
coeficiente T, oscila en un rango de valores menor al rango de valores presentado por el
coeficiente Tg,. Por ejemplo, para un angulo m/3 se puede observar que Ty, disminuye
rapidamente al incrementar la frecuencia hasta alcanzar su valor minimo en ~0,1 para una
frecuencia normalizada de ~0,5; en contraste, el coeficiente T,, disminuye de una forma
menos drastica, alcanzando su valor minimo en ~0,8 para la misma frecuencia. Es decir, en
este caso la energia transmitida en forma de ondas pp (transmision de ondas con polarizacion
p a partir de ondas p incidentes) es mayor o igual que la energia transmitida en forma de
ondas ss (transmision de ondas con polarizacion s a partir de ondas s incidentes)
dependiendo de la frecuencia elegida.
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Al reducir el angulo de incidencia, el valor minimo de T, va disminuyendo, mientras que el
valor minimo de T4 va creciendo; el rango de valores alcanzado por Ty, va creciendo y el
rango de valores de T, va decreciendo con la reduccién del angulo de incidencia. Visto de otra
forma, para una frecuencia determinada los porcentajes de energia transmitida en forma de
ondas pp disminuyen conforme el angulo se reduce, mientras la energia transmitida en forma
de ondas ss aumenta. Este comportamiento se conserva siempre que el angulo de incidencia
sea mayor que cero y menor que el dngulo de incidencia rasante a la pelicula. Recuerde que
las ondas TM (o modo transversal magnético) son las mismas ondas con polarizacién p y las
ondas TE (o modo transversal eléctrico) son las mismas ondas con polarizaciéon s. Haremos
uso de ambas notaciones en el resto del capitulo sin distincién.

Reflexion

Figura 4. 4: Coeficientes de reflexion para ondas tipo TE y tipo TM con tres angulos de

incidencia diferentes @4 =T/3,7/,,™/c, a través de una pelicula con e =9 u® =1
sumergida en un medio con 89) =1, uﬁl) =1y 612 = a. Las lineas discontinuas

representan los coeficientes de reflexiéon de ondas p-polarizadas para onda p-incidentes. Las
lineas continuas corresponden a los coeficientes de reflexion de ondas de s-polarizadas para
onda s-incidentes.

En la figura 4.4 los coeficientes Rz y Ry, alcanzan su valor maximo cuando los coeficientes Tgg
y Tpp alcanzan su valor minimo y viceversa. Se muestra como el rango de valores en los que
oscila el coeficiente Ry, se incrementa con la reduccion del dngulo de incidencia mientras que
el rango de valores de R va disminuyendo. Para un angulo de incidencia /3 los valores
maximos alcanzados por Rgs y Ry, son respectivamente ~0,88 y ~0,17, mientras que sus
valores minimos son aproximadamente cero. Si el angulo de incidencia se reduce, se puede
observar que el maximo de R, también se reduce y el maximo de R, aumenta. Luego, la
energia reflejada en forma de ondas pp (reflexion de ondas con polarizaciéon s a partir de
ondas s incidentes) aumenta conforme el angulo se reduce, mientras que la energia reflejada
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en forma de ondas ss (reflexion de ondas con polarizacién s a partir de ondas s incidentes)
aumenta.

Cuando incide una onda TM en z = —[/2, parte de esta onda es reflejada y transmitida en
forma de ondas TM pero una cierta cantidad de energia, muy pequefia, se transmite y se
refleja en forma de ondas tipo TE. En la figura 4.5 se muestran los coeficientes de transmision
(Tps y Tsp) y reflexion (R,s y Rsp) en funcion de las frecuencias normalizadas. Se puede
observar que las amplitudes de los coeficientes son del orden de 107°. Estos coeficientes
dependen de los términos de la matriz que aparecen cuando se considera una topologia no

trivial en la pelicula y presentan una dependencia con (6(12))2 = a?,donde a? ~ 5.32 x 107>,

Figura 4. 5: Coeficientes de transmision y reflexién para ondas tipo TE y tipo TM con tres

angulos de incidencia diferentes @, = ”/3 ,”/4,”/5, a través de una pelicula con sf.z) =9,
uﬁz) = 1 sumergida en un medio con 89) =1, uﬁz) =1y 612 = q. Lineas discontinuas:
Coeficientes de transmision de ondas TE para ondas TM incidentes. Lineas continuas:
Coeficientes de reflexiéon de ondas TE para ondas TM incidentes. Las ondas TE son las

mismas ondas con polarizacion s. Las ondas TM son las mismas ondas con polarizacion p.

En la figura 4.5 aparece el comportamiento de los coeficientes T,; y Rps respecto a la
frecuencia de la onda incidente, para diferentes angulos de incidencia. Para un angulo de
incidencia 7/3 el coeficiente de trasmision T, oscila entre un rango de valores menor al
rango de valores en el que se encuentra T, en la figura 4.4. Es decir, la cantidad de energia
transmitida en forma de ondas ps (transmisién de ondas con polarizacién s a través de la
pelicula a partir de ondas p incidentes) es siempre menor que la cantidad de energia
transmitida en forma de ondas pp. Cuando T, crece con la frecuencia hasta que alcanza su
valor maximo, (~0,26 X 10‘6) el coeficiente Typ decrece en el mismo intervalo de frecuencias
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hasta alcanzar su valor minimo y viceversa. Dicho de otra forma, cuando se transmite mayor
cantidad de energia en forma de ondas pp, la cantidad de energia transmitida en forma de
ondas ps se reduce y viceversa. Con la reduccion del angulo de incidencia, la amplitud de
oscilacion de T,; disminuye mientras la amplitud de T, aumenta. Por otro lado, el coeficiente

R, (reflexion de ondas con polarizacion s a partir de ondas p incidentes) crece con la
frecuencia hasta alcanzar su valor maximo, (~2,072 X 10~°) mientras que el coeficiente Typ

decrece en el mismo intervalo de frecuencias hasta alcanzar su valor minimo y viceversa, esto
quiere decir que, se reflejan mas ondas ps cuando la trasmision de ondas pp es minima. Al
disminuir el angulo de incidencia, la amplitud del coeficiente R,; decrece; este

comportamiento contrasta con el crecimiento de R,, con la reduccion del angulo de
incidencia.

x (1079)
2.0[Ry(/3),

1.5

1.0

0.5

............

----------------

Figura 4. 6: Coeficientes de transmision y reflexion para ondas tipo TE y tipo TM con tres
angulos de incidencia diferentes @1 = /3,7/,,™/c, a través de una pelicula con sgz) =9,
ugz) =1 sumergida en un medio con 85.1) =1, ”52) =1y 612 = q. Linea discontinua
amarilla. Coeficiente de trasmisiéon de ondas TE para ondas TM incidentes. Linea continuas:
Coeficientes de reflexion de ondas TM para ondas TE incidentes. Las ondas TE son las
mismas ondas con polarizacion s. Las ondas TM son las mismas ondas con polarizacién p.

En la figura 4.6 se muestran los coeficientes T, y Ry, como funcion de la frecuencia de la onda
incidente, para diferentes angulos de incidencia. Las curvas que presentan estos coeficientes
son similares a las curvas de los coeficientes T,; y R,,. Sin embargo el comportamiento Ty, y
Ry, con respecto a Tgs y Rgs €s un poco diferente. Al comparar los coeficientes Ty, y Ty se
puede observar una reduccién en la amplitud de ambos coeficientes cuando el dngulo de
incidencia se reduce. Luego, en este caso el porcentaje energia transmitido en forma de ondas
sp disminuye conforme el dngulo de incidencia se reduce, mientras que el porcentaje de
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energia transmitido en forma de ondasss se incrementa. Cuando la amplitud de Ry,

disminuye con la reducciéon del angulo de incidencia entonces la amplitud de R;; también
decrece. Esto quiere decir que el porcentaje energia reflejado en forma de ondas sp disminuye
cuando el porcentaje de energia reflejado en forma ondas ss se reduce.

x (1079) Reflexion

0 1 2

3
\/s_lwl/c

Figura 4. 7: Correcciones en el coeficiente de transmision y reflexiéon para una pelicula con
612 = a con respecto a una pelicula con 81, = 0. El angulo de incidencia es ¢ = ""/3. La

pelicula con 8,(,2) =9, ”52) =1 esta sumergida en un medio con 85.1) =1, uﬁl) =1y

8(12) = q. Linea discontinua roja: cambio en el coeficiente de reflexién de una onda TM para
una onda TM incidente, |Rpp -R, | Linea continua azul: cambio en el coeficiente de reflexion
de una onda TE para una onda TE incidente, |Rgs — Ry|.

En las figura 4.7 y 4.8 se consideran las correcciones que induce el término §;, en los
coeficientes de transmision y reflexion en una pelicula compuesta por un TI con respecto a
una pelicula convencional. Las correcciones en los coeficientes de transmision y reflexion
estan dadas por:

8T, = Ty = T,| = Z((sz)l) | M?Eszlab)rp(:lab) _ Méilab)rp(;lab) _ Méilab) z |rp(slab)|2 ’ (4.49)
ST, =T —T| = Z((Sz)n | M) | g (slab) (Slab) _ (slab), Gsab) 2 rtan)|| (4.50)
SRgs = |Rgs — Ry| = |[rs1®) Z_ r(stab) dl (4.51)

SRyp = |Ryp — Ry = ||Tp(szlab) - |rp(Slab) 2 ’ (4.52)
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(stab) .(slab) " (slab) y tz(,smb) son respectivamente, las amplitudes de reflexion

Los términos 7 Ty , tg
y transmisién en una pelicula con 6! =0 . Los coeficientes R, , R;, T, y Ts son los

coeficientes de reflexién y transmisién para ondas con modos TE y TM respectivamente, en
ausencia del aislante topoloégico [78].

x (107°) Transmision

0T
0T
0 l 2 4 5 6

3
Jeaiwl/c

Figura 4. 8: Correcciones en el coeficiente de transmision y reflexiéon para una pelicula con
612 = a con respecto a una pelicula con 61, = 0. El angulo de incidencia es ¢4 = ”/3. La

pelicula con £§2) =9, ”52) =1 esta sumergida en un medio con 8,(,1) =1, uil) =1y

8(12) = q. Linea discontinua naranja: cambio en el coeficiente de transmisién para una onda
TE para una onda TE incidente, |T¢¢ — T|. Linea continua verde: cambio en el coeficiente de
transmision para una onda TM para una onda TM incidente, |T}, — Tp|-

oc

[on)

=~

b

0

En la figura 4.9 se presenta la dependencia de los coeficientes de trasmisién y reflexiéon para
ondas pp y ss, respecto al angulo de incidencia. Ademas, se muestran los cambios que sufren
las amplitudes de los coeficientes cuando se cambian las frecuencias de la onda incidente. Los
valores de las frecuencias se toman con respecto a las frecuencias resonantes w,,, = m X w,
(donde w, es la frecuencia para la cual, el coeficiente de transmisién alcanza su maximo y m
es un numero entero). En este caso, haremos uso de la frecuencia normalizada, w,. = 1,095, la
cual corresponde al segundo maximo de los coeficientes Tss y Ty, en la figura 4.3. Cuando
m = 1y para un angulo de incidencia por debajo de ¢; = m/2, los coeficientes de transmision
en las figuras 4.9(a) y 4.9(b) crecen lentamente hasta alcanzar valores proximos a 1. Cuando
el angulo alcanza la incidencia rasante a la superficie, los coeficientes de transmisién caen
rapidamente a valores proximos a cero. Es decir, para angulos por debajo de n/2 (~0,467
para T, y ~0,367 para Tg,) se transmite casi toda la energia en forma de ondas pp u ondas ss
segun el tipo de onda incidente. Conforme incrementamos la frecuencia w,,,, aparecen los
maximos de resonancia. En Tpp,
comportamiento oscilatorio en la amplitud del coeficiente con un decrecimiento de su periodo

el crecimiento de la frecuencia se manifiesta en un
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de oscilacion. Conforme el angulo crece, la amplitud se reduce hasta que el coeficiente T, deja

de oscilar y comienza a decrecer rapidamente (en ~0,4w para m = 20 y ~0,42n para m =
100).

Transmision T, Transmision T
Lo oo - g
0.8
0.6
0.4
m=1 .
0.2 =20 : =1
100 : 02 2:20
0.0 00 — m=100 .
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 — 0.0 0.1 02 03 04 05
(pl/n (pl/n'
(@) (b)
Reflexion R, Reflexion R
1.0
=se=m=1
0.8 eeem=20
—m=100

Figura 4. 9: Coeficientes de transmisién para una onda tipo TE(TM) a partir de ondas TE(TM)
incidentes con una frecuencia de incidencia resonante en funcién del angulo de incidencia ¢;.
Las permitividades son 852) =9, 89) =1 para (a) y (b), 29) =0.8, 59) =1 para (c) y (d),
las permeabilidades de la pelicula y del medio en que se encuentra sumergida estan dados
por: uil) = ygz) =1y 8§12 = q. La frecuencia de incidencia se eligi6 como m X w,, donde
w, = 1,095 es la frecuencia de resonancia y m un nimero entero positivo.

De igual forma, la amplitud de Ty; comienza a oscilar con el aumento de w,,,. Sin embargo,
esta oscilacion viene acompanada con un incremento de la amplitud. Lo anterior demuestra
que para una onda incidente con una frecuencia determinada, el porcentaje de energia
transmitida en forma de ondas pp u ondas ss también oscila conforme cambiamos el angulo
de incidencia. En las figuras 4.9(c) y 4.9(d) los coeficientes de reflexion Ry, y Rg
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respectivamente, se comportan de forma inversa a los coeficientes de transmision
correspondientes.

x (1079) Transmision T, x (1079) Reflexion R,
0.5 '
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Figura 4. 10: (a) Coeficientes de transmision de ondas tipo TE a partir de ondas TM incidentes
con una frecuencia de incidencia resonante en funcién del angulo de incidencia. (b)
Coeficientes de reflexién de ondas tipo TE a partir de ondas TM incidentes con una frecuencia

de incidencia resonante en funcion del dngulo de incidencia. Las permitividades eléctricas son

852) =9, £§1) = 1. Las permeabilidades magnéticas de la pelicula y del medio en que se

encuentra sumergida la pelicula son uﬁl) = u£2) =1y 6§12 = a. La frecuencia de incidencia se

eligi6 como m X w,,, donde w, = 1,095 es la frecuencia de resonancia y m un nimero entero
positivo.

En la figura 4.10 se muestra la dependencia de los coeficientes mixtos ps y sp con el angulo de
incidencia. De nuevo, la frecuencia de la onda incidente esta dada por w,,, = m X w,. Para
m = 1, el coeficiente T,,; demuestra que la transmision de ondas ps es casi nula para angulos
de incidencia menores que ~0,4m, a partir de este angulo la transmisién de ondas ps crece
rapidamente hasta alcanzar un valor maximo de ~0,49 X 107® en ~0,48m y luego decrece
rapidamente. Al comparar los coeficientes T,, y T,s (en las figuras 4.9(a) y 4.10(a)
respectivamente) con m = 1, vemos que la transmision de ondas ps es casi cero cuando la
trasmision de ondas pp es maximay cuando T,,, decrece la transmision de ondas ps se acerca
a su maximo. Con el incremento de m, la amplitud de T,; comienza a oscilar. Conforme el
angulo crece, el maximo de resonancia crece también. Es decir, el porcentaje de ondas ps que
se transmite, se incrementa con la frecuencia y el angulo de incidencia.

Por otra parte, cuando m = 1, el coeficiente R, en la figura 4.10(b) presenta solamente un
pico, cuyo valor es ~0,52 x 107° para un angulo de ~0,497. Cuando m crece, R, comienza a

oscilar y entre mayor es w,,,- el numero de picos se incrementa (para angulos de incidencia
entre 0y /2).
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4. Método de matriz de transferencia aplicado a peliculas con aislantes topoldgicos

4.5 Incidencia normal

En las figuras 4.9 y 4.10 podemos observar que la transmision y reflexiéon de ondas pp, ss,ps 'y
sp es diferente de cero para un angulo de incidencia normal. Como caso especial
consideremos una onda electromagnética que incide perpendicularmente sobre la superficie
de la pelicula, es decir, cuando ¢; = 0. Luego, los elementos de matriz (4.25)-(4.36) adoptan
la siguiente forma:

ME™ = cos (lkéz)) + %\/% [1 +eP 4 (8(12))2] sen (lk;z)), (4.53)
87'
lab i1 2 2 2
Ml(; ab) — - — [1 _ €7E ) (5(12)) ]sen (lké ))’ (4. 54)
A\ ST

(slab) __ i (slab) (slab) __ iz(slab)
My, =M, ", My, =My, (4.55)
Mglab) -0, (4.56)

(12)
Ml(ilab) — l 9 Sen(lkzz), (4 57)
@

(slab) __ iz(slab) (slab) __ i=(slab)
M,, =My, My, =M;, ", (4.58)
ME) = o, (4.59)
(slab) _ _ .82 @) (4. 60)

M3, = l\jg(fz)sen (lkz )

(slab) __ 7(slab), (slab) __ iz(slab)
My - M32 s My, - M31 ’ (4. 61)
Mgsglab) = cos (lk;z)) + %_1(2) [1 + sr(z) + (5(12))2] sen (lkéz)), (4.62)

A ST

Méizab) _i 1 [1 _ €r(2) _ (5(12))2] sen (lkf)), (4.63)

2 67(.2)

(slab) __ i7(slab), (slab) __ iz(slab)
M4—3 - M34 M44— - M33

)

(4. 64)

)
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4. Método de matriz de transferencia aplicado a peliculas con aislantes topoldgicos

Con las expresiones (4.53)-(4.64) se obtienen las nuevas expresiones reducidas para las
amplitudes de reflexion cuando la onda incide perpendicular a la superficie:

e Las amplitudes de reflexion cuando incide una onda en modo TM sobre la pelicula son:

(2)

1-2i o cot(1k{?
' (5(2)+1)+(6(12))2 ° ( z )
T(slab) — r 465
e () (E£Z)+1)+(5(12))2 ’ (4.65)
4E+2cot2 (lk;z)) } 5
[s$2)+(5(12))2] -1 (59)—1)+(5(12))
(slab) [(252)+1)+(6(12))2]—2i /siz)cot(lkzz) 12
Tps = — 602, (4. 66)
Zsiz)cotz(lkéz))+%[(££2)+1)+(§(12)) ]

e Las amplitudes de reflexion cuando incide una onda en modo TE sobre la pelicula son :

(2)

2iey (2)
(slab) ! (s$2)+1)+(5(12))2 bOt(lkZ )
s — 2 (e(z)+1)+(5(12))2 ’ (4. 67)
4S—TCOt2(lk(2))+ r
2 2 Z (2)_ _ 12) 2
[ng)+(5(1z)) ] 1 (sr 1) (5( )
ey __ [ 000 e [iPeon(ul?) 4 68)
°P ngz)cotz(lk;z))+%[(££2)+1)+(6(12))2]2 '

Con ayuda de los elementos (4.53)-(4.64) y las amplitudes de reflexién (4-65)-(4.68) es
posible obtener las amplitudes de transmision al reemplazar los términos en las ecuaciones
(4.39), (4.40), (4.45) y (4.46).

En la figura 4.11 se muestran los coeficientes de transmision para ondas pp y ss en funcion de
la frecuencia normalizada. En este caso se consideran cuatro permitividades dieléctricas
relativas sﬁz) = {1, 3,6}. Cuando sﬁz) = 1, se observa que los coeficientes de transmisién son
constantes respecto a la frecuencia y su valor siempre es proximo a 1 (T,,~Tss~1). Esto se

debe a que el medio que rodea la pelicula tiene una permitividad eléctrica sﬁl) =1 (ademas
,uﬁl) = ,uﬁz) = 1). Luego, las interfaces que separan la pelicula del medio circundante

desaparecen y obtenemos la propagacion de una onda electromagnética a través de un medio
homogéneo e isotrépico.
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Transmision T g

Transmision Tpp
1.0/ - 1.0 TRy reA i
09 kY 09 ) :. | -.. ; ! ) .:'t
o8 | iSL AL fes i AT R
07 % 07 % P :
0.6 £ [sW =1 — 0.6 e [eV =1 —
05 6@ [6® =3 e 05 £® [0 =3 -
0.4 &7 /e =6 0.4 &7 e =6 e

0 i 2 3 4 0 1 2 3 4
JVejwl/c Veiwl/c
(a) (b)

Figura 4. 11: Coeficientes de transmision y reflexiéon para ondas tipo TE y tipo TM para una

pelicula con cuatro permitividades diferentes eﬁz) = {1, 3, 6}. Los otros parametros del sistema

son ”52) = uil), £§1) =1,y 812 = a. (a) Coeficientes de trasmisién de ondas TM para ondas
TM incidentes. (b) Coeficientes de trasmisién de ondas TE para ondas TE incidentes. Las ondas

TE son las mismas ondas con polarizaciéon s. Las ondas TM son las mismas ondas con
polarizacién p. El angulo de incidencia es ¢4 = 0.

Reflexion R

0.6
0.5 RERS
.- “ " “ " .
’ [ v . ’ “
0.4 :: ‘| : “ : ‘|
Ok I T A S A
[} . ' ' ‘n
I R W E
: e, -
AN A e
0.1f ;- P e
0.0 L Ve S N KA
0 1 3 4

2
Jeaiwl/c

Figura 4. 12: Coeficientes de reflexibn para ondasss en una pelicula con tres
permitividades diferentes 85.2) = {1, 3, 6}. Los otros parametros del sistema son uiz) = ugl),

89) =1,y 812 = . Las ondas TE son las mismas ondas con polarizacién s y el 4dngulo de

incidenciaes @1 =0
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4. Método de matriz de transferencia aplicado a peliculas con aislantes topoldgicos

Conforme la permitividad er(z) crece respecto a sﬁl), los coeficientes de transmision comienzan
a mostrar las resonancias de Fabry-Perot. Con el incremento de la permitividad, la amplitud
de los coeficientes T, y Ty también crece. Dicho de otra manera, la porciéon de energia
transmitida en forma de ondas pp y ss disminuye para determinado valor de frecuencia

: 2 .

(cuando se comparan las curvas con diferentes valores de er( )). Note, cuando el dngulo de
incidencia es cero, no se presenta una distincion clara entre la transmision de ondas pp y ss,
ya que las curvas Tj, y Tss se comportan de la misma manera.

En la figura 4.12, se presenta el comportamiento del coeficiente de reflexién R, respecto a la

frecuencia de la onda incidente. Cuando 852) = 1 podemos observar que la reflexiéon es nula.
Sin embargo, conforme la permitividad er(z) crece respecto a sﬁl), la amplitud del coeficiente y

comienza a oscilar.

Por otra parte, en las figuras 4.11(a)-(b) se observa que los coeficientes de transmision T, y

2 1
Tys son constantes cuando eﬁ ) = eﬁ )

= 1. Esto se debe a que la interfaz que aparece debido a
la diferencia entre permitividades eléctricas y las permeabilidades magnéticas desaparece. Sin
embargo, los parametros topoldgicos de ambos medios son diferentes. Es decir, que atin existe
una interfaz debida a la diferencia de los parametros topolégicos de los medios involucrados
(812 = @), lo que da lugar a la transmisidn y reflexion de pequeiias cantidades de energia en

forma de ondas ps y sp.

X (10_6) Transmision T X (10‘6) Reflexion R,,¢
0.5
F(z)/g(l) S p— 20 . : " 55‘23/551} =1—
0.4 A AN ; Loael el =3
= E RSNV 5 ¢
03 £ / el =6nneen s s A _
02 1.0
0.1 0.5
0‘0 fommrmonmomnee ¥ - --h.‘::'.‘.“. 0.0
0 1 2 3 4
Veiwl/c Vejwl/c

() (b)

Figura 4. 13: Coeficientes de transmision y reflexion para ondas tipo TE y tipo TM para una

pelicula con cuatro permitividades diferentes eﬁz) ={1,3,6,9}. Los otros parametros del
sistema son ”§2) = uﬁl), 89) =1,y 612 =a. (a) Coeficientes de trasmisién de ondas TE
para ondas TM incidentes. (b) Coeficientes de reflexiéon de ondas TE para ondas TM
incidentes. Las ondas TE son las mismas ondas con polarizacién s. Las ondas TM son las

mismas ondas con polarizacion p. El angulo de incidencia es ¢4 = 0.
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En la figura 4.13, se muestran los coeficientes de transmisidn y reflexiéon mixtos ps. En este

caso, el crecimiento de er( ) produce una disminucién de la amplitud y del periodo en el
coeficiente T),;. Ademas, se muestra que si ¢; = 0, la transmision de ondas ps no es constante

como en el caso de T, sino que oscila. Por otro lado el coeficiente R, incrementa su amplitud

cuando la permitividad ££2) crece.

4.6 Resumen

Se describieron los campos eléctricos y magnéticos en un sistema compuesto por tres medios
isotrépicos, semi-infinitos, polarizables, magnetizables y con una topologia no trivial.
Posteriormente se estudi6 la transiciéon que sufren los campos al pasar de un medio al otro
con ayuda de las relaciones constitutivas para los aislantes topolégicos. Esto nos permitié
obtener la matriz de transferencia que describe la propagacién de la onda a través de todo el
sistema. Se estudié el comportamiento de los coeficientes de transmisién y reflexion con
respecto a la frecuencia de la onda incidente y con respecto al dngulo de incidencia. Se
observd que la presencia del término topoldgico ocasiona una redistribucién de la energia de
las ondas cuando interactdan con la interfaz que separa cada medio. Esto nos permite
transmitir/reflejar energia en forma de ondas con polarizacién p a partir de ondas incidentes
con polarizacién s y viceversa. En el caso particular de la incidencia normal, desaparece la
distincion entre las ondas pp y ss.
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5. TUNELAMIENTO EN UNA PELICULA Y EN SISTEMAS DE DOBLE CAPA CON
AISLANTES TOPOLOGICOS

Hasta el momento se ha analizado la propagaciéon de una onda electromagnética (TM y TE)
cuando pasa de un medio con indice refraccion menor a un medio con indice de refraccion

mayor, n(z)/n(l) > 1. Luego, de acuerdo con la ley de Snell [78] obtenemos,

@
sengy _ n” 01> 0. (5.1)

sengp, n®

Sin embargo, si la onda incidente se propaga en el medio con mayor indice de refraccién,
(n® > n@), entonces existe un dngulo de incidencia critico, ¢, para el cual ¢, = /2 [78].
De la ley de Snell tenemos que, si n > n(?), entonces ¢, > ¢,. Esto quiere decir que, si el
angulo ¢, aumenta, el angulo ¢, crece mas rapidamente. Cuando el dngulo de incidencia
supera el valor critico, (¢1 > @.rit), entonces la trasmision de la onda a través del medio con
indice de refracciéon n®® es nula. Con las consideraciones anteriores y con ayuda de la
expresion (5.1) tenemos que,

seng; > sen@gp = n® /M, (5.2)

Se esperaria que cualquier onda incidente con angulo ¢@; > @..i; sea reflejada totalmente
dentro del medio con indice n(¥). Sin embargo, en las secciones posteriores se demostrara
que es posible transmitir energia en forma de ondas electromagnéticas a través de una
pelicula por efecto de tunelamiento cuando n™ > n@® y ¢, > @ [78].

5.1 Pelicula con indice de refraccion menor al del medio circundante

Consideremos dos medios isotrépicos semi-infinitos, polarizables, magnetizables y con una
topologia no trivial 8, (donde (i) = 1,2 corresponde al respectivo medio) dispuestos como
se muestra en la figura 5.1. La configuracién del sistema es tal, que se tiene una pelicula
delgada de espesor [ con dos interfaces en z = —1/2 y en z = /2. Las regiones z < —1/2 y
z > 1/2 estan ocupadas por el mismo material con una permitividad dieléctrica £*, una
permeabilidad magnética u) y un parametro topolégico 8. En la regiéon —1/2 < z < 1/2, se
tiene un medio con permitividad dieléctrica ¢, una permeabilidad magnética u® y un
parametro topolégico 6. Supongamos ahora que una onda electromagnética con vector de

onda kW+ = (kx, k§1)+) se aproxima desde la izquierda de la interfaz en z = —[/2 e incide
sobre ésta; parte de esta onda es reflejada con un vector de onda KO- = (kx,kgl)_) y otra

parte es transmitida al interior de la pelicula con vector de onda K@+ = (kx, k§2)+). La onda
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con k@+se propaga en el medio homogéneo e incide en la interfaz en z = [/2. De nuevo,
parte de la onda en el medio 2 es reflejada dentro de la pelicula con vector de onda

k@ = (kx, k§2>‘) y otra parte es transmitida al medio 1 con vector de onda
FO+ = (kx, k§1)+). Las componentes Ej(,i) y Hj(,i), (con (i) =1,2,3) son tangenciales a las

superficies de divisién y los signos (+)/(-) indican el sentido en que se propaga la onda, (+)
hacia la derecha y (-) hacia a la izquierda.

x
.
s K7
]_{)(1)+¢
v O(EHY) B |
| 3 O(E(2)+ H(2)+) ; ““‘.-O(E}(I1)+ H}(Il)+) 5
| | y My I ¢ |
- ‘ :
| ", | gl
| R BICLI :
EOFON IS P £ 4 g0 |
| « i i
| o T £PuD,00 7
Oy '
i E (1) + .““.0“’“
& OB HO)
7 = =l / 2 zZ = l/ 2

Figura 5. 1: descripcidon esquematica de la transmisiéon de una onda electromagnética a
través de una pelicula de espesor [. El indice de refracciéon n® de la pelicula, es menor al
indice de refraccion n del medio que la rodea.

A continuacidn, vamos a estudiar la propagacion de las ondas electromagnéticas a través del
sistema que se muestra en la figura 5.1. Para esto, hacemos uso de las amplitudes de
transmision y reflexion obtenidas en la seccidn 4.4: las ecuaciones (4.39)-(4.42) para ondas
incidentes con polarizacion TE y las ecuaciones (445)-(4.48) para ondas incidentes con
polarizacion TM. Los elementos de matriz utilizados en este caso estan dados por las
expresiones (4.25)-(4.36) que se obtuvieron en la seccién 4.3.

En la figura 5.2 se muestran los cambios que sufren los coeficientes de transmision y reflexiéon
para ondas ss, cuando varia la frecuencia de la onda incidente. En este caso, también se ha
considerado el comportamiento que tienen los coeficientes respecto a la razén de las
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permitividades dieléctricas de los medios involucrados, en particular; 8(2)/8(1) =
{0,1, 0,3, 0,6} y para angulos de incidencia tal que ¢; < @;;- Adicionalmente, la diferencia
de los parametros topoldgicos de los medios esta dada por §(?) = a. En la figura 5.2(a) se
puede observar la presencia de las oscilaciones de Fabry-Perot en los picos maximos del
coeficiente de transmisién T,. El coeficiente de reflexién puro Ry tiene un comportamiento
inverso al mostrado por el coeficiente de trasmision, tal y como aparece en la figura 5.2(b).

Transmision Ty Reflexion R

1.0 1.0

0.8 0.8

e? [ &M = 01—
0.6 sﬁz’/sil) =0.3--
85.2)/851) = 0.6—‘

0.6

sﬁz’ / s}“ =0.1—
0.4 &? [ &) = 0.3 0.4

e [ &) = 0.6—

0.2 02

—

0.0 0.0L7 V: VY \EVY\E ANV VV VY
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
JEwl/c JEwl/c

(a) (b)

Figura 5. 2: Comportamiento de los coeficientes de transmision y reflexién puros para
ondas ss, respecto a la frecuencia y con un angulo de incidencia ¢4 = ”/10. En (a) se

muestran los coeficientes de trasmision de una onda TE para una onda TE incidente. En (b) se

presentan los coeficientes de reflexiéon de una onda TE para una onda TE incidente. Las
permeabilidades magnéticas del sistema son: uﬁl) = ”52) = 1. Las permitividades eléctricas
estan dadas por la razoén: 85.2)/85.1) ={0,1, 0,3, 0,6} y los parametros topoldgicos del

sistema son tales que §'?) = a.

Por otro lado, al incrementar la permitividad dieléctrica de la pelicula, £®, respecto a la
permitividad e del medio que la rodea, el coeficiente transmisién T, reduce su amplitud y
periodo, pero restringe al coeficiente T,; a oscilar entre valores mas cercanos a 1; asi, al
incrementar la permitividad en la pelicula, es posible transmitir mayor cantidad de energia en
forma de ondas ss (ondas s transmitidas a partir de ondas s incidentes) a través de ella.
Cabe resaltar que este fenémeno se presenta solo para ciertos valores de £ /¢, Como se
observd en la seccidn 4.3, los coeficientes de trasmision y reflexion dependen de los términos

. . . . - 2
de la matriz de transferencia, los cuales contienen funciones armdnicas sen (lk; )) y

cos (lkéz)). Puesto que el vector de onda k;z) depende implicitamente de £ /¢, se espera

que la amplitud de los coeficientes oscile. Bajo las mismas consideraciones y parametros
utilizados en la figura 5.2, es posible obtener los coeficientes T,, y Rp,, los cuales se
comportan de forma similar a los coeficientes T y Rgs.
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En la figura 5.3 se muestran los coeficientes de transmision y reflexion, Ts, y Ry
respectivamente (transmision y reflexién de ondas p a partir de ondas s incidentes) como
funcién de la frecuencia. Adicionalmente, se presentan los cambios que sufren dichos
coeficientes al variar la relacion entre las permitividades dieléctricas relativas (dadas por el
cociente €£2)/€£1)) de los medios que componen el sistema. En la figura 5.3(a), se observa que
el coeficiente de trasmision Ty, también experimenta las oscilaciones de Fabry-Perot. El

incremento de sr(z)/sr(l) desde 0,1 a 0,6, ocasiona un aumento en la amplitud de Ts,. Es decir

que, es posible transmitir mayor cantidad energia transmitido en forma de ondas sp (ondas p
transmitidas a partir de ondas s incidentes).

En la figura 5.3(b), la amplitud de Ry, se reduce cuando @ /e crece desde 0,1 a 0,6;este
cambio restringe a R, a oscilar entre valores cada vez mas cercanos a cero. Esto implica, una

reduccion del porcentaje de energia reflejado en forma de onda sp (ondas p reflejadas a
partir de ondas s incidentes). Por otro lado, los coeficientes T,; y R,s se comportan

exactamente como los coeficientes T, y Ry, respectivamente.

x (1079) Transmision T, x (1079) Reflexion Ry,
2'5 A A A A A A N N N r
” n ﬂ ” n n ﬂ ﬂ n ﬂ Siz’/sﬁ”=0-1—n 150 & [P = 01—
2.0 85_2)/65.]) =0.3---- 8(.2)/8“) =03=---
8(2)/3(‘)=0_6— 12) :1) :
r r &) /8, =0.6—:
1'5,-..-:‘.".::'.'.... 100 x
o R
os [EIELALELLL i
AR

0.0 3
0 20 40 60 80 100 100
Vewl/c Ve wl/c
(@) (b)

Figura 5. 3: Coeficientes de transmision y reflexién mixtos sp como funcion de la frecuencia.
El angulo de incidencia es ¢4 = ”/10. Las permitividades dieléctricas del sistema son tales

que siz)/sgl) ={0,1, 0,3, 0,6}. Por su parte las permeabilidades magnéticas estan dadas por
ug) = ”£2) =1y 612 = . En (a) se muestran los coeficientes de trasmisién y en (b) se

presentan los coeficientes de reflexion.

En la figura 5.4 se muestra el comportamiento que tienen los coeficientes de transmision y
reflexiéon pp y ss respecto al angulo de incidencia para n™ >n(®. Los valores de las
frecuencias se toman con respecto a las frecuencias resonantes w,,,, = m X w, (donde w, esla
frecuencia para la cual, el coeficiente de transmision alcanza su maximo y m es un numero
entero que indica el pico de resonancia).
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De nuevo, haremos uso de la frecuencia normalizada, w, = 1,095, la cual corresponde al
segundo maximo de los coeficientes T, y Tss en la figura 4.3 de la seccion 4.4.

Transmision T Reflexion R
.= ] 1.0 .
¥ m=10 l
0.8 ‘ll 08 |- m=20
; —m=30
0.6 0.6
0.4 ‘ 0.4
=ee m=10
m=20
0.2 o =30 ‘ 0.2
0.0 L‘-'-'-- ------- - Ol e s T .
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.0 01 02 03 04 05
@1/ ¢/
(a) (b)

Figura 5. 4: Dependencia de los coeficientes de transmisién y reflexion con el dngulo de
incidencia para ondas ss. Las permitividades en el sistema son tales que £® /¢ = 0.8.
En (a) se presentan los coeficientes de transmisién ondas ss. En (b) se muestran los

coeficientes de reflexion para ondas ss. Las permeabilidades de la pelicula y del medio que la
rodea son ”52) = uﬁl) =1y 81 = q. La frecuencia de la onda incidente se eligié como

m X w,, donde w, = 1,095 es la frecuencia de resonancia y m un niimero entero positivo.

Conforme se incrementa el angulo de incidencia, el coeficiente Ty, (en las figuras 5.4(a))
comienza a oscilar. A partir de ~0,287w, los minimos comienzan a descender, mientras que los
picos maximos permanecen casi constantes, este comportamiento se conserva hasta que el
angulo alcanza su valor critico en ~0,35m, (seng.q; = n®/nM). A partir de este punto las
oscilaciones desaparecen y los coeficientes de transmisiéon comienzan a descender, hasta
alcanzar valores proximos a cero. Cuanto mayor es la frecuencia de la onda incidente (es
decir, entre mayor es el valor de m), las oscilaciones de Fabry-Pero6t se hacen mas evidentes.
Ademas, el decaimiento del coeficiente de transmisién se hace mas rapido y repentino cuanto
mayor es la frecuencia. La cantidad de energia transmitida en forma de ondas ss (figura
5.4(a)), oscila para angulos de incidencia menores que el angulo critico, ¢, < @.;;- Para
angulos por encima de ¢, la transmisién decae a valores cercanos a cero; sin embargo, para
frecuencias no muy grandes (m no muy grande) respecto a la frecuencia de resonancia, el
decrecimiento es mas lento. Como veremos mads adelante, esta reduccion lenta del coeficiente
de transmision, se relaciona con el tunelamiento de la onda a través de la pelicula cuando
©1 > @crie- Por su parte, los coeficientes de reflexion Ry, en las figuras 5.4(b) tienen un
comportamiento inverso al descrito por Tg.

En la figura 5.5 se muestra la dependencia de los coeficientes de transmision y reflexion
mixtos sp con el angulo de incidencia. En la figura 5.5(a), el coeficiente Ty, oscila con
amplitudes cercanas a cero para angulos menores a ~0,16m . Para angulos mayores a ~0,16m,
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las oscilaciones de Fabry-Perot se hacen mas evidentes. Obsérvese que el coeficiente Ty, se
acerca a su maximo en la figura 5.5(a) cuando el coeficiente de transmisiéon Ty comienza a
descender en la figura 5.4(a). Cuando el angulo de incidencia supera el dngulo critico, el
coeficiente T, decae. Sin embargo, cuando la frecuencia disminuye, el decaimiento de la
transmision de ondas sp se hace mas lento y menos repentino. Luego, se espera que el
coeficiente T, también presente tunelamiento para angulos de incidencia ¢; > ¢ En la
figura 5.5(b), el coeficiente Ry, presenta un comportamiento inverso al de T,, pero solo para
ciertos valores entre cero y el angulo critico. Cuando T, entra en tunelamiento, Ry, comienza
a crecer. El comportamiento de los coeficientes de transmision y reflexién para ondas ps, es
exactamente igual al presentado por los coeficientes ondas sp.

X (10_6) Transmision T, X (10‘6) Reflexion Ry,
o N
—m=30 50 HE I RHIE
10 40 A A
30~ { FH A
s 20 % L
0 E\4 ﬂ
(} 0 ."‘. X 'u: ¥ H:(: b
0.0 0.1 0.5 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
@1/
(b)

Figura 5. 5: Dependencia de los coeficientes de transmisién y reflexion con el dngulo de
incidencia para ondas sp. Las permitividades en el sistema son tales que £? /¢ = 0.8.
En (a) se presentan los coeficientes de transmision para ondas sp. En (b) se muestran los

coeficientes de reflexién para ondas sp. Las permeabilidades de la pelicula y del medio que la

rodea son uﬁz) = uil) =1y 81 = q. La frecuencia de la onda incidente se eligié como

m X w,, donde w, = 1,095 es la frecuencia de resonancia y m un niimero entero positivo.

5.2 Tunelamiento a través de una pelicula compuesta por un TI

En la seccion 5.1 se demostré que para angulos de incidencia por encima del angulo critico, la
transmision de ondas a través de una pelicula, (cuyo indice de refracciéon es menor que el
indice de refraccion que el medio que la rodea) se reduce conforme se incrementa la
frecuencia de la onda incidente (ver figura 5.4(a)). Este comportamiento se debe a que el
vector de onda dentro de la pelicula, en estos casos, es complejo.
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O+ . .
HON IO £@ < £ @ @D g

Figura 5.6: descripcién esquemadtica del efecto de tunelamiento en el coeficiente de
transmision de una onda electromagnética a través de una pelicula de espesor L.

Para demostrar que k;z) es complejo en este tipo de sistemas, debemos descomponer el

2 . .,
vector de onda en sus componentes k; ) y k,, tal y como se muestra a continuacion:

? 5.3
k, = J(kx)z + (k£2)) = k;z) = k;z) = “’T‘/‘g(_z)l 1— ﬁsenz(pl, (5-3)

£(2)

NFEO) Ve®
donde k;z) = % yk, = wyer seng; [78].

c

Recordemos que sen@g;; = n®/n® =/e@ /e@ con u® = ™ = 1. Luego, el vector de
onda adopta la siguiente forma:

k(2) _ w\/s(z)l 1— ( seng, )2 (5 4)
z T ¢ sencrit
Puesto que ——2L > 1, entonces
sengcric
[-@) 2 5.5
k;z) _ l.w £ I ( sengq ) 1= iK;z), ( )
¢ SeNPcrit

[o(2) 2
@) - wcs =" _q [78]. Esto implica, que para realizar una descripcién

donde K, 5
sen?Qcrit

cuantitativa del efecto de tunelamiento, el vector de onda en el medio 2 debe ser complejo

(kgz) = ilc;z)) tal y como se describe en la figura 5.6.
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Bajo estas consideraciones los elementos de la matriz de transferencia (4.25)-(4.36), adoptan
la siguiente forma:

: V)
(slab) _ (2 Ll a2 (21) Uy 2 2)
M;; = cosh (lKZ ) —3 [Z(s) ~ %5 (1 + @ (502) )] senh (lKZ ),
T

(5.6)
. @)
(slab) _ i[ _(21) 7 2 (12) 2 (5.7)
My, =130 (1 + o) §(2) ) + 35 ]Senh (lKZ ),
(slab) __ i (slab) (slab) __ iz(slab)
M3, =My, My, =M, (5.8)
yotan) _ i B sz (,02) | e @ (5.9)
13 - _E @ Z(S) + Z(S) sgz) sen ( KZ ), .
yGan) _ 1|2 caz (a2 _ @) o @ (5.10)
T3 [ %" TBe @)sen (7). '
(slab) __ iz(slab) (slab) __ iz(slab)
My, =M73"7, Myy =M, 7, (5.11)
. @
(slab) _ i c(12) [ (21 , _(12) @)
Mgy =360 /@(Z(m + 205 ) senh (1), (>12)
; (1)
(slab) _ _ i ¢(12) [Hr (21) (12) )
Mg = —~502) @(z(p) — 35 )senh (l;cz ) (5.13)
(slab) __ sz(slab), (slab) _ iz(slab)
M, =M, My, =My, (5.14)
: (2)
(slab) _ @) i 1) _ @2 By [ o(12))2 )]
M3 = cosh (”) +; [Z(m 3 () (1 +m (69%) )] senh (1), (5.15)
; (2)
(stab) _ i|_(21) 12) 7N 2 ) (5.16)
M4 —E[Z(p) +3p) (1 + o (697) )] senh (1x;”),
(slab) __ 7 (slab), (slab) __ iz(slab)
My, =My, My, =My, (5.17)
donde usamos las relaciones siguientes:
sen (k(z)l) = sen (iK(Z)l) = M = lsenh (K(Z)l)
VA zZ 2i i Z
x(z)l_e—lxgz)l ! (5.18)

cos (k;z)l) = cos (ilcgz)l) =£Z = cosh (ng)l)
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Ademas, las impedancias zs(,ié) (coni = 1,2) estan dadas de la siguiente forma:

a2) _ u@kP 21) _ gDk

s Hu),cgz)’ Bi) = H(Z),cgl)

az) _ @V 21) _ @’ (5.19)
Z = . =

() ey K;Z) » 2(p) £@) Kgl)

A continuacién, tomamos los elementos, (5.6)-(5.17), y los introducimos en las ecuaciones
(4.45)-(4.48) para obtener los coeficientes de transmision y reflexion, pp y ps (transmision y
reflexién de ondas con polarizacién p y s a partir de ondas incidentes con polarizacién p ). De
la misma forma, tomamos los elementos (5.6)-(5.17) y los reemplazamos en las ecuaciones
(4.39)-(4.42) para obtener los coeficientes de transmisién y reflexidn, ss y sp (transmisiéon y
reflexion de ondas con polarizacién s y p a partir de ondas incidentes con polarizacién s). Con
esto podemos estudiar el comportamiento que tienen los coeficientes de transmisién y
reflexién al variar la frecuencia de la onda incidente.

Transmision Tpp Transmision Rpp

(ko3

1.0

0.8 Top(%) 0.8

TPP( 13?_6'iT )

0.6 p(5) 1 0.6
04 0.4
0.2 0.2
0.0

0.0t

0.0 0.5 wll/.((:) 1.5 20 %405 0.5 1.0 1.5 2.0
@) wl/c
(b)

Figura 5. 7: Comportamiento de los coeficientes de transmisién y reflexion para ondas pp
con diferentes angulos de incidencia. En (a) se muestran los coeficientes de trasmisiéon para
ondas pp. En (b) se presentan los coeficientes de reflexiéon para ondas pp. Los angulos de

incidencia estdn dados de forma que @1 > @.-i;- En el sistema se tiene: 85.2) = uﬁz) =1,

81(}) =9y u(l) = 1. La diferencia de parametros topoldgicos es tal que §1?) = a y el vector de

T
onda dentro de la pelicula esta dado por kéz) = ilcgz).

La figura 5.7 muestra los coeficientes de transmision y reflexion como una funciéon de la
frecuencia para ondas pp. En la figura 5.7(a) el coeficiente T, decrece rapidamente para
angulos de incidencia cercanos a /2. Cuando el angulo ¢, se aleja del angulo de incidencia
rasante y se aproxima cada vez mas al angulo critico, se observa que la curva decrece mas
lentamente. Es decir, para angulos de incidencia cercanos a ¢..;;, 1a cantidad de energia
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transmitida en forma de ondas pp se hace mayor para cada valor de frecuencia de la onda
incidente. El coeficiente Ry, en la figura 5.7(b), tiene un comportamiento inverso al mostrado

por el coeficiente T,,,, cuanto mayor es el coeficientes de reflexion menor es el coeficiente

transmision y viceversa.

En la figura 5.8 se muestran los coeficientes transmisién y reflexiéon como una funcioén de la
frecuencia para ondas ss. El comportamiento de los coeficientes en este caso es similar al de
los coeficientes para ondas pp. Sin embargo, cuando ¢; aumenta, el coeficiente Ty, decrece
mas rapidamente que el coeficiente T,,. Por otro lado, conforme aumenta el angulo de
incidencia, R¢ crece mas lentamente que R,,,.

Transmision T Reflexion R

1.0

0.8 15(5) 0.8

0.6 0.6

04 Rss(%)

0.2 0.2
R
0.0 0.0LE
0.0 0.5 1.0 1.5 20 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
wl/c wl/c
(a) (b)

Figura 5. 8: Comportamiento de los coeficientes de transmision y reflexién para ondas ss
con diferentes angulos de incidencia. En (a) se muestran los coeficientes de trasmision para
ondas ss. En (b) se presentan los coeficientes de reflexion para ondas ss. Los angulos de

incidencia estan dados de forma que @1 > @.i;- En el sistema se tiene: ££2) = ugz) =1

851) =9y ug) = 1. La diferencia de parametros topolégicos es tal que §1?) = a y el vector de

onda dentro de la pelicula estd dado por k;z) = ixf).

En la figura 5.9(a), el coeficiente T, tiene un comportamiento similar a Tp,. Sin embargo,
conforme el dngulo de incidencia se aproxima a @.-;, €l coeficiente no solo decrece mas
lentamente sino que alcanza su valor maximo a frecuencias cada vez mayores. Dicho de otra
forma, la transmisiéon maxima de ondas ps se alcanza en frecuencias cada vez mayores
cuando el angulo se aproxima a ¢@.,;. En la figura 5.9(b), el pico maximo del coeficiente R,¢
desaparece a medida que el angulo de incidencia se acerca al angulo critico. Ademas, la
cantidad de energia reflejada en forma de ondas ps oscila conforme el angulo de incidencia se

aproxima a Qg
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x (107°) Transmision T, x (107°) Transmision R,
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Figura 5. 9: Comportamiento de los coeficientes de transmision y reflexion para ondas ps
con diferentes angulos de incidencia. En (a) se muestran los coeficientes de trasmision para

ondas ps. En (b) se presentan los coeficientes de reflexién para ondas ps. Los dngulos de

incidencia estdn dados de forma que @1 > @.i;- En el sistema se tiene: 852) = uiz) =1,

8,(,1) =9y uﬁl) = 1. La diferencia de parametros topoldgicos es tal que §'2) = a y el vector de

onda dentro de la pelicula esta dado por kéz) = ircgz).

5.3 Tunelamiento resonante a través de una estructura de doble capa con TI

Consideremos ahora un sistema compuesto por dos peliculas de espesor [, con indice de
refraccién n(®) y parametro topolégico 8®. Ambas peliculas estan separadas una distancia I,
y se encuentran rodeadas por un medio homogéneo con indice de refraccién n® y parametro
topolégico 8V (ver figura 5.10). A continuacién, supongamos que una onda electromagnética

con vector de onda kMW* = (kx, k§1)+) se aproxima desde la izquierda de la pelicula e
incide sobre la superficie de ésta en z = 0; parte de la onda es reflejada con un vector de onda

kD= = (kx, k;l)_) y otra parte es transmitida al interior de la pelicula con un vector de onda

K@+ = (kx, k§2)+). Luego, la onda se propaga dentro de la pelicula hasta que incide sobre la
siguiente interfaz en z = [,. De nuevo, parte de la onda es reflejada al interior de la pelicula y
otra parte es transmitida fuera de ésta con un vector de onda KO+ = (kx,kgm'). La onda

resultante, se propaga a través del siguiente medio con indice de refraccién n hasta que
incide sobre la pelicula|2|y el proceso se repite.
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Figura 5. 10: descripcién esquemadtica de un sistema de dos capas rodeado por un medio
homogéneo.

Con el objetivo de estudiar el comportamiento de los coeficientes de transmisién y reflexion
en el sistema de la figura 5.10, debemos encontrar la matriz de transferencia que describe la
transicion de la onda a través de las dos peliculas y la propagacion de la onda en el medio que
las rodea. Para esto, hacemos uso de los elementos de la matriz de transferencia obtenida en
la seccién 4.3, la cual estd representada por M©!@) y describe la propagacién de la onda a
través de una pelicula rodeada por un medio homogéneo. Adicionalmente, debemos
considerar la matriz homogénea, M°™1 que representa la propagacién de la onda a través
del medio 1. Como resultado tenemos el siguiente producto:

M(Dslab) — py(slab) ps(hom1) py(slab) (5.20)

donde las matrices M¢1@P) contienen los términos (4.25)-(4.36) y la matriz M"°™1 est4 dada

por la expresion (4.11) para una capa de espesor [; y vector de onda kgl). Para obtener el
comportamiento de los coeficientes de transmision y reflexion, de nuevo hacemos uso de las
expresiones (4.39)-(4.42) y (4.45)-(4.48).
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En la figura 5.11 se muestran los coeficientes de transmisién y reflexién para ondas pp en
funcién de la frecuencia, para el sistema de la figura 5.10. En este caso, se han considerado
cuatro espesores diferentes para las peliculas, los cuales estdn dados por:
l,={01c/w,03c/w,1c/w,3c/w}. En la figura 5.11(a), el coeficiente T,, demuestra un
comportamiento oscilatorio entre ~0,76 y ~1 cuando los espesores de ambas peliculas son de
0.3 ¢c/w. Esto se debe a la interferencia constructiva que aparece cuando todas las ondas que
se propagan entre las dos peliculas tienen la misma fase. Bajo estas condiciones aparece una
transmision resonante, para la cual el coeficiente de transmisién toma su valor maximo [78].
Este comportamiento se mantiene para todos los espesores de las peliculas. Conforme se
incrementa el espesor de cada pelicula, el porcentaje de energia transmitida en forma de
ondas pp se restringe a intervalos de frecuencia mas pequefos. En la figura 5.11(b), el
coeficiente Ry, alcanza su valor maximo cuando T, alcanza su valor minimo y viceversa.

Por otro lado, los coeficientes de transmisién y reflexion para ondas ss presentan un
comportamiento similar al presentado para una onda electromagnética incidente con
polarizacién p. En las figuras 5.11(a) y 5.11(b) vemos que el incremento del espesor de las
peliculas, da lugar a que los coeficientes presenten intervalos de frecuencia en los que se hace

mas dificil transmitir y reflejar energia en forma de ondas pp

Transmision Tpp Reflexion Rpp
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Figura 5. 11: En (a) se muestran los coeficientes de trasmisiéon para ondas pp para el
sistema mostrado en la figura 5.10. En (b) aparecen los coeficientes de reflexién para el
mismo tipo de ondas. El angulo de incidencia sobre la primera pelicula estd dado por
¢, =sen 0.4 y se wusaron cuatro espesores diferentes para las peliculas:
l,={0.1c/w,0.3c/w,1c/w,3 c/w}. Las permitividades eléctricas y permeabilidades
magnéticas relativas estan dadas respectivamente por: ££2) =1, 89) =9, ugz) =1y uﬁl) =1.
La diferencia de parametros topoldgicos es tal que §(1%) = a.
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En la figura 5.12(a) el coeficiente T, oscila alrededor de valores proximos a 1X 107° cuando
el espesor de las peliculas es 0.1 ¢/w. Al incrementar el espesor de las peliculas, el porcentaje
de energia transmitido en forma de ondas ps también aumenta y se hacen mas evidentes los
maximos de resonancia para el coeficiente. Sin embargo, cuando el espesor de las peliculas es
3c¢/w, podemos observar que la amplitud de nuevo disminuye. Esto se debe a que los
elementos de la matriz de transferencia, (ecuaciones (4.25)-(4.26)) contienen funciones
trigonométricas que dependen del espesor [, de la pelicula. En la figura 5.12(b), los picos
méaximos del coeficiente R, también se incrementan conforme aumenta el espesor de las
peliculas.

En las figuras 5.12(a) y 5.12(b) se puede observar hay transmisién y reflexion de ondas ps
para intervalos de frecuencia en los cuales la transmision y reflexion de ondas pp es casi nula.
Con el aumento del espesor de las peliculas, el coeficiente T,,; comienza a mostrar intervalos
de frecuencia en los que se hace mas dificil transmitir energia en forma de ondas ps. En la
figura 5.12(b) vemos que en estos intervalos, aparece reflexiéon de energia en forma de
ondas ps.

X (10_6) Transmision T,¢ X (10‘6) Reflexion R,,¢
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Figura 5. 12: En (a) se muestran los coeficientes de trasmisién para ondas ps. En (b)
aparecen los coeficientes de reflexion para el mismo tipo de ondas. El angulo de incidencia
sobre la primera pelicula estd dado por ¢, = sen~10.4 y se usaron cuatro espesores
diferentes para las peliculas: I, ={0.1¢c/w,0.3¢c/w,1c/w,3c/w}. Las permitividades

eléctricas y permeabilidades magnéticas relativas estan dadas respectivamente por: ££2) =1,

89) =9, ll,(ﬂz) =1y ugl) = 1. La diferencia de parametros topolégicos es tal que §(1%) = a.
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5.4 Resumen

Se estudi6 el comportamiento de los coeficientes de transmision y reflexion (de las ondas pp,
ps, ss y sp) cuando una onda electromagnética se propaga a través de una pelicula de TI
(aislante topoldgico) con indice de refraccién menor al indice de refraccion del medio que la
rodea. Se observé que por debajo de cierto angulo critico, aparecen las oscilaciones de Fabry-
Perot con una correccién del orden de a?~5,32 X 10> en los maximos de los coeficientes de
transmision. Sin embargo, por encima del dngulo critico, la componente z del vector de onda
dentro de la pelicula se vuelve complejo. Esto conlleva al tunelamiento de las ondas pp, ps, ss
y sp dentro de la pelicula, tal y como se observd en la figuras 5.7(a), 5.8(a) y 5.9(a).

Posteriormente, se consider6 un sistema de doble capa rodeado por un medio homogéneo. Se
mostrd que los coeficientes de transmision de las ondas pp, ps, ss y sp toman su valor maximo
(con una correccién del orden de a?~5,32 X 107°) cuando las ondas electromagnéticas
dentro de las dos capas alcanzan la interferencia constructiva. Al incrementar el espesor de
cada pelicula, el porcentaje de energia transmitido en forma de ondas pp y ps se restringe a
intervalos de frecuencia mas pequeios.
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6. EXTENSION A SISTEMAS MULTICAPA CON AISLANTES TOPOLOGICOS

En los capitulos 3 y 4, analizamos los coeficientes de transmision y reflexién para ondas
electromagnéticas (TM y TE) en una interfaz y en una pelicula delgada con aislantes
topolégicos. En ambas secciones se consideré que la onda viajaba desde un medio
Opticamente menos denso a uno 6pticamente mas denso. En el capitulo 5 se mostré que las
ondas podian trasmitirse por tunelamiento a través de una pelicula cuyo indice de refraccion
era menor al indice del medio que rodeaba la pelicula. De la misma forma se mostré que la
transmision a través de dos placas del mismo material conduce a una transmisién resonante..
En este capitulo haremos uso del formalismo de matriz de transferencia y de algunos de los
resultados obtenidos en las secciones anteriores para analizar un sistema mas complejo, un
sistema multicapa. El cual consiste en una repeticion peridédica de dos capas compuestas por
un aislante topologico.

6.1 Matriz de transferencia en un sistema multicapa

El sistema en consideracidon esta formado por un medio estratificado consistente por una
disposicion periddica finita de dos capas. La capa 1, tiene un espesor l;, una permitividad ¢,
una permeabilidad x® y un parametro topolégico 8; la capa 2 tiene un espesor [,, una
permitividad £®), una permeabilidad x® y un parametro topolégico 8@, tal como se
presenta en la figura 6.1.

Ly ly Ly
 —— ¢ ——rr¢—>
e .| | em—— X
W e | | Oy
e
18] 9@ g S
FZ

Figura 6. 1: Estructura periédica de un sistema de dos capas con aislantes topologicos.
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R
A continuacién consideremos una onda electromagnética con vector de onda kWM+ =

(kx, k§1)+) que viaja en el medio 1 e incide con un angulo ¢; sobre la interfaz 1-2 (interfaz

entre el medio 1 y el medio), parte de esta onda se refleja con un vector de onda KO- =

(kx, kgl)_) y otra parte de esta onda es transmitida al medio 2 con un vector de onda

K@+ = (kx, k§2)+) y un angulo ¢,. Luego, la onda con K@+ viaja por el medio homogéneo 2 e
incide sobre la interfaz 2-1 (interfaz entre el medio 2 y el medio 1), parte de esta onda es

reflejada y otra parte es transmitida al medio 1 con un vector de onda kW+, Este proceso se
repite en toda la estructura (ver figura 6.2).

< b e b o b > x
v
e ; . ! ;
RO Ve ; : : Oy
. E(Z)t" 1 3 -
S\ SRLSINELED
E : =
?1 ~ o f 7
R :
¢y @ @ ;

Figura 6. 2: Propagacion de las ondas electromagnéticas en una estructura periddica de un
sistema de dos capas con aislantes topoldgicos.

Al observar la figura 6.2, vemos que la capa 2 se encuentra rodeada por dos capas tipo 1, lo
cual es equivalente a tener una pelicula (0o un medio 2 homogéneo) rodeada por un medio
homogéneo (medio 1). Con lo anterior, podemos considerar el sistema como una estructura
compuesta por un nimero finito de peliculas delgadas, las cuales estan rodeadas por un
medio homogéneo. La superficie de cada una de las peliculas yace en el plano xy y se
encuentran dispuestas en forma consecutiva a lo largo del eje z. Luego, para obtener la matriz
de transferencia del sistema completo es necesario analizar la transicion de las ondas a través
de cada una de las peliculas.
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La matriz de transferencia que describe la propagacidn de las ondas a través de las interfaces
1-2 y 2-1 esta dada por la siguiente expresidn:

M(slab) — M@V pphom2) pp(12), (6.1)

donde MV es la matriz de transferencia del medio 2 al medio 1, M®? es la matriz de
transferencia del medio 1 al medio 2y M("°™2) es ]a matriz que representa la propagacién de
la onda en el medio homogéneo 2 (ver figura 6.2). Los elementos de la matriz de transferencia
M(stab) estan dados por las ecuaciones (4.25)-(4.36).

Por otro lado, debemos tener en cuenta que parte de la onda que incide en la interfaz 2-1, se
transmite al medio 1 y luego se propaga en este, hasta llegar a la siguiente interfaz 1-2. La
propagacion de la onda a través del medio homogéneo 1 estd representada por la siguiente
matriz:

elks’n 0 0
ikl
M (hom1) — 0 e 1 ' (()1) 0 , (6.2)
0 0 ethz 'l 0
0 0 0 e ia’h

donde kél) es la componente z del vector de onda para la onda incidente en el medio 1.

Asi, la matriz de transferencia desde la interfaz 1-2 hasta la siguiente interfaz 1-2 esta
representada por el producto MM p(siab) pyesto que el proceso de propagacién de la
onda desde la interfaz 1-2 a la siguiente se repite en el espacio, podemos pensar que tenemos
una celda unitaria con matriz de transferencia M(¢¢!4®), dada por (6.3), la cual se repite
indefinidamente en el espacio.

M(celda) — pg(hom1) py(slab) (6.3)

Luego, la matriz de transferencia total para una estructura periédica como la que se muestra
en la figura 6.2 estd dada por el producto de las N matrices de transferencia para las N celdas:

M® — [ M(celda)]N ] (6.4)
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6.2 Coeficientes de transmision y reflexion en sistemas multicapa con aislantes
topoloégicos.

A continuacién, analicemos el comportamiento que tienen los coeficientes de transmisién y
reflexion de una onda electromagnética, la cual viaja a través de N celdas unitarias y cuya
matriz de transferencia esta dada por la expresién (6.4). Para esto, hacemos uso de las
expresiones analiticas para las amplitudes de trasmision y reflexion que se obtuvieron para
una pelicula en la seccién 4.4 (para ondas incidentes con polarizacion TE usamos las
ecuaciones (4.39)-(4.42) y para ondas incidentes con polarizacién TM usamos las ecuaciones
(4.45)-(4.48)). Los elementos de matriz utilizados en este caso estan dados por los elementos
de la matriz (6.4). Con el fin de ilustrar el comportamiento que tienen los coeficientes se ha
definido una frecuencia de referencia w, [78], 1a cual esta dada por las siguientes expresiones,

kon®l, = g (6.5)
ko =22 (6.6)
donde k, es el vector de onda correspondiente a la frecuencia de referencia wy, nM es el

indice de refraccion del medio 1y [ el espesor de la capa 1. Ademas, consideramos el caso
especial en el cual,

(6.7)

1)
n 1 — 1,
n(z)lz

donde n® es el indice de refraccién del medio 2 y I, el espesor de la capa 2. Luego, de las
expresiones (6.5) y (6.6) encontramos que los espesores de las capas son,

L =2A/4, (6.8)
I, =21,/4, (6.9)

donde A, y 4, son las longitudes de onda para las ondas en los medios 1 y 2 respectivamente
[78].
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Transmision T (N = 10) Transmision T4,(N = 50)

1.0 1.0

0.8 0.8 w

0.6 0.6

0.4 0.4

0.2 0.2

) | |
T 2 3 4 5 6 Yo 3 4 s G
w/wy w/wg
(a) (b)

Figura 6. 3: Coeficientes de transmision para una onda tipo TE a partir de onda TE incidente.
El angulo de incidencia ¢4 = m/3 a través de un sistema multicapa con 85.2) =4, ug) =1

sumergida en un medio con 8,(}) =1, uﬁl) =1y 612 = . En (a) se muestra el coeficiente de

transmision para un sistema con N = 10 celdas y en (b) para un sistema con N = 50 celdas.
Los espesores de las capas 1y 2 son tales que l; = 1;/4 y l, = A;/4 respectivamente (41 y
A, son las longitudes de onda para las ondas en el medio 1 y el medio 2 respectivamente).

En la figura 6.3 se muestra el comportamiento del coeficiente de trasmisiéon de una onda TE a
partir de una onda TE incidente como una funcién de la frecuencia w/w,, para un sistema con
N =10y N = 50 celdas. En la figura 6.3(a) se observa que la transmision T oscila dentro de
intervalos de frecuencias determinados, fuera de dichos intervalos la transmisién se hace
cero. Dicho de otra manera, hay transmisién de ondas ss dentro de ciertos intervalos de
frecuencia permitidos. Los intervalos en los cuales la trasmision Ty, se aproxima a cero,
corresponden a los gaps o zonas de frecuencia prohibidas. Conforme se incrementa el nimero
de celdas en la estructura, se hacen mas notorios los gaps de frecuencia para el coeficiente de
transmision (ver figura 6.3(b)).

En la figura 6.4 se muestra el comportamiento del coeficiente de trasmisién de una onda TM a
partir de una onda TM incidente respecto a la frecuencia. En la figura 6.4(a), la transmision
Typ alcanza un minimo para frecuencias que se localizan dentro de los gaps para el coeficiente
de trasmision Tg,. La trasmision T, no se hace cero para dichos intervalos, sin embargo, si
incrementamos el nimero de celdas, se hacen mas evidentes los gaps para el coeficiente Ty,,.
Los intervalos de frecuencia prohibidos en T,, son mas estrechos que los gaps para la
transmision Tg,. Es decir, es posible transmitir energia en forma de ondas pp en ciertos
valores de frecuencia para los cuales las trasmisién de ondasss es casi nula. Este
comportamiento es similar al mostrado en la literatura [78] para sistemas con §(1?) = 0.
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Transmision T, (N = 10) Transmision T, (N = 50)
10 7 V ]_O wmw W}‘ lmmf ‘T L " 1
0.8 0.8
0.6 0.6 \l
0.4 0.4 | l‘
0.2 0.2 |
|
L - R R S R S . T
®/wo w/wg
(a) (b)

Figura 6.4: Coeficientes de transmisiéon para una onda tipo TM a partir de onda TM
incidente. El angulo de incidencia ¢ = m/3 a través de un sistema multicapa con siz) = 4,

ugz) = 1 sumergida en un medio con 8,(}) =1, uﬁ” =1y 6% = a . En (a) se muestra el

coeficiente de transmisién para un sistema con N = 10 celdas y (b) para un sistema con
N = 50 celdas. Los espesores de las capas 1 y 2 son tales que Iy =41/4y l, =14,/4
respectivamente (41 y 4, son las longitudes de onda para las ondas en el medio 1 y el medio 2
respectivamente).

En la figura 6.5 se muestran los coeficientes de reflexiéon para ondas ss y pp. Note que en la
figura 6.5 (a) el coeficiente R, alcanza valores maximos para frecuencias en las cuales el
coeficiente de transmision Tgs se hace minimo y viceversa. De igual forma, el coeficiente R,
presenta maximos en valores de frecuencia para los cuales el coeficiente de transmision T, se
hace minimo. Este comportamiento es similar al mostrado en la literatura [78] para sistemas
con §(2) = 0.

Por otro lado, en las figuras 6.3, 6.4 y 6.5 los coeficientes de transmision y reflexion presentan
comportamientos similares a los presentados en sistemas multicapa con medios
convencionales (§(? =0). Sin embargo, la inclusién del término topolégico induce
correcciones del orden de a? tal como se presentd para el caso de la interfaz y la pelicula.

Como se menciond en capitulos anteriores, las correcciones introducidas por el término
topoldgico, implican una redistribucién de energia cuando las ondas inciden sobre las
superficies del sistema. Luego, existe la posibilidad de transmitir y reflejar ondas con
polarizacion s a partir de ondas incidentes con polarizacion p y viceversa. En la figura 6.6 se
muestran los coeficientes de transmision y reflexion para ondas ps y ondas sp, en funcion de
la frecuencia.
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Reflexion R Reflexion R,
1.0 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
02 0.2
T T T e A I I S S
w/wq w/wg
(a) (b)

Figura 6. 5: Coeficientes de reflexion para una onda tipo TE y una onda tipo TM con angulo de

incidencia ¢4 = /3 a través de un sistema multicapa con 8,(,2) = 4, uﬁz) = 1 sumergida en

un medio con 851) =1, uﬁl) =1,81% = gy N = 10. (a) Coeficiente de reflexiéon de una onda
TE para una onda TE incidente. (b) Coeficiente de reflexién de una onda TM para una onda
TM incidente. Los espesores son tales l; = 41 /4yl, = 1,/4.

X (107%) TransmisionT,;y T, (N =10) X (107°) Reflexion R,y R, (N = 10)

1 |
15
1.0
1.0 ﬁ'
0.0 U 0.0
0 1 2 3 4 5 6 0 ] 2 3 4 5 6
w
/ (O0)] w/ Wq
(a) (b)

Figura 6.6: (a) Coeficiente de trasmision de una onda TE/TM para una onda TM/TE

incidente. (b) Coeficiente de reflexion de una onda TE/TM para una onda TM/TE incidente. El
angulo de incidencia es ¢4 = /3. La pelicula con 852) =4, ”52) = 1 esta sumergida en un

medio con €M =1,y =1,600 =, N=10,1; = 1, /4y 1, = 1,/4.

Al comparar la figura 6.6(a) con la figura 6.3(a), vemos que hay transmisiéon de ondas sp en
los intervalos de frecuencia prohibidos para las ondas ss. Lo mismo ocurre cuando
comparamos los coeficientes Ty, y T, en las figuras 6.4(a) y 6.6(a) respectivamente. Ademas,
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en la figura 6.6(b) los coeficientes de reflexion R,s y R, alcanzan sus picos maximos cuando
la frecuencia esta en el centro del gap para Ty, y Ts respectivamente. Esto implica, que en los
intervalos de frecuencia prohibidos para las ondas pp y ss, es posible transmitir y reflejar
pequefias cantidades de energia en forma de ondasps y sp a través de las celdas. Esta
redistribucién de energia se debe al acople inducido por el término del axion y esta
relacionada con la correccién que induce el termino topolédgico, la cual es del orden de

(6(12))2 = a? ~5.32%x107° (donde a es el coeficiente de estructura fina). Naturalmente,

cuando §(*?) =0, estos efectos desaparecen y el sistema se transforma en un medio
estratificado compuesto por medios convencionales.

6.3 Resumen

En este capitulo hicimos uso de la experiencia y formalismo obtenido en los capitulos
anteriores para estudiar la transmisiéon y reflexion de las ondas electromagnéticas en
multicapas compuestas de TI. La configuracion de la estructura que se propuso, se compone
de la repeticidn periédica de un sistema de dos capas compuestas de aislantes topolégicos,
cuyo espesor es igual a un cuarto de la longitud de onda dentro de cada capa. Se demuestra
que los coeficientes de transmisién para ondas pp y ondas ss presentan intervalos de
frecuencia prohibidos, sobre los cuales los coeficientes se hacen cero. Sin embargo, la
introduccién del término topolégico permite la propagacién y transmision de pequenas
cantidades de energia a través de las celdas dentro de estos intervalos de frecuencia. Estas
cantidades de energia se presentan en forma de ondas con polarizacién p (o con polarizaciéon
s), las cuales se transmiten a partir de ondas con polarizacién s (o con polarizacién p)
incidentes.

85



7. CONCLUSIONES

En el marco de la electrodinamica del axién, se examinaron las propiedades
electrodindmicas en sistemas estratificados que contienen aislantes topolégicos a
través del método de matriz de transferencia.

Se estudio la propagacién de una onda electromagnética a través de una interfaz que
separa dos medios con una topoldgica no trivial. Se obtuvieron las expresiones
analiticas de los elementos de la matriz de transferencia para este sistema y se
encontr6 que la introduccién del termino topolégico, induce un acople de los modos
de propagacién TM y TE en la interfaz que dividen los medios. Este acople se ve
reflejado en la presencia de nuevos términos en la matriz de transferencia, los cuales
dependen linealmente del término, A6 /7, (donde a es el coeficiente de estructura
fina y A@ es la diferencia de los parametros topoldgicos de los medios involucrados).
Estos resultados fueron publicados en [70]

Los nuevos términos en la matriz de transferencia, introducen correcciones del orden
de a? en el coeficiente de transmisién/reflexién de ondas pp y ondas ss. De esta
forma, se da lugar a una redistribucion de la energia de la onda incidente cuando esta
interactia con la superficie del material. Esto permite transmitir y reflejar ondas con
polarizacién s a partir de ondas incidentes con polarizacién p (ondas ps) y viceversa
(ondas sp). (La redistribucion de los porcentajes de energia transmitidos y reflejados
se presenta en todos los sistemas estudiados en este trabajo).

Se investigaron algunas de las propiedades electrodindmicas en una pelicula
compuesta por un aislante topoldgico. Se encontré una correccién del orden de a? en
los términos convencionales para las matrices de transferencia de los modos TM y TE.
Ademas, se mostré que estos términos se acoplan a través de nuevos términos que
dependen linealmente de aAf/m. Con estas correcciones, encontramos la posibilidad
de; (1) transmitir y reflejar ondas ps cuando la transmision de ondas pp cero; (2)
transmitir y reflejar ondas sp cuando la transmisién de ondas ss es cero.

Se demostré que si la pelicula tiene un indice de refraccion mayor al indice de
refacciéon del medio que la rodea, aparecen la oscilaciones de Fabry-Perét. Sin
embargo el termino del axion introduce una correccién del orden de a?~5,32 X 1072,
en los coeficientes de transmision. Por otro lado, cuando el indice de refraccién del
medio circundante es mayor, entonces las ondas electromagnéticas atraviesan la
pelicula por tunelamiento.
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7. Conclusiones

e Se examind el comportamiento de los coeficientes de transmision y reflexién en una
estructura de doble capa con aislantes topoldgicos. Se mostré que los coeficientes de
transmision toman su valor maximo cuando las ondas electromagnéticas dentro de las
dos capas alcanzan la interferencia constructiva. Se demostré que al incrementar el
espesor de cada pelicula, el porcentaje de energia transmitido en forma de ondas se
restringe a intervalos de frecuencia mas pequenos.

e Se encontr6 que la onda reflejada por la interfaz (que separa dos medios con una
topoldgica no trivial) experimenta una rotacion no trivial de Kerr. Adicionalmente, la
onda transmitida a través de la interfaz experimenta una rotaciéon no trivial de
Faraday. Se mostrd, que los angulos de rotacién de Kerr y de Faraday tienen una
dependencia lineal con la diferencia de los pardmetros topoldgicos que poseen los
medios.

o En el caso de sistemas multicapa, se mostr6 que los coeficientes de transmision para
ondas pp y ondas ss presentan intervalos de frecuencia prohibidos, sobre los cuales
los coeficientes se hacen cero. Sin embargo, la introduccién del término topolégico
permite la propagacion y transmisién de pequefias cantidades de energia a través de
las celdas dentro de estos intervalos de frecuencia. Estas cantidades de energia se
presentan en forma de ondas con polarizacién p (o con polarizacién s), las cuales se
transmiten a partir de ondas con polarizacidn s (o con polarizacién p) incidentes.

Como perspectivas de este trabajo podemos mencionar:

e Analizar el comportamiento que presentan los coeficientes de transmision y reflexion
en peliculas metdlicas rodeadas por medios que poseen diferentes parametros
topoldgicos.

e Observar la respuesta electromagnética y la estructura de bandas en cristales
foténicos compuestos por capas alternantes de aislantes topolégicos y metales.

e Estudiar la propagacién de ondas electromagnéticas en sistemas mas complejos, tales
como superficies esféricas y cilindricas compuestas por aislantes topolégicos.
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APENDICE A

A.1 Modos de propagacion transversal eléctrico (TE) y transversal magnético (TM)

Consideremos el sistema de ecuaciones de Maxwell-Lorentz para medios polarizables y
magnetizables [97-100],

rotEO = —u(w, 2) 22 3.3)
div[e® (w, 2) ED*] = 0, (3.4)
div[y(i) (w, Z)ﬁ(i)i] =0, (3.5)

rotH* = 0 (0,727, (3.61)

donde i = 1,2, .., corresponde al i-ésimo medio. Por otro lado, la estructura de los campos es
la siguiente

. . . . . . ; O
Bt — (E,El)i,Ej(,l)i,Ez(l)i ) _ (Eé;)i’EéBi’EélZ)i ) etikz zgilkyx-wt) (A-1)
HO® = (HE HOE HE ) = (H% 1 HO® ) et 7eilor—on), (A-2)

donde (E(S;H, Eé;3+, EélZ)Jr ) y (H&H, Hé;3+, H(l)+ ) son las amplitudes para cada componente de

los campos. El indice (i) = 1, 2, ... corresponde al i-ésimo medio. Los signos (+) y (-) en los
campos indican el sentido en que se propaga la onda, (+) hacia la derecha y (-) hacia a la
izquierda. Luego, al reemplazar las ecuaciones (A-1) y (A-2) en ecuaciones (3.4) y (3.5)
obtenemos,

V-EO% = (£, S EO* = ik O 1 ikPES = 0, (A-3)
o 9 9 0\,
v-HO = (555) HO* = ik, HO* + iPHP* = 0, (A-4)
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Por otra parte, los rotacionales de los campos (A-1) y (A-2) son respectivamente,

e, &, e
rotE®* = | ik, 0 +ik?|=
Ak EJ(]i)i ESD* (A-5)
= Fe, (kB ) + ey (£ikVEDT — ik B + &, (ik, EPY),
e, &, &
rotH®* = | ik, 0 +ikl’|=
HOE O O (A-6)

= Fe, (k"B ) + &, £k HO* — ik 1) + &, (ik HP®)

donde &,,&,, &, son vectores unitarios en las direcciones x, y, z respectivamente. Por otra
parte, las derivadas temporales de (A-1) y (A-2) estan dadas de la siguiente forma,

 gH®E . : OTI N
_“(l)aHT - _‘u'(l)%[(Hél)i) elks zel(kxx—wt)] = iwu OHO*, (A-7)
AR ) ; NOr s
HO) al:;t _ g(;)%[(Eél)i) e ikz zez(kxx—wt)] — —iweWE®E (A- 8)

Luego, reagrupando los resultados obtenidos en (A-3)-(A-8) dentro de las ecuaciones (3.3) y
(3.6) obtenemos los sistemas correspondientes a los modos de propagaciéon transversal
magnético (TM) y transversal eléctrico (TE) [97-100].

Modos TE:

— () =(D+ RO
([ FROED* = OO

oH®* @) (Dt (i)t or
> & (2kPED* - ke ED*) = wp®OHP* (A-9)

Jt

rotE®Ot = —uD(w, z)
kxEj(/i)i — w‘u(l) Hz(i)i

Modos TM:
AU it _ i) p(OF
rotHO* = ¢D (@, 2) = (J_rk;‘)H,E‘i—kaz(”i)=—we<i>E§)i (A- 10)

ke HO* = — 00O
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A.2 Continuidad de los campos en una interfaz entre dos medios polarizables y
magnetizables con aislantes topologicos.

A continuacién, vamos a obtener las expresiones que describen la transicién de las ondas
electromagnéticas cuando atraviesan una interfaz que separa dos medios polarizables,
magnetizables y que poseen una topoldgica no trivial. Tenemos entonces las siguientes
relaciones de continuidad para los campos [97-100],

{Déi)i — Déj)i E,Ei)i — E,Ej)i H,Ei)i — Hg(cj)i i1
g _ g+’ EW* = 0¥ HO = gOF (3.11)

donde (i) = 1,2, ..., corresponde al i-ésimo medio. Luego, para una interfaz que separa dos
medios tenemos el sistema siguiente sistema de ecuaciones,

Yﬁ”+DS*=D9++¢”‘
BV* + BV = P + BT

{ESH e i s 1 (A-11)

D+ D= _ o+ 2)--
E,;7+E, =E +E)

{H,El)* +HYT =P + HP”
W+ O - @+ | @~
HVT + HV™ = HP* 4+ HS

donde las componentes Dz(l)i, H,El)i y HJ(,l)J‘r estan definidas por las relaciones constitutivas

para los aislantes topoldgicos, las cuales estan dadas de la siguiente forma [42],

=i+ (DBD+ 0] =i+ 3.9
DO = (OFOE — ggq T (,BO*), (3.9)
—iys _ CBOE | g F8DE 3.10
COH(l)— = Ou(i) CKT o . ( )

Entonces, las relaciones de continuidad para Dz(i)i, H,Ei)i y H}(,i)ir en el sistema (A-11) adoptan

la siguiente forma,

e Para (Dz(l)+ + Dz(l)- — DZ(2)+ n DZ(Z)_):

@ _ ® — -
eWEMDT _ eoag—(coBz(l)+) +eWEM™ _ goaeT(coBz(l) ) = @@ _

T

@) _ @ — A-12
soaeT (COBZ(Z) ) + e@EDY _gq 8 (COBZ(Z) ), ( )

T
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o Para(HOT+ B = Pt 4 HOT),

(D+ (D+ (D- (D- (2)+ (2)+ (2)- (2)-
By a oM E; By a oW E, _ By a 0@ E; By 0@ E; (A- 13)
p® T copp M T copog  u® T coup @ T Colo’

o Para(H"" +HT = B+ HPT),

W+ W+ - W- G+ @+ - @-
R R A L S S e S 0DE (A-14)
p® T copp M T copog  u® T couo @ T Colo’

Luego, con ayuda de (A-9) y (A-10) podemos expresar las relaciones de continuidad (A-12)-
(A-14) en términos de las componentes El(,l)+, El(,l)_, HJ(,l)Jr, HJ(,l)_, E§2)+,E3(,2)_, H§2)+ y Hj(,z)_,

tal y como se muestra a continuacion,

e Para la continuidad de la componente z del desplazamiento eléctrico
(D§1)+ + Dél)_ = DZ(Z)+ + DZ(Z)_) encontramos,

@+ D+ 1)- n+
kyH @ kyE kyH J2]€8) kyE
(> )_ Z *7y (> _ Z__ X7y —
£ oe@D & - Co - + ¢ oo o - Co - =

@)+ @)+ 82)— @)-
k. H 6@ kyE kyH 0@ kyE
@) _x7y _ o X"y @) >y _ o x"y
& we® EgX - Co w + ¢ we® EgX p Co w B

= (—Hj(,l)Jr) — emx? (COESH) + (—HJ(,l)_) — eoa?(coEﬁl)_) = (A- 15)
(—H§2)+) - soa?(coEﬁzﬁ) + (—Hf,z)_) - eoa? (COE}(,Z)_),

Multiplicando y dividiendo los término Hf,i)i (donde (i) = 1,2) por —c@u® enla ecuacién
(A-15) obtenemos:

e D+ J2]€8) 1)- _C(l)ﬂ(l) D+ —C(l)u(l) - _
(soaTco) Ey + (800(760) Ey + (_6(1)#(1)> Hy + (—C(l)ﬂ(l)) Hy =

e @)+ J2]€8) (2)- —C(z)ﬂ(z) D+ —C(Z)M(z) 2)-
(soaTco) Ey + (800(760) Ey + (_C(Z)#(2)> Hy + (_C(Z)M(Z)) Hy ,

(A-16)

e Para la continuidad de la componente x de la intensidad magnética
(H§1)+ + H,(Cl)_ = H§2)+ + H,EZ)_) obtenemos,

L (RPN o (N () o (@ aag
PIey ® O oo\ we® 2@\ “op® O ot oe0 | =

L kPED N 0@ 1 (KPHD* L K PED" N 0@ @~ [ KPuP"
_ - oO@——| —— _ oa— [N A—
”(2) a)”(z) T Colo wg(z) ”(2) w#(z) T Colo wg(z) ’
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e Para la continuidad de la componente y de la intensidad magnética
(H§1)+ + H)(,l)_ = H§,2)+ + Hﬁz)_) encontramos

D+ 1+ 1= 1)- )+ )+ (2)- (2)-
By, 21€Y) E, By, 216Y) E, _ By 21¢3) E, By [21¢3) E, (A- 18)
iy T Colo u T Colo u@ T Colo u@ T Colo’

Puesto que BO* = 1 (w, Z)FI)(")J—r ,la ecuacién (A-18) se transforma en,

HO* 4 (a2 ) ED* 4 HPO™ 4 (0 2 ) B =

TtColo TtColo y @
_ O+ )+ 2— 6 (2)-
= H* + (a ) EP* + H2 (a —MOHO) EP",

TtCoHo

@ _ -
= (a hche ) EMV* 4+ ( ) ENT+ HDY + BV =
TtCoHo TtCoHo

8@ @+ ( ) (2)- (2)+ 2)-
( ”C0M0>E aT[CoHo E +H +H ’ (A' 19)

Por otro lado, puesto que gycy = 1/cyuo, entonces la condicion (A-18) resulta ser equivalente
a la condicion (A-15). Ahora, veamos cual es la estructura de las relaciones de continuidad
E)El)i, E}(,l)i y Bz(l)i. Con ayuda de las relaciones (A-9) y (A-10) podemos expresar el sistema de
D+ M- O+ O- 2+ (- )+
Ey, Ey, HYY', Hy o ET L EST, H,

ecuaciones en términos de las componentes y
2 —_ . 7
HJ(, )7 tal y como se muestra a continuacion,
e Para la continuidad de la componente x del campo eléctrico
(EX* + E}~ = E2* + EZ7) obtenemos,
(A- 20)

kiHyt  kjHy~  KZHFY  KZHG
we®  we® T He@ T @@

Multiplicando y dividiendo Hf,i)i (donde (i) =1,2) por —cOu® en la ecuacién (A-20)

encontramos,

@\ /_ @, W\ (_c@,@®
1+ (D~ ks cp D+ kg cu D= _
= (DE,"" + (0E," + (,g(l)) (_C(l)u(n) Hy”" = (8(1)) <_c(1)#(1)) Hy™ =

(A-21)
@)+ - N\ (—c@u@\ oy (kP (~c@u@Y | (2)-
= (0)E,”" + (0)E, +< (z)) (_C(z)ﬂ(z) Hy™ -\ )\Ze@) 1y "
e Para la continuidad de la componente y del campo eléctrico
(E}(,l)+ + E}(,l)_ = EJ(,Z)+ + EJ(,Z)_) tenemos,
O+ 1- D+ V- _ p@+ (2)- (2)+ (2)- A-22
ENT + EDT + (OHSPY + (HPT = EPT + EPT + (HPt + (HPT,  (A-22)
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e Para la continuidad de la componente z del campo magnético
(Bz(l)+ + Bz(l)_ = BZ(Z)+ + BZ(Z)_) encontramos lo siguiente,

ke ESD N S A N kyESD™

w w 13) w

O+ (D- D+ D- _ @+ (2)- (2)+ -
= Ey2 +E,’" +(0)H,”" + (0)H,"~ =E,”" +E;~" + (0H,”" + (A-23)
OH",

Como podemos observar la condicion de frontera (E§1)++E3(,1)_=E3(,2)++E§‘) es

equivalente a la condicién de frontera (BZ(1)+ + Bz(l)_ = BZ(Z)+ + BZ(Z)_). Luego, al reagrupar

las relaciones de continuidad obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones,

e Parala componente z del desplazamiento eléctrico, Dz(i)i = Dz(j)i:

9(1) (1)+ 9(1) (1)- _C(l)ﬂ(l) D+ —C(l)u(l) (1)- .
(80“ 3 CO) Ey” + (800‘ 3 CO) By~ + (_cu)ﬂm) Hy ™ + (—c(l)u(l)) Hy™ =" (a-15)
e )+ [21¢b] 2)- _C(Z)u(z) 2)+ —C(Z)ﬂ(z) (2)-
(eoa — co) Ey + (soa - co> Ey + (_C(z)#(z)) Hy + (—c(2>u(2>) Hy ,
e Parala componente x de la intensidad magnética, H,(Ci)i = H,Ej *,
(€5)] (€] (1) (€8] _(,,0)
K, W+ , (kg (1)- 0w i cWy (D)+
<_ #(1)) Ey + (ﬁ) Ey + (0‘ T cOuos(1)> (—c(l)u(l)) Hy + (A-17)
(1) 1 —_c®,0 —
(‘“9_ - (1))( C(n”(l)) Hy” =
T Colo€ —cu
2 @ @ @ —c@,@
kz (2)+ kz (2)_ 0 kz cp (2)+
<_ #(2)) By =+ (@) Ey” + (a o cOuos(2)> (‘C(Z)M(Z)) Hy™ 4

U Y (0N o
T Cotoe®@ ) \=c@u@ )y

e Parala componente x del campo eléctrico, E,Ei)i = E,Ej)i:
@\ /_.@,0 MW\ /_c®,W
D+ W-, (k2 cu W+ _ (kg cp - _
(0)Ey " + (O)Ey + (5(1)) (_5(1)”(1)) Hy= = (su)) (_c(l)#(l)) Hy~ = (A-21)

N (@@ N (—c@u@
(2)+ (2)- k, L (2)+ ky L (2)-
(0E,~" + (OE,™ + (gz)) (_C(z)ﬂ(z)) Hy ™ = (E) (_C(z)u(n) By

e Parala componente y del campo eléctrico Ej(,i)ir = Ej(,j)i:

W+ | - OF - _ p@+ | p@)- @+ 2)-
BT+ BV O+ (YT = BYT 4 EYT+ HT+ O,
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B.1 Sistema de ecuaciones para ondas TM incidentes.

Consideremos el sistema de la figura 3.1 del capitulo 3. Supongamos una onda
electromagnética en modo TM con amplitud H§,1)+, la cual incide desde laregién en z < 0 con

angulo de incidencia ¢;; en la regién z > 0 solo consideramos campos que se alejan de la
pelicula. Luego, en forma matricial tenemos [70,78],

0
2
E3(1 * Myy My, Mz My, gD~
0 _ M1 Mz Mzz My, Y W+ (B- 1)
D@D My Ms, Msz Mgy || —uWDcWH,
My Mgz Myz My, @ () D=
0 —pcVH,
Del sistema (B-1) obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones,
2 1)- 81 1)-
Ej(, * = M12E3(/ 4 M3 (—u(l)c(l)Hy )+) + My, (_.u(l)c(l)H3(; ) ); (B-2)
0 = MypED™ + My (—p@cWHM*) + Myy (—pDcOhP7) (B- 3)
22Ly 23\ TH y 24\ TH y )
_#(Z)C(Z)H)(/Z)+ _ M32E§1)_ + My, (_H(l)c(l)HSH) + M, (_‘u(l)c(l)Hj(ll)_)’ (B- 4)
81)— 1 1)-
0 = MypEy D™ + My (—uMcWHD) + My (—p®cOHP7), (B-5)

Tomemos las ecuaciones (B-3) y (B-5). A continuacién, consideremos H;*’ conocido.

Obtenemos entonces un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas. Luego, resolviendo Ejﬁ‘

en términos de H§1)+:

D- _ (1) ~(1) MaaMa3—Mo4My3 1, (1)+
E = =2 22 BH -
Y pe MyaMpp—MpaMyy Y ' (B-6)

Ahora resolvemos las ecuaciones (B-3) y (B-5) para obtener HJ(,l)_ en términos de Hf,l)+:

_ MyyMy3—MyyMy3 4, (1)+

H(l)_ —
y My Mas—MapMay Y

, (B-7)

Reemplazando, las ecuaciones (B-6) y (B-7) en la ecuacién (B-2) encontramos los siguiente,

2)+ MyaMyz3—Moy M, My, My3—Moo M, 1)+
E}(, )+ _ ‘u(1)c(1) (M12 1aMos=Moalas _ pp o — My, HeeMzsMa2 43) H}(, ) ) (B- 8)
MyqMoz—Mog My, Moy Mys—Myp Moy
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Ahora, introducimos las ecuaciones (B-6) y (B-7) en la ecuacion (B-4). Con esto, encontramos
la siguiente expresion,

)+ _ #(1) @ MygMp3—M34My3 My Mp3—MpaMy3 D+
H T2 32 — - M33 - M34 — Hy ) (B- 9)
uwce MyaMzz—M34 My, Mp2Myq—Myp Mz,

B.1.1 Vectores de Poynting para ondas TM incidentes

Con ayuda de las ecuaciones (A-9) y (A-10) obtenemos los campos incidentes,

HP H)(/tﬁeikgl)ei(kxx—wt)

inc, y
D B-10
EP _ ks H(t)+ ikS? pilkyx—wt) ( )
inc, x = c(M)gy ¥

donde ng y €S la componente y de la intensidad magnética incidente con polarizacién p (o

modo TM) y E? es la componente x del campo eléctrico incidente con polarizacion p (o

inc, x

modo TM). El termino HJ%) es la amplitud de H? Luego, el vector de Poynting para una

inc, y*
onda p-incidente esta dada por la siguiente expresion,

* (1) 2
Sglc z = _(Emc, x)( inc, y) = %;f)w |H3(/%))+| ’ (B-11)

De la misma forma podemos obtener los vectores de Poynting para las ondas reflejadas y
transmitidas:

e Parauna onda p reflejada:

( M4-2M23 - M22M4-3

1) .
yP (1)+e—lkz el(kxx—wt)
! refl, M22M4-4- M4-2M24- o (B 12)
(€] -
EP __ ks MyyMoz — My Mys HOF =ik il x-wt)
refl. x 5(1)wM22M44—M42M24 yO
Luego,
1) 2 2
_ * 1 k7 |MypMa3—MpyMys| )+ }
refl z " 9 ( refl, x)( refl, y) - 2 M [MygMyy—MyoMoy|? | Y0 | ’ (B 13)

donde erﬂ es la componente y de la intensidad magnética reflejada con polarizacion p (o
modo TM) y E reﬂ , €s la componente x del campo eléctrico reflejado con polarizacién p (o
modo TM).
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e Paraonda s reflejada:

( ES.p SNCORIEY MyaMz3 — M3sMys H(1)+ —ik il x-ot)
g M4aMaz — M34My,
HS _ y(l)c(l) k; MyaMyz — MyaMy3 H(1)+ k8 )ei(kxx—wt)
e HDw MygMzy — Mz4My, (B- 14)
donde Hj.r , es la componente x de la intensidad magnética reflejada con

polarizacién s (o modo TE) y rseﬂ' y €s la componente y del campo eléctrico
reflejado con polarizacion s (o modo TE).

Luego,
(€Y) 2 2
s _ s (D A(DV2 L Ky |MaaMaz—MasMys @+
Srefl, z ( refl, y)(Hrefl, x) - (ru ¢ ) 2uDw |MyaMyy—MoyyMy, y0 ’ (B- 15)
e Parauna onda p transmitida:
( » #mC(l) My Mpz — My My3 My Mpz — My Mys H(1)+ K@ pillx-wt)
Hy o= @@ M3, — —Myz =My — *
{ u c M4—4M22 M24-M42 M22M44- M42M24- (B_ 16)
EP = _ kZ #(I)C(l)( MyaMyz — MpaMy3 — My —M My Moz — M22M43> H(1)+ k(z)ei(kxx—wt)
k X e@aw #(Z)C(Z) 5 MyaMayy — MuMy, s MyMyy — Myr Moy
Luego,
p
Str z_ (Etr x)(Htr y
2
(#(1)C(1)) 1 k§2) MyaMa3—MoaMys Maa — M MaypMas =My My | > |H(1)+|2
D@/ 2e@w |7 32 MyyMy-MyuMy, 33 34 MyoMyy—My; My y0 ’

. . - s B- 17
donde Hf, ,es la componente y de la intensidad magnética transmitida con ( )
polarizacion p (o modo TM) y E! . es la componente x del campo eléctrico
transmitido con polarizacion p (o modo TM).

e Paraunaonda s transmitida:
ES. = uMc® (M1z MyyMyz — My My3 — My, — My, My, My3 — M22M43) H(1)+ x® oilkex—0t)
S g = 423 247743 42723 227743
[ M44M22_M24M42 M22M44- M4-2M24- (B 18)
@) -
lH‘S __ ke pOc® <M12 MaaMzs — MaaMas Mys — My, Mq2Mz3 — M22M43) H(1)+ ik$? ilkyx—wt)
T, X
1@ g MMy, — MyuMy, MyoMyy — My My

donde H§. , es la componente x de la intensidad magnética transmitida con polarizacién s (o
modo TE) y EF. | es la componente y del campo eléctrico transmitido con polarizacién s (o
modo TE).

tr, y
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Luego,

Str, z = _%(Efqr, y)(qur, x)*

_ (#(1) (1))2 1 k | MygMa3—MpaMy3 Mi.s— M MypMa3—Mp;My3
ZH(Z)‘H 12 MyyMyy—My4 My, 13 14 My Myy—MyoMyy

(B-19)

.

B.1.2 Coeficientes de reflexion y transmision para ondas TM incidentes

Podemos obtener los coeficientes de transmision y reflexion con a través de la razén de los
vectores de Poynting [70,78].

Coeficiente de reflexién para la onda p reflejada:

_sP 2
_ “Sreft, z _ My Mp3—MppMy3
Rpp=—7p——= |er| MyyMyy—Myy My (B-20)
inc, z 22M4q—Myp M3y

donde 7, es la amplitud de reflexion para ondas transmitidas con polarizacion p a partir de
ondas p incidentes.

Coeficiente de reflexién para la onda s reflejada:

sS 2
_ Srefl, z _ MyaMpy3—MpaMy3
Ros === = || = [y rrsaisarine (B-21)
inc, z 4aMa2—M34 My,

donde 7,5 es la amplitud de reflexion para ondas transmitidas con polarizacion s a partir de
ondas p incidentes.

Coeficiente de transmisién para la onda p transmitida:

P
L Str, z __ (21) MyaMy3—MyaMys Mau — M My Mp3—MpMy3 2
pp T P Z(s) 32 MyuMyy—My, M. 33 34 My, My, — My, M
inc, z 44Mp2— M4 My 22Mys =My Mpy
_ 2y _ . 2 LD (21) i
= Tpp = 205 |MaaTps — M3z — Magtyp|” = 2 (B- 22)

donde t,,, es la amplitud de transmision para ondas transmitidas con polarizacion p a partir
de ondas p incidentes.
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Coeficiente de transmisién para la onda s transmitida:

T . = Str, z — Z(Zl) MyaMy3—MpaMaz Miw— M My Mys—Myy M52
ps SiZ:u:, z ) 12 MyyMay—Mau My, 13 14 MyyMyy—Myp My,
_ @D _ _ 2 _ @), eD)? -
= Ty = 205y |MaaTps = Maz — Muatip|” = 20 [t (B- 23)

1) _ pW?

donde z =
(s) #(z)kgl)

y donde t,,, es la amplitud de transmision para ondas transmitidas con

polarizacién p a partir de ondas p incidentes.

B.2. Sistema de ecuaciones para ondas TE incidentes

Consideremos el sistema de la figura 3.1 del capitulo 3. Supongamos una onda
electromagnética en modo TE con amplitud Ej(,l)+, la cual incide desde la regiénen z < 0 con

angulo de incidencia ¢;; en la regién z > 0 solo consideramos campos que se alejan de la
pelicula. Luego, en forma matricial tenemos [70, 78],

D+
2
/ Eg(;)+ \ Myy Mi; Mz My / Ey \

0 _ [ M21 Mz, My My, EJ(,l)_ (B- 24)
—M(Z)C(Z)HJ(,Z)+ Mz1 Mz, M3z Mg, 0 ’
0 Myy My Muz My, _M(1)C(1)H}(/1)—
Luego, de la ecuacion (B-25) obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones,
2 1 1)- 1)-
ES = My EDY 4 MypED™ + My (—pMe@H®T), (B- 25)
0 = My E&V + My ESD™ 4 My (—pcHT), (B- 26)
_H(z)c(z)H§2)+ _ M31E§1>+ n M32E§1)— + May, (_‘u(l)c(l)Hj(/l)—)' (B- 27)
0 = Myy B0 + Myp BT + My (—p @ HSD™). (B- 28)

D+
Ey

Consideremos las ecuaciones (B-27) y (B-29). Suponiendo conocido tenemos entonces

. . P . 1)- Lo 1)+
un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas. Resolviendo para Ej(, )~ en términos de ES(, )

tenemos:

_ MyuMy—MyaMyy o (1)+

1 —_—
= Ej(, )~ = v
MyaM3zp—Mpa My,

, (B- 29)
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Ahora resolvemos las ecuaciones (B-27) y (B-29) para obtener Hj(,l)_ en términos de E§1)+:

— Moo Myq1—Myo M
31‘13(,1) _ 220M41—MgaMpy W+

T OO (MyuMyy—MyyMyy) Y (B-30)

A continuacién, obtenemos los campos EJ(,Z)+ y Hl(,z)+ en términos de la onda incidente EJ(,1)+.

Para esto, reemplazamos (B-29) y (B-30) en (B-26) y (B-27). Con lo anterior, obtenemos las
siguientes expresiones

2)+ Mp4My1—MgsaMp, M3 Mgy —MypMpq D+
EP = (Myy + My petln—tloallen _ gy Maobles Moo ) (10 B- 31
y 1 12 MyaM3p—Mpa My, 14 (MyaMyy—MyzMzy)) Y ( )
2)+ 1 MpaMyq—MygMpy M3y My1—MyoMpy W+
H( =——(M + My ———mM=—=—M —)E B- 32
y p@c@ 31 32 My4Myy—My4 My, 34 (MyaMyg—MyMp,)) 7Y ( )

B.2.1 Vectores de Poynting para ondas TE incidentes

Con ayuda de las ecuaciones (A-9) y (A-10) obtenemos los campos incidentes,

D+ kD ik, x—
Efne, y = EG eks’ gitkex—on i
®) ’ -
s __k W+ ik i(kpx—wt
Hipe x = _u(f)a) E,y e™ e (kx )

donde ng y €s la componente y del campo eléctrico incidente con polarizaciéon s (o modo

14 . . o) . . . e
TE) y H;y,, , es la componente x de la intensidad magnética incidente con polarizacion s (o

modo TE). El termino ES))J' es la amplitud de Ej,. y- Luego, el vector de Poynting para una

onda s-incidente esta dada por la siguiente expresion,

(1) 2
s _ _Yrps s *_1k D+
Sinc, z = _E(Einc, y (Hinc, x) — Eué)w |Ey0 ’ (B' 34)

De la misma forma podemos obtener los vectores de Poynting para las ondas reflejadas y
transmitidas:

e Parauna onda s reflejada:

s — MpaMyq—MyaMapq E(1)+e—ik§1)ei(kxx—wt)
TeflL Y T MyaMyy—MauMy, YO (B- 35)
s — k} MpaMy—MsyaMay E(1)+e—ik£1)ei(kxx—wt)’
refl, x 1D w MyyMyy—MyaMy, YO
s Lo . o
donde E.f; , esla componente y del campo eléctrico reflejado con polarizacion s (o modo

TE) y erﬂ’ » €s la componente x de la intensidad magnética reflejada con polarizacion s (o
modo TE).
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Luego,

s — ( )( ) _ 1 k |M24M41—M44M21|2
refl, z refl, x refl, #(1)0) |MyaMap—MaaMy,|?

()+]?
Ex| (B- 36)

e Parauna onda p reflejada:

( Hier, y m I(VgZMM L (E)Jre_ikgl)ei(k"x_wt)
{ # M (MypMyy — MypMzy) (B-37)
oo KD MMy —MMa r L ixeen
k refl x T ey pDcD(MyMys — MyzMyy) ¥o
donde Hreﬂ y es la componente y de la intensidad magnética reflejada con polarizacién s (o

modo TE) y E eﬂ . 1a componente x del campo eléctrico reflejada con polarizacion s (o modo
TE).

Luego,
= ( )(H ) ksl) M3a My —MypaMp, (1)+|2
ref Lz refl, x/\refl, y 2 (umCm) eWe |(MoaMay—Maz M)l 170 17 (B-38)
e Parauna onda p transmitida:
HP = _ 1 (M M Mz4Myy — MagMp, My Myy — My My, )E(1)+ ik® gillx-wt
oy p@c@ 3 3 MyaMzy — Maa My, 3 (MpaMyy — My M34) (B 39)
P = _ 1 ik? (M M M34Myy — MayMzy My My — Myp M, )E(1)+ i) il
k X p@c@e@q . %2 MyaMyz — M24M42 (MM — My2M,4)

donde Hfr y €s la componente y de la intensidad magnética transmitida con polarizacién p (o
modo TM) y Etr » 1la componente x del campo eléctrico transmitida con polarizacién p (o
modo TM).
Luego,
= (E (H =1 k§2) |M +M M3aMyy—Mysa Mz,
tr z tr, x .y 2(#(2)6(2))28(2)(» 31 32 MyaMzz—Mp4 My, (B- 40)
Moy Myq —MyzMyy |2 E(1)+|2
34 (MyyMys—MyrMyy) y0 ’
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e Paraunaonda s transmitida:

[ ES _ (M M MyaMyq — M44M21 My My — My My )E(1)+ x® oilkex—0t)
! ey H 2 MyyMyy — MpyMyy (Mg Myy — MypMy,) (B- 41)
2 -
s = k() (M M My My — M44M21 M3aMyq — My My )E(1)+ iK® pi(kyx—wt)
L x p@e "t 2 MyyMyy — MpgMyy M (MgyMyy — MypMy,)

donde E7,. . esla componente y del campo eléctrico transmitido con polarizacién s (o modo
TM) y Hg,,  la componente x de la intensidad magnética transmitida con polarizacién s (o
modo TM).

Luego,

1 *
s — s s —
Str, z = _E(Etr, y)(Htr, x)
2
1 k() M.+ M MyaMyy —MagMzq M3y My —MaaMa,
11 12 MyaMyy—Mau My, 14 (MyaM4s—Miz Mys)

(B- 42)

2 |E81)+|2
y )

20P0

B.2.2. Coeficientes de reflexion y transmision para ondas TM incidentes

Podemos obtener los coeficientes de transmision y reflexion con a través de la razén de los
vectores de Poynting [70,78]

Coeficiente de reflexién para la onda s reflejada:

S
R. — —Srefl, z _ 2 _ |M24My1—MygMpy 2 B- 43
ss = Tgs = |75l =\ MottooiM (B-43)
me, z 4422 24742

donde 755 es la amplitud de reflexiéon para ondas reflejadas con polarizaciéon s a partir de
ondas s incidentes.

Coeficiente de reflexién para la onda p reflejada:

14
_ "Srefl, z _ 2 |MpaMyy—MyoMp,y 2
Rsp =~ Yol T v (B- 44)
Sine, z Moy Myg—Myr Moy

donde 71,5 es la amplitud de reflexiéon para ondas reflejadas con polarizacién s a partir de
ondas s incidentes.
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Coeficiente de transmisién para la onda p transmitida:

_ Sfr. z _ (21)
=t =2 |May + My

e, z

M3aMaq —MysMzy M MaaMyy—Myp Mz |2

T.
sp MyqMoz—Mz4 My, 34 (MyyMyq—My3Myy)

1)

212 (B- 45)

Sp

21 2 21
=Ty = ng))|M31 + MapTys — MayyTep|” = ZES))|f

1) _ pWk2
()~ p@kl

polarizacién p a partir de ondas s incidentes.

donde z y tsp es la amplitud de transmision para ondas transmitidas con

Coeficiente de transmisién para la onda s transmitida:

S¢ 21 MyaMyq—MyyM MyyMyq—MypMyy |2
Ty = 2 = Z((s)) My, + My, 2aMaa=Maalas _ g~ MapMay=MapMyy |7 (B- 46)
Sine, z MyaMz2—Mp4 My, (Ma2Mys—My2Mz4)

1) _ pWkZ
donde z = DL

polarizacion s a partir de ondas s incidentes.

y tgs es la amplitud de transmisién para ondas transmitidas con
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APENDICE C

C.1 Matriz de propagacion para una onda que viaja a través de un medio homogéneo e
isotropico

Con el objetivo de describir la propagacion de la onda dentro de un medio homogéneo e
isotropico y que se encuentra delimitado por dos interfaces, (tal y como se muestra en la
figura C.1) es preciso introducir una matriz adicional. Esta matriz nos permitird mostrar la

transicién desde la matriz M?? a la matriz M%) que se mencioné en la seccién 4.2.

Figura C.1: descripcion esquematica de la propagacion de una onda en un medio homogeneo
2. El medio se encuentra atravesado por dos supercicies en z = +1/2.

Para ello supongamos que los medios 3 y 1 en la figura 4.2 son exactamente iguales al medio
2. Es decir, tenemos un medio con permitividad eléctrica £¢®)(w), permeabilidad magnética
1@ (w) y parametro topolégico 8@ (w) que se encuentra delimitado por dos superficies en

z=4= l/z, tal y como se muestra en la figura C.1. Bajo estas consideraciones, los campos (4.1)

y (4.3) adoptan la siguiente forma,

E(z) E(2)+ @ E(Z)_ @
( 322)> — ( 32(2))4-) etks (z+l/2)ei(kxx—a)t) + <HJEZ)—) e~ ik; (z+l/2)ei(kxx—(ut)’ 7 < — l/Z (C-1)
H H
y y y0
(2) (2)+ (2)-
E E ) ) E . ;
( 322)> — ( 322)+) elkgz)(z_l/z)ez(kxx—wt) + < 322)_) e—lkgz)(z_l/z)el(kxx—wt)’ 7> l/2 (C-2)
Hy HJ/O Hyo
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En las ecuaciones (C-1) y (C-2) se han hecho las siguientes consideraciones:
D+ 3+ 2+ ®n- - -
D+ 3+ @+ ) - 3)- @-f
H, Hy Hy Hy Hy Hy
A continuacion, calculemos los campos (C-1) y (C-2) cuando z - — l/z. Luego,
Para los campos que inicialmente estabanen z < — l/z obtenemos,
E@ E@O\T E@\~
(2) (2 (2 ’
Hy z—>—l/2 Hy Z+l/2—>0 Hy z+l/2—>0

Para los campos que inicialmente estaban en, z > l/2 obtenemos,

+ —
E)(,Z) E)(/Z) E)(IZ)
o) @ @ ‘ (C-5)
M Yy Lzl Y Lz,
donde
@\* @+ @\~ @)-
<E3£ )) _ (E)EO) )ei(kxx—wt) <E32 )) — (E}ZO) >ei(kxx—wt)
2 2)+ ’ 2 2)—
Hy Z+l/2—>0 Hyo Hy Z+l/2—>0 Hyo (C 6)

< F@\" E@ EP\ ESy”
y — y0 eikgl)lei(kxx_wt) y = 0 e_ikgl)lei(k"
H® H®* H® HZ)™

MY Sz y0 Y Lzl yo

Con lo anterior podemos calcular una matriz A que describa la propagacion de la onda a
través del medio dos en una distancia [

/(E(Z))+ \ /(E(Z))+ \
(2) ()
I H l/ -l —A I Z+l/2—>0 I,

y

k(E(Z) ) k E(Z)
(2) (2)
H =/t z+1/,-0

Reemplazando las expresiones (C.6) en (C.7) obtenemos
)+ (2)+
() ()
H* H(2)+
ﬁ
4 e—tkzl (2)
-
HyO HyO

(C-7)

(Eﬁ?+ )\

H') | (c8)
(E%)_ )J |

H”
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Luego,

.kEZ)l
A= <6’l 0, ) (C-9)
0 e—ikz l

La matriz A en (C.9) se define como la matriz de propagaciéon de la onda en el medio
homogéneo 2 en una distancia [. Por comodidad, en el desarrollo hemos considerado los
campos eléctrico y magnético por separado y por esto la matriz obtenida es 2x2. Sin embargo,
se puede obtener una matriz 4x4 de forma andloga cuando se consideran las cuatro
componentes El(,z)+, H§2)+, E)(/z)— y HJ(,Z)_. Luego, la matriz que describe la propagacién en el

medio 2 en nuestro caso esta dada por [78]

et 0 0 0 \
0 ek 0
M(hom2) — | s | (C-10)
0 0 et g
0 0 0 ik

C.2 Matriz de transferencia para un una onda que se propaga a través de un sistema de
tres capas

Como se discutio en la seccion 4.2, 1a matriz que describe la propagacién de una onda en un
sistema compuesto por tres capas esta dada por [78]:

MGlab) — pg(32) pg(hom2) pr(21) (4.21)

’ ’ @
(23) (23) (23) 23 (23) o (23
T4z 1=z (2) Z(s) 5@ - (2) Z(s) 5@
(23) (23) (23) ¢ (23 (23) 23
1—2(5) 1+Z(S) ’ & Z(S) 523 / @ Z(s) 5§23
(32) 1
" 2 @ HOWO (2, ' (C-11)
Hr 23 K~ <23 Er Ky (23) Uy (23)
- [~ e it (1+22) h 52)(1 zy))

3) 3) (2) 3) @,
Ky 23 Ky 23 & Wy (23) Uy (23)
_ t(_3)5( ) - sy [ (1-22) (3)#(2)(1+ o)

donde
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(C-12)

(12) (12) ,12) s(12 7 12) s(12
L4z 1=z 25 61 25y 0
(12) (12) ,12) £(12 212) s(12
1=z 142z - <1> 2(g 0112 (1) z(5y 812
mMe» =1
2
@ @ ROMC) LD ,@
Br” o(12 Br” o(12 & Hr - (12) Hr (12)
- 55612 - @ 502 (2)”(1) (1 T2, ) (2>“(1>(1 ~Z(p) )
@ £, @
Br” o(12 Ky (12)
~ [@d™ - (126,
La matriz M("°™M2) esta dada por la expresion (C-10). Luego, al realizar el producto

Mhom2) 121 ghtenemos,

(23) (23) u? (23) u? ;@23
_ r (23) o (23)
L+276 1=z @ &% S @ Z) 6
(23) (23) w ,23) w? ,@3)
_ @3 23 r 23) ¢(23) r 23) ¢(23)
1=z 1+ 20 @ Z 6 @ Z 6
M(slab) — X
3 (©)] (2) (©)] (2) 3)
_ ’uLg(B) Hy 523 & Uy (1+Z(23) Uy (1_2(23)
57{3) 53) 8(3)”(2) (2] 5(3)11(2) @)
3 (©)] (2) (3) (2) 3)
Hr ™ o3 Br” cesy |5 ,(23) Hr (23)
e oM (3) (2) (1 -2, @, @ (17
gT’ gr T g?" T
(C-13)
(@) - (2) pM - (2) - (2)
(1+ (12))elk l (1_2((;-)2))elkz l (1) Z((:)Z)a(lz)elkz l (1) Z((:)2)5(12)ezkz l

(1- 2(12)) —ik{®1

@ @
By s(12) ik, 1
G0 Vetz

r

@ (@)
Br_ 5(12) =ikl
@ 8

(1+ Z(lz))e—lk(z)l

w? 502) =ikl

( . (2)
(1) Z((1)2)6(12)e—1kz l

(1) (2)

@) - (2) @)
B s(12) ik Pl (12)) 5 ik, L
@ 0 et (z) (1)(1"' 24y Je'kz

&r

(1) (2)

L2
(z) (1) (1-z7

)
—l.k l
Z) “

(2)

(1) Z( )

(1) (2)

12)
(z) (1) (1-z

Z(p)

0,®
(12)
(z> (1) (142,

(12)5(12)e—ik§2)1

lk(z)l

ok
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Al realizar el producto de matrices en (C-13) obtenemos los elementos de la matriz de

transferencia para el sistema de tres capas. Si multiplicamos la primera fila de la primera
matriz en (C-13) con la primera columna de la segunda matriz, obtenemos el elemento M(Slab)

tal y como se muestra a cont1nuac1on,

e =3 ] - ) [+ 1)

(23)”r 12) £(23) ,—ikP1 _ (23)”r 12) £(23) , ikl
+ 205 (2 §5(12) 5(23) o1 2 @ 5(12) 5(23) ol

T

1 @) . @ . (@) @) . @) e
_ ik, 1 —ik; 1 ik “1 —ik;71 (12) ik, 21 _ ik, 1Y, (23)
—4{(e z "+e Nz )+(e z e "z ) 18) ( z e "z ) Z(s

(2)

k@1 -ikPr),(12), (23) (23)'“r (12) £(23) ( ikt _ —ikP1

+(e +e )Z(S) 20y~ Zs G 6 6 ( e )
T

r

@)
1
_ (12) (23) @) 12) (3 _ 3k @)
_E{(1+ 26525 ) cos (1kg?) + (Z(s) MO ON® 5(12)5(23))5e“(lk )}

(i) _ uPky
Puesto que, Zi5 = (L)k(]) parai,j=1,2,3

()
(stab) _ 13) @ 12 | . (23) ul @)
M (1 +237) cos (k) + [(S) +2 ( —@8(12)8(23)>]sen(lk2 ) (c-14)

Si multiplicamos la tercera fila de la primera matriz en (C-13) con la primera columna de la

segunda matriz, obtenemos el elemento Mgsllab):

3) 3
1 u @ I @
(Slab) =) (12) T o(23) ik, _ (1 _ ,(12) T 5(23)pilk;
M =2 (1+z(s) ) /5(3)5 el (1 2} ) ’ . 5 i
T

2 (2 3
L@ [Hr ' et uf )5(12) ikl
(») (2) (3) (2)

(2) (3)
(23) '“r 512, —ikP
(P) (2 (3) (2)
(
(kP14 -ikP1 e @3) _ (,ikP1 _ -ik@P1) 12) (23)
(et +emtka) (3)5 (e ¢ )(s) —®9
ST
kP, -ikP1 “£)5(12) k@1 _ kP, (23) “9)5(12)
= (et 4 i) o (et e )(p) RO
r T

e B
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Luego,

1 [®

M = -~ |Er (5(23> +602)cos (1)

31 - 2
(C- 15)

~5 #23) ( ((51)2)6(23) + Z(23)5(12)) sen (lk(z))

Al multiplicar la primera fila de la primera matriz en (C-13) con la tercera columna de la

segunda matriz, obtenemos el elemento M(Slab).

1 p®
(slab) _ - (23) ,12) £(12) k31 423 ,12) 5(12) p-ikkl
Mz =3 (”(s))/(n () 0 ~(1- (s))/(l) 25y 67
’ () BONE!
K™ (23) g(23) [&r M (12) ik
+ (2) 1) 1) (2) ¥o) (1 +2¢) )e

@, @
@) 523) (& ( _ (12)) —ik2l
(2) Z(5) 0 =@ ) L=zqy")e
T lu‘r

1 . (2) . (2) (2) 2
. ik, _ -kl (12) (12) ik, —ik,1 (12) (23) (12)
=3 (e e )’ R G )/(1) ) %() O
i1 _ p-ik$?1 u? . ,(23)_(2) 5(23)
+ (et ) @ ‘u(l) 2(5) 2(p) 0
(2) €Y)
k@1, ik L2 (12) £(23)
+(e te ) KO (1) 2(3) 2(p) 0

para (i), () = 1,2, 3 obtenemos,

( (2)
(12) (23) pr
’ @ (Z(s) 502 + 25, @5(23)) . (C-16)

@ _
como z.)" =

(l) k(])

IS = 126 1 50 + 5 )cos ()
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Por otro lado si multiplicamos la tercera fila de la primera matriz en (C-13) con la tercera
columna de la segunda matriz, obtenemos el elemento M (Slab).

(slab) _ 1 .U(3) .U(l) (12) @ ,ll ,ll(l) (12) @
slab) _ 1 rs [ 5025@n et 4 B (B s 5 —ik®1
M35 =2 g( o) Z( + (3) ( )6 o) Z(s) €
0,0 [[0,® . o)
& Hr kP
+ (3) (z) RONO (1+Z(p) )( Z(p) )e

(2) (3) (1) (z) . L o
— —ik, "l
+ (3) (z) (z) (1) (1 Z(p) )( Z(p) )

_1) (eik§2>z _ e—ikf)l) “ﬁ )“gl) Hr Br s(12)5(23),(12)
4 (3) (1) (s)
(3) (1) 23) (12) (23) _(12) @
ik, 1
(1) (3) (1+Z( T2 20, (p))
(3) (1) (23) (12) (23) _(12) @
_ —ik{P1
(1) (3) (1 Z(p) Z(p) +Z(p) Z(n) )
(3) (1) 3) ( )

1 (2 @ U @ @
— Z)_(pik;71 _ -ik;7L (12) 5(23), (12) r kL ik, "1
=12 (el e ) e u(l) (3)5 0 + D (3)(el te ™t )

T

(3) ( ) ( ) (

n ,23) (eik§2)1 lk(z)l (12) etk _ e—ikgz)z)
#(1) (3) » 1) (3) Z(p)
(3) (€]

& - (2) - (2)
,13) (iK1 —ik,”1

+ f LD, ) (e te )

T T
Luego,
M(slab) 1 e )Hﬁ)(l_l_ (13)) (lk( ))
2@, Zip) ) €08

(C-17)

(1) (3) (23) a2 (2) o
(12) §(23)
(3) (1) Zo) T (1T sen (k).

r

De forma similar se obtienen los otros 12 elementos de la matriz de transferencia.
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