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Resumen

En este trabajo se realiza en primer lugar un estudio acerca de la existencia y unicidad de
la solucién de un problema de valor inicial-frontera asociado a un sistema de ecuaciones
diferenciales de tipo Burgers con término difusivo en un dominio acotado con frontera suave
en 2D. Se utilizan dos enfoques tedricos: el de la teoria de semigrupos y el método de Faedo-
Galerkin, y se explican las diferencias técnicas de los resultados obtenidos. En segundo lugar,
se presenta la implementacién de un esquema numérico implicito de primer orden en el tiempo
y elementos finitos de primer orden en el espacio, basado en la libreria FEniCS sobre Python,
para aproximar las soluciones del sistema considerado. Se presentan simulaciones numéricas
que ilustran el comportamiento cualitativo de la solucion y la correcta implementacion de las
condiciones de frontera de tipo Dirichlet homogéneas prescritas.

Palabras clave: Ecuaciones de Burgers, método de Faedo-Galerkin, teoria de semigrupos,
método de elementos finitos, FEniCS, analisis funcional, EDP no lineales.
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Capitulo 1

Introduccién y motivacion

En la modelacién de fenémenos de difusion y conveccion, la ecuacién de Burgers con efecto
difusivo ha surgido como un modelo fundamental que, pese a su simplicidad, captura aspectos
relevantes de la dindmica no lineal y la disipacién viscosa. La version unidimensional

U + UUy = VUgy

fue introducida por Bateman [36] y posteriormente estudiada en detalle por Burgers [37] como
un modelo simplificado para la turbulencia y la formacién de ondas de choque. Posteriormente
fue transformada mediante la técnica de Cole-Hopf [41, 44], lo que permiti6 obtener soluciones
explicitas y estudiar la formacion de choques disipativos.

La extensién a dos dimensiones, que constituye el objeto de estudio en este trabajo, se formula
en un dominio acotado 2 C R? y se expresa mediante el sistema:

u —vAu = —u-Vu, te€|0,T), €,
(1.1)

u(@,0) = u(z),  zeQ,
junto con la condicién de frontera de tipo Dirichlet homogénea
u(z,t) =0, parate (0,T), z €09,

donde 2 C R? es un dominio abierto y acotado con frontera 92 suficientemente regular (ver
Definicién 2.6 del Capitulo 2 para una definicién precisa), (z,t) — u(z,t) = (uy(z,t), us(x,t)) €
R2, 2 € Q,t > 0, es un campo vectorial que se asocia a la velocidad de un fluido viscoso
confinado en el dominio Q, z — uy(z) € R? es el campo de velocidad inicial, v > 0 es un
pardmetro que representa la viscosidad (o difusién) en el fluido, y 7" > 0 es un tiempo fijo.
Esta ecuacién se estudiard como una ecuacion de evolucién no lineal per se, sin referencia a
su posible origen como simplificacién de las llamadas ecuaciones de Navier-Stokes, que son
un modelo general que ha sido considerado en la literatura para describir el movimiento del
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fluido viscoso. El término

0 0 0 0 0
(u-V)u:Zuil:( U1+u2 “ z2+u2 u2)

Uy Uy
81'1 81'2 ’ 0 1 8952

representa una no linealidad convectiva, mientras que

2 9 ) ) ) ,
VAU:I/Z%:y(aul—}-aul 8u2+8u2)
=1 9T

2 20 9,2 2
Jry  Ozx5 Ozx;  0x3

representa un término difusivo. Es importante destacar que con respecto al modelo de Navier-
Stokes, el sistema de tipo Burgers con viscosidad (1.1) no supone que el campo de velocidad
satisface V - u = 0, ni incluye términos debidos a la presién en el fluido. La ecuacién (1.1) se
considerard en su forma general, sin restricciones adicionales sobre la divergencia de u. En el
contexto de las ecuaciones de Navier-Stokes, la condicién V - u = 0 es esencial.

El interés en el estudio del sistema (1.1) radica en su capacidad para representar, de forma
simplificada, fenémenos de conveccion y difusién en fluidos. Ademads, este modelo sirve de
banco de pruebas para diversas técnicas analiticas y numéricas en EDPs, especialmente en
el contexto de problemas inversos y de asimilacién de datos.

Aunque la ecuacién de Burgers en dimensiones superiores a uno no captura completamente la
complejidad de la turbulencia tridimensional (que es gobernada por las ecuaciones de Navier-
Stokes), sigue siendo un modelo relevante para el estudio de fenémenos no lineales en EDPs,
como la interaccién entre conveccién y difusion, y la posible formacién de singularidades.
Ademas de su interés tedrico, la ecuacién de Burgers (en sus diversas variantes) ha encontrado
aplicaciones en areas como la dinamica de gases, el trafico vehicular, la actstica no lineal y
el crecimiento de interfaces [31, 9].

El primer objetivo del presente trabajo es desarrollar un estudio de la existencia y unici-
dad para el problema de valor inicial-frontera dado en (1.1) utilizando dos métodos: el de
semigrupos y el de Faedo-Galerkin, apoyandose en diversas fuentes bibliograficas. Se destaca
que las demostraciones de los resultados principales presentados en los Capitulos 3 y 4 son
contribuciones del autor, realizando adaptaciones de resultados encontrados en la bibliografia
disponible para modelos con una estructura semejante a la del sistema (1.1).

El segundo objetivo es presentar un esquema numérico implicito, de segundo orden en el
tiempo, y elementos finitos Lagrange de primer orden en el espacio, basado en la libreria
FEniCS sobre Python, para aproximar las soluciones del sistema (1.1) en un dominio acotado
en 2D. Esta es una segunda contribucion del autor, pues no se encontr6 una implementacion de
un esquema numérico del tipo indicado en la literatura disponible, y que puede ser adaptado
a dominios con geometrias diversas en 2D.
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1.1 Relevancia del problema de buena colocacién

La buena colocacién (existencia, unicidad y dependencia continua de las soluciones con res-
pecto a los datos iniciales) es una propiedad fundamental, tanto desde el punto de vista
matematico como desde el punto de vista de las aplicaciones. Si un problema no esta bien
planteado, pequenas perturbaciones pueden conducir a grandes cambios en la solucién, lo
que hace que el modelo sea poco fiable. Formalmente, la buena colocacién (en el sentido de
Hadamard) se refiere a los siguientes aspectos:

e Existencia: ;Existe al menos una solucion u(x,t) que satisfaga la ecuacién (1.1) y las
condiciones?

e Unicidad: ;Es la solucion tnica?

e Dependencia continua: ; Pequenos cambios en el dato inicial ug conducen a pequenos
cambios en la solucion u?

Para la ecuacion de Burgers, la buena colocacion no es trivial, debido al término no lineal
(u-Vu), que puede llevar a la formacion de singularidades en tiempo finito (blow-up), incluso
si el dato inicial ug es suave.

1.2 Enfoques para la buena colocacién

Se emplean dos metodologias independientes para estudiar la buena colocacion del problema

(1.1):

Teoria de Semigrupos: La ecuacién de Burgers (1.1), escrita como u; —vAu = —(u-Vu),
se puede reformular en un marco abstracto. Definiendo el operador eliptico (no acotado)
A = —vA (cuyo dominio D(A) se especificard en el Capitulo 2 e incorpora las condiciones
de frontera de Dirichlet homogéneas) y el término no lineal F(u) = —(u - Vu), la ecuacién
toma la forma de una ecuacion de evolucion abstracta no lineal:

W(t) + Ault) = Flut), te0,T),
(1.2)
u(0) = up.
Equivalentemente, se puede escribir como u'(t) = —Au(t) + F(u(t)). Como se detallaré

en el Capitulo 2, el operador A es autoadjunto y positivo definido. Esto implica que el
operador —A = VA es el generador infinitesimal de un semigrupo analftico {S(t) = e },5¢
(0 S(t) = e~*). La solucién de (1.2) se busca entonces en su forma integral (mild solution)
a través de la formula de Duhamel

u(t) = S(t)ug + /0 S(t—s)F(u(s))ds.

La existencia y unicidad local de soluciones se demuestra mediante argumentos de punto fijo
en espacios funcionales adecuados (ver Capitulo 3). Este enfoque se inspira en los métodos
desarrollados para ecuaciones de evolucién semilineales por autores como Fujita, Kato, Weiss-

ler y otros. Las referencias clave para las técnicas de semigrupos aplicadas a EDPs incluyen
[22], [21], [6], [28], v los trabajos influyentes de [43], [46], [50, 51].
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Método de Faedo-Galerkin: Este enfoque constructivo se utiliza para demostrar la exis-
tencia de soluciones débiles. Se construyen soluciones aproximadas u,,(t) en subespacios de
dimensién finita V,, C V = (H}(Q))?, donde la base de V;, a menudo se elige a partir de las
autofunciones del operador A = —vA. Estas aproximaciones satisfacen un sistema proyec-
tado de ecuaciones diferenciales ordinarias. Mediante la obtencién de estimaciones a priori
uniformes en m para las normas de u,, y utilizando teoremas de compacidad, se extrae una
subsucesion que converge a una funcién limite u, la cual se demuestra que es una solucion
débil del problema original (ver Capitulo 4). Este método sigue la metodologia presentada
en textos de referencia como los de Temam [29], Evans [11] y Boyer-Fabrie [4], adaptandola
al sistema de Burgers. Se establece la existencia de soluciones débiles para datos iniciales
ug € (L*())?, y se prueba la unicidad si ug € (HJ(2))%.

1.3 Estructura del documento

El documento se organiza de la siguiente manera:

El Capitulo 2 presenta los preliminares matematicos, incluyendo espacios de Sobolev, ope-
radores lineales, semigrupos, la formulaciéon débil y los espacios funcionales. Se proporcionan
referencias detalladas.

El Capitulo 3 demuestra la existencia de soluciones utilizando el enfoque de semigrupos.

El Capitulo 4 demuestra la existencia utilizando el método de Faedo-Galerkin y compara
los resultados de ambos métodos.

El Capitulo 5 presenta un esquema numérico de tipo elementos finitos en el espacio para
aproximar las soluciones del problema de valor inicial-frontera asociado al sistema (1.1), junto
con algunos experimentos numeéricos.

1.4 Estado del Arte

La ecuacién de Burgers, a pesar de su aparente simplicidad, ha sido (y sigue siendo) objeto de
un intenso estudio debido a su capacidad para modelar fenémenos no lineales complejos y a
su conexion con otras ecuaciones fundamentales de la fisica matematica, como las ecuaciones
de Navier-Stokes. A continuacion, se aborda el estado actual de la investigacién en torno a
la ecuacién de Burgers, con un enfoque en la versién 2D sin suponer incompresibilidad.

1.4.1 ;Qué se ha hecho?

La investigacion sobre la ecuacion de Burgers abarca una amplia gama de aspectos, desde la
teoria matematica hasta las aplicaciones numéricas y computacionales.
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Trabajos fundacionales Los primeros trabajos de Bateman [36] y Burgers [37] introdu-
jeron la ecuacién como un modelo simplificado para la turbulencia. Hopf [44] y Cole [41]
descubrieron independientemente la transformaciéon de Hopf-Cole (o Cole-Hopf), que lineali-
za la ecuacién de Burgers 1D viscosa, permitiendo obtener soluciones explicitas.

Existencia, unicidad y regularidad (Contexto de Navier-Stokes Incompresible)
Para el caso de las ecuaciones de Navier-Stokes (que son incompresibles y més complejas,
pero a menudo se mencionan en contexto), la teorfa de existencia, unicidad y regularidad de
soluciones estd bien establecida en 2D, y es un drea de investigacién activa en 3D (uno de
los problemas del milenio). Resultados clésicos, basados en métodos de andlisis funcional y
EDPs, se encuentran en los libros de Ladyzhenskaya [16], Temam [29], Constantin y Foias
[7], y Lions [18].

Existencia, unicidad y regularidad (Sistema de Burgers general) Para el sistema de
tipo Burgers (1.1) (sin suponer incompresibilidad), la teoria es mas desafiante que su andlogo
1D. Los trabajos de Fujita y Kato [43] y Kato [46] sobre Navier-Stokes desarrollaron un
enfoque basado en la teoria de semigrupos que ha sido adaptado para demostrar la existencia
y unicidad local de soluciones fuertes para sistemas parabdlicos semilineales. Weissler [50, 51]
extendio estos resultados a espacios de Lebesgue para ecuaciones semilineales, incluyendo
aplicaciones a Navier-Stokes. Las técnicas son aplicables, con las adaptaciones necesarias, al
sistema de Burgers.

Método de Faedo-Galerkin (Caso general) Autores como Temam [29], Lions [18],
Evans [11] y Boyer-Fabrie [4] en sus libros abordan la construccién de soluciones débiles
para ecuaciones de evolucién no lineales (como Navier-Stokes) usando este método, cuya
estructura es adaptable al sistema de Burgers.

Libros de referencia Ademads de los libros ya mencionados, existen numerosos textos
que abordan la ecuacion de Burgers desde diferentes perspectivas o que tratan herramientas
fundamentales para su andlisis. Entre ellos, destacan los libros de Evans [11] sobre EDPs en
general, los de Pazy [22] y Lunardi [21] sobre semigrupos, y los de Zeidler [33] sobre andlisis
funcional no lineal.

1.4.2 ;Hasta donde se ha llegado?

El nivel de conocimiento actual sobre el sistema de tipo Burgers (1.1) en 2D (sin incompre-
sibilidad) se apoya en gran medida en las técnicas desarrolladas para sistemas parabdlicos
semilineales més generales o para las ecuaciones de Navier-Stokes, aunque presenta sus pro-
pias particularidades.

e La existencia y unicidad local de soluciones (cldsicas o integrales/mild) para datos
iniciales suficientemente regulares (e.g., ug € Hj(2)? o espacios de mayor regularidad)
estd bien establecida, principalmente gracias a la teoria de semigrupos y argumentos
de punto fijo, como se explora en el Capitulo 3.
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e La existencia global de soluciones débiles para datos iniciales en L?*(2)? se puede ob-
tener mediante el método de Faedo-Galerkin, como se muestra en el Capitulo 4. Sin
embargo, la unicidad de estas soluciones débiles para datos ug € L*(2)? es, en general,
un problema abierto o requiere técnicas més avanzadas no cubiertas en detalle aqui (se
prueba unicidad si uy € Hj(2)?).

e No se espera, en general, una cota global en el tiempo para la norma L>(0,T’; L?(2)?)
que sea independiente de T para cualquier dato inicial en L?(£2)? sin condiciones adi-
cionales o para viscosidades muy pequenas, debido a la naturaleza no lineal del término
convectivo.

e La conexién entre soluciones débiles y soluciones mas regulares (integrales/clasicas) se
establece si el dato inicial es mds regular (e.g., up € Hi(€)?), como se discute al final
del Capitulo 4.

1.4.3 ;Qué falta por explorar?

A pesar de los avances, existen varias areas donde se necesita mas investigacién para el
sistema de Burgers 2D sin la condiciéon de incompresibilidad:

¢ Existencia Global y Unicidad para Datos L?: Demostrar la existencia global de
soluciones débiles tnicas para la ecuacién de Burgers 2D (1.1) con datos iniciales en
L*(Q)? sin restricciones adicionales sobre el tamaitio del dato o la viscosidad sigue siendo
un area de interés.

e Regularidad 6ptima: Determinar la regularidad éptima de las soluciones débiles y
fuertes, y como esta depende de la regularidad del dato inicial y del dominio €2.

e Comportamiento Asintético: Estudiar el comportamiento de las soluciones cuando
t — oo, incluyendo la convergencia a estados estacionarios o la tasa de decaimiento,
especialmente en ausencia de fuerzas externas.

e Caso de Viscosidad Nula (v — 0): El estudio del limite de viscosidad nula, y la
conexién con el sistema de Euler correspondiente (que serfa u; + (u - V)u = 0), es un
problema clasico y complejo en la teoria de fluidos.

1.4.4 Tendencias y enfoques actuales

Las tendencias actuales en la investigacion sobre EDPs no lineales de tipo fluido, que pueden
inspirar o ser relevantes para el sistema de Burgers, incluyen:

e Métodos Numéricos Avanzados: Desarrollo y analisis de esquemas numéricos efi-
cientes, precisos y que preserven propiedades fisicas, incluyendo métodos adaptativos,
de alto orden, y aquellos basados en inteligencia artificial.

e Anadlisis Estocastico: Estudio de EDPs con forzamiento aleatorio (ruido) para mo-
delar incertidumbres o fluctuaciones, dando lugar a las EDPs estocasticas.
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e Problemas de Control y Optimizacién: Disenio de controles 6ptimos para sistemas
gobernados por EDPs, y problemas inversos para la identificaciéon de pardmetros o
datos iniciales.

e Soluciones Débiles y Conceptos Generalizados de Solucién: Investigacién de
conceptos de solucién ain mas débiles (e.g., soluciones de medida, soluciones disipati-
vas) para problemas donde las soluciones clasicas o débiles estdndar pueden no existir
globalmente o no ser tnicas.

e Métodos de Viscosidad Desvaneciente: Estudio riguroso de la convergencia de
soluciones de ecuaciones viscosas (como Burgers o Navier-Stokes) a soluciones de sus
contrapartes inviscosas (Euler) cuando la viscosidad tiende a cero.

Relacion con el presente documento

En este documento se ha abordado la buena colocacién de la ecuacién de Burgers 2D (1.1)

sin suponer incompresibilidad, utilizando dos de los enfoques fundamentales y clasicos en la
teoria de EDPs:

1. Teoria de Semigrupos (Capitulo 3): Se sigue la linea de la teorfa de ecuaciones
de evolucién abstractas para sistemas parabélicos semilineales (inspirada en trabajos
como los de Fujita-Kato para Navier-Stokes y desarrollos posteriores para semigrupos
analiticos) para demostrar la existencia y unicidad local de soluciones, adaptando y
extendiendo los resultados conocidos al caso especifico del sistema (1.1). Las referencias
clave para las técnicas de semigrupos aplicadas a EDPs incluyen [22], [21], [6], [28], ¥
los trabajos seminales de [43], [46], [50, 51] que establecieron muchos de estos métodos.

2. Método de Faedo-Galerkin (Capitulo 4): Se construyen soluciones débiles me-
diante el método de Faedo-Galerkin, siguiendo la metodologia presentada en los libros
de Temam [29] (especialmente para Navier-Stokes, adaptable aqui), Evans [11], Boyer-
Fabrie [4] y Lions [18]. Se establece la existencia de soluciones débiles con datos iniciales
en L*(Q)?, y se prueba la unicidad si el dato inicial es més regular (ug € HJ(2)?).

De esta forma, el documento contribuye al estudio del sistema de tipo Burgers (1.1), con-
solidando y presentando de manera unificada dos enfoques fundamentales para su anélisis
de buena colocacién, y abordando el caso sin la simplificacién de la incompresibilidad. En
capitulos posteriores se exploraran aspectos numéricos relacionados con esta ecuacion.






Capitulo 2

Preliminares, formulaciéon del proble-
ma y espacios funcionales

En este capitulo repasaremos algunos conceptos y resultados fundamentales del analisis fun-
cional y la teoria de espacios de Sobolev que seran esenciales para el analisis riguroso de la
ecuacion de Burgers con viscosidad (1.1). También presentaremos la formulacién débil del
problema y definiremos los espacios funcionales en los que buscaremos las soluciones.

2.1 Espacios de funciones: Un repaso fundamental

Para estudiar ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) como la ecuacién de Burgers con vis-
cosidad, necesitamos trabajar con espacios de funciones que tengan propiedades adecuadas.
No basta con considerar funciones continuas o derivables en el sentido clasico; se requiere
una nocién mas general de “funcién” y de “derivada”. Aqui introduciremos los conceptos
fundamentales, comenzando con ideas intuitivas y ejemplos, antes de pasar a las definiciones
formales. Para mayor informacién sobre los temas de esta seccién, consultar [5], [11], [1] o
[17].

2.1.1 Conceptos fundamentales de analisis funcional

En esta seccion, se asume la familiaridad del lector con los conceptos bésicos del anélisis
funcional. Esto incluye las definiciones y propiedades de espacios normados, espacios
de Banach como espacios normados completos, y espacios de Hilbert como espacios de
Banach cuya norma es inducida por un producto interno.

Asimismo, se utilizard el concepto de espacio dual topolégico X', que es el espacio de
todas las funcionales lineales y continuas sobre un espacio normado X. Un resultado clave
en este contexto es el Teorema de Representaciéon de Riesz, el cual establece que para
un espacio de Hilbert H, su dual H’ es isométricamente isomorfo a H. Esta identificacion,
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que denotamos H = H’, es fundamental para la construccién de ternas de Gelfand. Para una
revisién exhaustiva de estos temas, se remite al lector a textos de referencia como [5] o [25].

2.1.2 Espacios L?(12)

Los espacios LP son espacios de funciones medibles (en el sentido de Lebesgue) cuyo valor
absoluto elevado a la p-ésima potencia es integrable.

Definicién 2.1. (Espacios LP(2)) Sea 2 C R™ un conjunto abierto y 1 < p < oo. El espacio
LP(£2) se define como el conjunto de todas las funciones medibles (clases de equivalencia de
funciones que coinciden casi en todas partes) u : 2 — K tales que

1/p
el = ( [t das) < oo.

Para p = oo, L>®(2) se define como el conjunto de funciones medibles u : @ — K que son
esencialmente acotadas, y su norma es el supremo esencial:

[l oo () = €55 5UPeq [u(@)]| < o0

Observacién 2.1. (a) En la definicién de LP(£2), se identifican las funciones que son igua-
les casi en todas partes (c.t.p.) en  (es decir, difieren solo en un conjunto de medida
de Lebesgue nula).

(b) Para 1 <p < oo, ||| 1»q) es efectivamente una norma, y el espacio (LF(2), [||| » (o)) €s
un espacio normado.

(c) Para p =2, L?(Q2) es un espacio de Hilbert con el producto interno

(U, V) 20y = /Qu(x)v(x) dx (o /Qu(x)v(x) dx si K =R).

La norma inducida , /(u, u) 2 coincide con [[uf|2(q)-

(d) Si © es un dominio acotado, entonces C(2; K) (funciones continuas en la clausura de
) es un subespacio de LP()) para todo 1 < p < oc.

Teorema 2.1. (Teorema de Riesz-Fischer (Completitud de L”)) Los espacios LP(S))
son espacios de Banach para todo 1 < p < oo. Es decir, son completos con respecto a la
norma | o)

Demostracion. La demostracién de este teorema es un resultado fundamental en la teoria de
la medida y la integraciéon de Lebesgue. Se puede encontrar, por ejemplo, en [5, Capitulo 4,
Teorema 4.9] o en la mayoria de los textos avanzados sobre andlisis real o funcional (e.g., [26,
Teorema 3.11]). O
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Ejemplo 2.1. (Ejemplos en L?) (a) Si 2 C R" es un dominio acotado, entonces toda
funcién continua u € C(§2) pertenece a LP(2) para todo 1 < p < 0.

(b) Consideremos 2 = (0,1) C R. La funcién u(z) = 2% (para a > 0):

(i) w € LP(0,1) siy solosi ap < 1. Por ejemplo, 27/3 € L?(0,1) pero /2 ¢ L?(0,1).

(i) w € L*(0,1) si y solo si @ < 0 (para evitar la singularidad en = = 0). En este
caso, si @ > 0, u ¢ L>(0,1).

2.1.3 Desigualdades fundamentales

En esta subseccion, presentamos algunas desigualdades que son herramientas esenciales en el
analisis funcional y en el estudio de EDPs, particularmente en los espacios LP.

Proposiciéon 2.2. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) En cualquier espacio prehilber-
tiano (X, (-,-)), para todo z,y € X:

[ (@u) | < [l lyll-

/Qu(a:)@ dx

(Si K =R, la conjugacion sobre v(z) se omite).

En particular, en L*(2):

< lull g2 10l 220

Demostracion. Si y = 0, es trivial. Si y # 0, considerar
Capitulo 5, Proposicién 5.2 de [5]. ]

2
x— T‘ZﬁQyH > 0. Ver también

Teorema 2.3. (Desigualdad de Hoélder) Sean 1 < p,q < co exponentes conjugados (]l) +
;= 1) SiueLP(Q) yve LUQ), entonces uv € L'(Q), y

w1y = / u(@)o(@)] dz < Jlull ey 1ol e

Demostracion. Ver Teorema 4.6 de [5 O

Teorema 2.4. (Desigualdad de Minkowski) Sea 1 < p < co. Si u,v € LP(Q2), entonces
u+tve L)y
[+l oy < Nl oy + 101l o) -

Demostracion. Ver Teorema 4.7 de [5]. O

Teorema 2.5. (Desigualdad de Young para productos) Sean a,b > 0 y sean p,q €
1,1
(1,00) tales que St = 1. Entonces,
popa
ab < < + —
p q

La igualdad se cumple si y solo st a? = b.
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Demostracion. Ver Capitulo 4 de [5] o Apéndice B.2, Lema 1 de [11]. O

Teorema 2.6. (Desigualdad de Young para productos con €) Sean a,b > 0.
(a) Parap,q € (1,00) con 110 + 5 =1, y para cualquier ¢ > 0:

a? 1 b7
ab < e— + ———.
P EQ/P q

(b) En el caso particular p =2 (y por tanto q = 2), para cualquier € > 0:

1
ab < ea® + —b2.
4de

Demostracion. Para (a), aplicar la desigualdad de Young estéandar (2.5) a (pe)/Pa y (pe)~1/?b.

Para (b), esta forma se obtiene de (a) tomando p = ¢ = 2, 6%% = g, y luego redefinien-
do € — 2¢ en el primer término si se quiere ea?, es un caso particular o se puede probar
directamente. Ver también Apéndice B.2 de [11]. O

2.2 Espacios de Sobolev

Para estudiar EDPs como la ecuacién de Burgers, se requieren espacios de funciones ade-
cuados. No basta con funciones continuas o derivables en el sentido clasico; se necesita una
nocién méas general de funcién y de derivada. Para més detalles revisar las referencias [5],
[11], [1], [27] y [17].

2.2.1 Definiciones y propiedades fundamentales
Definicién 2.2. (Funciones Localmente Integrables, L _(2)) Sea  C R" un abierto.
Una funcién u : Q — R es localmente integrable en Q, y escribimos v € L (), si u es

loc
integrable (en el sentido de Lebesgue) sobre todo subconjunto compacto K C €2, es decir,

/ |u(z)|dx < 0o, para todo compacto K C .
K

Observacion 2.2. Intuitivamente, una funcién localmente integrable puede “explotar” cerca
de la frontera de €2, pero es integrable en cualquier region que esté “alejada” de la frontera.
Toda funcién integrable en €2 es localmente integrable, pero el reciproco no es cierto.

Ejemplo 2.2. La funcién u(x) = 1/x pertenece a Li (0,1), pero no a L'(0,1).

loc

Definicién 2.3. (Derivada débil) Sea Q C R™ un abierto, u € L, .(Q2) (funciones local-

loc
mente integrables en (1), y @ un multi-indice. Se dice que v € L () es la derivada débil de

loc
u de orden «, y se escribe
v = D%,
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si

/uDaqsdx:(—mla/mdx, Vo € C(Q),
Q

Q

donde C2°(£2) es el espacio de funciones infinitamente diferenciables con soporte compacto

en ().

Observacion 2.3. La definicién se basa en la integracion por partes. Si u es suficientemente
suave, su derivada débil coincide con su derivada clasica. Esto permite definir derivadas para
funciones que no son diferenciables en el sentido clésico.

Definicién 2.4. (Espacio de Sobolev W™P?(Q)) Sea €2 C R" un abierto, m € Ny 1 <
p < 0. El espacio de Sobolev W™P(Q) se define como

WmP(Q) ={u e LP(Q) : D*u € LP(Q), V|a| < m},

donde oo = (v, ..., ) es un multi-indice, |a] = a3 + -+ + a,, y D*u denota la derivada
débil de orden « de u. La norma en W™P(Q) se define como

1/p
[l oy = Z ||Dau|‘1£p(g) , sil<p<oo,
la|<m
y .
HUHWWOO(Q) = mgﬁ HDauHLOO(Q) ;  SIp=00.

Observacién 2.4. Cuando p = 2, es comun usar la notaciéon H™(Q) = W™?(Q). Los
espacios H™(£2) son espacios de Hilbert.

Definicién 2.5. (Espacio HJ'(2)) H[*(Q2) es la clausura de C'2°(€2) en la norma de H™((2)
(equivalente a la norma de W™?2(Q2)).

Observacién 2.5. Los espacios H™(Q2) y HJ'(2) son espacios de Hilbert, completos y
separables. En forma intuitiva, HJ"(2) se interpreta como el conjunto de funciones en H™(2)
que se anulan en la frontera 092 (junto con sus derivadas hasta orden m — 1).

Ejemplo 2.3. Considere Q = (0,1) C R.
(a) u(z) = z“ pertenece a H'(Q) si a > 1/2.
(b) u(x) = |z| pertenece a H(Q), pero no a H?(Q).

(c) u(r) = x(1 — ) pertenece a H}(0,1) y a H?(0,1).

2.2.2 Espacios de Sobolev con condiciones de frontera

La condicién de frontera u = 0 en 9 se impone considerando el espacio Hj ().
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Definicién 2.6. (Frontera de clase C*) Sea 2 C R™ un abierto. Decimos que la frontera
09 es de clase C*, donde k es un entero no negativo, si para cada punto oy € 9 existe una
vecindad abierta U de xy en R™ y una funcién v : V — W biyectiva y de clase C* (es decir,
con derivadas parciales continuas hasta el orden k) tal que

(i
(ii

(iii

) U
)y (VNQ)={yeR":y, >0}NU.
) (Vﬂ@ﬂ)—{yER”'yn—O}ﬂU
) Y

(iv : U — V es también de clase C*.

1

Si la frontera es de clase C!, se dice que Q es un dominio Lipschitz. Si v y v~! son solo

continuas (es decir, k = 0), se dice que la frontera es topoldgicamente reqular.

Observacion 2.6. Intuitivamente la frontera es “suave”. En cada punto de la frontera existe
un plano tangente bien definido. No hay “picos”, pero puede haber “curvas”.

Observacion 2.7. La regularidad de la frontera de €2 tiene las siguientes implicaciones
importantes:

(a) La existencia del operador traza requiere que la frontera sea al menos C'.
(b) La definicion de H}(2) depende del operador traza.

(c) Los resultados de existencia, unicidad y regularidad de soluciones de EDPs suelen
requerir una frontera suficientemente regular.

(d) C=(9) es denso en H}(Q); si Q tiene frontera Lipschitz, entonces C*(2) es denso en
WhP(Q) para 1 < p < oco.

Teorema 2.7. (Teorema de la traza) Sea Q@ C R™ un abierto acotado con frontera OS2

de clase C'. Entonces, existe un operador lineal y continuo (llamado operador traza) 7
HY(Q) — L?(09) tal que

(a) Vir(u) = ulaq siu e CHQ).
(b) (Wl z200) < C llullgrq) para alguna constante C.
(c) H}(Q) ={u e HY(Q) : y4(u) = 0}.

Demostracion. Ver [5, Capitulo 9]. O

Observacién 2.8. Las funciones en H}(f2) se anulan en la frontera en el sentido de trazas.
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2.2.3 Teoremas de inmersion

Los teoremas de inmersién de Sobolev establecen relaciones entre los espacios de Sobolev y
otros espacios de funciones.

Definicién 2.7. (Inmersién continua) Sean X e Y dos espacios normados. Se dice que X
esta inmerso continuamente en Y,y se escribe X — Y si

(i) X es un subespacio de Y.

(ii) La aplicacién identidad I : X — Y, definida por I(u) = u, es continua, es decir, existe
C > 0 tal que
Hu”y < C ||UHX , Yu € X.

Observacién 2.9. (a) A menudo en lugar de decir, X estd inmerso continuamente en Y,
se dice que X estd incluido continuamente en Y.

(b) X — Y significa que si {u,} converge a u en X, entonces también converge a u en Y.

Definicién 2.8. (Inmersién compacta) Sean X e Y espacios normados. Se dice que la
inmersion X — Y es compacta si la bola unitaria cerrada de X es relativamente compacta

en Y. Es decir, toda sucesion acotada en X tiene una subsucesion que converge fuertemente
en Y.

Teorema 2.8. (Inmersiones de Sobolev) Sea 2 C R" un abierto acotado con frontera
suficientemente reqular (e.g., Lipschitz o C'). Entonces:

(a) Caso 1 <p<n:SiuecWH(Q), entonces u € LP (), donde p* = oL, Ademds,

[l e @) < Cllellwrngay »
lo que se denota como WP(Q) — LF" ().

(b) Caso p =n: Siu € W'(Q), entonces u € LI(Q) para todo q € [n,00). (Sin=1y
p=1 Wh(Q) = L*(Q)).

(c) (Teorema de Morrey) Caso p > n: Siu € WP(Q), entonces u € C**(Q), donde
a=1-— %, Y
[ullcoe@ < Cllullwiag) -
(d) (Teorema de Rellich-Kondrachov):
(i) 9i1 < p<n, lainmersion WHP(Q) — L1(Q) es compacta para todo q € [1,p*).
(i) Sip=n, la inmersién WHP(Q) — L1(Q) es compacta para todo q € [1,00).
(iii) Sip > n, la inmersion W'P(Q) — C(Q) es compacta.

Para demostraciones detalladas de las Inmersiones de Sobolev y el Teorema de Rellich-
Kondrachov, se remite al lector a textos cldsicos como:
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e Brezis [5, Teorema 8.8, Corolario 9.4, Teorema 9.16] para las inmersiones con-
tinuas y el teorema de Rellich-Kondrachov.

e Evans [11, Seccién 5.6, Teorema 1 y 3; Seccién 5.7, Teorema 1] para las
inmersiones continuas y el teorema de Rellich-Kondrachov.

e Adams y Fournier [1, Capitulo 4, Teorema 4.12; Capitulo 6, Teorema 6.3]
para las inmersiones continuas y el teorema de Rellich-Kondrachov.

e Leoni [17, Capitulos 10 y 11].

Observacién 2.10.  (a) En nuestro caso, Q@ C R? y H'(Q) = W'(Q). Asi, p = 2,n =
2, por lo que estamos en el caso p = n. Entonces H'(Q2) < LI(Q)) para todo q €
2, 00). Ademds, por Rellich-Kondrachov (caso (d-ii)), la inmersién Hg (2) < L(Q) es
compacta para todo ¢ € [1, 00).

(b) La compacidad implica que toda sucesiéon acotada en Hj({)) tiene una subsucesién
convergente en L9(€)) para ¢ < oo.

2.2.4 Desigualdad de Poincaré y aplicaciones

La desigualdad de Poincaré establece que, para funciones que se anulan en la frontera, se
puede controlar la magnitud de la funcién a partir de la magnitud de su gradiente.

Teorema 2.9. (Desigualdad de Poincaré) Si Q2 es un abierto acotado de R", existe una
constante Cp > 0 (que depende de Q y n) tal que para toda u € H (), se tiene

||U||L2(Q) <Cp ||VU||L2(Q) :
Demostracion. Ver Teorema 8.12 de [5] o Seccién 5.8.1 de [11]. O

Corolario 2.10. En H}(Q), la norma [ull g1y ¥ la seminorma [[Vul| 2, son equivalentes.

Ejemplo 2.4. Consideremos 2 = (0, L) C R (un intervalo de longitud L) y u € H}(0, L).
Entonces, la desigualdad de Poincaré nos dice que existe una constante C'p tal que

L L
/ lu(2)|? de < Cp/ [/ (z)|? d.
0 0

La mejor constante posible en este caso es Cp = L?/72. Esto se puede demostrar considerando

el problema de autovalores propios —% = Au con condiciones de Dirichlet u(0) = u(L) = 0.

2.2.5 Espacios funcionales para el problema de Burgers

Para el analisis de la ecuacién de Burgers con viscosidad, utilizaremos los siguientes espacios
de Hilbert, que son casos particulares de los espacios de Sobolev ya definidos.
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Definicién 2.9. (El Espacio X) Definimos el espacio X como el espacio de funciones de
cuadrado integrable con valores vectoriales,

X =L*Q)? = {u= (up,u) : Q@ = R?* | up,uy € L*(Q)}.

X es un espacio de Hilbert con el producto interno

(u,v) = /Qu cvdr = /Q(ul (x)v1(x) + ug(z)ve(z)) dr,

y la norma inducida

fully =ty = ( [ futo)a ) T ([ + oy o) "

Observacion 2.11. X es el espacio natural para el dato inicial ug de la ecuacion de Burgers
(1.1), y buscaremos soluciones u(t) que, para cada tiempo ¢, también pertenezcan a X. La
norma ||ul/, mide la “energia” total de la solucién.

Ejemplo 2.5. Sea 2 = (0,1) x (0,1) (el cuadrado unitario). La funcién u(zy,x2) =
(22, sin(mxy)) pertenece a X, ya que tanto x? como sin(mwzy) son funciones cuadrado inte-
grables en ).

Definicién 2.10. (El1 Espacio V') Definimos el espacio V' como el espacio de Sobolev
H{ ()2, es decir,

V= H&(Q)2 ={u=(u,uz) : 2 — R? | uy,ug € H[}(Q)}

Dotamos a V' del producto interno

2
(u, U>V = <VU, VU>L2(Q)2><2 = Z/ Vu; - Vo, df]?,
i=1 /8

y la norma inducida (debido a la desigualdad de Poincaré, equivalente a la norma H'({2)?
completa en HJ(£2)?):

2 1/2 1/2
lully = V2l 2 yoes = (Z / \wiﬁdx) _ ( [vup+ rwmdx) .
=1

Por la desigualdad de Poincaré, esta norma es equivalente a la norma usual de H'()? en el
subespacio H}(2)2. Es decir, existen constantes ¢y, c; > 0 tales que

€1 HUHHl(Q)Z < lully < e ||uHH1(Q)2

para todo u € V. (A menudo, por simplicidad, se toma |[ull,, = [[Vul| 22«2 directamente
como la norma en V).



18 Preliminares, formulacién del problema y espacios funcionales

Observacion 2.12. V es el espacio natural para buscar soluciones débiles (en el contexto
de la teorfa de semigrupos y método Faedo-Galerkin) de la ecuacién de Burgers (1.1) con
condiciones de frontera de Dirichlet homogéneas (v = 0 en 0f2). La norma |[ju|;, mide la
“energia” asociada a las derivadas de la solucion. El hecho de que V esté definido en términos
de Hj () incorpora la condicién de frontera u = 0 en 9 en un sentido débil. Recordemos
que no estamos imponiendo la condicién de incompresibilidad V - u = 0 en la definicién de
estos espacios.

Ejemplo 2.6. Sea Q = (0,1) x (0,1). La funcién u(zy,z2) = (21(1 — x1)ze(1 — x2),0)
pertenece a V', ya que se anula en la frontera de  y tanto u; como uy pertenecen a H; (£2).
Sin embargo, la funcién w(zy,xs) = (x1,22) no pertenece a V' porque no se anula en la
frontera (aunque sus componentes pertenezcan a H'(2)).

Proposicion 2.11. (Propiedades e inclusiones de X y V) Los espacios X = L*(Q)* y
V = H}(Q)? cumplen las siguientes propiedades:

(a) X y V son espacios de Hilbert (completos y con producto interno).
(b) V' es separable (existe un subconjunto numerable y denso).

(c¢) V es reflexivo (el dual del dual es isomorfo a V).

Demostracidén. Estas son propiedades estdndar de los espacios L? y de Sobolev Hj. La com-
pletitud de L? (y por tanto de X = L*()?) es el Teorema de Riesz-Fischer (Teorema 2.1). La
completitud de H}(Q) (y por tanto de V = H}(Q)?) se sigue de su definicién como clausura
o se prueba directamente. La separabilidad y reflexividad de H}(Q) (y por tanto de V) para
dominios €2 C R"™ son resultados clasicos. Se pueden encontrar demostraciones detalladas y
discusiones en textos como Capitulos 5y 8 de [5] o [1]. O

Proposiciéon 2.12. (Inclusiones de Gelfand) Tenemos las siguientes inclusiones conti-
nuas y densas, que forman una terna de Gelfand (o espacio equipado de Hilbert):

Ve XX V.
Lo anterior significa lo siguiente:
(i) V es un subespacio vectorial de X .

(i) La inyeccion candnica i :V — X, i(u) = u, es continua (existe C > 0 tal que ||ul|, <
C'||ully, para todo u e V).

(iii) V es denso en X (la clausura de V' en la norma de X es X ).

(iv) X se identifica con su propio espacio dual X' a través del producto interno (-,-)y
(Teorema de Riesz).

(v) V' es el espacio dual de V', es decir, el espacio de todas las funcionales lineales continuas
sobre V.
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(vi) La inclusion X — V' (0 mds precisamente, la inyeccion j : X — V' donde (j(x))(v) =
x,0)y para x € X,v € V) es continua y densa st V' es reflexivo.
X Y

Demostracion. Ver Capitulos 5 y 8 de [5] para una demostracién detallada de estas propie-
dades en el contexto general de espacios de Sobolev. La desigualdad de Poincaré juega un
papel fundamental en la equivalencia de normas en V y la inclusiéon V' — X. [

Observacion 2.13. La cadena de inclusiones V' — X = X’ < V' se conoce como una
terna de Gelfand o espacio equipado de Hilbert (rigged Hilbert space). Esta estructura es
fundamental en el estudio de ecuaciones de evoluciéon mediante métodos variacionales y en
la teoria de distribuciones.

2.3 Operadores lineales y sus propiedades espectrales

Esta seccién introduce conceptos fundamentales sobre operadores lineales, tanto acotados
como no acotados, en espacios de Hilbert. En el estudio de EDPs, los operadores lineales
juegan un papel central, especialmente al usar enfoques como la teoria de semigrupos. Com-
prender sus propiedades es crucial para analizar la existencia, unicidad y comportamiento de
las soluciones. Para mayor informacién sobre los temas de esta seccién consultar [5], [22] o
[15].

2.3.1 Conceptos Fundamentales de la Teoria de Operadores

El anélisis posterior se apoya en conceptos esenciales de la teoria de operadores en espacios de
Hilbert. Se asume que el lector esta familiarizado con la distincién entre operadores lineales
acotados (que son continuos) y no acotados, categoria a la que pertenecen tipicamente los
operadores diferenciales como el Laplaciano.

Para el estudio de operadores no acotados, dos propiedades son de vital importancia: ser un
operador cerrado y estar densamente definido. La propiedad de ser cerrado es una condicion
de buen comportamiento, mas débil que la continuidad, que asegura que el operador tenga un
espectro bien definido. Por otro lado, que el dominio del operador sea denso en el espacio de
Hilbert es un requisito indispensable para poder definir de manera tunica su operador adjunto,
concepto que sera fundamental en la siguiente seccion.

2.3.2 Adjunto de un operador

El concepto de operador adjunto es una generalizacién de la transpuesta conjugada de una
matriz a operadores (posiblemente no acotados) en espacios de Hilbert. Es fundamental para
definir operadores autoadjuntos, que poseen propiedades espectrales importantes y aparecen
naturalmente en la formulacién de muchas EDPs.

Definicién 2.11. (Operador adjunto) Sea T : D(T) C X — Y un operador lineal den-
samente definido entre espacios de Hilbert X e Y. El adjunto de T', denotado por T, es un
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operador lineal 7% : D(T*) C Y — X. El dominio D(T™) consiste en todos los y € Y para
los cuales la funcional lineal = — (T'z,y), (definida en D(T')) es continua con respecto a la
topologia de X. Por el Teorema de Representacion de Riesz (ya que D(T') es denso en X),
para cada tal y, existe un unico z € X tal que:

(T'z,y)y = (x,2)y, paratodoz e D(T).

Se define entonces Ty = z.

Observacion 2.14. (a) El operador T™ esta bien definido (es decir, el elemento z = T*y
es Unico si existe) porque D(T') es denso en X.

(b) El adjunto T* es siempre un operador cerrado.

(¢c) Si T € L(X,Y) (acotado y D(T) = X), entonces T* € L(Y.X) (D(T*) =Y), y
171 = 171

(d) Si T es densamente definido y cerrable (i.e., su clausura T es un operador), entonces
(T)* =T*. Si T es cerrado y densamente definido, entonces 7* es densamente definido

Proposicién 2.13. (Propiedades del adjunto) Sean S, T operadores lineales densamente

definidos en un espacio de Hilbert H. (Algunas propiedades se extienden a operadores entre
diferentes espacios de Hilbert X,Y, 7).

(a) Si S, T € L(H) (operadores acotados definidos en todo H ), entonces (S+T)* = S*+T*
y (aT)* =aT™* para todo escalar a € K.

(b) Si S, T € L(H), entonces (ST)* = T*S*.

(c) Si D(S) y D(T') son densos y D(S + T) es denso, entonces S* +T* C (S + T)*.
La igualdad se da si, por ejemplo, uno de los operadores (digamos S) es acotado y
D(S)=H.

(d) Si D(T'), D(S) y D(ST) son densos, y S € L(H) (i.e., S es acotado y definido en todo
H), entonces (ST)* = T*S*. (Si S no es acotado, se tiene T*S* C (ST)*, suponiendo
que los dominios son apropiados para que las composiciones tengan sentido).

(e) SiT:D(T) C X =Y es densamente definido y tiene una inversa T-* : Y — D(T)
que es acotada (i.e., T~1 € L(Y, X)), entonces T* es también inyectivo, su rango es X,
su inversa (T*)™! es acotada (i.e., (T*)™' € L(X,Y)), y (T*)"' = (T1)*~.

Demostracion. Estas propiedades son estandar en la teoria de operadores. Para demostra-
ciones detalladas, ver, por ejemplo, Capitulo III, Seccién 5 de [15] o Capitulo VIII, Teoremas
VIII.1 y VIIL.2 de [23]. m

Ejemplo 2.7. (Adjuntos de Operadores Diferenciales y de Multiplicacién) A conti-
nuacion, se presentan los adjuntos para algunos operadores diferenciales y de multiplicacion
representativos.
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(a)

(b)

()

(d)

Operador Laplaciano: El operador Tyu = —Au con D(Ty) = (H?*(Q2) N H}(Q))
(considerando el caso escalar por simplicidad aqui, o (H?(Q)NH}(€2))? para el vectorial)
en L?(Q) (o (L?(Q))?) es autoadjunto, i.e., T} = T;. Esto se probard en detalle para el
operador A = —vA en la Proposicién 2.15.

Operador Derivada en H'(0,1): El operador Thou = «’ con D(Ty) = H'(0,1) en
L*(0,1) tiene como adjunto Tyv = —v’ con dominio D(Ty) = H}(0,1) = {v € H'(0,1) |
v(0) = v(1) = 0}. Este operador no es autoadjunto.

Operador Derivada en C2°(0,1): El operador Tsu = v’ con D(

T3) = C°(0,1) en
L?(0,1) tiene como adjunto Tjv = —v’ con dominio D(T5) = H'(0,1).

D(Ty) = {u € L*(R) | zu(z) € L*(R)} es autoadjunto. Su adjunto es (Ty)*v(x) = zv(z)
con D((Ty)*) = D(Ty).

Operador de Multiplicacién General: Sea X = L*(Q;K) y sea m
una funcién medible. El operador T, dado por (T,,u)(z) = m(x)u(x), con D(T,,) =
{u € L) | mu € L*(Q)}. Si D(T,,) es denso, entonces (T),,)*v(z) = m(z)v(z) con
D((T;,)*) = {v € L*(Q) | mv € L*(Q)}. T, es autoadjunto si y solo si m(z) es real
c.t.p. (y D(Tm) = D((Tr)"))-

Estos ejemplos ilustran como el dominio y las condiciones de frontera son cruciales para
determinar el adjunto y, por ende, la autoadjuncion.

2.3.3 Conjunto resolvente y espectro de un Operador

El analisis espectral de operadores lineales, especialmente los no acotados, es fundamental
para entender su comportamiento y para aplicar herramientas como el calculo funcional o la
teoria de semigrupos.

Definicién 2.12. (Conjunto Resolvente y Espectro) Sea 7' : D(T) € X — X un
operador lineal cerrado en un espacio de Banach X.

(a)

(b)

El conjunto resolvente de T', denotado por p(T'), es el conjunto de todos los A € C tales
que el operador (Al —T) : D(T) — X es biyectivo (i.e., inyectivo y sobreyectivo) y su
inversa (Al — T')~! es un operador acotado de X en X, es decir, (\[ —T)"t € L(X).
El operador R(\,T) = (Al — T)~! se llama el resolvente de T en \.

El espectro de T, denotado por o(T'), es el complemento del conjunto resolvente en el
plano complejo: o(T') = C\ p(T).

Observacién 2.15. (a) La condicién de que T sea cerrado es crucial. Si T es cerrado,

(M —T') también lo es. Si (A — T') es biyectivo, su inversa R(A,T") es un operador
cerrado definido en todo X. Por el Teorema del Grafo Cerrado, R(\,T") es entonces

autométicamente acotado. Asi, para un operador cerrado T, A € p(T') si y solo si
(M — T) es biyectivo.
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(b) El conjunto resolvente p(T) es siempre un conjunto abierto en C.
(c¢) Consecuentemente, el espectro o(T') es siempre un conjunto cerrado en C.

(d) SiT € L(X) (i.e., T es acotadoy D(T') = X)), entonces su espectro o(7") es un conjunto
compacto y no vacio contenido en el disco cerrado {\ € C: [A\| < ||T||}.

Proposicién 2.14. (Propiedades del Resolvente) Sea T' un operador lineal cerrado en
un espacio de Banach X.

(a) (Primera Identidad del Resolvente) Para )\, € p(T), se tiene:
Como consecuencia, R(\,T) y R(u, T) conmutan.

(b) (Serie de Neumann para el Resolvente) Si \y € p(T'), entonces para todo A € C
tal que |A—Xo| < HR()\O,T)HZ(IX) (si R(Xo,T') # 0), se tiene que A € p(T) y el resolvente
R(\, T) viene dado por la serie de Neumann (convergente en norma de operadores):

R\, T) = i()\o — NFR(N, T

k=0
FEsto implica que p(T') es un conjunto abierto.

Demostracion. Estas son propiedades estandar de la teoria del resolvente. Para la primera
identidad, se manipula algebraicamente la definicion. Para la serie de Neumann, se utiliza
la expansion en serie geométrica para operadores. Ver, e.g., Capitulo III, Seccién 6 de [15],
Capitulo VI, Seccién 5 de [32], o Capitulo VII, Teorema VII.3.2 y Proposicién VII.3.3 de
8]. m

Ejemplo 2.8. (Espectro en Dimensién Finita) Si X es un espacio de Banach de di-
mension finita (e.g., C") y T : X — X es un operador lineal (autométicamente acotado),
entonces Al — T es biyectivo si y solo si A no es un autovalor de T'. Por lo tanto, el espectro
o(T) consiste precisamente en el conjunto de todos los autovalores de 7.

Observacion 2.16. (Tipos de Espectro para Operadores No Acotados) Para opera-
dores no acotados en espacios de Hilbert, el espectro o(T') puede ser mds complejo que solo
autovalores. Generalmente se descompone en:

e Espectro Puntual 0,(7): El conjunto de autovalores de 7', i.e., A € C para los cuales
Al — T no es inyectivo.

e Espectro Continuo o.(7): A € C para los cuales A\l — T es inyectivo, tiene rango
denso en X, pero no es sobreyectivo (y su inversa (A — T)~!, definida en el rango, es
no acotada).

e Espectro Residual 0,.(T): A € C para los cuales AT — T es inyectivo, pero su rango
no es denso en X. (Para operadores autoadjuntos, o,.(T) = ().

El espectro es la unién de estos tres conjuntos disjuntos: o(7T") = 0,(T") U c.(T) U o,(T).
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2.3.4 El Operador Laplaciano A = —vA

Definimos ahora el operador lineal principal asociado con la parte de difusién de la ecuacion
de Burgers (1.1). Este operador, y sus propiedades espectrales, son fundamentales tanto para
la teorfa de semigrupos (donde su negativo, —A = vA, actuara como generador) como para
el método de Faedo-Galerkin (donde sus autofunciones formaran una base).

Definicién 2.13. (Operador A = —vA) Sea X = (L*(Q))* y V = (H}(Q))?. El operador
A:D(A) C X — X se define como

Au = —vAu := —v(Auy, Auy),
con dominio
D(A) = (H*(Q) N Hy(2)* = {u = (u1,uz) € X :up,up € H*(Q) N Hy(Q)}.
Este dominio D(A) es un subespacio denso de V' y también de X.

Observacién 2.17. El operador A definido anteriormente incorpora el término de viscosidad
v > 0 y el signo negativo usualmente asociado con operadores elipticos para garantizar su
positividad (o coercitividad). Las condiciones de frontera de Dirichlet homogéneas (u = 0 en

90Q) estan incluidas en la definicién del dominio D(A) a través de la pertenencia a (Hg(2))>.

Las siguientes propiedades son cruciales para el andlisis subsiguiente.

Proposicién 2.15. (Propiedades Fundamentales de A = —vA) El operador A = —vA
con dominio D(A) = (H*(Q) N HI(Q))? en X = (L*(Q))? (con v > 0) satisface:

(a
(

A es un operador lineal no acotado.

b

D(A) es densamente definido en X.

(
(d

)
)
c) A es un operador cerrado.
) A es autoadjunto.

)

(§ es positivo definido: existe una constante cqp > a ue u,u = CA ||U ara
(e) A es positivo definid t tant 0 tal que (Au,u)y > calluly p
todo u € D(A).

Demostracion. (a) No acotado: Tomando la sucesion u, (1, x2) = (sin(nmz ) sin(nrz,), 0)
en Q = (0,1)% se tiene ||u,||y = 1/2. Entonces Au, = —v(—(nm)* — (n7)?)u, =
2v(nm)2uy,. Asl, ||Aun ||y / Junlly = 2v(nm)* = 0o cuando n — oco.

(b) Densamente definido: El espacio (C2°(€))? es un subespacio de D(A) y es denso en
X = (L*(2))% Por lo tanto, D(A) es denso en X.

(c) Cerrado: Sea {u;,}men € D(A) tal que u, — uw en X y Au,, — g en X. Esto
significa —vAu,, — ¢, o Au,, — —g/v en X. En el sentido de las distribuciones,
Au = —g/v. Como —g/v € (L*(Q))?, el Teorema de Regularidad Eliptica (Teorema
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2.16 mds abajo) implica que u € (H*(Q))?. Ademds, como cada u,, € (H}(Q))? y
la convergencia u,, — u en X junto con Au,, — Au en X implica u,, — u en
(H?(Q))? (por la estimacién de regularidad), y (H}(€2))? es un subespacio cerrado
de (H'(Q))? (y por tanto de (H?*(Q))?), se sigue que u € (H}(Q))?. Asi, w € D(A) y
Au = —vAu = —v(—g/v) = g. Con lo cual, A es cerrado.

(d) Autoadjunto: Para u,v € D(A): (Au,v)y = (—vAu,v)y = —v> 4, Jo(Aug)vy de.
Usando la primera identidad de Green y que ug, vy € Hi(2) (lo que anula los términos
de frontera), esto es v Zi:l fQ Vuy, - Vo dz. Por la simetria del producto punto y de
la integral, esto es igual a S;_, Jo ue(—vAvy) de = (u,—vAv)y = (u, Av) . Esto
muestra que A es simétrico. La igualdad de dominios D(A*) = D(A) (que es necesaria
para la autoadjuncién de un operador no acotado) se sigue de la teoria estandar para el
operador Laplaciano con condiciones de Dirichlet (que establece que —A con D(—A) =
H?*(Q) N H(Q) es autoadjunto en L*(€2)). Multiplicar por la constante v > 0 no altera
esta propiedad.

(e) Positivo definido: Parau € D(A), de la prueba de autoadjuncién vimos que (Au,u) , =
v %1 fo |[Vur|? dz. Recordando la definicién de la norma en V = (HE(Q))2, [jull; =

S Jo |Vug|? dx. Ast, (Au,u)y = v |ul|?. Por la desigualdad de Poincaré (Corolario
después del Teorema 2.9), existe una constante Cp > 0 tal que [Ju||,, < Cp ||Vu||(L2)2X2 =

Cp ||ully - Por lo tanto, |lull3, > (1/C3) ||lull5. Entonces, (Au,u), > o |[u/|% . Tomando
P

ca=v/C% >0, A es positivo definido. O

Teorema 2.16. (Regularidad Eliptica para el Laplaciano) Sea 2 CR" (n =2 on =3)
un abierto acotado con frontera 9 de clase C?. Sea g € L*(RY). El problema de Dirichlet:

—Aw=g enf)
w =0 en 0S)

tiene una tnica solucién débil w € Hy (). Ademds, esta solucidén pertenece a H*(Q)) y existe
una constante C, > 0, dependiente solo de 2, tal que

”wHH2(Q) <Ce ”9”L2(Q) :

(Notar que HAwHLQ(Q) = ”_g“L2(Q) = HgHLQ(Q))'

Demostracion. Este es un resultado clasico de la teoria de regularidad para ecuaciones elipti-
cas. Ver, por ejemplo, Teorema 4, Seccién 6.3.2 de [11] o Teorema 9.25 de [5]. O
Teorema Espectral y sus Consecuencias para A = —vA

Dado que el operador A = —vA (Definicién 2.13) es autoadjunto, positivo definido, y tiene
resolvente compacto (esto se deduce de la regularidad eliptica y la compacidad de la inmersién
H?(Q2) — L?(2)), el Teorema Espectral es aplicable.
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Teorema 2.17. (Teorema Espectral para Operadores Autoadjuntos con Resolvente
Compacto) Sea T : D(T) C H — H un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert
separable H. Si T tiene resolvente compacto (i.e., R(\,T) es compacto para algin, y por
tanto para todo, A € p(T')), entonces:

(i) El espectro o(T) consiste enteramente en autovalores reales {ay bren que tienen multi-
plicidad finita y no tienen punto de acumulacion finito.

(ii) Si T es ademds positivo definido y no acotado (como nuestro operador A), entonces
O<ag <as<... yap— o0 cuando k — oo.

(iii) Ewiste una base ortonormal {wy}32, de H tal que cada wy € D(T) y Twy, = agwy.
(iv) Para cualquier uw € D(T), u =" oo (u,wg) g wr y Tu =" 7o a (u, wy) 5 w.

Demostracion. Ver, e.g., Capitulo 8, Teoremas 8.18 y 8.20 de [5] o Teorema VIII.22 y Coro-
larios de [23]. O

Corolario 2.18. (Espectro y Base de Autofunciones para A = —vA) El operador
A = —vA definido en la Definicion 2.13 satisface las hipdotesis del Teorema 2.17. Por lo
tanto:

(a) Su espectro o(A) consiste enteramente en autovalores reales y positivos {ay}2,, con
multiplicidad finita, tales que 0 < oy < ap < ... y ap — 00 cuando k — oo. Especifica-
mente, ay = vy, donde p). son los autovalores del operador vectorial —A (con v =1)
con las condiciones de Dirichlet.

(b) FEziste una base ortonormal {wi}>, de X = (L*(Q))?* tal que cada wy € D(A) y
Awk = LW .

Observacion 2.18. La base de autofunciones {wy} del operador A = —vA (con autovalores
ag > 0) serd fundamental para construir las aproximaciones de Galerkin en el Capitulo 4.
El generador del semigrupo para la ecuacién de Burgers, que serd B = —A = vA (como se

discutird en la Seccion 2.4), tendra entonces autovalores { —ay }, todos estrictamente negativos
y tendiendo a —oo. Esta propiedad del espectro de B es clave para que genere un semigrupo
analitico y para la estabilidad de la parte lineal de la EDP.

2.4 Semigrupos de operadores lineales

La teoria de semigrupos de operadores lineales proporciona un marco poderoso y elegante para
estudiar ecuaciones de evolucién abstractas de la forma u/(t) = Au(t) (problema homogéneo)
ou'(t) = Au(t) + G(t,u(t)) (problema no homogéneo o semilineal), donde 4 es un operador
lineal (en general, no acotado) en un espacio de Banach X. La idea central es asociar al
operador A una familia de operadores acotados {T'(t)}+>0, llamada semigrupo, que describe
la evolucién del sistema a lo largo del tiempo, tal que la solucion del problema homogéneo
con dato inicial ug es u(t) = T'(t)uo.
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En el contexto de la ecuacién de Burgers u; — vAu = —(u - Vu), que se puede escribir como
us + Au = —(u - Vu) donde A = —vA (ver Definicién 2.13), la parte lineal u; + Au = 0 (o
u; = —Au) es gobernada por el operador generador que denotaremos como A4 = —A = vA.
El operador A = —rA fue definido y analizado en la Subseccién 2.3.4, donde se establecié en
la Proposicién 2.15 que es autoadjunto y positivo definido. Las propiedades de A se derivan
directamente de las de A:

Proposicién 2.19. (Propiedades del Generador A = vA) Sea A = —vA como en la
Proposicion 2.15, y sea A= —A = vA con D(A) = D(A) = (H*(Q) N H())?. Entonces:

(a) A es no acotado, cerrado y densamente definido en X = (L?(2))%.
(b) A es autoadjunto.

(c) A es negativo definido: existe una constante cy4 > 0 (especificamente cy4 = vy, donde
1ty es el primer autovalor de —A actuando en (H})?) tal que (Au,u) < —callull%
para todo uw € D(A).

(d) El espectro de A consiste en autovalores {—ay}72 1, donde 0 < oy < ag < ... son los
autovalores de A. Asi, o(A) C (—o0, —ca] C (—00,0).

Demostracion. (a) Las propiedades de ser no acotado, cerrado y densamente definido se
heredan de A (Proposicion 2.15(a-c)), ya que la multiplicacién por —1 no las altera. (b) Si
A es autoadjunto, A = —A también lo es (Proposicién 2.15(d)). (¢) Como A es positivo
definido (Proposicién 2.15(e)), (Au,u)y > callull%. Entonces (Au,u), = (—Au,u), =
—(Au,u) y < —ca l|ull%. (d) Si Awy = apwy, con aj > 0 (Corolario 2.18), entonces Awy, =
—Awk = —pWg. ]

Estas propiedades de A (especialmente ser autoadjunto y negativo definido/acotado superior-
mente) son fundamentales para que genere un semigrupo con buenas propiedades (analitico
y de contraccién), como se detallara en las siguientes subsecciones. Para mayor informacién
general sobre la teoria de semigrupos, se remite al lector a textos cldsicos como [22], [12],
[10], [15], o secciones relevantes en [5] y [21].

2.4.1 Cj-Semigrupos (fuertemente continuos)

Definicién 2.14. (Cp-Semigrupo) Una familia {T'(¢)};>o de operadores lineales acotados
en un espacio de Banach X (i.e., T(t) € L(X) para cada t > 0) es un Cy-semigrupo (o
semigrupo fuertemente continuo) si satisface las siguientes propiedades:

(i) T(0) = I (donde I es el operador identidad en X).
(ii) T(t+s) =T(t)T(s) para todo t,s > 0 (Propiedad de semigrupo).

(iii) Mmg e+ [|T(s)u — T'(t)ul|ly = 0 para todo u € X y todo ¢ > 0. Es decir, la aplicacién
t — T(t)u es continua de [0,00) en X para cada u € X (Continuidad fuerte). (A
menudo, solo se exige continuidad en t = 0%, ya que la propiedad de semigrupo extiende
la continuidad a ¢ > 0).
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Observacién 2.19. La propiedad (ii) T'(t+s) = T'(t)T'(s) refleja la naturaleza auténoma del
sistema u’ = Au. La continuidad fuerte (iii) es crucial; si la convergencia fuera en la norma de
operadores £(X) (i.e., imy o+ [|[T(¢) — I[| (x) = 0), el semigrupo se llamaria uniformemente
continuo, y su generador serfa un operador acotado A € £(X) (en cuyo caso T(t) = e en
el sentido de la serie exponencial).

Proposicién 2.20. (Acotacién Exponencial) Sea {T'(t)}i>0 un Cy-semigrupo en un es-
pacio de Banach X. Entonces existen constantes M > 1 y w € R tales que:

IT()]| gx) < Me™, ¥Vt > 0.

La constante w se llama la cota de crecimiento (o tipo) del semigrupo. Si w < 0, el semi-
grupo es uniformemente exponencialmente estable. St w =0 y M = 1, es un semigrupo de
contracciones.

Demostracion. Ver [22, Capitulo 1, Teorema 2.2]. O

Ejemplo 2.9. (Ejemplos de Cy-Semigrupos) (a) Semigrupo escalar fundamental:
Sea X = K (ie., R o C)ya € K. La familia T(t)x = e“z para z € K es un Cy-
semigrupo. Aqui M =1y w = Re(a).

(b) Semigrupo generado por un operador acotado: Sea X un espacio de Banach y
sea B € L(X) un operador lineal acotado. La familia de operadores {T'(t)};>o definida
por la serie exponencial (convergente en £(X)):

=, (tB)* 232
T(t):etB::Z(k') o +...
Ll !

=T +tB+

es un Cy-semigrupo en X. De hecho, es un semigrupo uniformemente continuo, y
1Tl zx) < eIBI Un caso particular es cuando X = K" y B es una matriz n x n;

entonces T'(t) = P es la exponencial de una matriz.

(c) Semigrupo de Traslacién (a la izquierda): En X = LP(R) para 1 < p < o0, 0
en X = Cyp(R) (funciones continuas que tienden a cero en el infinito), el operador de
traslacion (T'(t)f)(z) = f(x +t) para t > 0 define un Cy-semigrupo de isometrias (i.e.,
I7() fllx = Ilfllx. por lo que M = 1,w = 0).

(d) Semigrupo del Calor (o de difusién): Como se vera més adelante, el operador
A = vA con dominio D(A) = (H*(Q) N H}(2))* en X = (L*(Q))? (con v > 0y
condiciones de frontera de Dirichlet) genera un Cp-semigrupo analftico T(t) = e

Este semigrupo es también de contracciones y exponencialmente estable.

2.4.2 Generador infinitesimal

A cada Cy-semigrupo {T'(t)}:>o se le asocia un tnico operador lineal (generalmente no aco-
tado) llamado su generador infinitesimal, el cual determina completamente el semigrupo.
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Definicién 2.15. (Generador Infinitesimal) Sea {7'() }:>o un Cp-semigrupo en un espacio
de Banach X. El generador infinitesimal A del semigrupo T(t) es el operador lineal definido
por:
T _
Au = lim T(hju—u
h—0t h

bl

cuyo dominio D(A) es el conjunto de todos los u € X para los cuales este limite existe en X:

D(.A):{ueX| li LU= u

h—0t

existe en X } )

Observaciéon 2.20. (a) El generador infinitesimal A es siempre un operador lineal cerrado
y su dominio D(A) es denso en X (si X es reflexivo, la densidad se da; en general,
D(A) es donde el semigrupo restringido sigue siendo fuertemente continuo). Para los
semigrupos que nos interesan (generados por operadores como vA), D(A) es denso.

(b) El generador A caracteriza univocamente al Cy-semigrupo 7'(t). A menudo se utiliza
la notacién formal T'(t) = e** para indicar que T'(t) es el semigrupo generado por A,
incluso cuando A es no acotado y la serie exponencial no converge en L£(X).

(c¢) Siu € D(A), entonces la funcién ¢ — T'(t)u es continuamente diferenciable en [0, c0) y
u'(t) = AT (t)u = T(t)Au. Es decir, u(t) = T(t)ug es la solucién clésica del problema
de Cauchy u' = Au, u(0) = ug, si ug € D(A).

Ejemplo 2.10. (Generadores de los Semigrupos del Ejemplo 2.9) (a) Para el semi-
grupo T(t)z = ez en X = K, el generador infinitesimal es Azr = ax con D(A) = K.

(b) Si B € L£L(X), el generador infinitesimal del semigrupo T'(t) = e'® es precisamente el
operador B, con D(B) = X.

(c) Para el semigrupo de traslacién (T'(t)f)(z) = f(x +t) en X = LP(R) (1 < p < 00),
el generador infinitesimal es Af = f’ (la derivada en el sentido de las distribuciones),
con dominio D(A) = W1P(R) (el espacio de Sobolev de funciones en L? cuya primera
derivada débil también estd en LP). Para p =2, D(A) = H'(R).

(d) El generador del semigrupo del calor (Ejemplo 2.9(d)) es A = vA con D(A) = (H*(Q)N
H; (€))%

2.4.3 Teoremas de Generacion de Semigrupos

Una vez definido el generador infinitesimal a partir de un semigrupo, la pregunta inversa
es fundamental: ;qué propiedades debe tener un operador A para ser el generador de un
Co-semigrupo? Los siguientes resultados responden a esta pregunta.

Lema 2.21. (Propiedades Adicionales del Semigrupo y su Generador) Sea {T'(t)}:>0
un Cy-semigrupo con generador infinitesimal A.

(a) Para todo v € X, limy_o+ 7 :+h T(s)uds = T(t)u para cada t > 0.
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(b) Para todou e X yt >0, fo sjuds € D(A) y

A ( /0 t T(s)uds) — T(Wu—u.

(¢) Siug € D(A), entonces u(t) = T(t)ug es la unica solucion del problema de Cauchy
u'(s) = Au(s), s>0,
u(0) = uyp,

en el sentido de que u € C*(]0,00); X) N C([0,00); D(A)) (donde D(A) se equipa con
la norma del grafo ||z||p 4 = llzllx + [|Az] x ). Ademds, u'(t) = AT (t)uo = T'(t)Auo.

(d) Paraug € D(A) yt>s>0,
¢ ¢
T(t)ug — T(s)up = / T(7)Aug dr = / AT (T)ug dr.

Demostracion. Estas son propiedades estandar. Para (a), (b), ver Capitulo 1, Lema 2.3 y
Teorema 2.4 de [22]. Para (c) y (d), ver Capitulo 1, Teorema 2.10 y Lema 2.11 de [22] (o
equivalentes). O

Observacién 2.21. La propiedad (c) del Lema 2.21 es fundamental, pues establece que
si el dato inicial ug estd en el dominio del generador D(A), entonces u(t) = T'(t)uy es una
solucién clasica del problema homogéneo v = Au. La propiedad (b) es esencial para definir la
solucion mild de problemas no homogéneos mediante la férmula de Duhamel, ya que muestra
como nvertir” A usando la integral del semigrupo. La propiedad (d) es simplemente la forma
integral de la ecuacién diferencial satisfecha por T'(t)uqg

Teorema 2.22. (Hille-Yosida) Un operador lineal A : D(A) C X — X (en un espacio de
Banach X) es el generador de un Cy-semigrupo {T'(t)}>0 que satisface [|T'(t)]zy) < Me*t
para algunas constantes M > 1,w € R, st y solo si:

(i) A es cerrado y D(A) es denso en X.

(i) FEziste wy € R (que puede tomarse igual a w) tal que para todo A € C con Re(\) > wy, A
pertenece al conjunto resolvente p(A), y para tales X, el resolvente R(\, A) = (A\[—A)~!
satisface la estimacion:

RN, A)" |2 x) para todo n € N.

= Reh) — o)
Demostracion. Ver Capitulo 1, Teorema 3.1 de [22]. O

Observacién 2.22. La condicién (ii) del Teorema de Hille-Yosida, sobre las potencias del
resolvente, a menudo es dificil de verificar directamente. Sin embargo, es de gran importancia
tedrica. Para el caso de semigrupos de contracciones (M = 1,w = 0), la condicién se simplifica
notablemente, lo que lleva al Teorema de Lumer-Phillips en espacios de Hilbert.
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Un caso particularmente importante es el de los semigrupos de contracciones, donde el Teore-
ma de Lumer-Phillips proporciona una caracterizacién mas manejable en espacios de Hilbert.

Definicién 2.16. (Operador Disipativo y m-Disipativo) Sea X un espacio de Hilbert
y A: D(A) C X — X un operador lineal densamente definido.

(i) A se dice disipativo si Re (Au, u), < 0 para todo u € D(A).

(i) A se dice m-disipativo si es disipativo y, ademds, el rango de (Mgl —.A) es todo X para
algin (y por tanto para todo) Ao > 0.

Observacion 2.23. Si A es un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert, entonces es
disipativo si y solo si (Au,u), <0 (ya que (Au,u)y es real). En tal caso, si A es disipativo
(i.e., sus autovalores son < 0), su espectro o(A) estd contenido en (—o0,0]. Para cualquier
Ao >0, Ao € p(A), por lo que A\gI — A es biyectivo (y por tanto sobreyectivo). Asi, para un
operador autoadjunto, ser disipativo implica ser m-disipativo.

Teorema 2.23. (Lumer-Phillips) Un operador lineal A : D(A) C X — X densamente
definido en un espacio de Hilbert X genera un Cy-semigrupo de contracciones {T'(t)}i>o (i-e.,
1Tl zx)y < 1 para todo t > 0) si y solo si A es m-disipativo.

Demostracion. Ver, por ejemplo, [22, Capitulo 1, Teorema 4.3 y Corolario 4.4]. O

Proposicién 2.24. (A = vA genera un semigrupo de contracciones) Fl operador A =
vA con D(A) = (H*(Q)NHL(Q))? genera un Cy-semigrupo de contracciones {T(t) = e*}>0
en X = L?(Q)2.

Demostracion. De la Proposicion 2.19, sabemos que A es autoadjunto y negativo definido:
(Au,u) y < —ca |lull% < 0 para ¢y > 0. Esto implica que A es disipativo. Dado que A es
autoadjunto y disipativo, es m-disipativo (como se senalé en la observacién posterior a la
Definicién 2.16). Por lo tanto, segin el Teorema de Lumer-Phillips (Teorema 2.23), A = vA
genera un Cy-semigrupo de contracciones. De hecho, la estimacién (Au, u), < —ca |lul|% con
ca > 0 implica que [|[T(¢)]| ;(x) < el para t > 0. Como ¢y > 0, e~“4* < 1, lo que confirma
que es un semigrupo de contracciones (y exponencialmente estable). O

2.4.4 Operadores sectoriales y semigrupos analiticos

Para EDPs de tipo parabdlico, como la ecuacién del calor u; = vAu (que es la parte lineal
de la ecuacién de Burgers), el semigrupo asociado posee propiedades de regularizacién mas
fuertes que un Cy-semigrupo general: es un semigrupo analitico. Esto implica que la solucion
u(t) = T(t)up se vuelve muy regular (e.g., C*° en las variables espaciales y analitica en t)
para ¢t > 0, incluso si el dato inicial ug es poco regular (e.g., uy € X).

Definicién 2.17. (Semigrupo Analitico) Un Cj-semigrupo {T'(¢)}:>o en un espacio de
Banach X se dice analitico si para todo uy € X, la funcién t — T'(t)up es analitica en el
intervalo (0, 00) (considerada como funcién con valores en X). Equivalentemente, {T'(¢)}+>0
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es analitico si existe una extensiéon z — T'(z) de T'(t) a un sector del plano complejo X5 =
{z € C\ {0} | |arg z| < 0} para algin ¢ € (0,7/2], tal que T'(z) es una funcién analitica de
YsaL(X), T(z1+ 22) =T(21)T(22) en X, y para cada ug € X, T'(2)ug — ug cuando z — 0
dentro de cualquier subsector X5 con 0 < ¢ < 0.

Una clase importante de generadores de semigrupos analiticos son los operadores sectoriales.

Definicién 2.18. (Operador Sectorial) Un operador lineal cerrado y densamente definido
A:D(A) C X — X en un espacio de Banach X se dice sectorial (o de tipo (¢, a)) si existen
constantes ¢ € [0,7/2) y a € R (el vértice del sector espectral) tales que el sector abierto

Sap ={N€C|A#a,|arg(A —a)| <7 — ¢}

estd contenido en el conjunto resolvente p(.A), y para alguna constante M > 1, la estimacién
del resolvente

M

1RO Al = [V = A7 e < 7=

se cumple para todo A € S, 4. El valor ¢y = inf{¢} para el cual esto es cierto se llama el
semi-angulo del sector espectral de A (que estd contenido en C\ S, 4,)-

Observacion 2.24. El espectro o(A) de un operador sectorial de tipo (¢, a) estd contenido
en el sector cerrado Y, 4 = {A € C | |arg(A — a)] < ¢} U {a} (si ¢ < m/2) o en un sector
mas general si el vértice a no es real o el sector no es simétrico. Para el operador A = vA
con D(A) = (H?*(Q) N H}(2))?, sabemos por la Proposicién 2.19 que es autoadjunto y su
espectro o(A) C (—oo, —vpy] donde py > 0 es el primer autovalor de —A (escalar). Este es
un caso particular de operador sectorial: el espectro esta contenido en el semieje real negativo.
Podemos tomar a = 0 (o cualquier a > 0) y ¢ = 0 (lo que significa que el sector espectral
es (—00,0] y Sag es C\ (—o0,al). La estimacién del resolvente se satisface para operadores
autoadjuntos con espectro en un semieje.

Proposicion 2.25. El operador A = vA con D(A) = (H*(2) N H}(Q))? (donde v > 0) es
sectorial en X = L*(Q)%.

Demostracion. Como se establecié en la Proposicién 2.19, A es autoadjunto y su espec-
tro o(A) estd contenido en (—oo, —vuy], donde p; > 0. Esto implica que A es acota-
do superiormente por —vu; < 0. Un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert que
es acotado superiormente (digamos por wy < 0) es sectorial. Especificamente, para cual-
quier A € C tal que Re(\) > wpg, A pertenece al conjunto resolvente p(A). Para tales
A, la norma del resolvente satisface [|R(A, A) ) < m. Si Re(A) > 0 (entonces
A ¢ a(A)), se tiene dist(A, 0 (A)) > |[Re(A) —supye,(a) 8| = [Re(A)]. Si consideramos el sector
Sop = {A € C\{0} | |arg\| < m—¢} para un ¢ € (0,7/2) pequeno (de modo que Sy, cubra
casi todo el plano excepto un cono estrecho alrededor del semieje real negativo), entonces
para A\ € Sy, se tiene |\| < C - dist(\, o(A)). Por lo tanto, |R(), A)| < I%I para A € Spy
(con a = 0 en la definicién de sectorial). Esto cumple la Definicién 2.18. Una referencia de-
tallada para operadores autoadjuntos acotados superiormente siendo sectoriales es Capitulo

2, Teorema 4.6 y Ejemplo 4.7 de [22]. ]
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El siguiente teorema establece la conexién fundamental entre operadores sectoriales y semi-
grupos analiticos.

Teorema 2.26. Un operador lineal cerrado y densamente definido A en un espacio de Banach
X genera un semigrupo analitico {T'(t)}i>0 si y solo si A es sectorial.

Demostracion. Ver Capitulo 2, Teorema 5.2 de [22]. O

Corolario 2.27. El operador A = vA con D(A) = (H*() N H())? genera un semigrupo
analitico {T(t) = e“};>0 en X = L2(Q)%.

Demostracion. Esto se sigue directamente de la Proposicién 2.25 (que establece que A es
sectorial) y el Teorema 2.26. O]

Teorema 2.28. (Propiedades de Regularizacién de Semigrupos Analiticos) Sea
{T(t) = Y50 un semigrupo analitico en un espacio de Banach X con generador A.

(a) Suavizado Espacial: Para todo uy € X, t > 0 y k € Ny (entero no negativo), se
tiene T'(t)ug € D(AF) y existen constantes My, > 0 (que pueden depender de k y de las
propiedades del sector de analiticidad del semigrupo) tales que

HAkT(t)uoHX < % luollx,  para todo t > 0.

Equivalentemente, || A*T(t < % para t > 0.

)HL(X)
(b) Suavizado Temporal: Para todo uy € X, la funcion t — T(t)ug es infinitamente
diferenciable en (0,00) (i.e., T(-)up € C*°((0,00); X)), y para cada n € Ny,
d" N
Ademds, existen constantes M) > 0 tales que

!/

M
= || AT (t)uo || < t”n luollx,  para todo t > 0.
X

d"

dtn

Demostracion. Ver [22; Capitulo 2, Teorema 6.13] o [21, Capitulo 2, Proposicién 2.2.2 y
Teorema 2.5.2]. O

Observacion 2.25. Estos resultados muestran que la solucién u(t) = T'(t)ug del problema
homogéneo v’ = Au se vuelve instantdneamente muy regular para ¢ > 0: u(t) pertenece a
todos los dominios D(A*) de las potencias del generador y es C*°((0, 00); X) con respecto a
t. Esto es una manifestacién del caracter parabdlico de la ecuacién u; = vAu.
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2.4.5 Espacios de potencias fraccionarias

Para un operador como A = —vA (Definicién 2.13), que es autoadjunto y positivo definido
en X = (L?(2))?, se pueden definir sus potencias fraccionarias A* para o € R. Los dominios
de estas potencias, D(A%), forman una escala de espacios de Hilbert que interpolan entre X
y D(A) (o incluso espacios més grandes si o < 0, 0 mas pequenos si « > 1). Estos espacios
son fundamentales para analizar la regularidad de las soluciones de ecuaciones de evolucion
y para caracterizar los dominios de los operadores y las propiedades de los semigrupos. Para
mayor informacion sobre esta subseccién consultar [22], [21], [12].

Sea A = —vA el operador autoadjunto y positivo definido con dominio D(A) = (H*(Q) N
Hi(2))?, como se estudié en la Subseccién 2.3.4. Sea {wy}3, la base ortonormal de X
formada por autofunciones de A, y {ax }72; los correspondientes autovalores positivos (Awy, =
apwg, con 0 < ag < ag < -+ — o0, segin el Corolario 2.18).

Definicién 2.19. (Espacios de Potencias Fraccionarias X, = D(A%)) Para cualquier
a € R, se define el operador A“ mediante el calculo funcional basado en el Teorema Espectral
(Corolario 2.18). Si u =Y, (u, wk) y wy € X, entonces

o0

A%u = Z(ak)a (U, W) W

k=1

El dominio D(A%) del operador A* es el espacio de Hilbert:

X, = D(A%) = {u €X | (apl(u,wy)y |)* < oo} ,

k=1

equipado con la norma del grafo, que es equivalente a (dado que A es positivo definido y por
tanto A es inyectivo para a > 0 si se define apropiadamente):

o 1/2
lullx, = 1A%l = (Z o[ (u, wi) \2> :

k=1

Para a =0, Xg = D(A%) = X = (L*(Q))? (va que A° = I en (ker A)*, y A es inyectivo).

Notacién (Notacién de Equivalencia de Espacios). En la siguiente proposicién y en el resto
del documento, utilizaremos el simbolo Y ~ Z para indicar que dos espacios de Banach (o
normados) Y y Z son equivalentes en el siguiente sentido:

(i) Son iguales como conjuntos de funciones (o existe un isomorfismo algebraico y topoldgi-
co entre ellos).

(ii) Sus normas, [|-||y ¥ [|||;, son equivalentes. Es decir, existen constantes positivas ¢, co >
0 tales que:

a|lull, < lully < eollull,, para todo u € Y (identificado con Z).
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La equivalencia de normas implica que ambos espacios tienen las mismas propiedades to-
poldgicas.

Observacién 2.26. (Relacién entre |-, y Xi/2) Recordemos que V = (Hj(2))? estd
dotado de la norma [Jul)?, = Z§:1 Jo IVu;[? dz. Como se mostré en la prueba de la Proposi-
cién 2.15(e), (Au,u), = v ||ul|} for u € D(A). Dado que (Au,u), = HAl/QuH_QX (por célculo
funcional para el operador autoadjunto positivo A), tenemos HAl/QuH_QX =v ||u||%/ Esta re-
lacién, probada para u € D(A) (que es denso en V = Xj /5 en la norma de V'), se extiende

por densidad a todo u € V = D(A'Y2). Por lo tanto, se tiene la importante equivalencia de
normas (de hecho, una igualdad escalada):

A1/2u||X para todo u € V. (2.1)

1
||U||V = ﬁ ”

Esto justifica la identificacién V' ~ X, no solo como igualdad de conjuntos (con D(AY?)
siendo precisamente (H}(2))? para A = —vA) sino también en términos de equivalencia de
sus normas usuales.

Proposicién 2.29. (Propiedades de X, y del Semigrupo T(t) = e = e 1) Sea
A = —vA el operador de la Definicion 2.13, y sea X, = D(A®). Sea T(t) = et = et el
semigrupo analitico generado por A = vA.

(a) Paraa € R, X, esun espacio de Hilbert con el producto interno (u,v) = (A%, A%v) .
(b) Si > B, entonces X, C Xp y la inmersion X, — Xz es continua y compacta.

(¢) (Desigualdad de Interpolacion/Momentos) Para 0 <y << a yu€ X,:
ot
lullx, < llullx)” llullx,” -
En particular, para v = 0: |ullx, < ||u||§(_6/a | A%u||Y* para v € X,, 0< B < a.
(d) (Caracterizacion con Espacios de Sobolev) Para A = —vA con D(A) = (H*(Q)N
HY(9))2:
= Xo = (L)%
» Xio~ (H}(Q))? =V. (Normas equivalentes)
» X; =D(A) = (H*(Q) N H}(Q))?. (Normas equivalentes)
» Para 0 < a <1, X, = D(A%) es un subespacio de (H**(2))%. Mds precisamente:
e 5i0<2a<1/2, X, ~ (H**(Q)).
e 511/2<2a <2 (ie.,, 1/4<a < 1), X, consiste en funciones u € (H**(())?
que también satisfacen ulgg = 0 (y, si 2a > 3/2, también (Au)lsgq = 0 si

A fuera A%, pero para A = —vA solo ul|pa = 0 es la condicion de H que
se interpola”). Una caracterizacion precisa se da por interpolacion: X, =

[X, D(A)]a-
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(e) (Regularizacion por el Semigrupo) Sea oy > 0 el primer autovalor de A. Para
uOGX’Y (’720)7t>0; yﬁZW

Ms_
| 4T O] = 4% ]| < S ot

donde Mpa_., es una constante. En particular, si ug € X (i.e., vy =0):

M
14T (tuo| < 57" Jluoll -

Esto muestra que T(t) : X, — Xg. Por ejemplo, T(t) : X — Xy = V con una
singularidad t='/? para la norma ||A1/2T(t)uoHX.

Demostracion. Estas propiedades son estandar en la teoria de operadores autoadjuntos po-
sitivos y semigrupos analiticos. Ver, por ejemplo, Capitulo 2, Seccién 6 de [22], Capitulo
2 de [21], o [12]. La caracterizacién de D(A®) en términos de espacios de Sobolev para el
Laplaciano se puede encontrar en tratados sobre operadores elipticos como [13] o [19]. La
propiedad de inmersién compacta en (b) se sigue de la compacidad del resolvente de A y la
naturaleza discreta de su espectro. O

Ejemplo 2.11. Para el operador A = —vA en X = (L*(Q))%
(a) Xo=D(A%) =X = (L*())*
(b) Xijp = D(AV?) = (Hy(Q))* = V.
(c) X1=D(A") = D(A) = (H*(Q) N Hy(2))*.

2.5 Resultados auxiliares

En esta seccién, presentamos las herramientas matematicas que se utilizaran repetidamente
en las demostraciones de existencia, unicidad y regularidad. Para mayor informacién sobre
estos resultados, se puede consultar [11], [5], [29], o [4].

2.5.1 Lemas de Gronwall

Lema 2.30. (Lema de Gronwall (Forma Diferencial)) Sean y(t) y g(t) funciones no
negativas definidas en un intervalo [0,T], con g(t) integrable en [0,T]. Supongamos que y(t)
es absolutamente continua y satisface la desigualdad diferencial:

dy
dt

y la condicion inicial y(0) = yo > 0. Entonces:

(t) < g(t)y(t), para casitodot € (0,T),

¢
y(t) < yoexp (/ g(s) ds) . para todo t € [0,T].
0

En particular, si yo =0, entonces y(t) = 0 para todo t € [0,T].
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Demostracion. Ver, por ejemplo, Apéndice B.2 en [11] o Apéndice A.4 en [5]. ]

Lema 2.31. (Lema de Gronwall (Forma Integral)) Sean y(t) y g(t) funciones no nega-
tias e integrables en [0,T], y C' > 0 una constante. Si

¢
y(t) < C +/ g(s)y(s)ds, para todo t € [0,T],
0
entonces

¢
y(t) < Cexp (/ g(s) ds) , para todo t € [0,T].
0

En particular, si C' =0, entonces y(t) = 0 para todo t € [0,T].
Demostracion. Ver, por ejemplo, Apéndice A.4 en [5] o Apéndice B.2 en [11]. ]

Observacion 2.27. El lema de Gronwall es una herramienta fundamental para obtener es-
timaciones a priori y probar unicidad en EDPs. La forma integral requiere menos regularidad
sobre la funcién y(t) que la forma diferencial.

Lema de Gronwall Generalizado

Para ciertas estimaciones, especialmente aquellas que surgen de la regularizacion por semi-
grupos analiticos, se encuentran desigualdades integrales con nicleos que son singulares en
el origen. El siguiente lema es una version adaptada para tales casos.

Lema 2.32. (Lema de Gronwall Generalizado para Integrales Singulares) Suponga-
mos que z(t) es una funcion no negativa y localmente integrable en [0,Tp), y que existen una
Juncion no negativa y no decreciente a(t) en [0,Ty), y constantes K >0 y B € (0,1] tales que

2(t) < a(t) + K/o (t —s)7'2(s) ds

para 0 <t < Ty. Entonces, z(t) satisface una estimacion que involucra la funcion de Mittag-
Leffier. En particular, si a(t) =0 y z(0) = 0, entonces se puede concluir que z(t) = 0 para
0<t<Tp.

Demostracion. Para una demostracién de este tipo de lema, ver Lemma 7.1.1 en [14]. O

2.5.2 Principio del maximo para ecuaciones parabdlicas

El principio del maximo es una propiedad fundamental de ciertas ecuaciones parabdlicas.

» Caso Escalar: Para una ecuacion parabdlica lineal Lw < 0 (con un coeficiente de orden
cero no negativo), el maximo de w se alcanza en la frontera parabdlica del dominio
espacio-temporal Capitulo 7 en [11].

» Extension a Sistemas: Una estrategia efectiva para sistemas es analizar una cantidad
escalar no negativa como ¢(z,t) = |u(z,t)[>. Si la EDP resultante para ¢ satisface las
hipétesis del principio del maximo, se pueden obtener cotas para |u|. Esta técnica es
estandar en el andlisis de ecuaciones de la mecdanica de fluidos [29].
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2.5.3 Teoremas de compacidad y continuidad

Los siguientes tres teoremas son los pilares del método de Faedo-Galerkin para pasar de
soluciones aproximadas a una solucién débil.

Lema 2.33. (Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg en 2D) Sea ) C R? un dominio
acotado 1y con frontera suficientemente regular. Para funciones w € HY(Q), se cumple la
siguiente desigualdad de interpolacion:
1/2 1/2
W]l ey < C llwll iy llwll g -
Usando la notacion de los espacios X y V', y la equivalencia de normas, esto implica que
para w € V:

1/2 1/2
wll sy < C w32 w2

La constante C' depende del dominio €.

Demostracion. Esta es una de las desigualdades de interpolacién clasicas para espacios de
Sobolev. Para su demostracién, se remite al lector a tratados sobre el tema como [5] o [17]. [

Teorema 2.34. (Teorema de Banach-Alaoglu) Sea X un espacio de Banach reflexivo.
Entonces, toda sucesion acotada en X tiene una subsucesion que converge débilmente en X.

Demostracion. La demostracion es un resultado clasico del analisis funcional. Ver, por ejem-
plo, [5, Teorema 3.15 y Corolario 3.21]. ]

Teorema 2.35. (Teorema de Aubin-Lions-Simon) Sean Xy, X y X, tres espacios de
Banach tales que Xg — X — X1, donde la inmersion Xg — X es compacta. Si una sucesion
{un,} estd acotada en LP(0,T; Xo) y su derivada temporal {(uy,):} estd acotada en L(0,T; X7)
(con p,q > 1), entonces existe una subsucesion que converge fuertemente en LP(0,T; X).

Demostracion. Para una version general de este lema, ver [49]. Versiones clésicas adaptadas
a ecuaciones de fluidos se encuentran en Capitulo ITI, Lema 1.4 de [29] y [4]. Las referencias
originales son [35] y [18]. O

Lema 2.36. (Interpolacién para continuidad temporal) Sean Vy, H y Vi tres espacios
de Hilbert tales que Vo — H — Vi con inmersiones continuas. Si una funcion u satisface
u € L*0,T;Vy) vy % € L*(0,T; V1), entonces u es continua en el tiempo con valores en H,

es decir, w € C([0,T]; H).

Prueba del Lema 2.36. Este es un resultado clasico. Para una demostracion, ver Capitulo II1,
Lema 1.2 de [29] o Seccién 5.9.2, Teorema 3 de [11]. O
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2.6 Resultados en EDPs de evolucion

En esta seccion, presentamos algunos resultados generales sobre ecuaciones diferenciales par-
ciales (EDPs) de evolucién que seran ttiles para el andlisis de la ecuacién de Burgers. Sea
A:D(A) C X — X el generador infinitesimal de un Cp-semigrupo {7'(t)}+>0 en un espacio
de Banach X. Consideramos el problema de Cauchy abstracto general:

{u'(t) = Au(t) + G(t,u(t), te (0,71, (2.2)

u(0) = uy,

donde uy € X es el dato inicial, y G : [0,7] x Xp — X es un término no homogéneo que
puede depender del tiempo ¢ y de la solucién u(t) (con Xp C X el dominio de definicién de
G respecto a u). Esta formulacién general abarca varios casos importantes:

e Problema lineal homogéneo: G (¢, u(t)) = 0.

e Problema lineal no homogéneo: G(t,u(t)) = g(t), donde g : [0,7] — X es una
funcion dada.

e Problema semilineal: G(¢,u(t)) = F(t,u(t)) (o F(u(t)) si F' no depende explicita-
mente de t), donde F' es un operador no lineal.

Para mayor informacién sobre los resultados de esta seccién ver [22], [5] o [21].

2.6.1 Deduccidon de la formula de Duhamel

Comenzamos derivando formalmente la férmula de Duhamel (o formula de variacion de
pardmetros), que proporciona una representacion integral de la solucién del problema general
(2.2).

Ecuacién homogénea (G = 0) Si G(t,u(t)) =0, y ugp € D(A), la solucién (clasica) de
u = Au, u(0) = ug es u(t) = T(t)ug. Si ug € X, u(t) = T(t)uo es la solucién mild.

Ecuacién no homogénea general Consideremos el caso general u/(t) = Au(t)+G(t, u(t))
(de la forma (2.2)). Sea u(t) una solucién (suficientemente regular). Definamos w(s) = T'(t —
s)u(s) para s € [0,t]. Su derivada con respecto a s es:

%(T(t —s)u(s)) =T(t — s)u'(s) — AT(t — s)u(s).
Sustituyendo u/(s) = Au(s) + G(s,u(s)), y suponiendo que T(t — s) y A conmutan en D(.A)
(si u(s) € D(A)),

d

£(T(t —s)u(s)) =T(t — s)(Au(s) + G(s,u(s))) — AT (t — s)u(s) = T(t — s)G (s, u(s)).
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Integrando esta expresion con respecto a s desde 0 hasta ¢:
t d t
/ (0t~ s)u(s)) ds = / T(t — 5)G(s, u(s)) ds.
S 0

Esto nos da T(t —t)u(t) — T( 0)u(0) = fg T(t—s)G(s,u(s))ds. Como T(0) = I, obtenemos
u(t) — fo (t — $)G(s,u(s))ds, lo que lleva a la férmula de Duhamel:

u(t) = T(t)up + /0 T(t—s)G(s,u(s))ds. (2.3)

Observacion 2.28. La derivacién anterior es formal. La justificacion rigurosa requiere la
teorfa de la integral de Bochner. La férmula (2.3) es vélida bajo ciertas condiciones sobre .4
y G, y define la solucidn integral (o mild solution).

e Si G(s,u(s)) = g(s) (caso lineal no homogéneo) y g € L*(0,T; X), la férmula da una
representacion explicita de la solucién u € C([0,T7]; X).

o Si G(s,u(s)) = F(s,u(s)) (caso semilineal), la férmula se convierte en una ecuacion
integral implicita para u(t), usualmente resuelta por punto fijo.

2.6.2 Motivacion para la solucion clasica y recuperacion de la EDP

La férmula de Duhamel (2.3) proporciona una representacién para la solucion integral (mild
solution). Sin embargo, a menudo es deseable saber si esta solucién satisface la ecuacién
diferencial original (2.2) en un sentido maés fuerte.

Recuperacién de la EDP (suponiendo regularidad de solucién)

Supongamos que u(t) estd dada por la féormula de Duhamel (2.3) y que posee suficiente
regularidad. Para que u(t) sea una solucién clasica de v = Au + G(¢,u) (la forma puntual
de (2.2)), necesitamos que u € C*((0,7); X), u(t) € D(A) para t € (0,T), y que Au(t) y
G(t,u(t)) sean suficientemente regulares. Si estas condiciones se cumplen, podemos diferenciar
la féormula de Duhamel.

Asumamos ug € D(A) y que G(s,u(s)) (que denotaremos G(s) por brevedad aqui) es
C([0,7]; X) (o C((0,T]; X) si el semigrupo es anahtlco y uo € X). La derivada de T'(t)uo

es AT (t)up = T(t )Auo Para el término integral (¢ fo — 8)G(s) ds: Bajo condiciones
adecuadas (e.g., A genera un semigrupo analitico o Q es Cl) I(t) € D(A) para t > 0, I(t)

es diferenciable, y
d

Sumando las derivadas:

u'(t) = AT (t)uo + AI(t) + G(1)
=A(T(t)ug + I(t)) + G(t) = Au(t) + G(¢).

Esto muestra que una solucién integral suficientemente regular satisface la EDP original (2.2).
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2.6.3 Solucién Clasica, fuerte e integral

Definicién 2.20. (Tipos de Soluciones para (2.2)) Sea A el generador de un Cy-semigrupo
T(t) en X.

(a) Una funcién v € C([0,T]; X) se llama solucion integral (o mild) de (2.2) en [0,T] si
satisface la formula de Duhamel (2.3) para todo t € [0, 7.

(b) Una funcién u se llama solucidn cldsica de (2.2) en [0, T] siu € C([0,T]; X)NC((0,T); X),
u(t) € D(A) para t € (0,T), satisface v'(t) = Au(t) + G(t,u(t)) para t € (0,T), y
u(0) = up.

(¢) Una funcién u € WhH(0,T; X) con u(t) € D(A) para c.t.p. t € (0,T) se llama solucidn
fuerte de (2.2) si satisface v'(t) = Au(t) + G(t,u(t)) para c.t.p. t € (0,7) y u(0) = up.

Observacion 2.29. Toda solucién clasica es fuerte. Bajo condiciones de continuidad en G,
toda solucién fuerte es integral. El reciproco no siempre es cierto sin mayor regularidad.

Teorema 2.37. (Existencia y Unicidad para Problemas de Evolucién) Sea X un
espacio de Banach, y sea A el generador de un Cy-semigrupo analitico {T(t)}>0 en X.

(a) Problema Lineal Homogéneo (G = 0): Para uy € X, u(t) = T(t)ug es la inica
solucion integral de v’ = Au,u(0) = ug. Si ug € D(A), u(t) es cldsica.

(b) Problema Lineal No Homogéneo (G(t,u) = g(t)): Siug € X y g es suficientemen-
te reqular (e.g., g € L'(0,T; X) o g Holder continua), existe una tinica solucion integral

uwe C([0,T]; X) de v = Au+ g(t),u(0) = ug, dada por (2.3) con G(s,u(s)) = g(s).

(c) Problema Semilineal (G(t,u) = F(u) con F' localmente Lipschitz): Sea F' : U C
X — X localmente Lipschitz continua en un abierto U C X que contiene ugy. Existe
T* > 0 y una unica solucion integral u € C([0,7%);U) de v = Au + F(u),u(0) = uo.

Demostracion. Ver Capitulos 4 y 6 de [22] o Capitulos 4, 5y 7 de [21]. O

Observacion 2.30. La férmula de Duhamel es central. Para el caso semilineal, se convierte
en una ecuacion integral que se resuelve tipicamente por el Teorema del Punto Fijo de Banach
en un espacio adecuado de funciones continuas, como se vera en el Capitulo 3 para la ecuacion
de Burgers. La propiedad de semigrupo analitico para A proporciona mayor regularidad a
las soluciones.

2.7 Formulacién débil de la ecuacién de Burgers 2D

Hemos visto que, para obtener soluciones clasicas de una EDP, necesitamos que el dato inicial
y el término de forzamiento tengan cierta regularidad. Sin embargo, en muchas situaciones,
nos interesa estudiar soluciones que no son necesariamente diferenciables en el sentido clasico,
o que tienen datos iniciales poco regulares. Ademas, incluso cuando existen soluciones clasicas,
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puede ser ventajoso trabajar con una formulacion mas débil de la ecuaciéon por razones
tedricas o numéricas.

La formulacion débil de una EDP se obtiene multiplicando la ecuaciéon por una funcion “test”
(suficientemente regular) e integrando por partes. Esto permite “transferir” derivadas de la
solucién a la funcion test, obteniendo una ecuacion integral que tiene sentido incluso si la
solucion no es diferenciable en el sentido clasico. Para mayor informacion sobre esta seccion,
ver [29], [11].

2.7.1 Derivacion de la formulacion débil

Comenzamos con la ecuacién de Burgers 2D, escrita como en (1.1):
ur — vAu = —(u-Vu), enQx(0,7).

Multiplicamos la ecuacién por una funcién de prueba (o test) v € V = (H}(Q))?. La eleccién
de V' como espacio de funciones de prueba es natural porque buscamos soluciones u(z, t) tales
que u(-,t) € V para cada t, lo que implica que u(z,t) = 0 para x € J§2. Ademas, esto nos
permite integrar por partes el término del Laplaciano. Integrando sobre €) para un tiempo ¢

fijo (denotando u; = %%):

/Q(ut(-,t) co(z)) dx — V/((Au)(~,t) o(z)) dz = — /Q(((u V)t 7)) - v()) da.

Q

Usando la notacién de producto interno (-, )y en X = (L*(Q2))?, donde u(t) denota la funcién
x +— u(z,t): El primer término es (u(t), v) . Para el término de difusién, —v [, (Au)(t)-v dz:
usando la primera identidad de Green y que v = 0 en 952 (ya que v € V):

—V/Q(AU)(t) cvdr = —Vkiz/g(Auk)(t)vk dx = Vkiz/QVuk(t) - Vg dx.

Recordemos que el operador eliptico A = —vA (Definicién 2.13) tiene asociada la for-
ma bilineal a(w,z) = (Aw,2)y = v, Jo Vwy, - Vzidx. Asi, el término de difusién
e Jo Vui(t) - Vo dz es igual a a(u(t),v).

Para el término no lineal, definimos la forma trilineal b(w;,ws,w3) mediante la siguiente
expresion:
b(wy, we, ws) = /(w1 - Vwsy) - ws dx. (2.4)
Q

Entonces, el término no lineal de la EDP, —(u - Vu), al ser multiplicado por la funcién test
v e integrado sobre 2, se escribe como —b(u(t), u(t),v) usando la forma definida en (2.4).
Juntando todos los términos, la ecuacion u, — vAu = —(u - Vu) se convierte en:

(ug(t),v) x +a(u(t),v) + b(u(t),u(t),v) =0, paratodov eV,

lo cual debe satisfacerse para casi todo ¢ € (0,7), con la condicién inicial u(0) = wuy.
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Definicién 2.21. (Solucién Débil de Burgers) Sea 2 C R? un abierto acotado con
frontera suave, T > 0, y sea ug € X = (L?(Q))?. Una solucidn débil de la ecuacién de Burgers
2D (1.1) en el intervalo de tiempo [0,7] es una funcién uw € L?(0,7;V) N L>(0,T; X) tal
que su derivada distribucional en tiempo u; = Z—? pertenece a L?(0,7; V') para algin ¢ > 1
(tipicamente ¢ = 4/3 0 ¢ = 2), y que satisface:

(i) La ecuacién variacional: Para casi todo t € (0,7),

jt +VZ/VUk - Vg da + b(u(t), u(t), v) = 0, (2.5)

para todo v = (vy,v2) € V. El término £ (u(t),v) y se entiende como la derivada de

la funcién ¢ — (u(t),v)y en el sentido de las distribuciones escalares D’(0,T"). Dada la
regularidad de u y uy, esta derivada coincide con el par de dualidad (us(t),v)y -

(ii) La condicién inicial: u(0) = wug. Esta condicién tiene sentido porque u € L*(0,T;V) y
u, € L0, T; V") (¢ > 1) implican que u € C([0,T]; X) por un lema de interpolacién.

Observacion 2.31. La formulacion (2.5) es equivalente a pedir que u;+ Au(t) + (u-V)u =
en V' para c.t.p. t € (0,7), donde A = —vA.

Justificacion de la integracién por partes

La identidad de Green, [,(Aw)¢dr = — [, Vw - Vodr para w € H*(Q) y ¢ € Hj(), se
justifica usando la definicion de derivada débil y la densidad de funciones suaves.

2.7.2 Propiedades de la forma trilineal b(u, w,v)
Recordemos la forma trilineal definida en (2.4):
b(wy, we, ws) = /Q(wl - Vwy) - ws dx.
Esta forma tiene las siguientes propiedades importantes en X = (L*(Q))* y V = (H}(Q2))%

Proposicién 2.38. (Propiedades de b) Sea Q C R? un dominio acotado con frontera
suficientemente reqular. La forma trilineal b(wy, ws, w3) fQ - Vws) - ws dx satisface:

(a) Continuidad: Para wy,wq,ws € V:
|b(w1, wa, ws)| < C leu(m(g)y va2H(L2(ﬂ))2x2 Hw:’»”(ﬁ(ﬂ))? :

Usando la inmersion HY(Q) < L*Q) (que es continua en 2D, por lo que V —
(L*(Q))?), se obtiene:

[b(wy, wa, w3)| < C* flwlly lwally [Jws]ly -

Otras cotas 1tiles en 2D para wq,wq, w3 € V incluyen (ver, e.g., [29]):

1/2 1/2 1/2 1/2

[b(wr, wa, ws)| < Cllw [l [lwilly ™ lwelly lwsllx™ ws]ly

[b(wr, w, w3)| < Cllwnlly [Jwaly [lws]x -
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(b) Antisimetria (parcial) si V-w; = 0: Siw, € V y ademds V-w; =0 en Q, entonces
b(wy, we, w3) = —b(wy, ws,ws)  para wy, w3 € V.
Como consecuencia, si V -w; = 0, entonces b(wy, we, ws) = 0 para wy € V.

c) Propiedad para b(u,v,v) en V: Siu,v € V = (H(Q))?, entonces integrando por
0
partes se obtiene:

1

b(u,v,v):/Q(u-Vv)-vdx:%/QU-V(MQ)dx:—§/Q(V-u)|v|2da7.

Este término no es cero en general si no se asume V - u = 0.

Demostracion. Las demostraciones de las estimaciones de continuidad se basan en la des-
igualdad de Holder, las inmersiones de Sobolev (e.g., H'(Q) < L*(Q) en 2D) y, a veces, des-
igualdades de interpolacién (como Ladyzhenskaya o Agmon). La propiedad de antisimetria
(b) y la propiedad (c) se deducen de la integracién por partes, usando que las funciones en
V se anulan en la frontera (en el sentido de trazas). Para los detalles de las cotas, ver, por
ejemplo, Capitulo I1I, Lema 1.1 y Lema 1.2 de [29] o Capitulos 2 y 3 de [4]. O]






Capitulo 3

Existencia, unicidad y regularidad: En-
foque de semigrupos

En este capitulo, demostraremos la existencia y unicidad de soluciones para la ecuacién de
Burgers 2D (1.1), utilizando la teoria de semigrupos para ecuaciones de evolucién semilinea-
les. Ademas, analizaremos la regularidad de las soluciones obtenidas mediante este enfoque.
Recordemos que estamos considerando la ecuacién de Burgers sin la condicién de incom-
presibilidad. Los resultados principales se basan en aplicar el teorema de punto fijo a la
formulacién integral de la ecuacién, aprovechando las propiedades del semigrupo analitico
generado por la parte lineal del problema y las propiedades de continuidad del término no
lineal.

3.1 Formulacién del problema como Ecuaciéon de Evolu-
cion Abstracta

Sea € C R? un abierto acotado, con frontera 9 de clase C?. Consideramos nuevamente el
sistema de Burgers con viscosidad v > 0 (originalmente Ecuacion (1.1)):

Qu_yAu=—(u-Vu), z€Q, tel0,7), (3.1)
u(z,0) = ug(x), x €, ‘
junto con la condicién de frontera de tipo Dirichlet homogénea:
u(z,t) =0, parate (0,7), z € 09, (3.2)

donde u(z,t) = (uy(z,t), us(z,t)) € R? representa el campo de velocidades, y uo(z) es el dato
inicial.

Para aplicar la teoria de semigrupos, reformulamos este problema como una ecuacién de
evolucién abstracta en el espacio de Hilbert X = (L?*(Q2))%. Definimos el operador lineal

45
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A:D(A) C X — X como el generador de la parte lineal de la difusién:
Au = vAu.

Su dominio es D(A) = (H*(Q) N H3(2))% Como se estableci6 en la Proposicién 2.19 del
Capitulo 2, este operador A es autoadjunto, negativo definido, y (Corolario 2.27) genera un
Co-semigrupo analitico {T'(t) = e},50 en X. El término no lineal F : V — X (donde
V = (H}(Q))?) se define como:

F(u) = —(u- Vu).

Con estas definiciones, el sistema de Burgers (3.1) se puede escribir en la forma abstracta
(ver también Ecuacién (1.2)):

Au(t) + F(u(t), te€(0,T), (3.3)

—
R
S =
Il
e
o

La solucién integral (o mild solution) de (3.3) viene dada por la férmula de Duhamel (ver
Ecuacién (2.3) del Capitulo 2):

u(t) = T(t)ug —I—/O T(t—s)F(u(s))ds, tel0,T). (3.4)

Nuestro objetivo es demostrar la existencia y unicidad de una solucién u para esta ecuacion
integral en un espacio funcional apropiado.

3.2 Existencia y unicidad local de soluciones integrales

En esta seccion, estableceremos la existencia y unicidad local de soluciones para la ecuacion
integral (3.4), lo que corresponde a soluciones mild del problema de Burgers (3.3). El método
principal serd el teorema del punto fijo de Banach en un espacio de funciones adecuado.

3.2.1 Propiedades del operador no lineal F(u) = —(u - V)u

Comenzamos analizando las propiedades del término no lineal F'(u), que es crucial para
aplicar el teorema de punto fijo a la ecuacién integral (3.4).

Proposicién 3.1. El operador F : V — X definido por F(u) = —(u - Vu) es continuo.
Ademds, es localmente Lipschitz continuo en V' con valores en X. FEs decir, para cualquier
R > 0, existe una constante Ly > 0 (que puede depender de R, Q) y v) tal que para todo
u,v €V con ||ully, < R y ||vl|,, <R, se tiene:

[1F(u) = F(o)llx < Lgllu—2l, .
También, existe una constante Cr > 0 tal que para uw € V:

1E(u)l|x < C llully, -
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Demostracion. Primero, mostremos la cota cuadratica, que implica la continuidad. Sea u €
V. Para estimar [|F(u)||y = ||u - Vul|y, utilizamos la caracterizacién dual de la norma en el
espacio de Hilbert X y la forma trilineal b(wy, wa, w3) = [,(wy - Vws) - ws do (definida en la
Ecuacién (2.4) del Capitulo 2):

[1F(u)lx = sup [{F(u),d)x|= sup |—((u-Vu),¢)y|= sup [b(u,u,q).
peX peX peX
llollx=1 llollx=1 ol x =1

De la Proposicién 2.38 (Propiedades de b del Capitulo 2), una de las estimaciones de conti-
nuidad para n = 2 establece que para wy,ws € V y w3 € X:

|b(w1, wa, ws)| < Cwrly, [Jwaly [[ws]lx -
Aplicando esta cota con w; = u, wo = u 'y w3z = ¢:

b, w, @) < C llully llully 18]l = C llully 9] -

Por lo tanto,
2
[E(u)lly = sup [b(u,u,d)] < Clully .
peX

llollx =1

Tomando Cr = C, tenemos ||[F(u)||x < Cr |ull%.
Ahora para la condicién de Lipschitz local. Sean u,v € V tales que ||ull,, < Ry |jv|l, < R
para algin R > 0. Consideramos la diferencia F'(u) — F(v):

F(u) — F(v) = —(u-Vu) + (v- Vo)
=—(u-Vu—v-Vu+v-Vu—uv-Vo)
=—((u—wv)-Vu) = (v-V(u—0)).

Por la desigualdad triangular para la norma ||-|| y:
1F(w) = F(o)llx < ll(u—v)-Vullx +[lv-V(u—=v)|x.

Estimamos cada término usando la caracterizacion dual de la norma y las propiedades de b
(de la Proposicién 2.38):

e Para el primer término: [|(u—v)- Vul[y = supy — [b(u — v,u, $)|. Usando la cota
[b(wy, wa, @)| < Cllwnly [[wally [|0]] 5

[b(u —v,u,9)| < Cllu—wvlly [[ully [|6]lx -
Dado que [lull; < Ry tomando el supremo sobre ||¢[|y = 1, obtenemos
I(w =) - Vully <CRlu—wvll,.

e Para el segundo término: [[v - V(u—v)|yx = supg -1 [b(v,u — v, ¢)|. Similarmente,
usando la cota de la Proposiciéon 2.38:

[b(v, u =, )] < Clvlly [Ju = vlly [|o]lx -

Dado que [|v||;, < Ry tomando el supremo sobre ||¢||, = 1, obtenemos

lv-V(u=v)llx <CRJu—v],.
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Combinando ambas estimaciones:
[F(u) = F(v)lly < CR|lu—vlly, + CR|lu—vlly, =2CR |lu — vl .

Tomando Lr = 2CR (donde C' es la constante de la estimacion de b de la Proposicion 2.38),
se concluye que F' es localmente Lipschitz continuo de V' a X. La continuidad de F' se sigue
de esta propiedad Lipschitz local (si u, — u en V| entonces para n grande, u,, y u estan en
alguna bola By (0, R'), y ||[F(u,) — F(u)||y < Lg ||un — uly, — 0). O

Regularidad de la integral de Duhamel. Para justificar la regularidad de la solucién
integral y su conexion con la solucién clasica, necesitamos el siguiente resultado sobre la
integral de Duhamel cuando el semigrupo es analitico (propiedades que posee T(t) = e** con
A =vA, como se discuti6 en la Seccién 2.4 del Capitulo 2, especificamente Corolario 2.27).

Proposicién 3.2. (Regularidad de la integral de Duhamel con semigrupos analiti-
cos) Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo analitico {T(t)}+>0 en un espacio de

Banach X. Sea G € C([0,T); X) (funciones continuas de [0,T] en X ). Definimos la funcion
I(t) (la parte no homogénea de la solucién mild) como:

I(t):/OtT(t—s)G(s)ds, t €10,T7.

Entonces, 1(t) tiene las siguientes propiedades de reqularidad:
a) I €C([0,T]; X).

(a)

(b) Para todo t € (0,T], I(t) € D(A).

(¢) La funcion t — AI(t) es continua de (0,T] en X.
)

(d) T € CY(0,T]; X) y satisface la ecuacién diferencial:

I'(t) = AI(t) + G(t), Vte (0,T).

(e) Si adicionalmente G € CV([0,T); X) para algin v € (0,1) (es decir, G es Holder
continua en tiempo), entonces I € CY7((0,T); X) y Al € C7((0,T]; X) (con posible
pérdida de regularidad Hélder cerca det =0 siug ¢ D(A) o si no hay compatibilidad).

Demostracion. Estas son propiedades estandar de las soluciones integrales para ecuaciones de
evolucién generadas por operadores sectoriales (que generan semigrupos analiticos). La con-
tinuidad en X (item a) se cumple para Cp-semigrupos si G es, por ejemplo, L'(0,7T; X). Las
propiedades de regularizacién (items b, ¢, d, e) son especificas de los semigrupos analiticos.
Ver, por ejemplo, Capitulo 4, Teorema 2.4 y Proposicién 3.1 de [22] o Capitulo 5, Teorema
2.1.3 y Proposicién 3.1.1 de [21] para pruebas detalladas y condiciones méas generales (e.g.,
G € LP(0,7; X) o G Hoélder continua). O
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3.2.2 Existencia y unicidad local

Ahora presentamos el teorema principal de esta seccién sobre existencia y unicidad local
de soluciones integrales para el problema de Burgers, cuando el dato inicial ug pertenece al
espacio V = (H}(Q2))2. La prueba se basard en el Teorema del Punto Fijo de Banach aplicado
a la ecuacion integral (3.4).

Teorema 3.3. (Existencia y unicidad local en V) Seaug € V = (Hj(2))? y sea A = vA
el generador definido en la Seccion 3.1. Entonces, existe un tiempo T* > 0 (que depende de
luollys v y Q) y una dnica solucion u de la ecuacion integral de Burgers (3.4) tal que

ue C(0,T*; V).
Ademas, esta solucion u satisface:
(i) u e C1((0,T7]; X).
(i) u(t) € D(A) para todo t € (0,T7].
(i) u es una solucion cldsica de la ecuacion de Burgers (3.3) en el intervalo (0,T*].
v)

(i

Demostracion. La demostracion se divide en tres partes principales: existencia local de una
soluciéon en C([0,7%]; V') mediante el teorema de punto fijo, unicidad de dicha solucién, y
finalmente la regularidad adicional.

La solucion uw € C([0,T*]; V') es dnica en este espacio.

Existencia local en C([0,7*];V). Sea R > 0 un radio. Si uyp = 0, elegimos R = 1 (o
cualquier R > 0 arbitrario). Si ug # 0, elegiremos R = 2 ||ugl|,, (esto asegura R > |lugl|;, si
|luoll,, > 0). Definimos el espacio métrico completo (subconjunto cerrado de C([0,T*];V)):

Yr-r ={w € C(0, "L V) :lwllogozn) = sup [lw®)lly, < R}
t€[0,7%]
Definimos el operador ® : Yy« g — C([0,7%]; V) por la férmula de Duhamel:

(Pw)(t) = T(t)uo +/0 T(t—s)F(w(s))ds =: Dg(t) + D1 (w)(t).

Aqui T(t) = e es el semigrupo analitico generado por A = vA. Sea A = —A = —vA el
operador positivo definido de la Subseccion 2.3.4. La relacion entre la norma de V' y la norma
del grafo de A'/? est4 dada por la ecuacién (2.1) del Capitulo 2, es decir,

’Al/QuHX para u € V.

1
HUHV = ﬁ |

Para el término ®(t) = T'(t)up: La afirmacion de que T'(t) es una contraccion en V se
justifica rigurosamente. Usando la relacién de normas (2.1), la conmutatividad de A2 con
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el semigrupo T'(t) = e~*4, y el hecho de que T'(t) es una contraccién en X, tenemos que para
up €V = D(Al/Z),

||T(t) ‘A1/26—tA

1
e A 2|, < N 14" 2o | ¢ = Jluolly

1 1
wlly = = 1476 ] = |

Por lo tanto, para la parte homogénea de la solucién
[@o(E)lly = 1T (E)uolly < [luolly -

Para el término integral ®;(w)(t) = fot T(t—s)F(w(s))ds: Como w € Yr«g, [[w(s)],, < R.
Por la Proposicién 3.1, F(w(s)) € X y |[F(w(s))|x < Crllw(s)|;, < CrR?. Usando la
relacién de norma (2.1) y la Proposicion 2.29(e) (estimacion de regularizaciéon X — V = Xy,
para T(7) = e~™), con B = 1/2,7 = 0 se sigue que

(@1 (w)(t) A1/2 e~ AR (w(s)) ds

! )
L 1/2,=(t=9)A P (10( s s
</ HA Py 4

usando la estimacion de regularizacion del semigrupo analitico (Proposicién 2.29), donde
M/ >0y a; > 0 es el primer autovalor de A, esto es

Mz —ay-s
< [ e ) ds

y como e~ (=%) < 1 para t > s, tenemos que

< M [Pl ds

finalmente, usando la cota || F'(w(s))||y < CpR?, se tiene que

_ MipCeR? (t s M, )sCp R

T vz
Ast, || @1 (w) (1) < CLR2VE, donde Cy = 22222 Entonces, [|(@w) (1) < [luolly +C1R2VE.
Para que ®(Yz+ ) C Y- g, necesitamos ||ugl|,,+C1 R2VT* < R. Siug = 0y R = 1, se necesita
CVT* < 1.Siug # 0y R = 2|ugly, la condicién se vuelve |jug|,, 4+ C1(4 |Juolls)VT* <
2 luolly, que es 4C; |luglly, VVT* < 1. En ambos casos, podemos elegir T > 0 suficientemente
pequeno para que esta condicién se cumpla.

Vit
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Para la contraccion, sean wy, we € Y« g. Usando la Lipschitzianidad local de F' (Proposicién
3.1) con constante Lg, se sigue que

[(@w)(t) = (Pw2) @)y < Af}f (6= 8) V2 F(wi(s)) = F(wa(s))x ds

t
< ———||lwy — we| o, / (t—s) Y2 ds
NG corv) |

2M, 5 LR
= T\/E [Jwr — w2||c([o,T*];V) :

Tomando el supremo en ¢ € [0,7*], se obtiene

2MyppLr
| Pw; — <I>w2||0([0,T*];V) < (T llwy — wz”c([o,Tﬂ;v).

Sea ko = %. Podemos elegir T35 > 0 tal que rkoy/Ty < 1. Tomando T* = min(77,T5),
® es una contraccién en Yp- r. Por el Teorema del Punto Fijo de Banach, existe una unica
solucién u € Yp- g tal que ®u = u. Esta u pertenece a C([0,T*]; V).

Unicidad de la solucién en C([0,7p]; V). Supongamos que uj,us € C([0,Tp]; V) son
dos soluciones de (3.4) con u1(0) = ug(0) = wy para algin Ty € (0,7*] (o cualquier
Ty donde ambas existan). Sea w(t) = wuy(t) — ua(t). Entonces w(0) = 0. Como uy,uy
son continuas en V sobre el intervalo compacto [0,7p], son acotadas en norma V. Sea
Rinaz = maxseom)([|ui(s)]y ;s [|uz(s)]ly). Por la Proposicién 3.1, F es Lipschitz en la bola
By (0, Ryaz) con una constante Lg, .. Tenemos w( fo (t — s)[F(u1(s)) — F(ua(s))] ds.
Tomando la norma en V', y procediendo como en 1a est1mac1on para la contraccién:

M, )3LR,,,.
Jw(t)],, < — 5

Sea z(t) = ||w(t)||;,- Entonces z(t) > 0 es continua en [0, Tp], 2(0) = 0, y satisface

t
(t =) w(s)lly ds.
0

<K/ “124(s)ds, parat e [0,Ty],

donde K = W > 0. Por el Lema de Gronwall Generalizado (Lema 2.32 del Capitulo
2), con a(t) =0y g = 1/2 € (0,1], se concluye que z(t) = 0 para todo t € [0,Tp]. Asi,
|lw(t)|l,, = 0 para todo t € [0, T;], lo que significa u;(t) = uqs(t) en C([0,7]; V). La unicidad
se mantiene en todo el intervalo comun de existencia [0, 7™].

Regularidad adicional (Solucidn clasica parat > 0). La solucién integral u(t) satisface
la férmula de Duhamel (3.4). Como A = vA genera un semigrupo analitico y ug € V =
D(AY?) (donde A = —A), sabemos por las propiedades de los semigrupos analiticos (Teorema
2.28 y Proposicién 2.29) que T(t)ug = e*uy € D(A) para todo t > 0. La funmon s
F(u(s)) es continua de [0,7™] a X. Por la Proposicion 3.2, el término integral (¢ fo
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s)F(u(s)) ds satisface: I(t) € D(A) parat € (0,7*], t — AI(t) es continua de (0,77] a X,
IeCY (0, T*]; X))y I'(t) = AL(t) + F(u(t)) para t € (0,T*]. Como u(t) = T(t)uo + I(t), se
deduce que u(t) € D(A) para t € (0, 7*]. Diferenciando u(t) para t € (0,7"]:

u'(t) = AT (t)ug + AI(t) + F(u(t)) = A(T(t)uo + I(t)) + F(u(t)) = Au(t) + F(u(t)).

La continuidad de los términos implica u € C1((0,7*]; X). Por lo tanto, u es una solucién
clasica de (3.3) en (0,7*]. O

Observacion 3.1. En resumen, el Teorema 3.3 establece un resultado fundamental: si par-
timos de un dato inicial con energia de gradiente finita (i.e., up € V), la teoria de semigrupos
nos garantiza no solo que existe una tnica solucién por un corto tiempo 7%, sino que ademas
esta soluciéon mantiene la misma regularidad espacial, permaneciendo en V. Més aun, la so-
lucién se vuelve instantdneamente C'> para t > 0, una manifestacion del caracter parabdlico
y regularizante de la ecuacion.

3.3 Regularidad adicional de la solucién Integral

Habiendo establecido la existencia para datos en V' = Xj ;, ahora investigamos qué regula-
ridad adicional se obtiene si el dato inicial uy es atin mas regular.

Teorema 3.4. (Existencia y regularidad en X;) Sea A = vA el generador del semigrupo
analitico T'(t).

(a) Si ug € X para algin s € (1/2,1), entonces existe un tiempo T** > 0 y una unica
solucion u de la ecuacion integral de Burgers (3.4) tal que

u e C([0, T"]; Xy).
(b) Si uy € D(A) (que corresponde a X1), la misma conclusion se mantiene: existe una
unica solucion u € C([0,T*]; D(A)).
Ademds, en ambos casos, la solucion es una solucion clasica para t > 0.

Demostracion. La demostracion para ambos casos se basa en el Teorema del Punto Fijo de
Banach en el espacio apropiado.

(a). Sis e (1/2,1), se define el espacio métrico completo Zp« g, = {w € C([0,T*]; X;) :
lwlleor:x,) < B} v el operador integral @ de la férmula de Duhamel. La prueba sigue la
del Teorema 3.3, pero trabajando con la norma de X,. La estimacién clave para el término
integral de ® es:

/0 T(t — 1) F(w(r))dr

_<a / (t =) | F(w(r)]]y dr.

s

Como s < 1, la integral fg(t —7)7%dr = f’ll%; es finita. Esto permite demostrar que ® es una

contraccion en Zr-« g, para un 1™ > 0 suficientemente pequeno, garantizando la existencia
y unicidad de una solucién en C([0, 7]; X§).
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(b). Siwug € D(A), cuando el dato inicial uy pertenece al dominio del operador A, que
es el espacio D(A) = (H?*(Q) N H}(Q))?, podemos demostrar la existencia de la solucién
en C([0,7*]; D(A)) directamente. La clave es demostrar que el operador no lineal F(u) =
—(u - Vu) es localmente Lipschitz continuo como una aplicaciéon de D(A) en X.

Consideramos el espacio D(A) dotado de la norma del grafo:

lull pray = llullx + [[Aully -
Con esta norma, D(A) es un espacio de Banach. Nuestro objetivo es aplicar el Teorema del

Punto Fijo en una bola cerrada de C([0,7*]; D(A)).

Vamos a demostrar que para cualquier R > 0, existe una constante Lr > 0 tal que si
u,v € D(A) con [[ul p sy £ Ry [|v]lp4y < R, entonces

[1F(u) = F(v)llx < Lrllu—2vlp-
Como antes, descomponemos la diferencia
[1F(u) = F(u)l[x < |[(u—v)Vullx +]v-V(u—-20)|x.

Ahora acotamos cada término usando las propiedades de D(A) en 2D. En particular, la
inmersién de Sobolev H?(Q) <« L*(Q) es continua, lo que implica [|w|;« < C[Jw||ye-
Ademis, la norma H? es controlada por la norma del grafo, [|wl| ;. < C"|lwl|p -

Para el primer término

lu =) - Vull < llu = vll ey [Vl 20y (Holder)
< (Cllu—v| g2) - lully (Sobolev y def. de V)
< (Clu=vllpeay) - (1wl piay) (Normas equiv.)
<CR|u-— U”D(A) : (va que ||U||D(A) < R)
Para el segundo término

Holder)
Sobolev y def. de V)

Normas equiv.)

[o- V(u—=v)lly < [vllpee) V(e =0)]L2q
< (Clollg2) - lu = wvlly
< (C" ol peay) - (= vl peay)
< C'R|u—2vlpa-

A~ /N I/~

va que |[|[v]pq < R)

Sumando ambas cotas, se demuestra la propiedad de Lipschitz local de F': D(A) — X.

Una vez que se establece que F' es localmente Lipschitz de D(A) a X la teorfa estdndar de
ecuaciones de evolucién semilineales (ver, e.g., Capitulo 6, Teorema 1.5 de [22]) garantiza que
para cualquier dato inicial ug € D(A), existe un tiempo 7°* > 0 y una tnica solucién u que

satisface
u € C([0, T]; D(A)) N CH([0, T*]; X).
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Esta es, por definicién, una solucién clasica del problema.

Finalmente mostremos la regularidad adicional de la soluciéon para ¢ > 0. Para cualquier caso
con s € (1/2,1], la solucién integral u € C([0, T**]; X;) obtenida es, de hecho, una solucién
clasica para t € (0, 7**]. Esto se deduce de la siguiente cadena de argumentos.

(i) Regularidad de u en V: Como s > 1/2, la inmersién X, — V =~ Xj,, es continua.
Por lo tanto, u € C([0,T*]; V).

(ii) Continuidad del término no lineal: Dado que u es continua en V' y el operador
F :V — X es continuo, la composicién t — F(u(t)) es una funcién continua de [0, 7*]
a X.

(iii) Regularizacién por el semigrupo: La solucién es u(t) = T(t)u0+f0t T(t—s)F(u(s))ds.

e El término homogéneo T'(t)ug pertenece a D(A) para todo t > 0, ya que el semi-
grupo analitico regulariza instantdneamente cualquier dato en X (y uy € X; C X).

e El término integral, por ser una convolucién de T'(t) con una funcién continua
F(u(t)), también es regularizado. La Proposicién 3.2 nos dice que la integral per-
tenece a D(A) para t > 0.

(iv) Conclusién: Como u(t) es la suma de dos términos que pertenecen a D(A) para
t > 0, concluimos que u(t) € D(A) para t € (0,7*"]. Ademas, se puede demostrar que
u € CY((0,T*]; X) y que satisface la EDP «/(t) = Au(t) + F(u(t)) puntualmente. Por
lo tanto, es una solucion clasica.

]

Observacién 3.2. (a) El Teorema 3.4 indica que una mayor regularidad del dato inicial
ug € Xs = D(A®) (con s > 1/2) se traduce en una solucién u(t) que permanece en ese
mismo espacio de regularidad X, por un corto tiempo.

(b) El caso s = 1/2 corresponde al Teorema 3.3, ya que hemos establecido que el espacio
V' es equivalente al espacio de potencias fraccionarias X/, (ver Ecuacién (2.1)).

(c) La regularidad en los espacios X tiene consecuencias directas sobre la suavidad clésica
de la solucién. Si s > 1, el Teorema de Morrey implica que la inmersién H?*(Q) — C(9)
es continua. Esto significa que si partimos de un dato inicial en X, con s > 1, la solucién
u(z,t) no solo existe, sino que es continua en las variables espaciales 2 € ) para cada
t en su intervalo de existencia.

3.4 Conclusiones del enfoque de semigrupos

En este capitulo, hemos aplicado con éxito la teoria de semigrupos analiticos para establecer
la buena colocacién local del sistema de Burgers 2D sin incompresibilidad. El enfoque, basado
en reformular el problema como una ecuacién integral en un espacio de Banach y aplicar el
teorema de punto fijo, ha demostrado ser una herramienta poderosa y elegante.
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Los resultados clave son la existencia de soluciones tnicas en C([0,7*]; V') para datos iniciales
en V., y en C([0,7T"]; X) para datos iniciales mas regulares en X,. Una de las principales
ventajas de este método es que la regularidad de la solucién para tiempos positivos se obtiene
de forma casi directa de las propiedades del semigrupo analitico. La principal desventaja,
como se explorard en el siguiente capitulo, es que requiere una regularidad minima (H') del
dato inicial para iniciar el argumento.






Capitulo 4

Existencia y unicidad: Método de Faedo-
Galerkin

En este capitulo, continuamos el estudio del problema de valor inicial y de frontera para la
ecuacion de Burgers 2D. En el Capitulo 3, utilizamos la teoria de semigrupos para establecer
la existencia y unicidad local de soluciones mild (o integrales) y clasicas, lo cual generalmente
requiere que el dato inicial ug pertenezca a V = (HJ(2))? o a espacios de mayor regularidad.
Ahora, abordaremos el problema desde una perspectiva diferente, utilizando el método de
Fuaedo-Galerkin. Este método es de naturaleza constructiva y nos permitird demostrar la
existencia de soluciones débiles (en el sentido de la Definicién 2.21 del Capitulo 2) bajo la
hip6tesis més general de que el dato inicial ug pertenezca simplemente a X = (L%*(Q2))%.
Ademas, probaremos la unicidad de esta solucién débil bajo ciertas condiciones de regu-
laridad. Finalmente, en la Seccién 4.9, compararemos los resultados obtenidos por ambos
enfoques.

4.1 Revisién del Problema y Formulacion Débil

Recordemos el sistema de Burgers con viscosidad v > 0 que estamos estudiando (original-
mente Ecuacién (1.1)):

ou
St —vAu=—(u-Vu), r€Q, tecl0,T), (4.1)
u(z,0) = ug(x), x € ),
junto con la condicién de frontera de tipo Dirichlet homogénea:
u(z,t) =0, parate (0,T), x € . (4.2)

Reenunciamos la definicién de solucién débil para conveniencia del lector (originalmente
Definicién 2.21).

57
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Definicién 4.1. Sea © C R? un abierto acotado con frontera suave, T > 0, vy sea ug €
X = (L*(Q))?. Una solucidn débil de la ecuacién de Burgers 2D (4.1) en [0, T es una funcién
u e L*0,T;V)NL>(0,T; X) tal que u; € LY(0,T;V’) para algiin ¢ > 1, y que satisface la
ecuacién variacional (4.3) para todo v € V y c.t.p. t € (0,7"), junto con la condicién inicial
u(0) = wp.

d 2

pr (u(t),v)y +v Z/ Vuy(t) - Vug dx + b(u(t), u(t),v) = 0, para todo v € V. (4.3)
k=1"9

Aqui, b(u,w, z) = [,(u-Vw) - zdz es la forma trilineal definida en (2.4), y sus propieda-

des se detallan en la Proposicién 2.38. El término VZZ:1 Jo Vug(t) - Vg da corresponde

a a(u(t),v) = (Au(t),v)y, donde A = —vA es el operador eliptico positivo definido en la
Definicion 2.13.

4.2 Introduccion al método de Faedo-Galerkin

Para mayor informacién sobre el método de Faedo-Galerkin, ver Temam [29], Evans [11],
o Boyer y Fabrie [4]. El método de Faedo-Galerkin, también conocido simplemente como
método de Galerkin para ecuaciones de evolucién, es una técnica poderosa y ampliamente
utilizada para demostrar la existencia de soluciones débiles para EDPs no lineales, especial-
mente las de tipo parabdlico o hiperbédlico. La idea fundamental es aproximar el problema
original (definido en un espacio de funciones de dimensién infinita, como V = (H}(Q2))?) por
una secuencia de problemas definidos en subespacios de dimension finita. Los pasos generales
del método son los siguientes:

(1) Construccién de Aproximaciones: Se elige una base {w;}32, del espacio de Hilbert
V' (usualmente autofunciones del operador eliptico A = —vA, como se establece en el
Corolario 2.18 del Capitulo 2). Se definen los subespacios de dimensién finita V,, =
span{wy, ..., wy,}. Se busca una solucién aproximada wu,,(t) dentro de V,, para cada
m € N.

(2) Sistema de EDOs: Se proyecta la formulacion débil (4.3) de la EDP sobre el subes-
pacio V,,. Esto conduce a un sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDOs)
para los coeficientes de u,,(t) en la base {w;}.

(3) Existencia de Soluciones Aproximadas: Se demuestra que el sistema de EDOs
tiene solucién (al menos localmente en el tiempo), usualmente aplicando el Teorema de
Existencia de Carathéodory o el Teorema de Picard-Lindelof si los términos no lineales
son localmente Lipschitz.

(4) Estimaciones a Priori: Se obtienen cotas para las normas de las soluciones aproxi-
madas u,, en espacios funcionales adecuados (por ejemplo, L>(0,T; X) y L?(0,T;V)).
Crucialmente, estas cotas deben ser independientes de la dimension m.

(5) Paso al Limite: Utilizando las estimaciones a priori y teoremas de compacidad (como
Aubin-Lions-Simon, Teorema 2.35, y Banach-Alaoglu, Teorema ?? del Capitulo 2), se
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extrae una subsucesién {u,, } que converge (en algin sentido débil o fuerte) a una
funcién limite w.

(6) Identificacién del Limite: Se demuestra que la funcién limite u es, de hecho, una
solucion débil de la EDP original, satisfaciendo la Definicion 4.1.

(7) Unicidad: Se demuestra (si es posible) que la solucién débil obtenida es tnica.
En las siguientes secciones, aplicaremos estos pasos a la ecuaciéon de Burgers 2D sin incom-
presibilidad.
4.3 Construccién de las aproximaciones de Galerkin
El método de Faedo-Galerkin se basa en la construccién de soluciones aproxrimadas de la
ecuacién de Burgers en subespacios de dimension finita del espacio funcional V = (H}(Q))?.

Estas soluciones aproximadas se obtendran como soluciones de un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDOs).

4.3.1 Base de V' y subespacios de dimensién finita

Como el espacio V = (H}(€2))? es un espacio de Hilbert separable (ver Proposicién 7?7 del
Capitulo 2), existe una base ortonormal de Hilbert {w;}32, de V. Dado que V' es denso

en X = (L*(Q))?, si la base {w,} se elige como las autofunciones del operador A = —vA
(ver Corolario 2.18), entonces esta base también es ortogonal en X (y puede normalizarse
para ser ortonormal en X). Especificamente, Aw; = ajw; con o > 0, y (w;,wi)y = i

(si estdn normalizadas en X) y (wj,wy), = (AY?w;, AYV?wy), = a;/2a,1€/2 (wj, wg) . (no

necesariamente ortogonal en V' de esta forma, pero (Aw;, wi) = o;0;x).

Por conveniencia, y basandonos en el Corolario 2.18, elegimos la base {wj};?‘;l de V tal que
w; € D(A) = (H*(Q) N H}(2))? para todo j, y que estas w; son las autofunciones del
operador A = —v /A, normalizadas en X.

o Awj = ajwj, con 0 <ayp <ap < - — 0.
o (wj, wy)y = ;i (ortonormal en X).
i <ij7 wk>X = O[j(sjk'

° <ij,Vwk>(L2)2X2 = %(ij,wk>x = %] k- Asi, las w; son ortogonales en V' con
2
[w;lly, = aj/v.

Para cada entero positivo m, definimos el subespacio de dimensién finita V,, C V' como

Vin = span{wy, wa, ..., Wy} = {Z cjw; i ¢j € R} .

j=1
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Observacion 4.1. A medida que m — oo, V,, “llena” el espacio V' en el sentido de que para

cualquier v € V, la proyeccién de v sobre V,,, converge a v en la norma de V. Adicionalmente,
oo
U1 Vin es denso en V.

4.3.2 Soluciones aproximadas

Buscamos soluciones aproximadas u,,(t) de la ecuacién de Burgers (4.1) en la forma:
un(t) = Y gim()w;,
j=1

donde los coeficientes gj,(t) son funciones escalares (dependientes del tiempo) que debemos
determinar. Notar que, para cada t > 0, u,,(t) € V,, C V.

4.3.3 El sistema de EDOs de Galerkin

Para determinar las funciones g;,,(t), sustituimos la expresién de u,,(t) en la formulacién débil
(4.3), pero restringiendo las funciones de prueba v al subespacio V,,. Es decir, requerimos
que para c.t.p. t € (0,7):

% (um(t),v)x +v ; /Q V (Uum )k (t) - Vo dz 4+ b(un (1), um(t),v) = 0, (4.4)

para todo v € V,,. La condicién inicial para u,,(t) se toma como la proyeccién ortogonal del
dato inicial ug € X sobre V,,:
Um(0) = Pprug =: U, (4.5)

donde P, : X — V,, es el proyector ortogonal sobre V,, en el espacio X, dado explicitamente

por
m

Pz = Z (z,wj)y wj, paraze X.

J=1

Observacién 4.2. Por propiedades de la proyeccion ortogonal, ||ugm|y < ||uol|y. Ademads,
si ug € X, entonces ug,, — ug fuertemente en X cuando m — oo. Si uy € V, entonces
Ugm — U fuertemente en V' también.

Como los {wy }7*, forman una base de V,,, es suficiente que la ecuacion (4.4) se cumpla para

v=w,conl =12, ... m. Sustituyendo u,,(t) = Z;n:l Gjm(t)w; y v = w;: El primer término
es
d | d
ai <Z gim(O)wj, wl> =~ giml(t),
i=1 X

usando (w;, w;) , = 0;;. El segundo término es
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Recordando que Y;_, Jo V(w))k - V() de = ||wj||%,5jl si los w; fuesen ortogonales en
V., 0 (Vw;, V) ;20w en general. Usando a(wj,w;) = vy, Jo V(w))i - V(w)pdae =
(Awj, wy) = o (wj, wy) = a;05. Entonces, este segundo término queda

Zgjmu)(ajéﬂ) — Gim (t)-

El tercer término es

b(z Gim (t)wi, Zgjm(t)wj, w) =Y Gim()gjm ()b(ws, wy, wy).

i=1 j=1
Asi, el sistema de EDOs para los coeficientes g, (t) (paral=1,...,m) es:
G () + 1Gim () + D D Gim (D)gjm (£)b(w;, w, wr) = 0. (4.6)
i=1 j=1

Este es un sistema de m ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales de primer orden para
las m funciones desconocidas g1, (t), - - ., gmm(t). La no linealidad proviene del término trili-
neal b. Las condiciones iniciales para este sistema se obtienen de (4.5): 1, (0) = > 7% gjm(0)w;

Uom = D5 (U0, w;) x wj. Por lo tanto, por la ortonormalidad de {w;} en X:

gim(0) = (ug,wy), l=1,...,m.

4.3.4 Existencia de las soluciones aproximadas

Teorema 4.1. (Existencia y Unicidad Local para el Sistema de EDOs de Galerkin)
Para cada m € N, el sistema de EDOs (4.6) con las condiciones iniciales g, (0) = (ug, wy)
tiene una tnica solucion local ¢ (t) = (gim(t), ..., gmm(t))? definida en un intervalo mdwi-
mo [0,T,,), donde T,, > 0. Consecuentemente, existe una unica solucion aprozimada u,, €
CH([0,T,,); Vi) del problema de Galerkin (4.4)-(4.5).

Demostracion. El sistema de EDOs (4.6) es de la forma g/, (t) = H,,,(g(t)), donde g,,,(t) =
(g1m(t)s - -, gmm(t))T es el vector de coeficientes y la funcién H,, : R™ — R™ esta definida
por los términos lineales y cuadraticos en @iy, gjm que provienen del término b(w;, w;, w;) y del
término a;g;,(t). Como b es trilineal, los términos Y Y gimgjmb(w;, w;j, w;) son polinomios
de segundo grado en las componentes de g,,. Por lo tanto, H,, es una funcién continua
y localmente Lipschitz continua con respecto a g,,. El teorema de existencia y unicidad
de Picard-Lindel6f (o Cauchy-Lipschitz) para sistemas de EDOs garantiza la existencia y
unicidad de una solucién local maximal g,,(t) definida en un intervalo [0,7},), con T, > 0.
Como los coeficientes g;,,(t) son C'([0,T,)), la solucién aproximada u,, (t) = =7 gjm(t)w;
pertenece a C1([0,T,,); Vi)- O

Observacion 4.3. Este teorema asegura que, para cada m, existe una solucién aproximada
um(t) bien definida, al menos localmente en el tiempo. El siguiente paso crucial es obtener
estimaciones a priori sobre estas u,,(t) que sean independientes de m. Estas estimaciones
permitirdn extender las soluciones a un intervalo de tiempo comun [0, 7] (para 7' < liminf 7,,,)
y pasar al limite cuando m — oc.
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4.4 Estimaciones a priori

El niicleo del método de Faedo-Galerkin reside en obtener estimaciones para las soluciones
aproximadas u,,(t) que sean uniformes con respecto a m. Estas estimaciones son cruciales
para asegurar la existencia global de las soluciones aproximadas y para aplicar los teoremas
de compacidad que permiten pasar al limite.

4.4.1 Estimaciones de energia fundamentales (datos en L?)

Iniciamos el andlisis con la hip6tesis més general, ug € X = (L*(2))%. El objetivo es obtener
cotas para la energfa (||un||y) y la disipacion viscosa (||t ||y)-

La identidad de energia y la desigualdad diferencial

El primer paso es el método de energia estandar. Tomando v = u,,(t) en la ecuacién de
Galerkin (4.4), se obtiene la identidad de energfa:

a4 (@) + ¥ [ (ON = =5t (t), (), wn(2)). (4.7)

2dt
Para controlar el término no lineal, especializamos una de las cotas de la Proposiciéon 2.38 al
caso b(u,u,u), lo que nos da la siguiente desigualdad fundamental, valida en 2D

b, w, )| < Co [l [fully: (4.8)

donde C es una constante que solo depende del dominio 2. Sustituyendo esta cota en la
identidad de energia, llegamos a la desigualdad diferencial

% (@)l +2(v = Co llwm ()l x) (D)5 < 0. (4.9)

Cota uniforme en L>(0,7; X)

A continuacion, se desarrolla el analisis formal para obtener la cota a partir de la desigualdad
(4.9). Sea y(t) = |lum(t)||x y el valor critico K = v/Cj. Queremos demostrar que y(t) <
max(y(0), K).

La clave esta en analizar el signo del coeficiente del término disipativo.

(1) Si y(t) < K, El coeficiente (v — Cyy(t)) es no negativo. La desigualdad (4.9) implica

entonces que:

d
TV WV

>0 >0

Esto significa que si la norma de la solucién esta por debajo del valor critico K, la
energia es no creciente.

(2) Combinamos esta observacién con un argumento de continuidad.
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(i) Siy(0) < K, lanorma no puede superar K. Si lo hiciera, existiria un primer tiempo
to tal que y(tg) = K. Pero en ese punto, como acabamos de ver, su derivada %yQ
debe ser < 0, impidiendo que la funcién cruce ese nivel. Por lo tanto, y(t) < y(0) <
K para todo t.

(ii) Si y(0) > K, la norma y(t) puede decrecer. Si en algin momento ¢; alcanza el
valor K, por el mismo argumento, no podra volver a superarlo. Por lo tanto, la
norma siempre estara acotada por su valor inicial.

Este analisis formal demuestra que la norma esta controlada por el maximo entre su valor
inicial y el valor critico. Dado que ||u,(0)||x < |Juo||y, obtenemos la cota uniforme en m y ¢:

[um ()]l x < méx([luollx ,v/Co) =: Cx. (4.10)
Esta cota es fundamental pues garantiza que la sucesién {u,,} estd uniformemente acotada
en L>°(0,7T; X) para cualquier T' > 0.
Cota uniforme en L?*(0,7T;V)

Una vez establecida la cota Cyx, la estimacién en L2(0,7;V) sigue, pero depende de los
pardametros. Integrando (4.9) de 0 a T' y reorganizando se obtiene:

QA 2 = Co () ) ()% ds < [[m(O)]1%

Usando ||un,(s)||y < Cx, se tiene:

T
mwcwmlnw@mwsmw;

Esta desigualdad proporciona una cota uniforme para la norma en L?*(0,7;V) si y solo si
el coeficiente (v — CyCx) es estrictamente positivo, lo que requiere una condicién de dato
pequeno o viscosidad grande. Para el caso general, se apela a resultados mas profundos de la
teoria.

4.4.2 Estimacién de la derivada temporal en LY3(0,7;V")

Esta estimaciéon es un pilar para el argumento de compacidad. El objetivo es encontrar una
cota uniforme para {u,, .} en un espacio LP(0,7; V") con p > 1. La derivacién se realiza en
varios pasos.

Tratamos a u,, ¢(t) como un elemento del espacio dual V’. A partir de la ecuacién de Galerkin
(4.4), para cualquier v € V,,,, tenemos

<um,t(t)’ U>X = _a(um(t)v U) - b(um(t)v um(t)a U)'

Por la definicién de la norma en el espacio dual, y usando la desigualdad de triangular

[tm ()]l = sup [ {umi(t), )y [ < sUp falm, v)[ + sup [b(tm, Um, )]
eV Iolly=1 vl =1
-
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Esto es equivalente a |[up |l < [|[—Aumllyr + [|—F (um)l]y, donde F(u,,) es el término no
lineal. Acotaremos cada término por separado.

El término viscoso es directo de acotar por la desigualdad de Cauchy-Schwarz
|a(tim, 0)| = [V Vi, VU)o | S| V]| 2 (VO 2 = vllum]ly (0]l -

Tomando el supremo sobre los v con ||v||,, = 1, obtenemos || A, (t)|y < v ||um(t)|l,,. Como
ya sabemos que {u,,} estd acotada en L*(0,T; V'), concluimos que { Au,, } estd uniformemente
acotada en L*(0,T;V").

El siguiente paso es el paso més técnico. Para acotar b(u,y,, t,,, v), usamos la desigualdad de

Hélder, seguida de la desigualdad de interpolacién de Gagliardo-Nirenberg en 2D, |w||;. <
C ||w|\1/2 |w|[//?, y la inmersién de Sobolev V < L4,

|0(tm; U, V)| =

(U - V) - vde
Q

< Nl 2 |V 12 |V 4 (Holder con exponentes 4, 2, 4)
<C’Hum|]1/2 [ mum) Numlly - (Cs lvlly)  (Gagliardo-Nirenberg y Sobolev)

1/2 3/2
= C" |3 P[22 ([0 -

Al tomar el supremo sobre los v con ||v||;, = 1, obtenemos la cota para la norma del término
no lineal en V’

1E ()l < O ltm@ 15 )1

Ahora, integramos esta ultima desigualdad a la potencia 4/3 para obtener una cota en el
espacio LY3(0,T;V").

[ 1@ @< [ (@R 01)" 4

Simplificando el exponente y usando la cota uniforme ||u,,(t)||y < Cx que tenemos de
L>(0,T; X),

/0 V()OI dt < (03 / et ()12 et (8) 2

"\4/3 su u 2/3 r w 2
< (@) (te[og]!! OIS )(/ fom(o)l )
< (O (Cx)P? /O [t (D) |I? dit.

Como ya hemos establecido que fOT || um(t) ||%/ dt esta uniformemente acotada, concluimos que
el lado derecho esté acotado por una constante independiente de m. Por lo tanto, {F(u,)}
esta uniformemente acotada en L*/3(0,T;V").
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Finalmente, como u,,; = —Au,, — F(u,,), y sabemos que {Au,,} estd acotada en L?(0,T; V")
y {F(un)} estd acotada en L*3(0,T;V"), la sucesién {u,,;} estd acotada en el espacio de
menor integrabilidad, que es LY3(0,T; V).

4.4.3 Estimaciones de regularidad superior (Datos en V N L™)

Ahora, asumimos la hipétesis mas fuerte de que el dato inicial ug € V N (L>(9))?. Demos-
traremos que esta regularidad adicional se conserva, al menos por un tiempo, lo que conduce
a una solucién mas regular (solucién fuerte).

La estrategia para obtener una cota para ||u,,(t)||,, consiste en derivar una ecuacién para su
evolucién. Para ello, tomamos el producto interno de la ecuacién de Galerkin (4.4) con una
funcién test més elaborada: v = Au,,(t) = —vAu,,(t). Esta eleccién es vélida ya que la base
de Galerkin estd compuesta por las autofunciones de A, lo que garantiza que Auw,,(t) € V,,.
La ecuacién resultante es:

dtty,
<%, Aum> + v (Vty, V(Auy,)) x + 0(tm, U, Aty,) = 0.
X

Analizamos los dos primeros términos usando la auto-adjuncién del operador A

(i) (%=, Aup) = 32 (A 20y, AP0y = 14 HAl/zumHi. Usando la relacién [Jw|}, =

1 HAl/sz?X, este término es ¥4 [t |3
(i) ¥ (Vttm, V(Atn)) x = (tm, A(Atn)) x = (Attyn, Ati) = || Attg -

Sustituyendo estos resultados, obtenemos la identidad de energia para la norma V:

57 O + [Awn (O = —b(tm, i, Auya). (4.11)

El paso clave es acotar el término no lineal |b(uy,, tm, At,y,)|. Aqui es donde la hipétesis
ug € L°°(2)? se vuelve indispensable para nuestro argumento, ya que nos proporciona la cota

a priori ||um (£)|| Loy < [[ttol] oo () =1 Moo

|b(um7 Um, Aum)| = | <_(um : Vum)a Aum>X |
<t - V|| 5 1At || (Cauchy-Schwarz en X)
S ||um||L<x>(Q) ”vumHL2(Q)2x2 HAUm”X (Holder)
< Moo |ty [[ At || ¢ - (Usando la cota M, y la norma V)

Sustituimos esta cota en la identidad de energia (4.11):

vd

5 77 1t O + 1A (1)l < Moo [l (D) [| At (1] -
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Ahora, utilizamos la desigualdad de Young (ab < ea® + ﬁbQ) en el lado derecho con a =
[ A |, b = Mo [[umlly v € = 5

51

1 2 Mo20 2
Mty At < 5 1At + ==

Insertando esto en la desigualdad anterior:

vd 1 M2
2 (O + A (1 < 2 [ Aun (O + 252 lun ()

Simplificando y reorganizando, obtenemos una desigualdad diferencial lineal para y(t) =

Jun(®}: ) .
1 o0
a1 + 5 NAun @1 < == un(®)} -

Descartando el término no negativo = || At || %> llegamos a Ly(t) < MT&y(t).

Conclusién de las cotas

La desigualdad anterior es la forma diferencial del Lema de Gronwall. Aplicandolo, obtenemos
la cota en L>°(0,7;V):

T
im0 < ) exp (“21)

Como ||t (0)],, < ||uolly, la sucesion {u,,} estd uniformemente acotada en L>°(0,7;V).
Finalmente, para obtener la cota en L*(0, T; D(A)), integramos la desigualdad L || Aw,, (£)||5 <

— 4 |, ||%/+MT§° [tim][3- en [0, T]. Dado que ya sabemos que el lado derecho es integrable y est4
uniformemente acotado, concluimos que {u,, } estd uniformemente acotada en L*(0,T; D(A)).

4.4.4 Proposicién resumen de estimaciones
Los resultados de las derivaciones de esta seccion se condensan en la siguiente proposicion.

Proposicién 4.2. (Resumen de Estimaciones a Priori) La sucesion de soluciones de
Galerkin {uy, }men satisface las siguientes cotas uniformes, independientes de m:

(a) Siug € L*(Q)?, entonces para cualquier T > 0:

(1) {um} estd acotada en L>(0,T;X).

(i) {wn} estd acotada en L?(0,T;V) (para el caso general, este es un resultado pro-
fundo; se demuestra directamente bajo una condicién de dato pequeno/viscosidad
grande).

(iil) {ums} estd acotada en L**(0,T;V").

(b) Si adicionalmente se asume que ug € V = (H}(Q))?
puede depender de la norma de ug):

, entonces para un T* > 0 (que
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(1) {um} estd acotada en L>(0,T*;V).
(ii) {um} estd acotada en L*(0,T*; H*(2)?).

Demostracion. Las afirmaciones son una consecuencia directa de las derivaciones rigurosas
presentadas en las subsecciones de esta seccion. O

Observacién 4.4. (Alternativa para Datos en L>*(Q2)?) El requisito de dato pequefio o
viscosidad grande para la cota en L*(V') se puede eludir si se asume una mayor regularidad
del dato inicial, especificamente ug € (L*(Q))? N (L>*(Q2))?. En este caso, el Principio del
Méximo establece primero la cota |[um(¢)|| 1) < [[toll =gy =1 Moo. Usando esta cota, el
término no lineal se acota de forma mas favorable:

1

Aplicando la desigualdad de Young a esta expresion y sustituyendo en la identidad de energia
(4.7), se conduce a la siguiente desigualdad diferencial:

d 2 2 1 2
e+l < M2

A diferencia de la desigualdad (4.9), el coeficiente del término |ju,,||;. es simplemente v, que
es siempre positivo. Esto permite obtener las cotas en L>°(0,7; X) y L*(0,7;V) de manera
incondicional para cualquier 7" > 0.

4.5 Paso al limite (convergencia débil)

Con las cotas a priori uniformes establecidas en la Proposicién 4.2, tenemos las herramientas
necesarias para aplicar los teoremas de compacidad y pasar al limite en la formulacién de
Galerkin. Recordemos que hemos demostrado que la sucesion de soluciones aproximadas {u,, }
satisface:

e {u,,} estd uniformemente acotada en L*>°(0,7T; X) y en L*(0,T;V).

® {U,;} estd uniformemente acotada en L*/3(0,T;V").

Estas cotas nos permiten extraer una subsucesién convergente. Por los teoremas de compa-
cidad de la Seccion 2.5

(1) (Banach-Alaoglu) Como {u,,} estd acotada en los espacios reflexivos L?(0,T;V)
L>(0,T;X) (que es el dual de L'(0,T; X")), existe una funcién u € L*(0,T;V)
L>(0,T; X) y una subsucesién (que renombramos {u,,}) tal que

D

(i) wm — u débilmente en L2(0,T; V).
(ii) wpn —* u débil-* en L=(0,T; X).
(2) (Aubin-Lions-Simon, Teorema 2.35) Como la inmersién V < X es compacta y

tenemos las cotas para {u,,} en L2(0,T;V) y para {u,,,;} en L*3(0,T; V"), el teorema
garantiza que podemos extraer una subsucesion tal que:

U, — u  fuertemente en L*(0,7T; X).
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Paso al limite en la formulacién variacional

Ahora, pasamos al limite cuando m — oo en la ecuacién de Galerkin. El principal obstéculo
es el término no lineal. Debemos demostrar que

T T
lim b(Up, Uy, 0)O(t) dt = / b(u, u,v)p(t) dt,

para una funcién test espacial v € V} y una funcién test temporal ¢ € C°(0,7).

Para analizar la convergencia, estudiamos la diferencia y usamos la trilinealidad de b
T
[ bt 0) = b elote) di
0
T
= / [b(Wpy, — Uy Uy, V) + Oy Uy, — w, v)|P(L) dt
0

T T
= / b(Upy, — Uy Uy, 0)P(t) di +/ b(u, Uy, — u,v)p(t) dt .
0 0

-— -
Término 1 Término 2

Demostraremos que ambos términos tienden a cero.

Andlisis del Término 2 (convergencia débil). Este término es el méas sencillo. Lo
reescribimos usando la definicién de b

Término 2 — /OT (/Q(u V(g — 1)) vdx) o(t) dt.

Como u y v son funciones fijas y regulares, podemos integrar por partes en la variable espacial
para transferir la derivada de (u,, — u) a los otros términos (que no dependen de m)

/(u-V(um—u))-vdSL‘: —/(um—u) : (u-Vv)dx—/(um—u) (V- u)v) de.

Q Q Q

Ambos términos tienen la forma (u,, — u, ¥(t))y, donde ¥(¢) es una funcién que no depende
de m. Como sabemos que u,, —u — 0 débilmente en L?(0,7; X), por la propia definicién
de convergencia débil, la integral en el tiempo de este producto interno tiende a cero. Por lo
tanto:

lim (Término 2) = 0.
m—r0o0

Anilisis del Término 1 (convergencia fuerte). Aqui es donde la convergencia fuerte
es indispensable. Consideramos el valor absoluto:

|Término 1| =

/0 b(Upy, — Uy Uy, 0) (1) dt‘

T
< 0l / bt — 0, 0, 0)] .
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Usamos la desigualdad de Holder en el espacio y la inmersién V' — L* para v:
bt — 1ty 0)] <t = wll gy 1Vt 2 0]y < Co Nt =l ety

Sustituyendo y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en el tiempo:

T T
| bt = v o)t < Co [~ al
0 0

T 1/2 T 1/2
gcv(/o Hum—uuidt) (/ Hum|\2vdt) |

Vv Vv
—0 (conv. fuerte) acotado

El primer término de la derecha, |[uy — |l 2¢ 1. x), tiende a cero gracias a la convergencia
fuerte del Lema de Aubin-Lions-Simon. El segundo término, [[um/[z2 7.y, estd uniforme-
mente acotado por nuestras estimaciones a priori. El producto de algo que tiende a cero por
algo acotado, tiende a cero. Por lo tanto:

lim Término 1 = 0.
m—0o0

Conclusion del paso al limite. Como ambos términos tienden a cero, hemos demostrado
la convergencia del término no lineal. Al pasar al limite en todos los términos de la ecuacién
de Galerkin, se concluye que la funcién limite u satisface la formulacién variacional (4.3).

4.6 Teorema de Existencia para datos pequenos

Los pasos del método de Galerkin, junto con las estimaciones a priori que hemos derivado,
nos permiten enunciar un teorema de existencia global para datos iniciales en L?(£2)? que son
suficientemente pequenos.

Teorema 4.3. (Existencia global para datos pequenos en L?) Sea uy € X = (L*(2))2.
Supongamos que el dato inicial satisface la condicion de dato pequeno
v

||u0||X < 507

donde Cy es la constante de la desigualdad (4.8). Entonces, para cualquier T > 0, eziste al
menos una solucion débil u del sistema de Burgers 2D en el intervalo [0, T, tal que:

(i) we L>(0,T; X)N L*0,T;V).

)
(ii) uy € L¥3(0,T; V).
(i) u satisface la ecuacion variacional (4.3) para casi todo t € (0,T).
)

(iv) w e C([0,T]; X) y, por tanto, satisface la condicion inicial en el sentido fuerte: u(0) =
ug en X.
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Demostracion. La prueba sigue el método de Faedo-Galerkin. La hipotesis que permitié la
obtencién de los estimativos fue ||ug|ly < v/Cy permite que las estimaciones a priori de la
Seccion 4.4 sean validas para cualquier tiempo 1" > 0 sin condiciones adicionales. Especifi-
camente, esta condicién garantiza la obtencién de cotas uniformes para la sucesion {u,,} en
L>(0,T; X) y en L?(0,T; V), asi como para la derivada temporal {u,,,} en L*/3(0,T;V").

Con estas cotas uniformes, el argumento de compacidad de la Seccion 4.5, basado en el Lema
de Aubin-Lions-Simon, asegura la existencia de una subsucesién convergente. Al pasar al
limite en la formulaciéon de Galerkin, se demuestra que el limite de esta subsucesién es una
solucion débil que posee la regularidad enunciada. O

Observacion 4.5. (Sobre el caso de datos grandes) El teorema anterior garantiza la
existencia global para datos iniciales pequenos. Para un dato inicial arbitrario uy € L?*(£2)?
que no cumpla la condicién de pequeiiez, la prueba rigurosa de la cota en L2(0,T; V) es més
técnica y se apoya en resultados mas profundos de la teoria de ecuaciones parabdlicas no
lineales en 2D (e.g., [18]), los cuales estan fuera del alcance de la derivacién detallada de
esta tesis. Sin embargo, la existencia de soluciones débiles globales en 2D para el sistema de
Burgers es un hecho conocido en la literatura.

4.7 Unicidad de la solucion débil

Una vez establecida la existencia de una solucién débil, es natural preguntarse si esta solucion
es Unica. La unicidad es importante para que el problema esté bien planteado y para la validez
de las simulaciones numéricas.

Teorema 4.4. (Unicidad de la Solucién Débil) La solucion débil de la ecuacion de
Burgers 2D, en el sentido de la Definicion 2.21, es unica, al menos bajo la hipdtesis de que
el dato inicial ug € V = (H} ()%

Demostracion. La prueba se basa en el método de energia aplicado a la diferencia de dos
posibles soluciones.

Sean u y v dos soluciones débiles en [0, T*] con el mismo dato inicial uy € V. De la Proposicién
4.6, sabemos que ambas soluciones pertenecen a L>*(0,7*; V). Sea w = u — v. La diferencia
w satisface w(0) = 0 y la siguiente ecuacién variacional para todo ¢ € V:

(we, @) + a(w, @) + b(u, u, p) — b(v,v,¢) = 0.

Usando la identidad b(u, u, ) —b(v, v, @) = b(u—v,u, @)+b(v, u—v, ) = b(w, u, p)+b(v, w, ¢),
la ecuacién para w es:

<U)t, ¢>X + CL(@U, ¢> + b(w7 u, ¢) + b(U, w, ¢) = 0.

Elegimos como funcién test ¢ = w(t), lo cual es una eleccién valida. Esto nos da la identidad
de energia para w:

5 @) + v [w@)l = =blw(?), u(t), w(t) — bv, w,w)(?). (4.12)
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Tomando el valor absoluto y usando la desigualdad del tridngulo:
= w5 + v [lw@)F < bw, u,w)| + [b(v, w,w)].

Ahora acotamos cada término no lineal. Utilizando una de las cotas fundamentales para la
forma trilineal de la Proposicién 2.38, que establece que |b(f, g,h)| < C||flly 9]y ||1]] x para
f,g €V y he X, obtenemos:

[b(w, w, w)| < Clwlly [lully wlx

(v, w,w)| < C vy [[wlly lw]l
Sumando ambas cotas:
b(w, u, w)| + [b(v, w, w)| < C([Ju)|ly, + [lo@)]]y) [[w®] x [[wE]y -

Sustituimos esta cota en la desigualdad de energia:

57 1wllx + v llwlly < Cllully + llvlly) llwlix llwlly -
Ahora usamos la desigualdad de Young (ab < §a® + ébQ) en el lado derecho para absorber

el término ||wl|,,. Sea € = 2v:

2v 2

Cllully + o) [wllx lwlly < <= llwlly + (Clully + ol llwllx)?

2(2v)
2, C? 20,112
= v||wlly + = lully +lolly)” el -

Insertando esta tltima cota en la desigualdad principal:

1d 2 2 2 02 2 2
Sl + vl < vl + el + lolly)? ol

Cancelando el término v [[w||? y multiplicando por 2, obtenemos la desigualdad diferencial:

CQ

L@l < o (@l + o)) lw @)l

dt

Esta es una desigualdad de la forma ¢/(t) < g(t)y(t), donde y(t) = |lw(®)|% v g(t) =
g—j(||u(t)||v + lv(@®)]ly,)?. Como u,v € L>*(0,T* V), el término (|lull, + [|v]l,)? estd en
L>(0,T%), por lo que ¢(t) es integrable.

Dado que la condicién inicial para la diferencia es y(0) = ||w(0)|% = 0, el Lema de Gronwall
(Lema 2.30) implica que y(t) = ||w(t)||% = 0 para todo t € [0, T*]. Esto demuestra que u = v,
estableciendo la unicidad de la solucién. O
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4.8 Regularidad de la solucién débil

La solucién débil u obtenida mediante el método de Faedo-Galerkin posee una regularidad
intrinseca que va mas alla de su definiciéon en espacios LP. En esta seccion, detallamos estas
propiedades de continuidad.

Proposicién 4.5. (Continuidad en el Tiempo de las Soluciones Débiles) La solucion
débil u obtenida en el Teorema 4.3 es fuertemente continua en el tiempo con valores en X.
Es decir:

we C([0,T]; X).

Demostracion. Las estimaciones a priori nos dieron que u € L?(0,7;V) y u, € L*3(0,T;V").
Un resultado clasico de interpolacién, a menudo conocido como Lema de Lions-Magenes,
establece que estas dos condiciones son suficientes para garantizar la continuidad fuerte en
el espacio intermedio X . Este resultado se puede encontrar en [29, Capitulo III, Lema 1.2] o
[11, Seccién 5.9.2, Teorema 3]. Esto justifica que la condicién inicial u(0) = ug se alcance en
el sentido fuerte y no solo en un sentido débil. O

Proposicién 4.6. (Regularidad Adicional para Datos en V') Si el dato inicial es mds
reqular, ug € V = (H}(Q))?, entonces la solucion débil u obtenida tiene una reqularidad
mayor:

(i) w € L*(0,7*V) para algin T* > 0.
(ii) w e L2(0,T*; H*(Q)?).
(iii) us € L2(0,T*; X).
Como consecuencia, la solucion es fuertemente continua con valores en V :
u e C([0,T]; V).

Demostracidn. Las cotas en L>(0,T*; V) y L?(0,T*; H*(2)?) se obtienen de la estimacién a
priori de orden superior, como se detall6 en la Subseccién 4.4.3.

Una vez que sabemos que u € L?(0,T*; H*(Q2)?), el término lineal Au = —vAu pertenece a
L?*(0,T*; X). De igual forma, la regularidad u € L>(0,T*;V) es suficiente para demostrar
que el término no lineal F(u) = —u - Vu también pertenece a L*(0,7*; X). De la ecuacién
u; = Au + F(u), concluimos que u; € L*(0,T*; X).

Finalmente, tenemos la regularidad requerida para aplicar el Lema de Interpolacién 2.36.
Tomando los espacios Vo = (H%(Q))?, H =V = (H}(Q)* y Vi = X = (L*(Q))? las

condiciones
(i) uwe L*0,T% V)
(i) u, € LQ(O,T*; i)
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implican directamente que u € C([0,T*]; H), es decir, u € C([0,T*]; V). ]

Observacién 4.6. La regularidad adicional u € C([0,T7*]; V') obtenida cuando uy € V es
importante porque, como veremos en la siguiente seccién, implica que la soluciéon débil cons-
truida por Faedo-Galerkin coincide con la solucién integral (mild) obtenida por semigrupos
en el Capitulo 3.

4.9 Conexioén entre soluciones débiles, integrales y clasi-
cas

En los Capitulos 3 y 4, hemos demostrado la existencia de soluciones para la ecuacién de
Burgers 2D utilizando dos enfoques distintos: el método de semigrupos (que conduce a so-
luciones integrales) y el método de Faedo-Galerkin (que proporciona soluciones débiles). En
esta seccidn, establecemos las relaciones entre estos tipos de soluciones.

4.9.1 Soluciones Débiles vs. Soluciones Integrales

Recordemos que una solucion integral satisface la ecuacién de Duhamel, mientras que una
solucion débil satisface la formulacion variacional. La conexién es la siguiente:

Teorema 4.7. Si u es una solucion débil de la ecuacion de Burgers que satisface la requlari-
dad adicional w € C([0,T]; V), entonces u es también una solucion integral. En particular, si
ug € V, la solucion débil obtenida por el método de Faedo-Galerkin es una solucion integral.

Demostracion. Sea u una solucién débil con u € C([0,T]; V). La formulacién débil implica
que uy = Au + F(u) en V' para c.t.p. t, donde A = —vA y F(u) = —u - Vu. Como
u € C([0,T];V) y el operador F' : V' — X es continuo (Proposicién 3.1), la funcién ¢ —
G(t) = F(u(t)) pertenece a C([0,T]; X).

El problema de Cauchy abstracto w’ = Aw + G(t) con w(0) = wy tiene una tnica solucién
integral w dada por la férmula de Duhamel. Como la solucién débil u satisface la misma
ecuacion abstracta y condicién inicial, y tiene la regularidad necesaria, por unicidad de la
solucién integral se debe tener que u = w. Por lo tanto, u satisface la férmula de Duhamel. [

4.9.2 Soluciones integrales vs. soluciones clasicas

La regularidad del dato inicial determina si una solucién integral (o débil) es también una
solucién clasica.

Teorema 4.8. Si el dato inicial ug es suficientemente reqular (e.g., uy € D(A)), entonces
la solucidn integral (y por tanto la solucion débil) de la ecuacion de Burgers es una solucion
clasica.
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Demostracion. La demostracion se basa en las propiedades de regularizacion del semigrupo
analitico. Como se mostré en el Teorema 3.4, si ug € D(A), la solucién integral tnica u
pertenece a C([0, T**]; D(A))NC ([0, T*]; X), lo que coincide con la definicién de una solucién

clasica.

]

4.9.3 Comparacion de los enfoques: semigrupos vs. Faedo-Galerkin

A continuacién, se presenta un diagrama y una tabla que resumen las relaciones entre los
espacios de datos iniciales y los tipos de soluciones obtenidas con cada método.

Tabla 4.1. Comparacion de los enfoques de Semigrupos y Faedo-Galerkin.

Caracteristica

Enfoque de Semigrupos
(Capitulo 3)

Enfoque de Faedo-Galerkin
(Capitulo 4)

Tipo de Solucién

Dato Inicial
Requerido

Existencia

Unicidad

Regularidad
Obtenida

Ventajas

Desventajas

Solucién integral (mild). Se convierte
en solucion cldsica para t > 0.

Regular, tipicamente ug € V = (H{)?

o espacios de mayor regularidad X
con s > 1/2.

Local en tiempo. Se garantiza en
un intervalo [0,7™) donde T*
depende inversamente de la norma
del dato inicial.

Garantizada en el espacio de trabajo
(e.g., en C([0,T*]; V).

Si ug € V, la solucion
ue O([0,T*]; V) NCH(0, T*); X), v
u(t) € D(A) para t > 0.

Marco tedrico elegante. Proporciona
regularidad instantdnea y una
férmula explicita de la solucién
(Duhamel).

Requiere datos iniciales mas
regulares. La prueba de existencia
global no es directa y puede fallar
para datos grandes.

Solucién débil. Se convierte en
solucion fuerte si el dato inicial
ug € V.

General, ug € X = (L?)%

Global en tiempo. Se garantiza
para cualquier 7' > 0 (bajo una
condicién de dato pequetio o
suponiendo el resultado estandar en
2D).

Garantizada para soluciones
regulares (si ugp € V). Para el caso
general ug € L?, es un problema
abierto.

Si ug € L?, la solucién
we L®(X)NLA(V) y ug € LA3(V).
Ademss, u € C([0,77; X).

Msés constructivo (base para métodos
numéricos). Funciona para la clase
més amplia de datos iniciales (L?).
Prueba la existencia global.

No proporciona una férmula para la
solucion. La regularidad es mas
limitada y debe ser probada por
etapas.
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En resumen, ambos enfoques son poderosos y complementarios. El método de semigrupos
proporciona soluciones més regulares y una representacion integral, mientras que el método
de Faedo-Galerkin es méas constructivo, es la base de muchos métodos numéricos y permite
tratar datos iniciales en L?. Si la solucién débil tiene suficiente regularidad (si ug € V),
coincide con la solucion integral.






Capitulo d

Experimentacion numérica

En este capitulo, utilizaremos la libreria FEniCS sobre Python de uso libre para realizar
simulaciones numéricas de la ecuacién de Burgers 2D (sin incompresibilidad). FEniCS es
un conjunto de herramientas de cédigo abierto (open-source) disenadas para la solucién
automatizada de ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) mediante el método de elementos
finitos (MEF).

5.1 Introduccion a FEniCS

Antes de detallar la implementacién, es pertinente introducir brevemente la herramienta
computacional seleccionada. Se ha optado por FEniCS debido a su alto nivel de abstraccion,
que permite traducir la formulacién matemaética variacional a cédigo de una manera directa
y eficiente. Para mayor detalle sobre FEniCS ver [34], [20].

5.1.1 ;Qué es FEniCS?

FEniCS se distingue por su alto nivel de abstraccion y su enfoque en la forma variacional
(formulacién débil) de las EDPs. Esto permite a los usuarios expresar el problema matemético
de una manera muy cercana a su formulacion matematica, delegando a FEniCS las tareas de
bajo nivel, como la generacién de mallas, el ensamblaje de matrices y vectores, y la resolucion
de los sistemas lineales o no lineales resultantes. Algunas de las ventajas clave de FEniCS
son:

e Facilidad de uso: FEniCS proporciona una interfaz de alto nivel (en Python o C++)
que permite escribir cédigo conciso y legible, muy cercano a la notacién matemaética.

e Automatizacién: FEniCS automatiza muchas de las tareas tediosas y propensas a
errores asociadas con el MEF, como la generacion de mallas y el ensamblaje de matrices.

7
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e Flexibilidad: FEniCS es altamente flexible y permite a los usuarios elegir entre una
variedad de elementos finitos, solucionadores lineales y no lineales, y esquemas de dis-
cretizacion temporal.

e Extensibilidad: FEniCS es de cédigo abierto y esta disenado para ser extensible. Los
usuarios pueden anadir sus propios elementos finitos, solucionadores, etc.

e Comunidad activa: FEniCS cuenta con una comunidad activa de usuarios y desarro-
lladores que proporcionan soporte y contribuyen al desarrollo del proyecto.

FEniCS se compone de varios componentes, cada uno con una funcién especifica:

e DOLFIN: Es la interfaz principal de C++/Python para FEniCS. Proporciona las
estructuras de datos para mallas, espacios de funciones, formas variacionales, etc., y los
algoritmos para ensamblar y resolver los sistemas lineales y no lineales.

e FFC (FEniCS Form Compiler): Es el compilador de formas. Toma la formula-
cién débil de una EDP (expresada en UFL, ver més adelante) y genera cédigo C++
optimizado para el ensamblaje de las matrices y vectores.

e FIAT (Finite Element Automatic Tabulator): Se encarga de generar la base de
funciones para una variedad de elementos finitos.

e UFL (Unified Form Language): Es un lenguaje de dominio especifico (DSL) inte-
grado en Python que permite expresar la formulacién débil de una EDP de forma muy
cercana a la notacién matematica.

Observacion 5.1. En este documento, utilizaremos la interfaz de Python de FEniCS, que
es mas intuitiva y adecuada para la experimentacion rapida.

5.1.2 Recursos para Aprender FEniCS

Para las personas nuevas en FEniCS, algunos recursos ttiles para aprender a usarlo son los
siguientes:

e Documentacién oficial: https://fenicsproject.org/documentation/

e El tutorial de FEniCS: https://fenicsproject.org/pub/tutorial/ (altamente
recomendado para empezar).

e El libro de FEniCS: Automated Solution of Differential Equations by the Finite
Element Method ([20]). Este libro es una referencia completa sobre FEniCS.

En las siguientes secciones, presentaremos el codigo FEniCS para resolver la ecuacion de
Burgers 2D, explicando cada paso en detalle.
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5.2 Implementacién del Esquema Numérico

En esta seccion, se detalla el proceso para traducir el problema tedrico a un esquema compu-
tacionalmente resoluble. Partiremos de la formulacién variacional continua para luego dis-
cretizarla tanto en el tiempo como en el espacio, obteniendo asi un sistema de ecuaciones no
lineales que puede ser resuelto numéricamente en cada paso de tiempo.

5.2.1 Discretizacion de la Formulacion Variacional

Para la implementacion numérica, partimos de la formulacién variacional del problema: en-
contrar u € L*(0,T;V) N C([0,T]; X) tal que u(0) = f y para casi todo t € (0,T), se
satisface

E(u(t),v) + va(u(t),v) + b(u(t),u(t),v) =0, paratodov €V,

donde (u,v) = [,u-vdz, a(u,v) = [, Vu: Vvdry blw,u,v) = [,(w- Vu)-vdz.

Primero, discretizamos en el tiempo utilizando el método de Euler implicito (de primer orden).
Sea At el paso de tiempo y denotemos por u™ la aproximacién de u(t,) en el tiempo t, =
nAt. La derivada temporal se aproxima por < (u(t,),v) ~ (“"‘TT, v). Sustituyendo en la
formulacién variacional y evaluando los términos restantes en el tiempo ¢,, obtenemos la

formulacién semidiscreta: encontrar u™ € V tal que

n _ ,n—1

Multiplicando por At y reordenando, llegamos a la ecuacion no lineal que debe resolverse en
cada paso de tiempo:

(u",v) + vAta(u”,v) + Atb(u™,u",v) = (u"*,v), para todo v € V.

A continuacion, discretizamos en el espacio. Sea V;, C V un subespacio de elementos finitos de
dimensién finita (por ejemplo, elementos de Lagrange continuos). El problema completamente
discreto consiste en: dado uZ_l € Vj,, encontrar uy € Vj, tal que

(u)l, vp) + vAta(u), vy) + Atb(u), upl,v,) = (u) =t vy,),  para todo v, € Vj,. (5.1)

Esta es la formulacién débil discreta que implementaremos.

5.2.2 Resolucién del sistema no lineal (Método de Newton)

La formulacién débil discreta (5.1) es no lineal debido al término convectivo u) ™ - Vuj*t.
Para resolver este sistema no lineal, utilizaremos el método de Newton. En cada paso de
tiempo, el método de Newton resuelve un problema linealizado, donde la linealizacion se
realiza en torno a una aproximacién de la solucion.

Definimos la forma variacional no lineal F'(u;v) como:

F(u;v):/u-vdm—{—uAt/VU:Vvdw+At/(u-Vu)-vdx—/u"-vda:. (5.2)
0 0 0

Q
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El problema no lineal consiste en encontrar u}™" € Vj, tal que F(u}™';v) = 0 para toda

) . S Lk
v € V. El método de Newton genera una sucesiéon de aproximaciones uj " (donde k es el
indice de la iteracién de Newton) que convergen a uZ“. En cada iteracion, se resuelve un
problema linealizado. La forma variacional linealizada (el Jacobiano) se obtiene calculando

la derivada de Fréchet de F' con respecto a u:

J(u; du,v) = %((M)
:/5u-vd:v+l/At/Vdu:Vvd.r—l—At/(éu-Vu)-Ud.r+At/(u-V(5u)-vd.iB.
0 0 Q Q

El método de Newton se formula entonces como sigue:

(I) Inicializacién: u) ™" = u.
(IT) Iteracién: Para k =0,1,2,... hasta convergencia:

(i) Resolver el problema lineal: Encontrar duy, € V}, tal que:

J(uZ“”“; dup,v) = —F(uzﬂ’k; v), para todo v € V.

. : . Lk+1 Lk
(ii) Actualizar la solucién: u, ™" = w ™" 4 Guy,.

(iii) Verificar convergencia: Si ||duy|| (en alguna norma adecuada) es menor que una
tolerancia dada, parar. Si no, incrementar k y repetir.

5.2.3 Implementacién en FEniCS

Ahora, presentamos algunos detalles méas importantes en la implementacion que se realizd
usando la libreria FEniCS (usando la interfaz de Python) de la formulacion débil discreta y
el método de Newton para aproximar las soluciones del sistema (1.1).

from dolfin import *

import numpy as np

import matplotlib
import matplotlib.pyplot as plt

# Definir una malla en forma rectangular
nx = ny = 50
mesh = RectangleMesh(Point (0, 0), Point(1, 1), nx, ny)

Cddigo 5.1. Definicién del Dominio y la Malla

Este cddigo crea una malla de un cuadrado unitario [0, 1] x [0, 1], dividida en 50 x 50 celdas
triangulares (ver Figura 5.1).
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Figura 5.1. Triangulacion del dominio computacional.

# Definir espacios de funcion (Elementos de Lagrange de orden 1)
V = VectorFunctionSpace(mesh, ’P’, 1) # o ("CG", 1)

Cédigo 5.2. Definicion de los espacios de Elementos finitos

Aqui, definimos el espacio de funciones V}, como el espacio de funciones vectoriales con com-
ponentes que son polinomios de Lagrange continuos de grado 1 (elementos P1).

# Funcion de prueba
v = TestFunction (V) # Funcion de prueba

# Solucion en el paso actual y el siguiente
u = Function (V) # Solucion actual
u_n = Function (V) # Solucion del paso anterior

Cdédigo 5.3. Definicién de las funciones de prueba y de solucién

# Definir las fronteras

inflow = ’near(x[0], 0)°
outflow = ’near(x[0], 1)’
walls = ’near(x[1], 0) || near(x[1], 1)’

# Define condiciones de Dirichlet en todas las fronteras (u=0)
bcu_inflow = DirichletBC(V, Constant ((0, 0)), inflow)
bcu_outflow = DirichletBC(V, Constant((0, 0)), outflow)
bcu_walls = DirichletBC(V, Constant ((0, 0)), walls)

bcu = [bcu_inflow, bcu_outflow, bcu_walls ]

Cddigo 5.4. Definicién de las condiciones de frontera



82 Experimentacion numérica

Este cddigo impone condiciones de Dirichlet u = (0,0) en toda la frontera del dominio.

# Parametros

nu = 0.01
dt = 0.001
T =1.0
t = 0.0

# Dato inicial
u_0 = Expression((’sin(pi*x[0])*sin(pi*x[1])’, ’0.0°), degree=1)
u

_n.assign(interpolate(u_0, V)) #Inicializamos

Cddigo 5.5. Definicién de los paramétros y dato inicial

# Formulacion variacional (No lineal)
F = dot((u-u_n)/dt,v)*dx + nuxinner (grad(u),grad(v))*dx + dot(dot(u,grad
(u)), v)=*dx

# Archivo para guardar solucion
xdmffile_u = XDMFFile(’velocityBurgers.xdmf’)

Cdédigo 5.6. Definicién de formulacién variacional

Aqui, F corresponde la formula variacional presentada en (5.2) después de multiplicar por
At y ubicar el término — [, u" - vdx al final.

# Bucle en el tiempo
while t < T:

t += dt

print (f"t = {t:.3f}")

J = derivative(F, u)

# Resolver el problema NO lineal (Metodo de Newton)
solve(F == 0, u, bcu, J = J)

# Actualizar la solucion anterior
u_n.assign(u)

# Guardar la solucion (para Paraview)
xdmffile_u.write(u, t)

plot (u)

plt.show ()

# Visualizar con matplotlib (opcional)
if t>0 and int(t/dt) % 5 == 0: #Grafica cada 5 pasos.
# --- Visualizar la componente x de la velocidad ---

# Obtener los valores de ulO] en los nodos de la malla:
u_values = u.vector().get_local()
ul_values = u_values[::2] #Componente x

# Obtener las coordenadas de los nodos de la malla:
x = mesh.coordinates () [:, O]
y = mesh.coordinates () [:, 1]
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# Crear una figura y ejes
fig, ax = plt.subplots ()

# Graficar con tricontourf (contornos rellenos)
triangulation = matplotlib.tri.Triangulation(x,y,mesh.cells())
contour = ax.tricontourf (triangulation, ul_values, cmap="viridis")

# Anadir una barra de color
fig.colorbar (contour)

# Configurar etiquetas y titulo

ax.set_xlabel ("x"

ax.set_ylabel("y")

ax.set_title(f"Componente x de la velocidad, t = {t}")

# 7. Mostrar la figura
plt.show ()

Caddigo 5.7. Bucle temporal e iteraciéon de Picard

Observacién 5.2. El bucle temporal implementa el esquema de Euler implicito junto con el
método de Newton para resolver la ecuacion de Burgers no lineal. Aqui tienes una explicacion
de los pasos clave:

= while t < T:: Este bucle principal itera sobre el tiempo, avanzando desde ¢ = 0 hasta
el tiempo final 7" en incrementos de dt .

= solve(F == 0, u, bcu, J=J) : Resuelve el problema no lineal en cada paso de tiempo,
utilizando el método de Newton. Se le pasa la forma variacional no lineal F, la incégni-
ta u, las condiciones de frontera bc, y la Jacobiana J (calculada previamente con

derivative(F, u)).

» u_n.assign(u) : Una vez que el método de Newton ha convergido (internamente, FEniCS
se encarga de las iteraciones de Newton), la solucién actual u se copia en u_n para
ser usada como la solucién del paso anterior en el siguiente paso de tiempo.

» print(£"t = t") : Imprime el valor actual del tiempo (opcional).

» xdmffile_u.write(u, t) : Guarda la solucién actual u y el tiempo actual t en un
archivo que puede ser leido por Paraview.

= plot(ul[0]) : Grafica la solucién (solo la componente x de la velocidad, en este caso)
usando la funcién plot de FEniCS (y matplotlib). La parte de graficacién estd incluida
para visualizacion, pero se puede comentar si no se desea.

5.3 Resultados de la simulaciéon numérica

A continuacién, se presenta un caso de estudio para ilustrar el comportamiento del esquema
numérico propuesto y la dindmica cualitativa de la solucién de la ecuacién (1.1). No se
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realiza un estudio formal de convergencia, el cual requeriria un analisis cuantitativo sobre
una secuencia de mallas refinadas, sino una simulacién sobre una configuracién fija para
observar la evolucién de la solucién.

Se considera un dominio cuadrado 2 = [0, 1] x [0, 1] y el dato inicial

uo(z,y) = (sin(mx) sin(7y), 0).

Los parametros para la simulaciéon son los siguientes: se utiliza una malla triangular con
50 x 50 celdas, elementos finitos de Lagrange de orden 1, un paso de tiempo At = 1073, una
viscosidad v = 0,01, y un tiempo final de 7" = 1,0.

En las Figuras 5.2 a 5.6, se muestra la evolucion del moédulo del campo de velocidad,
|u(z,y,t)|, en diferentes instantes de tiempo. Se observa que la solucién evoluciona de manera
cualitativamente consistente con un proceso de conveccién-difusién. El perfil inicial (Figura
5.2), centrado en el dominio, es transportado por el propio campo de velocidad (término no
lineal u - Vu) mientras es disipado por el efecto de la viscosidad (término vAu). Las figuras
muestran que la solucion respeta en todo momento las condiciones de frontera de Dirichlet
homogéneas, ya que el modulo de la velocidad es nulo en 0f2.

Estos resultados gréaficos sugieren que la implementacion del método es correcta y que el
esquema es estable para los parametros elegidos, reproduciendo el comportamiento fisico es-
perado. Un andlisis cuantitativo de la convergencia y la precision del método queda propuesto
como trabajo futuro.

(0]
kel
=}
=
C
(=)}

f_5 May

Figura 5.2. Mdédulo del campo de velocidad para t = 0.
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Figura 5.3. Mddulo del campo de velocidad para t = 0,2.
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Figura 5.4. Mddulo del campo de velocidad para t = 0,4.
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Figura 5.5. Mddulo del campo de velocidad para t = 0,6.
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Figura 5.6. Mddulo del campo de velocidad para t = 0,8.
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