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Resumen
El siguiente trabajo de grado presenta un acercamiento a conceptos y procesos relacionados con
el algebra (la generalizacion, las variables, relacion de dependencia entre variables, la constante)
en estudiantes de grado quinto de la Institucion Educativa Veinte de Julio, a partir de una
propuesta de aula sobre patrones numéricos de variacion directamente proporcional, la cual esta
conformada por dos situaciones que integran aspectos de la propuesta curricular de los Estados
Unidos, conocida como Early Algebra y los aspectos del marco conceptual de referencia, es
decir, lo curricular, matematico y didactico. La propuesta de aula fue implementada en cinco
sesiones cuyos resultados y analisis de resultados, permiten inferir que los estudiantes de este
ciclo de escolaridad, encuentran cualquier término de la secuencia numérica que se les propone,
y algunos logran representar de diversas maneras los patrones propuestos, ya sea por medio del
lenguaje natural o simbolos. Por otra parte, se puede decir que los estudiantes identifican
relaciones entre las cantidades involucradas, lo cual les lleva a reconocer la razon como una
relacion entre parejas de nUmeros y no como una fraccion o resultado de una division. Ademas,
el trabajo de la proporcionalidad directa a través de patrones numéricos permite a los estudiantes

la construccion de generalidades, a partir del estudio de casos particulares.

Palabras claves: Early Algebra, Pensamiento Variacional, Generalizacion, Patrones

numéricos, Proporcionalidad directa.



Abstract

The following degree work presents an approach to concepts and processes related to algebra
(generalization, variables, dependency ratio between variables, constant) in fifth grade students
of the Educational Institution Twenty of July, from a Classroom proposal on numerical patterns
of proportional proportional variation, which is made up of two situations that integrate aspects
of the curricular proposal of the United States, known as Early Algebra and the conceptual
aspects of reference, that is, the curricular, didactic mathematics. The implementation proposal
was implemented in five sessions whose results and analysis of results, allowed inferring that the
students of this schooling cycle, or any other term of the numerical sequence, that is offered to
them, and achieved in another way, the proposed patterns , either through natural language or
symbols. On the other hand, it can be said that students identify the relationships between the
quantities involved, which results in the relationship between pairs of numbers and not as a
fraction or the result of a division. In addition, the work of direct proportionality through
numerical patterns allows students to construct generalities, based on the study of particular
cases.Keywords: Early algebra, Variational thinking, Generalization, Numerical patterns, Direct

proportionality.
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INTRODUCCION
El presente trabajo de grado que se inscribe en la Linea de formacion en Didactica de las
Matematicas, del Programa de Licenciatura en Educacion Basica con Enfasis en Matematicas, de
la Universidad del Valle.

Este trabajo de grado nace como una motivacion para favorecer un acercamiento a conceptos
y procesos relacionados con el algebra escolar, en estudiantes de grado quinto de la Educacion
Bésica Primaria de una Institucion Educativa Oficial de Cali, a través de una propuesta de aula
basada en el enfoque Early Algebra y el pensamiento variacional.

Para esta propuesta se tienen en cuenta algunas investigaciones en Early Algebra (Kaput,
Carraher & Blanton, 2008; Carraher, Schliemann & Schwartz, 2008; Carraher & Schliemann,
2007; Schliemann, Carraher & Brizuela, 2000), ya que estas reconocen que se puede construir el
algebra a través de la aritmética desde edades tempranas, para que los estudiantes tengan un
conocimiento algebraico cuando estén en la secundaria. Una manera de hacerlo es a través del
estudio de la generalizacion de patrones numéricos, aunque otros investigadores (Obando &
Botero, 2006; Obando, Vanegas & Vasquez, 2006) consideran que la proporcionalidad directa es
un concepto que permite estudiar aspectos del pensamiento numeérico y variacional por la

existencia de correlacion de dos o mas variables.

Respecto a la organizacion del trabajo de grado, este se realiza de la siguiente manera: en el
primer capitulo se presenta la problematica, los objetivos, la justificacion y los antecedentes.
Ahora bien, el problema esta basado en algunas dificultades que reportan distintas
investigaciones, respecto a la transicién de la aritmética al algebra escolar, y la importancia de
afrontar dichas dificultades a través de un acercamiento a conceptos y procesos relacionados con

el algebra escolar en estudiantes de la Educacion Basica Primaria.

En el segundo capitulo se expone el marco conceptual de referencia, el cual documenta la
problematica y es la base para el disefio de la propuesta de aula. EI marco conceptual de
referencia se organiza en tres perspectivas de analisis: la Perspectiva Curricular, Didactica y

Matematica.

En el tercer capitulo se presenta la propuesta de aula, se describe la metodologia e

implementacion de esta, los resultados y analisis de resultados, en el que se relaciona el marco
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conceptual de referencia con el disefio e implementacion; ademas, se presentan algunas
conclusiones de la implementacion, también se hace el analisis de algunos estudiantes, sobre sus

desarrollos o avances, a través del trabajo de la propuesta.

Lo anterior, se realiza con el proposito de caracterizar algunos desarrollos conceptuales y
procedimentales relacionados con el algebra escolar (la generalizacion, la variacion lineal, las
variables, correlacion entre variables, entre otros) en estudiantes de grado quinto de Primaria, de

una Institucion Educativa en particular.

En el cuarto capitulo del trabajo, se examinan los resultados presentados en el capitulo tres,

con el fin de validar o refutar la pregunta problema y los objetivos del trabajo.

Por ultimo, se presentan las referencias bibliograficas de todos los autores y textos que
sirvieron de apoyo para la construccion de este documento; y en los anexos se exponen las

relaciones y diferencias entre dos propuestas curriculares y los desarrollos de los estudiantes.



CAPITULO 1

ASPECTOS GENER ALES DEL TRABAJO
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CAPITULO 1. ASPECTOS GENERALES DEL TRABAJO

En este capitulo se abordan los aspectos generales que estructuran el trabajo, de este modo, se
presenta la problematica que se basa en algunas dificultades que reportan distintas
investigaciones en torno a la transicion de la aritmética al algebra, y la importancia de introducir
conceptos relacionados con el algebra en los primeros ciclos de escolaridad. También se
encuentran en este capitulo, los objetivos de la investigacion, tanto el general como los
especificos, la justificacion que pretende dar cuenta de la importancia de este trabajo en la
educacién matematica y en la formacién docente y por Gltimo se reportan algunos antecedentes

que giran en torno al desarrollo del algebra en los primeros ciclos de la escolaridad.

1.1 Problematica

Algunas investigaciones en didactica de las matematicas (Booth, 1984; Gallardo & Rojano,
1988; Palarea & Socas, 1994; Grupo Azarquiel, 1994; Kieran, 1992/1995; Socas, Camacho,
Palarea & Hernandez, 1996; Palarea, 1998; Socas, 1997, 2007, Godino & Font, 2003) han
identificado dificultades en la ensefianza y el aprendizaje del algebra. Estas investigaciones
mencionan que las dificultades pueden ser causadas por las actitudes afectivas y emocionales de
los estudiantes hacia el algebra por la naturaleza de esta, por la organizacién del curriculo y la

manera como se ensefia y se concibe dicha rama de la matematica.

En relacion con las dificultades asociadas a la naturaleza del algebra, los investigadores
mencionados consideran que estas se presentan cuando es imposible utilizar conocimientos o
procedimientos que han sido Utiles por un tiempo, y que en otro contexto estos son inadaptables
o0 inadecuados. Por ejemplo, en la aritmética los digitos representan la cantidad, las operaciones
se realizan con datos conocidos y el resultado es un dato especifico o un nimero, pero en algebra
se opera tanto con datos conocidos como con datos desconocidos (incognitas), estos ultimos

suelen representarse con letras y se manipulan como si fueran conocidos.

De acuerdo con las investigaciones referenciadas, las dificultades asociadas a la naturaleza del
algebra, se manifiestan en los alumnos en errores procedimentales, errores en el uso de «métodos
aritméticos informales» en problemas algebraicos, o por las caracteristicas propias del lenguaje

algebraico. Estos tres pueden presentarse de varias maneras, COmo se menciona a continuacion.
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Errores en la traduccion del lenguaje natural al lenguaje algebraico, errores por considerar que
el valor de x es siempre positivo y para que sea negativo se deberian escribir —x, errores
causados por la naturaleza y significado de los simbolos, como por ejemplo con el signo igual;
ya que los estudiantes trasladan al algebra significados aritméticos para este; por ejemplo cuando
asumen que lo que esté a la izquierda del signo igual es una operacién y lo que esta a la derecha
es el resultado de esta, (5 + 3 = 8 pero 5x + 3y no es igual a 8 ni 8xy) y respecto a las diversas
interpretaciones de las letras, cominmente los estudiantes solamente las conciben como nimeros
u objetos. Todo lo anterior puede generar interpretaciones erroneas y dificultades en la

formulacién y resolucién de ecuaciones.

Ahora bien, algunos autores dicen que muchas de las dificultades y errores en secundaria con
el algebra, como las mencionadas anteriormente, radican en la manera como esta estructurado y

organizado el curriculo y cémo los docentes conciben y ensefian el algebra.

Segun Martin Kindt (1980, citado por Castro & Molina, 2007) los problemas en la ensefianza
del &lgebra, tienen su origen en la falta de atencidn puesta al razonamiento y la generalizacion, y

el salto demasiado rapido desde la aritmética al algebra.

En Colombia por ejemplo, algunos docentes hacen una ruptura entre el pensamiento
variacional y el pensamiento numérico porque no consideran ningun nexo o elemento de relacion
entre ambos tipos de pensamiento. “El algebra es un paquete separado que se inicia una vez que
se haya terminado la lista de contenidos que (supuestamente) corresponden al programa de
aritmética” (Agudelo, C. en Mason, Graham, Pimm, & Gowar, 1985/1999, p. viii). Esta situacion

difiere con lo que plantea el Ministerio de Educacion Nacional (MEN, 1998, 2006).

Los Lineamientos Curriculares en Matematicas (MEN, 1998) y los Estandares Basicos de
Competencias en Matematicas (MEN, 2006) proponen que desde la perspectiva del pensamiento
variacional se puede superar la ensefianza de contenidos matematicos fragmentados, porque este
tipo de pensamiento incluye elementos de los demas tipos de pensamiento (numeérico, espacial,
métrico y aleatorio) y ademas se puede trabajar desde los primeros grados de la Educacion
Basica Primaria, a través de actividades de generalizaciones de secuencias o sucesiones de
figuras, nUmeros o letras. Pero los docentes de primaria solo se concentran en las respuestas del

calculo de operaciones aritméticas, sin considerar las cantidades y las relaciones de las
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expresiones utilizadas (Resnick, citado por Molina, 2006). Lo cual proviene de una concepcién

muy cerrada acerca del algebra por parte de los docentes.

Finalmente, se puede decir que por la manera como los docentes conciben y ensefian el
algebra, y por las dificultades que presentan los adolescentes en esta area, algunos investigadores
(Kaput, 2008; Molina, 2006; Carraher, Schliemann & Schwartz, 2008; Carraher & Schliemann
2007) han considerado la posibilidad de ir construyendo el algebra a través de la aritmética desde

la educacion primaria.

Sobre la base de las ideas expuestas anteriormente, en este trabajo se indaga sobre:

¢Como a partir de la implementacion de una propuesta de aula sobre patrones numéricos de
variacién proporcional, basada en la perspectiva del Early Algebra y el pensamiento
variacional, se puede acercar a los estudiantes de grado quinto de la Institucion Educativa
Veinte de Julio, a conceptos y procesos relacionados con el algebra (la generalizacion, las

variables, relacion de dependencia, la constante entre otros)?

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo General

Favorecer el acercamiento a los conceptos y procesos relacionados con el algebra (la
generalizacion, las variables, relacion de dependencia, la constante entre otros), en estudiantes de
grado quinto de la Institucion Educativa Veinte de Julio, a traves de una propuesta de aula sobre
patrones numéricos de variacion directamente proporcional, basada en la perspectiva del Early

Algebra y el pensamiento variacional.

1.2.2 Objetivos Especificos
e Determinar referentes matematicos, curriculares y didacticos, para el disefio de una

propuesta de aula desde la perspectiva del Early Algebra y el pensamiento
variacional.

e Articular en una propuesta de aula sobre la generalizacion de patrones numéricos de
variacion directamente proporcional, los referentes conceptuales identificados.

e Caracterizar algunos desarrollos conceptuales y procedimentales relacionados con el
algebra, en los estudiantes de grado quinto de Primaria de la Institucion Educativa

Veinte de Julio, a través de la implementacion de la propuesta de aula.
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1.3 Justificacion

Aunque algunas investigaciones han detectado las dificultades en el aprendizaje de las
matematicas, estas siguen presentes en la escuela colombiana, por esto se considera que la
problematica propuesta en este trabajo sigue vigente y esto se puede comprobar por ejemplo con
los resultados de las diferentes pruebas, tanto nacionales como internacionales, las cuales

muestran que los estudiantes en esta area no logran alcanzar los niveles superiores.

A nivel internacional, las pruebas TIMSS 2007, muestran que “en matematicas, mas de las
dos terceras partes de los estudiantes colombianos tienen dificultades en el manejo de los
conocimientos basicos” (Fernandes, 1., Cervantes, V., & Lopera, C., 2010, p. 21). En las pruebas
PISA 2012 de matematicas, “7 de cada 10 estudiantes colombianos se desempefian por debajo
del nivel 2” (Bos, M., Ganimian, A., Vegas. E, & Alvarez, H., 2014, p. 2).

A nivel nacional, las pruebas Saber 3°, 5°y 9° en el &rea de matematicas, muestran que el 43%
de los estudiantes colombianos estan en el nivel insuficiente, es decir, los estudiantes no logran
desarrollar las preguntas de menor complejidad, y el 29% de la poblacién se ubica en el nivel
minimo, correspondiente a los estudiantes que responden la prueba con conceptos y
procedimientos muy basicos (Instituto Colombiano para la Evaluacion de la Educacién, 2017),
asi pues la mayoria de los estudiantes colombianos siguen teniendo dificultades en el area de

matematicas.

Ademas de lo anterior, la ensefianza de la matematica en la educacion primaria, pareciera
estar enfocada mas hacia lo procedimental y memoristico que hacia el proceso de generalizacion,

el cual es un aspecto importante e inseparable del algebra (Kaput, Carraher & Blanton, 2008).

Ahora bien, en este trabajo, ademas de tener en cuenta los aspectos del pensamiento
variacional (MEN, 1998, 2006) se quiere considerar una propuesta curricular de los Estados
Unidos, conocida como Early Algebra, cuya intencién es construir bases solidas en el algebra en
estudiantes de los primeros cursos, a través de situaciones problemas que motivan a la
generalizacién; lo cual es algo que el Ministerio de Educacion Nacional (1998, 2006) también

propone, pero en ocasiones los docentes de primaria parecieran no acoger.

Ahora bien, los investigadores del Early Algebra consideran que las actividades de descubrir

patrones pueden ser enriquecedoras para que los estudiantes hagan conjeturas acerca de la regla
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gue puede generar la serie (Carraher & Schliemann, 2007), lo cual es algo a lo que se quiere
apuntar en este proyecto, que a partir de la generalizacion y simbolizacion de patrones numéricos
de variacion proporcional, los estudiantes logren un acercamiento a conceptos y procesos
relacionados con el algebra (la generalizacion, las variables, correlacion entre variables, la

constante, la funcion lineal, entre otros).

Otro aspecto importante tiene que ver con la importancia de la proporcionalidad directa en la
ensefianza de las matematicas, esta ha sido considerada como un posible puente entre el algebra
y la aritmética, porque conlleva a la conceptualizacion de la funcion lineal a través del estudio de

la correlacion entre dos 0 més cantidades que varian (Obando & Botero, 2006).

Este trabajo presenta una propuesta de actividades y situaciones relacionadas con el
pensamiento variacional, con ayuda de patrones numéricos que tienen una variacion
proporcional, considerando la propuesta del Ministerio de Educacion Nacional (2006). "Es
conveniente que las situaciones de aprendizaje propicien (...) el razonamiento numérico y, en
particular, el razonamiento proporcional” (p. 54). Y asi intentar reducir la brecha entre el

pensamiento numérico y el pensamiento variacional que la escuela pareciera imponer.

Se espera aportar una reflexion en la incorporacion de elementos curriculares, conceptuales y
didacticos en el disefio de propuestas de aula, con el fin que docentes de matematicas y maestros

en formacion se apropien de esta herramienta.

Ademas de esto, se quiere realizar una contribucion a la ensefianza de un concepto
matematico que favorece el paso de la aritmética al algebra, como lo es la proporcionalidad

directa.

1.4 Antecedentes

En esta seccion se presentan algunas de las investigaciones locales, nacionales e
internacionales que han realizado diferentes autores con respecto al estudio de la
proporcionalidad, la introduccién del enfoque del Early Algebra y la generalizacion de patrones,

con estudiantes de la Educacion Béasica primaria.

A nivel local se revisaron las siguientes investigaciones.
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El trabajo de Moreno (2015), propone el algebra temprana (Early Algebra) como una
alternativa para superar dificultades que presentan los estudiantes por el corte didactico entre la
aritmética y el algebra. Teniendo en cuenta esto, disefia una secuencia de tareas matematicas
dirigida a estudiantes de grado tercero de primaria en una escuela publica de la Ciudad de

Santiago de Cali, Colombia; enfocada en el trabajo con patrones numéricos.

De la implementacion y analisis de la secuencia se concluye que los estudiantes desarrollaron
los proceso de generalizacion propuestos por Mason et al. (1985/1999) el “ver” “decir” y
“registrar” un patron, expresandolo por medio del lenguaje natural o numérico verbal. Ademas
de ello, los estudiantes se familiarizaron con las representaciones tabulares y las adoptaron como

una forma de construir el patron numérico o pictorico.

Por otra parte, Rivera & Sanchez (2013) disefiaron una secuencia didactica que involucraba
situaciones problema sobre multiplicacion de naturales a través de patrones y variaciones
numéricas, la cual se implement6 a estudiantes de grado tercero de primaria de un colegio

privado de la Ciudad de Santiago de Cali, Colombia.

Del analisis de los resultados obtenidos, se concluye que el uso de tablas permitio a los
estudiantes identificar y establecer relaciones entre cantidades, favoreciendo el reconocimiento
del patrdn, también los estudiantes desarrollaron sin dificultad dos etapas propuestas por Mason
(1985/1999), es decir, el “ver” y “el decir” un patron, a través de su visualizacion y expresion de
manera oral o escrita, aunque varios estudiantes se aproximaron al registro simbolico usando
letras como variables, 0 como un namero generalizado, probando con varios nimeros

particulares la validez de cierta relacion.

Finalmente a nivel local Guacaneme (2001) en su trabajo de maestria realiza un analisis de
algunos textos escolares de matematicas de grado séptimo para identificar la manera como son
descritos los conceptos de razén, proporcion, magnitudes directa e inversamente proporcionales.
De este andlisis se concluye que la razon, la proporcion y la proporcionalidad tienen un
tratamiento aritmético en los textos escolares. Se trata la razon como un nimero y la proporcion
como la igualdad entre dos nimeros racionales y que los dos tipos de proporcionalidad estan

ligados a las condiciones de correlacion las cuales no son suficiente para definirlas.
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A nivel nacional, la investigacidn doctoral de Vergel (2014) considera que de acuerdo con
Radford (2010), la zona de emergencia del pensamiento algebraico ha permanecido ignorada por
la obsesion de reconocer el algebra solo como lo simbolico, por ello se propone indagar en los
tipos de pensamiento algebraico temprano en 13 estudiantes de cuarto y quinto grado de primaria

en un colegio publico de Bogota-Colombia, a partir de tareas sobre generalizacion de patrones.

Unas de las conclusiones de este trabajo es que los alumnos lograron hacer una generalizacion
algebraica de patrones, a partir de la identificacion de una caracteristica comun, lo cual les
permitié deducir una formula o regla para hallar el valor de cualquier figura y que ademas los
recursos semioticos tales como los gestos, el movimiento, la ritmicidad y la actividad perceptual

son esenciales en la construccién del pensamiento algebraico temprano.

A nivel internacional se encuentran diferentes investigaciones de las cuales se revisaron las

siguientes.

Radford (2011) realizé una investigacion longitudinal de 3 afios con estudiantes de 8 afios de
edad, cuando estaban en segundo, tercero y cuarto de primaria, analizando el desarrollo del
pensamiento algebraico y las nuevas relaciones que surgen entre la representacion, percepcion, y
el uso de simbolos, en actividades con patrones. Ahora bien, del trabajo hecho en segundo de
primaria se llega a que los estudiantes logran relacionar la estructura geométrica y numerica de
un patrén, con ayuda del uso del ritmo, la deictica’ y los gestos de la maestra, ademas podian

imaginar figuras remotas y también elaborar férmulas recurriendo a cifras particulares.

En grado tercero los estudiantes coordinan la visualizacion, los gestos y el habla con mejor
dominio a comparacion con el afio anterior. Para el grado cuarto en el que se les propuso la
misma secuencia trabajada en segundo, se notd un uso mas apropiado del lenguaje, incluso

llegan a proponer dos expresiones simbolicas para expresar el patron.

Ferndndez & Llinares (2011) realizaron un estudio en el que contemplaron las siguientes
dificultades que tienen los estudiantes, el distinguir contextos proporcionales de contextos

aditivos, reconocer las relaciones multiplicativas en términos de covariacion, y la mecanizaciéon y

!Los deicticos son pronombres y adverbios que relacionan el texto con el espacio, tiempo o personas que
enmarcan la situacién de enunciacién, los cuales solo tienen sentido en el contexto en el que se emiten. (Blog de
Lenguaje, 2013). Ejemplos de ello son “el que sigue”, “aqui arriba”, “aqui abajo” etc.
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asociacion de la razén con las fracciones, produciendo un uso excesivo de la proporcionalidad en
situaciones no proporcionales. Por ello se propusieron analizar como en las relaciones
multiplicativas influye la naturaleza de las cantidades (discretas o continuas, enteras o0 no
enteras), para que los estudiantes diferencien situaciones aditivas (del tipo f(x) = x + b, b # 0,
“Corren a la misma velocidad pero Pedro empez6 mas tarde™) y proporcionales (del tipo

f(x) = ax, “Empezaron al mismo tiempo pero Tomas es mas rapido”).

Para llevar a cabo lo anterior, Fernandez & Llinares (2011) disefiaron 64 problemas, los
cuales se dividieron en 8 cuestionarios diferentes de 12 problemas cada uno (4 proporcionales, 4
aditivos y 4 “distractores”), los cuales se implementaron a 197 estudiantes esparioles. Del
analisis de las respuestas se concluye que los estudiantes desarrollan mejor las situaciones
aditivas que las proporcionales y que manejan mejor las razones enteras y las cantidades

discretas para las situaciones proporcionales.

Butto & Rojano (2010) realizaron un estudio sobre la introduccion temprana del algebra a
través del razonamiento proporcional y los procesos de generalizacién, con ayuda del entorno
Logo vy actividades con lapiz y papel, ellos consideraron como problematica la metodologia de
los enfoques tradicionales, ya que estos ensefian primero la sintaxis algebraica y al final

resuelven problemas usando lo aprendido.

Por estas razones, disefian una secuencia de ensefianza, implementada a nueve estudiantes de
quinto y sexto de primaria, pertenecientes a una escuela publica de México, los cuales tuvieron
dificultades para diferenciar e identificar lo variable y lo invariante, pero pudieron comprender

ideas bésicas de variacion proporcional y describir y expresar la regla general de un patrén.

Por Gltimo, Schliemann, Carraher & Brizuela (2000) estudian las estrategias para tratar la
proporcionalidad, tasas constantes de cambio, las relaciones y funciones lineales, a través de un
experimento didactico para la comprensién de la multiplicacion como una relacion funcional y
algebraica. Para lo anterior disefiaron actividades que apuntaban a cambiar el enfoque de las

relaciones escalares a las relaciones funcionales, y a la representacion general.

Este trabajo se implement6 con 18 estudiantes de tercero de primaria de una escuela publica
en el area de Boston. Ellos encontraron que los nifios podian llenar correctamente las tablas, pero

parecian hacerlo sin pensar en la relaciones invariantes, la introduccion de la notacion algebraica
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les ayudo a pasar de los resultados del calculo especifico, a generalizaciones acerca de como se
interrelacionan dos series de nimeros, los estudiantes finalmente pudieron enfocarse en la

relacion funcional.

De los antecedentes tanto locales, nacionales e internacionales, se puede decir que estas son
una muestra de que si es importante trabajar algunos aspectos del algebra en estudiantes de la
educacion basica primaria, que permiten su fundamentacion en los niveles de la secundaria, y
que ademas, esto es posible con el trabajo de la generalizacién de patrones, ya sean numéricos o

pictoricos y sus diferentes representaciones, como las tablas, las graficas, los dibujos.



CAPITULO II

MAR CO CONCEPTUAL DE REFERENCIA



Un acercamiento a la variacion directamente proporcional a través de patrones numéricos 23

CAPITULO 2. MARCO CONCEPTUAL DE REFERENCIA
En esta seccion se presentan los elementos conceptuales de referencia que permiten
fundamentar la problemaética y ser el marco para el disefio y el analisis de los resultados de la
propuesta de aula, este marco se estructura en tres perspectivas: la Curricular, la Didactica y la

Matematica.

2.1 Perspectiva Curricular

Para el andlisis de los elementos curriculares se consideran fundamentalmente los
Lineamientos Curriculares (MEN, 1998) y los Estandares Basicos de Competencias en
Matematicas (MEN, 2006). Ademas de lo anterior se incluyen los Enunciados y Evidencias
propuestos por los Derechos Basicos de Aprendizaje (MEN, 2016) relacionados con los
estandares identificados. Especificamente de los elementos curriculares se consideran aquellos
aspectos relacionados con el pensamiento variacional propuestos para los primeros grados de la

escolaridad.

De acuerdo con el Ministerio de Educacion Nacional (1998, 2006) los aspectos que organizan
el curriculo de Matematicas son, los procesos generales, los conocimientos basicos y los

contextos, los cuales se describen a continuacion.

El primer aspecto que organiza el curriculo en Colombia son los procesos generales, los
cuales son el razonamiento, la resolucion y planteamiento de problemas, la comunicacion, la
modelacién y la elaboracion, comparacion y ejercitacion de procedimientos. De estos procesos

generales se tendra en cuenta los siguientes.

La modelacién, que permite descubrir, generalizar y representar relaciones o regularidades de
diferentes maneras (mental, gestual, graficamente o por medio de simbolos aritméticos o

algebraicos) las cuales se pueden encontrar en una situacion de la vida real.

La resolucion de problemas para desarrollar, aplicar, verificar y generalizar diversas

estrategias e interpretaciones de los resultados a la luz del problema original.

El razonamiento matematico, para justificar las estrategias y los procedimientos llevados a
cabo en el tratamiento de problemas, crear conjeturas de los resultados obtenidos, encontrar

patrones y expresarlos matematicamente y utilizar argumentos propios para exponer ideas.
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La comunicacion matematica, para explicar un algoritmo, presentar un método para resolver

un problema, explicar una representacion grafica, o proponer una conjetura.

El segundo aspecto que organiza el curriculo en Colombia son los conocimientos basicos o
procesos especificos del pensamiento numérico, pensamiento espacial, pensamiento métrico,

pensamiento aleatorio y pensamiento variacional.

Para efectos de este trabajo se tendran en cuenta el pensamiento numérico y los sistemas
numéricos, el cual se manifiesta en el desarrollo de la utilizacidn de las operaciones y métodos
de calculo (escrito, mental, con calculadoras) para resolver problemas, en la comprensién de la
relacion entre el contexto del problema y el calculo necesario. Del pensamiento métrico se tiene

en cuenta la identificacion de lo invariante en las variaciones del tiempo, el espacio.

Finalmente, del pensamiento variacional se consideran el modelo matematico de variacion
multiplicativa, es decir, la proporcionalidad directa, también la variacion en tablas, el estudio de

los patrones y las gréaficas cartesianas, las cuales se amplian a continuacion.

El trabajo con secuencias o sucesiones de figuras, nimeros o letras; motiva a hacer conjeturas
sobre la forma o el valor o los valores siguientes de la secuencia, lo cual se puede expresar,
oralmente, por escrito, por medio de dibujos y otras representaciones; para finalmente llegar a
formular un procedimiento, algoritmo o formula que permita generalizar el patron. Asi pues, los
estudiantes pueden formular conjeturas, ponerlas a prueba, generalizarlas o argumentarlas para

sustentarlas o refutarlas.

También el trabajo con patrones prepara a los estudiantes para la construccion de la expresion
algebraica, a traves de la formulacién verbal de una regla recursiva que muestre como construir
los términos siguientes a partir de los precedentes y el hallazgo de un patrén que los guie méas o

menos directamente a la expresion algebraica.

El trabajo de la variacion en tablas, permite iniciar el estudio numérico de la funciony la
comprension de la variable, pues el uso de filas con variables ayuda a que el estudiante
comprenda que esta puede tener un nimero infinito de valores de reemplazo; ademas, también
ayuda a la escritura de las expresiones, tipo retorico o formulas para describir la variacién o el

cambio.
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El tercer aspecto que organiza el curriculo en Colombia son los contextos de las situaciones

problematicas, los cuales pueden ser de la matematica, de la vida diaria y de las otras ciencias.

Por otra parte, se encuentran los contextos en el aprendizaje de las matematicas en los que se
construye los contenidos matematicos estableciendo conexidn con la vida cotidiana de los
estudiantes, la familia y la institucion educativa, a continuacion se describen cada uno de ellos.
El primero es el contexto inmediato o de aula el cual estd conformado por paredes, ventanas,

muebles, materiales, las normas y la situacion problematica disefiada por el docente.

El segundo es el contexto escolar o institucional, integrado por las actividades diarias, 10s
saberes de los estudiantes, docentes, empleados administrativos y directivos, el PEI, las normas
de convivencia, el curriculo explicito de las distintas areas curriculares y el llamado “curriculo
oculto” de la institucion. El tercero es el contexto extraescolar o sociocultural integrado por todo

lo que sucede fuera de la institucién en la comunidad local, la region, el pais y el mundo.

Bajo el contexto inmediato o de aula se desarrolla este trabajo ya que se estudian los avances
en estudiantes de grado quinto de la Educacion Béasica Primaria de un Colegio de Santiago de
Cali, ademas se tendra en cuenta en la propuesta de aula el contexto extraescolar o sociocultural

y de la vida diaria de los estudiantes.

De acuerdo con el Ministerio de Educacion Nacional (1998, 2006) los tres aspectos que
organizan el curriculo de Matematicas se deben desarrollar a través de contextos de aprendizaje
ricos en situaciones problema, procedentes de la vida diaria, de las matematicas o de las otras
ciencias, para que los estudiantes puedan explorar problemas, desarrollar preguntas y descubrir o
reinventar modelos, es decir, las situaciones problemas ayudan al aprendizaje de distintos

contenidos y procesos, pero estos tienen que ser interpretados por los estudiantes.

Para dar cuenta de lo planteado anteriormente se mencionan algunos de los Estandares
Bésicos de Competencia en Matematicas (MEN, 2006), propuestos para el grupo cuarto a quinto:
e Modelo situaciones de dependencia mediante la proporcionalidad directa.

e Resuelvo y formulo problemas en situaciones de proporcionalidad directa.

De acuerdo con la propuesta de los Estandares Basicos de Competencia (MEN, 2006), es

importante rescatar la relacion de los anteriores estandares del pensamiento numerico con los
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estandares del pensamiento variacional y métrico (coherencia horizontal) y la relacion de los

estandares del pensamiento numeérico de grado cuarto a quinto con los otros grados, en este

mismo pensamiento (coherencia vertical) (Ver Figura 1).

La coherencia vertical se identifica porque desde primero hasta séptimo se plantea trabajar la

proporcionalidad directa, aunque con enfoques diferentes, ya que de primero a tercero se

propone estudiarla a través de situaciones problemas, de cuarto a quinto se debe modelar la

proporcionalidad directa como una dependencia entre cantidades y finalmente de sexto a

séptimo, se hace un mayor énfasis en que los estudiante justifiquen las representaciones y

procedimientos que llevaron a cabo para trabajar una situacion de proporcionalidad directa.

Resuelvo y formulo
problemas en situaciones

de variacion proporcional.

De6°a 7°
&Justifico el uso de
representaciones y
procedimientos en
situaciones de
proporcionalidad directa
8
= De 4°a 5° o De 4° a 5° De 4°a 5°
> | | |Pensamiento Numerico || pensamiento Variacional || Pensamiento Métrico
S| | |» Modelosituaciones de || Analizo y explico relaciones || Reconozco el uso de
& dependencia mediante || de dependencia entre algunas magnitudes y sus
2 Ll laproporcionalidad cantidades que varianen el || unidades de medida, en
3 directa. tiempo con cierta situaciones multiplicativas
e Resuelvo y formulo regularidad en distintas
problemas en situaciones
situaciones de
proporcionalidad
directa
| I J
Coherencia horizontal |
-l De 1°a 3°

Figura 1. Coherencia vertical y horizontal en relacién con los estandares seleccionados a
desarrollar en la propuesta. (Adaptado de MEN, 2006).
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Recientemente el Ministerio de educacion Nacional ha propuesto los Derechos Basicos de
Aprendizaje? (MEN, 2016), los cuales tienen la siguiente estructura, un enunciado que referencia
el aprendizaje estructurante para el area, las evidencias de aprendizaje que expresan indicios
claves que muestran a los maestros si se esta alcanzando el aprendizaje expresado en el

enunciado y el ejemplo que concreta y complementa las evidencias de aprendizaje.

Para efectos de este trabajo se exponen los siguientes Enunciados y Evidencias de los
Derechos Basicos de Aprendizaje en Matematicas correspondientes a los grados cuarto y quinto
de primaria, asociados con la proporcionalidad y la generalizacion de patrones.

Enunciados:
e Describe e interpreta variaciones de dependencia entre cantidades y las representa por

medio de graficas.
e Identifica patrones en secuencias (multiplicativas) y los utiliza para establecer

generalizaciones aritméticas o algebraicas.

Evidencias de aprendizaje:
e Emplea las relaciones de proporcionalidad directa para resolver diversas situaciones.

e Propone patrones de comportamiento numérico.

e Comunica en forma verbal y pictérica las regularidades observadas en una secuencia

e Establece diferentes estrategias para calcular los siguientes elementos en una
secuencia.

e Realiza céalculos numéricos, organiza la informacion en tablas, elabora

representaciones graficas y las interpreta para dar respuestas a los problemas.

2 LLa promulgacion de los Derechos Basico de Aprendizaje (D. B. A.) ha traido varias confrontaciones entre los
educadores del pais (ver por ejemplo G6mez, Castro, Bulla, Mora & Pinzén, 2016), debido a que los Derechos
Bésicos de Aprendizaje proponen el aprendizaje como un conocimiento coherente, pero mas bien se contradice,
porque el conocimiento es visto como un listado de actividades que se pueden desarrollar en el aula y aunque
mencionan que guardan correspondencia con los Lineamientos Curriculares y los Estandares Basicos de
Competencia en el area de matematicas por ejemplo, no tienen en cuenta los tipos de pensamiento ni la coherencia
vertical y horizontal, mas bien lo que han hecho es transformar los estandares como enunciados y evidencias para
distribuirlos en todos los diferentes grados de la escolaridad. Por estas razones y porque los D. B. A. esta en proceso
de debate nacional, solamente se enuncian, por ser una directriz ministerial.
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Sobre la base de las ideas expuestas, este trabajo considera los pensamientos numérico,
métrico y variacional y los procesos de modelacidn, resolucion de problemas, el razonamiento y
la comunicacidn, que proponen los Estandares Basicos de Competencia en Matematica (MEN,
2006) y Lineamientos Curriculares de Matematicas (MEN, 1998), los cuales son la base para el

disefio y el analisis de la propuesta de aula.

2.2 Perspectiva Didactica

En esta perspectiva de los elementos didacticos se consideran algunas dificultades en el
algebra, en la construccion de patrones y la conceptualizacion de la proporcionalidad. Pero
también se presentan las alternativas de tratamiento que permiten abordar el lgebra desde
edades tempranas, tal y como lo proponen las aproximaciones al algebra de Bednarz, Kieran &
Lee (1996) y el enfoque Early Algebra, la cual es una propuesta didactica y metodoldgica que
plantea la inclusion de conceptos relacionados con el &lgebra, desde los primeros grados de la

escolaridad.

2.2.1 Algunas dificultades presentadas en el algebra
Diversas investigaciones (Booth, 1988; Mason et al., 1985/1999; Kieran, 1992/1995; Gallardo
& Rojano, 1988; Socas, Camacho, Palarea & Hernandez, 1996; Godino, 2003) han identificado

las dificultades en la introduccion del algebra, a continuacion se exponen algunas de estas.

Gallardo & Rojano (1988) identifican que la manera como se realizan las operaciones
aritméticas, generalmente de forma vertical, puede crear dificultades en algebra, porque las

ecuaciones se leen y operan de manera horizontal.

Por otra parte, Mason, Graham, Pimm & Gowar (1985/1999) mencionan que en aritmética se
hace un mayor énfasis en la respuesta numérica y no en el proceso, pero ademas no son usuales
las respuestas como 3 + 2, lo cual crea dificultades para el algebra, porque en esta la respuesta

puede ser una expresion algebraica de la forma ax + by.

Socas, Camacho, Palarea & Hernandez (1996) consideran que algunas de las dificultades de
los estudiantes para aprender el algebra, tienen su origen en errores aritméticos que han

permanecido sin corregir, a continuacion se amplia esta idea con algunos ejemplos.
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Los estudiantes consideran que las dos expresiones algebraicas separadas por el signo igual,
en una ecuacion, siempre son equivalentes, pero las ecuaciones no son afirmaciones verdaderas

universalmente sino que solo son verdaderas para algln caso en particular.

En otras palabras, la ecuacion 3x + 2 = 2x + 5, solo es verdadera cuando x = 3 y ademas las
expresiones 3x + 2 'y 2x + 5 no son expresiones equivalentes, caso que no sucede en aritmética
en la que 5 + 3 siempre sera equivalente a 6 + 2 y por ello se puede afirmar que siempre
5+43=6+2.

Otro error que tiene que ver con la interpretacion del signo igual, ya que los estudiantes
asumen tanto en aritmética como en algebra que lo que esté a la izquierda del signo igual es una
operacion y lo que esta a la derecha es el resultado de esta, por ejemplo, en aritmética los

estudiantes comprenden que 5 + 3 = 8 pero 5x + 3y no es igual a 8 ni 8xy.

A lo anterior hay que afiadir que las distintas interpretaciones de las letras® en &lgebra, pueden
causar dificultad en los estudiantes o, a su vez, pueden ser un medio para lograr avanzar de

manera progresiva en el estudio de la generalizacion algebraica.

Con la propuesta de aula se quiere intentar reducir la brecha existente entre el algebra y la
aritmética en los primero grados de la escolaridad, ya que las investigaciones referenciadas
apuntan a que los errores con el signo igual y los significado de las letras se pueden superar si se
trabajan desde edades tempranas de manera correcta con conceptos que faciliten la transicion e
integracidn de ambas; como pueden ser los patrones numéricos y la proporcionalidad, aunque

hay que reconocer que en ambas pueden haber dificultades en su construccién e interpretacion.

2.2.2 Dificultades en la generalizacién de un patron

En esta seccion se presentan las dificultades y etapas en el proceso de generalizacion de un
patron (ver, decir, registrar y probar la validez), descritas por Mason et al. (1985/1999), quienes
proponen el reconocimiento de estos como un medio potente para el desarrollo del proceso de la
generalizacion, y que a su vez, este procesos es el centro del algebra y de todas las matematicas,
para poder caracterizar en qué etapa de la generalizacién se encuentran los estudiantes de grado

quinto, de la Institucién Educativa Veinte de Julio.

® De acuerdo con Kiichemann (1978) la letra en &lgebra puede ser utilizada como letra evaluadas, ignorada,
como objeto, como incognita especifica, como nimero generalizado y como variable
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Ver un patrdn esta relacionado con el reconocer mentalmente alguna regularidad o algo
comdun, lo cual puede suceder luego de contar, calcular o dibujar las dos o tres figuras o0 numeros
siguientes de la secuencia, ver un patron es una etapa dificil porque implica saber lo que alguien
ve, a no ser que ese alguien diga algo sobre lo que ve. Los estudiantes comdnmente encuentran

dificil moverse del ver al decir, por ello necesitan tiempo.

Decir el patron hace referencia al expresar y articular en palabras, ya sea a uno mismo o a
alguien en particular, alguna regularidad observada o algo comin en un patrén. En esta etapa los
estudiantes pueden tener mas dificultad para explicar con palabras de manera precisa el patron ya
gue no estan acostumbrados a este tipo de actividades, les parece dificil considerar todos los

componentes del patron, pero expresarlo por medio de un diagrama lo consideran mas facil.

Registrar un patron requiere por parte del sujeto escribir lo dicho del patrén, pero esto no es
facil para los estudiantes, puesto que muestran apatia por hacer registros, pocos logran analizar y
generalizar la estructura de la secuencia y la mayor dificultad esta en la escogencia de las

variables para representa el patron.

Ahora bien, de acuerdo con Mason et al. (1985/1999), existen cuatro formas de registrar o
expresar la generalidad de manera algebraica, que van desde lo meramente verbal hasta lo

netamente simbalico.

La primera es el registro con palabras apoyandose de las figuras, dibujos o diagramas de

casos particulares para identificar las caracteristicas generales del patron.

La segunda es registrar s6lo con palabras, es decir expresar en lenguaje cotidiano la

generalidad, este registro no incluye simbolos matematicos, excepto los digitos.
La tercera es el registro con palabras y simbolos matematicos de las operaciones.

Por ultimo esta el registrar solo con simbolos, como las letras, los simbolos de las operaciones

(+, =%,V ...), también se puede usar un recuadro ([]) o un signo de pregunta «?» para

representar la incognita.

Finalmente, Mason et al. (1985/1999), propone varias maneras de probar la validez de un

patron. La primera es tener en cuenta el registro hecho del patron, el cual se valida usando los
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casos en los que ya se sabe la respuesta, porque se ha dibujado anteriormente o hace parte del
patrén numérico dado. La segunda es probar el registro del patron, haciendo calculos, para casos
que se pueden verificar de otras manera, como dibujando o contando y la tercera es examinar la

inconsistencia interna, es decir, cuestionar la regla general que se ha creado del patron.

De manera general para Mason et al. (1985/1999) los estudiantes en los proceso de ver, decir
y registrar un patrén se aburren y piensan que el propdsito de la actividad es hacer operaciones y
dibujos en sus cuadernos, también dice que no es facil ver lo general en lo particular, y que una

secuencia que parece simple para algunos, puede ser algo dificil de trabajar, para otros.

Ahora bien, las etapas del proceso de generalizacion de un patron, propuestas por Mason et al.
(1985/1999), se tendran en cuenta para el disefio y andlisis de la propuesta de aula, sobre todo,
las diversas maneras en las que los estudiantes de grado quinto, pueden registrar el patron, ya

que esto no solamente es de manera simbolica.

2.2.3 Dificultades asociadas al concepto de proporcionalidad directa
Es importante reconocer que para estudiar la proporcionalidad directa y sus dificultades es
necesario tener en cuenta el tratamiento de los conceptos que componen la proporcionalidad,

como son la razén y la proporcion.

Godino & Batanero (2002) advierten que una deficiencia en los estudiantes respecto al estudio
de las razones y proporciones, es que ellos las reducen a unas técnicas aditivas y de conteo, por
ejemplo, si 3 manzanas cuestan 20 dolares, 10 manzanas cuestan 27 dolares porque si 10 — 3 =7

entonces 20 + 7 = 27, asi no dan lugar a razonamientos multiplicativos.

De acuerdo con Guacaneme (2001) en la matematica escolar, la razon pierde su esencia como
una relacién por ser reducida a una division exacta o indicada entre dos numeros, lo cual impide
reconocer la proporcion como una relacion entre relaciones, ya que este concepto es concebido

como un nuevo nombre para la igualdad de dos razones o fracciones equivalentes.

Para Post, Behr & Lesh (1988) la ensefianza de la propiedad fundamental de la proporcién se
ha convertido en un "proceso mecéanico" que no permite comprender los problemas cotidianos de
proporcionalidad, ya que existe un fuerte énfasis en considerar como esencial «determinar x», y

no se da importancia al estudio de la relacion existente entre las cantidades.
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Respecto al tratamiento de la proporcionalidad directa en la escuela, este es mas aritmético
(proporcionalidad en términos de razones y proporciones), que algebraico (en términos de
funciones lineales) (Hersant, citado por Obando, Vasco & Arboleda, 2014). La proporcionalidad
esta restringida al margen de la multiplicacion y la division (Obando & Botero, 2006) y a la
ensefianza de “la regla de tres”, que con frecuencia esta enfocado en la memorizacién de dicho

algoritmo como una «multiplicacion en cruz».

Obando, Vanegas & Vésquez (2006) advierten que en la escuela no se tiene casi en cuenta las
propiedades de la funcion lineal, ni se considera que esta modela la proporcionalidad directa,

simplemente se estudia el uso de la regla de tres simple directa.

Guacaneme (2001) menciona que la falta de analisis sobre las restricciones o condiciones que
imponen el tipo de magnitudes manejadas en la representacion grafica, conlleva a identificar de
manera errénea la continuidad como caracteristica de todas las variaciones proporcionales, es
decir, en situaciones en las que se manejan magnitudes discretas, su grafica no corresponde con

una linea recta que pasa por el origen, sino unos puntos alineados en el plano cartesiano.

A pesar de todo lo anterior Obando, Vanegas & Vasquez (2006) resaltan que el estudio de la
proporcionalidad directa ayuda al reconocimiento de las nociones de variable y variacion, por
ejemplo al usar una tabla, se puede comprender las relaciones de dependencia entre las
cantidades involucradas y asi poder representarlas graficamente.

Todo esto evidencia que la proporcionalidad directa permite el estudio de conceptos del
algebra y la aritmética. Ahora bien, para efectos de este trabajo se tendrén en cuenta las
dificultades relacionadas con el concepto de proporcionalidad presentadas anteriormente, para
asi mismo tratar de identificar si estas persisten en los estudiantes, cuando se les proponga la

propuesta, y también poder estudiar su tratamiento.

2.2.4 Algunas alternativas de tratamiento de las dificultades en el algebra
Hasta ahora se ha venido presentando las dificultades que las investigaciones han identificado,
en relacion con las tematicas de estudio; ahora bien, en esta sesion se quiere mostrar las

alternativas de tratamiento que diversas investigaciones proponen.
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Considerando que este trabajo intenta introducir en estudiantes de grado quinto de Primaria en
conceptos y procesos relacionados con el algebra, se considera importante tener en cuenta
algunas de las aproximaciones al algebra, propuestas por Bednarz, Kieran & Lee (1996, citado
por Rengifo 2009), las cuales se describen a continuacion.

El enfoque de la modelacion propone que el lenguaje natural favorece el simbolismo, el cual

se puede trabajar a través de acciones reales o imaginarias de situaciones de variacion continua.

La aproximacién funcional con ayuda de situaciones del mundo real y las diferentes
representaciones (graficas, tablas, ecuaciones, etc.) permiten el estudio de familia de funciones y

sus propiedades.

La perspectiva de la resolucion de problemas se considera como un medio que permite la
transicion de la aritmética al algebra, ya que es necesario establecer la relacion entre las

incognitas para construir ecuaciones y manipularlas, y asi encontrar el valor numérico.

Finalmente el enfoque de la generalizacion en algebra, se puede trabajar con figuras
geométricas 0 secuencias numeéricas y con la construccion de tablas de valores para crear una
férmula, pero no solo desde el analisis de unos casos particulares, sino también la visualizacion y

la manipulacidn de la figura o secuencia, para encontrar un patron.

Por otra parte, algunos investigadores (Davis, 1985, Kaput, 2008; Kaput, Carraher & Blanton,
2008; Molina, 2006; Carraher, Schliemann & Schwartz, 2008; Carraher & Schliemann 2007)
sefialan que el algebra debe ocupar un lugar importante en el curriculo de la escuela primaria, de
acuerdo con las propuestas del Consejo Nacional de Maestros de Matematicas (NCTM, 1989;
2000) y el Informe del Panel de Estudio de Mateméaticas RAND, sobre Algebra en K-12 (RAND
Mathematics Study Panel, 2003). Para lo cual proponen un cambio curricular en los Estados

Unidos, conocido como Early Algebra. La cual se caracteriza a continuacion.

Los investigadores en Early Algebra plantean que el lenguaje natural sirve como un punto de
partida importante para que los nifios aprendan algebra porque les permite describir conceptos
algebraicos usando un lenguaje conocido, ayudandose también de dibujos, y que solo después de
lo anterior, los estudiantes pueden ser capaces de trabajar notacion algebraica, graficas, tablas y

otros tipos de representacion convencional (Kaput, Carraher & Blanton, 2008).
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Para Kaput (2008) el algebra es como un cuerpo autonomo de conocimiento, un artefacto
cultural que es recibido como parte de un patrimonio cultural, incrustado en el sistema educativo,
es la generalizacion sistematica y simbolica de regularidades y también es el razonamiento sobre

generalizaciones que se expresan con sistemas de simbolos convencionales.

De acuerdo con lo anterior Kaput (2008) define tres lineas para trabajar el algebra en edades

tempranas.

El 4lgebra como una aritmética generalizada, con el fin de construir aspectos sintacticos del
algebra desde la estructura de la aritmética, incluyendo la generalizacion de las operaciones
aritméticas y sus propiedades, sus relaciones y sus formas, la explicitacion de las estrategias del

calculo.

El algebra a través de la generalizacion, comparacion y expresion de regularidades de un
patron para introducir la idea de funcidn, utilizando varios sistemas simbdlicos incluyendo las

tablas y los graficos.

El &lgebra a través de la aplicacion de una variedad de lenguajes de modelacion dentro y fuera

de las matematicas. En esta linea se presentan los siguientes tres tipos de modelacion.

La modelacién que requiere el uso de los aspectos sintacticos del algebra para dar una
solucion, ya sea a traves de una férmula o ecuacion; en este caso la variable es considerada como

algo desconocido méas que como una representacion de una clase de situaciones.

La modelacién para obtener una vision de la situacion, en la que se hace uso de una o0 mas

variables para expresar una funcion o una clase de funciones.

La modelacion como la generalizacién de soluciones a situaciones que no requieren
manipulaciones algebraicas, en este caso la variable es tratada como un objeto desconocido y a

menudo toma la forma de parametro.

Por su parte Carraher & Schliemann (2007) asumen que el &lgebra, es trabajar con variables, y
en particular, la aritmética con variables, tal y como lo define Howe (2005), es representar, o

"modelar"” situaciones concretas con expresiones, establecer ecuaciones, manipular expresiones y
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ecuaciones, para simplificar, resolver e interpretar, ademas, las reglas de la aritmética hacen

parte también del algebra.

A partir de dicha definicion Carraher & Schliemann (2007) plantean que el Early Algebra
considera aspectos del razonamiento algebraico, el cual no debe ensefiarse después de la
aritmética en los primeros grados (6-12 afios), mas bien se puede incluir el expresar las ideas y
relaciones algebraicas no solo a través de la notacion algebraica convencional, sino también a

través de tablas, sentencias numéricas, gréficas y lenguaje natural.

Para llevar a cabo lo anterior, Carraher & Schliemann (2007) proponen tres enfoques del
Early Algebra, el primero enfoque es trabajar la aritmetica y el razonamiento numérico a través

de sentencias numéricas y generalizacion de las propiedades aritméticas.

El segundo enfoque esta basado en la aritmética y el razonamiento cuantitativo a traves del
trabajo de las medidas como expresiones de la magnitud de una propiedad seleccionada de
objetos individuales o el resultado de la medicion que asigna un nimero y la unidad de medida a
cada objeto en cuestion.

El tercero enfoque es trabajar la aritmética y las funciones con el fin de lograr la concepcion
de las letras como variables en lugar de incognitas, también este enfoque incluye el trabajo de las
funciones como reglas para generar colecciones de figuras o secuencias, con el fin de conseguir
la comprensidn de las relaciones entre dos variables, también incluyen el trabajar desde los

calculos con numeros, hacia pensar en las relaciones entre los conjuntos de nimeros.

Ahora bien, para Carraher & Schliemann (2007) un patrén no es un objeto matematico bien
definido y no tiene conexiones claras con objetos matematicos. Sin embargo, para ellos las tareas
de descubrir patrones pueden ser valiosas para que los estudiantes hagan conjeturas sobre la regla

que crea la serie, para generar cada elemento.

Ademas de lo anterior, ellos mencionan que las tablas pueden servir como tablas de
funciones, es decir, como representaciones de funciones porque la primera columna de una tabla
generalmente contiene valores de la variable independiente, mientras que la segunda columna se
utiliza para mantener los valores respectivos de la variable dependiente, y asi los estudiantes

notan regularidades en los patrones.
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Finalmente, Carraher & Schliemann (2007) proponen lo siguiente como un tipo de
metodologia a seguir en propuestas que integren el tercer enfoque del Early Algebra; no empezar
con una representacion matematica, como una expresion algebraica o un grafico, sino mas bien
con la discusion de un problema o una situacion relacionada con la funcidn, para crear un

entorno propicio para la presentacion de las ideas propias de los nifios, acerca del problema.

Ademas de lo anterior, se puede pedir a los estudiantes que dibujen o escriban lo que
entienden de la situacion propuesta, para luego compartirlo y compararlo con las
representaciones e interpretaciones de los comparieros, y lograr introducir las diversas

representaciones de la funcion.

Es importante aclarar también que el enfoque del Early Algebra no se debe confundir con el
del Pre-Algebra, el cual intenta facilitar la transicion de la aritmética al algebra redefiniendo los
usos y significados de los simbolos matematicos (4, —, =,X,+,) empleados en expresiones
algebraicas y ecuaciones. Segun el enfoque del Pre-Algebra los estudiantes de los primeros
grados no estan preparados para el aprendizaje del algebra, por ello creen importante intervenir
un afo antes de la ensefianza de ésta, para mitigar las dificultades que los estudiantes suelen

mostrar en secundaria (Carraher & Schliemann, 2007).

Actualmente, Blanton, et al. (2017) proponen que la actividad de generalizacion, refuerza la
capacidad de filtrar informacion para obtener caracteristicas comunes y sacar conclusiones en
forma de afirmaciones generalizadas y que el justificar generalizaciones, permite que los
estudiantes desarrollen argumentos matematicos para defender o refutar la validez de una

generalizacién propuesta.

De la propuesta de Bednarz, Kieran & Lee (1996, citado por Rengifo 2009) se considera el
enfoque de la generalizacion en algebra, la cual considera importante la generalizacion de figuras
geomeétricas 0 secuencias numéricas y la construccion de tablas de valores para crear una formula

que permita encontrar cualquier término del patron.

Teniendo en cuenta que este trabajo se enmarca dentro de la propuesta curricular Early
Algebra, se retoma la idea de algebra que tienen en cuenta Carraher & Schliemann (2007) en su
propuesta, es decir la definicion de Howe (2005), el cual propone que el algebra es representar, o

"modelar" situaciones concretas con expresiones, establecer ecuaciones, manipular expresiones y
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ecuaciones y ademas, las reglas de la aritmética hacen parte también del algebra. Aungue hay
muchas discusiones alrededor de la idea de algebra (Janvier, 1987; Kieran, 1992/1995), se asume

esta sobre todo por las caracteristicas del trabajo.

2.3 Perspectiva Matematica

Teniendo en cuenta la problematica planteada en este trabajo, se destacan los contenidos
matematicos de patrones numericos y la proporcionalidad directa, los cuales permiten el estudio
de la funcion. Cabe aclarar también que la proporcionalidad es un concepto que esta asociado
con la teoria de magnitudes, por esta razon se definen la razén, proporcion y proporcionalidad en

términos de magnitudes.

2.3.1 Concepto de funcién lineal y su relacion con la proporcionalidad

Segun Azcarate & Deulofeu (1990) la funcion comprende dos magnitudes variables, una
dependiente y la otra independiente que guardan una relacion entre ellas; de manera particular el
modelo de la proporcionalidad entre dos magnitudes, puede interpretarse como la funcion lineal

de la forma y; = k- x;, siendo k la constante de proporcionalidad.

Segun Euler (1749, citado por Fiol & Fortuny, 1990) la proporcionalidad entre dos
magnitudes puede interpretarse bajo el concepto de funcién como una cantidad variable que

depende de otra cantidad variable.

Para Luengo y el Grupo Beta (1990) una aplicacion f de E en F es una relacién de
proporcionalidad si existe un nimero k tal que f: E - E'y F:x - k - x 0 en otras palabras, si
existe un numero, tal que la imagen mediante f de todo elemento x del dominio E es igual a
k-x.

Asi pues, una razon es una relacién entre dos cantidades, o entre un nimero y una cantidad;
en este sentido una razén no es un ndmero y por tanto, no es un namero fraccionario ni el
resultado de una division. Ahora bien, teniendo en cuenta lo anterior, se puede definir la
proporcion como una relacion entre razones, o una relacién entre relaciones y no como una
igualdad de fracciones equivalentes (Guacaneme, 2001; Perry, Guacaneme, Andrade &
Fernandez, 2003).
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Por razones como las anteriores a través de la proporcionalidad directa y los patrones de
crecimiento se puede estudiar un modelo de la funcion, en esta caso la funcion lineal, la cual se

puede estudiar mediante el anlisis de las relaciones entre las cantidades implicadas.

2.3.2 Patrones

Los patrones son un caso especial de las regularidades (entendidas como unidades de
repeticion), las cuales se encuentran en sucesiones o secuencias que presentan objetos, sucesos,
formas o sonidos, uno detrés de otro en un orden fijado o de acuerdo con un patrén, de esta

manera, la unidad que se repite con regularidad da lugar a un patron (MEN, 2006).

Pero ademas de lo anterior, un patron esta relacionado con conceptos como constante,
variable, dependencia e independencia, la razon y los distintos tipos de modelos de variacion de
funcién (lineal, afin, cuadrética, exponencial...) (Ministerio de Educacion Nacional, 1998, 2006)

Tipos de patrones

Los patrones en algebra se dividen en dos grandes categorias, los patrones de repeticion y de
crecimiento. En el primer tipo hay una unidad o nucleo de repeticion, un ciclo que puede crearse
repitiendo una parte de del patrén, el siguiente ejemplo (Ver Figura 2) es un patron de repeticion
(Queensland Studies Authority, 2005).

v (v (v «

Figura 2. Ejemplo de patron de repeticion. Por Queensland Studies Authority (2005)

El segundo tipo de patron tiene unidades o términos que dependen del anterior y de su
posicion en el patron (Queensland Studies Authority, 2005).

Ahora bien este Gltimo tipo de patron puede ser de dos clases, pictérico 0 numérico. La
primera clase es una secuencia de figuras, en esta se involucran dos variables, la dependiente que
tiene que ver con la cantidad total de elementos y la independiente relacionada con la posicion de

la figura en el patrén, un ejemplo de ello se muestra en la Figura 3 (Billings, 2008).
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1 2 3
Figura 3. Ejemplo de patron pictorico. Por Billings (2008)

A menudo, los patrones pictdricos se convierten en la segunda clase, es decir, en patrones
numéricos, los cuales se constituyen de niumeros, cuya posicion de estos en la secuencia, es
importante (Queensland Studies Authority, 2005).

Moreno (2015) define los patrones numéricos como una lista de nimeros que se ordenan de
acuerdo con una regla, la cual esta asociada con alguna operacion basica, estrategias de conteo,

39

divisibilidad, proporcionalidad, relaciones funcionales, entre otros. El patron 15, 23, 31, 36, 47...

es un ejemplo de patron numérico, cuya posicion y regla son explicitadas a continuacion (Ver
Tabla 1)

Tabla 1

Ejemplo de patrén numérico.
Posicion numérica Regla  Secuencia numérica

1 8x+7 15
2 8x+7 23
3 8x+7 31
4 8x+7 36
5 8x+7 47
6 8x +7 59
7 8x+7 63

Nota. Recuperado de Moreno (2015)

Para efectos de este trabajo se incluyen los patrones numéricos en situaciones relacionadas
con el contextos de los estudiantes; para promover conceptos y procesos relacionados con el

algebra (la generalizacidn, la variacion lineal, las variables, correlacion entre variables, entre

otros), teniendo en cuenta un tipo de variacion particular como lo es la proporcionalidad directa.
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2.3.2 Proporcionalidad

Desde la perspectiva de Fiol & Fortuny (1990), De Troconiz & Belda (1959) y Grupo Beta
(1990), se puede ubicar los aspectos relativos a la teoria de la proporcionalidad en el contexto de
la teoria de las magnitudes, por esto antes de entrar a definir la proporcionalidad se requiere

distinguir entre magnitud y cantidad.

La magnitud es un conjunto que cumple las propiedades de la relacién de equivalencia® y
tiene definida la operacién suma y sus propiedades’® (Grupo Beta, 1990). De acuerdo con esto,
dicho conjunto tiene una estructura similar a la de un grupo conmutativo®, sélo falta la existencia

del inverso (Guacaneme, 2001).

Ahora bien, el conjunto de las magnitudes se pueden clasificar en escalares si los elementos
del conjunto guardan ademas una relacion de orden y sus propiedades’ (Grupo Beta, 1990). De
acuerdo con esto, una magnitud escalar es un semigrupo conmutativo® con elemento neutro

totalmente ordenado (Guacaneme, 2001).

Las magnitudes escalares a su vez pueden ser absolutas y relativas. Las primeras cumplen que
VA BEE, A+ B> Ay A+ B > B. Encambio para las segundas, algunas veces se satisface
A > A + B (De Troconiz & Belda, 1959). En otras palabras: “En las magnitudes relativas
existen cantidades Ilamadas opuestas, cuya suma es ¢l elemento neutro O (...) y las magnitudes
escalares absolutas, son aquellas en las que solo tiene sentido la operacion diferencia cuando el

«minuendo» es mayor que el «sustraendo»” (Grupo Beta, 1990, p. 55).

* Propiedad reflexiva VA € E, A = A; simétricaVA,B € E,siA=B > A = B ytransitivaV 4,B,C € E, si
A=ByB=_Centonces4 =C.

> Propiedades de la suma: uniforme vV A, B,C,D € E talesque A= By C = D> A+ C = B + D; conmutativa
VA B€EE >A+B =B+ A;asociativaV 4,B,C € E setieneque (A + B) + C = A+ (B + C) y modulativa
J0€E/VAEEsecumpleque0+A=A4 +0=A.

® »Un grupo consta de lo siguiente: un conjunto G; una correspondencia (u operacién) que asocia a cada par de
elementos x, y de G, un elemento xoy de G de modo que xo(yoz) = (xoy)oz, V x,y, z de G (asociatividad); existe
un elemento [neutro] e en G tal que eox = xoe = x, V X de G; a cada elemento x de G le corresponde un elemento
[inverso] x~1 en G tal que xox™* = x~Yox = e (...) Un grupo se dice conmutativo si satisface la condiciéon
xoy = yox para cada x e y." (Hoffman & Kunze, 1993, p. 82).

" Propiedades de la relacién de orden: reflexiva v A,B,€ E A < A; antisimétrica vV A4, B € E, se tiene que si
A<ByB<A—>A=B;transitivaVA,B,C EE,sSiA<ByB<C 2A<CydemonotoniaVv 4,B,C € E, si
A<B 2A+C<B+C.

& Un semigrupo cumple la propiedad de cerradura Vx, y € A, xoy € A; asociativa V x, y, z € A, xo(yoz) =
(xoy)oz y cumple la propiedad conmutativa V x,y € A, xoy = yox.
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De acuerdo con lo anterior, sélo las magnitudes relativas tienen estructura de grupo
conmutativo totalmente ordenado y las absolutas tienen una estructura de semigrupo
conmutativo totalmente ordenado (Guacaneme, 2001). Ademas de considerar la clasificacion de
una magnitud escalar como relativa y absoluta, también se definen las magnitudes racionales
como aquellas que cumplen el postulado de divisibilidad® y el de Arquimedes®. A su vez, las
magnitudes escalares racionales pueden ser de dos tipos, continuas o reales si cumplen el
postulado de continuidad™ (De Trocéniz & Belda 1959).

Por otra parte, una cantidad es el subconjunto parcial de los elementos iguales entre si del
conjunto magnitud, asi pues, las cantidades cumplen todas las propiedades de las magnitudes
mencionadas anteriormente (De Trocéniz & Belda, 1959). Ahora bien, si a cada una de las

cantidades se le asigna un niimero, se tiene una funcién de @*? en R (Guacaneme, 2001).

El producto de las cantidad a,b € C por a, 8 € R cumple las siguientes propiedades,
distributiva a derecha del producto, sobre lasuma (¢ + ) a = a - a + - a; distributiva a
izquierda del producto, sobre lasuma a - (a + b) = a - a + a - b; asociativa del producto
a-(f-a)=(a-p)-a;ycompatibilidad del producto con el orden, si a < b entonces a - a <
a - b (si aes positivo) 0 @ - a = a - b (Si a es negativo). Estas propiedades son importantes en el

tratamiento de la proporcionalidad (Guacaneme, 2001).

Magnitudes directamente proporcionales

Dos magnitudes son proporcionales o directamente proporcionales, si sus cantidades se

corresponden biunivocamente™, ordenadamente, en la igualdad™ y en la suma®, asi, las

o Dado un elemento A cualesquiera del conjunto E y un nimero natural cualquiera n, existe siempre en

E otro elemento B talque n- B = A, equivalenteaB + B + .." ...+ B = A, de estos elementos A y B se dice que
A es n-multiple de B y que B es n-submultiple de A4, lo cual se indica asi: B = A/n equivalente conn-B = A.

19.5j 0 < A < B existe un nimero natural n, tal que n. - A > B.

1 para cada par de clases contiguas de elementos de E tales que todo elemento de la primera clase A1 es menor
que todo elemento de la segunda clase A’'1 y A1 < A’1 < A1 + D siendo D el elemento positivo mas pequefio, del
conjunto E; existe en este conjunto un elemento Unico 4, llamado elemento de separacion, mayor o igual a todos los
de A1y menor o igual que todos los de A’1.

12 E] conjunto ¢ esta formado por todas las cantidades asociadas a los elementos del conjunto E en el cual se ha
definido la igualdad (=) y la suma (+)

13 a correspondencia biunivoca se establece cuando para cada elemento del primer conjunto que se corresponde
con solo un elemento del segundo conjunto, tal elemento del segundo conjunto se corresponde con solo aquel
elemento del primer conjunto.
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cantidades de una magnitud y sus medidas, respecto de la misma unidad, se corresponden en la

suma y es ordenada (De Trocéniz & Belda, 1959).

Para Fiol & Fortuny (1990), dos magnitudes son directamente proporcionales si se puede
establecer un isomorfismo f entre sus cantidades, es decir, si a < b implica f(a) < f (b), si
c=a+bentonces f(a+b) =f(a)+ f () =f(c),ysia=r-eentonces f(a) = f(r-
e)=r"-f(e).

Segun Azcarate & Deulofeu (1990) las anteriores condiciones caracterizan la llamada funcion
lineal o de proporcionalidad directa, cuyos pares de valores correspondientes (x1, y1), (x2, y2),...,
(xn, yn) SU cociente es constante, asi y;/x; = y2/Xy =...= Yu/Xn = k,0y; = k- x; ysu

representacion cartesiana es una recta que pasa por el origen, si la funcién es de variable real.

En relacién con lo anterior Fiol & Fortuny (1990) llegan a la conclusion de que los puntos
correspondientes a las parejas (x1, y1), (x2, ¥2),..., (Xn, ¥1)..., estan alineados*’ o la grafica de la

funcion de proporcionalidad es una linea recta.

Ahora bien, de acuerdo con lo anterior, De Troconiz & Belda (1959) proponen una

interpretacion geométrica de la proporcionalidad directa, de la siguiente manera, sean x e y las

medidas de las cantidades correspondientes en dos magnitudes proporcionales, es decir, % =k

(constante) o sea y = k - x, se tiene que la gréfica de ésta es una recta que pasa por el origen de

coordenadas.

Para el disefio de la propuesta de aula se consideran la interpretacion geométrica propuesta
por De Troconiz & Belda (1959); también se tendran en cuenta la definicion de magnitudes
proporcionales segin Fiol & Fortuny y las condiciones que caracterizan la funcion de

proporcionalidad directa segin Azcarate & Deulofeu (1990).

14 La correspondencia en el orden implica que si las cantidades a, b, c,... se suceden en cierto sentido (por
ejemplo a < ¢ < b <...), lo mismo debe ocurrir con lasa’, b’, ¢’,... (oseaa’ <’ < b’< ..obiena > ¢’ >
b >..).

15 |_a correspondencia en la igualdad exige que si a = b sea también a’ = b'.

16|_a correspondencia en la suma exige que sic = a + b, seatambiénc’ = a’ + b’

17 En este trabajo se retoma la definicion de puntos alineados propuesta por Vittone, Gianatti & Alegre (2016, p.
4): “Una cantidad arbitraria de puntos del espacio se dicen alineados si existe una recta a la cual todos ellos
pertenecen”.
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A modo de cierre se puede decir que la generalizacidn de patrones numéricos y la
proporcionalidad directa son alternativas que permiten estudiar, a través de secuencias
numericas, conceptos como la variacion funcional, en particular la variacion lineal con sus
propiedades y sus diversas representaciones, y asi mismo los estudiantes pueden desarrollar
procesos como la generalizacion y la modelacion matematica a través de situaciones problemas

relacionadas con un contexto cercano a los estudiantes.



CAPITULO III

UN ACER CAMIENTO A LA VARIACION
DIRECTAMENTE PR OPOR CIONAL A
TRAVES DE PATR ONES NUMERICOS
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CAPITULO 3. UN ACERCAMIENTO A LA VARIACION DIRECTAMENTE
PROPORCIONAL A TRAVES DE PATRONES NUMERICOS
En este capitulo, se presentan los aspectos relacionados con el disefio e implementacion de
una propuesta de aula, se hace la descripcion general de esta, los conceptos matematicos
involucrados y las expectativas de desempefio de las situaciones. Ademas, se exponen los
resultados y analisis de los resultados de los registros de los estudiantes que participaron en el

estudio.

3.1 Sobre el disefio experimental

Para el disefio, puesta en acto y analisis de las situaciones, se toman en consideracién los
referentes conceptuales ya mencionados a lo largo de este trabajo, tales como Mason et al.
(1985/1999), Carraher & Schliemann (2007), Kaput (2008) y Obando, Vanegas & Vasquez
(2006).

3.1.1 Sobre la Propuesta de Aula
La propuesta de aula, esta dirigida a estudiantes de grado quinto de la Educacién Béasica

Primaria de la Institucién Educativa Técnico Industrial Veinte de Julio de Cali. Las situaciones

46

se disefiaron teniendo en cuenta el marco conceptual presentado en el capitulo dos, en el que se

recalca la importancia de la generalizacion de patrones numeéricos y el estudio de la
proporcionalidad directa, como unas alternativas para estudiar procesos propios del algebra,

como la generalizacién, a través de la aritmética.

En la Figura 4, se detallan los aspectos del marco conceptual que se tuvieron en cuenta para

el

disefio de la propuesta de aula, y en la tabla 2 se detallan los aspectos que se tuvieron en cuenta

durante el disefio de la Propuesta de aula, incluyendo lo relacionado con su estructura.



- . . . N\
/ La perspectiva curricular nos permite
e [dentificar propiedades particulares y conocimientos basicos propios del pensamiento

numeérico, métrico y variacional.

» Reconocer los procesos generales de aprendizaje que ayudan en la construccién del
pensamiento matematico.
« Distinguir los contextos en los que se enmarcan las situaciones problematicas como lo
son la vida diaria, las matematicas y las otras ciencias para que los estudiantes puedan
explorar problemas, desarrollar preguntas y descubrir o reinventar modelos.

/ \
s R\

/ Laperspectiva didacticanos
' permite ‘
e [dentificar las dificultades que
los estudiantes tienen con el
algebra, los patrones y la

~

/ La perspectiva matematica nos \
" permite ‘
e I[dentificar los contenidos y
procesos que se van a movilizar
en la propuesta de aula como son
la generalizacidn, las variables,

de aula

proporcionalidad relacidn entre cantidades
e Reconocer alternativas de variables, la constante, la funciéon
tratamiento de las dificultades lineal y sus propiedades.

» Reconocer que la generalizacion
de patrones numéricos y la
proporcionalidad directa son
alternativas que hacen posible

con el dlgebra como la
propuesta Early-Algebra y las
distintas aproximaciones al

algebra, que son la modelacion, trabajar de manera paralela el
la aproximacion funcional, 13 algebra y la aritmética, porque
Iﬂ generalizacion y la resolucion ‘: \ permiten modelar variaciones
de problemas. / funcionales.
S— >

Figura 4. Aspectos conceptuales que sustentan el disefio de la propuesta de aula
Fuente: Elaboracion propia obtenida del anélisis de los referentes conceptuales
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Tabla 2
Organizacion de las Situaciones y Tareas de la Propuesta de aula
Situaciones No. Contenidos Matematicos Desempefios
Tareas

Situacion 1: 3 e Patrones numéricos de Construir secuencias numéricas

Patrones con variacion directamente a partir de patrones pictoricos

Palillos y proporcional Describir en lenguaje natural

. e Correspondencia entre cémo se forma el patron
Figuras . - o
cantidades numerico de variacion

directamente proporcional
Representar el patron numérico
de variacion directamente
proporcional en una tabla.
Identificar la relacion de
dependencia que existe entre la
cantidad de palillos por cada
lado y la cantidad total de
palillos de la figura.

Situacion 2: 3 e Patrones numéricos de Reconocer y generalizar en

Las canicas con variacion directamente palabras, el patrén numérico de

puntajes proporcional variacion directamente

proporcionales e Propiedades de la proporcional

proporcionalidad
directa entre dos
magnitudes variables:
v" Homogeneidad
con respecto a la
suma
v" Homogeneidad
con respecto al
producto
e Constante de
proporcionalidad

Representar situaciones de
variacion directamente
proporcional en tablas y
graficas.

Identificar la relacion de
dependencia que existe entre la
cantidad de canicas fuera del
circulo y el dinero que se gana
Reconocer y generalizar en
palabras, que la funcién de
proporcionalidad directa entre
dos magnitudes variables es
homogénea con respecto a la
suma y al producto y que los
puntos de su grafica estan
alineados

Nota: Elaboracion propia
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Proposito de la Situacion 1

Esta primera situacion esta enfocada hacia el reconocimiento de patrones pictoricos, para
poder completar correctamente los disefios presentados luego, a traves de unas preguntas, se hace
énfasis en la cantidad de palillos ubicados por cada lado y los que se utilizan en total en cada

figura, para que reconozcan la relacion entre dichas cantidades.
Proposito de la Situacion 2

La situacion 2 estd enmarcada en de un contexto cotidiano como el juego de las canicas, con
el cual se trabaja un patron de variacion directamente proporcional, para que los estudiantes
identifiquen en él lo que cambia y lo que permanece constante, y que ademas identifiquen las

propiedades que tiene dicha variacion.

3.1.2 La propuesta de aula

Situacion 1'®: Patrones con Palillos y Figuras

Los estudiantes de grado quinto de la Institucion Educativa Veinte de Julio, a la hora del
descanso, se organizan en determinados grupos para jugar. Unos arman figuras cuadradas y
triangulares con palillos, otros juegan con canicas, entre otros juegos.

Un grupo juega armando figuras cuadradas y triangulares de distintos tamafios cada una, con

60 palillos.

Tarea 1: Reconociendo el patron

1. SiJuan construyo figuras cuadradas con 1, 2, 3, 4 y 5 palillos por lado.
a. ¢Cuéntos palillos utilizé en cada caso, para formar las figuras cuadradas con 1, 2, 3, 4
y 5 palillos por lado? ;Como obtuviste estas respuestas?
b. ¢Cuéantos palillos utiliz6 en total? ;Como obtuviste este calculo?

2. A Juan se le desacomodaron algunas figuras.
a. Ayudalo a construirlas y a calcular los palillos que necesita.

18 Esta situacion tiene como punto de partida una actividad propuesta por Fiol & Fortuny (1990), a partir de la
cual se hace la reformulacién y disefio de las preguntas.
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|
Figuras I I
cuadradas I |
con palillos

Cantidad 4 8 24

paﬂ?los palillos | palillos palillos

usados
b. Indica como completaste la cantidad de palillos que Juan necesitaba.
c. Indica que tuviste en cuenta para dibujar las figuras cuadradas que a Juan le faltaban.

3. Si Anita construyo6 figuras triangulares con 1, 2, 3, 4 y 5 palillos por lado.
a. ¢Cuantos palillos utilizo en cada caso, para formar las figuras triangulares con 1, 2, 3,
4y 5 palillos por lado? {Como obtuviste estas respuestas?
b. ¢Cuantos palillos utilizé en total? ;Coémo obtuviste este calculo?
c. Entre Juany Anita ;Cual puede construir mayor nimero de figuras? ;Por qué?

4. a. Ayuda a Anita a completar la siguiente tabla.
Figuras triangulares Cantidad de
con palillos palillos
usados
/\ 3
6
9

/ \
/ \
/ \

21
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b. Indica cdmo completaste la columna de cantidad de palillos.
c. Indica que tuviste en cuenta para dibujar las figuras triangulares que faltaban.

Tarea 2: Patrones numéricos
1. Juan decide hacer otra tabla, sin hacer los dibujos de las figuras cuadradas.
a. Ayudalo a completarla

Numero de palillos | Procedimiento | Cantidad de palillos
por lado usados
4 16
x4
8 32
9x4
40
11

b. Escribe las cantidades que se mantienen constantes y las que varian, segun la tabla.
Explica tu respuesta.

2. Anita decide hacer otra tabla, sin hacer los dibujos de las figuras triangulares.
a. Ayudala a completarla

Numero de palillos | Procedimiento | Cantidad de palillos
por lado usados
6x3
8
27
10
11x3
36

b. Escribe las cantidades que se mantienen constantes y las que varian segun la tabla.
Explica tu respuesta.

c. Explicale a Anitay a Juan, que le sucede a la cantidad de palillos usados, cada vez
gue aumentan las cantidades de palillos por cada lado.

Tarea 3: Encontrando el patron numérico
Si Juan y Anita tienen suficientes palillos para realizar figuras.
1. Indica para cada caso cuantos palillos necesita Juan para armar figuras cuadradas de 24, 15,
18 y 40 palillos por lado.

2. Indica para cada caso cuantos palillos necesita Anita para armar figuras triangulares de 30,
13, 15 y 50 palillos por lado.

3. SiJuan quiere formar una figura cuadrada con cualquier nimero de palillos por cada lado
¢Cuantos palillos necesita?

4. Si Anita quiere formar una figura triangular con cualquier nimero de palillos por cada lado
¢Cuantos palillos necesita?
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Situacion 2'°: El juego de las bolas de cristal con puntajes proporcionales

Los estudiantes de grado quinto de la Institucion Educativa Veinte de Julio, a la hora del
descanso, se organizan en determinados grupos para jugar. Unos arman figuras cuadradas y
triangulares con palillos, otros juegan con canicas, entre otros juegos.

En el grupo que juega con bolas de cristal, cada jugador debe lanzar una bola hacia las que se
encuentran al interior de un circulo dibujado en el suelo, buscando hacer que la mayor cantidad
de bolas de cristal se desplacen fuera de él. Cada vez que el jugador desplaza 2 bolas de cristal
fuera del circulo, gana $100.

Tarea 1: Reconociendo el patron numérico
1. Paola asegura que si desplaza 10 canicas fuera del circulo, ganaria $850.
a. Indica si la afirmacion es cierta o no.
b. Justifica tu respuesta.

2. Si Paola quiere ganar $1.500.
a. Indica cuantas canicas debe desplazar fuera del circulo.
b. Justifica tu respuesta.

3. Escribe lo que gana Paola si no logra desplazar fuera del circulo ninguna canica. Justifica tu
respuesta

4. Teniendo en cuenta que cada vez que se desplazan 2 bolas de cristal fuera del circulo, se gana
$100. Explicale a Paola cémo puede hallar el dinero que gana cuando desplaza 1 bola.

5. Paola hizo la siguiente tabla para saber el dinero obtenido al desplazar algunas canicas fuera
del circulo.
a. Ayudala a completarla.

Cantidad de bolas | Valor de 2 canicas | Dinero ganado por
Desplazadas desplazadas las bolas desplazadas
2 $100 $100

$100 $200
7 $100

$100 $500
14 $100

$100 $850

b. Indica como completaste los datos que faltaban en la tabla.

6. Si th participas en el juego de las bolas de cristal aqui descrito, indica como calcular la
cantidad de dinero que puedes ganar, para cualquier cantidad de bolas que se desplazan fuera
del circulo.

19 Esta situacion tiene como punto de partida una actividad propuesta por Obando & Botero (2006), a partir de la
cual se hace la reformulacién y disefio de las preguntas.
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Paola dice que para calcular el dinero que pueden obtener los estudiantes de quinto, jugando
con las bolas de cristal, se debe multiplicar $50 por el nimero de bolas desplazadas.
a. Analiza y determina si Paola tiene razon y ¢por qué?
b. Encuentra el dinero que pueden obtener los estudiantes de quinto, al desplazar 13, 25
99 y 105 bolas, teniendo en cuenta lo dicho por Paola.

Mario es otro estudiante de grado quinto y dice que €l calcula la cantidad de dinero que se
obtiene por desplazar las bolas de cristal fuera del circulo, multiplicando el nimero de bolas
desplazadas por $100 y dividiendo este resultado entre 2.
a. Indica si Mario tiene razon y ¢por qué?
b. Encuentra el dinero que pueden obtener los estudiantes de quinto, al desplazar 13, 25
99 y 105 bolas, teniendo en cuenta lo dicho por Mario.
c. Compara los procedimientos propuestos por Paola y Mario, en las preguntas 7y 8, y
saca una conclusion.

Tarea 2: Propiedades del patrén

Pablo, Pedro, Tatiana y Sara son estudiantes de grado quinto, ellos decidieron ubicar en una

tabla el dinero ganado y la cantidad de bolas desplazadas, de la siguiente manera:

Numero | Cantidad de Dinero
del tiro bolas ganado por
desplazadas bolas
desplazadas
1 7 $350
2 8 $400
3 23 $1.150
4 15 $750
5 38 $1.900
6 2 $100
7 14 $700
8 18 $900
9 3 $150
10 21 $1.050

Pablo afirma que el dinero que gand al desplazar 38 bolas en el tiro 5, es el mismo que gano,
al desplazar 15 bolas en el tiro 4 y 23 bolas en el tiro 3. Indica si Pablo tiene razén y ¢por
qué?

Indica si lo dicho anteriormente se cumple para el dinero que gand Pablo en el tiro 3, y la
suma del dinero que gana Pablo, en el tiro 4y 2, y ¢por qué?

. Segun la propiedad anterior, que se cumple para casos similares, y teniendo en cuenta los
datos de la tabla. Descomponga en dos tiros, lo que desplazo6 Pedro: 30, 46, 53, y 61 bolas.
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4. Teniendo en cuenta lo anterior
a. Comprueba que el dinero que gand Pedro al desplazar 30 bolas, es igual a la suma
del dinero que gano en los dos tiros que descompusiste. Asi mismo, comprueba que
el dinero que gané Pedro al desplazar 46, 53 y 61 bolas, es igual a la suma del dinero
que gano en los dos tiros que descompusiste, para cada caso.

b. Explica con tus propias palabras, la propiedad que usaste en las preguntas 1, 2, 3y 4a.

5. Sara afirma que el dinero que gano al desplazar 18 bolas en el tiro 8, es el mismo que gand al
desplazar 3 bolas en el tiro 9, pero multiplicado por 6. Indica si la afirmacién de Sara es
correcta y ¢por qué?

6. Indica si lo dicho anteriormente se cumple para el dinero que gano Sara en el tiro 10, y lo que
gand en el tiro 9, multiplicado por 7, y ¢por qué?

7. Segln la propiedad anterior, que se cumple para casos similares, y teniendo en cuenta los
datos de la tabla, ayudale a Tatiana a buscar, un tiro que cumpla la propiedad de que al
multiplicar, la cantidad de bolas desplazadas de ese tiro, por un nimero, obtengo 24 bolas.
Asi mismo, encuentra un tiro que cumpla la propiedad, para obtener 27, 36 y 60 bolas.

8. Teniendo en cuenta lo anterior
a. Comprueba que el dinero que gané Tatiana al desplazar 24 bolas, es igual a lo que gano,
en el tiro que cumple la propiedad (al multiplicar, la cantidad de bolas desplazadas de
ese tiro, por un numero, obtengo 24 bolas) pero, multiplicado por 3. Asi mismo,
comprueba que el dinero que gano Tatiana al desplazar 27, 36 y 60 bolas, es igual a lo
que gand en el tiro que cumple la propiedad, multiplicado por un nimero.

b. Explica con tus propias palabras, la propiedad que usaste en las preguntas 5, 6, 7 y 8a.

Tarea 3: Graficando la variacion proporcional

Pedro, estudiante de grado quinto, y sus amigos, por turnos lanzan bolas de cristal. Para no
olvidar sus puntajes, decidieron ubicarlos en la siguiente gréafica, donde cada punto azul,
determina, la cantidad de bolas desplazadas y el dinero ganado.
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Dinero ganado
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Cantidad de bolas desplazadas

Toma las coordenadas de un punto cualquiera, de los dibujados por Pedro, y explica qué
significado tienen, cada uno de esos numeros, con relacion al juego de las bolas.

Observa la ubicacion de los puntos azules, o tiros que hizo Pedro, y describe de qué manera
estan ordenados dichos puntos.

Ubica en la grafica, los puntos correspondientes, para 4 y 7 bolas desplazadas. Luego indica
si dichos puntos cumplen la misma caracteristica que encontraste en la pregunta 2, y ¢por
qué?

Pedro afirma que los puntos azules de su grafica, estan alineados. Explica lo dicho por Pedro,
relacionando las coordenadas de los puntos azules.

Ademaés, Pedro ubico los puntos de color naranja que estan en la anterior grafica, pero tiene
duda, si representan dos tiros distintos de alguien. Ayudale a Pedro a salir de su duda, no
olvides explicar tu respuesta.
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6. Pedro después, hizo la siguiente tabla para saber el dinero obtenido al desplazar algunas
canicas fuera del circulo, en otros tiros.
a. Ayudalo a completarla.

Cantidad de bolas | Procedimiento | Dinero ganado por
desplazadas las bolas desplazadas

1 1x$50
3

7x$50
10

$750

25

b. Escribe las cantidades que se mantienen constantes y las que varian, segun la tabla.
Explica tu respuesta.

c. Sines lacantidad de bolas desplazadas por Pedro, escribe una formula que permita
encontrar el dinero ganado por las bolas desplazadas.

7. Pedro y Marcos, estaban jugando con los nimeros de la tabla, y encontraron que si tiene 3

canicas y $150 de ganancia; 6 canicas y $300 de ganancia; 9 canicas y $450 de ganancia; 12

150 300 450 600

canicas y $600 de ganancia, los valores de = e ' o Yy PEL guardan una relacion.

a. Encuentra la relacion

8. Pedro y Marcos, estaban jugando con los numeros de la tabla, y encontraron que si tienen 3

canicas y $150 de ganancia; 6 canicas y $300 de ganancia; 9 canicas y $450 de ganancia; 12

3 6 9 12 _
—,—,— Y —, guardan una misma

canicas y $600 de ganancia, los valores de , )
150’300 450 7 600

relacion.
a. Encuentra la relacion.

b. Escribe que puede significar esta relacion, en el contexto del juego de las bolas
desplazadas del circulo.
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3.2 Sobre la implementacion

En este apartado se presentan algunos detalles de la poblacion, la metodologia llevada a cabo
para la experimentacion, el analisis de las respuestas producidas por los estudiantes del grado
quinto de la Institucion Educativa. En este andlisis inicialmente se organiza las respuestas de los
estudiantes en tablas de acuerdo con la situacion, la tarea, la pregunta y la tipificacion de la

respuesta, teniendo en cuenta los registros escritos.

3.2.1 La poblacion

El desarrollo de la propuesta de aula se llevé a cabo en la institucién de caracter oficial;
Institucion Educativa Técnico Industria Veinte de Julio, de caracter oficial, la cual esta ubicada
en el nororiente de la ciudad, en la comuna 4, la cual tiene como propdsito central orientar al
estudiante para que desarrolle competencias laborales, especificas y ciudadanas, asociadas a la

productividad y competitividad.

La Institucion Educativa, tiene como misién contribuir en la formacién integral del estudiante
en los niveles de educacion preescolar, basica primaria y bachillerato técnico industrial; con
pertinencia, calidad y valores para una armonica convivencia, con un enfoque de inclusion,
mediante el desarrollo de competencias referidas al desempefio académico, laboral y socio-

ambiental.

Dicha institucidn esta integrada por tres sedes:
e Sede Principal Veinte de Julio
e Sede Ignacio Rengifo

e Sede Cristina Serrano

La implementacion de la propuesta de aula se realizo en la sede Ignacio Rengifo jornada de la
mafiana, en el grado quinto, el grupo esta conformado por 40 estudiantes con edades entre los 10
y 13 afios de edad, de los cuales, 18 son mujeres y 22 son hombres, la mayoria asisten de manera

regular a las clases.

Dichos estudiantes no tiene un buen rendimiento en el area de matematicas, porque de

acuerdo con los resultados de las prueba Saber quinto 2017 (Instituto Colombiano para la
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Evaluacién de la Educacion, 2017), el 89% de los estudiantes se encuentran entre el nivel

insuficiente y minimo, y el 11% tienen un nivel satisfactorio.

Ademas de lo anterior, de acuerdo con los resultados de las pruebas Saber tercero 2015
(Instituto Colombiano para la Evaluacion de la Educacién, 2015), los estudiantes estan muy
débiles en el componente Geométrico-Métrico y Aleatorio y en los procesos de razonamiento,
argumentacion comunicacion, representacion y modelacion; pero muy fuertes en el componente

Numérico-Variacional y en el proceso de planteamiento y resolucién de problemas.

Ahora bien, la seleccidn de los sujetos fue intencional, atendiendo al nivel educativo que
cursaban los estudiantes y la disponibilidad de la institucion, para participar en esta

investigacion.

3.2.2 Metodologia de implementacion

La propuesta de aula, se implemento en la institucién mencionada anteriormente, en cinco
sesiones con una duracion de 2 horas cada una. Todas las tareas se realizan de manera individual,
al finalizarlas, se realiza una plenaria para discutir las opiniones respecto al desarrollo de las
tareas y las estrategias llevadas a cabo por cada estudiante. Durante la implementacion se vio

necesario reformular algin enunciado y finalmente se recogen los trabajos de los estudiantes.

La situacion 1 consta de tres tareas las cuales se aplicaron en dos sesiones de la siguiente
manera; el dia 20 de octubre de 2017 los estudiantes desarrollaron la tarea 1 y el dia 27 de
octubre del 2017 realizaron las tareas 2 y 3. El tiempo de implementacion en total fue de 210
minutos, la situacion 2 consta de tres tareas las cuales se aplicaron en tres sesiones; la primera
fue el dia 15 de noviembre de 2017 y la Gltima el 4 de diciembre de 2017; el tiempo de
implementacion de las tareas fue de 120 minutos cada una. En ambas situaciones hubo 20
minutos para la discusion de las preguntas, con el objetivo de que los estudiantes expongan y
discutan las estrategias que utilizaron al momento de responder las preguntas planteadas,

posibilitando un espacio de reflexion en la clase.

Hay que aclarar que en la implementacion de la situacion 1 se trabajo con material
manipulativo de la siguiente manera, primero se le entregd a cada estudiante 28 palillos, después
se les explicd como pueden construir una figura cuadrada y triangular con un palillo por lado, a

continuacion se les propuso que realizaran lo mismo pero para las figuras cuadradas y
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triangulares con 2, 3, 4 y 5 palillos por lado y se les indicé que luego de armar una figura, debian

desarmarla. Después de lo anterior, se recogi6 el material.

Finalmente, en ambas situaciones se entrega a cada estudiante la copia de la tarea a
desarrollar, de la cual se realiza la lectura, haciendo énfasis en que cada pregunta debe estar
explicada. En un segundo momento, se les pide que realicen las tareas de manera individual; no
obstante, se aclara a los participantes que si no comprenden alguna pregunta, pueden recurrir a la
investigadora para tratar de solucionar sus dudas. Al finalizar la situacion, se recogen las copias
de las tareas de cada estudiante.

3.2.3 Resultados y anélisis de los resultados

En esta seccion se presentan los registros y codificacion de las respuestas, dadas por los
estudiantes de grado quinto, de la Institucion Educativa Técnico Industrial Veinte de Julio de
Cali, a las preguntas y consignas de la propuesta de aula; compuesta de dos situaciones (S1, S2)
y de tres tareas cada una (T1, T2, T3).

Los resultados obtenidos se organizan en tablas, a partir de la tipificacion de las respuestas
expuestas en los registros, el nimero y porcentaje de estudiantes que corresponden a cada tipo
(frecuencia absoluta y relativa), también se indican para cada tipo de respuesta, las explicaciones
y justificaciones hechas por los estudiantes, con sus respectivas frecuencias. Cabe aclarar que en
la tipificacion de las respuestas, se especifican cada uno de los estudiantes que pertenecen a esta,
por ejemplo, Estudiante 1 (E1).

En la realizacion de las tablas se utilizan algunas convenciones para organizar los datos.
Sn: Significa situacion n, donde n=1, 2.

Tn: Significa Tarea n, donde n=1, 2, 3.

Pn: Significa pregunta n, donde n=1, 2, 3...8.

En: Significa Estudiante n, donde n=1, 2, 3... 40.

Fa: Significa frecuencia absoluta

Fr: Significa frecuencia relativa

Ademas de lo anterior, para el anlisis de los resultados de las situaciones, se tienen en cuenta

los registros escritos de los estudiantes y notas de campo; pero también se consideran los
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siguientes criterios de analisis organizados en una rejilla (Ver Tabla 3), de acuerdo con lo

expresado en el marco conceptual de referencia, citado en el capitulo 2.

Ahora bien, en esta rejilla se categorizan las posibles actuaciones de los estudiantes que
pueden llegar a lograr, en el proceso de generalizacion de un patrén de acuerdo con sus registros
(Mason et al. 1985/1999; MEN, 1998, 2006), también se consideran las acciones que dejan ver
coémo los estudiantes avanzan en algunos aspectos del pensamiento variacional 0 aspectos
propios del tercer enfoque del Early Algebra y ademas se consideran algunas dificultades
asociadas a los conceptos de razén y proporcionalidad, que los estudiantes tuvieron en el

desarrollo de las tareas.

Tabla 3

Rejilla de analisis

Unidades de analisis Criterios de analisis

Reconocer mentalmente alguna regularidad o algo comun, luego de
contar, calcular o dibujar las dos o tres figuras 0 nimeros siguientes de
la secuencia

Expresar y articular en palabras, alguna regularidad observada o algo
Etapas en el proceso comun en un patrén

de generalizacion de Escribir lo dicho del patron, o construir una regla que muestre como

un patrén (Mason et construir los términos siguientes a partir de los precedentes, lo cual se

al. 1985/1999, MEN, | puede hacer de varias maneras:

1998, 2006) % Registrar con palabras apoyandose de las figuras, dibujos o
diagramas de casos particulares para identificar las caracteristicas
generales del patron.

% Registrar s6lo con palabras, es decir expresar en lenguaje cotidiano
la generalidad, este registro no incluye simbolos matematicos,
excepto los digitos.

+«»+ Registrar con palabras y simbolos matematicos de las operaciones.

++ Registrar solo con simbolos, como las letras, los simbolos de las
operaciones (+, —,%,+,V...)

«»+ Escribir expresiones algebraicas, tipo retoricas, o formulas, a partir
de una tabla, para describir la variacion o el cambio
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Validar el patron, lo cual se puede hacer de varias manera:

%+ Usar los casos en los que ya se sabe la respuesta, porque se ha
dibujado anteriormente o hace parte del patron numérico dado
Hacer célculos, para casos que se pueden verificar de otras manera,
como dibujando o contando

K/
L X4

Tercer enfoque del
Early Algebra
(aritmética y
funciones) (Kaput,
Carraher & Blanton,
2008, Carraher &
Schliemann, 2007;
Blanton et. Al, 2017,
Bednarz, Kieran &
Lee, 1996).

R/
X4

Comprender las relaciones entre dos variables

Notar regularidades en los patrones presentes en tablas

Describir conceptos algebraicos usando un lenguaje conocido

(lenguaje natural), ayudandose también de dibujos

% Obtener caracteristicas comunes y sacar conclusiones en forma de
afirmaciones generalizadas.

¢ Justificar y desarrollar argumentos matematicos para defender o

refutar la validez de una generalizacion propuesta.

K/
X

e

*

Dificultades asociadas
a los conceptos de
razén, y
proporcionalidad
(Godino & Batanero,
2002; Guacaneme,
2001; Post, Behr &
Lesh, 1988; Obando,
Vanegas & Vasquez,
2006)

% Usar razonamientos intuitivos sobre las razones, como técnicas
aditivas, en lugar de razonar en términos multiplicativos,
Identificar la razon como una division exacta y no como una
relacién entre cantidades

Asociar en situaciones en las que se manejan magnitudes discretas,
la gréfica de proporcionalidad, corresponde con unos puntos
alineados y no a una linea recta que pasa por el origen.

L)

X/
°e

K/
L X4

Aspectos de desarrollo
del pensamiento
variacional (MEN,
1998, 2006)

X/
°

Utilizar el lenguaje ordinario o técnico, las tablas, las graficas

(diagramas) y las representaciones icénicas, para representar o

interpretar la variacion

» Formular conjeturas, ponerlas a prueba, generalizarlas o
argumentarlas para sustentarlas o refutarlas, teniendo en cuenta la
elaboracion e interpretacion de alguna representacion matematicas
(graficas, tablas, ecuaciones, etc.)

«»+ Caracterizar aspectos de la variacion tales como las cantidades que

cambian y permanecen constante, las variables que intervienen, y

las posibles relaciones entre esas variables.

D

Fuente: Elaboracion propia obtenida del anélisis de revision documentada
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3.2.3.1 Resultados y analisis de resultados de la Situacion 1 (S1): Patrones con Palillos y

Figuras

Tarea 1: Reconociendo el patrén numérico
Situacion 1, Tarea 1, Pregunta 1 (S1T1P1)

Poblacion: 35 estudiantes

Tabla 4
Tipificacion S1, T1, P1

Pregunta 1: Si Juan construy6 figuras cuadradas con 1, 2, 3, 4 y 5 palillos por lado.
a. ¢Cuantos palillos utilizo en cada caso? ;COmo obtuviste estas respuestas?
b. ¢(Cuéntos palillos utilizé en total? ;Cémo obtuviste este calculo?

Tipos de respuesta Fa | Fr Explicacion Fa | Fr
1| Estudiantes que encuentran 15 | 43% | En lajustificacién de los items a y b; no 3 20%
correctamente los palillos que realizan ninguna operacién y se limitan al
utilizaron para formar las lenguaje natural (Hice una suma, una
figuras cuadradas con 1, 2, 3, multiplicacion, conté...)
4y 5 palillos por lado. Hacen el dibujo de cada una de las figuras 10 67%
Identifican el nimero de cuadradas, y a partir de estas, realizan el
palillos por lado, como la conteo de los palillos, para asi obtener lo que
posicion de la Figura en la utilizan en total, o hacen la sumatoria de los
secuencia, e indican que palillos usados en cada caso (4 +8 + 12 +
utilizan 60 palillos en total 16 + 20)
(E1, E2, E3, E5, E6, E10, E12, Justifican haciendo unas sumas reiteradas 2 13%
E13, E14, E16, E22, E23, (14 1+ 1+ 1) o unas multiplicaciones
E26, E27, E34) (2 x 4) y no indican como obtienen los
palillos que utilizé en total
2| Estudiantes que identifican 5 14% | Justifican aludiendo a la construccion de las 5 100%
correctamente los palillos que figuras con los palillos o hacen los respectivos
utilizaron, para formar las dibujos de estas y consideran que utilizan 28
figuras cuadradas con 1, 2, 3, en total, por ser esta la cantidad con que
4y 5 palillos por lado pero disponia el estudiante, para construir las
indican de manera incorrecta figuras, o realizan de manera incorrecta la
los palillos usados en total sumatorio de los palillos y obtienen como total
(E8, E11, E20, E29, E32) 46 0 68
3| Estudiantes que respondenen | 7 20% | No justifican como encuentran los palillos que | 7 100%
forma parcial el item a, se utilizan para formar las figurasde 1, 2y 3
e indican de manera incorrecta palillos por lado (4, 8, 12), indican de manera
los palillos usados en total incorrecta los palillos que se utilizan para las
(E4, E7, E18, E21, E25, E28, figuras con 4 y 5 palillos por lado (20, 24) y
E31) en consecuencia de lo anterior, realizan de
manera incorrecta la sumatorio de los palillos
y obtienen como total 46, 50 o 68, palillos
4| Estudiantes que respondende | 8 23% | No encuentran los palillos que se necesitanen | 5 63%
manera incorrecta los dos cada caso, pero indican que sumando los
items (E9, E15, E17, E19, palillos les da en total 46 o0 68, o indican que
E24, E30, E33, E35) construyen la figura con 20 palillos por lado
Encuentran el total de palillos pero no 2 25%
justifican como obtienen dicha cantidad
No responde la pregunta 1 12%
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En relacién con los resultados de los 35 estudiantes correspondientes a la pregunta 1, Tarea 1
de la Situacion 1, segun la tabla 4, se observa que el 57% de los estudiantes contestan de manera
correcta la parte a de la pregunta, es decir encuentran la cantidad de palillos que se utilizan en
cada caso, para formar las figuras cuadradas con 1, 2, 3, 4 y 5 palillos por lado. De estos, el 14%
no responden correctamente el apartado b, es decir no indican correctamente el total de palillos

utilizados para todas las figuras anteriores.

Ahora bien, el 43% de los estudiantes no responden acertadamente los dos items y de estos,

algunos (7 de 35) realizan respuestas parcialmente correctas.

Es importante anotar, en relacion con la justificacion o explicacion de cédmo se obtienen las
respuestas anteriores, los estudiantes se basan en los conteos obtenidos a partir de los dibujos de
cada figura cuadrada, y muy pocos (2 de 35) obtienen el total de los palillos, a través de

operaciones, ya sea por suma reiterativa (2 + 2 + 2 + 2) o por producto (2 x 4).

Por otra parte el 14% de los estudiantes que no aciertan el total toman en consideracion la
cantidad de palillos entregados por el profesor para realizar la tarea (en total 28), y no el total
real correspondiente a la sumatoria de los palillos utilizados para construir las figuras cuadradas

de 1, 2, 3, 4 y 5 palillos por lado, es decir 60 palillos.

A partir de lo anterior se infiere que el 57% de los estudiantes pueden reconocer un patrén de
variacion a partir de un enunciado, apoyados en el uso de material manipulativo, que les permite

realizar cada figura y hacer el conteo.

Ahora bien, de acuerdo con Mason et al. (1985/1999) el 43% de los estudiantes logran ver
alguna caracteristica del patron, ya que estos identifican por ejemplo, que el niamero de palillos
por lado coincide con la posicion de la Figura en la secuencia (Ver Figura 5), ya que en la
pregunta no se les indica que la figura con 1 palillo por lado corresponderia con la figura 1, y asi

con los otros casos.
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Cabe mencionar también que el patrén hace posible la comprension de las relaciones entre
dos cantidades que varian (Carraher & Schliemann, 2007) y el lenguaje natural permite describir
dicha relacion de tipo algebraica (Kaput, Carraher & Blanton, 2008) ya que dicho porcentaje de
estudiantes, lograron relacionar el niamero de palillos por lado y la cantidad de palillos usados, 1o
cual expresan en lenguaje natural, en las respectivas justificaciones, como se puede observar en

la Figura 5.

A parte de lo anterior también se puede decir que dos estudiantes logran ver el patrén (Mason
et al., 1985/1999), porque lo usan, aunque no lo digan; por ejemplo E22, realiza sumas
reiterativas para encontrar los palillos que necesita para cada figura (1 + 1 + 1 4+ 1) y multiplica

el nimero de palillos por lado por 4 (2 x 4).

Se puede decir ademas que de acuerdo con Mason et al. (1985/1999), la mitad de los
estudiantes (49%) tienen dificultad para explicar con palabras el patrén, posiblemente porque no
estan acostumbrados a este tipo de actividades, lo cual se puede evidenciar cuando los
estudiantes no justifican como hallaron la cantidad de palillos para las figuras propuestas, o

cuando solo mencionan que han realizado alguna operacion (sume o multiplique).

Finalmente, el 20% de los estudiantes que responden en forma parcialmente correcta, indican
una secuencia en la que solamente los primeros tres términos corresponden al patron propuesto
(4,8,12, 20, 24) y esto puede deberse, a que los estudiantes observaron los dibujos de las figuras

cuadradas de la pregunta 2.
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Situacion 1: Tarea 1, Pregunta 2 (S1T1P2)

Poblacion: 35 estudiantes
Tabla b
Tipificacion S1, T1, P2

65

Pregunta 2: A Juan se le desacomodaron algunas figuras.
a. Ayudalo a construirlas y a calcular los palillos que necesita.

| | | | ]
Figuras - I I I I
cuadradas
con palillos I_ — _I I I
Cantidad de 4 8 24
palillos usados | palillos palillos Palillos
b. Indica cémo completaste la cantidad de palillos que Juan necesitaba.
c. Indica que tuviste en cuenta para dibujar las figuras cuadradas que a Juan le faltaban.
Tipos de respuestas Fa | Fr Explicacion Fa | Fr
1| Estudiantes que dibujan 13 | 37% | Cuentan los palillos de las figuras que estanen | 8 61%
correctamente las figuras, la tabla y para dibujar las que faltan tienen en
completan la cantidad de palillos cuenta la cantidad de palillos usados que indica
usados y responden los items b y la tabla, o van contando los palillos
c (E3, E7, E8, E9, E12, E17, Para las dos justificaciones indican que suman | 4 31%
E19, E20, E27, E28, E29, E30, los palillos
E32) Tuvo en cuenta que en la tabla, dice que 8 en 1 |8%
total, y que por eso la figura tiene 2 por cada
lado.
2| Estudiantes que dibujan las 17 | 49% | No indican como encuentran la cantidad de 4 24%
figuras, completan correctamente palillos usados y para dibujar las figuras,
la cantidad de palillos usados indican que tienen en cuenta la cantidad de
pero responden en forma palillos usados que indica la tabla o cuantos
parcialmente correcta los items b hay por cada lado y algunos realizan una
y ¢ 0 no los responden (E1, E2, multiplicacion (4 x 6).
E4, E5, E6, E10, E14, E16, E18, En las justificaciones no realizan ninguna 3 18%
E21, E22, E23, E24, E25, E26, operacion y se limitan al lenguaje natural (Ej.
E31, E34) Hice unas suma o0 una multiplicacién)
Indican que cuentan, arman, desarman y 3 18%
completan
No justifican 7 41%
3| Estudiantes que dibujan de 5 14% | Hacen una figura de 24 palillos en total, pero 3 60%
manera incorrecta la figura de 8 0 con diferente cantidad de palillos por cada lado
de 24 palillos usados e indican de y no se le entiende el argumento en el que
manera incorrecta los palillos explica, como dibuja las figuras
usados que faltaban (E11, E13, Hacen una figura 2 40%

E15, £33, E35)

De acuerdo con los resultados de la pregunta 2, Tarea 1, Situacion 1, que se muestran en la

tabla 5, se observa que el 86% de los estudiantes logran completar la tabla correctamente. De

estos, el 49% no responden de manera adecuada los items b y c. Ahora bien, solo el 14% de los
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estudiantes no contestan acertadamente la pregunta, es decir no dibujan de manera correcta las

figuras que faltaban, o indican una cantidad de palillos usados que no corresponden con la figura.

Respecto a las justificaciones de como completaron la cantidad de palillos usados y los
dibujos de las figuras cuadradas que faltaban, los estudiantes se basan en los conteos obtenidos, a
partir de los dibujos de las figuras, y solo un estudiante (E6) justifica con un producto, como
obtuvo la figura de 24 palillos en total.

Dichos resultados nos permiten afirmar que la mayoria de los estudiantes (86%), interpretan
correctamente la tabla, porque tienen en cuenta que para poder dibujar las figuras cuadradas esta
debe tener la cantidad de palillos que indica la fila de palillos usados. De manera similar para

encontrar los palillos usados que faltaban, tienen que tener en cuenta las figuras que estaban en la
tabla.

Asi pues, de acuerdo con Obando, Vanegas & Vasquez (2006), la tabla permite a los
estudiantes identificar la relacion de dependencia entre las cantidades involucradas, que en este
caso son, los palillos usados y el nimero de palillos por cada lado que tienen las figuras que

estaban en la tabla, pero esto solo lo logra identificar E27, lo cual explica con un ejemplo (Ver
Figura 6).

lo” ToMo ol T0dicel gice  dqpe e
7 gt Coda ledD oSea 3 en ot
Figura 6. S1,T1, P2, E3

oo dene

En relacion con el 14% de los estudiantes que no interpretan correctamente la tabla, se
encuentran los que asocian la cantidad de palillos usados, como la cantidad de palillos por cada
lado (Ver Figura 7), y los que dibujan la figura de 24 palillo en total, pero con distinto nimero de
palillos por cada lado, otros en cambio que se equivocaron en el conteo de los palillos de la

figura que tenia 3 palillos por lado.
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Figura 7. S1, T1, P2, E33
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Situacion 1: Tarea 1, Pregunta 1 (S1T1P3)

Poblacion: 35 estudiantes

Tabla 6
Tipificacion S1, T1, P3

67

Pregunta 3: Si Juan construy6 figuras triangulares con 1, 2, 3, 4 y 5 palillos por lado.
a. ¢Cuantos palillos utilizd, en cada caso? ;Como obtuviste estas respuestas?

b. ¢Cuantos palillos utilizé en total? ;Como obtuviste este calculo?

c. Entre Juan y Anita ;Cudl puede construir mayor nimero de figuras? ;Por qué?

Tipos de respuestas Fa | Fr Explicacion Fa | Fr
1 | Estudiantes que escriben 9 26% | En la justificacion de los items a y b no realizan 3 | 33%
los palillos que se utilizan, ninguna operacion y se limitan al lenguaje natural (Ej.
para formar las figuras hice una suma, una multiplicacion, conté...) e indican
triangularescon 1, 2, 3,4y que Juan puede construir mayor nimero de figuras
5 palillos por lado, porque tiene mas palillos
identifican el nimero de — _ _
palillos por lado, como la Hacen el dlbt_JJo de cada una de las flguras, ya pa(tlr 6 | 67%
posicién de la Figura en la de estas, reallzan_gl conteo de los palillos, para asi-
secuencia, indican que obtener Iq que utilizan en total, o hacen la sumatoria
utilizan 45 palillos en total de los p_alll_los usados en cada caso (3 + 6+9+12+
y responden el ftem ¢ (E2, 1?), e |nd|c§n que Juan pugde constru_lr mayor
E6, E12, E14, E20, E22, namero de figuras porque tiene 45 palillos en total
E23, E25, E27)
2 | Estudiantes que responden | 14 | 40% | Algunos justifican que para encontrar los palillos que | 12 | 86%
en forma parcial el item a, se utilizan para formar las figuras, multiplican el
indican de manera nimero de palillos X los lados del triangulo, todos
incorrecta los palillos indican los palillos que se utilizan para las figuras con
usados en total y algunos 1, 2 y 3 palillos por lado, pero para las de 4 y 5 palillos
responden el item ¢ (E3, por lado lo hacen de manera incorrecta (15y 21), y la
E7, ES8, E9, E13, E16, E18, sumatorio total de los palillos es incorrecta, ademas
E19, E26, E28, E29, E30, algunos responden que Anita puede construir mayor
E31, E34) ntmero de figuras porque tiene mas palillos que Juan
Hacen de manera correcta el dibujo de las figuras 2 | 14%
triangulares de 1 y 2 palillos por lado, para las de 3, 4
y 5 palillos por lado lo hacen de manera incorrecta, y
por esto al contar los palillos de los dibujos, obtienen
como total 36 o 49 palillos, e indican que Juan puede
construir mayor nimero de figuras porque tiene mas
palillos, o que la figura mayor es la de 21.
3 | Estudiantes que no 12 | 34% | No explican coémo obtienen el total de palillos (36,46, | 4 | 33%
responden el itemay 54 0 56) e indican que Juan puede construir mayor
contestan de manera numero de figuras porque tiene mayor cantidad de
incorrecta el item b (E1, palitos
E4, E5, E10, E11, E15, Encuentran el total de palillos de manera correctayno |1 | 8%
El7, E21, E24, E32, E33, justifican como obtienen dicha cantidad
E35) No responden la pregunta 4 | 33%
Indican que en total fueron 54 palillos 3 | 25%

Segun lo que se observa en la tabla 6, de los resultados correspondientes a la pregunta 3,

Tarea 1, de la Situacion 1, se observa que el 26% de los estudiantes contestan de manera correcta

los items a y b de la pregunta, es decir encuentran la cantidad de palillos que se utilizan en cada

caso, para formar las figuras triangulares con 1, 2, 3, 4 y 5 palillos por lado y los palillos que se
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utilizan en total. Ahora bien, la mayoria de los estudiantes (74%) no responden correctamente los
tres items y de estos, el 40% realizan respuestas parciales correctas, ya que indican una secuencia
en la que solamente los tres primeros términos corresponden al patron propuesto (3, 6,9, 15, 21);

esto debido a que los estudiantes observan los dibujos de las figuras cuadradas de la pregunta 4.

Cabe resaltar que el 100% de los estudiantes en el item ¢ no comprenden el enunciado,
posiblemente por su redaccidn; ya que los estudiantes identifican la persona que consideran que
usa mas palillos (Juan o Anita), pero lo correcto era que Juan con 60 palillos hizo 5 figuras

cuadradas y que Ana aungue uso 45 palillos, también hizo 5 figuras triangulares.

Hay que mencionar ademas, que de acuerdo con Mason et al. (1985/1999) muchos estudiantes
(69%) tienen dificultad para explicar con palabras el patron, porque a lo mejor las préacticas de
validacion o justificacion no son comunes en la escuela, ya que estos solo mencionan que han
realizado alguna operacion (sumé o multipliqué) o no justifican, no obstante, E29 si logra

explicar el procedimiento de manera general (Ver Figura 8), lo cual es un registro del patrén.

{Cudntos palillos utiliza, para formar las fi
4Como obtuviste estas rpspucstas? | ca

YO at Palthag

guras tiangulares con 1,2, 3,4 y 5 palilios por lado?
OICLL iy Pi el € none
S8 dados del Aviangule.

Figura 8. S1, T1, P3, E29

Lo anterior permite afirmar que muy pocos estudiantes (26%) logran construir la secuencia
numérica propuesta, para los cinco primeros términos, y para ello se apoyan en el uso de material
manipulativo, que les permite realizar cada figura y hacer el conteo. A diferencia de la pregunta
1 (57%), la cual era similar pero con figuras cuadradas; se esperaba que el porcentaje de acierto
de la pregunta 3 fuera mas alto, pero esto se debe a que muchos estudiantes responden en forma

parcial la pregunta 3.

Ahora bien, el 26% de los estudiantes, de manera similar a la pregunta 1, logran ver el patron
(Mason et al., 1985/1999) ya que estos identifican alguna regularidad, como por ejemplo, que el
numero de palillos por lado coincide con la posicion de la Figura en la secuencia, lo cual dejan
notar en las explicaciones que hacen (“Para la Figura 1 utilice 3 palillos”...), ya que en la
pregunta no se les indica que la figura con 1 palillo por lado corresponderia con la figura 1, y asi

con los otros casos.
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Es posible decir también que, el patrén hace posible la comprension de las relaciones entre
dos cantidades que varian (Carraher &Schliemann, 2007) y el lenguaje natural les permitio
describir dicha relacion de tipo algebraica (Kaput, Carraher & Blanton, 2008), ya que dicho
porcentaje de estudiantes lograron relacionar correctamente el nimero de palillos por lado y la
cantidad de palillos usados, lo cual expresan en lenguaje natural, en las respectivas
justificaciones, o indican de manera correcta las cantidades, en forma de parejas ordenadas (Ver

Figura 9).

’ v 520
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Figura 9. S1, T1, P3, E20

Situacion 1: Tarea 1, Pregunta 1 (S1T1P4)
Poblacion: 35 estudiantes

Tabla7

Tipificacion S1, T1, P4

Pregunta 4
a. Ayuda a Anita a completar la siguiente tabla.
Figuras triangulares Cantidad de
con palillos palillos usados
A 3
6
9
N
/ \
/
/ \
I—— __-\
21

b. Indica como completaste la columna de cantidad de palillos.

c. Indica que tuviste en cuenta para dibujar las figuras triangulares que faltaban
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Tipos de respuestas Fa | Fr Explicacion Fa | Fr
1| Estudiantes que dibujan las figuras | 11 31% | Justifican con unas operaciones (7 x 3 6 2 18%
de manera correcta, completan la 21+ 3)
cantidad de palillos usados y Indican que cuentan el nimero de palillos | 8 2%
responden correctamente los items de la figura triangular y que tienen en
byc (E1, E2, E5, E7, E8, E12, cuenta la cantidad de palillos usados que
E14, E27, E29, E31, E34) ponia la tabla

Dibuja las figuras triangulares de 1, 2, 3,5 | 1 9%
y 7 palillos por lado, hace unas
multiplicaciones (3 x 1... 3 X 7) e indica
gue tuvo en cuenta la tabla del 3

2| Estudiantes que dibujan las figuras | 15 43% | No justifican 11 | 73%
de manera correcta, completan la En la justificacion de los items b y ¢ no 2 13%
cantidad de palillos usados y realizan ninguna operacién y se limitan al
responden de manera incorrecta los lenguaje natural (Ej. hice una suma, una
items b y ¢ (E4, E6, E9, E10, E15, multiplicacion)

E16, E18, E19, E20, E23, E24, Hace unas sumas de manera incorrecta 1 7%
E26, E28, E30, E32) 3+3=6+3=9)

Justifica que resta el doble de cada una 'y 1 7%
gue tiene en cuenta la figura anterior

3| Estudiantes que dibujan de manera | 9 26% | Hacen una figura de 21 palillos en total 6 67%
incorrecta las figuras de 6, 9 0 21 pero con diferente cantidad de palillos por
palillos en total, 0 no responden la cada lado y justifican que cuentan o suman
pregunta (E3, E11, E13, E17, E21, Hacen una figura de 6, 9 0 21 palillos por 2 22%
E22, E25, E33, E35) cada lado para las que debian tener 6, 9y
21 palillos en total
No responde la pregunta 1 11%

De acuerdo con los resultados de la pregunta 4, Tarea 1, Situacion 1, que presenta la tabla 7,
se puede inferir que el 74% de los estudiantes logran completar la tabla correctamente. De estos,
el 43% no responden de manera acertada los apartados b y c. Ahora bien, solo el 26% de los
estudiantes no contestan acertadamente la pregunta, es decir no dibujan de manera correcta las

figuras que faltaban, o indican una cantidad de palillos usados que no corresponden con la figura.

Respecto a las justificaciones de cémo completaron la cantidad de palillos usados y los
dibujos de las figuras triangulares que faltaban, los estudiantes se basan en los conteos obtenidos,
a partir de los dibujos de las figuras, y solo tres estudiantes (E1, E8 y E31) justifican con

operaciones ya sea con una division o un producto.

De los resultados anteriores podemos decir que la mayoria de los estudiantes (74%),
interpretan correctamente la tabla, y ademas, se acercan al reconocimiento de las relaciones entre
las variables implicadas en la situacion, (Palillos por lado y palillos usados). Incluso en esta
pregunta se tenian dos tipos de relaciones; la relacion directa, la cual los estudiantes identifican
porque encuentran los palillos usados que faltaban teniendo en cuenta las figuras que estaban en
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la tabla (contando los palillos por lado); y la relacion inversa; al reconocer que para poder dibujar
las figuras triangulares (con cierta cantidad de palillos por lado), esta debia tener la cantidad de
palillos, que indica la columna de palillos usados; pero lo anterior los estudiantes no logran
explicitarlo; solamente E1, se acerca en la identificacion de ambas relaciones, ya que este realiza

dos operaciones inversas (7 x 3 =21y 21 +3 =7).

Ademas de lo anterior, se puede decir que segun Mason et al. (1985/1999), y Carraher &
Schliemann (2007), E31 logra registrar el patron con figuras y ve una regularidad presente en la

tabla, es decir, el patrén se puede obtener por la tabla del 3 (Ver Figura 10).

Figura 10. S1, T1, P4, E31

En relacion con el 26% de los estudiantes que no interpretan correctamente la tabla, se
encuentran los que asocian la cantidad de palillos usados, como la cantidad de palillos por cada
lado, también hay estudiantes que dibujan la figura con distintos numeros de palillos por lado,
pero tiene en total, los palillos correspondientes, al que indica la tabla, asi pues, el 26% de los
estudiantes no identifican la relacion de dependencia entre el nimero de palillos por cada lado de

las figuras y los palillos usados.
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Tarea 2: Patrones numéricos

Situacion 1: Tarea 2, Pregunta 1 (S1T2P1)
Poblacion: 35 estudiantes

Tabla 8

Tipificacion S1, T2, P1

Pregunta 1: Juan decide hacer otra tabla, sin hacer los dibujos de las figuras cuadradas.
a. Ayldalo a completarla

Numero de palillos Procedimiento Cantidad palillos
por lado usados
4 16
x4
8 32
9x4
40
11
b. Escribe las cantidades que se mantienen constantes y las que varian segln la tabla. Explica tu respuesta.
Tipos de respuestas Fa | Fr Explicacién Fa | Fr
1| Estudiantes que completan la tabla 7 20% | No justifican 3 43%
correctamente, identifican que el 4 se Indican que el nimero que no cambiaes | 2 29%
mantiene constante y que los el 4 porque la figura tiene 4 lados o es
nameros de palillos por lado un cuadrado
(7,8,9,5,11) son las cantidades que No justifica el item b pero indica que los | 2 29%
varian (E1, E2, E3, E6, E8, E26, E28) que cambian son la cantidad de palillos
usados y el nimero de palillos por lado
2| Estudiantes que completan latablade | 15 | 43% | Indican que los nimeros del 7 hasta el 8 53%
manera correcta e indican de manera 11 se mantienen y todos se multiplican
incorrecta las cantidades que varian o por 4
las constantes (E7, E9, E12, E16, Indicaque 7 X 4y 9 X 4 se mantieneny |1 7%
E17, E19, E22, E23, E27, E29, E30, que 4 x4,8x4,10 x 4y 11 x 4 varian

E31, E32, E33, E34)

Indican que cambian 7 X 7, 8 x 8, 9 x | 2 13%
9, 10x10y11x11

El argumento no se entiende 2 13%

No justifican 2 13%

3| Estudiantes que no logran completar | 13 37% | Indican que no cambia el 4 6 46%

correctamente la tabla, por errores en No hacen la explicacién 6 46%
los célculos realizados y responden No responde Ia pregunta 1 5%

de manera incorrecta el item b, o no
lo responden (E4, E5, E10, E11, E13,
E14, E15, E18, E20, E21, E24, E25,
E35)

En relacién con los resultados de los 35 estudiantes correspondientes a la pregunta 1, Tarea 2
de la Situacion 1, segun la tabla 8, se observa que el 63% de los estudiantes completan la tabla de
manera correcta. De estos, el 43% no responden acertadamente el apartado b, es decir indican de
manera incorrecta las cantidades que varian o las constantes. En cuanto a la justificacion de la
escogencia de las cantidades que se mantienen constantes, solo 3 estudiantes logran hacerlo

correctamente y para las cantidades que varian, solo un estudiante indica de manera general




Un acercamiento a la variacion directamente proporcional a través de patrones numéricos 73

dichas cantidades, es decir, no las escribe, sino que alude a los nombre de las columnas de la

tabla (cantidad de palillos usados y el nimero de palillos por lado).

Considerando los resultados anteriores, se observa que posiblemente la mayoria de los
estudiantes (63%) se acercan a la identificacion de la relacion de dependencia entre las
cantidades involucradas presentes en la tabla (Obando, Vanegas & Vasquez, 2006), ya que para
poder obtener la cantidad de palillos usados tenian que multiplicar por 4 el nimero de palillos
por lado, o dividir entre 4 la cantidad de palillos usados para obtener los palillos por lado, aunque

este ultimo no fue teniendo en cuenta por ningun estudiante.

Con respecto al item b, el 37% de los estudiantes (entre los que completan la tabla de manera
correcta e incorrecta), logran identificar las cantidades que varian, y el 23% las que se mantienen
constantes segun la tabla, pero solo 3 estudiantes (E1, E6, E26) escriben las cantidades que para
ellos son las que “cambian”, las cuales corresponden a las cantidades de la columna de nimero
de palillos por lado, y E3 identifica que ademas de estas, también varian las cantidades de los

palillos usados.

Lo anterior puede deberse, a que la columna de procedimiento, permite visualizar el nimero
constante, que en este caso es el nimero 4, asi pues, esta representacion del patrén, facilita la
comprensién de la variable (MEN, 1998). Cabe afiadir, que dicho porcentaje de estudiantes
(37%) con ayuda de la tabla, se acercan a la comprension de algunos aspectos relacionados con
el pensamiento variacional (MEN, 2006), ya que describen lo que cambia o varia y lo permanece
constante o que no cambia (Ver Figura 11), y ademas, utilizan el lenguaje natural para describir

la variacion, lo cual logran interpreta a partir de la tabla.

b. Escribe las cantidades que se mantienen constantes y las que varian segiin [a tabla, Explica tu
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Figura 11. S1, T2, P1, E3

Ahora bien, de este porcentaje, solo 2 estudiantes (E2, E8), logran ver y registrar el patron
presente en la tabla, (Mason et al., 1985/1999), porque encuentran algo comun (La cantidad

constante es 4, porque las figuras son cuadradas o tienen cuatro lados).
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Situacion 1: Tarea 2, Pregunta 2 (S1T2P2)

Poblacion: 35 estudiantes
Tabla 9
Tipificacion S1, T2, P2
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Pregunta 2: Anita decide hacer otra tabla, sin hacer los dibujos de las figuras triangulares.
a. Ayldala a completarla

Numero de palillos por lado Procedimiento Cantidad palillos usados
6x%3
8
27
10
11x3
36

b. Escribe las cantidades que se mantienen constantes y las que varian segun la tabla. Explica tu respuesta
c. Explicale a Anita y a Juan, que le sucede a la cantidad de palillos usados, cada vez que aumentan las cantidades de
palillos por cada lado.

Tipos de respuestas Fa | Fr Explicacion Fa Fr
1| Estudiantes que completan latabla | 8 23% | No justifican los items a y b, e indican en 7 88%
correctamente, indican que la el item ¢ que aumenta la cantidad de
cantidad constante es el 3, que los palillos usados, 0 que se hacen mas
numeros de palillos por lado grandes las figuras
(6,8,9,10,11,12) son las cantidades Justifica que el nimero que no cambia es 1 12%
que varian y hacen la explicacion el 3 porque la figura tiene 3 lados y que la
pedida del item ¢ (E1, E2, E6, E13, cantidad de palillos y el nimero de palillos
E14, E25, E26, E28) por lado va aumentando cada nimero y
cada cantidad de palillos
2| Estudiantes que completan latabla | 3 9% No justifica 1 33%
correctamente e indican que el Indica que el 3 no cambia porque es un 1 33%
namero que no cambia es el 3(ES, triangulo
E23, E32) La justificacion no se entiende 1 |33%
3| Estudiantes que completan la tabla, | 11 31% | Indica que el nimero que no cambiaesel 4 | 7 64%
indican de manera incorrecta las Indica que se mantiene constante el 1 9%
cantidades que varian y las resultado del nimero de la multiplicacion
constantes, y algunos hacen la y que aumenta el nimero de palillos
explicacion pedida del item ¢ (E3, Indican que 6 x 3y 11 x 3 se mantienen, |2 | 18%
E7, E9, E12, E16, E17, E19, E27, que8x3,9%x3,10x 3y
E29, E30, E34) 12 x 3 varian, y respecto al item ¢ indican
gue se usan mas palitos, porque sigue
aumentando el nimero de lados
Indica que ya viene siendo 2 por cada lado | 1 9%
y luego 3 por cada lado
4| Estudiantes que no logran 13 37% | Indica que el 3 no cambia 1 8%
completar correctamente la tabla, Indican que los constantes son los 3yenel | 2 | 15%
por errores en los calculos item ¢ indican que se hacen mas grandes
realizados (E4, E5, ElO, Ell, E15, las ﬁguras
E18, E20, E21, E22, E24, E33, No justifican 69%
E3l, E39) No responde la pregunta 8%

Segun lo que se observa en la tabla 9, los porcentajes son similares a la pregunta anterior, ya

que el 63% de los estudiantes completan la tabla de manera correcta y el 37% no logran hacerlo,

por errores en los célculos realizados. Ahora bien, del 63% de los estudiantes que completan la
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tabla correctamente, el 31% no responden acertadamente el apartado b, es decir no indican de

manera correcta las cantidades que varian y las que se mantienen constantes, segun la tabla.

En cuanto a la justificacion de la escogencia de las cantidades que se mantienen constantes,
solo 2 estudiantes logran hacerlo correctamente; para las cantidades que varian el 23% se limitan

a escribir, las cantidades de la columna, nimero de palillos por lado.

Respecto al 68% de los estudiantes que no responden correctamente el item b, se puede decir
que E3 confunde la cantidad variable de la tabla anterior, ya que indica que es 4, E9 de nuevo
identifica como cantidades constantes, a las multiplicaciones que ya estaban en la tabla en la

columna de procedimiento (6 X 3y 11 x 3), y las demas multiplicaciones son las que varian.

Considerando los resultados anteriores, se observa que la mayoria de los estudiantes (63%) se
acercan a la identificacion de la relacion de dependencia entre las cantidades involucradas
presentes en la tabla (Obando, Vanegas & Vasquez, 2006), lo cual se trabaja en el item ¢, aunque

solamente E2, logra relacionar en su explicacion ambas cantidades (Ver Figura 12).
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Figura 12. S1, T2, P2, E2

Otros en cambio (E7, E9, E20, E28) identifican que aumentan una de las dos, ya sea el
namero de palillos por lado o la cantidad de palillos usados, o tienen en cuenta la construccion de
las figuras con los palillos, e indican que se hacen mas grandes las figuras (E13, E14, E25), lo

cual puede estar relacionado con que la cantidad de palillos usados aumenta.

Por lo que se refiere a las cantidades que varian, 5 estudiantes (E1, E3, E6, E11, E26) escriben
las cantidades que para ellos son las que “cambian”, las cuales corresponden a las cantidades de
la columna de nimero de palillos por lado, y aunque E2 no escribe dichos nimeros, alude a los

numeros de dicha columna.
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Con respecto al item b, el 32% de los estudiantes logran identificar las cantidades que varian
seglin la tabla y el 14% identifican las que se mantienen constantes (“El 3 no cambia”), y esto
puede deberse, a que la columna de procedimiento permite visualizar el nGmero constante, que
en este caso es el nimero 3, asi pues, esta representacion del patron facilita la comprension de la
variable (MEN, 1998).

Cabe afiadir, que dicho porcentaje de estudiantes (37%) con ayuda de la tabla, estan
desarrollando algunos aspectos del pensamiento variacional, ya que estos logran identificar lo
que cambia o varia y que lo permanece constante o no cambia (MEN, 2006) (Ver Figura 12).
Ahora bien, de este porcentaje, al igual que en la pregunta anterior, los mismos 2 estudiantes (E2,
E8), logran ver y registrar el patron presente en la tabla, porque encuentran algo comun (La

cantidad constante es 3, porque las figuras son triangulares o tienen tres lados).

Tarea 3: Encontrando el patrén numérico

Situacion 1: Tarea 3, Pregunta 1 (S1T3P1)
Poblacion: 35 estudiantes

Tabla 10

Tipificacion S1, T3, P1

Pregunta 1: Si Juan y Anita tienen suficientes palillos para realizar figuras. Indica para cada caso cuantos palillos
necesita Juan para armar figuras cuadradas de 24, 15, 18 y 40 palillos por lado.

Tipos de respuestas Fa | Fr Explicacion Fa | Fr
1| Estudiantes que identifican 15 43% | No hace ninguna operacion 3 20%
correctamente los palillos que se Multiplican por 4 cada cantidad 11 73%
utilizan para armar figuras cuadradas Dibuja 4 cuadrados y en los 4 lados de 1 7%
de 24, 15, 18 y 40 palillos por lado los cuadrados escribe el niimero de
(E1, E2, E3, E6, E7, E9, E10, E11, palillos por lado, también relaciona con
E12, E23, E26, E27, E28, E29, E31) el signo igual cada figura con el total
2| Estudiante que encuentran en forma 7 20% | Multiplica 24 x 4,18 x 4,40 X 4 1 14%
parcialmente correcta, los palillos que Escribe los palillos que necesita para 1 | 14%
se utilizan para armar figuras formar las figuras cuadradas (60,72,160),
cuadradas de 24, 15, 18y 40 palillos pero para 24 palillos por lado, lo indica
por lado o tienen algun error en los de manera incorrecta (126)
calculos (ES, E14, E16, E19, E25, Tienen errores en los céalculos realizados 4 | 57%
E30, E34) Hace unas sumas reiterativas para cada 1 | 14%
caso pero se equivoca en los resultados
para 15y 18 palillos por lado
3| Estudiantes que responden de manera | 13 37% | Realiza de manera incorrecta los dibujos | 1 8%
incorrecta (E4, E8, E13, E15, E17, de las figuras
E18, E20, E21, E22, E24, E32 E33, Hace una suma (24 + 40 + 15 + 18) 1 8%
E35) Escriben un nimero (50 6 15) 2 15%
La respuesta no se entiende 2 15%
No responden la pregunta 7 54%
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De acuerdo con los resultados presentados en la tabla 10, se puede deducir que el 63% de los
estudiantes logran encontrar para cada caso, cuantos palillos necesita Juan, para armar las figuras
cuadradas de 24, 15, 18 y 40 palillos por lado. De estos, la mayoria (17 de 22 estudiantes),
realizan operaciones para encontrar los resultados, aunque algunos (20%) lo hacen de forma

parcialmente correcta.

Respecto al 37% de los estudiantes que no logran responder correctamente, 3 estudiantes no
interpretan correctamente el enunciado, porque algunos suman la cantidad de palillos por lado y

otros indican un nimero, el cual no corresponde con las cantidades que deberian obtener.

Considerando los resultados anteriores, es posible decir que el 63% de los estudiantes logran
ver el patrén de dos formas, ya que estos, multiplican el nimero de palillos por lado por 4
(24 x 4), o suman cuatro veces la cantidad correspondiente (24 + 24 + 24 + 24), y algunos (3
de 20) al parecer tienen en cuenta alguno de estos dos procedimientos, puesto que logran indicar
las cantidades correctas, pero no hay una evidencia de un procedimiento aritmético, en sus
escritos (Ver Figura 13).

También se puede afirmar que dicho porcentaje de estudiantes logran encontrar los palillos
usados para las figuras cuadradas de 24, 15, 18 y 40 palillos por lado, porque tuvieron en cuenta

la tabla que completaron en la pegunta 1 de la tarea 2.

Ahora bien, de acuerdo con Carraher & Schliemann (2007) al trabajar el patrén como una
regla que genera la coleccion de las figuras cuadradas, 3 estudiantes (E1, E23, E27) relacionan
las dos cantidades que varian (los palillos por lado y los palillos usados) pero aun, esto no logran

generalizarlo en sus justificaciones (Ver Figura 13).
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Hay que afiadir a lo anterior que E28 se apoya de unas representaciones pictoricas (Unos

cuadrados) para responder la pregunta, de lo cual se puede inferir que ve y registra el patrén
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(Mason et al, 1985/1999), como el calculo del perimetro, porque el estudiante en cada lado del

cuadrado, escribe el namero que corresponderia con la cantidad de palillos por cada lado, e

indica el total de palillos para cada figura (Ver Figura 14).
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Situacion 1: Tarea 3, Pregunta 2 (S1T3P2)

Poblacion: 35 estudiantes
Tabla 11
Tipificacion S1, T3, P2

Figura 14. S1, T3, P1, E28

Pregunta 2: Si Juan y Anita tienen suficientes palillos para realizar figuras. Indica para cada caso, cuantos palillos
necesita Anita para armar figuras triangulares de 30, 13, 15 y 50 palillos por lado.

Tipos de respuestas Fa | Fr Explicacion Fa | Fr

1| Estudiantes que identifican 20 | 57% | No hacen ninguna operacion 5 25%
correctamente los palillos que se Multiplican por 3 cada cantidad 13 | 65%
utilizan para armar fig_uras cuadradas Dibuja 4 triangulos y en los 3 lados 1 5%
de 30, 13, 15y 50 palillos por lado escribe el nimero de palillos por lado,
(E1, E2, E3, ES, E6, ET7, ES, E13, también relaciona con el signo igual cada
E16, E14, E10, E12, E23, E25, E26, figura con el total
E27, E28, E29, E31, E34) Hace unas sumas reiterativas (30 +30+ | 1 5%

30...)

2| Estudiantes que responden en forma | 3 9% | Hacen correctamente las 3 100
parcialmente correcta (E11, E19, multiplicaciones excepto una (13 x 3 = %
E30) 93631 x 3 = 34)

3| Estudiantes que responden de manera | 12 34% | Escriben un nimero (67 o 15) 2 16%
incorrecta (E4, E8, E15, E17, E18, La respuesta no se entiende 1 8%
E20, E21, E22, E24, E32, E33, E35) No responden la pregunta 9 75%

De acuerdo con los resultados presentados en la tabla 11, se puede deducir que el 66% de los

estudiantes logran encontrar para cada caso cuantos palillos necesita Anita, para armar las figuras

triangulares de 30, 13, 15 y 50 palillos por lado. De estos, la mayoria de los estudiantes (17 de 23

estudiantes) realizan operaciones para encontrar los resultados, aunque algunos (9%) lo hacen de

forma parcialmente correcta.

Respecto al 34% de los estudiantes que no logran responder correctamente, 3 estudiantes no

interpretan correctamente el enunciado porque indican un namero, el cual no corresponde con

ninguna de las cantidades que deberian obtener.

Considerando lo dicho anteriormente y los porcentajes obtenidos en la pregunta 1, los

resultados son muy similares, el 66% de los estudiantes, logran ver el patron de dos formas, ya
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que estos, multiplican el nimero de palillos por lado por 3 (30 x 3), 0 suman tres veces la
cantidad correspondiente (13 + 13 + 13), y algunos estudiantes (5 de 23) al parecer tienen en
cuenta alguno de estos dos procedimientos, puesto que logran indicar las cantidades correctas,

pero no hay una evidencia de un procedimiento aritmético, en sus escritos.

También se puede afirmar que dicho porcentaje de estudiantes logran encontrar los palillos
usados para las figuras cuadradas de 24, 15, 18 y 40 palillos por lado, porque tuvieron en cuenta
la tabla que completaron en la pregunta 2 de la tarea 2, y los mismos 3 estudiantes (E1, E23,
E27) de la pregunta anterior, relacionan dichas cantidades en sus respuestas, es decir, no se
limitan a realizar una operacién, sino que indican los palillos por lado y los palillos usados (Ver
Figura 15).

Asi pues, de acuerdo con Carraher & Schliemann (2007) al trabajar el patrdn como una regla
que genera la coleccion de las figuras cuadradas, 3 estudiantes logran identificar las relaciones
entre estas dos cantidades (los palillos por lado y los palillos usados) que varian, pero aun esto no

logran generalizarlo en sus justificaciones (Ver Figura 15).
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Figura 15. S1, T3, P2, E1

Hay que afiadir a lo anterior que E28, al igual que en la pregunta 1, se apoya de
representaciones pictdricas (unos triangulos) para responder a la pregunta, de lo cual se puede
inferir que ve y registra el patrén, como el célculo del perimetro, porque el estudiante en cada
lado del triangulo escribe el nimero que corresponderia con la cantidad de palillos por cada lado,

e indica el total de palillos para cada figura (Ver Figura 16).
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Figura 16. S1, T3, P2, E28
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Situacion 1: Tarea 3, Pregunta 3 (S1T3P3)
Poblacion: 35 estudiantes

Tabla 12

Tipificacion S1, T3, P3

Pregunta 3: Si Juan quiere formar una figura cuadrada con cualquier nimero de palillos por cada lado ¢Cuéntos
palillos necesita?

Tipos de respuestas Fa Fr Explicacion Fa Fr
1| Estudiantes que describenel | 8 23% | Indican que multiplican el nimero de palillos por | 2 25%
patron y responden dando un la figura y que por ejemplo cada 4 palillos x 4
ejemplo particular, lados = 16
multiplicando por 4 (E1, E2, Suman cuatro veces una cantidad (500, un millén | 3 38%
E7, E14, E27, E28, E30, 0 10)
E31) Hacen una multiplicacién (90.000.000 x 3 38%
46100.000 x4 6150%x 4)
2| Estudiantes que responden 17 | 49% | Hacenunasuma (4 +8 + 12 + 16 + 20) 5 29%
de manera incorrecta (ES3, Escriben un ndmero (26 206 2006 456 466 60 | 10 | 59%
E5, E6, E9, E10, E11, E12, 6 105)

E13, E16, E17, E19, E20,

Indica que necesita formar la figura con niimeros | 1 6%
E24, E25, E26, E29, E34) d g °

de palillos iguales

Indica que necesita la cantidad de los lados para | 1 6%
hacer cualquier cantidad

3| Estudiantes que no 10 | 29% | No responden la pregunta 10 | 100%
responden la pregunta E4,
E8, E15, E18, E21, E22,
E23, E32, E33, E35)

En relacién con los resultados de los 35 estudiantes correspondientes a la pregunta 3, Tarea 3
de la Situacion 1, segun la tabla 12, se observa que el 23% de los estudiantes contestan de
manera correcta la pregunta, la mitad de los estudiantes (49%) no responden acertadamente y el

29%, no responden la pregunta.

Es importante anotar que la justificacion o explicacidén de como pueden saber la cantidad de
palillos que necesita Juan, si quiere formar una figura cuadrada con cualquier nimero de palillos
por cada lado, solo el 23% de los estudiantes logran hacerlo de diversas maneras, ya sea

describiendo el procedimiento o apoyandose de ejemplos.

Sobre la base de las ideas expuestas, se infiere que el 23% de los estudiantes lograron ver y
validar el patron (Mason et al., 1985/1999), ya que estos lo usan de dos maneras, ya sea
haciendo el producto de un nimero por cuatro (150 X 4) o hacen una suma reiterativa (10 +

10 + 10 + 10) para encontrar el nimero de palillos que necesita Juan.

Ahora bien, de estos estudiantes; E7 y E30, lograron registrar el patron solamente con

palabras (Mason et al., 1985/1999), pero ademas, ellos identifican la cantidad constante como el
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numero de lados de la figura y la cantidad variable como el nimero de palillos, los cuales deben

ser los de los lados (Ver Figura 17).
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Figura 17. S1, T3, P3, E7

Cabe afiadir, que en el ejemplo anterior se ve claramente, lo que Kaput, Carraher & Blanton
(2008) proponen, es decir, el lenguaje natural les permite a los estudiantes describir conceptos
algebraicos y como dice el Ministerio de Educacion Nacional (2006), la generalizacion de
patrones numéricos preparan a los estudiantes para la construccion de la expresion algebraica, a
través de la formulacion verbal de una regla recursiva que muestre como construir los términos
siguientes a partir de los precedentes, que en este caso es la que expresion que permite encontrar
los palillos que se necesitan para una figura con cualquier cantidad de palillos por cada lado (Ver
Figura 16).

Respecto al 49% de los estudiantes que responden de manera incorrecta, se puede inferir que
dos estudiantes (E9 y E29) logran ver el patron porque notan alguna regularidad (Mason, et al.,
1985/1999), como por ejemplo que la figura debe tener el mismo nimero de palillos por cada
lado, 0 que esta cantidad es importante conocerla, para asi hacer cualquier figura, ya que estos

indican por ejemplo que necesita formar la figura con nimeros de palillos iguales.

Ahora bien, de dicho porcentaje, la mayoria (10 de 17), posiblemente por la manera como
estaba redactada la pregunta, interpretaron que se les pedia indicar una cantidad de palillos, con
la que se pudiera construir alguna figura cuadrada, incluso algunos (5 de 17) consideraron los 60

palillos como respuesta.
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Situacion 1: Tarea 3, Pregunta 4 (S1T3P4)
Poblacion: 35 estudiantes

Tabla 13

Tipificacion S1, T3, P4

Pregunta 4: Si Anita quiere formar una figura triangular con cualquier nimero de palillos por cada lado ¢Cuéantos
palillos necesita?

Tipos de respuestas Fa Fr Explicacion Fa Fr
1| Estudiantes que describen el 6 17% | Hacen una multiplicacién (500.000 x 3 50%
patron y responden dando un 36 60.000.000 x 36150 x 3)
ejemplo particular, Suman tres veces alguna cantidad (un millén 6 | 2 33%
multiplicando por 3. (E2, E14, 10)
E27, E28, E29, E31) Indica que para un triangulo con cualquier 1 17%
numero de palillos, necesita ese nimero
multiplicado por 3, por ejemplo 4 palillos x3
2| Estudiantes que responden de | 17 49% | Hacenunasuma (3+9+6 + 15+ 21) 5 29%
manera incorrecta (E3, E5, E6, Escriben un nimero (26156546 1086200 |9 53%
E7, E9, E10, E11, E12, E13, 0 46)

E16, E17, E20, E24, E25,

Indica que multiplica el nimero de los lados 2 12%
E26, B30, E34) Indica que necesita la cantidad de los lados si | 1 6%
quiere hacer cualquier cantidad
3| Estudiantes que no responden | 12 34% | No responden la pregunta 12 100%

(E1, E4, E8, E15, E18, E19,
E21, E22, E23, E32, E33,
E35)

En relacion con los resultados de los 35 estudiantes correspondientes a la pregunta 4, Tarea 3
de la Situacion 1, segun la tabla 13, se observa que el 17% de los estudiantes contestan de
manera correcta la pregunta, la mitad de los estudiantes (49%) no responden acertadamente y el
34%, no responden la pregunta. Es importante anotar, respecto a la justificacion o explicacion de
cémo saber la cantidad de palillos que necesita Anita, si quiere formar una figura triangular con
cualquier nimero de palillos por cada lado, el 17% de los estudiantes logran hacerlo de diversas

maneras, ya sea describiendo el procedimiento o apoyandose de ejemplos.

Lo anterior nos permite afirmar que solamente 6 estudiantes (23%) lograron ver y validar el
patrén (Mason et al., 1985/1999), ya que estos lo usan de dos manera, ya sea haciendo el
producto de un namero por cuatro (150 x 3) o hacen una suma reiterativa (10 + 10 + 10) para
encontrar el nimero de palillos que necesita Anita. Ahora bien, de estos estudiantes; E29 logra
registrar el patron solo con palabras (Mason et al., 1985/1999), pero ademas, explicita, que la
cantidad constante es 3 porque la figura tiene tres lados y habla en términos de “cualquier
cantidad”, lo cual se puede decir que posiblemente la identifica como la cantidad variable (Ver

Figura 18).
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Figura 18. S1, T3, P4, E29

Cabe afiadir, que en el ejemplo anterior se ve claramente, lo que Kaput, Carraher & Blanton
(2008) proponen, es decir, el lenguaje natural les permite a los estudiantes describir conceptos
algebraicos y como dice el Ministerio de Educacion Nacional (2006), la generalizacion de
patrones numéricos preparan a los estudiantes para la construccién de la expresion algebraica,
asi, pues, este 17% de los estudiantes estdn muy cerca de lograr formular la regla para saber, la
cantidad de palillos que necesita Juan, si quiere formar una figura triangular con cualquier

numero de palillos por cada lado.

Respecto al 49% de los estudiantes que responden de manera incorrecta, se puede inferir que
dos estudiantes (E7 y E30) logran ver y registrar el patron (Mason, et al., 1985/1999), pero en

forma parcial porque ellos solamente indican que “multiplican el nimero de los lados”.

En conclusidn, algunos estudiantes en sus argumentos se acercan a una expresion general que
permite hallar cualquier cantidad de palillos usados a partir del namero de palillos por lado, de
los cuales E29 y E7 muestran un acercamiento a la comprension de lo indeterminado de la

variable.

Cabe destacar que los demas estudiantes si logran reconocer el patron, ya que ellos calculan la
cantidad de palillos usados para el numero de palillos por lado que se les pedia en las diferentes
preguntas, ya sea con una multiplicacion por 3 o por 4, o con una suma reiterativa. Ademas de
esto, dichos estudiante logran identificar en los patrones, las cantidades que varian y las que se

mantienen constantes, las logran relacionar en algunas ocasiones.



Un acercamiento a la variacion directamente proporcional a través de patrones numéricos 84

3.2.3.2 Resultados y analisis de resultados de la Situacion 2 (S2) El juego de las bolas de

cristal con puntajes proporcionales

Tarea 1: Reconociendo el patrén numérico

Situacion 2: Tarea 1, Pregunta 1 (S2T1P1)
Poblacién: 34 estudiantes

Tabla 14

Tipificacion S2, T1, P1

Pregunta 1: Paola, estudiante del grado quinto, asegura que si desplaza 10 canicas fuera del circulo, ganaria $850.
a. Indica si la afirmacion de Paola es cierta o no.

b. Justifica tu respuesta.
Tipos de respuestas Fa Fr Explicacion Fa Fr
1 | Estudiantes que 33 97% | Justifica con dos multiplicaciones (50 x 10, 100 x 5)e | 1 3%
indican que la indica que una bola cuesta 50 y 2 cuestan 100
afirmacion de Paola Justifican con una multiplicacién (10 x 50) e indican 20 | 61%
es falsa (E1, E2, E3, que si 1 bola vale $50, 10 bolas valen 500
E4, ES, E6, E7, E8, Justifican que si se desplazan 2 bolas se gana $100, 6 18%
E9, E10, E11, E12, entonces si se desplaza 10 bolas se gana 500

E13, E14, E15, E19,
E21, E23, E24, E25,
E26, E27, E28, E29,

Indican que si dos bolas de cristal son 100, 10 son 500, 2 6%
realizan una multiplicacion (10 x 5) y aumentan un cero
al resultado

E30, E31, E33, E34,

- — 5
E35, E36, E37 E38. Realizan una suma reiterativa (5 veces 100 o 10 veces 4 12%

50) y algunos indican que con una bola gana $50 o que

E39) con 2 bolas ganan $100 o que para ganar 850 necesita
sacar 17 bolas
2 | Estudiante que no 1 3% | No responde 1 100%
responde la pregunta
(E40)

De acuerdo con la tabla 14, el 97% de los estudiantes responden de manera correcta a la
pregunta planteada, es decir, identifican que Paola no puede ganarse $1.500 por desplazar 10
bolas ademaés infieren que 1 bola vale $50; de estos, el 100% logran justificar de manera correcta
su respuesta, ya sea por medio del lenguaje natural o a través de operaciones. Ahora bien solo el

3% de los estudiantes no responden la pregunta.

Teniendo en cuenta lo anterior se puede afirmar que el 97% de los estudiantes comprenden el
problema; de estos el 76%, logran identificar relaciones existentes entre las cantidades
implicadas en la situacion (Post, Behr & Lesh, 1988) (Ver Figura 19), y ademas en sus
justificaciones dan muestra de que infieren nuevas relaciones (si el jugador desplaza 2 bolas de

cristal fuera del circulo, gana $100, por eso si se desplaza una bola se gana $50”).
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Se puede sefialar también que la mayoria de los estudiantes lograron ver el patron (Mason et

al., 1985/1999), porque realizaron un producto para identificar que $850 no corresponde con lo

que se gana Paola al desplazar 10 canicas; pero ademas dos estudiantes (E6 y E26) ven que el

patrén es equivalente a multiplicar por 5 la cantidad de bolas desplazadas, pero agregando al

resultado, un cero al final y E23 ve de dos manera el patron, ya que este realiza el producto de
100 x 5y 50 x 10.

Ahora bien, el 97% que respondieron correctamente dan muestra de que justifican y

desarrollan argumentos matematicos, para defender la validez de una conjetura (Si desplaza 10

canicas fuera del circulo, ganaria $850).

Situacion 2: Tarea 1, Pregunta 2 (S2T1P2)
Poblacion: 34 estudiantes

Tabla 15

Tipificacion S2, T1, P2

Pregunta 2: Si Paola quiere ganar $1.500.

a. Indica cuantas canicas debe desplazar fuera del circulo.
b. Justifica tu respuesta.
Tipos de respuestas Fa Fr Explicacién Fa Fr
1| Estudiantes indican que 27 79% | Realizan una multiplicacion (30 X 50) y 10 37%
Paola debe desplazar 30 algunos indican que Paola debe desplazar 30
bolas fuera del circulo (E1, bolas fuera del circulo para ganar $1.500
E2, E3, E4, E5, E6, ES, Justifican que si con 10 canicas gana 500, con 2 7%
E10, E11, E12, E13, E14, 30 canicas gana 1.500, y hacen una suma
E21, E23, E24, E26, E27, reiterativa (500 + 500 + 500)
E28, E29, E30, E33, E34, Hacen dos multiplicaciones (30 x 50 2 7%
E36, E37, E38, E39, E40) y 100 x 15)
Realizan una division (1500 = 50) y algunos 11 | 41%
indican que Paola debe desplazar 30 bolas fuera
del circulo para ganar $1.500
Hacen una multiplicacién (30 x 50) y una 1 4%
division (1500 =+ 50)
No justifica 1 4%
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2 | Estudiantes que responden | 7 21% | Indica que debe desplazar 3 canicas, y algunos 3 43%
de manera incorrecta (E7, indican que si desplaza 2 canicas gana 100
E9, E15, E19, E25, E31, puntos y que sia 2 le suma 1 canica, gana 1.500
E35) Indica que debe desplazar 30 canicas pero 1 14%

realiza de manera incorrecta una multiplicacion
(30 x 50 = 200)

Realiza de manera incorrecta una divisién 1 14%
(5.00 + 50 = 30)
No responden la pregunta 2 29%

De acuerdo con la tabla 15, se puede afirmar que el 79% de los estudiantes responden de
manera correcta a la pregunta planteada, es decir, indican cuéantas bolas debe desplazar Paola,
para ganar $1.500, para lo cual utilizan diversas estrategias (una multiplicacion, una division o
suma reiterativa). Ahora bien, respecto a la pregunta anterior (3%), en la pregunta 2, el
porcentaje de estudiantes que no responden correctamente es mayor (21%), lo cual puede

deberse a que la relacion que se propone es de tipo inversa.

Con base en lo anterior se puede afirmar que del 79% que responden correctamente, logran
ver el patrén de dos manera, el 44% de este porcentaje lo identificaron como m + 50 = n,
siendo m=1500, n=30, y otro 44% consideran el patrébn como n x 50 = 1.500, ya que estos
indican la multiplicacion de 30 x 50 = 1500. Ahora bien, cabe resaltar que E8 logra ver el

patron de estas dos formas, de manera simultanea, ya que este realiza ambas operaciones.

Hay que resaltar también, las expresiones numeéricas equivalentes que E23 logra identificar,
las cuales llevan al mismo resultado, pero implican dos razonamientos distintos, es decir al
realizar 50 x 30, se tiene en cuenta que por cada bola desplazada se gana $50, y al multiplicar

100 X 15, se tiene en cuenta que 100 es el doble de 50 y 15 es la mitad de 30. De esta

interpretacion se puede inferir, que E23 posiblemente ve el patron como 50 - ny 100 g aunque

esto no lo registre.

Finalmente se puede decir que el 24% de los estudiantes relacionan correctamente las
cantidades implicadas lo cual es importante en el estudio de la proporcion (Post, Behr & Lesh,
1988), ya que estos identifican que “al desplazar 30 bolas, se puede ganar 1.500”, incluso E12 y
E26 logran relacionarlas de manera inversa (Ver Figura 20), en cambio otros estudiantes solo

indican que Paola debe desplazar 30 bolas o realizan la operacion.
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Situacion 2: Tarea 1, Pregunta 3 (S2T1P3)
Poblacion: 34 estudiantes

Tabla 16

Tipificacion S2, T1, P3
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Pregunta 3: Escribe lo que gana Paola si no logra desplazar fuera del circulo ninguna canica. Justifica tu respuesta

Tipos de respuestas Fa | Fr Explicacion Fa | Fr
1 | Estudiantes que indican que Paola no gana | 28 | 82% | No justifican 14 | 50%
nada (E1, E2, E3, E4, E5, E6, E8, E9, E10, Realizan una multiplicacién (50 x 0)y | 13 | 46%
E1l,E12, E13, E14, E15, E21, E25, E26, algunos indican que todo nimero
E27, E29, E30, E33, E34, E35, E36, E37, multiplicado por cero da cero o que no
E38, E39, E40) gana nada porque no desplaza ninguna
canica
Indica que nada porque tiene que sacar 1 | 4%
minimo una para ganar $50
2 | Estudiantes que responden de manera 6 | 18% | Multiplican 0 x 0 y realizan un dibujo 2 | 33%
incorrecta (E7, E19, E23, E24, E28, E31) Indica que lo que gana es 1500 T 117%
No responden la pregunta 3 | 50%

De acuerdo con la tabla 16, el 82% de los estudiantes identificaron que si se desplaza 0 bolas,

gana $0, pero solo el 46% de estos, justificaron su respuesta por medio de una multiplicacion y el

50% no lo hicieron. Ahora bien, solo, el 18% no responden correctamente, de los cuales dos no

reconocen el patréon 50 - n, ya que estos realizan el producto de 0 x 0.

De lo anterior se puede afirmar que la mayoria de los estudiantes (82%) reconocen que si no

se desplaza ninguna bola, el resultado es $0; ahora bien, de este porcentaje el 39% relacionan
correctamente las cantidades implicadas, lo cual es importante en el estudio de la proporcién

(Post, Behr & Lesh, 1988), ya que estos identifican que “al no desplazar ninguna bola, no se

puede ganar nada” (Ver Figura 21), en cambio otros estudiantes solo indican que Paola no gana

nada.
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Ahora bien, del 82% que respondieron correctamente, el 46%, dan muestra de que justifican y
desarrollan argumentos matematicos, para defender o refutar la validez de su conjetura (“Si no
desplaza ninguna, no gana nada porque 50 x 0 = 0” 0 “tiene que sacar minimo una, para ganar
$50) y ademas sacan conclusiones en forma de afirmaciones generalizadas, aunque esto Gltimo
lo logran 4 estudiantes, los cuales identifican que “todo numero multiplicado por cero da 0” Cabe
aclarar que las justificaciones de estos estudiantes dejan ver lo que mencionan, Kaput, Carraher
& Blanton (2008) y Carraher & Schliemann (2007), el lenguaje natural; les permite desarrollar el

proceso de generalizacion.

Situacion 2: Tarea 1, Pregunta 4 (S2T1P4)
Poblacién: 34 estudiantes

Tabla 17

Tipificacion S2, T1, P4

Pregunta 4: Teniendo en cuenta que cada vez que se desplazan 2 bolas de cristal fuera del circulo, se gana $100.
Explicale a Paola como puede hallar el dinero que gana cuando desplaza 1 bola.

Tipos de respuestas Fa Fr Explicacion Fa Fr

1 | Estudiantes que explican como | 17 50% | Justifican que la mitad de 100 es 50, algunos | 12 71%

hallar el dinero que gana indican que la mitad de 2 es 1, y realizan dos

cuando desplaza 1 bola (E4, divisiones (100 +~ 2y 2 + 2)

ES5, E6, E8, E10, E12, E21, Realiza una resta (100 — 50) 1 6%

E23, E27, E28, E29, E30, E33, Realizan una suma (50 + 50) 3 18%

E34, E36, E37, E38) Realiza un dibujo 1 6%
2 | Estudiantes que indican el 9 26% Indica que si desplaza 1 bola gana $50 ycon | 5 55%

dinero que se gana cuando se dos $100

desplaza 1 bola pero no No justifican 4 44%

explican (E1, E2, E3, E9, E14,
E15, E26, E35, E39)

3 | Estudiantes que responden de 8 24% Indican que multiplica pero no escriben los 2 25%
manera incorrecta (E7, E11, factores
E13, E19, E24, E25, E31, E40) Interpretan de manera incorrecta el enunciado | 2 25%
(Paola gana 100 o 200, si desplaza 1 canica)
Estudiante escribe 1002, pero no opera. 1 12%
No responden la pregunta 3 38%

Teniendo en cuenta los datos de la Tabla 17, el 76% de los estudiantes, logran hallar el dinero
que gana Paola cuando desplaza 1 bola con diversas operaciones (division, suma o resta), lo cual
en las preguntas anteriores han ido identificando y solo el 26% de estos, no justifican su
respuesta. Ahora bien, del 24% de los estudiantes que no responden correctamente, el 38% no

responden la pregunta.

Con base en lo anterior se puede decir que del 76% de los estudiantes que responden

correctamente, el 46% conciben la proporcion (Con 2 bolas ganas 100 y con 1 bola ganas 50)
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como una division y no como una relacion, ya que estos indican que ‘la mitad de 100 es 50°,
pero no relacionan a qué corresponde el 100 y el 50, lo cual si logran hacer otros 5 estudiantes
(Ver Figura 22).

Jana ATSG (Pu:-nel Lok guec i caca 2 ¢ Java 100
Figura 22. S2, T1, P4, E14

Otro estudiante en cambio da muestra que ve y registra el patron con palabras apoyandose de
las figuras (Mason et al., 1985/1999) (Ver Figura 23).
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Teniendo en cuenta todo lo anterior, los registros iconicos como los dibujos y las
justificaciones hechas en lenguaje natural, actian como intermediarias en la construccién general
de los procedimientos o algoritmos que definen el patron (Ministerio de Educacion Nacional,
2006), aunque en este caso, los estudiante solo logran identificar el valor constante de este, lo
cual es parte de la formula del patréon.

Ahora bien, el 50% de los estudiantes que respondieron correctamente, dan muestra de que
justifican y desarrollan argumentos matematicos, para defender o refutar la validez de su
conjetura (“Cuando desplaza 1 bola se gana $50”) (Blanton et al., 2017), y ademas, esto lo logran
a través de la interpretacién de sus representaciones matematicas (MEN, 2006), ya que estos
realizan alguna operacion (100 <+ 2 y 2 + 2) o se apoyan de un dibujo, para lograr dar respuesta

al interrogante y al mismo tiempo justifican.

Ahora bien, 4 de 26 estudiantes que responden correctamente, dejan ver que no
necesariamente razonan en términos multiplicativos (Godino & Batanero, 2002), ya que en su

justificacion muestran unas técnicas aditivas (100 — 50 6 50 + 50).
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Situacion 2: Tarea 1, Pregunta 5 (S2T1P5)
Poblacion: 34 estudiantes

Tabla 18

Tipificacion S2, T1, P5

Pregunta 5: Paola hizo la siguiente tabla para saber el dinero obtenido al desplazar algunas canicas fuera del circulo
a. Ayuldala a completarla.

la tabla pero justifican de
manera incorrecta (E5, ES6,

200, 500 + 500, 350 + 350, 700 + 700, 850 +
850) y escriben como respuesta 4, 7, 10, 14 y 17

Cantidad de bolas Valor de 2 canicas Dinero ganado por las
desplazadas desplazadas bolas desplazadas
2 $100 $100
$100 $200
7 $100
$100 $500
14 $100
$100 $850
b. Indica cdmo completaste los datos que faltaban en la tabla
Tipos de respuestas Fa Fr Explicacién Fa Fr
1 | Estudiantes que completan | 21 | 62% | Hace una lista de los 88 casos 1 5%
correctamente la tabla e Cuenta de 50 en 50 para todos los casos, pero al 1 5%
indican como lo hicieron 14 le suma 3, y a 700 le suma 150.
(E1, E2, E3, E4, E8, EY, Hace unas multiplicaciones (2 x 50, 4 x 50, 7 x | 16 | 76%
E12, E14, E15, E21, E23, 50, 10 x 50, 14 x 50, 17 X 50) y un
E24, E27, E28, E29, E30, estudiantes indica que multiplica por 50 la
E31, E34, E35, E36, E39) cantidad de bolas desplazadas
Hace una division (4 + 2) e indica que suma de 1 5%
dos en dos y de 100 en 100
Indica que hace unas sumas (7 veces 50, 8 veces 2 9%
50, 10 veces 50, 14 veces 50 y 17 veces 50)
2 | Estudiantes que completan | 11 | 32% | Realizan unas sumas con algunos errores (200 + 4 36%

E10, E11, E13, E19, E25, En la justificacion no realizan ninguna operacion | 5 45%
E26, E37, E38, E40) y se limitan al lenguaje natural (Ej. hice una suma,
una multiplicacién)
Indica que resta de 50 en 50, 17 veces 1 9%
Sin justificacion 1 9%
3 | Estudiantes que no 2 6% Indica que hace una suma pero no escribe los 1 50%
completa la tabla o no sumandos
responden la pregunta (E7, No responde la pregunta 1 50%

E33)

De acuerdo con los resultados de la pregunta 5, de la situacion 2, tarea 1, presentes en la tabla
18, se infiere que el 94% de los estudiantes lograron completar la tabla correctamente, pero el
32% de estos, no justifica la manera cémo lo hicieron y solo el 6% de los estudiantes no logran

completar la tabla o no responden.

Respecto al item b, se puede mencionar que el 50% de los estudiantes tienen diversas maneras
de justificar, la mayoria de estos (97%) multiplican por 50 la cantidad correspondiente; cabe

aclarar que aunque para algunos casos se requeria la relacion inversa, por ejemplo 850 <+ 50 =
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17, pero los estudiantes de manera implicita tuvieron en cuenta la ecuacion 50 X n = 850, para
poder encontrar la cantidad de bolas desplazadas, ya que estos indican el producto (17 x 50).
(Ver Figura 24).

Ademas de lo anterior, E14, demuestra en su justificacion que logra ver el patron presente en
la tabla y lo registra solo con palabras, de lo cual se puede decir que la variacion en tablas ayuda
a la escritura de las expresiones algebraicas tipo retdricas, para describir la variacion (Ministerio
de Educacion Nacional, 1998), y ademés E14, crea una formula, que infiere del analisis de unos

casos particulares (Bednarz, Kieran & Lee, 1996) (Ver Figura 24).
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Figura 24. S2, T1, P5, E14

Hay que rescatar también, la explicacion hecha por E3, en ella se ve claro como va avanzando
en su razonamiento, empieza contando de 50 en 50 y finalmente, llega a utilizar los datos que ya
tiene en la tabla, e incluso logra identificar una propiedad de la funcion lineal [f(a + b) =
f(a) + f (b)]. Asi pues, E3 da muestra de que el lenguaje natural le permite describir conceptos
algebraicos (Kaput, Carraher & Blanton, 2008; Carraher & Schliemann, 2007) lo cual se observa

en sus explicaciones (Ver Figura 25).
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Ahora bien, del 32% de los estudiantes que, aunque completan correctamente la tabla, no
justifican de manera acertada, el 36% de estos (4 de 11) realizan unas técnicas aditivas (suman
dos veces el dinero ganado) para obtener la cantidad de bolas desplazadas, lo cual deja ver que
no razonan en términos multiplicativos (Godino & Batanero, 2002) y por ende no identifican la

relacion de las cantidades implicadas, como una proporcion.
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Situacion 2: Tarea 1, Pregunta 6 (S2T1P6)
Poblacion: 34 estudiantes

Tabla 19

Tipificacion S2, T1, P6

Pregunta 6: Si tu participas en el juego de las bolas de cristal aqui descrito, indica como calcular la cantidad de
dinero que puedes ganar, para cualquier cantidad de bolas que se desplazan fuera del circulo.

Tipos de respuestas Fa | Fr Explicacion Fa | Fr

1 | Estudiantes que describen 6 18% Indica que cuenta o multiplica por 50 porque 1 16%
cémo calcular la cantidad cada bola vale 50
de dinero que se gana, para Indica que mira el nimero de bolas, que tieneen | 1 16%
cualquier cantidad de bolas cuenta que cada bola vale $50, que 50 se
que se desplazan fuera del multiplica por dos, y que asi va de 2 en 2
circulo (E3, E29, E34, E35, Realizan una multiplicacion (950 x 50 4 66%
E36, E39) 6 35 x 50) e indican que ponen cualquier

namero y lo multiplican por 50 o que multiplican
el valor de cada bola x 50

2 | Estudiantes que presentan 10 29% | Realiza una multiplicacion (150 x $50 = 1 10%
un ejemplo de como $7.500) y sefiala con flechas que 150 son las
calcular la cantidad de canicas, $50 el valor y $7.500 el valor de
dinero que se gana, para ganancias
cualquier cantidad de bolas Realizan una multiplicacion (5 x 50 5 50%
que se desplazan fuera del 635 x 50 6 45 x 50)
circulo (E2, ES, E6, E8, Realizan una divisién 1750 = 50 2 20%
E10, E12, E14, E26, E27, 6 1500 =+ 50) y alguno hace una multiplicacion
E37) (30 x 50)
Hacen una multiplicacién (35 x 5) y aumentan 2 20%
un cero al resultado
3 | Estudiantes que responden | 18 53% Indica que la calcula en la mente sumando un 1 5%
de manera incorrecta (E1, porcentaje
E9, E4, E7, E11, E13, E19, Realizan una multiplicacion de manera incorrecta | 2 11%
E21,-E23, E24, E25, E30,
Egé) E33, E38, B40, E15, Realiza de manera incorrecta una suma reiterada | 1 5%
(50+50+ 50+ 50+ 50+ 50 =400)
No responden 14 78%

De acuerdo con la tabla 19, el 47% de los estudiantes responden correctamente la pregunta, es
decir, indican como calcular la cantidad de dinero, para cualquier cantidad de bolas que se
desplazan fuera del circulo. De estos, el 18% encuentran una expresion en lenguaje natural y
algunos se ayudan de un ejemplo y el 29% solo justifican con la multiplicacion de un nimero por
50. Ahora bien, la mayoria de los estudiantes (53%) no responden correctamente la pregunta.

Con base en lo anterior se puede afirmar que el 35% de los estudiantes logran ver el patron
numeérico porque lo describen, o realizan unas operaciones en las que multiplican un nimero
cualquiera por 50. Cabe destacar también que del 29% de los estudiantes, 4 (E5, E6, E12, E27)
ven el patrén de tres formas diferentes, ya que multiplican por 5 el nimero de bolas desplazadas
o dividen la cantidad de dinero por 50 (1750 + 50 6 1500 -+ 50) o multiplican 5 x 50.
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Se puede decir ademas que el 18% de los estudiantes logran registrar el patrén con palabras,
apoyados de casos particulares, para identificar las caracteristicas generales de este (Ver Figura
26). Asi pues, se cumple lo mencionado por el Ministerio de Educacion Nacional (2006), las
variaciones no solo se representan por medio del sistema algebraico, también se expresan por

medio del lenguaje natural.
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Ahora bien, el 29% de los estudiantes, solamente realizan un calculo numérico para explicar
cémo calcular la cantidad de dinero que pueden ganar, para cualquier cantidad de bolas que se
desplazan fuera del circulo; lo cual deja ver como a partir de casos particulares pueden
identificar las caracteristicas generales del patron (Ver Figura 27), por ejemplo E2, clasifica las

cantidades del producto, en canicas, valor y valor de ganancias.
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Situacion 2: Tarea 1, Pregunta 7 (S2T1P7)
Poblacion: 34 estudiantes

Tabla 20

Tipificacion S2, T1, P7

Pregunta 7: Paola dice que para calcular el dinero que pueden obtener los estudiantes de quinto, jugando con las
bolas de cristal, se debe multiplicar $50 por el nimero de bolas desplazadas.

a. Analiza y determina si Paola tiene razon y por qué

b. Encuentra el dinero que pueden obtener los estudiantes de quinto, al desplazar 13, 25, 99 y 105 bolas, teniendo
en cuenta lo dicho por Paola.

Tipos de respuestas Fa | Fr Explicacion Fa| Fr
1 | Estudiantes que determinan que 13 | 38% | Justifican que 50 es el valor de una bola 13 | 100%
Paola tiene razon y encuentran realizan la multiplicacion de un niamero, por
correctamente el dinero que pueden 50, algunos indican que el nimero que
obtener al desplazar 13, 25,99 y escogieron son las bolas desplazadas y hacen
105 bolas (E1, E2, E3, E4, E5, ES8, unas multiplicaciones en forma vertical u
E10, E12, E23, E26, E27, E31, horizontal y otros realizan un dibujo (50 x
E37) 13,50 X 25,50 x 99,50 x 105).
2 | Estudiantes determinan que Paola 14 | 41% | Multiplican un nimero por 50 y no logran 14 | 100%
tiene razén y encuentran de forma obtener correctamente el dinero que se gana
parcial el dinero que pueden al desplazar 13, 25, 99 y 105 bolas, por
obtener al desplazar 13, 25,99 y errores en los calculos realizados (13 x 50 =
105 bolas, (E6, E7, E9, E11, E13, 1.100,25 x 50 = 1.050,105 x 50 =
E14, E19, E21, E24, E28, E29, 7000,99 x 50 =4.900...)
E30, E34, E36)
3 | Estudiantes que responden de 7 | 21% | Indican que la afirmacion de Paolaes falsay |2 | 29%
manera incorrecta uno o dos items no logran obtener correctamente lo que se
(a, b) (E15, E25, E33, E35, E38, gana al desplazar 13, 25, 99y 105 bolas, por
E39, E40) errores en los calculos realizados
Suma de manera incorrecta la cantidad de 2 | 29%
bolas desplazadas (9 + 11 + 13 + 25 = 58)
0 hacen una suma (29 +51+91+ 91+
13 + 50)
No responden la pregunta 3 | 43%

De la tabla 20 se infiere que el 79% de los estudiantes logran identificar que Paola tiene
razon, al decir que para calcular el dinero que pueden obtener, jugando con las bolas de cristal, se
debe multiplicar $50 por el nimero de bolas desplazadas, lo cual comprueban con un ejemplo y

el otro 21% de los estudiantes no logran hacerlo.

Respecto al dinero que pueden obtener los estudiantes de quinto, al desplazar 13, 25, 99 y 105
bolas segun la regla de Paola, el 21% lo hace en forma parcialmente correcta ya que estos tienen

errores en los célculos y solo el 38% lo encuentran correctamente.

Con base en lo anterior, el 79% de los estudiantes logran validar el patron haciendo calculos
para casos en los que se puede verificar el resultado con un conteo de 50 en 50, usan casos en los

que ya se sabe la respuesta (por ejemplo 5 x 10 = 500 estaba en la tabla de la pregunta 5) y un
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estudiante (E23) valida el patron usando los casos en los que ya se sabe la respuesta (Ver Figura

28), y ha dibujado anteriormente en la pregunta 4 (Ver Figura 23).
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Cabe resaltar que dos estudiantes (E2, E4) logran identificar la razon como una relacién
(Guacaneme, 2001) ya que estos relacionan en su ejemplo de validacion, que la cantidad que
escogieron corresponde a las bolas desplazadas y relacionan el dinero ganado correspondiente

para este (Ver Figura 29).
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Figura 29. S2, T1, P7, E2

También se puede decir que el 76% de los estudiantes lograron ver el patron, ya que estos lo
utilizaron para encontrar el dinero correspondiente por desplazar 13, 25, 99 y 105 bolas,
multiplicando por 50 cada una de estas cantidades, aunque 14 de ellos (41%), tuvieron errores en

los célculos.

Finalmente, respecto al 21% de los estudiantes que responden de manera incorrecta se
observa que 2 de ellos (E33, E35), en el item b dejan ver como reducen la razon, a unas técnicas
aditivas (Godino & Batanero, 2002), ya que estos realizan unas sumas (9 + 11 + 13 +
25629+ 51+4+91+91+ 13 +50).
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Situacion 2: Tarea 1, Pregunta 8 (S2T1P8)
Poblacion: 34 estudiantes

Tabla 21

Tipificacion S2, T1, P8

Pregunta 8: Mario; otro estudiante de grado quinto, dice que €l calcula la cantidad de dinero que se obtiene por
desplazar las bolas de cristal fuera del circulo, multiplicando el nimero de bolas desplazadas por $100 y dividiendo
este resultado entre 2.

a. Indica si Mario tiene razén y por qué.

b. Encuentra el dinero que pueden obtener los estudiantes de quinto, al desplazar 13, 25 99 y 105 bolas, teniendo en

cuenta lo dicho por Mario.

c¢. Compara los procedimientos propuestos por Paola y Mario, en las preguntas 7 y 8, y saca una conclusion.

Tipos de respuestas Fa | Fr Explicacion Fa Fr

1| Estudiantes que afirmar 10 29% | Realizan las operaciones respectivas que decia 10 100
que Mario tiene razén, Mario, para algiin nimero, algunos indican que %
encuentran de manera este corresponde a las bolas desplazadas, y
correcta el dinero que multiplican por 50 dicha cantidad de bolas,
pueden obtener al también hacen las operaciones respectivas que
desplazar 13, 25, 99 y 105 indicaba Mario, para 13, 25, 99 y 105 bolas,
bolas, y sacan una algunos multiplican por 50 dichas cantidades y
conclusion de los concluyen que aunque fueron procedimientos
procedimientos (E2, E3, diferentes eran los mismos resultados
E5, E6, E8, E10, E12, E26,

E27, E37)

2 | Estudiantes que responden | 13 | 38% | Realizan unas operaciones (100 x 5,50 x 13 | 100
en forma parcialmente 5,100 + 2) o realizan las respectivas operaciones %
correcta dos items (a y b) que indica Mario, para cierta cantidad de bolas
(E1, E4, E7, E9, E11, E13, pero tienen errores en los calculos, hacen en
E14, E19, E28, E29, E30, forma parcialmente correcta las operaciones
E34, E36, respectivas que indicaba Mario, para 13, 25, 99 y

105 bolas, e indican que los procedimientos son
diferentes

3 | Estudiantes que responden | 11 | 32% | Indican que cada canica son 50 y 2 son 100 o 2 9%
de manera incorrecta realizan las operaciones respectivas, para cierta
algunos item (E15, E21, cantidad de bolas y multiplican por 50 cada
E23, E24, E25, E31, E33, cantidad de bolas desplazadas (13, 25, 99 y 105)

E35, E38, E39, E40) Para el item a, realiza una divisiéon (100 = 2)yen | 1 4%
el item b realiza una suma (29 +91+91+ 11 +
03 4+ 55 =278)
Realiza de manera incorrecta unas 3 4%
multiplicaciones
No responden la pregunta 5 22%

Respecto a los resultados presentes en la tabla 21 se observa que el 67% de los estudiantes
logran identificar que Mario tiene razén, al decir que para calcular el dinero que pueden obtener,
jugando con las bolas de cristal, se debe multiplicar el nimero de bolas desplazadas por $100 y
dividir este resultado entre 2, lo cual comprueban con un ejemplo y el otro 32% de los

estudiantes no logran hacerlo correctamente.
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En relacién con el dinero que pueden obtener los estudiantes de quinto, al desplazar 13, 25, 99
y 105 bolas segun la regla de Mario, el 38% lo hace en forma parcialmente correcta ya que estos

tienen errores en los calculos y solo el 29% lo encuentran correctamente.

Con base en lo anterior, el 67% de los estudiantes logran ver y validar el patron propuesto,
100- . , . . .
que en este caso era Tn haciendo calculos pero a diferencian de la pregunta 7, las cantidades

que los estudiantes usan para verificar el patron no necesariamente se pueden comprobar a través
del conteo, y ademas logran ver que dicho patron es equivalente al anterior, ya que estos
multiplican por 50 cada cantidad de bolas desplazadas (13, 25 99 y 105 bolas).

Es importante mencionar como E3 logra identificar en su ejemplo de validacion, que la
cantidad que escoge corresponde a las bolas desplazadas (Ver Figura 30), y ademas lo relaciona
con el dinero ganado, lo cual nos permite inferir que dicho estudiante logra identificar la razon
como una relacién (Guacaneme, 2002). Con base en lo anterior, el 67% de los estudiantes
lograron usar el patron propuesto para encontrar el dinero correspondiente por desplazar 13, 25,
99 y 105 bolas, aunque algunos (38%) tuvieron errores en los célculos.
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Figura 30. S2, T1, P8, E3

Finalmente, y de manera similar a la pregunta 7, del 32% de los estudiantes que responden de
manera incorrecta, los mismos dos estudiantes (E33, E35), en el item b siguen reduciendo la
razon, a unas técnicas aditivas (Godino & Batanero, 2002), ya que estos realizan unas sumas
(29491491 + 11 + 03 + 55 = 278).

Tarea 2: Propiedades del patron
Pablo, Pedro, Tatiana y Sara son estudiantes de grado quinto, ellos decidieron ubicar en una

tabla el dinero ganado y la cantidad de bolas desplazadas, de la siguiente manera:
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Numero del tiro Cantidad de bolas Dinero ganado por
desplazadas bolas desplazadas
1 7 $350
2 8 $400
3 23 $1.150
4 15 $750
5) 38 $1.900
6 2 $100
7 14 $700
8 18 $900
9 3 $150
10 21 $1.050

Situacion 2: Tarea 2, Pregunta 1 (S2T2P1)

Poblacion: 34 estudiantes
Tabla 22
Tipificacion S2, T2, P1
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Pregunta 1: Pablo afirma que el dinero que gané al desplazar 38 bolas en el tiro 5, es el mismo que gand, al

desplazar 15 bolas en el tiro 4 y 23 bolas en el tiro 3. Indica si Pablo tiene razon y ¢Por qué?

Tipos de respuestas Fa Fr Explicacion Fa Fr
1| Estudiantes que identificanque | 29 | 85% | Indican que sisuma 23 més 15 le da 38, si 6 21%
el dinero que se gana al suma 1.150 mas 750 le da 1.900 y que en el tiro
desplazar 38 bolas en el tiro 5, 5 desplaza 38 bolas y gana 1.900 y si sumas la
es el mismo que se gana, al cantidad de los primeros da lo mismo
desplazar 15 bolas en el tiro 4 y Hacen una suma en forma vertical (1.150 + 10 | 34%
23 holas en el tiro 3 (E1, E2, 750), e indican que al sumar lo del tiro 3 0 lo
E3, E4, E5, E6, E7, ES8, E9, que se gana por desplazar 23 bolas y lo del tiro
E10, E11, E13, E14, E15, E17, 4 0 lo que se gana por desplazar 15 bolas, da el
E19, E25, E26, E27, E29, E30, mismo valor de $1.900 del tiro 5
E31, E32, E33, E34, E36, E37, Hace dos suma (1.150 + 750y 23 + 15)y 1 3%
E38, E39) una multiplicacion (38 x 50) e indica que en el
tiro 5 desplazan 38 bolas y al desplazar 15y 23
bolas da 38
Estudiante que hacen una suma en forma 12 | 41%
vertical (1.150 4+ 750)
2| Estudiantes que comprueban 2 6% Hacen una suma (23 + 15) e indican que Pablo | 2 100%
que al sumar las bolas tiene razén porque 15y 23 da 38
desplazadas de los tiros 4y 3
obtienen la misma cantidad del
tiro 5 (E18, E24)
3| Estudiante que responde de 3 9% Hace de manera incorrecta una suma en forma | 1 33%
manera incorrecta (E16, E20, vertical (750 + 1150 = 8656)
E35) No responden la pregunta 2 66%

De la tabla 22 se infiere que el 91% de los estudiantes responden correctamente la pregunta,

es decir identifican que el dinero que gana Pablo al desplazar 38 bolas en el tiro 5, es el mismo

que se gana, al desplazar 15 bolas en el tiro 4 y 23 bolas en el tiro 3; aunque dos de ellos
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solamente comprobaron la equivalencia para la cantidad de bolas desplazadas, también hay que

mencionar que el 9% de los estudiantes no responden correctamente.

Respecto a la justificacion de la pregunta, la mayoria realizan las sumas correspondientes, ya
sea de las bolas desplazadas, del dinero ganado o de ambas; ahora bien, solo un estudiante realiza

ademas de lo anterior la multiplicacion de 38 x 50.

Lo anterior nos permite afirmar que el 85% de los estudiantes tuvieron en cuenta los datos de
la tabla para usar la propiedad de la proporcionalidad directa si “c = a + b entonces f(a + b) =
f(a) + f (b) = f(c)20”, asi, para la pregunta 1 f(a + b) = f(15 + 23) = f(15) + f(23) =
$750 + $1.150 = $1900 = f(38). Esto se infiere a partir de las operaciones hechas por el 91% de
los estudiantes, de los cuales algunos identifican la condicion inicial ¢ = a + b, que en este caso
era 38 = 15 + 23 y la mayoria encuentran el dinero correspondiente por desplazar 15 bolas y 23
bolas (f(15) + f(23) = $750 + $1.150). Cabe resaltar que E27, ademas de lo anterior, usa el

patron para comprobar su resultado (38 x 50).

Solo el 21% de los estudiantes, logran identificar correctamente las correspondencias entre la
cantidad de bolas desplazadas y el dinero ganado lo cual puede deberse a que la tabla les permite
comprender las relaciones de dependencia entre dichas cantidades(Obando, Vanegas & Vasquez,
2006) (Ver Figura 31). Ahora bien, dicha relacion la expresan en lenguaje natural, de lo cual se
puede decir que este tipo de registro les permite a los estudiantes describir conceptos algebraicos
(Kaput, Carraher & Blanton, 2008, Carraher & Schliemann, 2007), en este caso es la relacion

entre las cantidades implicadas (Para 23 bolas gané $1.150...).
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Figura 31. S2, T2, P1, E31

A lo anterior hay que afadir que el 26% de los estudiantes relacionan correctamente el

numero del tiro, con el dinero ganado, lo cual registran en lenguaje natural o sefialan con una

20 sjendo a, b y ¢ nlimeros naturales
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flecha en cada dinero. También hubo estudiantes (38%) que solamente realizaron correctamente
la suma del dinero de los tiros 3y 4, por lo tanto, dichos estudiantes no identifican la relacién
descrita anteriormente, pero si dan muestran de que logran desarrollar un aspecto del
pensamiento variacional (MEN, 2006) porque prueban una conjetura (el dinero que gano al
desplazar 38 bolas en el tiro 5, es el mismo que gand, al desplazar 15 bolas en el tiro 4 y 23 bolas

en el tiro 3), a parir de la interpretacion de una tabla.

Situacion 2: Tarea 2, Pregunta 2 (S2T2P2)
Poblacion: 34 estudiantes

Tabla 23

Tipificacion S2, T2, P2

Pregunta 2: Indica si lo dicho anteriormente se cumple para el dinero que gané Pablo en el tiro 3, y la suma del
dinero que gana Pablo, en el tiro 4y 2, y ¢Por qué?

Tipos de respuestas Fa | Fr Explicacion Fa | Fr
1 | Estudiantes que indican que sise | 27 79% | Hacen una suma en forma vertical (750 + 15 | 55%
cumple para el dinero que gand 400) e indican que si suman la cantidad de
Pablo en el tiro 3, y la suma del dinero ganado de los tiros 4 o el dinero por
dinero que gana Pablo, en el tiro desplazar 15 bolas y lo del tiro 2 o el dinero
4y2(E1 E2, E3. E4, E5, E6, por desplazar 8 bolas, da 1.150 que es la
E7, E8, E9, E10, E11, E13, E14, cantidad del tiro 3
E15, E17, E19, E24, E25, E26, Hace dos sumas (15+ 8y 400 + 750) e 1 4%
E27, E29, E30, E32, E34, E36, indica que al sumar 15 y 8 el resultado es
E38, E39) 23y cuando suma 400 y 750 da 1.150 y es

lo mismo que el tiro 3

Hacen una suma en forma vertical (750 4+ | 11 | 40%

400)
2 | Estudiante que comprueba que al | 1 3% Indica que sisumael tiro 4 coneltiro2da |1 100%
sumar las bolas desplazadas de 23
los tiros 4 y 3 obtienen la misma
cantidad del tiro 5 (E37)
3 | Estudiantes que responden de 6 18% | Hacen una suman en forma vertical 4 66%
manera incorrecta (E16, E18, (1.150+750=1900634+2 =
E20, E31, E33, E35) 56 6 76 + 38)
No responden la pregunta 2 33%

De acuerdo con los datos presentados en la tabla 23, se puede decir que el 82% de los
estudiantes responden correctamente la pregunta, es decir identifican que el dinero que se gana
Pablo en el tiro 3, es igual a la suma del dinero que gana en el tiro 4 y 2; aunque E37 solo
comprueba la equivalencia para la cantidad de bolas desplazadas; también hay que decir que el
18% de los estudiantes no responden correctamente. Respecto a la justificacion de la pregunta, la
mayoria realizan las sumas correspondientes, ya sea de las bolas desplazadas, del dinero ganado

o de ambas. Ahora bien, en el enunciado de la pregunta 2 a diferencia del anterior, se omite
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mencionar las bolas desplazadas de los tiros, lo cual puede ser la causa por la que el porcentaje

de acierto en esta pregunta sea mas bajo que el de la pregunta anterior.

A partir de lo anterior se puede decir que el 79% de los estudiantes tuvieron en cuenta los
datos de la tabla, para usar la propiedad de la proporcionalidad directa “si ¢ = a + b entonces
fla+b)=f(a)+f (b) =f(c)”, asiparalapregunta2 f(a+ b) = f(15+ 8) = f(15) +
f(8) = $750 + $450 = $1.150 = f(23). Esto se infiere a partir de las operaciones hechas por
el 82% de los estudiantes, de los cuales algunos identifican la condicion inicial c = a + b, que
en este caso era 23 = 15 + 8 y la mayoria encuentran , el dinero correspondiente por desplazar 15
bolas y 8 bolas (f(15) + f(8) = $750 + $450).

Ahora bien, de manera similar a la pregunta 1, el 9% de los estudiantes, logran identificar
correctamente las correspondencias entre la cantidad de bolas desplazadas y el dinero ganado,
aunque lo relacionan con flechas (Ver Figura 34), lo cual puede deberse a que la tabla les permite
comprender las relaciones de dependencia entre dichas cantidades (Obando, Vanegas &
Vasquez, 2006) (Ver figura 34).
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A lo anterior hay que afadir que el 44% de los estudiantes relacionan correctamente el
namero del tiro con el dinero ganado, lo cual registran en lenguaje natural o sefialan con una
flecha en cada dinero; también hubo estudiantes (23%) que solamente realizaron correctamente
la suma del dinero de los tiros 4 y 2, por lo tanto, dichos porcentajes no identifican la relacion
descrita anteriormente, pero si dan muestran de que logran desarrollar un aspecto del
pensamiento variacional (MEN, 2006), porque prueban una conjetura (el dinero que se gana
Pablo en el tiro 3, es igual a la suma del dinero que gana en el tiro 4 y 2), a parir de la

interpretacion de una tabla.
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Situacion 2: Tarea 2, Pregunta 3 (S2T2P3)
Poblacion: 34 estudiantes

Tabla 24
Tipificacion S2, T2, P3

Pregunta 3: Segun la propiedad anterior, que se cumple para casos similares, y teniendo en cuenta los datos de la
tabla. Descomponga en dos tiros, lo que desplazo Pedro: 30, 46, 53, y 61 bolas.

Tipos de respuestas Fa | Fr Explicacion Fa | Fr
1| Estudiantes que hacenunas | 27 | 79% | Relacionan las bolas desplazadas y el tiro 18 | 67%
sumas en forma horizontal correspondiente (7 bolas es del tiro 1, ... 15
o vertical, [30 bolas bolas es del tiro 4)
(23 4+ 7), 46 bolas Realizan unas multiplicaciones (30 X 5, 46 X 2 7%
(38+ 8023+ 23) bolas, 5,53 x 5,61 x 5) y relacionan los tiros con el
53 bolas (15 + 38), y 61 dinero que se gana o con las bolas
bolas (23 + 38)] (E1, E2, (eltiroly3 =1.500..0eltiroly3 =
E3, E4, E5, E6, E7, ES, 30..)
E9, E10, E11, E13, E14, A algunas bolas, no le relacionan correctamente | 2 7%
E15, E17, E19, E24, E25, el tiro correspondiente (al 7 lo asocian como tiro
E26, E27, E29, E31, E34, 14 y el 8 como tiro 18)

E36, E37, E38, E39) Relacionan el total de las bolas desplazadas con | 5 18%

el dinero que se gana por dichas bolas
(30 bolas = 1.500)

2 | Estudiantes que responden | 7 21% | Indica que dos tiros que al sumarlos dan 30 seria | 1 14%
de manera incorrecta (E16, sumar las bolas del tiro 3 y la bolas del tiro 1
E18, E20, E30, E32, E33, Hacen unas sumas en forma vertical (38 + 3 43%
E35) 8623+7,42+4,51+3,61+1)
No responden la pregunta 3 43%

De la tabla 24 se infiere que el 79% de los estudiantes responden correctamente la pregunta, la
cual tenia la intencion de que los estudiantes identificaran otros tiros (30, 46, 53, y 61 bolas
desplazadas), que se obtenian al sumar la cantidad de bolas desplazadas de dos tiros que estaban
en la tabla. Ahora bien, del 21% de los estudiantes que responden de manera incorrecta, dos
descomponen 30, 46, 53, y 61, con cantidades que no estaban en la tabla. Cabe destacar también,
como 3 estudiantes del 21% que responden de manera incorrecta, identifican equivalencias
numéricas correctas, pero estas no corresponden con las cantidades propuestas en la tabla
(23+7=30,42+4=46,514+3=54,61+1=62).

Con base en lo anterior, se puede afirmar que el 79% de los estudiantes logran expresar
equivalencias numéricas de laformac =a + b 6 a + b = ¢, donde a y b son cantidades que
pertenecen a la columna de bolas desplazadas y ¢ es una de las bolas desplazadas dadas (30, 46,
53 6 61), lo cual requieren para luego identificar en la pregunta 4, la correspondencia en la suma,
que tienen dos magnitudes directamente proporcionales, es decir, “si ¢ = a + b, también

c'=a +b".
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Del mismo modo que las preguntas anteriores, el 67% de estos estudiantes relacionan de
manera adecuada las bolas desplazadas con los tiros (Ver Figura 33), y esto la mayoria lo hacen
directamente en la descomposicion, es decir sefialan para cada cantidad, su tiro correspondiente,
lo cual es una muestra de que asi justifican y desarrollan argumentos matematicos para defender
o refutar la validez de una conjetura (Teniendo en cuenta los tiros de la tabla se pueden
descomponer 30, 46, 53, y 61 bolas) (Blanton et al., 2017), ya que estos realizan alguna

operacioén (30 bolas (23 + 7 ...), para lograr dar respuesta al interrogante y al mismo tiempo

justifican.
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Figura 33. S2, T2, P3, E2

Situacion 2: Tarea 2, Pregunta 4 (S2T2P4)

Poblacion: 34 estudiantes
Tabla 25
Tipificacion S2, T2, P4

Pregunta 4: Teniendo en cuenta lo anterior.

a. Comprueba que el dinero que gano Pedro al desplazar 30 bolas, es igual a la suma del dinero que gand en los dos
tiros que descompusiste. Asi mismo, comprueba que el dinero que gané Pedro al desplazar 46, 53 y 61 bolas, es
igual a la suma del dinero que gand en los dos tiros que descompusiste, para cada caso.

b. Explica con tus propias palabras la propiedad que usaste en las preguntas 1, 2, 3y 4a.
Tipos de respuestas Fa | Fr Explicacion Fa | Fr
1 | Estudiantes que realizan unas 8 24% | Relacionan el dinero ganado con las bolas 2 | 25%
sumas en forma vertical u desplazadas (30 bolas —$1500...), algunos
horizontal [para 30 bolas multiplican por 50 las bolas desplazadas e
(1.150 + 350), para 46 bolas indican que tuvieron que sumar un tiro con otro,
(400 4+ 1.900 6 1.150 + para poder obtener el mismo resultado de otro
1.150), para 53 bolas (1900 + tiro
750) y para 61 bolas (1.150 + Relacionan el dinero ganado con el tiro 6 | 75%
1.900)] y explican con sus correspondiente (1.150 con el tiro 3... 750 con el
propias palabras la propiedad tiro 4), multiplican por 50 las bolas desplazadas e
que usaron (E1, E2, E3, E5, ES, indican que al sumar dos tiros de la tabla, hay un
E10, E11, E13) resultado de otro tiro en la tabla o que al sumar
dos tiros da otro tiro
2 | Estudiantes que responden 13 | 38% | Realizan unas sumas en forma vertical u 13 | 100%
correctamente el item a (E4, ES, horizontal [para 30 bolas (1.150 + 350), para 46
E7, E9, E14, E17, E19, E27, bolas (400 + 1.900 6 1.150 4+ 1.150),
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E29, E31, E34, E36, E39) para 53 bolas (1900 + 750) y para 61 bolas
(1.150 + 1.900)], algunos relacionan
correctamente el dinero con el tiro
correspondiente (1.150 con el tiro 3,... 750 con el
tiro 4), o multiplican por 50 las bolas desplazadas
0 asocian las bolas como tiros (Tiro 30 =

1.500...)

3 | Estudiantes que responden de 13 | 38% | No responden la pregunta 4 | 31%
manera incorrecta (E15, E16, Descomponen 30, 46, 53y 61 bolas, en tiros y 3 | 23%
E18, E20, E24, E25, E26, E30, cantidades de bolas
E32, E33, E35, E37, E38) Hacen unas sumas (350 + 100 6 1900 + 400) | 3 | 23%

No realiza ninguna operacién y asocia las bolas 1 | 8%
como tiros (Tiro 30 = 1.500...)

Realizan de manera incorrecta el producto de las | 2 | 15%
bolas desplazadas por 50

De la tabla 25 se infiere que el 62% de los estudiantes responden correctamente la pregunta
4a, la cual tenia la intencion de que relacionaran el dinero de los tiros encontrados anteriormente,
en que se han descompuesto 30, 46, 53 y 61 bolas desplazadas. Ademas de esto, también hay
estudiantes que usan el patron 50 x n, para comprobar su resultado. Ahora bien, del 38% de los
estudiantes que no responden correctamente, la mayoria (69%) no interpretan correctamente el
enunciado, ya que estos responden lo mismo de la pregunta 3 o hacen célculos incompletos o
incorrectos. Respecto al item b, solo el 24% de los estudiantes logran explicar, en lenguaje

natural, la propiedad que han usado en las preguntas anteriores.

Sobre la base de las ideas expuestas anteriormente, se puede decir que el 62% de los
estudiantes tuvieron en cuenta los datos de la tabla, para usar la propiedad de la proporcionalidad
directa f(a + b) = f(a) + f (b). Cabe resaltar que 14 estudiantes, ademas de lo anterior, usan
el patron, para comprobar su resultado (50 x 30,50 x 46,50 x 53,50 x 61), lo cual es una
muestra de que validan el patron y que justifican y desarrollan argumentos matematicos, para
defender la validez de su argumento (Blanton et. Al, 2017), que en este caso era el resultado

obtenido, luego de realizar las respectivas operaciones (Para 30 bolas 1.150 + 350...).

Por otro lado, del total de estudiantes, el 21% logran identificar correctamente las
correspondencias entre la cantidad de bolas desplazadas y el dinero ganado, lo cual puede
deberse a que la tabla les permite comprender las relaciones de dependencia entre dichas
cantidades (Obando, Vanegas & Véasquez, 2006), la cual indican sefialando con flechas las bolas
desplazadas y el dinero ganado (Ver Figura 34).
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Figura 34. S2, T2, P4, E14

A lo anterior hay que afadir que el 29% de los estudiantes relacionan correctamente el
namero del tiro con el dinero lo cual sefialan con una flecha en cada dinero. También hubo 3
estudiantes que solamente realizaron correctamente la suma del dinero de los tiros, por lo tanto,
dichos estudiantes, no identifican la relacion descrita anteriormente, pero si dan muestran de que
logran desarrollar un aspecto del pensamiento variacional (MEN, 2006), porque prueban una
conjetura (el dinero por desplazar 30, 46, 53 y 61 bolas, es igual a la suma del dinero que gand

en los dos tiros que descompusiste), a parir de la interpretacion de una tabla.

Finalmente, respecto al item c, el 24% de los estudiantes lograron explicar, la propiedad de la
proporcionalidad f(a + b) = f(a) + f (b), pero en términos de tiros y no del dinero ganado o
bolas desplazadas (Ver Figura 35). Asi pues, el lenguaje natural sirve como un punto de partida
para que los estudiantes, usen e identifiquen propiedades y reconozcan relaciones (Kaput,
Carraher & Blanton, 2008), que en este caso era la propiedad de la proporcionalidad y las
relaciones entre las cantidades involucradas.

b\ﬁe. ka Yo SIS \wd,o\o U \Q%\\x%

Figura 35,52, T2, P4, E2
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Situacion 2: Tarea 2, Pregunta 5 (S2T2P5)
Poblacion: 34 estudiantes

Tabla 26

Tipificacion S2, T2, P5

Pregunta 5: Sara afirma que el dinero que gand al desplazar 18 bolas en el tiro 8, es el mismo que gand al desplazar
3 bolas en el tiro 9, pero multiplicado por 6. Indica si la afirmacién de Sara es correcta y ;por qué?

Tipos de respuestas Fa | Fr Explicacion Fa | Fr
1 | Estudiantes que realizan una 22 65% Indica que la afirmacién de Sara es correcta 1 4%
multiplicacion en forma porque 18 bolas/ dinero 900, 9 bolas/dinero
vertical u horizontal (150 x 6) 150
y justifican su respuesta (E1, Indican que la afirmacion de Sara es correcta | 8 36%
E2, E3, E5, E7, ES8, E10, E11, porque 150 que es del tiro 9, al multiplicarlo
E13, E14, E17, E19, E24, E27, por 6, da el valor de $900 que es lo del tiro 8
E29, E30, E31, E32, E34, E36, Escriben que Tiro 8—$900 4 18%
E39) Tiro9 x 6 — $150 X 6 ¢ indican que ella
queria que le diera el mismo resultado
Relacionan el dinero con el tiro 5 23%
correspondiente (150— Tiro 9, 900 — Tiro 8)
El argumento no se entiende 4 18%
2 | Estudiantes que comprueban 3 9% Indica que Tiro 8—18 bolas, 1 33%
que las bolas desplazadas en el Tiro 9— 3 bolas X 6 = 18 bolas
tiro 8 es el mismo desplazado Realizan una multiplicacion (3x6) e indican 2 66%
el tiro 9, pero multiplicado por que la afirmacion es correcta porque 3 por 6
6 y afirman que Sara esta en lo es 18 y da lo mismo que 18 bolas en el tiro 8
correcto (E6, E9, E26)
3 | Estudiantes que responden de 9 26% Hacen una suma en forma vertical (18 + 2 22%
manera incorrecta (E15, E25, 68+39618+8+3+9+6)
E33, E35, E37,E16, E18, E20, Indican que gano = 900 2 22%
E38) No responden la pregunta 4 44%
Indica que 18 bolas son 700 y multiplicado 1 11%
por 6 son 1000

De la tabla 26 se infiere que el 74% de los estudiantes responden correctamente, es decir
identifican que el dinero que gana Sara al desplazar 18 bolas en el tiro 8, es el mismo que gané al
desplazar 3 bolas en el tiro 9, pero multiplicado por 6; aunque tres de ellos solamente
comprobaron la equivalencia para la cantidad de bolas desplazadas, también hay que decir que el

26% de los estudiantes no responden correctamente.

Respecto a la justificacion de la pregunta, la mayoria realiza la multiplicacion

correspondiente, ya sea de las bolas desplazadas por 6, del dinero ganado por 6 o de ambas.

De acuerdo con lo anterior, el 65% de los estudiantes tuvieron en cuenta los datos de la tabla,
para usar la propiedad de la proporcionalidad directa sia = r - e entonces f(a) = f(r-e) =r-
f(e), donde f(x) es la funcion del dinero ganado y x la cantidad de bolas desplazadas, asi, para
lapregunta 5, f(a) = f(r-e) = f(6:3)=6-f(3) =6-$150 = $900 = f(18). Esto se
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infiere a partir de las operaciones hechas por el 74% de los estudiantes, de los cuales algunos
identifican la condicidn inicial a = r - e, que en este caso era 18 = 6 x 3 y la mayoria

encuentran, el dinero correspondiente por desplazar 3 bolas (f(3) = $150).

Ahora bien, en esta pregunta, del 65% de los estudiantes, ninguno logra identificar la
correspondencia entre la cantidad de bolas desplazadas y el dinero ganado, solamente E1, lo hace

en forma parcialmente correcta (Ver Figura 36).
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Figura 36. S2, T2, P5, E1

Los estudiantes lo que hacen es, relacionar correctamente el nimero del tiro, con el dinero
ganado, lo cual registran en lenguaje natural o sefialan con una flecha en el dinero, y esta es la
manera como justifican y desarrollan argumentos matematicos para validar la hipdtesis propuesta
que en este caso era que el dinero que gand al desplazar 18 bolas en el tiro 8, es el mismo que

gand al desplazar 3 bolas en el tiro 9, pero multiplicado por 6.

Cabe destacar también como 2 estudiantes que respondieron de manera incorrecta, no
consideran la propiedad de la proporcionalidad directa que se les estaba indicando en el
enunciado, si no que mas bien dejan ver que razonan en términos multiplicativos (Godino &
Batanero, 2002), ya que en su justificacion muestran unas técnicas aditivas (18 + 68 + 39 6 18 +
8+ 349+ 6), de las cuales se infiere que uno de ellos lo que hace es sumar los nimero que

aparecen en el enunciado.

Situacion 2: Tarea 2, Pregunta 6 (S2T2P6)

Poblacion: 34 estudiantes

Tabla 27

Tipificacion S2, T2, P6
Pregunta 6: Indica si lo dicho anteriormente se cumple para el dinero que gan6 Sara en el tiro 10, y lo que gand
en el tiro 9, multiplicado por 7, y ¢Por qué?

Tipos de respuestas Fa | Fr Explicacion Fa | Fr
1| Estudiantes que comprueban | 16 47% | Indica que el patron se cumple porque en el 1 6%
que el dinero que gand Sara tiro 10 gana 1.050 y el dinero del tiro 9
en el tiro 10, es el mismo multiplicado por 7 da lo mismo
que gand en el tiro 9, Escriben Tiro 10 - $1.050, 5 31%
multiplicado por 7y Tiro9 x7 - 150x 7




Un acercamiento a la variacion directamente proporcional a través de patrones numéricos 108

justifican su respuesta (E1, Hacen una multiplicacién (150 x 7) e indican | 4 25%
E2, E3, E4, E8, E9, E14, que Sara tiene razén porque 150 que es del
E19, E27, E29, E30, E31, tiro 9, al multiplicarlo por 7, da el valor de
E32, E34, E36, E39) $1.050 que es lo del tiro 10
Hacen una multiplicacién (150 x 7) y 4 25%
relacionan el dinero ganado con el tiro,
(150 - tiro9y 1.050 — tiro 10)
Hacen una multiplicacion (150 x 7) y 2 12%
presentan un argumento gue no se entiende
2 | Estudiantes que comprueban | 3 9% Escriben que Tiro 10 — 21, 2 66%
que las bolas desplazadas en Tiro9 - 3 bolas X7 =21
el tiro 10 es el mismo Indica que 3 x 7 da 21 y el tiro 10 dio 21 1 33%
desplazado el tiro 9, pero
multiplicado por 7 (E6, E26,
E37)
3 | Estudiantes que responden 15 44% | Indican que Tiro 9 — $1.050 4 27%
de manera incorrecta (E5, Tiro9 x6 —» 150 X 6
E7, E10, E11, E13, E15, Indican que Tiro 10 — 1.050 4 27%
E16, E17, E24, E25, E35, , Tiro9 x7 = 150 = 1.050
E18, E20, E33, E38) Tienen errores en las multiplicaciones 2 13%
No responden 5 33%

Como se observa en la tabla 27, el 56% de los estudiantes responden correctamente, es decir
identifican que el dinero que gana Sara al desplazar 18 bolas en el tiro 8 es el mismo que gano al
desplazar 3 bolas en el tiro 9, pero multiplicado por 6; aunque tres de ellos solamente
comprobaron la equivalencia para la cantidad de bolas desplazadas, también hay que decir que el

44% de los estudiantes no responden correctamente.

Respecto a la justificacion de la pregunta, la mayoria realiza la multiplicacion

correspondiente, ya sea de las bolas desplazadas por 6, del dinero ganado por 6 o de ambas.

Ahora bien, en el enunciado de la pregunta 6 a diferencia del anterior, se omite mencionar las
bolas desplazadas de los tiros, lo cual puede ser la causa por la que el porcentaje de acierto en
esta pregunta sea mas bajo que el de la pregunta anterior. Cabe destacar también, como, al igual
que en la pregunta 5, el 9% de los estudiantes solo comprueban la equivalencia, para la cantidad
de bolas desplazadas (a = r - e) (Ver Figura 38), posiblemente es porque en la redaccion de la

pregunta no se alude al dinero, sino a lo que gana.

FI0 10 v 2.
70 Yard LOIOS X8 =2

Figura 37. S2, T2, P6, E6
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Con base en lo anterior, se infiere que el 47% de los estudiantes tuvieron en cuenta los datos
de la tabla, para usar la propiedad de la proporcionalidad directa “si a = r - e entonces f(a) =
f(r-e) =r-f(e)” asi, paralapregunta6 f(a) = f(r-e) = f(7-3)=7-f(3) =7-%$150 =
$1.050 = f(21). Ahora bien, en esta pregunta, del 49% de los estudiantes que responden
correctamente, ninguno logra identificar la correspondencia entre la cantidad de bolas
desplazadas y el dinero ganado. Los estudiantes lo que hacen es relacionar correctamente el
numero del tiro, con el dinero ganado, lo cual registran en lenguaje natural o sefialan con una

flecha en el dinero (Ver Figura 37).

Dicha estrategia es la manera como los estudiantes justifican y desarrollan argumentos
matematicos, para validar la hipdtesis propuesta que en este caso era, que el dinero que gano

Sara en el tiro 10, es el mismo que gand en el tiro 9 multiplicado por 7.
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Figura 38. S2, T2, P6, E19

Situacion 2: Tarea 2, Pregunta 7 (S2T2P7)
Poblacién: 34 estudiantes

Tabla 28

Tipificacion S2, T2, P7

Pregunta 7: Segun la propiedad anterior, que se cumple para casos similares, y teniendo en cuenta los datos de la
tabla. Ayudale a Tatiana a buscar, un tiro que cumpla la propiedad de que al multiplicar, la cantidad de bolas
desplazadas de ese tiro, por un nimero, obtengo 24 bolas. Asi mismo, encuentra un tiro que cumpla la propiedad,
para obtener 27, 36 y 60 bolas.

Tipos de respuestas Fa | Fr Explicacion Fa Fr
1 | Estudiantes que realizan unas 25 73% | Relacionan las bolas con los tiros (8 25 | 100%
multiplicaciones en forma vertical bolas — tiro 2,
[24 bolas (8 bolas % 3 bolas — tiro 9,
3063 bolas x863x8), 18 bolas — tiro 8§,
27 bolas (3 bolas X 96 3 x9) 15 bolas —tiro 4,
36 bolas (18 bolas X 2 6 2 bolas — tiro 6).

2 bolas x 18618 x 2)

60 bolas (15 bolas x 4

64 bolas x 15615 x 4)] (E1, E2,
E3, E4, E5, E6, E7, ES, E9, E10,
E11, E13, E14, E19, E24, E25, E26,
E27, E29, E30, E31, E32, E34, E36,

E39)
2 | Estudiantes responden de manera 9 27% | Hacen unas multiplicaciones (27 = 3 x | 2 22%
incompleta o incorrecta (E15, E16, 9,9%x4 = 36,60 =10 X6,

E17, E18, E20, E33, E35, E37 E38) 24=8x%x3)
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Hacen unas sumas (24 bolas = 2 22%
21 bolas + 3 bolas,27 bolas =

24 bolas + 3 bolas, 627 + 36 + 60)
y alguno hace una multiplicacion

(36 bolas = 4 bolas X 4 bolas)

No responden la pregunta 5 56%

Teniendo en cuenta los datos de la tabla 28 se infiere que el 73% de los estudiantes
entendieron el enunciado de la pregunta, la cual tenia la intencion de que identificaran, otros tiro
(24, 27, 35 y 60 bolas) que se podian obtener, al multiplicar un namero por la cantidad de bolas
desplazadas de un tiro de la tabla. Ahora bien, del 27% de los estudiantes que responden de
manera incorrecta, dos realizan sumas o multiplicaciones con cantidades que no necesariamente

estaban en la tabla.

Se puede decir ademas, que del 27% de los estudiantes que responden de manera incorrecta,
dos identifican equivalencias numéricas correctas, pero estas no corresponden con las cantidades
propuestas en latabla (3 X9 =27,9x 4 = 36,10 X 6 = 60,8 X 3 = 24).

En base a lo anterior, es posible afirmar que el 73% de los estudiantes logran expresar
equivalencias numeéricas de la forma a = r - e, siendo a una de las bolas desplazadas dadas (24,
27, 35y 60 bolas), e una cantidad que pertenecen a la columna de bolas desplazadas, y r un
numero natural (Fiol & Fortuny, 1990), lo cual requieren, para luego identificar en la pregunta 8,

la propiedad de la proporcionalidad directa (si a = r - e entonces f(a) = f(r-e) =r - f(e)).

Ahora bien, de manera similar a las preguntas anteriores, el 73% de estos estudiantes,
relacionan de manera adecuada las bolas desplazadas con los tiros (Ver Figura 39), y esto la
mayoria lo hacen directamente en la descomposicién, es decir sefialan para cada cantidad, su tiro
correspondiente. Dicha estrategia es la manera como los estudiantes justifican y desarrollan
argumentos matematicos, para validar la hipétesis propuesta (Blanton et. Al, 2017), (Hay un tiro
tal que, al multiplicar, la cantidad de bolas desplazadas de ese tiro, por un nimero, obtienes 24,
27, 36 0 60 bolas). Ahora bien, de dicho porcentaje de estudiantes, E34 logra identificar dos
equivalencias para 24 y 60 bolas (Ver Figura 39).
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Figura 39. S2, T2, P7, E34

regunta 8 (S2T2P8)

Poblacion: 34 estudiantes
Tabla 29
Tipificacion S2, T2, P8
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Pregunta 8: Teniendo en cuenta lo anterior.

a. Comprueba que el dinero que gand Tatiana al desplazar 24 bolas, es igual a lo que gand, en el tiro que cumple
la propiedad (al multiplicar, la cantidad de bolas desplazadas de ese tiro, por un nimero, obtengo 24 bolas) pero,
multiplicado por 3. Asi mismo, comprueba que el dinero que gand Tatiana al desplazar 27, 36 y 60 bolas, es igual
a lo que gand en el tiro que cumple la propiedad, multiplicado por un nimero.

b. Explica con tus propias palabras la propiedad que usaste en las preguntas 5, 6, 7y 8a

Tipos de respuestas Fa Fr Explicacion Fa Fr

1| Estudiantes que realizan unas 9 26% | Enel itemb indica lo que hizo en la 1 11%

multiplicaciones en forma horizontal pregunta 2

o vertical Indican que al coger un tiro y 3 33%

24 bolas= Tiro 2 x 3 =400 x multiplicarlo por un nimero obtienen

36Tiro9x8=150x%x8 el resultado de otro tiro

27 bolas = Tiro9x 9 =150 x 9 Indica que multiplica otro tiro y ve 1 11%

36 bolas = Tiro8 x 2 =900 % 2 = que le da otro tiro

Tiro 6 x 18 = 100 x 18, Indica que multiplica 2 tiros y le da 1 11%

60 bolas= Tiro 4 X 4 = 750 X 4), otro tiro

comprueban cada resultado Indica que coge untiro y lo 2 22%

multiplicando por 50 las bolas multiplica por un numero

desplazadas y responden el item b Indica que multiplica 1 tiro con el 1 11%

(E2, E3, E5, E6, E8, E9, E10, E14,
E27)

ndmero 6 y que le da otro tiro
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2 | Estudiantes que responden el itemay | 15 44% | Realizan unas multiplicaciones en 15 100%
no responden el item b (E1, E4, E7, forma horizontal o vertical
El11, E13, E19, E25, E26, E29, E30, 24 bolas= Tiro 2 x 3 =400 x 3
E31, E32, E34, E36, E39) 6Tiro9x8=150x8

27 bolas = Tiro 9 x 9 = 150 x 9,
36 bolas = Tiro 8 x 2 = 900 x 2
=Tiro6 x 18 = 100 x 18,

60 bolas= Tiro 4 x4 =750 x 4),y
comprueban cada resultado
multiplicando por 50 las bolas
desplazadas

3| Estudiantes que responden de manera | 10 | 29% | Hacen unas multiplicaciones (9 x 3, | 4 40%
incorrecta o incompleta (E15, E16, 4%x9,10 X 6,6 27%x 3,36 X 3,
E17, E18, E20, E24, E33, E35, E37, 60 X 3,6 150 X 8,150 X 9 6 24 X
E38) 50)
No se entiende la operacidn e indica 1 10%
que el resultado es 918
No responden 5 50%

De los datos presentados en la tabla 29 se infiere que el 70% de los estudiantes entendieron el
enunciado de la pregunta 8a, la cual tenia la intencion de que los estudiantes, relacionaran el
dinero, de los tiros encontrados anteriormente, para 24, 27, 36 y 60 bolas. Ademas de esto,

también hay estudiantes que usan el patréon 50 x n, para comprobar su resultado.

Ahora bien, del 29% de los estudiantes que no responden correctamente, el 40% de estos, no
interpretan correctamente el enunciado, ya que estos responden lo mismo de la pregunta 7 o
hacen calculos incompletos o incorrectos. Respecto al item b, solo el 26% de los estudiantes
logran explicar, en lenguaje natural, la propiedad de la proporcionalidad directa que han usados

en las preguntas anteriores.

Sobre la base de las ideas expuestas anteriormente, se puede decir que el 70% de los
estudiantes tuvieron en cuenta los datos de la tabla, para usar la propiedad mencionada
anteriormente y ademas de lo anterior, usan el patrén, para comprobar su resultado (24 x
50,27 x 50,36 x 50,60 x 50) lo cual es una muestra de que validan el patron y que justifican
la validez de su argumento, que en este caso era el resultado obtenido, luego de realizar las

respectivas operaciones (Para 24 bolas = 400 x 3 6 150 X 8...).

Se puede decir que del total de estudiantes, el 11%, (E6, E26, E29, E31), logran relacionar
correctamente la cantidad de bolas desplazadas y el dinero ganado, lo cual puede deberse a que
la tabla les permite comprender las relaciones de dependencia entre dichas cantidades (Obando,

Vanegas & Vasquez, 2006). Ahora bien, dicha relacion la indican sefialando con flechas, las
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bolas desplazadas y el dinero ganado (Ver Figura 40). A lo anterior hay que afiadir que el 59%
de los estudiantes relacionan correctamente el nimero del tiro, con el dinero, lo cual sefialan con
una flecha en cada dinero, por lo tanto, dicho porcentaje no logra identificar la relacion descrita

anteriormente.
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Figura 40. S2, T2, P8, E29

Finalmente, respecto al item c, el 26% de los estudiantes lograron explicar, la propiedad de la

proporcionalidad directa, “si a = r - e entonces f(a) = f(r-e) = r- f(e)”, pero en términos de
tiros y no del dinero ganado o bolas desplazadas (Ver Figura 41). Asi pues, el lenguaje natural
sirve como un punto de partida para que los estudiantes, usen e identifiquen propiedades y
reconozcan relaciones (Kaput, Carraher & Blanton, 2008), que en este caso era la propiedad de la

proporcionalidad y las relaciones entre las cantidades involucradas.
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Tarea 3: Graficando la variacion proporcional

Pedro, estudiante de grado quinto, y sus amigos, por turnos lanzaron bolas de cristal. Para no

olvidar sus puntajes, decidieron ubicarlos en la siguiente grafica, donde cada punto azul,

determina, la cantidad de bolas desplazadas y el dinero ganado.
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Situacion 2: Tarea 3, Pregunta 1 (S2T3P1)

Poblacion: 26 estudiantes

Tabla 30

Tipificacion S2, T3, P1

115

Pregunta 1: Toma las coordenadas de un punto cualquiera, de los dibujados por Pedro, y explica qué significado
tienen, cada uno de esos nimeros, en relacion al juego de las bolas.

Tipos de respuestas Fa Fr Explicacién Fa Fr
1| Estudiantes que 14 54% | EI5 es la cantidad de bolas desplazadas y el 250 esel | 9 64%
escogen el Tiro 3 dinero ganado
(5,250) (E1, E3, E4, Pedro tiene 5 bolitas y con esas bolitas gana 250 1 7%
E5, E7, E8, E10, E12, entonces es (5,250)
E14, E15, E21, E25, En el tiro 3 saco 5 bolas y el dinero que gano fue 2 14%
E30, E31) $250
Por 5 bolas gano $250 2 14%
2 | Estudiantes que 4 15% | El dos son bolas desplazadas y 100 el dinero ganado | 2 50%
escogen el Tiro 1 Al tirar 1 bola gana $50 pero si tira 2 bolas gana $100 | 1 25%
(2,100) (ES6, E26, Desplazo 2 bolas y por eso gana 100 1 25%
E33, E35)
3| Estudiantes que 7 27% | 8 es la cantidad de bolas desplazadas y 400 es la 4 57%
escogen el Tiro 4 cantidad de dinero ganado
(8,400) (E9, E11, Cuando saca 8 bolitas se gana 400 2 29%
Eé?) E27, B34, ES6, 8 bolas degplazadas y dinero ganado 400, porque 1 14%
ocho por cincuenta 400 y porque por una bola pagan
cincuenta y luego multiplique (hace una
multiplicacion 8 x 50)
4 | Estudiante que 1 4% Para 8 bolas desplazadas 400 es el dinero ganado, 1 100%

escoge varios tiros
pero no indica las

coordenadas (E18)

para 5 bolas desplazadas 250 es el dinero que gana y
para 2 canicas de cristal gana 100 pesos

De la tabla 30 se infiere que el 100% de los estudiantes responden correctamente la pregunta,

lo cual permite inferir que logran interpretar las coordenadas de los tiros que contiene la gréfica,

ademas un estudiante (E27) comprueba que 400 es el dinero obtenido por 8 bolas desplazadas y

el 4% describe todo los tiros.

En base a lo anterior, 10 de 26 estudiantes logran expresar correctamente en lenguaje natural,

la razon, como una relacién entre dos cantidades (Guacaneme, 2001), que en este caso eran las

bolas desplazadas y el dinero ganado (Ver Figura 42), segun el tiro que escogen, lo cual permite

afirmar que dicho registro les permite describir conceptos algebraicos usando un lenguaje

conocido (Kaput, Carraher & Blanton, 2008), pero esto lo hacen basandose en el analisis hecho a

partir de la grafica, lo cual deja ver que los estudiantes estan desarrollando algun aspecto del

pensamiento variacional (MEN, 2006).
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Ahora bien, los demas estudiantes lo que hacen es indicar de manera separada a que
corresponde cada nimero, mas no los relacionan entre si (“8 es la cantidad de bolas desplazadas

y 400 es la cantidad de dinero ganado™).

W eomy e dio 3 B S PO 0

Figura 42. S2, T3, P1, E15

Situacion 2: Tarea 3, Pregunta 2 (S2T3P2)
Poblacion: 26 estudiantes

Tabla 31

Tipificacion S2, T3, P2

Pregunta 2: Observa la ubicacién de los puntos azules, o tiros que hizo Pedro, y describe de qué manera estan
ordenados dichos puntos.
Tipos de respuestas Fa Fr Explicacion Fa Fr
1| Estudiantes describen con 18 69% | Indican que los ven ordenados en una linea y 6 33%
sus palabras que los puntos algunos dibujan un segmento con tres puntos
azules estéan alineados (E1, Indica que ve que los puntos estan ordenados | 1 5%
E3, E4, E5, E7, ES, E10, de manera alineada y dibuja un segmento con
El1, E12, E14, E19, E21, tres puntos
E30, E31, E33, E34, E36, Indica que los puntos estan ubicados en una 6 33%
E37) linea diagonal
Indica que ve una raya derecha y dibuja un 4 22%
segmento con tres puntos
Indica que los ve en linea recta y como en 1 5%
escala
2 | Estudiantes establecen 8 31% | Indican que estan ordenados por 2, 5, 8 0 de 4 50%
caracteristicas que no estan menor a mayor o de manera horizontal
relacionadas con la Realiza un segmento con tres puntos, los 1 12%
linealidad (ES6, E9, E15, cuales nombra como tiro 1, tiro 3y tiro 4.
E18, E25, E26, E27, E35) Indica que los ordeno de esta manera: 250 lo 2 25%
uni6 al punto azul y del azul al punto 5
Indica que los puntos estan para mostrar la 1 12%
respuesta y los nimeros para indicar la
respuesta y dibuja un segmentos con tres
puntos

De acuerdo con la tabla 31, el 69% de los estudiantes, entendieron la pregunta 2, lo cual
implica que lograron reconocer que los puntos azules estaban ordenados de manera alineada,
aunque ellos no indican que los puntos correspondientes a las parejas ordenadas (2,100); (5,250)
y (8,400) estan alineados (Fiol & Fortuny, 1990); y esto puede deberse a la redaccion de la

pregunta, aunque solo E9 se acerca a dicha descripcion (Ver Figura 43).
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Figura 43. S2, T3, P2, E9

Dicho porcentaje de estudiantes mas bien relacionan la linealidad, al estar ordenados en una

raya o linea, y dibujan un segmento con tres puntos, lo cual infieren luego de trazar un

segmentos por los tres puntos azules de los tiros (Ver Figura 44), pero este procedimiento es un

error de continuidad (Guacaneme, 2001), porque la gréfica no era una linea recta, debido a que

en la situacion se manejaban magnitudes discretas (bolas y dinero en pesos colombianos).

Aunque si se puede resaltar que los estudiantes, justifican y desarrollan argumentos

matematicos, para defender o refutar la validez de una generalizacién propuesta (Blanton et. Al,

2017), lo cual realizan en lenguaje natural o con ayuda de dibujos.

Dinero ganado
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i
z
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- - — -

Clntldad de bolas desplazadas

Figura 44.S2, T3, P2, E21
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Situacion 2: Tarea 3, Pregunta 3 (S2T3P3)

Poblacion: 26 estudiantes
Tabla 32
Tipificacion S2, T3, P3
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Pregunta 3: Ubica en la gréfica, los puntos correspondientes, para 4 y 7 bolas desplazadas. Luego indica si

dichos puntos cumplen la misma caracteristica q

ue encontraste en la pregunta 2, y ;Por qué?

Tipos de respuestas Fa | Fr Explicacion Fa | Fr
1| Estudiantes que ubican 13 50% | Dibujan la grafica, ubican los puntos 3 23%
correctamente los puntos correspondientes, o escriben las coordenadas e
para4y 7 bolas indican que los puntos 4 y 7 siguen alineados
desplazadas, en la gréfica, Indican que los puntos 4 y 7 siguen como una 7 54%
e indican que los puntos linea diagonal o linea trazada y algunos indican
cumplen la misma gue ningln punto se corre ni queda en otro lado
caracteristica que Indica que le toco marcar los puntos porque 1 8%
encontraron en la pregunta estaban mal, porque decia 200 y estabaenel 3 y
2. (E1, E3, E4,E5, E7, E9, el otro era 350 y estaba en el 6, pero también
E12, E19, E30, E31, E34, van en linea recta o en escalera o en diagonal
E36, E37) Indica que la linea de los puntos 4 y 7 esta 1 8%
derecha y dibuja un segmento con 5 puntos
Indica que los puntos estan en la linea de los 1 8%
puntos 1, 3y 4, y dibuja un segmento con tres
puntos, los cuales nombra como tiro 1, tiro 3y
tiro 4.
2 | Estudiantes que ubican 11 | 42% | Indican que los tiros estan ordenados de la 2 18%
correctamente los puntos misma manera que los otros puntos
para 4y 7 bolas Indica que 4 bolas desplazadas valen 200 y 7 5 45%
desplazadas, en la gréafica bolas desplazadas valen 350
pero argumentan de Indica que los puntos naranja muestran el lugar | 1 9%
manera incorrecta (E6, ES8, del punto 4 y el punto 7
E10, E11, E14, E15, E21, Indica que no porgue son nimeros diferentes 1 9%
E26, E27, E33, E39) porque en la sequnda esta 258 y en la tres tira 28
Indica que no tienen ninguna bola desplazada 1 9%
3| Estudiantes que no ubican | 2 8% Indica que 1 bola de cristal valen por 500 pesos | 1 50%
los puntos (E18, E25) y si son 20 serian 10.000 pesos y escribe una
operacién en forma vertical (2 + 100 = 300)
Indica que no tiene ninguna bola desplazada 1 50%

De acuerdo con los resultados de la tabla 32, el 92% de los estudiantes lograron ubicar los

puntos correspondientes para 4 y 7 bolas desplazadas en la gréafica o en su propia grafica (Ver

Figura 45), aunque algunos no indicaron las respectivas coordenadas. Ahora bien, respecto a la

segunda parte de la pregunta, el 50% de los estudiantes logran indicar en lenguaje natural que los

puntos (4,200) y (7,350) siguen alineados, y el 42% no relacionan si la caracteristica encontrada

anteriormente para los puntos azules, se cumple para los nuevos puntos.



Un acercamiento a la variacion directamente proporcional a través de patrones numéricos 119

Figura 45. S2, T3, P3, E1

En base a lo anterior, se puede considerar que el 50% de los estudiantes estan desarrollando
algln aspecto del pensamiento variacional, porque el Ministerio de Educacion Nacional (2006),
indica que para ello, los estudiantes deben estar en capacidad de poner a prueba su conjetura, la
cual habian construido en la pregunta 2, respecto a la manera como veian la ubicacion de los
tiros, y ademas algunos logran su generalizacion (“los punto estan alineados”), y esto pudo ser

posible gracias a la elaboracion e interpretacion de la representacion grafica del patrén.

Ademas de lo anterior, 5 estudiantes no indican la caracteristica de linealidad sino que
refieren lo que significan las coordenadas de los puntos (“4 bolas desplazadas valen 200 y 7
bolas desplazadas valen 350”). Ahora bien, E18, responde de manera incorrecta porque no
considera la razon adecuada (por 1 bola desplazadas, ganas $50), sino que este indica que 1 bola
de cristal vale 500 pesos y ademas reduce la razon, a unas técnicas aditivas (Godino & Batanero,

2002), ya que este realiza una suma (2 + 100 = 300).

Situacion 2: Tarea 3, Pregunta 4 (S2T3P4)

Poblacion: 26 estudiantes

Tabla 33

Tipificaciéon S2, T3, P4
Pregunta 4: Pedro afirma que los puntos azules de su gréafica, estan alineados. Explica lo dicho por Pedro,
relacionando las coordenadas de los puntos azules.

Tipos de respuestas Fa | Fr Explicacion Fa | Fr
1| Estudiantes que explican 6 23% | Dibujan un segmento con tres puntos e indica 1 16%
porque los puntos azules que lo dicho es correcto, porque en la grafica
estan alineados (E1, E3, que dibujo Pedro los puntos estan alineados
E8, E9, E27, E37) Indica que ellos siguen rectos pero uno va 1 16%
encima del otro y asi por eso son alineados
Indica que al unir los tres puntos queda alineado | 1 16%

y dibuja un segmento con tres puntos los cuales
nombra como tiro 1, tiro 3, tiro 4.

Indica que todos estan en una raya 1 16%
Indica que estan ordenados en la linea diagonal | 2 33%
2 | Estudiantes que responden | 20 77% | Escriben las coordenadas de los tiros (2.100 - 7 35%

de manera incorrecta (E4, 4.200 - 5.250 - 7.350 - 8.400)
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ES, E6, E7, E10, E11, E12,
E14, E15, E18, E19, E21,
E25, E26, E30, E31, E33,
E34, E35, E36)

El argumento no se entiende o no justifican

15%

Indica que los puntos azules estan alineados
para no tener el mismo resultado

15%

Indica que los puntos estén alineados en orden
de una equis

5%

Indica que los puntos azules no estan alineados
porque no estan en una linea recta, estan en
diagonal

10%

No responden la pregunta

20%

Respecto a los datos presentados en la tabla 33, se observa que el 23% de los estudiantes

logran interpretar que los puntos alineados, son aquellos en los que existe una recta a la cual

todos ellos pertenecen (Vittone, Gianatti & Alegre, 2016), aunque para algunos los puntos estan

es un segmento o una raya, lo cual dejan notar en sus dibujos o explicaciones.

Ahora bien, el 23% de los estudiantes expresan en lenguaje natural lo que entienden por

puntos alineados, lo cual deja ver que dicho registro les permite describir esta propiedad del

patrén, usando un lenguaje conocido y algunos se ayudan también de dibujos (Kaput, Carraher &

Blanton, 2008; Carraher & Schliemann, 2007), pero no relacionan las coordenadas de los tiros,

solamente E9 se acerca a dicha respuesta, apoyandose de un dibujo (Ver Figura 46), y el 35% de

los 20 estudiantes que responden de manera incorrecta solo indican las coordenadas, pero no las

relacionan.
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Figura 46. S2, T3, P4, E9

En base a lo anterior, se puede considerar que en este caso, pocos estudiantes (23%) estan

desarrollando algun aspecto del pensamiento variacional, porque el Ministerio de Educacion

Nacional (2006), indica que para ello, los estudiantes deben argumentar para sustentar o refutar

una hipétesis, que en este caso era que los puntos azules de la gréafica, estan alineados, y esto fue

posible gracias a la elaboracidn e interpretacién de la representacion grafica del patron.



Un acercamiento a la variacion directamente proporcional a través de patrones numéricos

Situacion 2: Tarea 3, Pregunta 5 (S2T3P5)
Poblacion: 26 estudiantes

Tabla 34
Tipificacion S2, T3, P5
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Pregunta 5: Ademas Pedro ubico los puntos de color naranja que estan en la anterior grafica, pero tiene duda, si

representan dos tiros distintos de alguien. Ayudale a Pedro a salir de su duda, no olvides explicar tu respuesta.

Tipos de respuestas Fa | Fr Explicacién Fa | Fr
1| Estudiantes que explican 14 54% Indica que con 3 bolas no ganas 200 y con 6 bolas 1 7%
porque los puntos de color no ganas 350
naranja que estan en la Indican que cuando desplazas 3 bolas gana 150 y 10 71%
grafica, no estan ubicados para 6 bolas gana 300
correctamente (E1, E3, E5, Indica que no estan bien ubicados porque dice que | 1 7%
E7, ES, E9, E11, E19, cantidad de bolas desplazadas 3 y dinero ganado
E21, E27, E30, E31, E34, 200 y eso no es porque si dos bolas valen 100 y una
E36) 50 entonces seria 150 no 300
Indica que el punto naranja de 3 esta mal ubicado 2 14%
porque 3 x 50 da 150 no 200 y el punto naranja de
6 estd mal ubicado porque 6 x 50 da 300 no 350,
ademas realiza dos multiplicaciones en forma
vertical(50 X 3y 50 X 6)
2| Estudiantes respondende | 12 46% Indica que los puntos naranjas estan mal 2 17%
manera incorrecta (E4, EG6, organizados porque no dan lo que esta ahi
E10, E12, E14, E15, E18, No se entiende el argumento o indica que estaen lo | 4 33%
E25, E26, E33, E35, E37,) correcto
Indica que los puntos de color naranja estan 1 8%
ordenados de la misma forma que los azules
aunque mas pequefios y dibujan un segmento con
tres puntos
Escribe 3,200 y 6,350 1 8%
Indica que la linea recta es ascendente porque vade | 1 8%
menor a mayor
No responden la pregunta 3 25%

De acuerdo con las respuestas de los estudiantes y o que muestra la tabla 34, el 54% de los

estudiantes responden de manera correcta, ya que ellos rectifican los valores correspondientes

para 3 bolas ($150) y 6 bolas ($300), lo cual describen en lenguaje natural, y de este porcentaje,

dos estudiantes verifican lo dicho con una multiplicacién. Cabe destacar también que E12

aunque no responde correctamente en esta pregunta, si lo hace en la pregunta 3 (“Me toco marcar

los puntos porque estaban mal, porque decia 200 y estaba en el 3y el otro era 350 y estaba en el
67’).

En base a lo anterior, se puede afirmar que del 54% de los estudiantes que responden

correctamente, la mayoria (71%) identifican la razdn como una relacién entre dos cantidades

(Guacaneme, 2001), ya que estos justifican relacionando las bolas desplazadas y el dinero

ganado, para 3 y 6 bolas (Ver Figura 47).
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Asi pues, el 54% de los estudiantes logran argumentar para refutar el enunciado de la
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pregunta (Los puntos de color naranja representan dos tiros distintos de alguien) (MEN, 2006;

Blanton, et al, 2017), lo cual hace la mayoria en lenguaje natural y solo E8 justifica su respuesta

con unas multiplicaciones (50 x 3y 50 x 6), y ademas, se puede decir que dicha argumentacion

la logran luego de analizar la representacion grafica del patron.

Situacion 2: Tarea 3, Pregunta 6 (S2T3P6)
Poblacion: 26 estudiantes

Tabla 35
Tipificacion S2, T3, P6

Ayudalo a completarla.
Cantidad de bolas Procedimiento Dinero ganado por
desplazadas las bolas desplazadas

1 1 x $50
3

7 X $50
10

$750

25

b. Escribe las cantidades que se mantienen constantes y las que varian, segun la tabla. Explica tu respuesta.

Pregunta 6: Pedro después, hizo la siguiente tabla para saber el dinero obtenido al desplazar algunas canicas
fuera del circulo, en otros tiros.
a.

c. Sines la cantidad de bolas desplazadas por Pedro, escribe una férmula que permita encontrar el dinero ganado
por las bolas desplazadas.

las que varian y escriben
una férmula para encontrar
el dinero ganado por las
bolas desplazadas. (E1, E7,
E8, E9, E10, E12, E14,
E19, E26, E27, E34, E36)

las cantidades de la columna bolas desplazadas
(1, 3,7, 10, 15, 25) y que la formulaes n x 50 6

504 o n X $50 0 que para saber cuanto gana

desplazando un nimero; lo tiene que multiplicar
por 50, o que la fdrmula es el 50 porque da lo
que necesita (Realiza una multiplicacion, 50 x
5)

Tipos de respuestas Fa | Fr Explicacion Fa | Fr
1| Estudiantes que completan | 12 46% | Indican que las cantidades que se mantienen 2 40%
la tabla de manera correcta constantes son el nimero 50 o el 1 X 50, y que
0 con un solo error, la formula es multiplicar n por 50 o escriben
indican las cantidades que n x50
se mantienen constantes, Indican que no cambia el 50, escribe que varian | 10 | 60%
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2 | Estudiantes que completan | 10 39% | Multiplica la cantidad de bolas desplazadas con | 1 10%

la tabla en forma el dinero ganado (3 x 150...25 x 1.250),

parcialmente correcta, indica que las que varian son el dinero ganado

indican las cantidades que por las bolas desplazadas, el procedimiento y la

se mantienen constantes, cantidad de bolas desplazadas y que la formula

las que varian y algunos es sumar o contar

escriben una formula para Los numero que cambian son 15 x 50 y 1 10%
encontrar el dinero ganado 25x 12 ylaformulaes N x 50

por las bolas desplazadas
(E3, E4, E5, E6, E11, E15,
E18, E30, E31, E35)

No cambia el 50 y escribe que cambian las 5 50%
cantidades de la columna bolas desplazadas
(1,3,7,10,14,25)

Indica que se mantiene constante el nimero $50 | 2 20%
0 que multiplico por 50
Indica que todas eran 50 pesos y que uno gana 1 10%
50 pesos en las bolas desplazadas, y en su
cantidad es lo minimo en total

3 | Estudiantes que completan | 4 15% | Hace unas multiplicaciones (1 x 50, 7 x 50) ¥ 1 25%
de manera incorrecta la una suma en la que ubica de manera incorrecta
tabla y responden de los sumandos (50 + 150 + 350 + 500 + 750 +
manera incorrecta los item 1.050 = 23.550)
byc (E37, E21, E25, E33) Indica que los nimeros que se mantienen 1 25%

distantes son 50, 10, 350 y que Si Pedro saca dos
tres o cuatro, ganaria 450 puntos y dinero
No responden la pregunta 2 50%

De acuerdo con la tabla 35 y las respuestas de la pregunta 6a, se puede decir que el 85% de
los estudiantes completan la tabla, en forma parcial o correctamente, ya que algunos tuvieron
dificultad para calcular el dinero ganado por 25 bolas, o la cantidad de bolas desplazadas por
ganar $750. Hay que aclarar también que, en la tabla se dejo la ultima fila vacid de manera

intencional y algunos estudiantes pusieron el 0 en las bolas desplazadas y dinero ganado.

De acuerdo a las explicaciones dadas por los estudiantes en la pregunta 6b, se puede afirmar
que el 65% de ellos interpretaron de manera correcta la variacion en la tabla, ya que estos
identifican los nimeros constantes (50) y variables (1, 3, 7, 10, 14, 25), lo cual deja ver como
desarrollan algin aspecto del pensamiento variacional (MEN, 2006), pero solo E14 generaliza
los que varian, es decir, no indica casos particulares sino que a partir de la tabla infiere que son
aquellos de la columna cantidad de bolas desplazadas (Ver Figura 48). Ahora bien, solo E1,

justifica porque 50 es la cantidad constante (“El 50 es un nimero multiplicador”).
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Asi, pues, se cumple lo que propone el Ministerio de Educacion Nacional (1998), la variacion
en tablas permite la comprension de la variable pues el uso de filas con variables ayuda a que el
estudiante comprenda que esta puede tener un numero infinito de valores y ademas, se evidencia
lo que mencionan Carraher & Schliemann (2007), los estudiantes notan regularidades en las

tablas, y en este caso fueron las cantidades variables y constantes.

Finalmente de las respuestas de los estudiantes a la pregunta 6c¢, se puede deducir que para el
50% (entre los que respondieron correctamente y en forma parcial) la tabla sirvié como
intermediaria, para la construccion de la férmula que define el patrén (MEN, 2006) y ademas
registraron de diversas maneras el patron (Mason et al, 1985/1999); ya sea solo con palabras
apoyado de un ejemplo (“para saber cuanto gana desplazando un namero; lo tiene que
multiplicar por 50”), con palabras y simbolos (“multiplico n por 50”), y solo con los simbolos de
las operaciones y letras (Ver Figura 48), de los cuales, algunos lo escriben en forma vertical (E7,
E19, E34, E36) y otros horizontal (E5, E9, E10, E14, E26, E27).

Situacion 2: Tarea 3, Pregunta 7 (S2T3P7)
Poblacion: 26 estudiantes
Tabla 36
Tipificacion S2, T3, P7
Pregunta 7: Pedro y Marcos, estaban jugando con los nimeros de la tabla, y encontraron que si tiene 3 canicas y

$150 de ganancia; 6 canicas y $300 de ganancia; 9 canicas y $450 de ganancia; 12 canicas y $600 de ganancia,
150 300 450 600

los valores de = e e Vo guardan una relacion. Encuentra la relacion
Tipos de respuesta Fa | Fr Explicacion Fa | Fr
1| Estudiantes que dividen 12 46% | Larelacion que hay entre los valores de 1 8%
150+3, 3+3, 3006, 6 + %%? y% es que al dividir cada
6,450 +9,9 + 9,600 + 12, una de esas fracciones nos da lo mismo
12 + 12, relacionan las 50 o
Todo me da 50 0 = 8 67%
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fracciones equivalentes, Todos los nimeros 50 y 1 son iguales 1 8%
130 _ 30 300 _ 50 250 _ 50 La relacién que hay es 50 y el 1 1 [8%
3 1’ 6 1’ 9 1 50 : 1 8%
600 _ 50 — no cambia 0
o -1¢ indican la relacion 1
eX|stente (E3, E5, E7, ES8, E9,
Ell, E12, E14, E21, E26, E27,
E36)
2 | Estudiantes que dividen 10 38% | Escribe unas divisiones, pero para cada 1 10%
150 + 3,300 + 6,450 + 9, una realiza una suma reiterada, (15—0
600 + 12, algunos relacionan 300 _
las fracciones equivalentes, 50 +50 + 50 = 150), =~
150 _ 50 300 _ 50 450 _ 50 6vece550—300ﬁ—9veces
3 1' 6 1" 9 1’ 600
600 _ 50 50 = 450, — = 12 veces 50 = 600), e

— = — (E1, E4, E6, E10,
12 1

E15, E19, E30, £33, E34, E35) indica que Ia reIaC|on gue encuentra es que

todos los nimeros al dividirlos da 50
La relacién se encuentra en los puntos 2 20%
numeéricos por ejemplo % da una relacion
numeérica y es que cuando hago las
divisiones todo me da 50 y 50 vale una

bola
No indican la relacion 7 70%
3 | Estudiantes que responden de 4 16% | Indica que primero es 50 y el otro 100 1 25%
manera incorrecta la pregunta, No indica la relacion 1 25%
escriben No responden la pregunta 2 50%
=1=502"=3=
100ﬂ_4_112@_10_

600 (E18 E25, E31, E37)

De acuerdo con la tabla 36 se infiere que el 84% de los estudiantes entienden la pregunta,

150 300 450

pero solo el 46%, logran identificar que los valores de — .

y S|empre dan 50, y esto

lo identifican luego de simplificar las fracciones, otros en cambio (38%) dividen el numerador
entre el denominador de cada fraccion y el 16% no realiza correctamente el procedimiento, ya

sea de simplificacion o division.

En base a lo anterior se puede mencionar que el 50% de los estudiantes logra ver el patron, ya
que estos identifican alguna regularidad o algo comun, luego de hacer las simplificaciones o
divisiones antes mencionadas (Ver Figura 49) y ademas, identifican de manera implicita que los

pares de valores correspondientes (3,150); (300,6); (450,9) y (600,12), tienen un cociente

150 300 450

constante (Azcarate & Deulofeu, 1990), es deC|r S T T, = 61020 = 50.



Un acercamiento a la variacion directamente proporcional a través de patrones numéricos 126

T T el q
: " 56171 - 603 | 1<
1%5. ’:‘% 24 4'5%“ 40'0 /51 o0 S0
33— 6L~ T— 12 =
0.4, =P LR @ g
ER 1 iz "
Qe e (esdiQdo es S mismg y e
Ye530tads :.E._SI.Q.

Figura 49. S2, T3, P7, E9

Hay que destacar tambien, como E1, aunque responde correctamente, en su justificacion,

450
9

muestra unas técnicas aditivas (%50 =50+50+50 = 150,% = 6 veces 50 = 300,

9 veces 50 = 450, % = 12 veces 50 = 600, las cuales dejan ver que no razona en términos

multiplicativos (Godino & Batanero, 2002) sino aditivos.

De acuerdo con lo dicho hasta ahora, no se lograr un acercamiento a la nocion de proporcion
como relacion entre relaciones, pues los estudiantes indican una igualdad de fracciones

equivalentes, ahora bien, este aspecto se puede superar si las razones propuestas en la consigna

$150 $300 $450 $600
' 3 canicas’ 6 canicas’ 9 canicas’ 12 canicas’

tuvieron las unidades correspondientes, es decir

Situacion 2: Tarea 3, Pregunta 8 (S2T3P8)
Poblacion: 26 estudiantes

Tabla 37

Tipificacion S2, T3, P8

Pregunta 8: Pedro y Marcos, estaban jugando con los nimeros de la tabla, y encontraron que si tiene 3 canicas y
$150 de ganancia; 6 canicas y $300 de ganancia; 9 canicas y $450 de ganancia; 12 canicas y $600 de ganancia, los

3 6 9 12 .z
valores de —,—,— y —, guardan una relacion.
150 " 300 " 450 600

a. Encuentra la relacion
b. Escribe que puede significar esta relacion, en el contexto del juego de las bolas desplazadas del circulo.

Tipos de respuestas Fa | Fr Explicacién Fa | Fr
1| Estudiantes que relacionan | 14 | 54% | Indican que la relacién que hay, al dividir 3 1 7%
las fracciones equivalentes, entre 150, y asi mismo con todos, nos da el
32 1612 _ mismo resultado y que 50 es lo que vale una
150 50 300 50 450 boIa
L 22 — L indican la 1
50' 600 50’ La relacion es que siempre da —yque 50 eslo | 2 14%
relacién existente y lo que 50
esta significa (E3, E5, E7, que vale una bola o que con dos gano 100 y con
E8, E9, E10, E11, E12, una gano 50 :
E10, E21, E26, E27, E34, Todos los nimeros 50 y 1 son iguales y por 1 3 21%
E36) bola que desplaza gana $50
Hacen unas divisiones (150 + 3,3 =+ 3,300 + 3 21%

6,6 +6,450+9,9+9,600+ 12,12 +12),
indican que la relacion que hay esel 1 y el 50 o
que los resultados son iguales y que el 1 es la
bola desplazada y el 50 es el dinero ganado de
desplazar una bola
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Indica que la relacion es que estan al revés, 5 36%
1 50 -

porque _- yen el otro estaba —»0no indican

la relacion, y que 50 es el valor de una bola

2 | Estudiantes respondende | 12 | 46% | Escriben 1TSO =3 .62 =2 indican que 2 17%

manera incorrecta (E1, E4, 3 1" Taso 1
E6, E14, E15, E18, E25, la relacion es que cada numero al dividirlo nos

da como resultado 50 y que cada bola vale 50 o
E30, E31, 33, 35, B37) que el 50 significa el dinero ganado y el 1
significa el nimero de bolas desplazadas

Hacen unas divisiones (150 +~ 3 = 5, 300 + 5 42%
6=5 6—=150+3, — =300+ 6...
3 150 300

2 =50, =100,— = 3006112 = 600,
150 300 450

22 =150 = 114)
600

Por una bola que desplaza gana sesenta 1 8%

No responden la pregunta 4 33%

De acuerdo con la tabla 37 se puede decir que el 54% de los estudiantes entienden la

150 300 450 600 .

. . . 1
pregunta, es decir, logran identificar que los valores de ~ oy Y, siempre dan =5 Y esto

lo identifican teniendo en cuenta las divisiones hechas en la pregunta 7, ya que solamente E8
indica las operacion hechas. Ahora bien, del 46% que responden de manera incorrecta, 7
estudiantes realizan célculos incorrectos, ya que estos retoman las fracciones de la pregunta

anterior.

Con base en lo anterior se puede mencionar que de manera similar a la pregunta 7, el 54% de
los estudiantes logra ver el patron, ya que estos identifican alguna regularidad o algo comun que
en este caso es el resultado de la simplificacion (Ver Figura 50) y ademas, logran identificar de

manera implicita que los pares de valores correspondientes (3,150); (300,6); (450,9) y (600,12),

. . , .3 6 9 12 1
tienen un cociente constante (Azcarate & Deulofeu, 1990), es decir — = —=—=—=—,
150 300 450 600 50

De acuerdo con lo dicho hasta ahora, con esta pregunta no se lograr un acercamiento a la
nocion de proporcion como relacion entre relaciones, pues los estudiantes indican una igualdad
de fracciones equivalentes, ahora bien, este aspecto se puede superar si las razones propuestas en

la consigna tuvieron las unidades correspondientes, es decir,

3 canicas 6 canicas 9 canicas 12 canicas
$150 ' $300 ' $450 $600

)
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A uentra la relacion. ' ﬂ' . ia-}’_l;-a-
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o % 300 =0 450
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b. Esciibe que puede significar csta relacién, en el contexta del juego de las bolas desplazades
del efrculo.

con  des gupo WO} 4N bha
Qono  So
Figura 50. S2, T3, P8, E9

Respecto a la pregunta 8b, el 54% de los estudiantes, logran relacionar el resultado obtenido
1 . . . .
(5), como el dinero que se gana al desplazar una bola (Ver Figura 50). Asi pues, dicho

porcentaje de estudiantes logran identificar la proporcion, como una relacion (por 1 bola que
desplazada se gana $50), y no solo como la igualdad de dos 0 més fracciones equivalentes
(Guacaneme, 2001).

En conclusion, la mitad de los estudiantes encuentran una expresion general para el patrén
(Ver Tabla 35), de los cuales la mayoria utiliza los simbolos de las operaciones y letras, cuya
férmula permite hallar el dinero ganado para n cantidad de bolas desplazadas Ademas de esto,
dichos estudiante logran identificar a travées de las distintas representaciones del patron (tablas o
graficas), las cantidades que varian y las que se mantienen constantes, las cuales logran

relacionar correctamente.

Por otra parte, se puede decir de manera general, a partir de los desarrollos de los
estudiantes?*, que algunos logran avanzar en sus conocimientos, a través del trabajo de la
propuesta o por el contrario, siempre tuvieron muchas dificultades. A continuacidn se hace una
descripcion de algunos casos relevantes, teniendo en cuenta los resultados descritos en las tablas
39,40, 41, 42,43 y 44.

Por ejemplo, E4, desarrollé con dificultad la situacion 1, en cambio la situacion 2 la hizo
correctamente, aunque el porcentaje de acierto iba disminuyendo hasta llegar a un desarrollo
parcial. E15 tuvo dificultades en la situacién 1, en cambio para la situacion 2 logré un desarrollo
parcial. E18 desarroll6 con dificultad las dos situaciones, en cambio E1 lo hizo correctamente en

ambas.

2L \/er Anexo 2
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CONCLUSIONES GENER ALES
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CAPITULO 4. CONCLUSIONES GENERALES

Las conclusiones relacionadas con la determinacidn de referentes curriculares, matematicos y

didacticos; los disefios de la situacion y la implementacion y analisis de los resultados, se pueden

escribir a traves del analisis de la consecucion de los objetivos.

En relacién con el primer objetivo especifico, se puede concluir que se logroé incorporar los

siguientes elementos conceptuales, desde tres perspectivas: curricular, matematica y didactica,

que permitieron el disefio de la propuesta de aula:

1a.

2a.

Desde la perspectiva curricular del Ministerio de Educacion Nacional (1998, 2006), se
incluye el trabajo a través de situaciones problema que integren el estudio de distintas
representaciones, como las tablas y las gréficas cartesianas; y la proporcionalidad
directa, para introducir pronto a los estudiantes en el estudio de relaciones funcionales,
como un modelo de variacion entre variables. También se reconoce la importancia de
los distintos procesos generales como por ejemplo el razonamiento, el cual en
ocasiones no es muy desarrollado en clase de matematicas, porque no se da
importancia al justificar las estrategias y procedimientos llevados a cabo en la
resolucion de un problema; o el crear conjeturas de los resultados obtenidos no es algo
habitual, lo cual se puede lograr a través del estudio de los patrones.

Desde lo didactico se reconocen las dificultades que los estudiantes de basica primaria
pueden tener en el reconocimiento, expresion y registro de los patrones numéricos,
como por ejemplo el expresar con palabras el patrén, la falta de claridad de lo que
intenta expresar; y respecto a la variacion directamente proporcional, esta es poco
reconocida como una relacion entre variables, y este es un aspecto que se logra con la
propuesta de aula, también se consideran los aportes de los enfoques o aproximaciones
al algebra, como el tercer enfoque de la propuesta del Early Algebra, es decir, el
trabajo de la aritméticas y las funciones; y las aproximaciones de modelacion y
generalizacion; las cuales se relacionan con la perspectiva curricular (MEN, 1998,
2006) y con el Early Algebra, ya que en estas se reconocen la importancia del lenguaje
natural para modelar situaciones de variacion y la generalizacion con figuras

geométricas 0 secuencias numeéricas.
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3a.

Desde lo matematico se caracteriza la funcion como una relacion, los patrones y la
proporcionalidad, para movilizar en la propuesta de aula la generalizacion, las
variables, relacion entre variables, la constante y la funcion lineal, asi pues, la
generalizacion de patrones numéricos y la variacion directamente proporcional son
alternativas que hacen posible trabajar de manera paralela el algebra y la aritmética,

porque permiten estudiar dichos conceptos y procesos, desde edades tempranas.

De igual forma, en relacion con el segundo objetivo especifico, el cual hace referencia al

disefio de la propuesta de aula, se concluye que se pudo articular algunos elementos de los

referentes conceptuales identificados, de los cuales se infiere lo siguiente:

1b.

2b.

3b.

En la propuesta de aula se logra dar importancia a situaciones que fomentan la
argumentacion, refutacion y generalizacion de una conjetura, a partir de la elaboracion
e interpretacion de algun tipo de representacion (graficas o tablas) lo cual, segun los
Estandares Basicos de Competencia (2006), deja ver que los estudiantes caracterizan
aspectos de la variacion tales como las cantidades que cambian y que permanecen
constantes, las variables y sus relaciones. Ahora bien, lo anterior se logra en el disefio
de cada una de las preguntas de la propuesta de aula, ya que en esta, se les presenta a
los estudiantes enunciados o representaciones de la situacion, que deben interpretar y
en ocasiones refutar, para después no solo dar una respuesta numérica, sino también
una justificacion a dicha solucién.

El disefio de una propuesta de aula que considere algunas dificultades que surgen en la
expresion de la generalidad de los patrones y el reconocimiento de la variacion
proporcional, permite identificar si se presenta, o se logra reducir, el corte didactico
entre la aritmética y el algebra, en estudiantes de primaria.

Ademas, respecto a la metodologia propuesta por el Early Algebra, es importante
recalcar que esta fue fundamental tanto en el disefio como en la implementacion, lo
cual se puede considerar no solo para una investigacion sino también en la préactica,
porgue en ocasiones se empieza la actividad matematica con una representacion
gréafica o una expresion algebraica, y no se da importancia a lo que los estudiantes
estan interpretando, respecto a la situacion que se les presenta; es decir, para lograr en

estudiantes de primaria el manejo de las diferentes representaciones de la variacion,
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hay que dar mayor importancia al lenguaje natural y a partir de esta, y de manera
paulatina, ir desarrollando los otros tipos de representacion. Por estas razones y otras
(Ver Anexo 1), se puede concluir ademas que la propuesta curricular Early Algebra
guarda mucha relacién, con lo que plantea el Ministerio de Educacién Nacional (1998,

2006) respecto al pensamiento variacional.

4b. Finalmente se puede decir que la proporcionalidad directa es una buena alternativa

para trabajar con patrones, dado que las operaciones que estan asociadas con dicho
concepto, como la multiplicacion y division, permiten la construccién y justificacion

de generalidades, a partir del estudio de casos particulares.

De otro lado, y en términos del tercer objetivo especifico, se puede concluir de los resultados

de la implementacion de la propuesta, los siguientes aspectos relacionados con los desarrollos

conceptuales y procedimentales de los estudiantes de grado quinto de la Institucion Educativa

Veinte de Julio:

1c.

2cC.

Los estudiantes, logran reconocer patrones pictéricos y numericos de variacion
directamente proporcional presentes en situaciones de la vida cotidiana como el juego
con palillos y canicas, para lo cual la mayoria se apoyaron del material concreto o
dibujos; sobre todo en la primera situacion, la cual pretendia que los estudiantes se
familiarizaran con los patrones numéricos.

De acuerdo con lo anterior, se puede afirmar que los estudiantes desarrollan la primera
etapa propuesta por Mason (1985/1999), es decir “ver el patron”, ya que estos logran
identificar alguna regularidad o algo comun, luego de calcular o dibujar algunas
figuras o nimeros que pertenecen al patrén. Ahora bien, respecto a la tercera etapa
“registrar el patron” (Mason, 1985/1999) hubo una gran diferencia entre los resultados
de las situaciones, ya que en la primera fueron muy pocos los estudiantes que lograron
registrar el patron con palabras apoyados de figuras o casos particulares (Ver Figura
15; Figura 13; Figura 16; Figura 17) y para la segunda situacion, los estudiantes dan
muestra de diversos registros (Ver Tabla 35; Figura 47), entre los cuales se encuentra
que la mayoria logran hacerlo con simbolos como las letras y pocos lo hacen con

palabras apoyados de casos particulares.
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3c.

4c,

ScC.

Con base en lo anterior, se resalta la transicion que tienen los estudiantes por las
distintas representaciones, partiendo del lenguaje natural y dibujos, o calculos de casos
particulares, para finalmente acercarse a una representacion algébrica del patrén, lo
cual permite decir que los estudiantes logran tener desarrollos en algunos aspectos del
pensamiento variacional (MEN, 2006) con ayuda de los patrones numéricos de
variacion directamente proporcional. Ademas, la mayoria de los estudiantes
identifican las representaciones tabulares y graficas, como una manera de organizar el
patrén numérico o pictorico, lo cual les permite reconocer lo que permanece constante
y lo que varia, aunque los estudiantes, tuvieron mas dificultad en el reconocimiento de
la cantidad constante.

A partir de lo anterior se puede decir, que los registros tabulares y graficos permiten a
los estudiantes identificar relaciones entre las cantidades involucradas, y ademas
logran reconocer la razén como una relacion entre parejas de nimeros, que en este
caso eran naturales y no como una fraccion o resultado de una divisién, pero son un
poco menos de la mitad, los que logran expresar dichas relaciones en sus registros. Por
estas razones se establece que dichos resultados concuerdan con la propuesta de los
Lineamientos curriculares (1998), la cual resalta que la variacion en tablas permite el
inicio del estudio numérico de la funcion y la comprensién de la variable, y para la
mayoria de los estudiantes fue una ayuda en la escritura de las expresiones algébricas
tipo retoricas o formulas, que les permitia encontrar cualquier término del patrén.

Por otro lado, respecto a las propiedades de la funcion lineal (si ¢ = a + b entonces
f@a+b)=f(@)+f () =f(c),ysia=r-eentonces f(a) = f(r-e)=r-f(e),
se consigue atender al llamado de Obando, Vanegas & Vasquez (2006), ya que se
logra dar importancia a estas propiedades en la propuesta y los estudiantes se
aproximan a dicha propiedad. Cabe aclarar en este punto que para la tarea en que se
trabajan estas propiedades se presenta una tabla, que contiene una columna de nimero
de tiro, la cual tenian la intencion de ser un apoyo para la redaccion de las distintas
preguntas, intentado hacer que no se le estuviera indicando toda la propiedad, sino que
mas bien los estudiantes debian relacionar correctamente, las dos cantidades asociadas
a este, pero esta nueva columna no permitié que los estudiantes expresaran que las

propiedades se cumplen para las cantidades implicadas en la situacion.
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Por lo tanto, el objetivo general se logra porgue la propuesta de aula a través del contexto
empleado en cada situacion (Construccion de figuras con palillos y el juego de canicas), permite
a los estudiantes tener un primer acercamiento a conceptos y proceso relacionados con el
algebra, como la generalizacion, las variables, la constante, la relacion de dependencia; por lo
tanto se logra aportar a la ensefianza de la proporcionalidad directa y dar muestra de un posible
paso de la aritmética al algebra.
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Anexo 1. Relaciones y diferencias entre dos propuestas curriculares

Es significativo para este trabajo, encontrar que existen muchos aspectos en comun entre el

Tabla 38.

enfoque Early-Algebra y la propuesta curricular del Ministerio de Educacién Nacional
Colombiano (MEN, 1998, 2006) sobre el pensamiento variacional, ya que esto permitié hacer un
disefio y analisis de manera mas coherente. Ahora bien, en la Tabla 38 se explicitan en cada fila,
las relaciones que se han encontrado tanto en el pensamiento variacional como en el Early

Algebra, de acuerdo a los referentes conceptuales del capitulo 2.

Relaciones y diferencias entre el pensamiento variacional y el Early Algebra

Pensamiento Variacional

Early Alegra

El trabajo con secuencia o sucesiones de
figuras, nimeros o letras; para motivar a
hacer conjeturas sobre la forma o el valor o
los valores siguientes de la secuencia (MEN,
2006)

Segln Carraher & Schliemann, (2007) las
actividades de descubrir patrones pueden ser
enriquecedoras para que los estudiantes hagan
conjeturas acerca de la regla que puede
generar la serie.

Las actividades de generalizacion de
patrones numéricos, geometricos, preparan a
los estudiantes para la construccién de la
expresion algebraica (MEN, 2006)

Carraher & Schliemann (2007) proponen tres
enfoques del algebra temprana, el tercero es
trabajar la aritmética y las funciones en el que
se trabaja las funciones como reglas para
generar colecciones de figuras o secuencias,
con el fin de conseguir la comprension de las
relaciones entre dos variables.

La organizacion de la variacion en tablas,
permite iniciar el estudio numeérico de la
funcidn, inicia la comprension de la variable
pues el uso de filas con variables ayuda a
que el estudiante comprenda que esta puede
tener un numero infinito de valores de
reemplazo, ademas, también ayuda a la
escritura de las expresiones algebraicas, tipo
retorico o formulas para describir la
variacion o el cambio (MEN, 1998)

Las tablas pueden servir como tablas de
funciones, es decir, como representaciones de
funciones porque la primera columna de una
tabla generalmente contiene valores de la
variable independiente, mientras que la
segunda columna se utiliza para mantener los
valores respectivos de la variable
dependiente, y asi los estudiantes notan
regularidades en los patrones y las tablas de
valores (Carraher & Schliemann, 2007)
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El sistema de representacion mas
directamente ligado con las variaciones es el
sistema algebraico, pero éstas también se
expresan por medio de otros tipos de
representaciones como el lenguaje ordinario
0 técnico, las tablas, las graficas (diagramas)
y las representaciones iconicas, que actuan
como intermediarias en la construccion
general de los procedimientos, algoritmos o
férmulas que definen el patron y las
respectivas reglas que permiten reproducirlo
(MEN, 2006)

Los investigadores en Early-Algebra plantean
que el lenguaje natural sirve como un punto
de partida importante para que los nifios
aprendan algebra, porque les permite describir
conceptos algebraicos usando un lenguaje
conocido, ayudandose también de dibujos, y
que solo después de lo anterior, los
estudiantes pueden ser capaces de trabajar
notacion algebraica, tablas, graficas y otros
tipos de representacion convencional (Kaput,
Carraher & Blanton, 2008, Carraher &
Schliemann, 2007).

En las situaciones de aprendizaje que
fomentan el desarrollo de este tipo de
pensamiento, también se dan multiples
oportunidades para la formulacion de
conjeturas, la puesta a prueba de las mismas,
su generalizacion y la argumentacion para
sustentar o refutar una conjetura o una
propuesta de generalizacion (MEN, 2006)

Blanton, M et al. (2017) proponen que es
importante involucrar a los nifios de primaria,
en la actividad de generalizacion, porque
refuerza la capacidad de filtrar informacion
para obtener caracteristicas comunes y sacar
conclusiones en forma de afirmaciones
generalizadas, también el justificar
generalizaciones, permite que los estudiantes
desarrollen argumentos matematicos para
defender o refutar la validez de una
generalizacion propuesta.

Un aspecto importante en el aprendizaje del
algebra corresponde a la utilizacion con
sentido y al estudio formal de los objetos
algebraicos, para lo cual es necesario
ampliar la notacion del lenguaje aritmético y
utilizar las propiedades caracteristicas de los
sistemas numéricos (como la conmutativa, la
asociativa, la distributiva...) (MEN, 2006)

Kaput (2008) define tres lineas para trabajar
el algebra en edades tempranas, la primera, es
estudiar el algebra como una aritmética
generalizada, con el fin de construir aspectos
sintacticos del algebra desde la estructura de
la aritmética, incluyendo la generalizacién de
las operaciones aritméticas y sus propiedades,
sus relaciones y sus formas, la explicitacion
de las estrategias del célculo.

Nota: Elaboracion propia obtenida del anélisis de revision documentaria
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Anexo 2. Desarrollos de los estudiantes

A continuacion se explicitan en las Tablas 39, 40, 41, 42, 43 y 44, los progresos de los
estudiantes en cada tarea, de las dos situaciones, de acuerdo a la cantidad de items contestados.
En las tablas, el color amarillo indica que desarrollan correctamente la Tarea, de la propuesta de
aula, el color verde, muestra los estudiantes que responden en forma parcial y en rojo, los que

desarrollan con dificultad la tarea.

Tabla 39.

Resultados generales de la situaciéon 1 Tarea 1

Situacion 1 Tarea 1
Estudiantes [tems Respuestas [tems Total de Porcentaje
correctos parcialmente incorrectos ftems ftems
correctas contestados correctos

El 7 1 2 10 70%
E2 11 0 0 11 100%
E3 8 2 1 11 72%
E4 2 1 2 s 20%
ES5 7 2 2 11 63%
E6 7 3 0 10 70%
E7 6 3 2 11 54%
E8 8 1 2 11 73%
E9 6 3 2 11 54%

E10 6 2 1 9 67%

Ell 1 4 4 9

E12 8 3 0 11 73%

E13 2 1 1 4 50%

El14 4 0 0 4 100%

El15 0 1 2 3

E16 4 0 0 4

E17 0 0 4 4

E18 1 2 1 4

E19 1 2 1 4

E20 1 2 1 4

E21 1 1 0 4

E22 3 1 0 4 75%

E23 4 0 0 4 100%

E24 1 1 2 4

E25 2 2 0 4 50%

E26 3 1 0 4 75%

E27 4 0 0 4 100%

E28 2 2 0 4 50%
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E29 3 1 0 4 100%
E30 2 1 1 4 50%
E31 2 2 0 4 50%
E32 2 1 0 3 66%
E33 0 0 3 3
E34 4 0 0 4
E35 0 0 2 2
E36 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
E37 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
E38 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
E39 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
E40 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
Tabla 40.
Resultados generales de la situacion 1 Tarea 2
Situacion 1 Tarea 2
Estudiantes Items Respuestas [tems Total de Porcentaje
correctos parcialmente incorrectos ftems ftems
correctas correctos
El 4 1 0 5 80%
E2 5 0 0 5 100%
E3 4 0 0 4 100%
E4 0 i i o
E5 2 2 0 4 50%
E6 5 0 0 5 100%
E7 3 2 0 5 60%
E8 4 0 0 4 100%
E9 2 2 1 5 40%
E10 0 0 2 2
Ell 1 3 0 4
E12 3 2 0 5 60%
E13 3 2 0 5 60%
El14 4 1 0 5 80%
E15 1 1 0 2 [ 2%
El6 2 2 1 5 40%
E17 3 2 0 5 60%
EI8 0 2 0 2 0%
E19 3 2 0 5 60%
E20 4 1 0 5 80%
E21 0 0 0 0
E22 1 2 0 3
E23 3 0 1 4
E24 0 1 1 2
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E25 4 1 0 5 80%
E26 4 1 0 5 80%
E27 3 2 0 5 60%
E28 4 1 0 5 80%
E29 2 3 0 5 40%
E30 2 3 0 5 40%
E31 2 0 2 4 50%
E32 2 2 0 4 50%
E33 1 1 2 4
E34 2 3 0 5
E35 1 0 3 4
E36 No asistio No asistio No asistio | No asistid No asistio
E37 No asistio No asistio No asistio | No asistid No asistio
E38 No asistio No asistio No asistio | No asistio No asistio
E39 No asistid No asistio No asistio | No asistio No asistio
E40 No asistio No asistio No asistio | No asistio No asistio
Tabla 41.
Resultados generales de la situacion 1 Tarea 3
Situacion 1 Tarea 3
Estudiantes ftems Respuestas ftems Total de Porcentaje
correctos parcialmente incorrectos ftems ftems
correctas correctos
El 3 0 0 3 75%
E2 4 0 0 4 100%
E3 2 2 0 4 50%
E4 0 0 0 0
ES5 2 2 0 4 50%
E6 2 2 0 4 50%
E7 3 1 0 4 75%
E8 0 0 0 0[NNSO
E9 2 2 0 4 50%
E10 2 2 0 4 50%
Ell 2 2 0 4 50%
E12 2 2 0 4 50%
E13 1 3 0 4
El4 3 1 0 4
E15 0 0 0 0
E16 2 2 0 4
E17 0 0 4 4
E18 0 0 0 0
E19 0 4 0 4
E20 0 0 0 0
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E21 0 0 0 0
E22 0 1 0 1
E23 1 3 0 4
E24 0 4 0 4
E25 1 3 0 4
E26 2 2 0 4 50%
E27 4 0 0 4 100%
E28 4 0 0 4 100%
E29 3 1 0 4 75%
E30 2 2 0 4 50%
E31 4 0 0 4 100%
E32 0 1 0 1
E33 0 0 0 0
E34 2 2 0 0
E35 0 0 0 0
E36 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
E37 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
E38 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
E39 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
E40 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
Tabla 42.
Resultados generales de la situacion 2 Tarea 1
Situacion 2 Tarea 1
Estudiantes Items Items Items Total de Porcentaje
correctos parcialmente incorrectos ftems ftems
correctos correctos
El 10 1 1 12 83%
E2 12 0 0 12 100%
E3 12 0 0 12 100%
E4 9 1 0 10 90%
ES 11 0 1 12 92%
E6 10 1 1 12 83%
E7 6 0 0 6 50%
E8 12 0 0 12 100%
E9 11 1 0 12 92%
E10 11 0 1 12 92%
Ell 10 0 1 11 90%
E12 11 1 0 12 92%
E13 8 0 3 11 73%
El14 12 0 0 12 100%
E15 5 0 1 6 42%
El6 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
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E17 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
E18 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
E19 6 1 1 8 66%
E20 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
E21 10 1 0 11 90%
E22 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
E23 7 1 3 11 63%
E24 8 2 0 10 80%
E25 4 2 5 11 | 36% |
E26 9 3 0 12 75%
E27 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
E28 8 1 2 11 72%
E29 11 0 1 12 92%
E30 10 1 0 11 91%
E31 5 1 1 7 36%
E32 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
E33 5 1 4 10 50%
E34 11 1 0 12 92%
E35 7 0 2 9 70%
E36 11 1 0 12 92%
E37 11 1 0 12 92%
E38 5 1 0 6 42%
E39 10 1 0 11 90%
E40 3 I I s 0%
Tabla 43.
Resultados generales de la situacién 2 Tarea 2
Situacion 2 Tarea 2
Estudiantes Items Items [tems Total de Porcentaje
correctos parcialmente incorrectos ftems ftems
correctos correctos
El 9 1 0 10 90%
E2 10 0 0 10 100%
E3 10 0 0 10 100%
E4 8 0 0 8 88%
E5 10 0 0 10 100%
E6 7 3 0 10 70%
E7 8 0 0 8 88%
ES8 10 0 0 10 100%
E9 8 2 0 10 80%
E10 8 1 1 10 80%
Ell 9 0 0 9 90%
E12 No asistio No asistio No asistio No asistio | No asistid
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E13 8 0 1 9 89%
El14 9 1 0 10 90%
E15 3 3 2 8 37%
El6 0 0 0 0
E17 6 1 1 8
E18 0 3 1 4
E19 8 0 0 8
E20 0 0 0 0
E21 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
E22 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
E23 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
E24 6 2 0 8 60%
E25 7 1 2 10 70%
E26 8 0 0 8 80%
E27 10 0 0 10 100%
E28 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
E29 8 0 0 8 80%
E30 6 0 2 8 70%
E31 7 1 0 8 79%
E32 6 1 0 7 70%
E33 1 2 2 5
E34 8 0 0 8
E35 0 2 6 8
E36 8 0 0 8
E37 2 3 3 8
E38 4 0 2 6
E39 7 1 0 8 70%
E40 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
Tabla 44.
Resultados generales de la situaciéon 2 Tarea 3
Situacion 2 Tarea 3
Estudiantes Items Items [tems Total de Porcentaje
correctos parcialmente incorrectos ftems ftems
correctos correctos
El 8 1 1 10 80%
E2 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
E3 10 1 0 11 91%
E4 4 3 1 8 50%
ES5 10 1 0 11 91%
E6 4 3 4 11 36%
E7 11 0 0 11 100%
ES8 9 2 0 11 82%
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E9 11 0 0 11 100%
E10 8 3 0 11 73%
Ell 9 1 0 10 90%
E12 9 0 2 11 82%
E13 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
El4 7 3 1 11 64%
El15 3 2 3 8 36%
El6 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
E17 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
El8 3 4 4 11 | 27%
E19 10 1 0 11 91%
E20 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
E21 8 1 0 9 80%
E22 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
E23 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
E24 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
E25 1 0 3 4
E26 7 2 2 11 64%
E27 8 3 0 11 73%
E28 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
E29 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
E30 4 1 3 8 50%
E31 6 0 0 6 60%
E32 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
E33 3 3 4 10
E34 10 1 0 11
E35 3 4 3 10
E36 10 1 0 11
E37 3 2 6 11
E38 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio
E39 No asistio No asistio No asistio No asistio No asistio

E40

No asistio

No asistio

No asistio

No asistio

No asistio




