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Resumen

El conocimiento del comportamiento de las variables climaticas y su modelacién ayudan
a predecir, pronosticar, monitorear el cambio climéatico y a caracterizar los fenémenos
naturales relacionados con el clima que afectan el medio ambiente y los recursos hidricos
que determinan la agricultura en una region. Es por ello que la modelacién de variables
climaticas, es uno de los objetivos del Grupo de Investigacion en Estadistica Aplicada
INFERIR.

El presente proyecto de investigacion estd enmarcado dentro de la linea de investigacion
en Regresion y Prediccion del grupo INFERIR y tiene como meta modelar la precipitacién
pentadal en el Valle del Cauca en el periodo 1993-2011, con el fin de generar informacién
que sirva de insumo para la toma de decisiones de los agricultores, centros de investigacion,
corporaciones autonomas regionales e instituciones de salud, entre otros. Este proyecto
se realizo con la colaboraciéon del grupo de investigacion de Estadistica Espacial de
la Universidad Nacional de Colombia, a través de la vinculacion de un profesor del
Departamento de Estadistica de dicha universidad.

Se utilizaron datos de precipitacién de 82 estaciones climéticas suministrados por la
Corporacién Auténoma Regional (CVC) y las imégenes satelitales de precipitacién del
periodo 1993 a 2011, por el Climate Hazard Group de la Universidad de California Santa
Barbara (UCSB). La precipitacién pentadal fue modelada a través de un modelo de
regresion funcional con covariable funcional. A través de geoestadistica funcional se explord
la existencia de correlacion espacial de los errores funcionales y se realizé la estimacién de
los parametros funcionales del modelo a través de minimos cuadrados generalizados. Los
resultados mostraron la existencia de correlacion espacial debido a la cercania entre las
estaciones climaticas. Finalmente, la informacién del satélite tuvo un aporte significativo en
el modelo ajustado en la mayor parte de los anos de estudio.

Palabras claves: precipitacién, datos funcionales, regresiéon funcional, correlacién

espacial.



Abstract

The knowledge of the behavior of the climatic variables and modeling help predict, forecast,
monitor climate change and to characterize the natural phenomena related to climate
affecting the environment and water resources in agriculture that determine a region. That
is why the modeling of climate variables, is one of the objectives of the Research Group in
Applied Statistics INFERIR.

This research project is framed within the research on Regression and Prediction
INFERIR group and aims to model the pentadal precipitation in the Valle del Cauca in
the period 1993-2011, in order to generate information to provide input for decision-making
of farmers, research centers, regional autonomous corporations and health institutions,
among others. This project was conducted in collaboration with the research group Spatial
Statistics from the National University of Colombia, through linking a professor in the
Department of Statistics at the university..

They were used rainfall data from 82 weather stations supplied by the Regional Autonomous
Corporation (CVC) and satellite images of precipitation for the period 1993-2011, the
Climate Hazard Group at the University of California Santa Barbara (UCSB). The pentadal
precipitation was modeled through a functional regression model with functional covariate.
Through functional geostatistics explored the existence of spatial correlation of functional
errors and estimation of functional parameters of the model was performed using generalized
least squares. The results showed the existence of spatial correlation due to the proximity
between stations. Finally, the satellite information had a significant contribution in the
adjusted model in most of the years of study.

Keywords: precipitation, functional data, functional regression, spatial correlation.
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Capitulo 1

Introduccion

El departamento del Valle del Cauca esta localizado en el sur occidente de Colombia, limita
con 5 departamentos y en su zona occidental tiene costas sobre el Océano Pacifico. Esto
hace que esté muy expuesto a los efectos del fenémeno Nifno-Nina (BIOPALMIRA| 2008)).
La precipitacion de esta zona tiene un régimen bimodal, resultado de la actividad de la
zona de convergencia intertropical, con dos trimestre secos y dos lluviosos. E1 70% de la
precipitacién total registrada en la region se presenta en los meses lluviosos (Carvajal et al.|
1998). La economia de este departamento, fundamentalmente agricola, es con frecuencia
afectada por los cambios bruscos en las condiciones climaticas y en particular por los del
patréon de precipitacién, puesto que éste modifica la disponibilidad hidrica y a la postre
repercute en la produccién agricola (Puertas Orozco et al) 2011). En algunas regiones
del departamento se han registrado eventos extremos de precipitacion que incluso generan
cambios en la composicién y estructura de los ecosistemas en estas mismas (Carvajal et al.,
1998). Por todo lo anterior resulta muy relevante contar con herramientas que permitan
caracterizar y predecir su comportamiento. En este trabajo se presentan alternativas
estadisticas para estudiar su distribucién espacial.

En Colombia las estaciones climéticas han sido instaladas teniendo en cuenta
primordialmente criterios de accesibilidad y seguridad (Garcés & Santanal 2005)). Esto
hace que la distribucion geografica de la red de monitoreo climatico sea muy irregular y
conlleva por ende a que el estudio del comportamiento espacial de las variables climaticas
(temperatura, precipitacién, humedad, etc.) sea con frecuencia insatisfactorio, puesto que
hay incertidumbre en muchas zonas (aquellas donde no hay estaciones). Una forma de
solventar esta falencia es acudiendo al uso de informacién satelital. Asi se proporciona
una mayor cobertura geografica y se puede hacer una caracterizacién méas amplia del
patron de distribucion de las variables en la region de interés. La utilizacién de satélites y
sensores remotos como, entre otros, el Geostationary Operational Environmental Satelitte
(GOES) y el Tropical Rainfall Measuring Mission (TRMM) permite obtener un amplio
nimero de registros de variables climéticas en espacio y tiempo, facilitando asi el proceso



de caracterizacién de las mismas (Rojas, 2003).

No obstante su importancia en términos de cobertura geografica y temporalidad, la
informacion satelital presenta problemas de sesgo, es decir que no coincide exactamente
con la obtenida en campo (cuando es posible hacer la comparacién) (Xie et al., 2003,
Funk & Verdin, 2003, [Woldemeskel et al| 2013, Moazami et al., [2014)). Se requiere
entonces desarrollar modelos que permitan ajustarla de tal manera que se pueda aprovechar
todo su potencial espacial y temporal. En particular para la realizacién de este trabajo
se cuenta con datos de precipitacién obtenidos por dos fuentes (campo y satélite) en
estaciones climéticas del Valle del Cauca. Se dispone de informacién diaria y pentadal
(acumulada de 5 dias) de 19 anos (1993-2011) en cada una de las estaciones de esta
region. El propédsito es estimar un modelo que permita aprovechar las bondades de los
sensores remotos en términos de su posibilidad de registrar gran cantidad de datos en
espacio y tiempo, pero corrigiendo a partir de su comparacién con la informaciéon de
campo. Utilizando este mismo, se podra estimar la informacién histérica de precipitacion en
sitios de la region donde no hay estaciones climaticas, aumentando asi la cobertura de la red.

Desde el punto de vista estadistico es complicado implementar un modelo de regresion
lineal clasico, para modelar de forma simultanea un amplio volumen de informaciéon que
surge cuando el nimero de anos y de sitios de medicién se incrementa. En estos casos, en
lugar de utilizar los datos discretos por estacion e imagen de satélite para cada ano, se
propone utilizar toda una entidad funcional que permita caracterizar el comportamiento
de forma anual. Una alternativa es convertir los datos de cada sitio en curvas (por ejemplo
usando técnicas no paramétricas) y hacer su estudio desde la perspectiva del andlisis de
datos funcionales (ADF) (Ramsay & Silverman) 2005). Para la realizacion de este trabajo se
adopta esta metodologia. Especificamente, se obtienen las curvas de precipitacion de campo
y de satélite empleando bases de funciones y se propone un modelo de regresién funcional
concurrente que permita establecer la relacién entre las curvas de campo (variable funcional
respuesta) y de satélite (variable funcional predictora). El modelo estimado involucra la
dependencia espacial debida a las estaciones.

Segun el Departamento Nacional de Estadistica (DANE), el Valle del Cauca basa su
economia en actividades agricolas e industriales. Los productos agricolas mas relevantes
de la regién son la cana de azticar y el café (DANE| |2013]). Dentro del sector industrial se
destacan la fabricacién de productos quimicos y la produccién de papel y cartén (DANE,
2013)). No obstante la buena produccién agricola e industrial de los ultimos afios, es
también reconocido que ésta podria haber sido mucho mejor, si no se hubiesen presentado
eventos extremos en las condiciones climaticas. Este departamento ha sido afectado
considerablemente por los efectos del fenomeno Nino-Nina, dada su cercania al Océano
Pacifico (Carvajal et al. [1998) y esto ha repercutido en su actividad econémica. Para el



4 1 Introduccién

o6ptimo manejo de la actividad agroindustrial del departamento resulta de vital importancia
el prondstico y la alerta temprana de los cambios de corto y largo plazo en las condiciones
ambientales. Una variable esencial en este aspecto es la precipitacién. Su seguimiento,
monitoreo y modelacion es esencial para tomar medidas preventivas en muchos contextos
y para muchas entidades publicas y privadas. Agricultores, centros de investigacion,
corporaciones auténomas e instituciones de salud, entre otros, serian beneficiados con
informacion oportuna de la variacion climatica y en particular de la precipitacion.

El registro de la precipitaciéon puede hacerse a través de mediciones en campo (estaciones
climéticas) o por medio de imdgenes de satélite. Los datos de campo son en general
insuficientes desde el punto de vista de cobertura espacial, puesto que las estaciones
climéticas se distribuyen de manera irregular dentro de la region. Por otro lado con el
satélite meteorologico se puede medir la precipitacion con una resolucién temporal constante
y abarcando practicamente toda el area de estudio. En este caso el problema es que la
informacion registrada puede contener errores asociados a las limitaciones del equipo y a
la variabilidad meteoroldgica (Funk & Verdin, 2003). Dadas las bondades y limitaciones de
los dos tipos de informacién, resulta muy relevante proponer metodologias que permitan
integrarlas de forma que se obtenga informacién con la precision de la estacion climatica y
la cobertura del satélite.

Desde el punto de vista estadistico ha habido diferentes enfoques para la modelacion
de la precipitacién. Modelos lineales generalizados (Coe & Stern, |1982)), mixtos (Zakaria &
Moslim|, 2015)), series temporales (Cowpertwait et al., [1996), cadenas de Markov (Hughes
et al. [1999), regresiéon no paramétrica (Lall et al., [1996) y geoestadistica (Zquiza, [1998)),
entre otros, son enfoques para el andlisis de este tipo de datos. El uso de una u otra
herramienta depende de los objetivos especificos del estudio. Descripcion espacio temporal,
estimacion de la variacion media, prediccion en el tiempo, prediccion espacial, son solo
algunos de los objetivos que se pueden abordar con el uso de herramientas estadisticas con
datos de precipitacion tomados en estaciones climaticas de una region.

El analisis estadistico de un gran volumen de datos espacio-temporales como los
considerados en este trabajo se convierte en un reto. El uso de técnicas clasicas como
las arriba mencionadas puede resultar limitado desde el punto de vista tedrico o por su
implementacion computacional. Por ello es necesario proponer herramientas estadisticas que
sean flexibles desde el punto de vista de sus supuestos y que sean faciles de implementar
computacionalmente.

Una alternativa relativamente nueva que es apropiada para describir y modelar fenémenos
con variacién espacio-temporal es el Anélisis de Datos Funcionales (ADF). Esta aproximacion
parte de la construcciéon de curvas o superficies que después son utilizadas como insumos



(inputs) para el uso de técnicas cldsicas como regresion, ANOVA, series de tiempo o
geoestadistica, entre otras. En este trabajo se aborda esta aproximacion para dar solucién
al problema de buscar relaciones entre series historicas de precipitacion registradas en la
estaciones y a través del satélite. Se parte de la construccion de curvas de precipitacién a
partir de técnicas no paramétricas de suavizado que después son usadas como entradas de
un modelo de regresién funcional (Ramsay & Silverman, [2005)).

Las técnicas de regresién funcional propuestas en la literatura (Ramsay & Silverman,
2005) no consideran la dependencia espacial entre los datos funcionales. Por ello en el
presente trabajo se propone una modificaciéon de los modelos de regresién funcional de tal
forma que consideren la variabilidad espacial debida a las estaciones en campo.

En resumen se busca proponer un modelo de regresion que a partir de series historicas de
precipitaciéon registradas a través del satélite meteorologico permita hacer estimacién de
series de precipitacion en estaciones climéticas con informaciéon deficiente o en sitios de
la region no observados. Las estimaciones deben estar libres del sesgo que la informacion
de satélite conlleva y tener en cuenta la correlacion espacial inherente a la informacion
registrada en estaciones climaticas.

En el departamento del Valle del Cauca la produccién agricola, uno de los principales
actores de su economia y el de mayor crecimiento (DANE] 2011)), es seriamente afectada
por la variabilidad climética (Carvajal et al., [1998)). La precipitacién en particular
influye notablemente sobre el rendimiento agricola porque afecta el ciclo hidrolégico
(BIOPALMIRA, 2008). El conocimiento de su comportamiento es indispensable, entre
otros, en los modelos de escorrentia (Cerén et al., 2011)), la estimacién de dreas diferenciadas
de precipitacién (Galindo et all [2005) y modelos de cuencas (Puertas Orozco et al.|
2011). Su modelacién espacial y temporal es de gran relevancia ambiental y econémica
(Méndez Venegas, [2008).

Surge entonces la necesidad de proponer modelos que permitan caracterizar el
comportamiento espacio temporal de la precipitaciéon en el departamento. Los resultados
de esta modelacién son de gran utilidad en muchos contextos aplicados. Desde el punto de
vista estadistico el andlisis de esta informacién es un reto. Hay diferentes estructuras de
correlacién involucradas (espacial, temporal y espacio-temporal), informacién incompleta,
se requiere hacer prediccién espacial (predecir la precipitacién en sitios sin informacién) y
hay que analizar y modelar un gran volumen de datos.

Con la realizacién de este trabajo se busca de un lado aportar en la solucién de un problema
practico que es de interés para la region y desde la perspectiva estadistica, contribuir con
una metodologia que permita analizar grandes conjuntos de datos espacio-temporales y que
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combinando distintas fuentes de informacién de precipitacion permita hacer prediccion de
esta misma en sitios y zonas sin informacion.

El trabajo estd organizado de la siguiente forma: En el capitulo 1 se presenta la
introducciéon del trabajo de investigacion. En el capitulo 2 se realiza una revisiéon de los
antecendentes de la modelacion de precipitacion usando andlisis de datos funcionales y otras
metodologias estadisticas. En el capitulo 3 se presenta el objetivo general y los objetivos
especificos del trabajo de investigacién. En el capitulo 4 se describe la informacion analizada
y el darea de estudio. El capitulo 5 ilustra la metodologia usada para depurar la informacién
y el andlisis exploratorio de la misma. En el capitulo 6 se muestra la aproximacién usada
para convertir los datos de satélite y de campo en curvas de precipitacion y su respectivo
andlisis descriptivo. En los capitulos 7 y 8 se presenta la teoria de la regresién funcional
concurrente con errores independientes y se hace una revisién de la teoria del analisis
geoestadistico funcional como herramientas para medir la dependencia espacial entre curvas.
En los capitulos 9 y 10 se propone una modificacion del modelo de regresion funcional de
forma que involucre la estructura de correlacién espacial entre la estaciones y se aplica
al caso de las curvas de precipitacién bajo estudio. Finalmente en el capitulo 11 se hace
una discusiéon de los resultados, se dan las conclusiones y algunas perspectivas futuras de
analisis.



Capitulo 2

Antecedentes

En este capitulo, se presentan los antecedentes relacionados con la modelacién de la
precipitacion, la integracion de informacién de estaciones climaticas y de satélite y el anélisis
de datos funcionales.

Modelacién con otras metodologias

Con respecto a la modelacién de la precipitaciéon en el Valle del Cauca, se destaca el
proyecto de investigacion Modelacion Estadistica de Variables Climdticas en el Suroccidente
Colombiano, desarrollado por el Grupo de Investigacién en Estadistica Aplicada INFERIR
(Andrade et al., |2012). En el marco de este proyecto se encuentran los subproyectos de
acuerdo a dos metodologias:

Modelo Lineal Mixto

Cruz & Males (2012) modelaron la precipitacién mensual en el Valle del Cauca, a través de
un Modelo Lineal Mixto Generalizado. Los autores trabajaron con datos de precipitacion
de 155 estaciones climéticas, en el periodo 1971 a 2009. En una primera fase, identificaron
dos componentes: uno debido al tiempo (periodos secos y hiumedos), los fenémenos del Nino
y la Nina y otro a la localizacién de las estaciones climaticas relacionadas con la altitud, las
cuales intervienen en el comportamiento de la precipitacién mensual del Valle del Cauca.
Finalmente, los autores encontraron que la precipitacion mensual sigue una distribucion
Gamma. Asi mismo, modelaron la presencia de correlacion espacial utilizando un modelo
Matern y hallaron evidencia de un aporte importante en la estimacion de los parametros de
la variable altura y su componente cuadratica en el modelo propuesto.

Portillo & Medina, (2012) modelaron la precipitaciéon diaria en el Valle del Cauca,
utilizando un modelo lineal mixto generalizados, en el periodo 1971 a 2009. Hallaron
relacion entre la precipitacion y la altitud y la influencia de los fenémenos del Nino y
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la Nina, ademas de los periodos secos y humedos en los sitios de estudio. Asi mismo,
encontraron que la cantidad de precipitacion sigue una distribucién log-normal o Gamma.
En el modelo, incorporaron factores fijos como el Indice de Oscilacién Sur, la altitud y
factores aleatorios como el Tiempo (anos) y la localizacién de las estaciones climéticas.

Geoestadistica

Zape & Castandal (2012) caracterizaron la precipitacién mensual durante los afios 1971 a 2009
en la regién del Valle del Cauca, Colombia, examinando la correlacién temporal y espacial
de las series a lo largo de los anos, para 154 estaciones climaticas. Los autores, encontraron
ausencia de correlacion temporal a lo largo de los anos, sin embargo, encontraron patrones
estacionales de la variable durante cada ano. Posteriormente, evaluaron la componente
espacial, a partir de Modelos Mixtos Lineales Generalizados examinando la correlacién
espacial por medio de los residuales y ajustaron un modelo incorporando la estructura de
correlacion espacial, esta estructura fue identificada por medio del variograma teérico basado
en métodos Geoestadisticos. Finalmente obtuvieron como resultado, que el modelo 6ptimo
para modelar la correlacién espacial fue el modelo Matern.

Modelaciéon integrando imagenes satelitales

Un acercamiento en la modelacién incorporando imagenes de satélite lo realizaron Grimes
et al| (1999), quienes utilizaron el Kriging con derivada externa para integrar datos
de estaciones climatica y de satélite. Los autores concluyeron que el procedimiento de
integracion de ambas fuentes de informacion, mejoré las estimaciones de precipitacion.
Posteriormente Rojas| (2003) comparé la precipitaciéon mensual obtenida del satélite Tropical
Research Measurement Mission (TRMM) y la precipitacion observada en seis estaciones
climaticas, ubicadas en la costa norte del Peru. Este proceso fue realizado mediante el
analisis de la correlacién de las series temporales de ambas fuentes de datos, concluyendo
que las estimaciones de satélite siguen el mismo comportamiento de los datos de superficie.

Teo & Grimes (2007) integraron datos de precipitacién diaria de satélite y estacion
climética en Gambia (Africa), evaluando las variaciones de los valores de precipitacion de
ambas fuentes. Este proceso lo realizaron, utilizando la metodologia doble Kriging y un
indicador de rendimiento a partir de Kriging por bloques, donde cada bloque es el valor del
pixel de precipitacién proveniente de satélite. A la integracién la denominaron “gauge-pixel”
que fue comparada con los datos de precipitacién de satélite, a partir de la funcion de
distribucién de los datos, para evaluar el efecto de las variaciones de los datos calibrados
con el valor observado de precipitacion de cada pixel. Finalmente, los autores concluyen que
la integracion de ambas fuentes de datos se puede utilizar como una método para mejorar
la sensibilidad en modelos hidrolégicos.



Méndez Venegas (2008) utiliz6 métodos geoestadisticos como el Kriging, Cokriging
Ordinario y Cokriging Colocado para modelar de manera conjunta la precipitacion mensual
de datos de radar y estaciones climaticas en el Distrito Federal de México, con el objetivo
de dar seguimiento a los ciclones tropicales. Para esto, el autor trabajé con 61 estaciones
climéticas ubicadas dentro de la zona de cobertura del radar. Para el analisis geoestadistico
conjunto, utilizé los valores de ambas mediciones en ubicaciones comunes. A las coordenadas
correspondientes a la ubicacién de una estacion dada, le asociaron un valor de precipitacién
de radar de la siguiente manera: se localizo el pixel asociado a la coordenada de la estacién
y se tomo su valor de precipitacion acumulada de radar junto con los valores de los ocho
pixeles circundantes, finalmente se seleccioné el que tuviera la menor diferencia absoluta
con respecto al valor de precipitacion medida en la estaciéon, obteniendo estimaciones de
precipitacién acumulada de estaciones climaticas y radar ubicadas en las localizaciones de
las estaciones climéticas.

Alvarez-Villa et al| (2011) modelaron la precipitacion media anual en Colombia, a
partir de una herramienta geoestadistica denominada Kriging con deriva externa. Utilizaron
informacion de precipitacion media anual de 1,180 estaciones climaticas en el periodo
1997-2002. Posteriormente estimaron un campo de precipitacion media anual con una
resolucién espacial de 4x4 km basandose en la informacién del sensor PS del satélite
Tropical Rainfall Measurement Mission (TRMM). Luego realizaron un anélisis estructural
por regiones (6 en total), ajustando semivariogramas a cada regién y su respectivo modelo
tedrico. Finalmente promediaron los valores de las celdas comunes adyacentes para estimar
un nuevo campo de precipitacién para toda la zona de estudio.

Woldemeskel et al| (2013) unieron datos de precipitacién mensual proveniente de
estaciones climaticas y del satélite TRMM 3B42 en Australia, con el objetivo de evaluar
la precisiéon asociada a esta integracion y las ventajas del proceso de integrar ambas
fuentes de datos para las condiciones climaticas de Australia y de esta manera generar
una base de datos retrospectiva de precipitacién. Para cumplir los objetivos del trabajo,
los autores compararon las mediciones de estaciones climaticas con las mediciones del
satélite (TRMM) 3B42 tomadas en las localizaciones de las estaciones. Luego ajustaron
los valores de precipitacion utilizando Splines y el Inverso de la Distancia Ponderada.
Posteriormente, integraron los valores de precipitacion de estaciones climaticas con el
acumulado mensual TRMM 3B42 utilizando un procedimiento de linealizacién ponderada.
Finalmente, evaluaron los resultados de los errores de las localizaciones observadas, a partir
de validacion cruzada (CV), concluyendo que la fusién de los dos conjuntos de datos mejord
la estimacién de precipitacion, cuando la red de estaciones era escasa.

Moazami et al| (2014) desarrollaron un método de simulacién conjunto basado en
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copulas para el andlisis de la incertidumbre y el ajuste de dos productos de precipitacion
diaria de satélite de alta resoluciéon (PERSIANN y TMPA-3B42) en la parte Suroeste
de Iran, en el periodo 2003 a 2006. Para esto, utilizaron un conjunto de sesenta eventos
de precipitacion diaria, luego evaluaron las diferencias entre las mediciones de estaciones
climaticas como dato de precipitacion de referencia y estimaciones de precipitacién
por satélite, a estas diferencias la denotaron como el sesgo observado. Posteriormente,
utilizaron una copula gaussiana multivariante, construida a partir de la distribucion
normal multivariante, con el objetivo de generar multiples campos aleatorios basados en
los sesgos observados y asignando una estructura de dependencia. Por tultimo, realizaron
simulaciones del sesgo y las incorporaron sobre las estimaciones originales de precipitaciones
del satélite, con el fin de obtener un conjunto de realizaciones de precipitacion ajustada,
integrandolas a las estimaciones de satélite. Finalmente, los autores concluyeron que la
fiabilidad y el rendimiento del modelo desarrollado en lo que respecta a la correccién de
sesgo, corresponden al 10% de eventos de precipitacién diaria y que mejora en 35.42% el
Error Cuadratico Medio, cuando se ajustaron los datos con las estimaciones de satélite.

Modelacién de la precipitacién pentadal

Xie et al. (2003) estimaron la precipitacién pentadal, integrando datos de estaciones
climaticas y estimaciones de satélite en todo el mundo, en el periodo 20 a 24 de Julio de
1988. Para este propdsito, estimaron la precipitacion utilizando el algoritmo de integracién
basado en la reduccion del error aleatorio y combinando las estimaciones de satélite, a
través del método de Méaxima Verosimilitud, que consiste en combinar linealmente el
inverso al cuadrado de los coeficientes obtenidos a través del modelo de regresion lineal. Los
resultados mostraron que la integraciéon de ambas fuentes de informacién reprodujo con una
alta calidad los patrones de distribucién espacial de la precipitacion total y las variaciones
temporales, no obstante, mostraron la existencia de un alto sesgo en algunas areas de la
tierra, especificamente en zonas oceanicas debido a la falta de observaciones de estaciones
climéaticas.

Verdin et al.| (2015) modelaron la precipitacion pentadal en Centro y Sur América,
especificamente en Guatemala, Belice, El Salvador, Honduras, Nicaragua, Costa Rica,
Panama, Colombia y Venezuela, en el periodo de Enero a Julio de 2009. Para esto, utilizaron
las estaciones climaticas de las zonas de estudio y los datos de satélite estimados con el
producto CHIRP (Climate Hazard Infrared Precipitation). Asi mismo, aplicaron métodos
geoestadisticos como el Kriging Bayesiano para predecir la precipitacion de las estaciones
incorporando como covariable la precipitacion de satélite. De acuerdo a lo propuesto
por los autores, concluyeron que el modelo presenté un buen ajuste, evaluandolo con
validacién cruzada, excluyendo el 25% y 50% de las observaciones. También, mostraron
que la integracién espacial de ambas fuentes de datos fueron mejores y mas robustas en
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comparacion con los datos de satélite.

Modelacién de la precipitacién a partir de ADF

Con respecto a la modelacion utilizando analisis de datos funcionales, se destacan los
siguientes trabajos:

Suhaila et al.| (2011) modelaron la precipitaciéon diaria en la peninsula de la Malasia
con observaciones diarias de 50 estaciones climaticas, en el periodo 1975-2004. Los datos
de lluvia se recogieron en una base diaria, en forma de observaciones discretas. El objetivo
de su estudio fue convertir los valores de precipitacion en una curva suave o funcién para
representar el proceso de precipitaciéon continua en cada region utilizando del anélisis de
datos funcionales. Puesto que los datos de precipitacién muestra un patrén periédico en
cada regién, los autores utilizaron una base de Fourier para los datos funcionales. Los
autores utilizaron, once bases de funciones para describir el patrén de precipitaciones para
las estaciones en el Este y cinco funciones de base para describir el patrén de lluvias en
el oeste. Adicionalmente, tuvieron en cuenta los periodos himedos y secos, asi como los
valores maximo y minimo de precipitaciones. Para determinar diferentes patrones de lluvia,
compararon las curvas entre las regiones estudiadas, utilizando el analisis funcional de la
varianza. Finalmente, concluyeron que existen diferencias significativas entre las curvas
medias funcionales de cada regién. Las diferencias mas grandes las encontraron entre las
regiones del Este y del Noroeste y estas diferencias pueden ser, probablemente, debido al
efecto de la topografia de la zona de estudio.

Scheipl et al.| (2015) propusieron un modelo funcional aditivo mixto donde la variable
respuesta tiene una estructura de correlacion espacial o temporal. Los autores, desarrollaron
el modelo con variable explicativa funcional y escalar. Ademas, se basaron en el modelo
aditivo mixto clasico para desarrollar la parte de estimabilidad e inferencia en el
campo funcional. Para ilustrar el método aplicaron el modelo propuesto para predecir
la precipitaciéon promedio mensual a partir de la temperatura, para esto utilizaron 35
estaciones climaticas en Canadd, en el periodo 1960 a 1994.

Norliyana & Suhaila] (2015) los autores utilizaron un anélisis de datos funcionales
aplicado a la precipitacién diaria en la Peninsula de Malasya en el periodo 1985 a 2009,
con el objetivo de caracterizar las variaciones de precipitaciéon y el viento debida a la
influencia de los monzones. Para esto, los autores transformaron los datos de precipitacion
y del viento en una curva suave utilizando bases de Fourier, puesto que los datos de viento
y lluvia mostraron un patrén periédico. Asi mismo, agregaron una penalizacién sobre de
rugosidad en la construccién del objeto funcional y la estimacién la realizaron por minimos
cuadrados. Finalmente, concluyeron que utilizando un nimero pequeno de funciones de
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bases, la diferencia es pequena, independiente del parametro de penalizacién. No obstante,
cuando se emplea una funcién de base grande, la penalizaciéon debe anadirse, con el objetivo
de optimizar el ajuste de los datos funcionales. Adicional a esto, los autores encontraron

una relacién entre los datos funcionales del viento y la lluvia, a través, de la correlacién
cruzada funcional entre ambos variables.



Capitulo 3

Objetivos

Objetivo general

= Ajustar un modelo de regresion funcional concurrente integrando datos de estaciones
climaticas y de satélite, considerando la estructura de correlacién espacial debido a las
estaciones climéaticas.

Objetivos especificos

= Ajustar un Modelo de Regresiéon Funcional con variable de respuesta y variable
explicativa funcional.

= Modelar la estructura de correlacién espacial de la precipitacion pentadal.

= Predecir curvas de precipitacion pentadal en aquellas zonas no observadas.



Capitulo 4

Caso de estudio

La precisién en la estimacion de la precipitacion es crucial para muchos propdsitos, tales
como la modelacion climatica, para usos ambientales, en la agricultura, en los grupos de
investigacion, en las secretarias de salud, con el propdsito de generar informaciéon como
insumo para la toma de decisiones en procura de la sostenibilidad en los recursos hidricos,
mitigar el riesgo de desastres naturales y en la generacién de conocimiento y aplicacion
de nuevas metodologias para la caracterizacion y prediccién de la precipitacion en una
region(Puertas Orozco et al., 2011, Méndez Venegas, 2008, Ravelo & Santa, |2000).

Actualmente, se encuentran dos métodos comunes para medir la precipitacién: el primer
método es la medicion directa a través de estaciones climéticas y el segundo método es el
uso de técnicas de teledeteccion como, radares o satélites meteorologicos (Funk & Verdin
2003). Ahora bien, la forma més comun de prediccién de precipitacién en una regién es a
través de la interpolacién o el uso del promedio como estimacién del dato de precipitacién
generado por un conjunto de estaciones. Sin embargo, esta prediccién es confiable siempre
y cuando haya una densa red de estaciones climaticas en la zona (Ravelo & Santal, 2000,
Rojas, 2003, [Teo & Grimes|, 2007, Méndez Venegas|, 2008)).

En las zonas donde hay solamente una red dispersa de estaciones, el enfoque para
obtener la precipitaciéon a partir de prediccién espacial estd sujeta a un alto grado de
incertidumbre. Ademads, la mediciéon de la precipitacion utilizando estaciones climaticas
puede ser incierta debido a los efectos del viento y las fallas en la calibracién en los sistemas
de medicién (Yozgatligil et al., |2013). No obstante, algunos de los problemas anteriores
pueden ser remediados con el uso de técnicas de medicién basadas en satélites (Funk &
Verdin), 2003, [Verdin et al., [2015). Estds técnicas proporcionan una medicién continua a
una resoluciéon mas fina tanto temporal como espacialmente, con respecto a las mediciones
de estaciones climaticas. Sin embargo, presentan errores de mediciéon debido a la perdida
de informacién en la imagen de precipitacién emitida por el satélite debido a la fallas
en la transferencia en tiempo real y por la nubosidad que genera datos faltantes en la
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imagen (Woldemeskel et al., 2013)). El presente trabajo de investigacién estd enfocado a la
modelacién de la precipitacién integrando los datos de estaciones climaticas y de satélite en
el Valle del Cauca, en el periodo 1993-2011 a partir de un modelo de regresion funcional.

A continuacién se describen algunos conceptos relacionados con la variable de estudio, zona
de estudio y climatologia de la zona de estudio.

4.1. Precipitacion

Segin la definicién oficial de la Organizacién Meteorolégica Mundial (OMM) (OMM] 2001)),
la precipitacion es la caida de particulas liquidas de agua de didmetro mayor de 0.5 mm
o de gotas menores, pero muy dispersas. Es un fenomeno atmosférico que se inicia con la
condensacién del vapor de agua que se encuentra en las nubes cuando éstas atraviesan capas
de aire frio contenido en las nubes. La formacién de gotas de precipitacion, a partir de las
diminutas gotas que forman la nube, necesita la existencia de cristales de hielo sobre los que
se depositan las gotas de agua. De este modo van creciendo los cristales hasta que son lo
suficientemente grandes para caer por su propio peso, dando lugar a la precipitacion en el
momento en que se funden antes de llegar al suelo (OMM, [2001}).

4.2. Zona de estudio

En el sector central del Sur Occidente colombiano se encuentra el Departamento del Valle
del Cauca, entre los 3° 05’y 5° 0’de latitud norte y los 75° 41’y 77° 33’de longitud oeste;
comprende 42 municipios y presenta dentro de sus limites politicos tres regiones bien
definidas; la costa Pacifica, el valle interandino del Rio Cauca y la regién andina a la
que corresponden las cordilleras Occidental y Central (ver Figura . La maxima altura
(4,080 metros) se encuentra en los farallones de Cali. El departamento del Valle del Cauca
cuenta con una extension territorial de 21,195 km? que representa el 1.5 % del drea nacional
(Escobar Carmona, 2006, BIOPALMIRA| 2008)).
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Figura 4.1: Zona de estudio. Fuente: Instituto Geogréfico Agustin Codazzi (IGAC, [2012).

4.3. Climatologia del Valle del Cauca

El régimen de precipitacién en el Valle del Cauca se define en tres regiones: costa pacifica,
valle interandino del rio cauca y la regién andina. En la costa pacifica, las precipitaciones
maximas se presentan en un solo periodo del ano, durante los meses de Septiembre, Octubre
y Noviembre (més de 700 mm./mes), los meses restantes se registran precipitaciones de
menor intensidad. El régimen unimodal es producido por los vientos provenientes del
Océano Pacifico, originando asi una zona de alta pluviosidad durante todos los meses del
ano (Escobar Carmonal, 2006]).

El Valle geografico del Rio Cauca y las codilleras Occidental y Central, presentan
comportamientos similares, aunque los promedios son diferentes para ambas zonas. El
régimen de distribucion de la precipitacién es bimodal, con dos trimestres secos en los
meses de Diciembre - Enero - Febrero y Junio - Julio - Agosto y dos periodos lluviosos
en Marzo - Abril - Mayo y Septiembre - Octubre - Noviembre. Este comportamiento es el
resultado de la actividad de la Zona de Confluencia Intertropical (ZCIT); esta se localiza
en el sur durante los meses de Enero y Febrero, comenzando su desplazamiento hacia el
norte a mediados de Marzo, concluyendo su recorrido a mediados del ano. Durante el mes
de Septiembre inicia el desplazamiento hacia el sur, el cual termina en el mes de Enero
(Carvajal et al., [1998]).

4.4. Datos de estaciones climaticas

Los datos de estaciones climaticas utilizados en esta investigacion, fueron proporcionados
por la Corporacién Auténoma Regional del Valle del Cauca (CVC). En el proceso de
recolecciéon de la informacién, se obtuvo la informacién correspondiente a las series historicas
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de precipitacion total diaria proveniente de las estaciones, posteriormente se verifico la
informacion del nimero de estaciones disponibles por ano en el periodo 1993-2011, con el
objetivo de establecer uniformidad en el niimero de estaciones con informacion disponible
para todo el periodo de andlisis. Para tener una idea de la informacién procedente de las
estaciones climaticas, en la Tabla se muestra la distribuciéon del nimero de estaciones
con informacién disponible para el periodo de estudio (1993-2011).

Tabla 4.1: Distribucién del nimero de estaciones con informacion de precipitacién disponible
en el Valle del Cauca, en el periodo 1993-2011.
Ano Numero de estaciones Ano Numero de estaciones

1993 162 2003 141
1994 167 2004 141
1995 168 2005 142
1996 163 2006 134
1997 149 2007 134
1998 150 2008 134
1999 155 2009 134
2000 152 2010 129
2001 143 2011 127
2002 143

4.5. Datos de satélite

Los datos de satélite fueron proporcionados por el Climate Hazard Group de la Universidad
de California Santa Barbara (UCSB). La informacién de satélite se denomina Climate
Hazards IR Precipitation (CHIRP) y fue construida a partir de la combinacién de dos
estimaciones de precipitacion por infrarrojo, una es la B1 que comprende el periodo de 1981
hasta el 2008 y la otra es la CCP-IR que comprende desde el ano 2000 hasta el presente.
Posteriormente el Climate Hazard Group ajustaron un modelo de precipitaciéon mensual
para producir el porcentaje de anomalia del IRP (Infrared precipitation), que finalmente
fue integrado con el FCLEAM (FEWS Climatology a climatological field calculated using
multivariable regression) produciendo el CHIRP (Pedreros| 2012).

El periodo mas desagregado de la informacién corresponde a valores de precipitacién
total pentadales (cada 5 dias). La informacién de satélite fué parte del TRMM (Tropical
Rainfall Measurement Mission), con 25x25 km de resolucién inicial y el otro dato es la
precipitacion estimada por infrarrojo a partir del satélite NOAA a una resolucion de 4x4
km. Se transformaron los valores originales del TRMM a una resolucion de 5 km y se
dividié por su climatologia misma del TRMM, esa anomalia porcentual se promedié con



18 4 Caso de estudio

la anomalia porcentual del infrarrojo y se multiplic6 por el FCLEAM (FEWS Climatology
a climatological field calculated using multivariable regression), todo esto es el producto
denominado FTIP (FEWS TRMM IR Precipitation).

Los datos de precipitacion de satélite utilizados para el estudio tienen la resolucion
de 5x5 km (Figura al igual que la distribucién espacial de los dos satélites y la
estructura del FCLEAM (Pedreros, 2012). Con esta informacién, se extrajo el dato en
las localizaciones de las estaciones climaticas para cada ano y se acumularan, obteniendo
finalmente la precipitaciéon acumulada pentadal para datos de satélite en el periodo 1993 a
2011.
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Figura 4.2: Ejemplo de una imagen de precipitacion procedente de satélite para el Valle del
Cauca.




Capitulo 5

Prediccion de datos faltantes y
analisis exploratorio de datos

A continuacion, se muestra la descripcién del procesamiento de la informacién que va
a ser analizada en el trabajo de investigacion. Inicialmente se hace una descripcién del
método de estimacién de datos faltantes a partir de Geoestadistica clasica aplicado a los
datos de estaciones climédticas, y finalmente, se muestra el andlisis exploratorio de las
curvas observadas de precipitaciéon provenientes de estaciones climaticas y de satélite. Los
elementos tedricos para el desarrollo de este capitulo son extraidos de |Cressie (1993)) y

Giraldo| (2002).

Una de las dificultades que se presenta en el andlisis de variables climatoldgicas al
momento de procesar informacién con el objetivo de realizar andlisis estadisticos, es la falta
de datos en algunas estaciones climatologicas que se encuentran en actividad de forma
irregular, generando una serie observaciones faltantes en dichos registros. Como solucién
metodologica a este problema, generado por factores humanos o informaticos, es necesario
estimar la informacién faltante de la variable climética de interés (Urrutia et al., [2010, (Chen
& Liu, 2012)). A continuacién se describe el proceso de estimacién de los datos faltantes de
este trabajo de investigacion.

El proceso de estimacién se realiz6 para la informacién proveniente de estaciones
climéticas, ya que los datos de satélite tienen informaciéon completa dentro de la zona
de cobertura. Inicialmente, se excluyeron las estaciones que tenian informacion faltante
por encima del 20% vy las estaciones localizadas por debajo de 700 msnm y por encima
de 2,000 msnm. Dentro del grupo de estaciones establecidas para analizar, se propuso
estimar los datos faltantes de las estaciones climaticas interpolando los datos por dia.
Luego se pasé de datos diarios a totales cada cinco dias (datos pentadales). Finalmente, la
informacion proveniente de estaciones climéticas, con la cual se trabajé en este proyecto fué
la precipitacién acumulada pentadal para datos de estaciones climéaticas en el periodo 1993
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a 2011.

En la Tabla se muestra el nimero de estaciones por ano, para el periodo de
estudio 1993-2011. De acuerdo a esta tabla, se puede observar que hubo entre 110 y 144
estaciones con informacién disponible en el periodo de andlisis. Inicialmente se contaba
con 238 estaciones climaticas, de las cuales fueron excluidas 28 estaciones porque estaban
ubicadas en corregimientos del departamento del Cauca.

De las 210 estaciones climaticas se excluyeron 118 que tuvieron datos faltantes por
encima del 20% y 10 estaciones que estaban localizadas por debajo de los 900 metros
por encima de 2000 metros, finalmente se mantuvieron (n = 82) estaciones climéticas
con informacién en los 19 anos de estudio. En la Tabla [6.2] se muestran las estadisticas
descriptivas de las estaciones climaticas que van a ser analizadas en el estudio, se destaca
una altura promedio de 1,194 metros con una desviacién de 332 metros y un rango de altura
entre 721 metros y 1,915 metros. En la Tabla se muestra el listados de las 82 estaciones
que son incluidas en el analisis.

Tabla 5.1: Distribucion del nimero de estaciones por ano.

Ano Numero Ano Numero

1993 138 2003 122
1994 143 2004 122
1995 144 2005 122
1996 140 2006 115
1997 130 2007 115
1998 131 2008 115
1999 134 2009 116
2000 132 2010 113
2001 124 2011 110
2002 124

Tabla 5.2: Resumen de estadisticas descriptivas de la altura de las estaciones climaticas.

Indicador Valor
Media 1194.0
Mediana 1003.2
Moda 1795.0
Desviacién estandar  332.0
Rango 1194.0
Minimo 721.0

Maéaximo 1915.0
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En las Figuras[5.1]y [5.2]se muestra las coordenadas de las estaciones climéticas y el diagrama
de dispersién entre la localizacién y la altitud. De las 82 estaciones, 32 se encuentran en zona
de valle (menor a 1,240 metros de altura) y 50 en zona de montana (1,240 a 2,000 metros de
altura).

Figura 5.1: Localizacién de las estaciones climaticas.
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Figura 5.2: Diagrama de dispersion de las estaciones climaticas segun altura.

Dado que se tuvieron problemas de datos faltantes y considerando que los datos fueron
registrados en distintas localizaciones alrededor de la zona de estudio. Entonces se usé la
Geoestadistica univariada, en particular la utilizacién del Kriging Ordinario como método
de prediccién, para estimar los datos faltantes requeridos para completar la base de datos.
A continuacion, se presentan los aspectos tedricos de la Geoestadistica univariada expuestos
en (Cressie, (1993)) y (Giraldo (2002)).

5.1. Geoestadistica univariada

La metodologia de estimacion de la estructura de correlacion espacial, conjuga una
serie de metodologias para el andlisis de datos de variables observadas en diferentes
puntos del espacio de una region. Los datos espaciales se pueden clasificar en tres grupos
fundamentales segiin el contexto de observacion del que provienen: patrones espaciales,

lattices y geoestadistica , 1993)).
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En la presente investigacion, se trabajé con Geostadistica. A continuacion, se definen
algunos términos importantes dentro del contexto de la Geoetadistica.

5.1.1. Variable regionalizada

Una variable regionalizada es una variable medida en el espacio. Esta se puede definir
como un proceso estécastico con un dominio en el espacio euclidiano d—dimensional R,
{Z (z):2 € D C R*}. Si el dominio d = 2 es un plano, entonces Z (x) es una variable
medida en un punto x del plano.

5.1.2. Momentos de una variable regionalizada

A continuacion se definen los momentos de primer y segundo orden de una variable
regionalizada (Cressie, (1993, |Giraldo|, 2002)

» Momentos de primer orden: Si la funcién de distribucién de Z (z;) tiene una media
definida, sera una funcién de localizacion x;.

EZ (z;)] = m (z;)

» Momentos de segundo orden: Si la varianza de Z (z;) existe, entonces se define
como el momento de segundo orden y estard en funcién de la localizacion z;.

V[ Z ()]
Cov [Z(x;), Z(x;)]

E(Z (z;—m(x,))]" = o}
E(Z(x:) —m(x:))(Z(x;) — m(z;))]

La funcién de variograma es definida como la varianza de la diferencia de Z(z;) — Z(x;)
(Cressie, (1993)):

V1Z(x:) — Z(x5)] = 27 (w5, 7;)
donde la expresion,
1
v (@i, z5) = SV 2 (@) = Z(x;)] (5.1)
se denomina funciéon de semivarianza.
Una variable regionalizada presenta estacionariedad si su funcién de distribucion

conjunta no varia con respecto a un cambio en el vector h, es decir, A (x) =
(Z(x1), Z(x2),...,Z(x,)] esigual a Z(x) = [Z(x1 + h), Z(xe + h),..., Z(x, + h)]
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5.1.3. Semivariograma experimental

Bajo el supuesto de que la varianza de los incrementos de una variable regionalizada es finita,
la funcién denotada por 2y(h) se denomina variograma. Entonces el variograma en términos
de valores esperados es ((Cressie, [1993)):

29 (h) = V [Z(z + h) — Z(x)]
— E[(Z(z+h) — Z(x))*] = |E (Z(z + h) — Z(x))]?
= E[(Z(x + h) — Z(2))*]

Por lo tanto el variograma se define como la media aritmética de todos los cuadrados de las
diferencias entre pares de valores experimentales separados por una distancia h (Giraldo,
2002).

La mitad del variograma y(h), se conoce como la funcién de semivarianza. La funcién de
semivarianza estimada por el método de los momentos esta definida por:

Np(h

v(h) Z(z; + h))? (5.2)

2Np i=1

donde:

Np(h) mimero de pares de puntos a la distancia h.
I : es el incremento en la distancia.

Z(x;) : son los valores de la variable en el punto ;.
x; : punto de medicién de Z(x;)

5.1.4. Semivariograma tedrico

Después de construir el semivariograma experimental, es necesario ajustar a este un modelo
tedrico que permita determinar los parametros del semivariograma para ser usados en la
prediccién (ver Figura[5.3)).
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Figura 5.3: Componentes del semivariograma.

Los componentes del semivariograma son:

» Pepita (Nugget): representa el intercepto del semivariograma y es expresado como

Co.

» Meseta (Sill): representa el valor de v(h), para el cual un aumento de h permanece
constante y se expresa como C'.

» Alcance (Range): es la distancia h para la cual no hay correlacién espacial entre
Z(x)y Z(z+ h) y se expresa por a.

Existen modelos tedricos de semivariogramas que pueden ajustarse al semivariograma
experimental. A continuacién se muestran algunos modelos, su forma y definicién expuestas
en |Cressie| (1993) y (Giraldo, (2002):

= Modelo exponencial: es utilizado cuando la dependencia espacial tiene un
crecimiento exponencial con respecto a las distancias entre observaciones. Se expresa
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tedricamente como:

(h) = Co + Ch {1 ~exp {%hH (5.3)

= Modelo Gaussiano: este modelo se caracteriza por alcanzar la meseta asintética y
el rango es definido como la distancia a la cual el variograma alcanza el 95% de la
meseta. Este modelo tiene la siguiente forma tedrica:

v(h) = Cy + C4 {1 — exp {‘a—’f}] (5.4)

= Modelo Esférico: se caracteriza por tener un crecimiento réapido cerca al origen,
sin embargo, los incrementos marginales van decreciendo para distancias grandes. El
modelo esta expresado de la siguiente forma:

)] e

Co + (1, h>a

Co + Cy

v(h) =

= Modelo Matern: Este modelo es flexible, varia de acuerdo al pardametro x. Cuando
k = 0.5 coincide con el modelo exponencial.

0= (5 ()

donde K, (%) es una funciéon de Bessel modificada de la sgunda clase de orden k.

5.1.5. Prediccién espacial (Kriging)

La metodologia de la prediccion espacial es conocida como Kriging, esta consiste en hacer
inferencias sobre datos no observados de un proceso aleatorio en el espacio. Este método
fundamenta las estimaciones a partir de la minimizaciéon del error cuadratico medio de
prediccién. Kriging es un método de estimacion que da la mejor estimacion lineal insesgada
de los valores de los puntos, esto es, elegir el promedio ponderado de los valores de las
muestras la cual tenga la minima varianza (Armstrong, |1998)), (Giraldo, 2002).

Existen diferentes variaciones del método kriging, entre ellas estan:
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» Kriging Simple (SK).
» Kriging Ordinario (OK).
» Kriging Universal (UK).

A continuacién se presenta el marco tedrico del método de prediccién utilizado para estimar
los datos faltantes de precipitacién diaria de estaciones climéaticas:

» Kriging Ordinario (OK): se desea estimar un valor z (zg) en zy, usando los valores
de los datos Z (z,), a partir de n puntos muestrales vecinos z, y combindndolos
linealmente con pesos w,, i.e .

x9) = ZwaZ (%) (5.7)

Los pesos son elegidos de tal manera que el estimador sea:

e Insesgado: E [Z* (xg) — Z (x9)] =0y de

e Varianza minima: V' [Z* (x¢) — Z (x¢)] es minima.
El insesgamiento del estimador es garantizada bajo la restriccion que la suma de los
n

pesos sea 1, esto es, E we =1

a=1

E[Z" (x0) = Z (20)] = E |> waZ (2a) = Z (20) - Y wa| =0
= woE[Z (24) — Z ()] = 0

a=1

La varianza de la estimacion 0% = V [Z* (x) — Z ()] es la varianza de la combinacién
lineal

Z" (xg) — Zwa (o) — 1+ Z (x0) Zwa (a)

con un peso wp igual a -1y > " _jw, = 0.

La varianza de la estimacion,
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Minimizando la estimacién de la varianza con la restriccion sobre los pesos
[V [Z* (x0) — Z (x0)] — 2u0K <ZwOOéK—1>}, se obtiene el sistema de kriging
ordinario (OK):

_ — 1 OK
'7(1'1 371) 7($1 xr ) wl‘ ’7(131 —370)
Ty — T Ty —Tp) 1 wOK B '
Y ( 1) g ( ) v (xn _ mo)
1 1 0/ \kox
La varianza de la estimacion del kriging ordinario es,
by = pox =7 (0 — 70) + 3w (20 — o) (5.8)

a=1

Finalmente el estimador kriging ordinario es un interpolador exacto, es decir, que si
o es idéntico con una localizacién de los datos entonces el valor estimado es el mismo
con el valor del dato en ese punto (Giraldo, [2002)

7" (x9) = Z (24), Sl o = T4
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5.2. Resultados de la prediccién de datos faltantes

Con las estaciones que tenian datos faltantes se realizé el proceso de estimacién, interpolando
a partir de geoestadistica clasica, para esto se hizo un analisis estructural con la precipitacion
promedio anual de las 82 estaciones y posteriormente se ajustaron los modelos tedricos
(Exponencial, Esférico, Gausiano y Matern) expuestos anteriormente.

En la Tabla se muestran los resultados de la estimaciéon de los pardametros de los
semivariogramas muestrales por ano, en el periodo 1993-2011. Con estos pardametros fue
ajustado un modelo de semivariograma tedrico para cada ano.

Tabla 5.4: Pardametros estimados de semivariograma por ano, en el periodo 1993-2011.
Ano Cl a CO

1993 21.74 0.98 0.67
1994 245 0.25 0.24
1995 27.63 1.26 0.5
1996 19.19 0.71 0.42
1997 14.33 1.65 0.59
1998 2191 1.51 1.34
1999 24.07 0.21 0.36
2000 3549 0.84 0.05
2001 4147 149 1.26
2002 31.92 0.77 0.08
2003 31.88 0.58 0.51
2004 2837 0.73 0.99
2005 33.81 0.04 0.63
2006 32.52 0.23 0.39
2007 30.24 0.05 0.66
2008 33.52 0.38 0.02
2009 56.94 1.54 0.85
2010 50.29 0.02 1.22
2011 2555 0.12 0.23




5.3 Resultados del analisis exploratorio de datos completos

31

Para seleccionar el modelo éptimo, se utilizé el criterio del minimo Error Cuadratico Medio
(ECM) obtenido de la estimacién de los residuales a partir de validacién cruzada. Finalmente,

con el modelo seleccionado se realizo el proceso de estimacion de las observaciones faltantes

utilizando Kriging Ordinario para cada ano. En la Tabla se muestra los resultados
obtenidos y se resalta el modelo de semivariograma con menor ECM en el periodo 1993-2011.

Tabla 5.5: Comportamiento del ECM segtin modelo ajustado, en el periodo 2003-2011.

Ano Exponencial Esférico Gaussiano Mattern

1993
1994
1995
1996
1997
1998
1999
2000
2001
2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008
2009
2010
2011

1.82
3.53
1.22
3
0.57
1.51
2.23
6.53
7.23
74
4.22
5.91
7.1
10.26
5.87
9.05
10.16
13.47
13.16

0.77
2.69
2.05
2.13
2.97
1.67
4.63
5.86
6.69
5.87
5.6
4.17
5.89
8.37
6.52
6.03
11.31
12.19
12.76

0.48
4.46
2.16
2.67
4.32
4.51
3.56
6.78
5.41
2.34
2.63
4.43
5.4
9.98
5.78
13.07
11.89
12.54
10.5

0.44
3.42
3.8
3.98
0.45
2.15
2.46
6.08
7.48
6.28
4.43
6.16
7.04
10.04
4.08
8.2
9.77
11.94
11.15

5.3. Resultados
completos

del analisis exploratorio de datos

Esta seccién comprende el andlisis exploratorio de los datos observados procedentes de

estaciones climaticas y de satélite, después de realizar el proceso de estimacién de los datos

faltantes en la informacién proveniente de las estaciones climaticas.

Se observo que los datos reflejaron en forma clara los periodos secos y humedos que

indican la estacionalidad de la precipitacion en el transcurso del ano, de los datos

procedentes de estaciones climaticas y de satélite, sin embargo, los datos provenientes de
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estaciones climéticas presentaron un rango de variacién mayor a los datos procedentes
de satélite, en este ultimo se observa claramente la estacionalidad de precipitacion, este
comportamiento puede ser atribuido a que los datos de estaciones presentaron mayor
variabilidad, debido a que en muchas estaciones climaticas no hubo registro de precipitacién
o por el contrario hubo registros que sobrepasaron el promedio diario (Figura . Por
otro lado, los datos de satélite mostraron mayor homogeneidad en el comportamiento de la
precipitacién debido a que es una estimacién uniforme en toda la regién de estudio (Figura

5.5).
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Figura 5.4: Comportamiento de la precipitacion pentadal de estaciones climaticas sin
acumular, en el periodo 1993-2011.
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Con el objetivo de analizar de forma exploratoria el nivel de asociacion entre los datos
estaciones climaticas y de satélite, en la Tabla se muestra el comportamiento de las
estadisticas descriptivas de la correlacion lineal entre los datos observados de precipitacion
de estaciones climaticas y de satélite de las 82 estaciones climaticas por ano. Se denota la
existencia de correlaciones entre 0.1 a 0.39 y correlaciones méaximas alrededor de 0.79 a 0.89.
También se observa que la correlacién promedio estuvo entre 0.33 a 0.67, evidenciando una
relacién intermedia y baja entre los conjuntos de datos mencionados.

Tabla 5.6: Estadisticas descriptivas de la correlacién lineal entre los datos de estaciones
climéticas y de satélite, en el periodo 1993-2011

Ano Minimo Miximo Promedio Mediana Desviaciéon estandar

1993 0.28 0.69 0.43 0.42 0.19
1994 0.29 0.68 0.42 0.45 0.2
1995 0.17 0.55 0.42 0.41 0.29
1996 0.14 0.65 0.35 0.49 0.14
1997 0.06 0.5 0.35 0.35 0.2
1998 0.11 0.63 0.57 0.6 0.26
1999 0.27 0.64 0.51 0.56 0.14
2000 0.19 0.67 0.38 0.41 0.13
2001 0.17 0.64 0.29 0.31 0.23
2002 0.38 0.89 0.67 0.6 0.17
2003 0.28 0.72 0.6 0.61 0.27
2004 0.37 0.69 0.61 0.67 0.22
2005 0.24 0.65 0.46 0.58 0.27
2006 0.21 0.72 0.49 0.61 0.25
2007 0.18 0.79 0.52 0.56 0.13
2008 0.14 0.67 0.33 0.42 0.3
2009 0.15 0.64 0.34 0.37 0.24
2010 0.39 0.6 0.57 0.47 0.23
2011 0.11 0.74 0.59 0.46 0.17

Adicionalmente, se contrasto la correlaciéon de las 82 observaciones de estaciones y de satélite
por atio (Hy: p=0Vs Hy: p#0). En la Tabla [5.7] se observa que los porcentajes de
rechazo siempre estuvieron por encima del 80 %, es decir, que existe una asociacién lineal
entre los datos de estaciones climaticas y de satélite en todo el periodo de estudio.
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Tabla 5.7: Porcentaje de la existencia de asociacién lineal entre los datos de estaciones
climaticas y de satélite, en el periodo 1993-2011.

Ano n % Ano n %

1993 67 81.71 2003 78 95.12
1994 79 96.34 2004 81 98.78
1995 75 9146 2005 77 93.9
1996 69 84.15 2006 79 96.34
1997 50 60.98 2007 79 96.34
1998 72 87.8 2008 61 74.39
1999 77 939 2009 62 75.61
2000 64 78.05 2010 81 98.78
2001 56 68.29 2011 80 97.56
2002 82 100

Un primer acercamiento para el ajuste de un modelo de regresion lineal es realizar una
exploracién de la relacion entre la variable respuesta y la variable explicativa. Con respecto
a esto, los datos de estaciones climaticas y de satélite acumulados, mostraron una relaciéon
directa pero débil al principio del ano, sin embargo, en los pentadales finales la relacion es

mas fuerte (Figura[5.7)).

5.4. Construccion de las curvas pentadales de

estaciones climaticas

Para trabajar con la misma escala temporal entre ambas fuentes de informacién, fue
necesario pasar los datos de precipitacion diaria a precipitacion acumulada cada cinco dias
(dato pentadal).

Sea x; el dato de precipitacion en el dia i, entonces: p; = Ele Ti, P2 = 2226 Tiy...,Pr2 =
000 2 representa el pentadal j, donde j = 1,...,72. De esta manera se generaron 72
=360 J J g

datos pentadales para cada ano.

Sin embargo, la informacién del sensor remoto ademas de presentar una escala pentadal,
contiene datos acumulados de imégenes de precipitacion pentadal. Por lo tanto, el proceso
generador inicial tiene la siguiente forma funcional (linea azul clara), al tener dicha
estructura funcional creciente en cada pentadal, se tomé la decisién de trabajar con las
curvas acumuladas de precipitacién (ver Figura .
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Figura 5.6: Ilustraciéon del proceso generador de la curva pentadal de precipitacion.

Las curvas observadas de las estaciones climaticas presentaron mayor variabilidad que las
curvas observadas de satélite en todo los anos (Figura . Esto puede deberse a que los
datos de estaciones climaticas tienen de manera implicita la variabilidad espacial debida
a la cercania o lejania entre las estaciones, mientras que los datos observados de satélite
no presentaron tanta variabilidad (Figura , sin embargo, son mas uniformes entre los
puntos ya que proviene de un proceso de estimacién homogéneo en todo el Valle del Cauca.

Con el objetivo de caracterizar la influencia de la altura de las estaciones con respecto
al comportamiento de los valores de precipitaciéon acumulada. Se encontré que la curva
media de precipitacién de estaciones fue mayor en la zona de montana en todo el periodo
de andlisis (Figura y Figura , en contraste, la curva media de precipitacion de
satélite no presentd diferencias importantes entre las zonas de valle y montana en los 19
anos (Figura y Figura[5.13). Este resultado sugiere que la informacién proveniente de
satélite no tiene en cuenta la orografia de la zona de estudio.
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Figura 5.7: Relacion entre los datos observados de precipitacion de estaciones climaticas y
de satélite, en el periodo 1993-2011.
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Figura 5.8: Precipitacién de estaciones climaticas, en el periodo 1993-2011.
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Figura 5.9: Precipitacién de satélite, en el periodo 1993-2011.
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Figura 5.10: Precipitacion de estaciones climaticas por regién geografica, en el periodo
1993-2011.
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Figura 5.11: Precipitacion de satélite por regién geografica, en el periodo 1993-2011.
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Figura 5.13: Precipitaciéon promedio de satélite por regién geografica, en el periodo
1993-2011.
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5.5. Conclusiones

En general, los datos de precipitacién puntual mostraron un comportamiento que refleja el
régimen bimodal de la precipitacién caracteristico de la regién (Figura y Figura ,
facilmente denotado para los datos de satélite, no obstante, este comportamiento en los
datos provenientes de estaciones clinmaticas es menos evidente debido a la variabilidad que
presentan.

Las cantidades de precipitaciéon registradas en las estaciones son mucho mayores a
las registradas por el satélite. Lo anterior se debe a que las estaciones estan midiendo
constantemente la cantidad de precipitaciéon a lo largo del dia, mientras que el valor de
precipitacion de satélite se limita al momento en que el sensor captura la imagen.

Se encontraron asociaciones lineales importantes entre las 82 observaciones de estaciones
climéticas y de satélite (Tabla con un porcentaje de asociaciones significativas
superiores al 50% en todos los anos. Finalmente, se observé una relacién directa entre
ambas fuentes de informacién para todo el periodo de estudio (Figura .

En cuanto al analisis de la precipitacién por zona geogréfica, se observaron aumentos
en los valores de precipitaciéon en la zona de montana para los datos de estaciones
climaticas (Figura , sin embargo, este comportamiento no fue observado con los datos
provenientes de satélite (Figura [5.11)).



Capitulo 6

Analisis descriptivo de datos
funcionales

En este capitulo se hace un resumen de la bibliografia revisada de los conceptos preliminares
del ADF. Esta es una rama de la estadistica, que estudia y analiza la informacién contenida
en curvas, superficies, o cualquier elemento que varia sobre un continuo, generalmente el
tiempo (Ramsay & Silverman| 2005). Las particularidades de estos objetos, las funciones,
hacen que surja todo un aparato de definiciones, teoremas y herramientas para poder
estudiarlas correctamente (Manteiga & Vieul [2007). Por ello, el primer paso serd definir y
comentar los conceptos basicos, las caracteristicas y peculiaridades de este tipo de datos.

La explosién tecnolégica ha hecho del ADF una disciplina emergente dentro de la
estadistica con multitud de publicaciones y estudios. Prueba de este interés es la creciente
presencia en revistas especializadas y la creacion de un grupo de trabajo especifico dentro
del ERCIM (European Research Consortium for Informatics and Mathematics). Entre la
literatura disponible sobresalen como referencias béasicas los libros de [Ramsay & Silverman
(2005) y [Ferraty & Vieu| (2006). En el primer caso, tratan muchos de los problemas basicos
de la estadistica funcional, en el segundo caso abordan la metodologia desde el punto de
vista no-paramétrico. Ramsay y Silverman también tienen un segundo libro de caracter mas
aplicado en el que se estudian soluciones a problemas sobre conjuntos de datos concretos
(Ramsay & Silverman), [2002)).

6.1. Conceptos preliminares

Antes de analizar las propiedades y las dificultades del ADF es necesario establecer algunos
conceptos de una manera mas formal. Para ello se ha estudiado las referencias del tema en
Ramsay & Silverman, (2005)) y |[Ferraty & Vieu| (2006).
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En primer lugar se debe definir el concepto de variable funcional. En general, cualquier
observacién que varie de forma continua se puede concebir por un dato funcional, desde
un electrocardiograma hasta la precipitacion de una region. En la practica, la informacion
es recogida por dispositivos que toman muestras de una determinada variable aleatoria
en distintos momentos de tiempo en un rango especifico (fmin, tmaz). De esta forma, una

observacién puede expresarse mediante la familia {X (¢;)}; . En la actualidad, los

=1,...,.J
avances en los sistemas de informacion hacen posible hacer la periodicidad mas corta en la
que es registrado el dato, siendo este uno de los motivos importantes el uso del ADF, de
modo que se podria considerar estas muestras como observaciones es un espacio continuo
X = {X(t);t € (timin, tmaz) }- Por lo tanto, una variable funcional es aquella variable aleatoria
X que toma valores en un espacio funcional, es decir, de dimension infinita, donde una

observacién de y se denomina un dato funcional (Ferraty & Vieu, 2006).

Por otro lado son necesarias herramientas para extraer la informacién de las funciones.
Estas herramientas vienen supeditadas por el espacio de la funcion.

» Espacio Funcional: Un espacio funcional F, es un espacio hecho de funciones. Cada
funcién en el espacio puede ser pensado como un punto (Tomaso Poggio & Frogner,
2010)), por ejemplo:

1. Cla,b], el conjunto de todas las funciones continuas con valores reales en el
intervalo |[a, b].

2. Ly[a,b], el conjunto de todas las funciones reales cuyo valor absoluto es integrable
en el intervalo [a, b].

3. Lsla,b], el conjunto de todas las funciones con valores reales cuadrado integrable
en el intervalo [a, b].

A continuacién se presenta las definiciones y propiedades de distancia, precisados en
Kolmogorov et al.| (1957) para entender la métrica entre dos elementos en el espacio
funcional L.

Definicién 1
Sea JF un espacio funcional, es un espacio métrico si en F existe una distancia
d:FxF—=>RqueV f, gde F cumple:

1. d(f,9) =0y d(f,g) =0siysdlosi f =g, ladistancia por 0 es 0.
2. d(f,9) =d(g, f). Es decir que es simétrica.

3. d(f,g9) <d(f,h)+d(h,g). Es decir que la suma de las distancias de dos lados
cualquiera es siempre mayor a la longitud del lado restante.
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6.2.

Definicién 2
Sea JF un espacio vectorial funcional, es también un espacio normado, si en F se
encuentra definida su norma || - |[[: F — R que V f, g de F cumple:

L 120y fl=0siysslosi, f=0
2. Para todo A, [| Af =| A[]| £ |

B f+gl<lFi+1gl

Por lo tanto, todo espacio normado se puede convertir en un espacio métrico con la
distancia inducida por la norma d(f,g) =|| f — g ||

Definicién 3
Sea F un espacio funcional, este es un espacio euclidiano sobre K (R 6 C) si en F
existe el producto escalar (-,-) : F x F — K, que para cualquier elementos f, g, h de
F se cumple:

L{f,)=0
2. Para todo a, b € K(af +bg,h) =a(f,h) +b(g,h)
3. (f,9) =9, f)

De igual forma, si el espacio es completo, es decir que toda sucesion de Cauchy
converge con la norma, se dice que es un espacio de Bannach (Kolmogorov et al.,
1957).

Todo espacio euclidiano se convierte en un espacio normado con la norma inducida por
el producto escalar, || f ||= v/(f, f). De esta manera, si el espacio es ademds completo
se dice que es un espacio de Hilbert. Esto es un caso particular de los L — espacios

definidos como L, (S,u) = {f : S — K\ f —medible || f ng/ | fPdu< oo}

donde (S, 11) es el espacio de medida. Estos espacios cuando p = 2 son los espacios de
Hilbert o también conocidos como los espacios cuadrado integrable (Noguerales et al.|
2010).

Base de funciones

En la préactica, los datos funcionales son obtenidos de forma discreta, siendo necesario

convertirlos a funciones sobre las cuales se pueda trabajar, para esto pueden emplearse

diferentes tipos de ajustes. Teniendo en cuenta lo anterior, la representacién de estos datos

como datos funcionales a partir de una base ortonormal brinda una ventaja tanto teérica

como practica, esta base se utiliza para transformar datos discretos en datos funcionales.
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A continuaciéon se presenta una revision tedrica del concepto de bases de funciones y
las bases mas utilizadas para la construccién de datos funcionales. (Ramsay & Silverman,
2002, 2005, [Ferraty & Vieu, 2006, Olaya, [2012)

= Bases: es un conjunto de funciones conocidas {¢y},.y tales que cualquier funcién
puede ser aproximada, tan bien como se requiera, mediante una combinacion lineal de
K de ellas con K suficientemente grande.

» Bases de Fourier: la extensién de Fourier de x (¢) es de la forma

X (1) = codo+ D car16r-1 (t) + Cardar (£)

1
VT
2

periodica de periodo T'= —.
w

t t
Gor_1 (1) = M, Gor () = M forman una base

VT2 VT2

donde ¢ (t) =

Algunas caracteristicas importantes de estas bases son la facil diferenciabilidad y la
periodicidad. Dado que esta formada por senos y cosenos, siendo factible conseguir la
expresion derivada en cualquier orden, ademas debido a sus caracteristicas periédicas,
se ajusta mejor a los datos que presenten esta particularidad (Ramsay & Silverman),
2005)).

La expansién de Fourier es util para funciones estables, sin grandes variaciones
y con una curvatura mas o menos constante. Igualmente es conveniente que los datos
muestren una periodicidad. Otra caracteristica de este tipo de bases es que genera
expansiones suaves en el sentido de diferenciabilidad, por lo que no sera apropiada
usarla cuando las funciones presenten discontinuidades (Ramsay & Silverman, [2005)).

= Bases B-Splines: estas bases combinan la eficiencia computacional de los polinomios
con una mayor flexibilidad, que permite elegir un nimero menor de funciones (K)
con respecto a las bases anteriormente menciionadas, para obtener buenos resultado
(Ramsay & Silverman, 2005). En primer lugar para definir un Spline es dividir el
intervalo 7" = [a, b] en L subintervalos separados por los puntos a = ty,t1,...,t, = b,
en cada intervalo, el Spline es un polinomio de grado m que trata de ajustar la curva.
El orden del polinomio m hace referencia al nimero de coeficientes que hacen falta
para definirlo, es decir, estos polinomios deben coincidir en los nodos de la particion
hasta la derivada de orden m — 2, por lo que a excepcién de los polinomios de orden
2, las uniones serdan suaves en el sentido de diferenciabilidad. Con estas restricciones
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el numero de grados de libertad del Spline sera m + L — 1. Por tanto, un elemento
importante serd definir el orden de los polinomios, el nimero de particiones y el punto
en que se fijen los nodos || (Eubank, 1999).

Las bases de B — splines permiten aproximar todas estas funciones facilitando
asi su manejo. Sus caracteristicas se basan en las siguientes propiedades:

e Cada elemento de la base ¢ (t) serda una funcién Spline de orden m y particién
T.

e Cualquier combinacién lineal de funciones Spline es una funcién Spline.

e Cualquier funcién Spline de orden m sobre la particién 7 se puede expresar como
combinacion lineal de las funciones de la base.

Sea By (t,7) la representacién del valor del k& — ésimo elemento de la base sobre la
particién 7 en el instante ¢, la funcién Spline S (¢) se representa como:

m+L—1

St)= > aB(tT)

k=1

Bases Wavelets: la transformada wavelet, se basa en la representacién de funciones
mediante ondas. Los wavelets son un sistema de representacién extendido al manejo
de senales, utilizandose la transformada discreta para la codificacion de estas, pero
también ha ganado terreno en el campo de la genética, sismologia y la clasificacién
funcional (Ramsay & Silverman) 2005).

La idea basica de esta base es que cualquier funcién de L, puede representarse
mediante una funcion ¢ apropiada, llamada wavelet madre, y considerando todas sus
traslaciones de la forma 1, (t) = 29/2¢) (27t — k), con j y k enteros. La expansién de
una funcién f, se basa en la observacion de senales a distintas escalas de resolucion,
en el sentido de que el coeficiente 1, aporta informacién sobre f cerca de la posicién
d~7k en una escala 277. Una vez elegida la base, es decir, fijado el j = J se tiene que

f(t)= Z crrdak (t) + Z Z djr ik (t)

j=J k

donde ¢y, es el coeficiente de aproximacion o senal suave

*Son puntos de control de tal manera que la funcién y sus dos primeras derivadas son continuas en cada

punto y por lo tanto en todo su intervalo (Olaya) 2012).
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crp = (f, 0r) = /f<t>¢J,k<t>dt

y d; i, es el coeficiente de detalle
die = (f,¥ix) = /f (t) ¥y (£) di

= Bases con restriccion: estas bases tienen en cuenta restricciones sobre la suavizacion
de las curvas (Ramsay & Silverman) [2005). Una funcién suavizada positiva = se puede
definir a partir de la funciéon exponencial:

x(t) = "W (6.1)

donde W (t) es una funcién conformada por bases de funciones, que dependiendo de
las caracteristicas de los datos observados se pueden usar bases Fourier o B-spline
(Ramsay & Silverman, [2005)).

En ocasiones se quiere suavizar funciones estrictamente creciente por ejemplo la
precipitacién acumulada. En este caso Ramsay & Silverman| (2005]) expresa la funcién
suave a partir la velocidad Dx como el exponencial de una funcién sin restricciones

W

Dx(t) = VO (6.2)

Integrando ambos lados de esta ecuacién, se obtiene:

z(t)=C +/ exp [W (u)] du, (6.3)

to

donde C' es una constante estimada a partir de los datos.

6.3. Construccion de datos funcionales

En Anadlisis de Datos Funcionales (ADF) los datos en lugar de ser un conjunto de vectores,
como en analisis multivariado clasico, son un conjunto de curvas. En la mayoria de las
aplicaciones, las curvas observadas proceden de la observaciéon de un proceso estocéastico en
tiempo continuo (Aguilera, [2009).
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El dato funcional se define a partir de una base de funciones {¢p},oy, tal que

cualquier funcién puede representarse mediante una combinacion lineal de ella, es
K

decir, z(t) = ckdr (t). La expresion de forma matricial queda expresada como,
k=1

X(t)=c"d=d"c (6.4)

donde los ¢ son los coeficientes en la nueva base, ® es una matriz que contiene los valores
de ¢y (t) y K serd el nimero de bases. En este contexto es importante en la seleccién del
valor de K, dado que la expresion de la funcion seguira siendo infinita o demasiado grande,
por lo que habra que delimitar la serie de datos. De aqui la importancia de la eleccién del
nimero de bases K, este se comporta como otro parametro del modelo midiendo el grado
de suavizacion de la funcién (Ramsay & Silverman, [2005)).

De la expresién se denota que el problema consiste en estimar el vector de coeficientes
¢, este vector pondera cada funcién de la base sobre la funcién de interés z(t), |Ramsay
& Silverman| (2005) estimaron el vector ¢ a partir de minimos cuadrados ordinarios. A
continuacion se presenta el proceso de estimacion propuesto:

Sea y; el valor observado de la variable Y en el tiempo ¢; V j = 1,...,n, tal que
puede ser expresados como:

Y; = fL’(tJ) + € = ¢T(tj)c + €5, (65)

donde z (t;) es el valor de la funcién ajustada con en el tiempo t; y €; es el error de
estimacién en el momento ¢;. Suponiendo que los errores se distribuyen normal, tienen media
cero, varianza constante e independientes. La expresion por minimos cuadrados ordinarios a
minimizar es (Ramsay & Silverman, 2005)):

n

> [y =67t (6.6)

n K 2
SSE(c) =) [yj — ckgbk(tj)] -
j k

Sea Y un vector conformado por todos los valores ajustados y;, ®* una matriz de dimensién
n x K compuesta por los valores de las K funciones base ¢ (t;) v € el vector de residuales de

tamano n x 1, por lo tanto la expresion (6.5)) es expresada de forma matricial como (Ramsay
& Silverman|, 2005):

Y =d'c+e (6.7)
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de esta manera, la expresién se puede expresar como:

SSE(c) = (Y —d7¢)" (Y —d"¢), (6.8)

resolviendo el sistema para estimar ¢, se obtiene el estimador ¢ que minimiza la suma de

cuadrados de , y esta dado por:

é=(907) " oY (6.9)

Finalmente los valores ajustados son expresados como:

1

Y = o7 (#07) oY (6.10)

6.4. Estimacion de la la varianza

Se puede estimar la varianza de un dato funcional (Ramsay & Silverman, [2005)).

De la ecuacién , una expresion de la varianza es,

Var [V| = (27®) " Var[e] o (6.11)

donde,

Var[¢] = (070) " 7%, 0 (070) (6.12)

asumiendo X, = ¢%I, la matriz de varianzas y covarianzas del vector de errores ¢, de esta
manera la expresion resultante es:

Var [¢] = o? (7)™ (6.13)

y finalmente,

-1

Var Y] = 0% (7)o (6.14)
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6.5. Numero 6ptimo de funciones de la base (K)

Ramsay & Silverman| (2005) plantea que para seleccionar el nimero K se debe tener en
cuenta tanto el sesgo,

Sesgo [ ()] = 2 (t) — E [2 (£)] (6.15)

y la varianza de la estimacion,

Var [2 (t)] = E [{# (1) - B[z (t)]}] (6.16)

Por lo tanto, un indicador que permite controlar tanto el sesgo como la varianza es el Error
Cuadrético Medio (ECM),

ECM [7 (t)] = Sesgo® [ ()] + Var [2 (£)] (6.17)

Esta relacion indica que vale la pena tolerar un poco de sesgo, siempre y cuando haya un gran
reduccién de la varianza (Ramsay & Silverman, 2005). Adicional a este proceso, Ramsay &
Silverman| (2005) proponen la utilizacién de la validacién cruzada generalizada (VCG).

» Validacién cruzada (VC): es una metodologia usada para las elecciones
de parametros que controlen el equilibrio entre la bondad del ajuste y la
capacidad predictiva (Delicado, [2008). El método consiste en extraer de la muestra
secuencialmente cada una de las observaciones z;, estimar el modelo con los datos
restantes y predecir el dato ausente. Y finalmente, comparar la prediccion con el dato
real. Si se realiza esto para cada valor de K, entonces se puedes construir la funcién

BECMyo(K) =~ > [y — gy ()] (6.18)

n <
=1
que mide el error de la predicciéon del estimador fuera de la muestra para cada valor

de K. El valor que minimice esa funcién, Ky, sera el valor del pardmetro elegido.

En forma matricial se tiene que
Y =5Y
donde los vectores columnas Y e Y tienen elementos y; € 1, respectivamente y la

matriz S va a ser una matriz de estimacion. Esta matriz es analoga a la matriz HAT
H=X(XTX ))_1 XT en regresion lineal miiltiple:

A

V.= X (X"X)" XTY = HY (6.19)
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y se puede demostrar que

EOMye(K) = £ (u)2 (6.20)

n
i=1
al igual que en regresion multiple, no es necesario ajustar n regresiones no paramétricas,

solo hay que ajustar la que hace intervenir todos los datos y anotar la matriz S
(Delicado, 2008]).

Validacién cruzada generalizada (VCG): Estos modelos puede hacerse una
modificacién a la validacién cruzada. A esta metodologia se le conoce como Validacién
Cruzada Generalizada (VCG). Esta modificacién se basa en reemplazar los valores s;;
de la diagonal principal de la matriz S por su valor promedio. (Delicado, 2008).

Lo (4= 0\
BOMyvea() =1 3 (4=0) (6.21)

donde v = Traza(S)
Reexpresando la ecuacién (6.21]) se tiene que

ne?

ECMyco(K) = —= (6.22)

n—v

donde

n

o2 = : > (i — ) (6.23)

n—v =4
i=1

es una estimaciéon de la varianza de los residuales del modelo. Y el valor de Ky cq
que minimiza esa funcion, es el pardmetro elegido por el criterio de validacion cruzada
generalizada (Delicadol 2008)).

Estadistica descriptiva funcional

Las estadisticas descriptivas clasicas para datos univariados se aplica igualmente a los datos

funcionales. Suponiendo que un dato funcional para i réplicas, llega como un conjunto de

valores discretos x;1, ... Z;,, la primera tarea es convertir estos valores, utilizando métodos
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no paramétricos, a una funcién X (¢) calculable para cualquier valor de t (Ramsay &
Silverman, 2005)). Teniendo en cuenta que un primer anélisis estadistico de un conjunto
de datos debe empezar por un andlisis exploratorio, se presentan a continuacién algunas
caracteristicas descriptivas funcionales, propuestas en Ramsay & Silverman (2005)):

Sea z;(t) i = 1,2,..., N una muestra de curvas o datos funcionales, la media, varianza,
covarianza y correlacién funcional estan dadas por:

s Promedio funcional:

N

2(t) =N a4(t) (6.24)

=1

Varianza funcional:

Var, (2(t)) = (N =1)7" ) (a:(t) — 2(t))* (6.25)

=1

Covarianza funcional:

N

OOUI (thtg) = (N - 1)_1 Z (fL’Z(tl) - i’(tl)) (l’z(tg) - j}(tg)) (626)

i=1

Correlacion funcional:

Corry (ty.1y) = —C0 (1 t2) (6.27)
\/Varx (t1) Var, (ta)

Covarianza cruzada funcional:

n

Covgy (tr,t2) = (N = 1)} (wi(tr) — 2(t1)) (wilt2) — §(t2)) (6.28)

i=1

Correlacion cruzada funcional:

Corrgy (t1,t2) = Covay (t1,12) (6.29)
’ \/Varx (t1) Vary (t2)

6.7. Resultados de la construccion y analisis
exploratorio de datos funcionales

En éste capitulo se muestra la aplicacién de la metodologia para la construccién de curvas
de precipitacién acumulada de estaciones climaticas y procedentes de satélite en el Valle del
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Cauca, periodo 1993-2011.

Se construyeron los datos funcionales a partir de una base Bspline monétona creciente, sin
parametro de penalizacién, es decir, que la estimacion de las curvas es realizada a partir de
minimos cuadrados ordinarios (Ramsay & Silverman), 2005)). El nimero 6ptimo de funciones
de base K se estimé por ano a partir de validacién cruzada generalizada. En la Tabla se
observa el nimero de funciones de bases necesarias para construir los datos funcionales de
estaciones climaticas y de satélite en todo el periodo de analisis. De acuerdo a los resultados,
se observo una recurrencia en el nimero 6éptimo de bases de funciones para ambos tipos de
datos, siendo K = 10 para transformar los datos de estaciones climaticas y K = 20 para la
construccion de los datos funcionales de satélite.

Tabla 6.1: Numero de funciones para datos de estaciones y de satélite, en el periodo
1993-2011.

Ano K Ano K
Estaciéon Satélite Estaciéon Satélite

1993 10 20 2003 10 20
1994 6 20 2004 10 20
1995 10 20 2005 10 20
1996 10 20 2006 10 20
1997 10 20 2007 10 20
1998 6 20 2008 10 20
1999 10 20 2009 10 20
2000 10 20 2010 10 20
2001 10 20 2011 10 20
2002 18 20

Para ilustrar la suavizacién de los datos, a continuacion se muestra el proceso de construccion
de los datos funcionales de precipitaciéon procedentes de estaciones climaticas para el ano
2011. La Tabla muestra los coeficientes del ajuste usando bases con restricciéon y en la
Figura se observa el comportamiento de las curvas suavizadas para las primeras cuatro
estaciones, se destaca un excelente ajuste con respecto a los datos observados, ya que para
todas las estaciones, las curvas pasan justo por los puntos que se desean estimar.
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Figura 6.1: Comportamiento de los datos observados (puntos), datos suavizados (linea) e
intervalo del 95% de confianza (linea azul) de las primeras cuatro estaciones, para el ano
2011.
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En la Figura se muestran los datos funcionales de estaciones climaticas y en la
Figura los datos funcionales de satélite por ano. Al igual que los datos observados, los
datos funcionales de precipitacion proveniente de estaciones climaticas presentaron mayor
variabilidad con respecto a la precipitacién funcional proveniente de satélite, ya que esta
informacion es obtenida a partir de un proceso de estimacién en toda el area de cobertura,
sin tener en cuenta el relieve de la superficie.

La curva promedio y desviacién estandar de ambas fuentes de datos, fué mayor en
los datos de precipitacién provenientes de estaciones climéticas (Figura en comparacion
a la informacion de satélite (Figura ; en esta ultima, hubo un comportamiento mas
homogéneo en todo el periodo de estudio. Una razon, por la cual la variabilidad se
incrementa en las curvas de estaciones y satélite, es el proceso acumulativo utilizado para
la construccién de los datos observados.
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Figura 6.2: Datos funcionales de precipitaciéon de estaciones climaticas, promedio y

desviacion estandar en el periodo 1993-2011.
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Figura 6.3: Datos funcionales de precipitacion de satélite, promedio y desviacién estandar
en el periodo 1993-2011.
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6.8. Conclusiones

Se pudo establecer el ntmero 6ptimo de funciones para la construccién de los datos
funcionales de estaciones climéticas (K = 10) y de satélite (K = 20) a partir de validacién
cruzada generalizada (Tabla [6.1]).

El uso de una base mondtona creciente, fue apropiado para construir los datos de
precipitacion para estaciones climaticas y de satélite, ya que permitio restringir las curvas
estimadas de acuerdo al origen de los datos observados. Se observé que la funcién estimada
sigue el comportamiento del dato funcional (Figura .

Los datos funcionales tanto de estaciones climdticas como de satélite reflejaron el
comportamiento de los datos observados. La curva media y desviacion estandar mostraron
un comportamiento creciente debido al proceso acumulativo de los datos observados (Figura

y Figura [6.3]).



Capitulo 7

Modelo de regresion lineal para datos
funcionales

En este capitulo se presenta el ajuste del modelo de regresion funcional asumiendo
independencia en los errores, es decir, sin asumir la dependencia espacial debido a la
localizacién entre las estaciones climaticas, con el objetivo de extraer los residuales para
identificar le estructura de correlacién espacial para cada ano de estudio. De igual manera, se
muestran los resultados del ajuste del modelo con datos de precipitacion, donde la variable de
respuesta funcional es constituida por las curvas de precipitacién provenientes de estaciones
climaticas y la covariable funcional por las curvas de precipitacién procedentes de imédgenes

de satélite.
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7.1. Modelo de regresién funcional concurrente

Para el modelo con respuesta funcional y variables regresoras funcionales no se dispone
en general de tantas herramientas fuera de L?. Este modelo esta representando en bases
restringidas tanto la respuesta como la variable regresora (Ramsay & Silverman), 2005)).

El modelo se expresa como:
Yi(t) = Bo(t) + B1(8) X () + Ba(t) Xia(t) + - - - 4 B4 () Xig(t) + €i(t) (7.1)

En notacién matricial se denota de la siguiente manera:
Y (t) = X(t)B(t) + e(t)

Donde 3; son determinados por:

50 = bibi (1) = 67 ()b (1)

en términos de K funciones de base 67 (t).

q
Definiendo Kz = K., se construye el vector b de tamano K
B y B

J

b= (b, by)

denotando la matriz en funcién de 6 de dimensién ¢ por Kj

67 0 ... 0
o 6y ... 0
0o 0 ... 6"

q

De esta manera el modelo se expresa

Y(t) = X(1)O(t)b + €(t) (7.2)

Si se define
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entonces

Y (1) = X* ()b + €(t) (7.3)

Donde el modelo de regresion funcional tiene K pardmetros.

La estimacién de los parametros del modelo se realiza por minimos cuadrados ordinarios
(Ramsay & Silverman), [2005),

MCO[b] = / (Y (£) — X*(t)b]” [Y (£) — X*()b] dt

Diferenciando e igualando a cero

( / X () X*(t dt) / X (t)
b - ( /T X (1) X* (1 )dt>_1 < /T X*T(t)Y(t)dt) (7.4)

7.2. Intervalos de confianza en el modelo de regresion
funcional

Basados en las expresiones expuestas en Ramsay & Silverman| (2005), Ramsay et al. (2011)),
primero se definen los residuales del modelo expresado en ([7.2)):
r(t) = Y(t) — X(1)©(t)b (7.5)

y la matriz de varianzas y covarianzas de los residuales funcionales queda expresada como:

1
3= —r(t)r’ (¢ 7.6
= e () (7.
donde, r es la matriz de residuales. Sea C la matriz de coeficientes tal que Y (t) = Co(t) y
sustituyendo en la expresién [7.4] entonces

( /T X*T(t)X*(t)dt> b /T X7 (#)Cop(#)dt
b= </ X ()X (¢ dt) </¢ )T o X (t )dt) vec (C)

(7.7)
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donde, ® representa el producto Kroneker y vec (C) es la vectorizacién de la matriz C
(Ramsay et al., [2011). Ahora, si se denota a:

c2bMap = ( / X () X*(t dt) ( / o) @ X (¢ )dt) vec (C) (7.8)

y2cMap = (¢7 )~ @7 (7.9)

Finalmente, se puede expresar la varianza de b como:
Var [f)} = ¢2bMap y2cMap X7 y2cMap” c2bMap” (7.10)

7.3. Bondad de ajuste del modelo

La metodologia para evaluar el ajuste del modelo establecido se realizara a partir de
validacién cruzada. Esta consiste en predecir la curva de precipitacion excluyendo una
ubicacién donde se conozca el dato funcional y de esta manera predecir la curva;
posteriormente compararla con el dato funcional conocido correspondiente a la ubicacién
excluida y determinar el poder predictivo. Otros métodos de evaluacion son el coeficiente de
determinacién funcional R? (t), propuesto en [Ramsay & Silverman| (2005)).

{0 =1 [ (o) - w dt/ [ () - sy @ (7.11)
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7.4. Modelo de regresion funcional entre precipitacion
y altura

Para evaluar el aporte de la altura en el ajuste de la precipitacién pentadal de estaciones
climaticas. Se ajusté un modelo con la informacién de satélite, la altura y la altura al
cuadrado como variables explicativas, ya que en el trabajo de |Cruz & Males (2012) mostraron
que este pardmetro y su componente cuadratica presentaron una contribucion importante en
la modelacion de la precipitacion en el Valle del Cauca. A continuacion, se expresa el modelo
previamente descrito:

PrecipEstPent; (t) = By (t) + 51 (t) PrecipSatPent; (t) + Pa (t) Altura; (t)
+ B3 (t) Altura? (t) + € (t) (7.12)

donde, PrecipEstPent;(t) es la variable respuesta funcional que corresponde a los datos
funcionales de precipitacién procedentes de estaciones climéticas, PrecipSatPent; (t) es
la variable explicativa funcional que corresponde a los datos funcionales de precipitacion
procedentes de satélite, Altura;(t) y Altura? (t) corresponden a la altura y altura al
cuadrado de las estaciones utilizadas en el andlisis (estas fueron tratadas como variables
funcionales) y ¢; (t) es la componente aleatoria del modelo correspondiente al error funcional,
1=1,2,...,82 correspondiente a 82 estaciones climaticas por ano y t representa el tiempo
en dias pentadales de un ano que esta en un rango de 1 a 72.

La variable altura fue extraida para cada estacién climética incluida en el estudio.
Para cada ano, esta variable fue constante, es decir, que se tenian 82 series constantes
de altura y su componente cuadratica. Posteriormente, fueron transformadas a datos
funcionales, generando 82 objetos funcionales Altura; (t) y Altura? (t) donde i =1,2,...,82.
Finalmente, ambas variables funcionales fueron incluidas en el modelo de regresién funcional.

En la Figura se muestra la estimacién del coeficiente funcional asociado a la
altura con sus respectivas bandas de confianza (95 %), se denota un minimo aporte en la
modelacién de la precipitacion de las estaciones climéticas, ya que las bandas de confianza
siempre contuvieron al cero en todo el periodo de tiempo, excepto en los anos 2009, 2010
y 2011. En la Figura [7.2] aparece el comportamiento del coeficiente funcional estimado,
asociado a la altura al cuadrado. Asi mismo, se observan fluctuaciones extremadamente
pequenas alrededor de cero, es decir, que no tuvo una contribucion para explicar las
variaciones de los datos de precipitacion de las estaciones climaticas.
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7.5. Conclusiones

El ajuste del modelo de regresién funcional incluyendo la altura al cuadrado no mostré un
aporte en la explicacién de los datos funcionales de precipitacion de estaciones climaticas
(Figure[7.1]y Figure[7.2)). Una razén posible, es que no se cuenta con un modelo de elevacién
digital que permita tener una valor de altura en cualquier punto de la region de estudio, ya
que esto posibilitaria incluir en el modelo una curva de altitud de cualquier localizacién en
el Valle del Cauca y no sélo limitarlo a las localizaciones de las estaciones en tierra.



Capitulo 8

Estimacion de la estructura de la
correlacion espacial de los errores

En este capitulo se propone estimar la estructura de correlacién espacial de los residuales del
modelo de regresion funcional concurrente ajustado para cada ano de estudio. A continuacién
se presentan las etapas del proceso de estimacion:

1. Se ajusté un modelo de regresién funcional con variable explicativa funcional (datos
de estaciones climéticas) y covariable funcional (datos de satélite).

2. Se extrajeron los residuales del modelo para cada ano y se convirtieron a datos
funcionales. En este proceso se seleccioné el numero Optimo de bases a partir
de validacién cruzada generalizada, se utilizaron bases Bspline con parametro de
penalizacién igual a cero.

3. Con las estimaciones de las traza variogramas simples por ano en funcién de la
matriz de distancias euclidianas, se ajusté un modelo paramétrico conocido (Esférico,
Exponencial, Gaussiano o Matern) para obtener la estructura de dependencia espacial.

A continuacién se presentan los aspectos tedricos de la geoestadistica extendida al campo
funcional (Giraldol 2009).

8.1. Geoestadistica para datos funcionales

Sea {x,(t):s €C Rt €T =[a,] C R} un proceso aleatorio tal que x(t) es una variable
aleatoria funcional. Sean s, s, ..., S, puntos en el espacio D, en los cuales se observa una
realizacién del proceso aleatorio {xs(t) : xs, (£), Xso (), - -+, Xs,, (1) }-

El proceso es estacionario de segundo orden e isotrépico si (Giraldo, [2009):

1. E(xs(t) =m(t),VteT;seD.
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2. V(xs(t)) =02(t),VteT;seD.
3. Cov(xsi(t), xsj(t)) = C(h;t) = Cyys,(t), V 85,55 € D; con h = ||s; — s
4. 3V (X () = Xs; (1)) = Yous,(1); V 85,85 € D; t € T con b = ||s; — s5]].

Dado que uno de lo objetivos dentro del campo de la geoestadistica es la prediccion de una
curva en un sitio no observado sy, se define la versién funcional del predictor kriging ordinario
como (Giraldo, [2009):

Xso(t) = Z)\ZXSZ(t)a )\17"'7>\n € R. (81)
i=1

Los pesos A; 6ptimos para la prediccion se obtienen al solucionar el sistema de ecuaciones:

ft Vs1,81 (t)d(t) o j; Vs1,8n (t>d(t> 1 )‘1 ft Vs0,51 (t)dt
Lt @A) e @d@) U] | 2 | T (0
1 1 0/ \—u 1
donde,
90 = 5 [V = e, 0 = 1= ] (82

es denominado la traza-variograma (Giraldoj, 2009).

Usando el teorema de Fubini la traza-variograma se puede expresar como:

% /t E ([xsi (t) - xsj(t)]Q) dt = %E { /T (Xs: (8) = s, (1)) dlt (8.3)

por lo tanto, el estimador por el método de los momentos esta expresado como (Giraldol,
2009):

) oo S Des () = x5, ()] d
Ly = e ) [;NEQ) X, (O] dt (8.4)

dénde N(h) es el nimero de pares de sitios en funcién de una distancia h.

Con la traza-variograma estimada para el parametro de interés, se puede ajustar un
modelo paramétrico (Esférico, Exponencial, Gaussiano o Matern), a los sitios (h;.y(h;))
para obtener [ v, o (t)dt, i =1,2,...,n;j=1,2,...,n.
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8.2. Identificacion de la estructura de correlacion

espacial

Utilizando como criterio la suma de cuadrados minimizados, se identificé el modelo éptimo
de Traza-Variograma para cada ano. Posteriormente se incorporé la estructura del modelo

para estimar la covarianza en funcion de la distancia entre las estaciones.

En el contexto funcional define la covarianza espacial funcional como (Giraldo, 2009):

Jewn= [ [5 0

entonces una estimacion seria:

Jewn= @0 [50

6% (t) élg C:(13 c C?ln
Cor 6%(t) Caz -+ Cay
Q= C’gl 632 e éZn
Cor oo 02

(8.5)

(8.6)

(8.7)

donde 2 sera la matriz de varianzas y covarianzas que se integrard en la estimacion de los
coeficientes para la construccién de los pardmetros funcionales del modelo expuesta en [8.7]
En la Tabla se exponen las estructuras de covarianza espacial utilizadas en el proyecto

de investigacién (Littell et al., 2006).

Tabla 8.1: Estructuras de covarianza espacial.

Modelo Estructura

Exponencial o? [exp (—di., /p)]
3d., &,

. D ) dii’ < P
Esférico 2p  2p3

Gaussiano o? [exp (=2 /p?)]

1 d..\" d..
Matern 0% g (\/2yi> K, (\/QVi)
p
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. . . . d. s .,
Donde, p es el rango, d,; es la distancia entre pares de localizaciones y K, (#) es la funcion

de Bessel modificada de la tercera clase de orden .

Resultados de la modelacion de la correlacion

espacial de los residuales funcionales

8.3.

Usando el criterio de la suma de cuadrados minimizada, se eligié el modelo tedrico més
apropiado para representar la estructura de correlacion espacial de los residuales funcionales
del modelo de regresién funcional propuesto por| Ramsay & Silverman| (2005). En la Tabla
se muestran los resultados obtenidos y se resaltan los valores minimos que corresponden al
modelo seleccionado. Se evaluaron los modelos: Exponencial, Esférico, Gaussiano y Matern.
Con los resultados anteriores, se construy6 la Traza-Variograma bin para cada ano de estudio.

Tabla 8.2: Suma minimizada de cuadrados segin modelo de covarianza espacial, en el

periodo 1993-2011.

Ano Exponencial Esférico Gaussiano Matern
1993 5.440E+12  5.441E+12  5.446E+12  5.443E+12
1994  1.219E+11  1.308E+411 1.308E+11  1.308E+11
1995 2.433E411  2433E+411  2.437E+11  2.436E+11
1996 1.531E411  1.571E+4+11  1.534E+11  1.534E+11
1997  1.726E+09  1.726E+09  1.729E+09  1.727E409
1998  6.181E+11 6.181E4+11  6.190E+11 6.179E+11
1999 1.493E+10 1.501E+10  1.504E+10  1.499E+10
2000  1.148E+10 1.148E+10  1.150E4+10 1.144E+410
2001 1.801E+10  1.805E+10  1.807TE4+10  1.806E+10
2002 4.076E4+10  4.076E4+10  4.081E+10  4.079E+10
2003  7.234E4+09  7.234E409 7.235E409  7.235E+09
2004  3.682E+09  3.682E+09  3.685E+409  3.682E+09
2005 2.158E4-09  2.158E409  2.159E+09  2.159E+09
2006  7.372E408 7.372E408  7.382E+08  7.304E+08
2007 2.213E+09 2.213E409 2.210E4-09 2.211E+09
2008  7.794E408 7.795E+08  7.795E+08 7.766E-+08
2009  3.449E+08 3.449E4+08 3.448E408  3.448E+08
2010 5.751E+409 5.750E4+09  5.730E409 5.744E+09
2011 5.161E+08 5.161E408 5.148E408 5.148E408
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Con los residuales funcionales construidos (seccién 4.4) y con la matriz de distancias creada

a través de las coordenadas de los 82 localizaciones de las estaciones climéticas, se estimé

la Traza-Variograma por ano. En la Figura se observa la Traza-Variograma bin, que

corresponde la estimacion realizada con los promedios de las diferencias para cada distancia
d, de la precipitaciéon pentadal en cada ano. En la Tabla se muestra el ajuste del mejor

modelo de correlacién por ano, se destaca que en 9 de los 11 anos de analisis, el modelo

Exponencial fue el que mejor contribuciéon tuvo en la descripcion del comportamiento de la

correlacién espacial de los errores funcionales.

Tabla 8.3: Resultados del modelo ajustado de correlacién espacial, en el periodo 1993-2011.

Ano Modelo Cy o? ¢ K
1993 Exponencial 23211.03 242726.89  2644.6 -
1994  Esférico 3445.54  40670.75 6960.84 -
1995 Exponencial  4868.33  54619.99 2918.93 -
1996 Exponencial  4162.76  49171.68 3730.98 -
1997 Exponencial 456.78 2514.25 3061.01 -
1998 Matern 5877.17 107876.27 5653.91 0.41
1999 Exponencial 0 1440.4 11.61 -
2000 Matern 427.86 910.98 18.76 0.54
2001 Exponencial 153.59 1327.31 10.08 -
2002 Exponencial = 1238.56  25078.25 2399.98 -
2003 Esférico 806.44 9630.14  5675.3 -
2004 Exponencial 611.15 6181.04 2404.39 -
2005 Exponencial 555.49 2930.98 4527.58 -
2006 Matern 0 337.86 8.21 0.78
2007 Gaussiano 459.36 6501.15  648.57 -
2008 Matern 0 329.62 10.2  0.64
2009 Gaussiano 171.81 2353  613.24 -
2010 Gaussiano 761.15  11152.64  601.58 -
2011 Gaussiano 235.93 2567.99  557.56 -
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Figura 8.1: Traza-Variograma bin de los residuales funcionales, en el periodo 1993-2011.
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8.4. Conclusiones

La caracterizacion de la correlacion espacial de los residuales, mostré que el modelo
exponencial reflejé el comportamiento de la estructura de correlacion espacial en la mayor
parte del periodo de anélisis (Tabla |8.3)).

También fue evidente la presencia de autocorrelacion espacial. La Traza-Variograma
bin muestra una semivarianza menor en valores cercanos de cero en el eje de la semivarianza,
es decir, que las estaciones climaticas que se encuentran a menor distancia presentaron
valores similares de precipitacién, mientras que para distancias mayores (30 a 50 km), se
encontraron valores mas altos de semivarianza, indicando que las estaciones climaticas mas
alejadas tendran valores de precipitacién menos parecida (Figura .



Capitulo 9

Modelo de regresion lineal funcional
con estructura de correlacion espacial
en los errores

Con base en la teoria expuesta y en los resultados obtenidos en los capitulos anteriores,
en este capitulo se expone la propuesta del presente trabajo de investigacion, el cual
consiste en ajustar un modelo de regresion funcional concurrente con errores correlacionados
incorporando la estructura de correlacién espacial identificada y modelada, a través de
geoestadistica funcional e integrada en la estimacion de los parametros funcionales utilizando
minimos cuadrados generalizados.

9.1. Definicion del modelo y estimacion de los

parametros funcionales

Para la estimacion de los parametros funcionales, se plantea emplear minimos cuadrados
generalizados usando la matriz de varianzas y covarianzas estimada en la seccion 5.3.

El modelo que se va a ajustar es de la forma:

Y (t) = Bolt) + B1(1)X(¢) + €(t), (9.1)
1 X,(t) -

Yt)=|: U ) e, (9.2)
LX) <51(75))

donde,
Y (t) es la variable de respuesta funcional del modelo.
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X(t) es la variable predictora funcional del modelo.
Bo(t) es el intercepto funcional.
B1(t) es el parametro funcional asociado a la variable predictora funcional del modelo.

Usando base de funciones, los parametros son expresados como

> " bo;6;(t) = 0" (t)bo, Bo(t) = 6" ()bg (9.3)
D biyb;(t) = 0" ()b, Bi(t) = 6 (t)by (9.4)

donde,

by es el vector de coeficientes correspondiente al parametro funcional (5y(t).
b; es el vector de coeficientes correspondiente al parametro funcional (1 (t).
g,(t) son las bases de funciones de by y by.

Definiendo

b = [(b(n,...,bo[(),(bll,...,blK)]7y

o= ("0 1) = (66 00 )

el modelo se puede expresar matricialmente como:

Y(t) = X()O(t)b + €(t) (9.5)
bo1
(1 X 0i(t).. . O(t)  0...0 bore 6
Y(t) = ( Xn(t)>(n><2)( 0...0 el(t)...eK(t))(MK) bg + €(t)n
buxc

(2K x1)



9.1 Definicién del modelo y estimacién de los parametros funcionales 81

01(t) )
07 (t) [c11 - - 1] : [01(t) ... Ok (1)] o
Ok (t) b:
Y(t) = bOK + €(t)
0,(t) N
07 (t) [cn1 - - - Cnk] : [01(t) ... 0k ()] b.
O (t) 1K
reexpresando la ecuacién se tiene que
Y (t) = X*(t)b + €(t) (9.6)

Por minimos cuadrados generalizados se deben encontrar los 3(t) que minimizan:

MCG(b) = / [Y(t) — X*(t)b]" Q7L [Y(t) — X*(t)b]
_ / YT Y (1)~ 2¥T (X ()b + (X (1b)T QX (1] di
donde la matriz 2 es la matriz de varianza y covarianza de los residuales €(t) del modelo
inicial estimada a partir de geoestadistica funcional, cuya estructura se encuentra descrita

en la Tabla y su estimacién en la Tabla por afo.

Diferenciando con respecto a b e igualando a cero, se obtiene

/ (X (1)Q'X*(t)dt] b = / (X ()Q'Y(t)] dt (9.7)

La estimacion de los coeficientes para la construccién de los coeficientes funcionales del
modelo se expresa como:

b— l / X*T(t)Q‘lX*(t)dt] B [ / X ()Y (8 dt (9.8)

Finalmente la estimacion de los parametros funcionales del modelo, a partir de minimos
cuadrados generalizados queda expresado como:

A(t) = ©b (9.9)
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9.2. Ajuste del modelo integrando la estructura de

correlacion espacial

En ésta seccion se presentan los resultados de la aplicacién de un modelo de regresion
lineal funcional para modelar la precipitacion de estaciones climaticas en funcion de la
precipitacion de satélite, integrando la estructura de correlacion espacial de los errores
funcionales debida a las localizaciones de las estaciones climaticas, en el periodo 1993-2011.

El modelo con los datos de estudio queda expresado como:

PrecipEstPent; (t) = o (t) + 1 (t) PrecipSatPent; () + € (t) (9.10)

Donde, PrecipEstPent; (t) es la variable respuesta funcional que corresponde a los datos
funcionales de precipitacién procedentes de estaciones climéticas, PrecipSatPent; (t) es
la variable explicativa funcional que corresponde a los datos funcionales de precipitacion
procedentes de satélite, €’ (t) son los errores funcionales del modelo con la estructura de
correlacién espacial estimada en la seccién 5.3 que minimizaron la suma de cuadrados (Tabla
5.2),i=1,2,...,82 hace referencia a las 82 estaciones climaticas por ano y t representa el
tiempo en dias pentadales de un ano, en el periodo 1993-2011.

En la Figura se muestra el comportamiento de la curva media funcional y el intercepto
del modelo. Se destaca que en todos los anos de estudio, el intercepto tuvo una tendencia
creciente en el transcurso de cada ano. Este tuvo un mayor aporte en los periodos en los
anos donde hubo un episodio de La Nina (Tabla y Figura , esto fué en los afos
1995, 1998, 1999, 2000, 2005, 2008, 2010 y 2011 (Weather Services| 2015).

En la Figura se muestra el coeficiente de regresiéon debido a los datos de satélite
para el modelo ajustado, en el periodo 1993-2011. Se observan aportes importantes en los
anos 1993 durante los pentadales 20 y 55 que representa la mitad del mes de Marzo y
Septiembre. En el ano 1998, posterior al pentadal 10 correspondiente al mes de Febrero, es
decir, en todo el periodo de analisis la imagen de satélite proporcioné un aporte significativo
para explicar la precipitacion de estaciones climaticas. En 1999 después del pentadal 5, que
se refiere al mes de Enero. En el 2000, después del pentadal 12 que comprende inicios de
Marzo. En el 2001 entre el pentadal 1 y el pentadal 4 correspondiente al mes de Enero. En
los anos 2003 y 2006 después del pentadal 25 que comprende el mes de Abril. En el ano
2007, después del pentadal 15 que comprende la mitad del mes de Marzo. En el 2008, 2009
y 2010, posterior al pentadal 10 que comprende la mitad de Febrero respectivamente. En el
ano 2011, el aporte de la precipitacién proveniente de la imagen de satélite fué importante
en todo el periodo de estudio. En la Tabla se observan los aportes significativos por
dia pentadal, los anos de estudio y si hubo episodio de El Nino o La Nina. En los anos
referenciados con (x), se destacan aportes importantes que coinciden con episodios de La
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Nina (Weather Services, 2015).

Los residuales estudentizados observados mostraron un patron alto de variabilidad en
los anos 1993, 1995 y 1998. En el primer ano, la variable explicativa funcional no tuvo un
aporte importante, mientras que en los dos tultimos se caracterizaron por tener un aporte
relevante debido a la precipitacién procedente de imagen de satélite y ademas en esos
anos se presentaron episodios de La Nina. Asi mismo, se denota que siempre hubo una
tendencia creciente a lo largo del tiempo debido al proceso acumulativo de la precipitacién
para formar tanto la respuesta como la variable explicativa (Figura . Finalmente, con
las curvas residuales se caracterizd la estructura de correlacion espacial, este proceso fue
realizado para cada ano de estudio.

Se observo una relacion directa entre los datos de estaciones climaticas y de satélite
en los primeros dias del ano, ya que la curva de /3 (t) fué creciente en esa parte del afo,
sin embargo, en los siguientes dias pentadales, la relacion entre ambos tipos de datos se
mantuvo constante (Figura . Evidenciando un aporte significativo en los anos donde el
régimen de lluvia fué mayor, es decir, que la imagen de satélite puede ser un complemento
importante para ajustar el dato en tierra en los periodos humedos (Pentadales 18 a 30 que
corresponden al periodo Marzo-Mayo y los pentadales 54 a 66 que corresponden al periodo
Septiembre- Noviembre).
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Tabla 9.1: Aporte de la precipitacién de satélite, en el periodo 2003-2011.

Ano Tiempo (dia pentadal) periodo Episodio
1993 20 - 25 Marzo - Septiembre -

1994 - - NINO

1995 - - NINA

1996 - - -

1997 - - NINO

1998 >10 Posterior a Febrero NINA *
1999 >5 Posterior a Enero NINA
2000 >12 Posterior a Marzo NINA *
2001 01-04 Enero NINA
2002 - - NINO

2003 >25 Posterior a Abril -

2004 - - NINO

2005 - - NINA
2006 - - NINO
2007 >15 Posterior a Marzo NINA *
2008 >10 Posterior a Febrero ~ NINA
2009 >10 Posterior a Febrero NINO

2010 >10 Posterior a Febrero NINA *

2011 01-72 Todo el periodo NINA *
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Figura 9.2: Coeficiente de regresién asociado a los datos de satélite, en el periodo 1993-2011.
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9.3. Conclusiones

De acuerdo con los resultados obtenidos en este capitulo, se observaron contribuciones
importantes de las informacién procedente de los sensores remotos, cuando se incorpord al
modelo la estructura de correlacién espacial del los errores (Figura[9.2]).

Teniendo como referencia los episodios del fenémeno de el NINO y la NINA, se destacan
aporte significativos cuando hubo episodios de la NINA, es decir, que hubo una mayor
contribucion del modelo propuesto cuando hay un aumento en los registros de precipitacion

(Tabla |9.1]).

Los residuales estudentizados del modelo ajustado estuvieron alrededor de cero, sin
embargo, en los anos 1993, 1995, 1996 y 1998 mostraron un incremento al final del
periodo, este comportamiento puede ser causado por el proceso acumulativo de los datos de

precipitacién (Figura y Figura [9.4)).



Capitulo 10

Prediccion espacial

En este capitulo se muestran los resultados del nivel predictivo del modelo ajustado, a partir
del coeficiente de determinacion funcional y la Suma de Cuadrados del Error (SCEy¢)
obtenida por validacién cruzada, en el periodo 1993-2011. En la segunda parte, se muestra el
ajuste de las curvas y los mapas de precipitacion acumulada para el iltimo ano de analisis,
utilizando el modelo propuesto en el capitulo 9.

10.1. Evaluacion del nivel predictivo del modelo

En la Figura se muestra el comportamiento del coeficiente de determinacién funcional
R? (t) para los modelos con correlacién espacial en los errores y sin correlacién espacial en
los errores. Se destacan incrementos en R? (t) en el modelo ajustado con correlacién espacial,
después del pentadal 20. A nivel general observo que fue mayor el coeficiente de correlacién
funcional en los anos: 1993, 1994, 1995, 1998, 1999, 2000, 2001, 2003, 2004, 2006, 2007, 2010.

Es decir, que se mojoré el nivel predictivo del modelo en 12 de los 19 afios de estudio (63.1 %).

En la Tabla se muestra el comportamiento de la SC'Ey ¢ obtenidos por validacién
cruzada en el periodo 1993-2011, comparando entre el modelo con correlacion espacial en
los errores y el modelo sin correlaciéon espacial en los errores. En una primera fase, se obtuvo
la SCFEy ¢ para las 82 curvas y se calcularon las medianas para cada ano, posteriormente
se compararon los centramientos con la prueba de Mann-Whitney, donde se observaron
valores menores de la SCEy ¢ con contribuciones importantes (p < 0.05) del modelo con
correlacién en los anos: 1994 (p = 0.009), 1995 (p = 0.05), 1997 (p = 0.028), 1999 (0.039),
2002 (p = 0.029), 2003 (p = 0.023), 2004 (p = 0.070), 2007 (p = 0.032) y 2011 (p = 0.041).
Este resultado sugiere que se mejord el nivel predictivo del modelo, cuando se incluy¢ la
correlacion espacial en los errores.
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Tabla 10.1: Comportamiento del SCEy ¢ (Mediana) con correlacion espacial en los errores

y sin correlacion espacial en los errores , en el periodo 1993-2011.

Ano Con correlacién Sin Correlacién

p

1993
1994
1995
1996
1997
1998
1999
2000
2001
2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008
2009
2010
2011

3.18
3.86
3.04
3.96
3.01
3.21
4.62
3.74
2.60
2.17
2.90
2.68
3.19
4.73
4.40
5.26
3.49
3.16
4.93

4.09
4.14
1.55
7.41
5.47
2.33
8.12
6.60
2.95
2.70
3.33
2.79
2.96
6.75
4.65
8.00
6.06
6.60
4.57

0.083
0.017 *
0.259
0.005 *
0.043 *
0.271
0.036 *
0.016 *
0.179
0.256
0.032 *
0.555
0.061 *
0.021 *
0.308
0.041 *
0.039 *
0.039 *
0.182
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La Figura muestra el grafico de dispersion de las 82 curvas ajustadas por validacion
cruzada y observadas, en el periodo 1993 a 2011. Se observaron buenas estimaciones en la
mayoria de las estaciones de estudio, sin embargo, hubo algunas localizaciones en las que no
se evidencia un comportamiento lineal entre los datos observados y ajustados.

En términos generales, las predicciones obtenidas por validacion cruzada muestran el
mismo comportamiento que las curvas observadas, indicando un buen desempeno del
modelo propuesto, el cual puede ser utilizado para la modelacién de series histéricas de
precipitacién, a partir de la metodologia propuesta.

Los datos funcionales de la precipitacién de estaciones climaticas (Observados) y los
datos funcionales predichos con validacién cruzada (Estimados) con correlacién espacial en
los errores, para 20 estaciones climéticas en el ano 2011 mostraron el mismo comportamiento
(Figura|10.3)).
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Figura 10.2: Comportamiento de las curvas observadas y ajustadas, en el periodo 1993-2011.
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10.2. Mapas de predicciéon con el modelo propuesto

A continuacién se presentan los mapas de prediccién para cada estacién climética en el
periodo 1993-2011, a partir de la Raiz del Error Cuadratico Medio (RECM).

En la Figura se muestra el comportamiento de la prediccion del modelo para el
periodo 1993-1998. Se destacan RECM alrededor de 0.7mm y 2.2mm con respecto a las
series de precipitacion observadas, si comparamos estas diferencias con respecto al rango de
variacién de la precipitacién puntual (0 a 300 mm), se obtiene un error de prediccion del
0.23% vy 0.73 % respectivamente. Las diferencias mas altas fueron encontradas en los anos
1995, 1996 y 1997, con diferencias maximas de 1.7mm (0.57 %), 2.2mm (0.73%) y 2.2mm
(0.73 %) respectivamente.

En el periodo 1994-2004, la mayoria de las estaciones tuvieron valores de RECM
alrededor 0.7mm (0.23%) y lmm (0.73%), es decir, denotando un buen desempeno del
modelo propuesto en este periodo. Ademas, se encontraron diferencias maximas en los anos
2001 y 2005 con valores de RECM = 2.2 y RECM = 2.4 respectivamente (Figura [10.5)).

Finalmente, en el periodo 2005-2011 los resultados mostraron un comportamiento
6ptimo en el nivel predictivo, con valores de REC'M alrededor de 0.71mm (0.24 %) y 1.2mm
(0.4 %) en la mayoria de las estaciones climéticas evaluadas (Figura [10.6]).
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10.3. Conclusiones

El modelo propuesto tuvo un mejor desempeno en el primer mes del ano 2011, esto se
evidencia con el coeficiente de determinacién funcional R?(t) que tuvo mejor desemperio
cuando se incorporé la correlacién espacial en los errores (Figura (10.1)).

Al tener en cuenta la correlacién espacial de los errores, se mejoro la capacidad predictiva
en el 52.6 % de los anos de estudio, ya que hubo una disminucién importante en los valores

de SCEy¢ por afio (Tabla[10.1]).

En términos generales las mayoria de las estaciones mostraron una relacién lineal
entre las series de precipitacién observadas y ajustadas con el modelo propuesto (Figura
10.3|).

Los mapas de predicciéon de la precipitacion por estacion climatica, mostraron un
mejor desempeno en la zona central del Valle del Cauca, al incorporar la informacién del
satélite. Igualmente, el REC M mostro variaciones pequenas en la mayoria de las estaciones
climaticas. Por otro lado, los resultados del REC'M no mostraron incrementos de acuerdo a
la direccién de las estaciones climaticas, indicando que el modelo propuesto no es afectado
por la localizacién de las estaciones climdaticas evaluadas (Figura m, Figura y Figura
10.6).



Capitulo 11

Conclusiones

En este proyecto se desarrolla una metodologia para la estimacion la precipitacion, a partir
del ajuste de un modelo de regresion funcional con estructura de correlacion espacial en
los errores, para la precipitacion pentadal acumulada en el Valle del Cauca, durante el
periodo 1993-2011, a partir de la integracién de la informacién puntual disponible (variable
respuesta) e imdgenes de satélite (variable predictora). El modelo propuesto permite avanzar
en el entendimiento de la variable de estudio y en general a la identificacién de patrones de
comportamiento que ella presenta.

11.1. Discusion

Incorporar la informacion de precipitacion que provee el satélite contribuyé a mejorar la
estimacion de precipitacién en la mayor parte del periodo de estudio, proporcionando una
herramienta adicional en la estimacion de la precipitacion en sitios no observados en el Valle
del Cauca. Estos resultados son de suma importancia en zonas emergentes cuando las redes
de monitoreo en tierra son escasas, ya que la medicion a través de satélite logra tener en
tiempo real informaciéon de precipitacion con una cobertura total sobre la region de estudio.

Las metodologias utilizadas para la modelacion de la precipitacion basadas en métodos
de interpolacién (Grimes et al.| (1999), Teo & Grimes (2007), Méndez Venegas (2008),
Alvarez-Villa et al| (2011]), Verdin et al| (2015 y basadas en modelos de regresién lineal
mixto Andrade et al.| (2012), s6lo tienen en cuenta la informacién de las estaciones climaticas
y realizan la prediccion en toda la zona de estudio, ademas utilizan valores resiimenes como
el promedio mensual o promedio anual para caracterizar el comportamiento en un largo
periodo de tiempo, esto tiene como consecuencia la pérdida de informacion sobre la variable
de estudio y el aumento en el nimero de modelos que deben ajustar, siendo menos eficiente
cuando el objetivo es la prediccién de la serie de precipitacion completa en diferentes
localizaciones de una zona de estudio.
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Dentro del contexto del ADF, la metodologia propuesta en este trabajo de investigacion,
es un aporte en la investigacién de la modelacién de datos funcionales con estructuras de
correlacién. Trabajos como [Scheipl et al.| (2015) abordan la modelacién de la precipitacién a
partir del modelo funcional aditivo mixto considerando la correlacién espacial, mientras que
Suhaila et al.| (2011) asumen independencia entre las curvas de precipitaciéon evaluadas para
diferentes localizaciones. En contraste, este trabajo de investigacién propone un modelo de
regresion funcional, integrando la informaciéon de sensores remotos y la correlacion espacial
de los errores debido a las estaciones climaticas.

En esta investigacién se propone un marco tedrico general para el modelo de regresion
con errores funcionales correlacionados, permitiendo incorporar el efecto de la estructura
de correlacion espacial debido a las localizaciones de las estaciones climaticas. Dichas
estructuras de dependencia se pueden modelar de forma implicita mediante la extensién
de la geoestadistica para datos funcionales desarrollada en |Giraldo| (2009). La estimacion
del parametro funcional asociado a la variable predictora funcional es realizada a través
de la teoria de minimos cuadrados generalizados, permitiendo integrarla con la robustez
y flexibilidad de los algoritmos desarrollos para la estimacién del modelo de regresién
funcional clésico propuesto en Ramsay & Silverman! (2005)).

En esta investigacién el modelo funcional lineal se ha extendido de una manera directa
al caso de predictores funcionales y respuesta funcional con errores correlacionados
espacialmente, aplicado a datos de precipitacion de estaciones climaticas y de satélite. En
este contexto, se encontrd una interesante relacién entre la informacién suministrada por los
sensores remotos y estaciones en tierra: hay una contribucién mayor por parte de la imagen
de satélite cuando aumentan los niveles de precipitacion, sin embargo, se presenta un efecto
en la variabilidad espacial debido a las estaciones, puesto que el nivel de correlacion espacial
se hace menos evidente a medida que aumentan los niveles de precipitacién.

11.2. Conclusiones generales

El Analisis de Datos Funcionales es una metodologia que puede representar datos de
precipitacion acumulada en forma de funciones suaves o curvas que dan informacién
significativa. En este estudio, se empled la metodologia del ADF para representar datos
de precipitacion en forma de funciones suaves para la region del Valle del Cauca, en el
periodo 1993-2011. Los resultados de este estudio mostraron que diez y veinte funciones de
base son necesarias para representar los patrones de precipitacién proveniente de estaciones
climaticas y de satélite respectivamente, reflejando una excelente adaptabilidad de las
curvas estimadas al comportamiento de los datos observados (Tabla [6.1)).

Por otra parte, la implementacién del ADF para describir el comportamiento de la
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precipitaciéon en el Valle del Cauca permitié realizar un anélisis exploratorio de las series
completas por ano y estudiar de forma conjunta dicho comportamiento, demostrando que
el andlisis descriptivo funcional pude emplearse en la evaluacion y caracterizacion de curvas

de precipitacién en el Valle del Cauca (Figura y Figura|6.3)).

En general las curvas estimadas representaron muy bien el comportamiento de los
datos observados, ya que las bandas de confianza siempre estuvieron constantes alrededor
de la curva estimada (Figura [6.1]). Los incrementos en la desviacién estdndar funcional se
debe al proceso de acumulacion por el cual se generaron los datos observados de estaciones

climéticas y de satélite (Figura [7.1]y Figura [7.2]).

Tener en cuenta la altura como una variable funcional sobre el modelo propuesto no
generd una contribucién importante para explicar la precipitacién pentadal, sin embargo,
este resultado se puede originar porque la informacion de la imagen se lleva toda la
contribucion en la explicacién de la variable respuesta del modelo, ya que no tiene en cuenta
la elevaciéon del terrero.

En cuanto a la identificaciéon de la estructura de correlacién espacial mas apropiada
por ano, se encontré que utilizar Geoestadistica funcional es importante para caracterizar
un patréon conjunto de correlacion espacial en los errores funcionales, en lugar de ajustar
modelos de semivariograma para cada estacion y ano de estudio. La importancia de aplicar
este tipo de metodologia en el presente trabajo de investigacion fue que permitié identificar
un patron de correlacién espacial de manera conjunta. Mostrando un modelo tedrico
apropiado para explicar la estructura de correlacién espacial para cada ano (Tabla .
En general, se evidencio la presencia de correlacion espacial hasta un rango de 30 a 50
kilometros en el Valle del Cauca con la red de estaciones utilizadas para todo el periodo
de estudio y el modelo més recurrente para identificar la correlacion espacial fue el modelo

exponencial (Figura y Tabla (8.2)).

Los resultados obtenidos del nivel predictivo del modelo propuesto, a través de validacion
cruzada mostraron un mejor desempeno al incorporar la correlacion debida a las estaciones
climaticas (Tabla , esto indica que puede ser adoptado como método valido para
el modelacion de la precipitacién utilizando la regresiéon de datos funcionales con errores
espacialmente correlacionados (Figura y Figura . Los mapas mostraron un
comportamiento aleatorio en el desempeno del RECM, esto indica que el nivel predictivo
del modelo presenté un buen comportamiento independiente de la localizacién de las

estaciones climéticas (Figura Figura y Figura [10.6]).
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11.3. Trabajo futuro

Se propone ajustar un modelo, discretizando la respuesta funcional en varios modelos
escalares y aplicar a cada una de esas discretizaciones un modelo de regresion funcional con
respuesta escalar y correlacion en los errores.

Otro enfoque seria integrar al modelo funcional otras covariables que permitan mejorar la
estimacion de precipitacion, tales como: imagen de temperatura y un modelo de elevacién
digital del Valle del Cauca.

Utilizando la informacion de este proyecto, se puede plantear mejorar la estimacion
de precipitacién en tierra a partir de una técnica como el Cokring funcional y comparar las
predicciones con los resultados obtenidos en este trabajo de investigacion.
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A. Curvas ajustadas y observadas de
82 estaciones, para el ano 2011

En este capitulo se encuentran los resultados obtenidos de los datos funcionales de
precipitacion y las curvas de precipitacion observadas de 82 estaciones climaticas analizadas
en el ano 2011. Las graficas pueden obtenerse en el siguiente enlace https://drive.google.
com/open?id=0B5w690V0_sabRE1QUF9xNGxzc2M.


https://drive.google.com/open?id=0B5w69OVO_sa5RElQUF9xNGxzc2M
https://drive.google.com/open?id=0B5w69OVO_sa5RElQUF9xNGxzc2M
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B. Modelo ajustado con correlaciéon y
sin correlacion de 82 estaciones, para

el ano 2011

En este capitulo se encuentran los resultados obtenidos de las curvas de precipitacion
observadas y ajustadas sin correlacion espacial en los errores y considerando la correlacién
espacial. Las graficas pueden obtenerse en el siguiente enlace https://drive.google.com/
open?i1d=0B5w690V0_sabWlMtYVEzdUx1iSUk.


https://drive.google.com/open?id=0B5w69OVO_sa5WlMtYVEzdUxiSUk
https://drive.google.com/open?id=0B5w69OVO_sa5WlMtYVEzdUxiSUk
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C. Cddigo en para estimar datos
faltantes a través de geoestadistica
univariada

prediccion <- list()
precipitacion_promedio_geo <- list()
WheatherStation_llenada <- WheatherStation
prediccion <- 0

for(i in 1:19){
precipitacion_promedio_geo[[i]]
<- as.geodata(cbind(lat = PrecipitacionPromedio[[i]]$Lat,
lon = PrecipitacionPromedio[[i]]$Lon,
data = PrecipitacionPromedio[[i]]$prec_prom))

#Se imputan los datos faltantes en los 19 afios
for(i in 1:19){
for(j in 13:377){
if (length(WheatherStation_llenadal[i]]
[is.na(WheatherStation_llenadal[[il][,j]1),j1) '= 0){
prediccion <- 0
prediccion <- ksline(precipitacion_promedio_geo[[i]],
coords = precipitacion_promedio_geo[[i]]$coords,
data = precipitacion_promedio_geo[[i]]$data,
cov.model="wave",
cov.pars=c(par_variogram[i,1], par_variogram[i,2]),
nugget = par_variogram[i,3],
locations =
cbind (WheatherStation[[i]] [is.na(WheatherStation[[i]][,j]),12],
eval (parse(text=paste(
"WheatherStation_llenadal[[i]] [is.na(WheatherStation_llenadal[i]][,j]1),j1",
"<-round(prediccion$predict, 0)", sep="")))
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#Validacién cruzada
ECM_Mod <- matrix(NA, nrow = 19, ncol = 4)

for(i in 1:19){
cv_pr_Exp<- krige.cv(prec_prom™1, data = PrecipitacionPromedio[[i]],
locations ="Lon+Lat,
model = get(ls(pattern="vmod_Exp") [i]),
nfold = nrow(PrecipitacionPromedio[[i]]))
ECM_Mod[i,1] = mean(cv_pr_Exp$residual~2)

cv_pr_Sph<- krige.cv(prec_prom~1, data = PrecipitacionPromediol[[i]],
locations ="Lon+Lat,
model = get(ls(pattern="vmod_Sph") [i]),
nfold = nrow(PrecipitacionPromedio[[i]]))

ECM_Mod[i,2] = mean(cv_pr_Sph$residual~2)

cv_pr_Gau<- krige.cv(prec_prom~1, data = PrecipitacionPromedio[[i]],
locations ="Lon+Lat,

model
nfold

get (1s(pattern="vmod_Gau") [i]),
nrow(PrecipitacionPromedio[[i]]))

ECM_Mod[i,3] = mean(cv_pr_Gau$residual~2)

cv_pr_Mat<- krige.cv(prec_prom™1, data = PrecipitacionPromediol[[i]],
locations ="Lon+Lat,
model = get(ls(pattern="vmod_Mat") [i]),
nfold = nrow(PrecipitacionPromedio[[i]]))

ECM_Mod[i,4] = mean(cv_pr_Mat$residual~2)



D. Cdédigo para la construccion de los
datos funcionales de precipitacion de
estaciones climaticas y de satélite

preciMonEst <- list(19)
WfdEst <- 1ist(19)
betafEst <- list(19)

preciajusfdEst <- list(19)
datos_evalEst <- 1ist(19)

DatosAjusEst <- 1list(19)
preciMonSat <- 1list(19)
wfdSat <- 1list(19)
betafSat <- 1list(19)

preciajusfdSat  <- list(19)
datos_evalSat <- 1ist(19)
DatosAjusSat <- 1list(19)

#Datos funcionales - Estaciodén climatica

pdia =1:72

npdia = length(pdia)

pdiaRng = range(pdia)

nfine =72

pdiafine = seq(pdiaRng([1], pdiaRng[2], length = nfine)
nindiv = dim(Datos0ObsEst [[1]]) [2]

# Orden y nimero de funciones de base

nbasesEst = 10

wbasesEst = create.bspline.basis(pdiaRng, nbasesEst)
nbasesSat 20

wbasesSat = create.bspline.basis(pdiaRng, nbasesSat)

# Definicién del parametro de penalizacién para la funcién W

LfdobjEst =2 # penalizacién de la aceleracién
LfdobjSat =2
lam = 0.0001 # pardmetro de suavizacién
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cvecfEst = matrix (0, nbasesEst, nindiv)
WfdOEst = fd(cvecfEst, wbasesEst)
precifdParEst = fdPar(WfdOEst, LfdobjEst, lam)

cvecfSat = matrix (0, nbasesSat, nindiv)
WfdOSat = fd(cvecfSat, wbasesSat)
precifdParSat = fdPar(WfdOSat, LfdobjSat, lam)

for(i in 2:19){

# Suavizacidén mondtona

preciMonEst [[i]]
precifdParEst)
WfdEst [[i]]
betafEst [[i]]
preciajusfdEst[[i]]
datos_evalEst [[i]]
DatosAjusEst [[i]]

smooth.monotone(pdia, DatosObsEst[[il],

preciMonEst [[1]]$Wfd
preciMonEst [[1]]$beta
preciMonEst [[i]]$yhatfd

eval .monfd(pdia, WfdEst[[i]l])
betafEst [[1]]1[1,] +

betafEst[[i]]1[2,] * t(datos_evalEst[[i]])

DatosAjusEst[[i]]

preciMonSat [[i]]
wfdSat [[i]]
betafSat [[i]]
preciajusfdSat[[i]]
datos_evalSat[[i]]
DatosAjusSat[[i]]

t(DatosAjusEst[[i]1])

smooth.monotone(pdia, DatosObsSat[[i]l], precifdParSat)
preciMonSat [[i]]$Wfd

preciMonSat [[i]]$beta

preciMonSat [[i]] $yhatfd

eval .monfd(pdia, WfdSat[[i]l])

betafSat[[i]][1,] +

betafSat[[i]][2,] * t(datos_evalSat[[i]])

DatosAjusSat[[i]]

t (DatosAjusSat[[1]1])



E. Cdédigo para estimar un modelo de
regresion funcional asumiendo
independencia en lo errores

Xt.fdAlt <- 1ist(19)
fRegressListAlt <- 1ist(19)
betaestlistAlt <- list(19)

for(i in 1:9){
Xt.fdAlt[[i]] = list(const
llenada_final82est[[i]]) [1]),
alt DataFrameLonLat82Estaciones$Alt,
alt2 = DataFramelonLat82Estaciones$Alt~2,
preciMonSat.fd[[i]])

rep(1,dim(WheatherStation_

betafdPar = fdPar (WfdEst[[i]], 2, 0)

betalistAlt = list(const = betafdPar,
alt = betafdPar,
alt2 = betafdPar,
sat = betafdPar)

fRegressListAlt[[i]]
}

fRegress(preciMonEst.fd[[1]], Xt.fdAlt[[i]], betalistAlt)



F. Cdédigo para estimar las matrices
de correlacion espacial a partir de
geoestadistica funcional

M <- 1list(19)
L2norm <- list(19)
Trazavag <- 1ist(19)
Modelo  <- 1list(19)
#Matriz de distancias

M.dist <- max(as.matrix(dist(coord_utm,
method="euclidean", diag=TRUE, upper=TRUE)))
for(i in 1:19){

M[[i]] = bsplinepen(bspl.basis[[i]] ,Lfdobj=0)

L2norm[[i]] = 12.norm(n, datafd[[i]], M[[i]l])

Trazavag[[i]] = trace.variog(coord_utm, L2norm[[i]], bin=FALSE,
max.dist = M.dist, uvec="default",

breaks = "default", nugget.tolerance)}
#Traza-variograma clou
for(i in 1:19){
pdf (paste("Graficos/TrazaVariograma_",1992+i,".pdf", sep = ""))
plot(Trazavag[[ill,
xlab="Distancia",
ylab="Traza-Variograma",
col = "grey80",
main = 1992+i,
cex.lab = 1.5,
cex.main = 2)
dev.off ()}
ModeloO <- list()
for(i in 1:19){
ModeloO[[i]] = fit.tracevariog(Trazavagl[[il],
models = c("spherical","exponential","gaussian","matern"),
sigma2.0 = ParametrosTrazaVariogramali,2],
phi.0 = ParametrosTrazaVariogramali,3],
fix.kappa = TRUE, max.dist.variogram = M.dist)}



G. Cddigo para estimar un modelo de
regresion lineal funcional con errores
correlacionados

Y_est_fd <- list(19)

X_sat_fd <- 1list(19)

yhatfd_eval <- 1list(19)
yfd_eval <- list(19)
Diff_yfd_eval <- 1ist(19)
Diff_yfd_eval <- 1ist(19)
Diff_yhat_eval <- 1ist(19)
Diff_yhat_eval <- 1list(19)

for(i in 1:19){

X_sat <- DatosPentadalesSateliteAcumulado
[DatosPentadalesSateliteAcumulado$YEAR == 1992 + i,13:(13+n-1)]
X_sat <- t(X_sat)

dim(X_sat)

#Datos de estaciém

Y_est <- DatosPentadalesEstacionAcumulados
[DatosPentadalesEstacionAcumulados$YEAR == 1992 + i, 13:(13+n-1)]
Y_est <- t(Y_est)

dim(Y_est)

tbasis = create.bspline.basis(rangval, nbasis = NumBasis, norder = 2)
nbasis = NumBasis

sbasis
intbasis = eval.penalty(tbasis, 0)

tbasis
Bases = create.bspline.basis(rangval, nbasis = NumBasis, norder = 2)

Y_est_fd[[i]] <- Data2fd(Y_est, TiempoEval, BasesEjm)
X_sat_fd[[i]] <- Data2fd(X_sat, TiempoEval, BasesEjm)
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yfd = Y_est_fd[[i]l]

xfd = X_sat_fd[[i]]

xphi = inprod(tbasis,xfd)
dim(xphi)

sxphi = apply(xphi,1,sum)

class(sxphi)

length(sxphi)

ypsi = inprod(tbasis,yfd)

class(ypsi)
dim(ypsi)

sypsi = apply(ypsi,1,sum)

class(sypsi)

length(sypsi)

dim(xphi%x’matrix(1,nbasis, 1))

(matrix(1,nbasis,1)%xlypsi)

yxphi = (xphiYx’matrix(1,nbasis,1))*(Omegalil]¥%x%ypsi)

dim(yxphi)

yxphi = apply(yxphi,1,sum)

length (yxphi)

X = xphi%*Jt (xphi)

dim(X)

insbasis = eval.penalty(sbasis,0)
inLsbasis = eval.penalty(sbasis,0)
inLtbasis = eval.penalty(tbasis,0)
Rs = intbasis¥xJinLsbasis

Rt = inLtbasisx%insbasis

lambda0 = 0

lambdas = 0

lambdat = 0

RO = inLtbasis

penmat = rbind( cbind(lambdaO*RO, matrix(O,nbasis,nbasis~2)),
cbind(matrix(0,nbasis”2, nbasis),lambdas*Rs+lambdat*Rt) )

#class(penmat)

#dim (penmat)

Xmat = rbind( cbind( intbasis, t(sxphi)%x%0megal[il’%xintbasis ),

cbind( sxphi%xjintbasis, X%x%Omegal[i]alx’intbasis) )

# dimensidén k™2 x t

#dimensidén k x k
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#dim(Xmat)

ymat = c(sypsi,yxphi)
class(ymat)

length(ymat)

#betacoefs = solve(Xmat,ymat)
#library (MASS)

betacoefs = ginv(Xmat) %xJ ymat
class(betacoefs)

betaOcoefs = betacoefs[1:nbasis]
betaOfd = fd(betalOcoefs,tbasis)

betacoefs[nbasis+(1: (nbasis*nbasis))]
betalCmat = matrix(betalcoefs,nbasis,nbasis)
betalfd bifd(betailCmat,tbasis,sbasis)

betalcoefs

betalCmat = matrix(betacoefs[nbasis+(1:(nbasis*nbasis))] ,nbasis,nbasis)

yhatfd = fd(betacoefs[1:nbasis]’x/matrix(1,1,N),tbasis) + fd(betalCmati*)xphi,tbasis)
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