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Introduccion

Los operadores pseudodiferenciales pueden considerarse extensiones natura-
les de los operadores diferenciales lineales, con los que comparten muchas
propiedades esenciales. Su estudio surgio a partir de investigaciones realiza-
das en la década de 1960 sobre operadores integrales singulares.

Desde entonces, la teoria de operadores pseudodiferenciales ha evolucio-
nado rdpidamente, con contribuciones fundamentales de matematicos como
Hormander, Calderén, Atiyah y Singer. En particular, alrededor de 1963, Mi-
chael Atiyah e Isadore Singer presentaron su célebre teorema del indice, utili-
zando herramientas que hoy reconocemos como operadores pseudodiferen-
ciales. Con este resultado demostraron que los indices geométrico y analiti-
co de un operador de Fredholm en una variedad compacta coinciden. Estos
avances, junto con los desarrollos de Calderén, motivaron la formalizacién
de una teoria general para esta nueva clase de operadores.

Una rama destacada de esta teoria se enfoca en los operadores pseudodi-
ferenciales periddicos, especialmente relevantes cuando el espacio subyacente
posee estructura periddica, como el toro T". En las dltimas décadas, esta teo-
ria ha ganado relevancia debido a su aplicabilidad en diversas areas, inclu-
yendo la fisica matematica y la teorfa cudntica de campos.

El objetivo de este trabajo es comprender la necesidad de este tipo de
operadores y su correspondiente cuantizacién. En el Capitulo 1, se estudian
las definiciones y herramientas bésicas necesarias para describir la estructura
del toro. En particular, se introducira la transformada de Fourier en el espa-
cio de Schwartz S(R") y en el espacio de distribuciones periodicas D' (T"),
siguiendo las presentaciones de [1]. Ademds, se revisardn propiedades fun-
damentales de la transformada de Fourier y se estudiara el espacio L?(T"),
que seréd esencial en el desarrollo posterior.

En el Capitulo 2, se abordaran los fundamentos del cdlculo pseudodiferen-
cial, herramienta clave en el anédlisis de ecuaciones diferenciales. Se introdu-
cird el proceso de cuantizacién de operadores, y se presentaran ejemplos que
muestran como la estructura periédica de T" influye en la relacién entre sim-
bolos y operadores. En particular, se construira un ejemplo sobre una funcién
periddica, donde se aplicard una traslacién seguida de un operador pseudo-
diferencial, analizando las propiedades preservadas. Asimismo, se estudiara
un ejemplo concreto de una funcién en el toro unidimensional modificada
por la accién de un operador pseudodiferencial.

Finalmente, se destacaran algunas aplicaciones de los operadores pseudo-
diferenciales en el toro, especialmente en el contexto de ecuaciones elipticas. En
este sentido, se analizard el operador de Laplace, como ejemplo de operador
eliptico que satisface propiedades fundamentales dentro de esta teoria.






Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentaremos definiciones, teoremas y ejemplos de teo-
ria de grupos, topologia y andlisis que nos seran ttiles para comprender la
teoria de operadores pseudodiferenciales en el toro. También hablaremos del
origen de las funciones periédicas y como se relacionan con las series de Fou-
rier, ya que esto es muy importante en este tema.

Para hablar de operadores pseudo-diferenciales y espacios como el Toro
T" es importante saber qué es un grupo y mds especificamente el cociente de
grupos, pues, veremos que T" se definird como R" /Z".

Las siguientes definiciones y teoremas de dlgebra seran tomadas del libro
de Dummit (véase [2]). Recordemos que una operacién binaria x en un conjun-
to G es una funcién x : G x G — G. Para cualquier a,b € G.

Definicién 1.0.1 (Grupo). Un grupo es un par ordenado (G, ), donde G es
un conjunto y x es una operacién binaria en G, que satisface los siguientes
axiomas:

i) (axb)xc=ax(bxc), paratodoa,b,c e G.

ii) existe un elemento e en G llamado identidad de G, tal que para todo
a € Gsecumplequeaxe=exa=a.

iii) para cada a € G, existe un elemento a~! de G llamado inverso de a, tal
quea*a‘1 —alxa=e.

Si ademds se cumple que a xb = b*a para todo a,b € G, diremos que el
grupo (G, ) es abeliano.

Ejemplo 1.0.2. Z,Q, R y C son grupos bajo la operacién + cone =0y a~! =
—a.

A continuacién definiremos la nocién de subgrupo normal y grupo co-
ciente. Ya que es importante para entender la estructura de ciertos grupos
como loes R/Z.

Definicién 1.0.3 (Subgrupo Normal). Un subgrupo N de un grupo G es nor-
mal (denotado N < G) si es un subgrupo y ademds, para todo ¢ € G y todo
n € N, se cumple que gng~! € N. Es decir, N es invariante bajo conjugacién
por elementos de G.
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Definicién 1.0.4 (Grupo Cociente). Dado un grupo G y un subgrupo normal
N, el grupo cociente G/ N es el conjunto de las clases laterales de N en G, es
decir, el conjunto de los conjuntos de la forma gN = {gn : n € N} para cada
g € G.Laoperacién en G/ N estd definida por (gN)(hN) = (gh)N, y se veri-
fica que esta operacion estd bien definida (no depende de los representantes)
y cumple las propiedades de un grupo.

El siguiente teorema es uno de los mas importantes en la teoria de grupos
que nos permite relacionar el Kernel y el cociente de un grupo con la imagen
de este.

Teorema 1.0.5 (Primer teorema de Isomorfismos de Grupos). Sean G y H gru-
pos. Si ¢ : G — H es un homomorfismo de grupos, entonces Kerp <G y

G/Ker(p = ¢(G). (1.1)
Demostracion. Consulte [2]. H

Estableceremos algunos conceptos de topologia para analizar al toro des-
de un punto de vista topolégico.

Definicién 1.0.6 (Espacio Métrico). Una funcién d : X x X — [0,00) se dice
que es una métrica en el conjunto X si para todo x,y,z € X tememos

d(x,y) =0 <= x =y (nodegeneracion);
d(x,y) =d(y,x) (simetria);
d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) (desigualdad triangular).

Diremos que (X, d) es un espacio métrico.

Definicién 1.0.7 (Topologia). Una familia de conjuntos T C P(X) se llama
una topologia en el conjunto X si

1. UU € 7 para toda coleccion U C .

2. (U € 7 para toda coleccion finita U C T.

Entonces diremos que (X, T) es un espacio topolégico.

Si X es un espacio topoldgico con una topologia T, diremos que un sub-
conjunto U de X es un conjunto abierto de X si U € 7. Usando esta termi-
nologia, podemos decir que un espacio topolégico es un conjunto X junto a
una coleccién de subconjuntos de X, llamados conjuntos abiertos tales que @
y X son ambos abiertos, y tal que las uniones arbitrarias y las intersecciones
finitas de conjuntos abiertos son abiertos (véase [3]).

Con la finalidad de entender la estructura en la que vamos a trabajar, este
capitulo presentaremos los aspectos topoldgicos necesarios para comprender
al toro T" como un espacio cociente.
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1.1. Estructura del Toro T"

El toro T" admite multiples representaciones equivalentes: como produc-
to de circulos S (S! x S! x --- x S!), como cociente R"” /Z", 0 como el do-
minio fundamental [0,1)" con identificacién de bordes. Todas estas repre-
sentaciones son equivalentes como variedades. Sin embargo, en este trabajo
utilizaremos la descripcion T" = R"/Z", que dota al toro de una estructu-
ra natural de grupo topoldgico compacto. Esta formulacién permite trabajar
de manera directa con funciones periédicas, operadores definidos mediante
series de Fourier y simbolos dependientes de una variable espacial x € T" y
una frecuencia discreta ¢ € Z", lo cual resulta particularmente convieniente
en el estudio del calculo pseudodiferencial en el Toro.

El toro T" es un espacio topolégico que se puede definir como el producto
cartesiano de 1 copias de S!, donde S! = {(x,y) € R? : x> +y?> = 1}. Este
espacio es muy importante en andlisis y geometria debido a sus propiedades
topolégicas y a su estructura.

1.1.1. Isomorfismo entre el toro Ty R/Z

Uno de los enfoques mds conocidos y el que usaremos es ver al toro como
un cociente del espacio euclidiano R y el grupo discreto Z. Para esto defina-
mos

p:R—T

0 — 627[i9

Observemos que
§0(91 + 92) _ 627'[1'(91+92) — 2ty p2mify §0(91)(P(92)-
Por lo que ¢ es un homomorfismo, ahora hallemos el ntcleo de ¢,

Kerp = {0: ¢(0) =1}

p(f) =™ =1 (12)
= cos(270) +isin(270) =1 (1.3)
= cos(2m0) = 1. (1.4)

Por lo tanto Kergp = {6 : cos(2n0) = 1} = {0 : 0 € Z} = Z. Asi, por el
teorema de Isomorfismos de Grupos
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AquiR/Z representa un espacio donde cada punto en RR se identifica con
su traslacion por cualquier entero, es decir, los puntos x y x 4+ n donde 7 es
un entero, se consideran equivalentes.

Como T! = 8! entonces

1.2. Isomorfismo entre T" x Z" y R"

n
La preguntaessi T" x Z" = R" como grupos. Sabemos que T" = R™ 7
por lo que nuestra pregunta es analoga a cuestionarse si hay una especie de
ley cancelativa, explicitamente

(Rn /Zn> « Z" = R, (1.6)

Volviendo a grupos, el siguiente teorema que fue tomado de un ejercicio
de [2] nos serd muy util.

Teorema 1.2.1. Sea C un subgrupo normal de A y D un subgrupo normal de B.
Entonces

(AXB)/(CXmg(A/C)x(B/D). (1.7)

Nosotros buscamos un isomorfismo de la forma
(4/5) xB=X.

Usando el Teorema 1.2.1 obtenemos que si B es un subgrupo normal de A

AXB ~ (A B
B g cop = (V) < (P10y)
lo cual es equivalente a
(AxB)/p=(4/5) xB. (1.8)

De aqui se desprende el siguiente corolario.

Corolario 1.2.2. " . n
RYXZY) )y o (R /Zn) % Z". (1.9)

n n
Demostracion. Ahora vamos a demostrar que (R" < Z7) zn =R
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Definamos

¢:R" x Z" — R"
(a,b) —a

y veamos que ¢ es un homomorfismo de grupos.

Sea la funcién ¢ : R" x Z" — R" definida por ¢(a,b) = a. Para verifi-
car si ¢ es un homomorfismo de grupos, debemos comprobar que para todo
(a1,b1), (az,bp) € R™ x Z", se cumple la propiedad de homomorfismo:

¢((a1,01) + (a2,b2)) = (a1, b1) + @(az, bz).
1. Primero, consideramos la suma en R" x Z":
(a1,b1) + (a2, bp) = (a1 +az, by + by).
2. Aplicamos la funcién ¢ al resultado de la suma:
¢((a1,b1) + (az,b2)) = @(a1 + az, by + by) = a; + ap.
3. Por otro lado, evaluamos ¢ por separado en (a1, b1) y (a2, by):
play,br) =ar y ¢(az,b2) = az.
Entonces, sumando los resultados:
¢(a1,b1) + ¢(az, by) = a; + ap.
Dado que:
¢((a1,01) + (a2,b2)) = (a1, b1) + (a2, ba),
concluimos que ¢ es un homomorfismo de grupos.

Notemos que ¢ no mapea elementos de Z", asi Kergp = {0} x 2" = Z".
De este modo, si usamos el primer teorema de isomorfismos de grupos obte-
nemos que

n n
(R" x Z )/Kmp >~ Img, (1.10)
(R" x Z”)/Zn ~ R, (1.11)

En virtud del Corolario 1.2.2,

(AXB)/p o (A/B> x B, (1.12)
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luego
n n n
T x Z" = (IR /Zn) xzn = (REXZY) ) R, (1.13)

Que es lo que se queria demostrar. O

Los grupos topoldgicos han sido objeto de estudio en las dltimas décadas;
una gran cantidad de matemaéticos dedicados a la rama del andlisis han estu-
diado funciones en este tipo de espacios. El toro T" es un grupo topolégico
compacto. Definamos antes la nocién de grupo topolégico (véase [1]).

Definicién 1.2.3. Un grupo topolégico G es un espacio topolégico Hausdorff
que también es un grupo con

(x,y) — xy.

Tal que las funciones (x,y) — xyy x — x~! son continuas. La identidad del
grupo es el elemento tnico e con la propiedad xe = ex = x para todo x € G.

Ejemplo 1.2.4. El toro n-dimensional T" = IR"/Z" se define de la siguiente

manera:
T"=1[0,1) x --- x [0,1)

con la topologia y operacién usuales

(x1, e %n) + (W1, oyn) = ((x1+y1) moéd 1,...,(x,+y,) mod 1),

es un grupo topolégico.

Observacién 1.2.5. En cuanto a grupos normales abstractos (ignorando to-
pologia), si es cierto que T" x Z" = R". Pero si los pensamos como grupos
topoldgicos entonces no son isomorfos, pues T" X Z" no es conexo, mientras
que IR” si es conexo.

Esta pregunta sobre el isomorfismo (1.13) surgi6 del interés en obser-
var un simbolo cualquiera o(x,¢) € S(R" x R"), y dado que como gru-
pos abstractos S(R" x R") & S(R?") = S(T?" x Z>"), entonces se podria
mirar lo que sucede con o(x,§) en el entorno toroidal. Pero el isomorfismo
T" x Z" = R" considerado en esta seccién es tinicamente a nivel de grupos
con las condiciones del Teorema 1.2.1, es decir, sin tener en cuenta ninguna
estructura topoldgica. En particular, este isomorfismo no preserva propieda-
des adicionales como la topologia, la diferenciabilidad o las estructuras fun-
cionales, y no induce correspondencias naturales entre espacios de funciones
o distribuciones definidas sobre estos conjuntos.
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1.3. Funciones periddicas

El concepto de funcién es uno de los méas importantes en matematicas. Es
por esto que cuando el término de "funcién"se globalizd, comenzo la tenden-
cia a aritmetizar este tipo de objeto. En el inicio fue el problema de la cuerda
vibrante, el cual consiste en estudiar el movimiento de una cuerda atada en
sus extremos y que se permite vibrar libremente. Durante la primera mitad
del siglo XVIII habian aparecido diferencias de opinioén sobre la manera de
representar funciones, cuando d’Alembert y Euler dieron sus soluciones al
problema de la cuerda vibrante, en la llamada «forma cerrada», utilizando un
par de funciones arbitrarias, mientras que Daniel Bernoulli habia encontrado
una solucién en términos de una serie infinita de funciones trigonométricas
(véase [4]). Quien dio solucién a este problema fue Fourier, al mostrar que
cualquier funcién y = f(x) se puede representar por una serie de la forma

1
y= §a0+a1cosx+a2c052x+---+ancosnx+--~
+bysinx +bysin2x + - - - + b, sinnx 4 - - - (1.14)

la cual es conocida como serie de Fourier.

A continuacién vamos a definir lo que es una funcién periédica en el con-
texto toroidal.

Definicién 1.3.1 (Funciones periédicas). Una funcién funcién f : R" — C es
I-periédicasi f(x + k) = f(x) paratodo x € R" y k € Z". Vamos a considerar
que estas funciones estan definidas en T" = R"/Z" = {x + Z" : x € R"} .

Ejemplo 1.3.2. Un ejemplo de una funcién periédica en el toro T" es una
combinacién finita de funciones e2™¥*. Por ejemplo, la funcién

fx)y= Y g, xeT”
kez",|k|<N

donde ¢, son coeficientes complejos, es una funciéon suave y periddica en
T". Note que

f(x) — Z Ck€2m’k~x
kez",|k|[<N
se puede reescribir como
Y ok (cos(2mk - x) +isin(27tk - x)).
kezm |k|<N

Esta funcién estd hecha de combinaciones lineales de elementos de una
base de Fourier en el toro. Y gracias a la identidad e = cos@ +isinb, pode-
mos apreciar mds claramente la periodicidad de f.
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1.4. Espacio de Schwartz S(R)

El espacio de Schwartz es el espacio donde se trabaja la teoria de opera-
dores pseudodiferenciales, tomaremos como referencia para esta seccion el
libro de Elias M Stein y Rami Shakarchi. (véase [5]).

El espacio de Schwartz en R es el conjunto de todas las funciones infinita-
mente diferenciables f, de modo que f y todas sus derivadas f, f/, f", ..., f", ...
son rdpidamente decrecientes, esto es

sup |x*f")(x)| < oo paratodo kn > 0.
x€R
El espacio S(RR) es un espacio vectorial sobre C. Ademds, si f € S(R) se
tiene que

Fy=Tes®) y xf(x)eS®).

Esto nos dice que el espacio de Schwartz es cerrado bajo derivaciéon y multi-
plicacién por polinomios.

Un ejemplo de una funcién en S(R) es la Gaussiana definida por

flx)=e

la cual juega un papel muy importante en la teoria de la transformada de
Fourier, probabilidad, fisica, y operadores. Notemos que

2

fl(x) = —2xe "

F(x) = —4x2e ™ 4207

y si seguimos podemos ver que las derivadas de f son de la forma p(x)e_x2
donde p(x) es un polinomio lo que implica que f € S(R). Notemos también
que la funcién e~ *l decrece rapidamente a infinito, pero no es diferenciable
en 0 y por tanto no pertenece a S(IR). Este tipo de polinomios han sido estu-

diados a lo largo del tiempo, consulte [6] sobre los polinomios de Hermite.

1.4.1. Espacio de Schwartz S(IR")

En la siguiente definicién usaremos el enfoque de las notas del curso de
calculo pseudodiferencial cuya fuente se encuentra en [7, 1]. Aqui definire-
mos el espacio de Schwartz ya de una manera generalizada para funciones
en R”

Sean a = (ay,...,a44) y B = (B1,..., Bn) multi-indices con entradas ente-
ras aj, Bi > 0, definiremos

o g ,1
a“(P(x):ax_al...ax_an(P(x) y xﬁlel---xﬁ.
1 n
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Para tales multi-indices escribiremos «, B > 0.

Ahora bien, una funcién ¢ € S(IR") el espacio de funiones de decreci-
miento rapido si ¢ es suave en R" y si

sup xﬁa“go(x)‘ < 0.

x€eR”

Ejemplo 1.4.1. La funcién e ¢ S(R™), pero e~*| no 1o es, ya que no es
diferenciable en x = 0.La funcién infinitamente diferenciable g(x) = (1 +
|x|*)7%, con a > 0, no estd en S, ya que decae tinicamente como el recfproco
de un polinomio fijo en el infinito. El conjunto de todas las funciones suaves
de soporte compacto C°(R") C S(R").

1.4.2. Transformada de Fourier en S(IR")

La transformada de Fourier es una herramienta muy potente en la teoria
de operadores porque es una forma de resolver ecuaciones diferenciales or-
dinarias y parciales lineales. Ademads, en estd incrustada en la definicién de
Operador Pseudodiferencial, como veremos a lo largo de este documento.

El espacio de Schwartz, denotado por S(IR"), es el conjunto de todas las
funciones suaves en IR” cuyos valores, asi como los de todas sus derivadas,
decrecen més rapido que cualquier potencia inversa conforme |x| — co. Es-
te espacio desempefia un papel crucial en el andlisis de la transformada de
Fourier debido a las propiedades de regularidad y decrecimiento rdpido de
sus funciones. Usaremos la notacién del libro de Ruzhansky [7].

La transformada de Fourier de una funcién ¢ € S(IR") se define como:

(Fo)@) = [ plx)e 2 lax,

R

donde ¢ € R". Una de las propiedades fundamentales de S(IR") es que la
transformada de Fourier es un isomorfismo de este espacio sobre si mismo,
es decir, tanto ¢ como F ¢ pertenecen a S(R").

Ejemplo 1.4.2. Si f(x) = e 7 * est4 definida en R", entonces

Note que la funcién

) . o
s |—>/ e ) g s e R
—0

es constante (y, por tanto igual a [ e dp), ya que

® d —7T(t+i5)2 _ ° . . —7T(t+is)2 . S . d —7T(f—|-iS)2
/oo% (6 )dt—/w —27(1(t—i—zs)e dt—/wla <€ )dt.
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7t(#+is)

. 2 . .
La funcién e tiende uniformemente a cero cuando t — “+o0o. Por

tanto,
L [® d
Z —_—
oo dt
Teniendo e25t0 en cuenta, calculemos la transformada de Fourier de la fun-
cion t — e~ ™ en IR, completando cuadrados de la siguiente manera:

e—n(t+is)2 dt = 0.

fR(efmz)(T) :/ efntzeme'tT At
R
_ / e—n(if—i—if)zen(ir)2 dt
R
_ enizrz/ e—n(t+ir)2 dt
R

_ (/ e—n(t+ir)2 dt) e—m,'z.
R

du
Sea u = \/7t, entonces yri V7T, asi du = /7 dt.

) _ 2 du
dt= [ e L
/]Re ]Re VT

42
7Tt du

Luego,

:%/Re

= %/Re_n@f)du

2
du

:%/Re

Por lo tanto,
2 2
F]R(efnt )(T) efnr )

Este ejemplo muestra que la transformada de Fourier de una gaussiana es
una gaussiana.

En este documento la palabra operador es muy recurrente, por lo que va-
mos a recordar cada definicién para tener todo muy claro. Empezando por
la definicién de un operador lineal, que es una funcién entre dos espacios
vecctoriales que satisface dos propiedades de linealidad. También definire-
mos la nocién de operador diferencial, que son la escencia de los operadores
oseudodiferenciales, abreviados como ¢do’s.
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Recordemos que un operador lineal es una aplicaciéon A : X — Y, donde
X, Y son espacios vectoriales sobre un cuerpo K, que satisfacen las siguientes
condiciones

m A(xp+2xp) = A(x1) + A(xp) para todo x1,xp € X
s A(kx) = kA(x) paratodok € K ,x € X.

Los operadores diferenciales que definiremos, son operadores lineales
que satisfacen ciertas propiedades que nos van a permitir manipular cier-
tas expresiones que estudiaremos en el siguiente capitulo.

La operaciéon convolucion es fundamental en el andlisis funcional.

Definicién 1.4.3. Sean f,¢ € L!(IR"). Definimos la convolucion f * ¢ como

(f=8)(x) = | fy)g(x—y)dy.

Observacion 1.4.4. La convolucion satisface las propiedades asociativas y dis-
tributivas, esto es:

1. fx(gxh)=(f*g)x*h,
2. fx(g+h)=f*xg+f*xh y (f+g xh=f*xh+gxh.

Observacion 1.4.5. La tranformada de Fourier también es un operador lineal.
Ahora, un operador diferencial es un operador de la forma

P(x,D) = Y aa(x)D".

|a[<m

Ahora continuaremos con algunas propiedades de la transformada de
Fourier [1].

Proposicién 1.4.6. Dadas f,g € S(R"), y € R", b € C y a un multiindice.
Tenemos:

L || fllee < 1Ifll
2. f+g:]?+§,

3. bf = bf,

N
w
N
S|
=
<
-
—~
=
N—
—~
R
SN—
Il
-
Ve
R
|
<
?/
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8. F(ax)(8) = a"f(&/a),

9. *f(&) = (2mig)*f(2),

10. 3°£(&) = (1)l (27i) o £(g),
11. f e S(R"),

12. fxg =13
13. m(g) = F(AF), donde A es una matriz ortogonal y f es un vector colum-

na.

1.4.3. Transformada inversa de Fourier

Ahora definimos la transformada de Fourier inversa.

Definicién 1.4.7. Dada una funcién de Schwartz, definimos la transformada
inversa de Fourier como

FRlf) = F @) = Fl-x) = [ A dg

para todo x € R".

Ahora veamos algunas relaciones entre la transformada de Fourier y su
inversa.

Teorema 1.4.8. Sean f, g, h en S(R"), tenemos

g(x)dx = /]Rnf(x)g(x)dx

2. (Formula de inversion de Fourier)

1.

4. (Identidad de Plancherel)
£z = 1F e = I1F V2

[ fm)dx = [ Fon (v dx.
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Demostracion. Para demostrar (1) usaremos la definiciéon de transformada de
Fourier y el teorema de Fubini.

- f(x)g(x)dx = ]Rnf(x) (/]Rn g(x) e 2mixe dx) dx
= [ g0 ([ e ar) ax

= [ F g dx.
Para probar (2) usamos (1) con
g(f) = eZni@’«tefrc\sé\z.

Por el Corolario 1.4.6 con las identidades (7) y (8) y el Ejemplo 1.4.2 tene-
mos que

A 1 _ *t / 2
g(x) = et mlx=t)/el,
dicha funcién es una identidad aproximada. Ahora, usando (1) obtene-
mos

Flx)e e e oty = [ f(@)edmiEte el gz (1.15)
R R

Ahora, sea ¢ — 0en (1.15). El lado izquierdo de (1.15) converge a f (t) uni-
formemente en conjuntos compactos (consulte [1]). El lado derecho de (1.15)
converge a (f)Y(t) cuando ¢ — 0 por el teorema de convergencia domina-
da de Lebesgue. Concluimos que (f)V = f en R". Reemplazando f por fy
usando el resultado recién probado, tenemos que (fV) = f.

Note que si g = ﬁ, entonces por la identidad (5) de la Proposicién 1.4.6 y
la identidad (2) implica que ¢ = h. Luego (3) se sigue de (1) expresando & en
términos de g.

Para demostrar (4) tomamos i = f en (3) y obtenemos

[ fefmdx= [ f@Ff@de. (1.16)

Luego el producto interno en L? resulta que || f||7, = || f 17,

Finalmente (5) se sigue de (1) y (2) con ¢ = h.
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1.4.4. El espacio dual de S: el espacio de distribuciones tem-
peradas S’

El espacio de Schwartz S(IR") esta formado por funciones suaves y ra-
pidamente decrecientes junto con sus derivadas de todos los 6érdenes. Su es-
tructura lo convierte en un espacio de Fréchet, y su dual topologico S’(R")
se define como el conjunto de todos los funcionales lineales continuos sobre
S.

Definimos el espacio de distribuciones temperadas S’(R") como el espa-
cio de todos los funcionales lineales continuos en S(IR"). Esto significa que
u € §'(R") si es un funcional u : S(R") — C tal que:

1. u es lineal, es decir,

u(ag +by) = au(p) +bu(yp) paratodoa,beCy g, ¢p € S(R").

2. u es continuo, esto es,

@j — @ en S(R") = u(go]-) — u(¢) en C.

Donde la convergencia estd dada de la siguiente manera:

Definicién 1.4.9. Sean u;, u € S'(R"). Diremos que #; — u en §'(IR") cuando
j— oosiuj(@) — u(¢) en C cuando j — oo para todo ¢ € S(IR").

Las funciones en S(IR") son llamadas funciones de prueba para distribu-
ciones temperadas en S’ (R"). Otra notacion para u(¢) es (u, ¢).

Suponga que f y g son funciones en el espacio de Schwartz y & un multi-
indice. Integrando por partes |«| veces, obtenemos

[ @N@sdx = (-1 [ fo@gEd.  117)

Si quisiéramos definir la derivada de una distribucién temperada u, ten-
driamos que dar una definicién que extienda la definicién de la derivada de
la funcién y que satisfaga (1.17) para g € S(R").

Definicién 1.4.10. Seau € S’ y @ un multiindice. Definimos

(@%u, f) = (—1)1*l(u, 9*f).
Ahora veamos como se define la transformada de Fourier en S’.

Definicién 1.4.11. Sea u € S’. Definimos la transformada de Fourier i1 y la
transformada inversa i de una distribucién temperada por

(a,f)=uf) y (if)=uf)
paratoda f € S.
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Ejemplo 1.4.12. Observamos que dy = 1. Més generalmente, para cualquier
multiindice x tenemos
(0%9p)" = (2mix)"

Para ver esto, observamos que para todo f € S(IR") tenemos que
((8%60): f) = (800, f) = (=1)*1(60,0"f)

= (=1) (4o, ((—27ix)"f(x)])
= (=1)l((=2mix)* £ (x))(0)
— (—1)ll /]Rn(—Zm'x)"‘f(x)dx

- / (27tix)* f (x)dx.
]Rl’l
Este calculo nos indica que (9%dy)"se identifica con la funcién (27tix)*.

Ejemplo 1.4.13. La funcién el* * no esta en S’ (R"), y por tanto su transfor-
mada de Fourier tampoco.

. 2 . . . .2
Para ver esto, supongamos lo contrario, que el*I” define una distribucién
temperada. Entonces el funcional

u(p) = /]Rn e|x|2(p(x) dx

estarfa bien definido (cumple las condiciones de linealidad y convergen-
cia) para todo ¢ € S(R").
Pero si consideramos el test o funcién de prueba

o(x) = e " € S(R™),

Entonces,

ulg) = [ e tPax= [ 1dr=co
n ]Rn
lo cual es una contradiccién, ya que el funcional no esta bien definido (la
integral diverge).

1.5. Espacio L?(T")

El espacio L? es fundamental en matematicas y fisica, ya que proporciona
el marco adecuado para estudiar funciones cuadrado integrables. En el caso
del toro T, el espacio L?(T") se define como el conjunto de todas las funcio-
nes cuadrado integrables con respecto a la medida de Lebesgue normalizada
en T". Este espacio es un espacio de Hilbert con el producto interno

(f,8) = - f(x)g(x)dx.
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Debido a la estructura periédica del toro, L?(T") tiene una base ortonor-
mal dada por los exponentes de Fourier e2** para k € Z", lo que permite
representar cualquier funcién en L?(T") mediante su serie de Fourier. Esta
propiedad hace que L?(T") sea el entorno natural para el estudio de ope-
radores pseudodiferenciales en el toro, pues estos operadores suelen estar
definidos a través de su accién en los coeficientes de Fourier de una funcién.

Ademas, el espacio L?(T") es invariante bajo la accién de operadores fun-
damentales en anélisis, como los operadores de traslacién y convolucién, y
es el dominio canénico de los operadores de Fourier-multiplicacién. Estas
propiedades lo convierten en una herramienta esencial para el estudio de
ecuaciones en derivadas parciales y la teoria espectral en espacios periodi-
cos.

Asi pues, usando la definicion de espacios L? tendriamos que una funcién
f e L?(T") si

2 — 2
HfHLZ(T”) - /Tn |f(x)]7dx < oo

El espacio L? es de suma importancia en el estudio de operadores pseu-
dodiferenciales debido a varias razones que combinan andlisis funcional y la
teoria de operadores. Especificamente:

1.5.1. Propiedades del espacio L?

L? es un espacio de Hilbert, lo que implica que estd dotado de un pro-
ducto interno que induce una norma. Esto permite usar herramientas como
ortogonalidad, bases ortonormales y el teorema espectral.

L? es completo respecto a la norma inducida por su producto interno, lo
que garantiza que las series convergentes (como series de Fourier) tienen un
limite en L2. En muchos casos, el espacio dual de L? se identifica naturalmen-
te con L?, lo que facilita el anélisis de operadores.

1.5.2. Conexion con la transformada de Fourier

Los operadores pseudodiferenciales en general se definen en términos de
la transformada de Fourier. En el caso toroidal, tenemos

(Fra(f))(€) = /T” efzml"'gf(x) dx con¢ e Z".

El espacio L? es el contexto ideal para la transformada de Fourier, ya que
el operador de Fourier es unitario en L?. Veamos algunas propiedades rela-
cionadas con la transformada de Fourier en L?(T") presentadas en [1].

Sea H un espacio de Hilbert separable con producto interno (-, -). Recor-
demos que un subconjunto E de H es ortonormal si:

(f,g) =0 paratodo f # ¢ € E, mientrasque (f,f) =1 paratodo f € E.
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Un sistema ortonormal completo es un subconjunto de H con la propie-
dad adicional de que el tinico vector ortogonal a todos sus elementos es el
vector cero.

En la siguiente proposicion se resumen propiedades sobre sistemas orto-
normales:

Proposicién 1.5.1. Sea H un espacio de Hilbert separable y sea { ¢y } ke z un sistema
ortonormal en H. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. {@x}rez es un sistema ortonormal completo.

2. Para todo f € H tenemos

IFIE = X Kf el

kez
3. Para todo f € H tenemos

f=1lim Y (f or)ox

N—oo Ik|<N
donde la serie converge en H.

Ahora consideremos el espacio de Hilbert L?(T") definido al inicio de esta
seccién con producto interno

(F,8) = [ Fx) g0 dx.

Sea @, una sucesiéon de funciones ¢ — e2mimS con m € Z". La ortonorma-
lidad de la sucesion { @y, }mezn €s una consecuencia de la siguiente identidad:

/ J2rimx ik gy — ) L cuandom =Kk,
[01]" 0 cuando m # k.

La completitud de la sucesién {¢,, } se debe a quesi f,¢ € L?(T") satisfa-

-~

cen que f(m) = g(m) para todo m € Z", entonces f = g en casi todas partes.
En particular, si f € L?(T") y (f, o) = f(m) para todo m € Z", entonces si
(f, om) = 0 para todo m € Z", se sigue que f = 0 en casi todas partes.

El siguiente resultado es una consecuencia de la Proposicién 1.5.1:

Proposicién 1.5.2. Las siguientes afirmaciones son vdlidas para f,g € L*>(T"):

1. (Identidad de Plancherel)

Ifl7= X IF @

fezn
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2. (Relacién de Parseval)

| F(Ds() Zf £)4(g
ezZ"

3. El'mapeo f — {f(&)}zezn es una isometria de L*>(T") en £2(Z").

Demostracion. (1) se sigue de la Proposicion 1.5.1:

2y = X [FoomP= Y 1F(m)P

meZn meZ"

Para demostrar (2), reemplacemos f por f + g en (1) y expandamos los
cuadrados para obtener

1172 + lIglIZ2 +2Re(f, ) = |If + glI7

Y 1fm)+gm)P = ¥ 1fm)P +g0m)P +2Re (Fm)3(m)) .

meZn meZ"

Y de esto se sigue que las partes reales de las expresiones en (2) son igua-
les. Ahora reemplacemos f por f + ig en (1) y desarrollemos los cuadrados.
Usando que Re(—iw) = Im(w), obtenemos:

172 + lgllzz +2Im(f,8) = I f +igl2,

Y 1fm) +igmP = ¥ [fm)+[g(m)[? +21m (f(m)g(m) ),

mezZn mez"

por tanto, las partes imaginarias son iguales en (2). Asi, (2) se cumple.
Ahora vamos a probar (3). Nosotros ya sabemos que el mapeo f + {f(m) } ez
es una isometria inyectiva. Solo falta probar que es sobreyectiva. Dada una
sucesion cuadrado sumable {a,, },,cz de nimeros complejos, definamos:

2: ameﬁumﬁ
|m|<N

Observemos que fy es una sucesion de Cauchy en L?(T") y por tanto
converge a algun f € L?(T"). Entonces tenemos que f(n) = a,, para todo

m e Z".
O]

1.4.3. Herramientas funcionales en .2

Las funciones
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forman una base ortonormal de L?, lo que permite representar operadores
pseudodiferenciales en términos de series de Fourier.Los operadores pseu-
dodiferenciales se estudian en L? porque es un marco natural para atender
desigualdades clave, como los estimativos L? para operadores elipticos.

El espacio L? es fundamental en el andlisis funcional y el estudio de ope-
radores pseudodiferenciales debido a sus propiedades estructurales como es-
pacio de Hilbert, lo cual facilita el analisis espectral y el uso de herramientas
como la transformada de Fourier. Esto ha sido ampliamente documentado
en la literatura, donde autores como Lars Héormander y Subin M. A. han des-
tacado su relevancia en la teorfa matematica [8, 9]. Asimismo, el papel de los
operadores pseudodiferenciales en aplicaciones fisicas y de ingenieria ha si-
do analizado extensivamente en [10, 11, 12, 13], subrayando su utilidad en
problemas que involucran transformaciones de Fourier y estimativos L2.

Ejemplo 1.5.3. La funcién constante f(x) = 1.

Como |f(x)| = 1 para todo x € T", tenemos que

2 2
||fHL2(T”):/Tn|1‘ dx =1 < oo,
por lo tanto f € L2(T").

La transformada de Fourier toroidal de f es

7 _ —2MiEX g 1 si¢g=0,
f(é)_/we dx_{o si & £ 0.

Ejemplo 1.5.4. Sea f(x) = ¢2™0% con & € Z".

Como |f(x)| = 1 para todo x € T", se tiene que f € L?(T"). Ademas,
F&) = / 2Ty y=2TIEX gy / prit-)x gy )1 SiC=00,
' 0 sig # Go.

n

Ejemplo 1.5.5. Para ¢ > 7, definimos la funcion:

eZnik-x .
fo(x) = kzn T x € T".
€N

Esta funci6n estd en L2(T") siempre que o > %, por convergencia de la
serie de Parseval.

Ahora, aplicando la transformada de Fourier toroidal,

PN

fole) = [ felx)e 24
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. e / 2i(k—8)x g
keN" k| Jrn

Usando la ortonormalidad de {e*™**¢}zczn, se tiene

/ 2milk=g)x g, )1 S16= k
n 0 si¢ #k.

Por lo tanto,

fol@) = {% g €

0 en otro caso.

Observacién 1.5.6. La condicién ¢ > 7 es para asegurar la convergencia de
esta serie en Lz(T”), es decir, que f, € 12,0 equivalentemente, que su norma
L? sea finita:

||fc7||%2 = Z

Z |k’2¢7

|k|"

keN" keN”
Esta serie converge siy solosic > 7
Ejemplo 1.5.7. Definamos
e2rrik-x )
fa(x) :kzz TR x € T2
eN

Como ¢ = 2, es mayor que 5 = 1, esta serie converge en L%(T?) y su
transformada de Fourier satisface

1 .
A W S1 (: € N2
0 en otro caso.
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Capitulo 2

Operadores pseudodiferenciales en
'][‘n

En este capitulo introduciremos algunos conceptos fundamentales para
entender cémo funcionan los operadores pseudodiferenciales en el toro. Se
definira la transformada de Fourier periddica toroidal y espacios con pro-
ducto interno que son fundamentales para el desarrollo de esta teoria. Pero
antes veamos como funciona la transformada de Fourier en operadores dife-
renciales, luego veremos por qué es importante, asi, cuando tengamos todos
los conceptos y propiedades claras podremos entender la importancia de es-
tudiar este tipo de operadores en el Toro T" en el cual veremos el papel que
desarrollan las funciones periédicas.

Los operadores pseudodiferenciales han sido ampliamente estudiados en
espacios no compactos como R”, donde la transformada de Fourier permite
describir su acciéon de manera natural. Sin embargo, en espacios compactos
como el toro T", la estructura de Fourier cambia significativamente, lo que
hace necesario desarrollar una teoria adecuada para estos entornos.

En particular, el toro T" es fundamental en problemas donde la perio-
dicidad juega un papel central, como en ecuaciones en derivadas parciales
en dominios acotados, mecédnica cuantica y andlisis en grupos compactos. La
cuantizacion en T" permite extender herramientas del célculo pseudodife-
rencial cldsico a contextos donde la base de Fourier es discreta, lo que da
lugar a una formulacién distinta pero anédloga a la del caso euclidiano.

El objetivo de este capitulo es definir y desarrollar una cuantizacién na-
tural en T", estableciendo una analogia con el caso cldsico y explorando sus
propiedades fundamentales. Ademads, se busca proporcionar herramientas
analiticas que permitan su aplicacién a ecuaciones diferenciales en el toro,
con especial énfasis en la estructura de los operadores involucrados.

Seguiremos el orden de [14] para lo subsecuente.

Para operadores diferenciales parciales con coeficientes constantes, la trans-
formada de Fourier nos da una simplificacién notable. Cuando

P(D)= Y_ a.D" (2.1)

la|<m

es un operador diferencial en R” con coeficientes a, € C, si a la ecuacién

P(D)u = f (2.2)
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(conu, f € §') le aplicamos la transformada de Fourier en S’ obtenemos

J’:( ) a,xD"‘u) = Y a,F(D*u) = f.

|a<m

Y a.F(D*u) = f.

| <m
| Z amga/\: ]?(6-)
(&) = f(&) (2.3)

donde p(&) = Yju|<m @aG" es llamado el simbolo de P(D).
La parte m-ésima de P(D) se llama parte principal (también denotado
como Py, (D)), y su simbolo asociado p;, el sImbolo principal, es decir, i.e.,

Pu(D) = Y a,D*

|a|=m

pm(G) = 2 a,g".

|a|=m

Segun [14], a menudo sucede que la parte principal es la que determina
las propiedades de solubilidad de la ecuacién Pu = f. En particular, el ope-
rador se llama eliptico si p,, # 0 para ¢ # 0. Notemos que p;, es un polinomio
homogéneo en ¢ de grado m.

Esta formulacién permite pensar simplemente en hacer i# = (1/p(%))f
y luego tomar transformadas de Fourier inversas. Entonces resolver nuestra
ecuacion diferencial parcial se reduce a encontrar un operador T cuyo mul-
tiplicador de Fourier sea 1/p(¢), y esto no es necesariamente un operador
diferencial, lo que conlleva al estudio de operadores pseudodiferenciales en
R".

La teorfa de operadores pseudo-diferenciales definidos en Z con simbolos
en Z x T comienza con S. Molajahloo (véase [15]) cuando estudia la continui-
dad L? de operadores de Hilbert-Schmidt en Z x S (Recuerde que S' = T).
A continuacién definiremos el espacio de Schwartz de Z".

Definicién 2.0.1 (Espacio de Schwartz S(Z")). Sea S(Z") el espacio de fun-
ciones rapidamente decayentes ¢ : Z" — C. Esto es ¢ € S(Z") si para
cualquier M < oo existe una constante Cy y tal que

[9(8)] < Cpm(G) ™™

se cumple para todo ¢ € Z".
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Ejemplo 2.0.2. La funcién

p(§) =, cez
es una funcién en S(Z").

Ahora podemos definir la transformada de Fourier toroidal o periédica
basdndonos en el trabajo de D.Cardona, M.Ruzhansky y J.Delgado en [16].
Dado que estamos trabajando en el toro, es necesario definir una versién de
la transformada de Fourier que refleje la periodicidad del dominio.

Definicién 2.0.3. Denotaremos por F« la transformada de Fourier toroidal Fn :
C®(T") — S(Z") definida como

(Frg)©) = [ @™ Sg(x)ax ,ce "

n

Observacion 2.0.4. Escribiremos a veces ¢(¢) en lugar de (Frn¢)(&).

La transformada de Fourier toroidal es una biyeccién y su inversa esta
dada por

S T )
cezn
Por lo tanto, para todo h € S(Z") tenemos
VxeT", (Fpih)(x)= Y ™ ¢n(¢
cezn

Una nocién fundamental para introducir las clases de Hormander en el
toro es la de operadores de diferencia. Nos permitira "diferenciar"simbolos
respecto de la variable discreta { € Z". Para analizar la regularidad y el
comportamiento de los simbolos en el dominio de las frecuencias discretas, es
importante introducir la nocion de diferencias finitas. Estas permiten definir
derivadas discretas de los simbolos en Z" (consulte [17]) .Registramos esta
nocion de la siguiente manera.

Definiciéon 2.0.5 (Diferencias Finitas Ag). Seac:Z" - Cy1l<j<n. Sea
; € INj definida por
1, sii=j,
(67)i = .
0, sii#j.

Definimos el operador de diferencia parcial hacia adelante y hacia atras
Ag; y Ag; respectivamente, como

ez, Ayo(2) =o(E+5) —0o(d)
A 0(2) = o) — o(E—5),
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y para « € IN", definimos

AL = AS A (2.4)
L -y
Az :=Bg A (2.5)

Ejemplo 2.0.6. Consideremos la funcién

0c:2> = C, o(&,&)=(G+1)(E+1).

Los valores que toma esta funcién se pueden calcular y obtenemos:

c(0,0) =1
7(0,1) =2
7(0,2) =3
7(1,0) = 2
o(1,1) =4
c(1,2) =6
c(2,00=3
o(2,1) = 6
7(2,2) =9

Recordemos que para todo (&1, &) € Z2, se define el operador diferencia
parcial:

Ag0(G1,62) = 0((61,62) +6j) — (81, G2)-
Luego,
A(";’lO'(gl’ (:2) = a((éll 62) + (1/0)) - 0-(51/ 62)

=0(¢1+1,6) —0(81,62)
Ag,0(81,62) = 0(81,82 +1) — (81, 62)

Analoga a la derivada cruzada d¢,dg,0, definimos para Z2:

Az0(81,62) = By Ag,0(81, G2)

con« = (1,1). Es decir,

Ne, A0 (81,82) = 0(81+ 1,820 +1) =0 (81,82 +1) — (81 +1,82) +0(G1,62)-

Ahora, tomando ¢ = (1, 1), tenemos:
Aeo(1,1) = (2,1) —0(1,1) =6 — 4 =2

Ner(1,1) =0(1,2) —0(1,1) =6 —4=2
AeDe,o(1,1) = 0(2,2) —0(2,1) —0(1,2) +0(1,1) =9 —6—6+4 = 1.

~—
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Proposicién 2.0.7 (Férmulas para Az). Sea ¢ : Z" — C. Tenemos que para todo
¢eZ", VYo € N",

o _ 1Bl *

:¢(S) /329;( 1) (ﬁ>¢(€+ﬁ), (2.6)
AL — B _

Azg() ﬁ;“( 1) (ﬁ)qv(é B). (2.7)

Demostracién. Definimos los operadores de traslacién E; := (I + Ag, ), actuan-
do en funciones ¢ : Z" — C por

(Ej@)(§) := (I+A¢) ()
= ¢(&) + 8g9(C)
= @(¢) + ¢(E+ ;) — 9(&)
= ¢(¢ +9j).

Entonces Ej =1+ Aj. Por lo tanto, A]- = Ej — I
Sea « € IN". Definimos

E*:= EM...E,
A= A A = (B — 1) . (B — )™,

Como los factores (E; — I) conmutan, se tiene:
AY = (E— )

Ahora usamos la identidad binomial multivariable. Sea A juna familia de
operadores conmutativos, entonces

(A1 +By)" - (Au+Bp) =) (“) APB* P,

pn \P
En nuestro caso, tomamos A; = E; y B; = —1, 1o que implica
(€1 = L (-1 P ()P
p<a p
Luego,

:¢(8) = (E-D)"p(¢)
= 1A () e

psa

=Y (-pkp (g) o(Z+P).

psa

=
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Para Zg el prodecimiento es analogo.
O

Observacion 2.0.8. También tenemos la férmula de Leibniz para diferencias
finitas, establecidas en [17, 7]. Sean ¢, ¢: Z" — C.Entonces

o)) = T () (ko) a5 Poic+p)

Recordemos ahora la definicion de las clases de simbolos toroidales. De-
tinimos el bracket japonés discreto

(&)= (1+gP)V?* parageZ”, con ¢ =g+ +&,
usando la norma Euclidiana.

Definicién 2.0.9. Seam € R, 0 < 6, p < 1. Entonces la clase de simbolos toroidal
SZf s(T" x Z") consiste de aquellas funciones a := a(x, ) que son suaves en

x € T" paratodo § € Z",y que satisfacen la desigualdad de simbolo toroidal
[Agdka(x, §)] < Cop (@) P 0P
paratodo x € T", ¢ € Z" y para todo a, B € IN"".
Ejemplo 2.0.10. Sea m € IR, consideremos la funcién
a(x,8) = (0)? =1+[2f, (x,)eT" x2Z".
Esta funcién no depende de la variable x, por lo tanto, 0%a(x, &) = 0.
Queremos mostrar que a(x, ) satisface
|Afa(x,&)] < Cop(@> VP, vBeN".

Nos basta entonces estudiar las diferencias finitas de a respecto a ¢. Re-
cordemos que

Aga(x,¢) =a(x, ¢ +6;) —a(x,¢)

=14+[E+57— 1 +[E
= |&+6;1" — &
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Ahora expandimos el cuadrado:

6+ 6P =) (&k + d)?

k=1
= Y (& +0)* + (5 +1)°
k#j
- Z Ck C] + 1
k#j
=g -+ (g+1)>
Luego,
Aga(x,§) = |¢1* =&+ (G +1)* — 8> =2¢; + 1.
Asi que

Aga(x, &) = 28 +1] < C(2),

lo cual verifica la desigualdad
Afa(x,&)| < Cp(&)2 P, VB eN".
Ademads, como d%a(x, ) = 0 para a # 0, se tiene en general

|8£Aga(x, ¢)| < C,X,l;(@z*'ﬁ', para todo o, f € IN".

Por lo tanto,
a € S7,(T" x Z").

Observacién 2.0.11. La funcién a(x, &) = 1+ |Z|? es un polinomio de grado
2 en ¢. Entonces, al aplicar una diferencia finita de orden 1 en una variable ¢ is
se reduce el grado en 1, obteniendo una funcion lineal 2¢; + 1. Si volvemos
a aplicar una diferencia finita sobre ese resultado, obtenemos una constante,
pues:

Agja(x, §) = A (28 +1) =2

Si aplicamos una diferencia maés,
Agzja(x, ¢) =0.

Esto significa que cada aplicacién de una diferencia finita en una direccion
reduce el grado del polinomio en 1, hasta que eventualmente se anula.
Observacién 2.0.12. La estimacién obtenida para Agja(x, ¢) en la direccion g;
se puede extender al caso general Ag a(x,¢) con p € N", ya que

IB _ ,Bl IBn
AC o Agl A(Zn
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Observacion 2.0.13. La familia de seminormas

Pupm(a) = sup (&) PPl 9f ARG (x, )|
(x,8)eTr xZ"

define una estructura de Fréchet en cada clase toroidal S;’f s(IT" x 2"). Con-
sulte [18].

Observacién 2.0.14. Una estructura de frechet es un espacio vectorial topo-
l6gico X consiste en una familia de seminormas {p; },en que definen una
topologia de Fréchet, es decir, una topologia que convierte a X en un espacio
de Fréchet (también llamado espacio localmente convexo y completamente metri-
zables).

Definicién 2.0.15. Sea m € Ry sea 0 < 6,0 < 1. La cuantizacién toroidal
asociada a un simbolo a € S s(T" x Z") es el operador definido

A =a(X,D) := Op(a) : C*(T") — C*(T"),

definido como

Af(x) =Y €™ %a(x,8)f(Q),

cezn
para f € C®(T"), x € T".

Observacién 2.0.16. Note que si uno tiene un operador lineal continuo A :
C®(T") — C*(T"), su simbolo a := a(x,¢) se puede recuperar con la si-
guiente férmula

a(x,&) = e "¢ Aez(x),

donde para todo & € Z", ez(x) = e¥™*¢, x € T", es el polinomio trigonométrico
canonico.

Definicién 2.0.17. La familia de operadores pseudo-diferenciales definidos
por la cuantizacién toroidal en 2.0.15 correspondientes a la clase de simbolos
aesy s(T" x Z") sera denotada por

Op SI5(T" x Z").

La cuantizacién toroidal ha sido analizada extensivamente en [7] para el
caso general de T" y en grupos de Lie compactos.

Observacion 2.0.18. La familia de seminormas

Papm(A) = sup  (E)PIIIPITm AL (x, &) < 00, A =Opl(a),
(x,8)eTrxZ"

define una estructura de Fréchet en cada clase

Op(S11,(T" x Z")).
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La siguiente proposicion establece la equivalencia entre los simbolos eu-
clidianos de Hérmander y los simbolos toroidales. Corresponde al corolario
4.6.19 en [7].

Proposicién 2.0.19. Param €¢ R,0 <6 <1y 0 < p <1, tenemos
Zfé =Op S;%(T” x R") =Op S;”,(;(’JI"” x Z").

Es decir, las clases de operadores pseudodiferenciales ‘I’Zf 5 periddicas con simbolos eu-
clidianos (de Hormander) en Op S;’f s(T" x R™) y simbolos toroidales en Op SZf 5(T" x
Z") coinciden.

Observacion 2.0.20. Ahora recordemos la definicién de espacio de Sobolev
de orden s € R en el toro. Para u € D'(T") (D'(T") denota el espacio de dis-

tribuciones en T" y es igual a L(C*(T"),C)), definimos la norma || - || s ()
como

1/2
Jull oy = ( S s |c|2)5m(5)|2> |

cez’

El espacio de Sobolev H(T") es el espacio de distribuciones 1-peri6dicas
u tales que ||| gs(pn) < oo.

La siguiente observacién sobre espacios de Sobolev es tomada de [7] don-
de vemos la relaciéon que tienen los espacios de Sobolev y los espacios de
distribuciones periddicas.

Observacién 2.0.21. = H*(T")y H*(T") son espacios duales.
= DI(T") = User H*(T").
m C¥(T") = Nser H3(T") .

El término cuantizacién toroidal se refiere al proceso de asociar a un sim-
bolo a(x, {) un operador pseudodiferencial Op(a) que actia sobre funciones
definidas en T". Lo que nos permite enunciar este teorema:

Teorema 2.0.22. Sea o4 el simbolo toroidal asociado a un operador lineal continuo
A C®(T") — C*®(T™"). Entonces

Af(x) = 3 ™o (x,O)F(C) (2.8)
cezn
para todo f € C*(T")y x € T"™.
Demostracién. Definamos un operador de convoluciéon Ay, € L(C®(T")), (C®(T"))
por el kernel K4 (xo,y) = kx,(y), es decir, por

Anf(x) = | f)key(x —y)dy = (f 5 k) (x).
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Por tanto

Oagy (%, &) = kx(§) = 0a(x0,8).

De modo que tenemos

Agf(x) = Y & CAnof S =Y s (x0,E) (D),

sezr gezr
donde usamos que f * ky, = f - k/x\O
Esto implica el resultado, ya que xj era arbitrario

Af(x) = Axf(x).
]

Observacion 2.0.23. Recordemos que el operador Ay, fue definido para coin-
cidir con A evaluado en el punto x(. Es decir, construimos Ay, con el niicleo
kx, tal que:

Ay, f(x0) = Af(xp), paratodo f.

Como Ay, es un operador de convolucién, su acciéon sobre f € C*(T")

: xOf Z emeCk J?( )

ez

Entonces, evaluando en x = x, se tiene:

Axf(x0) = Y, @0k (8) £(2).

zezn

Por otro lado, el operador A, al ser continuo, también admite representa-
cion en serie de Fourier de la forma:

Af(xo) = ) %0 (x0,0) f(2)-

fezn

Comparando ambas expresiones y usando que Ay, f(xg) = Af(xp) para
todo f, se deduce que deben coincidir los coeficientes:

oA (%0, &) = kg ().

Para més detalles de la prueba anterior consulte [7].

Veamos cémo la estructura periddica del toro influye en la accién de ope-
radores pseudodferenciales y como esto se traduce en el formalismo pseudo-
diferencial.
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Sea f : T" — C una funcién peridédica. Para h € R" definimos el operador

de traslacion Tj, como
(Tuf)(x) = f(x+h).

Dado que en T" cualquier funcién f tiene expansion de Fourier

- ¥ e

cezn

Podemos ver como actia Tj, sobre los exponentes ez

- (zf )

ez
x—I—h Z f 127r (x+h)-¢ _ Z f 12nx-§ei27rh~§
cez" cezn

esto significa que T}, acttia simplemente como un operador de multiplica-
cién en los coeficientes de Fourier

(Tuf) (x) = 2™ EF().

Ahora, si tenemos un operador pseudodiferencial P con simbolo p(x, ¢),
veamos cémo acttia P sobre Ty, f:

P(Tuf)(x) = 3 plx,5)e™enf(g)e?me.
cezn
Esto significa que la traslaciéon cambia significativamente el operador pseu-
dodiferencial, afectando cémo los simbolos dependen de x. En particular, si
el simbolo p(x, &) depende de x, la traslacién puede cambiar la estructura del
operador.

Veamos el caso de P = —A:
(Thf Z 47TZ|C|2 27Ti¢- hf( ) 27T x
cez"
Ty(—Af) = ( Y. 4?(g1*f(g) 2”1"3"‘)
fezn

En este caso, podemos observar que

P(Tyf) = Tu(Pf).

Pero esto sucede porque el simbolo de —A no tiene una dependencia de la
variable x.

Observacién 2.0.24. Notemos que el operador T}, estd bien definido, ya que
en T" = R"/Z" = {x+Z" : x € R"} cada punto x estd representado por
una clase de equivalencia en R", lo que implica que x + & también es un
representante de alguna clase en T".
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Definicién 2.0.25. Un multiplicador de Fourier es un operador F tal que, para
toda funcién f suave, se tiene

FF (&) =m(&) F (&),

donde m(¢) es una funcién (el simbolo del operador) definida sobre el domi-
nio frecuencial { € Z" o en el dual de un grupo compacto.

Estos operadores pueden verse como transformaciones lineales que ac-
taan en el dominio de Fourier, y son tratados de forma explicita como casos
especiales de operadores pseudodiferenciales en [7] capitulo 4.

De lo anterior podemos deducir que si F es un multiplicador de Fourier
entonces F ‘conmuta’ con un operador de traslacion, esto serd condensado
en el siguiente corolario.

Corolario 2.0.26. Sea F un multiplicador de Fourier, T un operador de traslacion y
a(x) € C®(T") una funcién. Entonces

F(Ta) = T(Fa).

Demostraciéon. Como F es un multiplicador de Fourier entonces existe m :
7" — C tal que

Fa(g) =m(§)a(g) V&ezZ"
Como T es una traslacién, entonces
(Ta)(x) =a(x+h),
luego, su transformada de Fourier satisface
Ta(g) = &4 (g).

Dado que F es un multiplicador de Fourier, entonces

F(Ta)(x) = ) ™ m(&)Ta(g)

cezn
— Z e27rix-§m(g)627rih~§ﬁ(§).
cezr

Reordenando los factores,

F(Ta)(x) = ) ™ Em(g)a()

gezn
= T(Fa)(x).
]

Ahora veremos un ejemplo de cuantizaciéon en R" y en T" con el fin de
comparar un simbolo toroidal con su versién en R".
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Ejemplo 2.0.27. En el espacio euclidiano, la cuantizacion de p(&) = 2V7t"|E|Y
conv € RT, da el operador pseudodiferencial

Op(p)f(x) = [ ™2 g f()de.

Este operador es la potencia fraccionaria del laplaciano, es decir,

Op(p) = (—A)"/2.

En el toro T", la variable dual ¢ ya no es continua, sino discreta, ¢ € Z". La
cuantizacion del mismo simbolo p(¢) = 2V7"|¢|" estd dada por

-~

Opm(p)f(x) = ) ™" n"|g]") F(2).

cezr

Tal operador es la version discreta de (—A)V/2.

Gracias a las estructura del Toro, podemos notar algunas propiedades

Ejemplo 2.0.28. Consideremos el operador diferencial —A + V(x) con V(x) €
C*®(T"). Sea f(x) una funcién periédica, entonces

(~A+VE)f = ¥ ™ (jgP+V(x)) f(©)

fezn

= % (ePERRE) + PV (1) (D))

cezZn

= ) PEERE) + ) eEV(0)f(2)

cezn cezr
= —Af+V(x)f.
Donde podemos ver una especie de propiedad distributiva.

Observacién 2.0.29. En el Ejemplo 2.0.28 obviamos la constante 47> del sfm-
bolo del laplaciano para més simplicidad en la escritura.

En el siguiente ejemplo vamos a ver qué le hace un operador pseudodi-
ferencial con un simbolo ¢ (x, {) que depende de x y ¢ a la funcién cos (277x)
en T!. Esto con el fin de mostrar la dependencia de la variable x ya que en
los anteriores ejemplos o (x, ¢) dependia solo de ¢, digamos o (x, ) = o(¢).

Ejemplo 2.0.30. Consideremos la funcién f(x) = cos(27tx) en T'. Su serie de

Fourier estd dada por .
fx) =} f(g)erm™

ceZ
27Tix —27ix
flx) = % = cos(27x)
_ leZm'xJ + 162m’x~(—1).

2 2
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Por lo tanto, los coeficientes de Fourier f(¢) son:

f) =5 F- =5 f@=0sicAL

o(x,&) = (1+sin(27tx)) /1 + &2,

este simbolo depende de x € T y de ¢ € Z.

Sea

El operador pseudodiferencial asociado es

Op(0)f(x) = ) ™ o(x,¢) f(2).

CeZ

Como vimos, f () # 0 para ¢ = £1. Asi que la suma se reduce a

Op(o)f(x) = %eznixa(x, 1)+ %e_zmxa(x, —1).

Ahora evaluemos

o(x,1) = (1 +sin(27x)) V1 + 12 = (1 +sin(27x)) V2

o(x,—1) = (1 +sin(27x)) /1 + (=1)2 = (1 + sin(271x)) V2.
Luego,

Op(0) f(x) = %em (V2(1 +sin(27x))) + %e—zmx (V2(1 +sin(27x)))
= V2(1 +sin(2mx)) - 5 (7 4 e27)
V2

= 7(1 + sin(27x)) - (ezmx + fzmx)
= V2(1 + sin(271x)) - cos(27x).

Este ejemplo ilustra de forma explicita cémo la dependencia del simbolo
en la variable espacial x afecta el comportamiento del operador pseudodi-
ferencial sobre funciones periédicas. A diferencia de los operadores cldsicos
definidos por simbolos independientes de x, aqui se observa que el operador
ya no preserva la forma pura de la funcién base (como el coseno), sino que
modula su amplitud por un factor también peridédico.

En este caso, el operador Op(c), con

o(x,&) = (1+sin(27x))/1 + &2,
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transforma la funcién f(x) = cos(27tx) en
Op(0)f(x) = V2(1 + sin(27x)) cos(27x),

mostrando asi como la estructura del simbolo se refleja directamente en el resulta-
do: la parte dependiente de ¢ da lugar a un efecto diferencial (tipo Laplaciano
fraccionario).
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Capitulo 3

Aplicaciones

El célculo psuedodiferencial periédico ha sido estudiado ampliamente en
los dltimos afios, con los trabajos de M.Ruzhansky en [7], [19]. Cuenta con
muchas aplicaciones en la teoria de las ecuaciones diferenciales parciales,
ademads es de suprema utilidad en la teoria de operadores Neuronales [20].
Otra de las aplicaciones son los operadores pseudodiferenciales elipticos en
T". Este capitulo serd dedicado al estudio de ecuaciones elipticas junto con
propiedades de regularidad en el entorno toroidal.

Un problema central en la teoria de ecuaciones en derivadas parciales es
determinar cémo resolver la ecuaciéon

Lu=f

para un operador diferencial parcial dado L y una funcién conocida f. Es
decir, queremos encontrar un operador L~! tal que

LoL '=L"1oL=1,

siempre que estas composiciones estén bien definidas. En tal caso, la funcién
u = L~1f representard una solucién a la ecuaciéon Lu = f.

Si el operador L tiene coeficientes variables, en muchos casos es com-
plicado, si no imposible, hallar una expresion explicita para su inversa L~
(cuando esta existe). Sin embargo, en numerosos problemas de la teoria de
las EDPs, el interés no radica en obtener una expresién explicita de L~ sino
en comprender ciertas propiedades esenciales de la solucién u a la ecuacién
Lu=f.

Una de las propiedades mads relevantes de la solucién u es el comporta-
miento de sus singularidades. La cuestion que surge es si es posible determi-
nar las singularidades de u a partir de las singularidades de f, donde Lu = f.
En este contexto, no es estrictamente necesario encontrar una solucion exacta
de la ecuacién Lu = f, sino que en muchas aplicaciones basta con describirla
dentro de una clase de funciones mas regulares.

En otras palabras, en lugar de buscar la inversa L™, nos interesa hallar
un operador P tal que

u=Pf

sea una solucién de Lu = f en el sentido de funciones suaves. Esto significa
que (PL—1I)f y (LP —I)f son suaves para toda funcién f de cierta clase.
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Dado que los operadores en == = Op(S;°) = Op(Nyer ST) cumplen
esta propiedad, definimos lo siguiente:

Definicién 3.0.1. Se dice que un operador P es una parametriz derecha de L si
satisface
LP-Tey ™.

Andlogamente, un operador S es una parametriz izquierda de L si se cumple
SL-Teyp .

Las parametrices izquierda y derecha estan estrechamente vinculadas. En
efecto, por definicion, si

LP—1=R;y, SL—I=R
con Ry, Ry € p~*°, se deduce que

S=S(LP— Ry) = (SL)P — SRy = P+ RyP — SR;.

3.0.1. Ecuaciones Elipticas

Dado p(x,8) € OpSl5, 0 < 6 < p < 1, diremos que P = p(x,D) es un

operador pseudodiferencial eliptico si exsiten C, K € (0, o) tales que

lp(x,8)7'| <C(&)™™ para || > K. (3.1)

En tal caso, si tomamos ¢ € C®(T") tal que ¢(¢) = 1 para |{| > 2K, 0
para |¢| < K, se sigue que

9(x,8) = @(E)p(x,0) "t €S} (32)

Ahora usaremos los resultados del curso de cédlculo pseudodiferencial pa-
ra analizar lo siguiente:

SiQ =4q(x,D) € Op S;,(En (Q es el operador asociado al simbolo g(x, ¢)),
entonces

PQ=I1-R;, QP=1-5 (3.3)

con Ry, 51 € S;g’.

Podemos tomar

E, ~ O (Z RQ) , Ep~ (Z S]1> Qe Y, (T" x 2" (3.4)

j>0 >0

y obtener

PE,=I-R, EP=I1-S, RScY,?. (3.5)
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La identidad E,(PE) = (E,P)E, implica que E; — E; € Op S;;°, asi que
podemos fijar E = E; y obtener

PE=I—-R, EP=I-S, RSe¥,=0p(S,5). (3.6)

E,y E;en (3.4) son la parametriz derecha y parametriz izquierda respecti-
vamente. El argumento que se acaba de dar muestra que si P tiene parametriz
derecha e izquierda (es decir, si P es eliptico), entonces estas coinciden esen-
cialmente, produciendo E como en (3.5), llamada parametriz (bilateral) de
p.

Dada tal parametriz, se deducen varios resultados de regularidad global.
Por ejemplo, suponga que u € H7?(T") para algin ¢ € R,y

Pu=f (3.7)

Aplicando E a ambos lados obtenemos

EPu=Ef = (I—S)u = Ef

= u=Ef+ Su c H-. (3.8)
Ahora u € H?(T") = Su € H¥*(T"),Vk,y f € H**(T") = Ef €
Hs+m'2("]1"”),
Por lo tanto,

f € H(T") = u € H¥™2(T"). (3.9)

Con el fin de mostrar ejemplos de ecuaciones elipticas daremos una defi-
nicién equivalente de operador eliptico tomada de [21].

Definicién 3.0.2. Seam € Ryseac € S™(T" x Z") = S{,(T" x Z"). Dire-
mos que el correspondiente operador pseudodiferencial peridédico T es elip-
tico de orden m, si o satisface

V(x,8) €T" X Z" : || = mg = |o(x,8)| = Co (8)"
para algunas constantes g, Co > 0.

También diremos que o (x, D) es un operador fuertemente eliptico si o satis-
face
V(x,&) e T" x Z" : |&] > ngp = Reo(x,&) > Co (&)™

Ejemplo 3.0.3. Veamos que —A es un operador eliptico de orden 2.

_A:_Z

n aZ
=5
= Bx].

J
Luego,
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—Af(x Z ez (x)

ez

= ) f(©)@rlg]) e (x).

cezr
Asi,

o_a(x,8) = 4r?[¢]?

C(1+g))?

= C(1+2g] +[¢)-
De este modo, —A es un operador eliptico de orden 2.

Ahora miremos un caso més general propuesto en [21].

Teorema 3.0.4. Sea v un niimero real positivo. Si Q € C*(T™). Entonces (—A)"/? +

Q(x) es un operador fuertemente eliptico, y consecuentemente un operador de Fredholm
de H"(T") en H*~V(T") para todo s € R.

Demostracion. Escribimos
T=(-8)""+Q(x).
Luego,
Tez(x) = (=) + Q(x))eg (%)
= (—A)"eg(x) + Q(x)eg(x)
= (27t|g]) ez (x) + Q(x)ez (x)
((27t|])" + Q(x) ez (x).

X

Por lo tanto,
or(x,§) =2"7"[¢]" + Q(x).

Como Q es continua, deducimos que Re Q es también continua sobre el
compacto T", luego Re Q es acotada. Definimos

C; = min Re Q(x)
xeT”
y observemos que
Reor(x, ) = 2"'7'[¢]" + Re Q(x)

> 2' 8]+ G
> C([¢[+1)"
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para |¢| suficientemente grande. Por lo tanto, T es un operador fuertemente
eliptico, y por tanto eliptico. Ademads, si usamos el Teorema 4.9.17 de [7], el
cual afirma que elipticidad implica Fredholm, acabamos la prueba.

O

Veamos un ejemplo concreto:
Ejemplo 3.0.5.

Sea P = (—A)"/2 un operador pseudodiferencial del laplaciano y f €
C®(T") una funcién. Queremos probar la siguiente propiedad:

Pf () = (27[g])Vf(€)
Fri(PF)(E) = @rle) £(2).

Como f € C®(T"), podemos escribirla en su serie de Fourier como

flx) =3 ™ f(n).

176271

Aplicando el operador (—A)"/2, cuyo simbolo esta dado por o'(17) = (27t|17|)",
obtenemos que

(=8)"2f(x) = ) @nln))"f (). (3.10)

nez"

Ahora, usando la transformada de Fourier sobre (3.10) tenemos

Fo(PE) = /T ( 3 (27tly])'f (ﬂ)ez’“""?) e~ 2mxE gy
nezr

= ¥ @i [ 00 .

nez" "
La integral
/ eZm’xweonixf dx =0 si n 7£ &
HIRC

y 1si = ¢, usando la ortogonalidad de las bases de Fourier.

Por lo tanto,

Fru(Pf) (@) = X @alyl)'f(n)éye = Y (@mlg))"f(5)oe-

nez" nezn"

Cuando 77 # ¢, toda la suma colapsa, asi que nos queda solo el término 1 = ¢.

Por lo tanto X
Fr(Pf)(8) = (27[g])" £ ()
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