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RESUMEN

El presente trabajo de grado, aborda la problematica de la ensefianza del signo igual como
equivalencia en el proceso de transicion de la aritmética al algebra, en estudiantes de octavo
grado de una Institucion Educativa oficial en Colombia. Este trabajo se basa en investigaciones
previas realizadas por profesores-investigadores de la Universidad del Valle, que se encuentran
en el campo de la Educacion Matemadtica, ademas de otros autores, que han explorado la
integracion de recursos didacticos como GeoGebra y el Tangram. La justificacion de este trabajo
de grado se fundamenta en la necesidad de presentar una propuesta de ensefianza del signo igual,
que a menudo se limita a un enfoque operativo sin apreciar su significado fundamental de
equivalencia. Para afrontar esta problematica, se propone disefiar una secuencia de actividades
que utiliza las figuras geométricas del Tangram en GeoGebra, aprovechando la dualidad tangible
e intangible de la geometria. El disefio se alinea con la Heuristica de los Modelos Emergentes, la
Trayectoria Hipotética de Aprendizaje (THA) junto con los Lineamientos Curriculares de la
Educacion Colombiana. Se espera que esta propuesta, al combinar recursos didacticos,
tecnologias educativas y enfoques pedagdgicos respaldados por investigaciones, aporte
positivamente a la ensefanza del signo igual al facilitar conexiones mads significativas y
conceptuales entre los estudiantes y las nociones matematicas implicitas y explicitas que
sustentan la propuesta de disefio.

Palabras clave: Geometria, GeoGebra, relacion de equivalencia, signo igual, Tangram.



ABSTRACT

This undergraduate thesis addresses the issue of teaching the equal sign as equivalence in the
transition process from arithmetic to algebra in eighth-grade students of a public educational
institution in Colombia. This work is based on previous research conducted by
teacher-researchers at the University of Valle, specializing in Mathematics Education, as well as
other authors who have explored the integration of didactic resources such as GeoGebra and
Tangram. The justification for the project is grounded in the need to present a teaching proposal
for the equal sign, which often is limited to an operational approach without appreciating its
fundamental meaning of equivalence. To address this issue, it is proposed to design a sequence
of activities that utilize the geometric figures of Tangram in GeoGebra, taking advantage of the
tangible and intangible duality of geometry. The design aligns with the Heuristic of Emergent
Models, the Hypothetical Learning Trajectory (HLT), along with the Curricular Guidelines of
Colombian Education. It is expected that this proposal, by combining didactic resources,
educational technologies, and pedagogical approaches supported by research, will positively
contribute to the teaching of the equal sign by facilitating more meaningful and conceptual
connections between students and the implicit and explicit mathematical notions that underpin
the design proposal.

Keywords: Geometry, GeoGebra, equivalence relation, equal sign, Tangram.



INTRODUCCION

La educacion matematica en Colombia segun el Ministerio de Educacion Nacional MEN
busca no solo la ensefianza y el aprendizaje de calculos, sino también el desarrollo de
pensamientos y competencias, que permitan a los estudiantes entender y aplicar conceptos
matematicos en diversos contextos, promoviendo asi la competencia matematica. Dentro de este
marco, el presente trabajo de grado se centra en el desarrollo del pensamiento espacial, definido
como “el conjunto de procesos cognitivos mediante los cuales se construyen y manipulan
representaciones mentales de los objetos del espacio y sus relaciones”. (MEN, 1998, p. 56).

Este trabajo de grado, el cual se encuentra inscrito en la linea de la Didactica de las
Matematicas se enfoca en la ensefianza del signo igual como equivalencia en el grado octavo de
la educacion colombiana, utilizando recursos didacticos como el Tangram y GeoGebra.

La problematica radica en la interpretacion limitada del signo igual por parte de los
estudiantes, quienes a menudo lo ven solo como un operador algoritmico en lugar de un simbolo
de equivalencia, lo cual puede obstaculizar su comprension matematica, especialmente en la
transicion de la aritmética al algebra (Kieran y Filloy Yagtie, 1989, p. 230).

Con el fin de abordar esta problematica, se propone un disefio de actividades mediado por
GeoGebra que emplea el Tangram para ensefiar la nocion de equivalencia a través de
configuraciones de areas equivalentes en figuras geométricas. Esta metodologia no solo busca
aportar a la ensefianza del signo igual como equivalencia sino que también integra tecnologias
educativas y recursos didacticos, que pueden ser insumos (recursos) para los profesores de las
instituciones educativas en Colombia.

El contexto educativo y los resultados de las pruebas Saber 11° entre 2017 y 2022

muestran que un alto porcentaje de estudiantes se ubica en niveles de desempefio bajos en



matematicas, lo cual indica falencias significativas en su comprension matemadtica (ICFES,
2022). La hipdtesis central de este trabajo es que el uso adecuado del signo igual puede mejorar
significativamente el desempeno de los estudiantes en matematicas.

Este trabajo se sustenta en investigaciones previas realizadas por profesores
investigadores de la Universidad del Valle y en la teoria de la mediacion instrumental, la cual
destaca la importancia de los instrumentos tecnologicos en la construccion del conocimiento
matematico. Ademas, se apoya en los modelos heuristicos emergentes y las condiciones
cognitivas del aprendizaje de la geometria propuestas por Duval (2005, 2017) y Carcamo (2017).

Finalmente, esta investigacion busca desarrollar una propuesta didactica que facilite la
ensefanza del signo igual como equivalencia, integrando recursos como el Tangram y GeoGebra,
y que contribuya a mejorar la comprension del signo igual como equivalencia en los estudiantes

de octavo grado en Colombia.
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Capitulo 1

Este primer capitulo tiene como propdsito presentar los elementos que hicieron posible
mostrar que existe una problematica que sustenta esta investigacion; por lo que inicialmente se
hace una contextualizacion de aspectos curriculares y didacticos que permiten al lector entender
porque este trabajo se inscribe en el campo de la Educacion Matematica y en particular muestra
un interés por desarrollar una propuesta que articule los recursos del Tangram en GeoGebra para
fortalecer el desarrollo del pensamiento geométrico en estudiantes de la bésica secundaria de la
educacion colombiana.

Ademas, se presentan algunas investigaciones que sustentan y afirman la necesidad de
realizar trabajos en el presente. Para después cerrar con el planteamiento de los objetivos que se

constituyeron como ejes conductores de este trabajo.

1.1 Planteamiento del problema y contextualizacion

Ese trabajo de grado, esta dentro del campo de la educacién matematica en Colombia, la
cual concibe la ensefianza y el aprendizaje de las matemadticas, a partir del desarrollo de
pensamientos y competencias, entendiéndose de que existen cinco pensamientos y sistemas
asociados a ellos, los cuales buscan desarrollar en el estudiante habilidades y ejecucion de
procesos logicos, que le permitan no solo desarrollar calculos, sino entender los conceptos
matematicos y la capacidad de aplicarlos en diversos contextos, ‘“ser competente
matematicamente” MEN (1998).

Esta investigacion estd inscrita en el pensamiento espacial, el cual puede ser entendido

como “... el conjunto de los procesos cognitivos mediante los cuales se construyen y se
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manipulan las representaciones mentales de los objetos del espacio, las relaciones entre ellos, sus
transformaciones, y sus diversas traducciones o representaciones materiales” (MEN, 1998, p.
56).

En ese orden de ideas, esta propuesta se apoyara de diferentes perspectivas investigativas
asociadas a la linea de didactica de las matematicas, al incluir las tecnologias relacionadas a la
Educacion Matemadtica y algunos recursos didacticos como el Tangram y GeoGebra, para
responder a la problematica de la ensefianza del signo igual como equivalencia, por medio de un
disefio de secuencia de actividades en el recurso didactico GeoGebra, enfocadas en el grado
octavo de la educacion colombiana.

Lo anterior toma interés debido a que, como mencionan Ramirez y Rodriguez al signo
igual a lo largo de los afios, no se le ha dado un papel significativo dentro de la ensefianza de las
matematicas, especificamente cuando los estudiantes pasan de la aritmética al algebra. Por lo
general, se presenta de manera algoritmica, o se hace una “contextualizaciéon” o acercamiento,
definiendo que este signo representa una balanza y que los valores que se encuentren a la derecha
y a la izquierda de este signo, son “pesos” que equilibran la balanza. Lo cual puede generar
obstaculos en los estudiantes. (2011, p. 506).

Con base a lo anteriormente mencionado, Kieran y Filloy Yagiie plantean que los
estudiantes en primera instancia por medio de su sentido visual, asimilan el signo igual con
realizar un proceso netamente operativo y no optan por la adopcion principal de este simbolo,
que denota basicamente una equivalencia entre ambos miembros de una ecuacion (1989, p. 230).

Teniendo presente la postura expuesta, si los estudiantes se centran Unicamente en
realizar procesos operatorios (el Signo igual), podria representar un gran problema para el

aprendizaje de los mismos, debido a que, estarian dejando a un lado, procesos matematicos,
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razonamientos, conjeturas e ideas por fuera lo cual dentro de las matematicas son de suma
importancia, simplemente por tener una Uinica nocion de este signo.

Segun Molina, Castro y Castro el signo igual no tiene una tnica nociéon o forma de
interpretarse, sino que depende de la contextualizacion que se esté dando, podria verse como una
correspondencia, operador o aproximacion. Por ejemplo, dos fracciones que aparentemente o
visualmente no parecen ser iguales, pueden catalogarse bajo un mismo grupo, un caso de tantos
seria 2/3 y 4/6 que son iguales, al definir el signo igual como una relaciéon de equivalencia.

(2007, p. 7). Observando la figura 1, se puede ver la representacion figural del signo igual, a

partir de las piezas del Tangram:
h e
I

L
1/16 1/16 1/16

Figura 1. Representacion figural del signo igual. La figura muestra el registro de representacion figural del signo igual por
medio de algunas piezas del Tangram. Fuente: Elaboracién propia.

Se evidencia que la fraccion 1/4 se puede expresar como la suma de 1/8 y 2/16, lo que
resulta en 4/16, este valor corresponde a una fraccion equivalente de 1/4. Cuando se traslada esta
perspectiva a una representacion geométrica, el 1/4 representado como el drea del tridngulo de
color naranja, puede ser descompuesto en diversas figuras, en las que cada una de ellas
representa el mismo tridngulo de color naranja.

Otra postura que presenta o ratifica la comprension operatoria que tienen los estudiantes,
es la de Ramirez y Rodriguez la cual menciona que, los estudiantes de primaria como de
secundaria, presentan el mismo enfoque o interpretacion del signo igual como operador, lo cual

es algo desalentador, debido a que, la comprension en su mayor amplitud del signo igual, es de
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un caracter muy importante para el aprendizaje del algebra y la resolucion de problemas. (2011,

p. 43)

Ahora bien, teniendo presente las pruebas Saber 11° entre los afos 2017 y 2022 del
calendario A, datos que son generados por el Ministerio de Educacion Nacional, en adelante
MEN, se ve reflejado que los estudiantes obtuvieron unos porcentajes bajos de acuerdos a los 4

niveles de desempefio que se tienen en cuenta en estas pruebas como lo podemos observar en las

siguientes figuras:

55
55
54
54

53
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:gg 53 52 52 52 52 52
= (12) (12) (12) (12)
= 52 11)
i)
b
E 52 51
[=]
a (11)

51
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50

2017 2018 2019 2020 2021 2022
Afio

() Desviacion estandar

Figura 2. Promedio del puntaje (2017-2022) de la prucba de matematicas en calendario A. La figura
muestra el promedio del puntaje y la desviacion estandar de la prueba durante el periodo 2017-2022.

Fuente: Informe Nacional de Resultados Saber 11° (2022).
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Figura 3. Niveles de desempefio* (2022) en calendario A. La figura presenta la informacion de los niveles de
desempefio de la prueba de Matematicas en los que se ubican las y los estudiantes a nivel nacional, para los NSE 1y
4. Fuente: Informe Nacional de Resultados Saber 11° (2022).

Teniendo en cuenta los datos estadisticos proporcionados por el ICFES, en lo que
respecta a los resultados de la prueba de matematicas, llevada a cabo por los estudiantes en el
calendario A desde 2017 a 2022, se observo un incremento de un punto en el puntaje promedio
con respecto a 2021.

Este aumento significd un retorno al promedio de los tltimos cinco afios, que fue de 52
puntos, y que se habia reducido en 2021, como se muestra en la figura 2. En cuanto a la
distribucion de los estudiantes seglin los niveles de desempefio en la prueba de Matematicas (Ver
figura 3), a nivel nacional, se destaca que el 84 % de los estudiantes se ubico en los niveles 2 y 3,
mientras que solo el 5 % logr6 alcanzar el nivel 4.

En el caso de los estudiantes de instituciones ubicadas en areas rurales, su distribucion

fue similar a la del grupo de nivel socioeconémico (NSE) 1, con cerca del 20 % de estudiantes



Nocion del signo igual: Una propuesta de ensefianza con los recursos del Tangram y GeoGebra 6
ubicados en el nivel de desempefio 1 y menos del 2 % en el nivel 4. También en el nivel 3 se ve
una similitud entre el grupo NSE 1 y rural con un porcentaje igual o menor del 35%.

Los estudiantes de las escuelas urbanas obtuvieron una distribucion similar a nivel
nacional, pero con una menor proporcion de estudiantes en los niveles de desempefio mas bajos
(1 y 2), siendo un 41 % en comparacion con el 45 % a nivel nacional. Entre aquellos estudiantes
pertenecientes al NSE 4, se encontr6 la mayor cantidad de estudiantes en el nivel mas alto,
representando un 21 % de ese grupo.

Sin embargo, esta jerarquizacion por niveles (1, 2, 3 y 4), no puede ser un factor muy
determinante, pues se tendria un sesgo, dado que el promedio de estudiantes a nivel nacional se
encuentra en puntos muy bajos del nivel 3 y no se podria dar con certeza una diferencia
significativa entre el nivel 3 y el nivel 2.

Con base a la informacion estadistica, se puede conjeturar que los estudiantes tienen
falencias matematicas a la hora de presentar las pruebas Evaluar para Avanzar y Saber 11, dichas
falencias determinarlas especificamente seria una utopia, pero, aun asi, dada la misma naturaleza
de la problematica. Se puede establecer hipotéticamente que el “mal” uso del signo igual es uno
de los principales factores, pues la extension de dicho signo, se presenta en casi todas las
problematicas de caracter matematico.

Ahora, retomando la postura de (Molina et al., 2007) si el signo igual toma un
“significado” dependiendo del contexto donde se encuentre y teniendo en cuenta las estadisticas
de las pruebas estandarizadas desarrolladas a nivel nacional por el ICFES; surge la siguiente
interrogante: ;Como el disefio de una secuencia de actividades mediada por el Tangram en un

recurso didactico como GeoGebra, puede contribuir a la ensefianza del signo igual como una
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equivalencia, a través de la configuracion de areas equivalentes de figuras geométricas, en el

grado octavo de la educacion colombiana?

1.2 Justificacion y antecedentes

Dentro de los multiples aportes que se han venido dando en la Universidad del Valle, en
el campo de la educacion matematica, por parte de docentes como Santacruz (2009), Zuluaga y
Cruz (2019), Correa (2020), Cumbal (2020) y Bonelo y Maca (2023); donde los diferentes
aportes que ellos hacen, sirven para determinar las tendencias que se han trabajado respecto a la
Geometria y sus alcances en la educacion. Primero se presentard de manera sintética los aportes
de los docentes mencionados para después abordar la importancia de los mismos en la creacién
del Disefio de actividades que sustentan esta propuesta de Disefio.

El articulo de la docente Santacruz, introduce el enfoque de la ‘“‘aproximacion
instrumental” en la Didactica de las Matematicas, que se centra en la integracion de tecnologias
informaticas en la ensefanza de las matematicas. Se subraya la importancia de entender los
instrumentos como elementos mediadores en la actividad matematica y como influyen en la
construccion del conocimiento por parte de los estudiantes. (2009, parr. 7).

La perspectiva aborda la diferencia entre artefactos e instrumentos, resalta que los
instrumentos son construidos por el sujeto y estan relacionados con los Esquemas Sociales de
Uso. También se enfatiza la importancia de la orquestacion instrumental, que busca promover la
génesis instrumental de los estudiantes a través de la introduccion de nuevos artefactos en el
aula.

La investigadora sugiere que, la gestion didactica de sistemas de instrumentos es

fundamental y que el profesor desempefia un papel clave en el disefio de secuencias didacticas
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que integran instrumentos tecnoldgicos, donde describe una metodologia que se centra en el
disefio de situaciones didacticas considerando la mediacién de instrumentos y la actividad
matematica, priorizando la dimension didactica. La metodologia planteada, abarca varias fases,
desde el andlisis preliminar hasta la evaluacion de los resultados obtenidos en la
experimentacion.

La tesis central de las investigaciones realizadas por el profesor Zuluaga et al. (2019)
reside en la necesidad de transformar las practicas evaluativas en la Educaciéon Matematica a
través de un enfoque reflexivo y un so6lido Desarrollo Profesional Docente. Se destaca la
importancia de superar las limitaciones de las practicas evaluativas tradicionales, enfocandose en
la reflexién como un medio para comprender, cuestionar y mejorar la ensefianza.

El estudio aboga por un cambio significativo en la forma en que los docentes conciben y
aplican la evaluacion, promoviendo un ambiente colaborativo donde la reflexion y el intercambio
de experiencias se convierten en motores para la transformacion educativa.La investigacion del
docente analiza detalladamente las practicas evaluativas y reflexivas de un grupo de profesores
de matematicas en una instituciéon educativa del departamento del Valle del Cauca, Colombia;
donde el estudio se centra en la necesidad imperante de transformar las practicas evaluativas,
destacando el papel crucial de la reflexion y el Desarrollo Profesional Docente (DPD) como
elementos fundamentales para lograr dicha transformacion.

El Desarrollo Profesional Docente (DPD) emerge como un componente esencial para
entender y mejorar las practicas educativas. La investigaciéon subraya la importancia de
reconocer las condiciones y posibilidades contextuales en el DPD, destacando la interaccion con
los contextos espacial y temporal como elementos clave. La estrategia de formacion docente

propuesta se fundamenta en el trabajo colaborativo, donde la figura del investigador se disuelve
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en la practica reflexiva, promoviendo la revision personal, resignificacion y transformacion de
las practicas evaluativas.

En relacion con las Practicas Evaluativas, se identifica que estas estdn estrechamente
ligadas a la concepcion de evaluacion del docente, respondiendo a diversos condicionamientos
de la ensefanza institucionalizada. La evaluacion se ve influenciada por normativas,
concepciones personales, contextos y demandas externas, afectando significativamente la
ensefianza, revelando que, aunque los profesores asignan importantes funciones a la evaluacion,
estas a menudo se limitan a replicar procedimientos previos, sin una reflexion profunda sobre su
impacto.

Por otro lado, la Practica Reflexiva emerge como un elemento clave para la
transformacion de las practicas evaluativas. Se adopta un enfoque basado en Shon, que distingue
entre la reflexion en y durante la accion, y la reflexion sobre la accion y sobre la reflexion en la
accion. La investigacion destaca la importancia de la reflexion orientada, que va mas alla de la
experiencia, buscando respuestas a interrogantes o dilemas. La reflexién se presenta como un
escenario de desarrollo profesional dindmico, donde los profesores comparten experiencias, se
identifican y contribuyen al debate, generando una discusion colectiva enriquecida con nuevos
discursos.

El trabajo realizado por Correa (2020), aborda un estudio centrado en los procesos de
visualizacion de estudiantes de séptimo grado de educacion basica. El objetivo principal es
comprender como estos estudiantes enfrentan una trayectoria hipotética de aprendizaje destinada
a mejorar su comprension de las areas de figuras planas y fomentar el desarrollo de su
pensamiento geométrico y métrico.

El estudio se lleva a cabo en tres grupos de estudiantes de una Institucion Educativa
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oficial en Buga, Valle del Cauca. Para llevar a cabo este trabajo, se aplica una perspectiva
semiodtica-cognitiva inspirada en la propuesta de Duval (2005), sostiene que el aprendizaje de las
matematicas, especialmente la geometria, depende de la coordinacion adecuada de diferentes
registros de representacion semiotica y su interpretacion.

Ademas, se basaron en las investigaciones de Marmolejo (2014) para disefiar una
trayectoria de aprendizaje que permitiera a los estudiantes explorar figuras geométricas,
compararlas, clasificarlas, reconfigurarlas y elaborar explicaciones, lo que condujo a una mejor
conceptualizacion del tema de interés.

Por lo tanto, los resultados del estudio indican que la comprension de los estudiantes, se
logra a través de la mediacion de diversos recursos semioticos, que les ayudaron a tomar
conciencia de los registros figurales y dar sentido a los procesos de visualizacion que
experimentaron.

Ahora bien, el propdsito de investigacion de la profesora Cumbal (2020), fue analizar las
practicas de ensefianza de dos profesores noveles en la integracion de recursos digitales,
especificamente en el contexto de una trayectoria hipotética de aprendizaje sobre la traslacion.
Para caracterizar estas practicas, se utilizaron dos enfoques tedricos: la Aproximacion
instrumental, que ofrece una visidon especifica de los fenomenos didacticos, y el Modelo del
Conocimiento Tecnologico Pedagdgico del Contenido, que ayuda a identificar los conocimientos
tecnologicos, pedagogicos y de contenido matematico y su influencia en la ensefianza.

Ademas, se tuvo en cuenta la heuristica de los modelos emergentes para disefar la
trayectoria hipotética de aprendizaje aplicada por los profesores.

El estudio se llevo a cabo mediante el Estudio de casos multiples y la Investigacion

Basada en el Disefio, donde los resultados principales, revelaron que los profesores noveles
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utilizaron la trayectoria hipotética de aprendizaje, para abordar el pensamiento matematico de los
estudiantes en el proceso de aprendizaje. También, se destaco que el conocimiento tecnolégico
pedagogico del contenido, influyd en las caracteristicas de las practicas docentes e identifico las
orquestaciones ‘“explicacion de la pantalla” y “guia-explicacion” como elementos clave en la
gestion de la clase de estos profesores en la integracion de recursos digitales.

Por otro lado, se encuentra el trabajo realizado por los profesores Bonelo y Maca (2023),
el cual centrd la mirada en disefiar y proponer tres situaciones de aula utilizando GeoGebra y la
metodologia de Experimentos de ensefianza en colaboracion con un grupo de investigadores de
la Universidad del Valle.

Estas actividades, tenian como propoésito potenciar el desarrollo de la visualizacion en los
estudiantes de sexto grado de educacion basica secundaria, especialmente en lo que se refiere a
establecer equivalencias entre poligonos, cuando se aplican Transformaciones Isométricas. La
investigacion condujo a resultados que pueden tener un impacto positivo en las metodologias de
ensefianza de la geometria con el uso de tecnologia.

El como trabajar con GeoGebra facilitd la visualizacion de figuras geométricas y la
actividad heuristica relacionada con ellas, lo que resultdé en una mejor comprension de las
Transformaciones Isométricas a través de tratamientos figurales y operaciones visuales. Ademas,
fue importante la articulacidon entre el discurso en geometria y la visualizacién, ejemplificado
mediante la actividad en la que los estudiantes expresaban con palabras los movimientos
geometricos.

Por lo tanto, los estudiantes desarrollaron un lenguaje técnico a medida que escribian y
caracterizan los movimientos, lo que demuestra su progreso en la conceptualizacion de las

Transformaciones Isométricas.
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También, se resalta la compatibilidad entre la teoria semidtica de Duval (2005) y el
entorno de desarrollo proporcionado por GeoGebra, enfocandose en el tratamiento figural y las
transformaciones en figuras geométricas. Finalmente, se destaca como GeoGebra permite el
despliegue de modificaciones y operaciones figurales, lo que se alinea con la teoria de Duval.
Ademas, se enfatiza la importancia de la experimentacion y la visualizacion en la reorganizacion
del pensamiento matematico y la construccion de conceptos.

Los trabajos de los Educadores Matematicos anteriormente mencionados, sirven como
filtros para estructurar y apoyar este trabajo de grado, puesto que aportan elementos que sirven
para la constitucion del mismo (por ende, a la solucién a la problematica), porque muestran
elementos como modelos, posturas didacticas-cognitivas de la ensenanza-aprendizaje, y
reflexionan sobre los alcances que pueden tener la articulacion de recursos pedagogicos para la
ensenanza y aprendizaje de la Geometria a través de un medio como GeoGebra.

Con base a lo anteriormente mencionado. Si se realiza una revision a través de los
Lineamientos Curriculares en Matematicas de la educacion en Colombia, resulta evidente que
estos se estructuran en torno a cinco pensamientos que, a primera vista, parecen estar separados
entre si. Sin embargo, el “principal” pensamiento que abarca esta propuesta de trabajo de grado
es: el pensamiento espacial y sistemas geométricos. Debido principalmente que el objeto
matematico a tratar es de caracter Geométrico junto al recurso GeoGebra que facilita el uso de

Sistemas de Transformaciones (ver Consideracion del software de geometria dindmica GeoGebra

como recurso didactico).
Segin Palarea M., la Geometria, especificamente el Tangram, tiene un papel significativo
en la ensefanza y aprendizaje de las matematicas, que muchas veces se pasa por alto dado que,

tiene la cualidad de ser un puente para la transicion al lenguaje algebraico (1998, p. 124). Por



Nocion del signo igual: Una propuesta de ensefianza con los recursos del Tangram y GeoGebra 13
consiguiente, aqui se puede encontrar un punto de apoyo para la estructuracion de la solucion a
la problematica expuesta en las paginas anteriores, debido a que, si se toma esta postura, la
Geometria por su naturaleza dual o multidimensional.

Como lo menciona Camargo L. y Acosta M., debe tener una parte “tangible” y otra parte
“intangible” donde el cardcter “tangible” podria decirse que, se compone de una parte biologica
y una parte fisica, ella define que la dimension bioldgica hace referencia a aquellos sentidos con
los que se podria decir que, el humano viene configurado por naturaleza, como lo son: el sentido
espacial, la percepcion y visualizacion. Ahora, la parte fisica hace alusion a las propiedades
espaciales de objetos tangibles o representaciones de los mismos que modelan el espacio
conocido. (2012, p. 4).

Finalmente, estos autores, al caracter “intangible” lo clasifica en dos dimensiones, que
son: dimension aplicada y tedrica. La dimension aplicada, se refiere mas especificamente a
clasificarlo como una herramienta que toma elementos de otras ramas de las matematicas y que
tienen la finalidad de representarlos o darles una interpretacion mas geométrica. Un ejemplo,
podria ser la transposicion didactica de los productos notables en algebra a una representacion

geométrica con rectangulos y cuadrados como se muestra en la figura 4.

a+b

a+b

(a+b)=a42ab+b

Representaciéon Algebraica Representacion Geométrica

Figura 4. Ejemplo de transposicion didactica de los productos notables. La figura muestra la
transposicion didactica de los productos notables en algebra a una representacion geométrica con
rectangulos y cuadrados. Fuente: Propia.
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La dimension tedrica, se distingue principalmente por ser una coleccion de diferentes
aspectos de caracter riguroso que da el estatus de disciplina cientifica a la Geometria, algunos de
estos aspectos son: Aspectos abstractos, conceptuales, deductivos y formales. Sin embargo, la
autora menciona que estas dos dimensiones, “tangible” e “intangible”, son dependientes entre si
y por esta razon, no podria darse la actividad geométrica prescindiendo de uno de ellos.

Teniendo en cuenta la postura de (Camargo et al., 2012) , se pueden estructurar, disefios
de actividades que parten de lo “tangible” y a medida que el estudiante va creando su
conocimiento puede llegar a un punto mas abstracto “intangible”.

Por consiguiente, teniendo presente la postura de Palarea (1998, p. 124) y (Molina et al.,
2007), se puede establecer que el signo igual estd presente en actividades de caracter geométrico,
debido a que el Tangram esta dentro de las cualidades que proporciona la geometria y, ademads,
posee figuras que lo componen e incluso dichas figuras se componen de otras. Se puede
establecer una propuesta de ensefianza del signo igual como relacion de equivalencia entre areas
y superficies a partir del Tangram.

Ahora bien, si se tiene presente la “dualidad” que posee la Geometria, y viendo
histéricamente en los ultimos afios, que se viene presentando una aceptacion por integrar
tecnologias para la ensefianza y aprendizaje, podria crearse un enlace entre las dos dimensiones
de la Geometria (tangible e intangible) y la parte de las TICs, debido a que tienen la ventaja de
que los estudiantes puedan interaccionar y hacer cambios en figuras geométricas en tiempo real y
esto puede servir para que los estudiantes creen conjeturas, hipdtesis e incluso deducciones, que
les permita ver la conservacion de areas y superficies entre figuras geométricas del Tangram.

En 1996, Corberan planted en su trabajo la conservacion y estudio de las propiedades de

las figuras, que se tendran en cuenta en esta propuesta de ensefianza, ademas con el objetivo de
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fortalecer la base de esta propuesta, en 2014, Pérez, dio importancia al rol que ejecuta el profesor
en la integracion de tecnologias; donde el profesor desempena un papel fundamental como
mediador entre los estudiantes y el conocimiento matematico, éste (profesor) como experto, debe
ayudar a los alumnos a comprender los conceptos matematicos y la relacion entre los signos y
sus significados.

Pues el profesor guia a los estudiantes para que reconozcan el aspecto matematico de los
signos y su evolucion. Ademas, ¢l clasifica los signos generados durante las actividades y
determina si son personales, matematicos o puntos de conexion entre ambos, por ende infiere la
relaciéon entre los signos y las acciones realizadas con los artefactos o el conocimiento
matematico involucrado, en lo que plantea Pérez C., esto implica no solo trabajar en el nivel
cognitivo de los estudiantes, sino también en su capacidad de reflexionar sobre su propio proceso
de aprendizaje (metacognitivo). (2014, p. 142).

Dicho esto, la mediacion instrumental, se refiere a como las herramientas y artefactos
influyen en el pensamiento humano, especialmente en la educacion matematica, plantea Pérez
C., la pregunta: ;Como se relacionan las personas y las herramientas en un contexto educativo?,
ademas reconoce que la relacion entre artefactos y conocimiento es compleja y requiere un
analisis detallado (2014, p. 143).

Un modelo de aprendizaje que plantea Pérez C., se basa en un enfoque sociocultural, que

ve los artefactos, no solo como herramientas para realizar acciones, sino también como medios

para el aprendizaje. (2014, p. 137). (Ver Consideracion del software de geometria dinamica

GeoGebra como recurso didactico).

Se utiliza la metafora “entrar a un lugar” que brinda acceso al conocimiento matematico,

la mediacion instrumental comienza cuando podemos redefinir objetos matematicos en términos
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de construcciones, que pueden ejecutarse, como sucede por ejemplo con el software Cabri. En
conclusion, se trata de como las herramientas y artefactos contribuyen a la construccion del
conocimiento matematico; con base a esta postura, el software GeoGebra, se puede considerar un
medio para la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, por lo tanto se transforma en un
recurso.

Con las aportaciones y posturas que anteriormente se han mencionado, es posible pensar
en la estructuracion de un disefio en el que se articule un recurso como el Tangram y la
mediacion de GeoGebra, para generar una propuesta alternativa de la ensefanza de la geometria
que permita afrontar la ensefianza del signo igual como relacién de equivalencia por medio de
estos recursos y hacer un acercamiento al algebra, donde cobra una mayor importancia el estudio
de las expresiones algebraicas asociadas al estudio de propiedades de las formas.

Otros aspectos tedricos que ayudan a la organizacion y creacion de los disefios, serdn
expuestos posteriormente como: Los modelos heuristicos emergentes de Carcamo (2017), las
condiciones cognitivas del aprendizaje de la Geometria de Duval (2005).

Se espera que los estudiantes a través de la interaccion con los disefios de las actividades,
puedan lograr segin los Estdndares Basicos de Aprendizaje en Colombia del MEN (2006), “el
poder conjeturar y corroborar propiedades de congruencias y semejanzas entre figuras
bidimensionales, en la solucion de problemas. También, usar o manipular representaciones
geométricas para resolver y formular problemas en las matematicas y en otras disciplinas™ (p.
86).

Los disefios que se realizaran en esta investigacion, tienen el posible potencial de ser el
punto de partida para el desarrollo de actividades que promuevan el proceso de

ensenanza-aprendizaje del lenguaje algebraico. Sin embargo, es importante destacar que esta
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hipotesis se plantea como una perspectiva que requiere una exploracion mas profunda y queda
abierta a futuras investigaciones. En el alcance de esta propuesta de ensefianza en particular, el
enfoque se concentrard de manera especifica en la ensefianza del concepto del signo igual como
equivalencia a través de figuras geométricas del Tangram, mediado por GeoGebra.

Esta eleccion se debe a la necesidad de establecer una base solida y comprensible en
torno a un elemento fundamental del algebra, antes de abordar cuestiones mas amplias
relacionadas con el lenguaje algebraico en su conjunto. Asi, al limitar el alcance de esta
“investigacion” a un concepto especifico, se facilita un andlisis mas detallado y preciso, lo que
permite una comprension mas profunda y un enfoque mas efectivo en la ensefianza de este objeto
en particular “signo igual”.

La apertura de la hipotesis sobre las futuras investigaciones brinda la oportunidad a otros
académicos e investigadores interesados de explorar y verificar o refutar las posibles
implicaciones pedagdgicas que puedan derivarse del disefio, lo que enriquecerd el campo de las

matematicas en general, especificamente la ensefianza del dlgebra y la geometria.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo general
e Disefar e implementar una secuencia de actividades utilizando los recursos del Tangram
en GeoGebra, enfocada en la ensefianza de la nocion del signo igual como equivalencia a
través de figuras geométricas en estudiantes de octavo grado en una Institucion Educativa

oficial del Valle del Cauca.
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1.3.2 Objetivos especificos

e Identificar los referentes teodricos requeridos para estructurar el disefio de un recurso
digital mediado por el Tangram en GeoGebra para el trabajo de las relaciones de
equivalencias entre areas de figuras geométricas para estudiantes de octavo grado de la
basica secundaria.

e Configurar los elementos que permitan ordenar y elaborar una propuesta de recurso
digital mediada por el Tangram en GeoGebra para el trabajo de las relaciones de
equivalencias entre areas de figuras geométricas para estudiantes de octavo grado de la
basica secundaria.

e Determinar las dificultades relacionadas con la Geometria y las relaciones de
equivalencia mediante un pretest, para consolidar la estructura de las tareas que
componen el recurso disefiado.

e Analizar los resultados obtenidos en la implementacion de la propuesta de Disefio del
recurso digital mediado por el Tangram en GeoGebra en la mediacion del proceso de
aprendizaje de la relacion de equivalencia entre areas de figuras geométricas en

estudiantes octavo grado trabajando con figuras geométricas.

Capitulo 2

En este capitulo se recopilan los elementos tedricos esenciales que orientan la
constitucion de este trabajo de grado. Para Lograr lo mencionado se elaboraron tres apartados
generales los cuales buscan hacer precisiones desde tres frentes titulados como: Dimension
Curricular, Dimension Didéctica y Dimension Conceptual. En la primera dimension se realiza

una interpretacion de los orientadores ministeriales colombianos y como el pensamiento
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geométrico deberia entenderse para articularlo con los estandares basicos de competencias y el
desarrollo de habilidades matematicas.

La segunda dimension obedece a una necesidad de mostrar al lector el como se entiende
el concepto de recursos pedagodgicos y como un modelo tedrico didactico se articula con las
intenciones investigativas y de disefio de un Educador Matematico.

Por tultimo, la tercera dimension obedece a una sintesis concisa de como se interpreta
desde el conocimiento matematico los objetos de estudio y se pueden conceptualizar para
institucionalizar a nivel escolar, para un nivel de escolaridad determinado que en este caso
relaciona una de tantas interpretaciones del signo igual, para relacionarla con nociones
geométricas de las formas bidimensionales, la semejanza, congruencia y la conservacion del area

de contornos poligonales que se reconfiguran.

2.1 Marco teodrico

En este apartado, se establecen diversas dimensiones que convergen en la ensefianza de
las matematicas, centrandose especialmente en la geometria y la comprension del signo igual
como equivalencia. En la dimension curricular, se tiene presente los Lineamientos Curriculares
en Matematicas de la educacion colombiana, destacando la importancia de la actividad y la
experiencia en la construccion de sistemas geométricos.

En segundo lugar, la dimension didactica se centra en la construccion del Tangram,
relacionandolo con los Elementos de Euclides y destacando la versatilidad que aportan los
triangulos isdsceles en este proceso.

Ademas, se integra el recurso GeoGebra como una herramienta valiosa para la

comprension del signo igual, articulado con el Tangram y otros referentes que permiten
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fundamentar la realizacion del disefio de las actividades como lo son: la heuristica de los
modelos emergentes, la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje (THA) y Trayectoria Real de
Aprendizaje (TRA), la Orquestacion Instrumental (OI) y la postura de Duval (2005), sobre el
proceso de “visualizacion”.

Por ultimo, en la dimensién conceptual, se abordan distintas perspectivas sobre los
objetos matematicos, como el “signo igual”, el concepto de “area” y “superficie”, resaltando la
importancia del contexto y exploracion en su interpretacion. Estas nociones conceptuales son
fundamentales para abordar la problematica central de ensefiar el signo igual como equivalencia
a través de la geometria, pues en conjunto, estas dimensiones proporcionan una vision integral y

articulada para abordar los retos educativos en el ambito matematico.

2.1.1 Dimension curricular

Es esta dimension de emplea como referencia las orientaciones que brindan los
Lineamientos Curriculares en Matematicas (MEN, 1998) de la educacion colombiana, donde se
abordan conceptos clave como: el Pensamiento espacial, el Sistema geométrico, la Geometria
activa y las Transformaciones geométricas. Estos enfoques, resaltan la importancia de la
actividad y la experiencia en la construccion de los sistemas geométricos, promoviendo no solo
la comprensiéon de la geometria, sino también habilidades cognitivas que le permitiran al

estudiante entender la nocion del signo igual, como equivalencia por medio de las figuras planas.

2.1.1.1 Pensamiento espacial
Segin los Lineamientos Curriculares en Matematicas, se entiende el Pensamiento

Espacial como: “el conjunto de los procesos cognitivos mediante los cuales se construyen y se
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manipulan las representaciones mentales de los objetos del espacio, las relaciones entre ellos, sus
transformaciones, y sus diversas traducciones a representaciones materiales” (MEN, 1998, p.
56). Dada la idea anteriormente expuesta, se concibe el pensamiento espacial desde la postura del
docente, el cual, puede ser artifice y orquestador de la creacion de los procesos cognitivos que
crean los estudiantes como la manipulacion de las representaciones mentales de los objetos

matematicos.

2.1.1.2 Sistema geométrico

Con base a los Lineamientos Curriculares en Matematicas (MEN, 1998), un “Sistema
Geométrico” se caracteriza por ser una construccion que se fundamenta de las exploraciones
activas que van teniendo los estudiantes (interacciones), desde un nivel totalmente empirico muy
relacionado al mundo fisico tangible, para, posteriormente conforme se avanza en su
exploracion, poder interiorizar los movimientos o caracteristicas de objetos geométricos sin
necesidad de una representacion fisica e incluso poder conceptualizar. Todo esto se trata de un
proceso cognitivo que se fundamenta en experiencias individuales como por las interacciones
con el contexto (social, cultural, historico, entre otros).

Un ejemplo de lo mencionado anteriormente, se puede ver reflejado en: Una clase de
geometria para estudiantes de secundaria, donde se introduce el concepto de transformaciones, al
principio, los estudiantes pueden usar herramientas fisicas como espejos y rotaciones manuales
para comprender estos movimientos; a medida que avanzan en su exploracién, comienzan a
visualizar y comprender estos movimientos sin necesidad de herramientas fisicas, van

“interiorizando” gradualmente los conceptos geométricos a un nivel abstracto.
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2.1.1.3 Geometria activa

La Geometria activa seglin los Lineamientos Curriculares en Matematicas (MEN, 1998)
es un enfoque pedagogico que pone énfasis en la participacion activa del estudiante en el proceso
de aprendizaje geométrico. En lugar de simplemente contemplar pasivamente figuras y simbolos,
este enfoque invita a los alumnos a interactuar de manera dindmica con el mundo que les rodea,
utilizando la actividad como punto de partida para la comprension del espacio y las formas.

El corazon de la Geometria activa radica en la idea de que el aprendizaje se fortalece
cuando se fomenta la accion y la experimentacion. Los estudiantes son talentosos para realizar
acciones concretas, como dibujar, construir y manipular objetos geométricos. Estas actividades
no son simples ejercicios practicos, sino herramientas fundamentales para la construccion de
conceptos geométricos. A través de estas acciones, los estudiantes crean representaciones
mentales de las formas y relaciones geométricas, lo que les permite interiorizar y comprender
mejor los conceptos.

En las primeras etapas de este enfoque, la conceptualizacion se apoya en gestos y
palabras del lenguaje cotidiano. Los estudiantes utilizan descripciones verbales y gestuales para
comunicar sus observaciones y comprension de las formas y relaciones geométricas que estan
explorando. Estos gestos y palabras son la base inicial sobre la cual se construiran los conceptos
geomeétricos.

A medida que los estudiantes progresan en su proceso educativo, sus conceptualizaciones
se vuelven mas robustas y precisas. Las nociones geométricas, que al principio se basaban en
gestos y palabras, empiezan a tomar una forma mas formal y estructurada, pues los estudiantes
son capaces de proponer y evaluar definiciones mas rigurosas y simbolismos matematicos para

representar las ideas geométricas que han explorado activamente.
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La Geometria activa, segun lo indicado por los MEN (1998), es un enfoque educativo que
enfatiza la importancia de la actividad del estudiante como un medio crucial para la construccion
del conocimiento geométrico. A través de una participacion activa, los estudiantes no solo
adquieren una comprension mas profunda de la geometria, sino que también desarrollan
habilidades para resolver problemas, pensamiento critico' y creatividad.

Este enfoque reconoce que el aprendizaje no es un proceso pasivo de absorcion de
informacion, sino una empresa activa en la que los estudiantes se involucran y participan de

manera significativa en la creacion de su propio conocimiento geométrico.

2.1.1.4 Transformaciones

Considerando la postura de los Lineamientos Curriculares en Matematicas (MEN, 1998),
los sistemas de transformaciones comienzan con desplazamientos simples que los alumnos
pueden realizar con sus cuerpos o al deslizar objetos en el plano. A partir de ahi, se exploran
conceptos mas complejos como las rotaciones y las traslaciones. El énfasis radica en comprender
como estos movimientos afectan la direccion y orientacion en el plano, asi como el orden de los
vértices de las figuras, sin necesidad de definiciones verbales complicadas.

Se reconoce que definir transformaciones como las reflexiones es un desafio, ya que no
pueden expresarse adecuadamente con palabras. Estas transformaciones deben abordarse desde
la perspectiva de la actividad mental y la visualizacion, puesto que, no pueden realizarse con
material concreto. Los espejos y otros recursos pueden ayudar en la comprension, pero no
reemplazan la necesidad de que los alumnos desarrollen la capacidad de representar mentalmente

y coordinar estas transformaciones.

! Pensamiento Critico: Se concibe este pensamiento, como todo acto que el ser humano utiliza para crear, organizar
y expresar sus opiniones frente a un tema especifico, tratando de buscar convencerse o convencer con argumentos
deductivos y solidos.
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Finalmente, este trabajo de grado promueve un enfoque practico y activo para ensefar
geometria, utilizando transformaciones geométricas como herramientas clave para explorar el
espacio y desarrollar habilidades de representacion mental e imaginacion en el dibujo. Se
reconoce que comprender y definir estas transformaciones va mas alla de las palabras y se basa

en la experiencia y la actividad mental de los estudiantes.

2.1.2 Dimension Didactica

En esta dimension, se aborda la construccién geométrica del Tangram, a partir de figuras
planas, al tomar como referencia los Libros [ y II de los Elementos de Euclides. Se parte desde la
divisién de un cuadrado (unidad), el cuadrado se divide en cinco tridngulos (siendo cuatro de
ellos tridngulos isdsceles), un cuadrado y un paralelogramo. Esta division proporciona las piezas
basicas del Tangram el cual no tiene una configuracion habitual, cada pieza tiene proporciones
geométricas y relaciones especificas entre si.

Los triangulos isosceles desempefan un papel crucial en la construccion, dado que sus
angulos y lados proporcionan la base para la versatilidad del Tangram. La simetria de estos
triangulos facilita la creacion de formas diversas cuando se combinan de diferentes maneras. (ver

Construccion geométrica del Tangram).

A medida que los triangulos se reorganizan, se exploran distintos patrones y
configuraciones, es en este proceso donde surgen puntos de interseccion cruciales y esenciales
para la formacion de las figuras, pues permiten una conexion precisa entre las diferentes piezas,
es decir, puntos estratégicos que guian la colocacion y alineacidon adecuadas de las siete piezas
del Tangram.

Ademas, se considera el recurso GeoGebra, como un mediador para la ensefianza de la
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nocion del signo igual como equivalencia, articulado con el Tangram. Por Gltimo, se discute el
concepto de orquestacion instrumental y su relevancia en la ensefianza de las matematicas, asi
como los modos opuestos de funcionamiento cognitivo, la visualizacidn iconica y la no icénica,
que desempefian un papel crucial en la percepcion visual y la comprension de objetos en el
mundo geométrico.

Esta dimension, ofrece una vision de la construccion del Tangram, la implementacion del
recurso de geometria dindmica GeoGebra, siendo recursos importantes para tratar de dar
solucion a la problematica de la ensefianza del signo igual como equivalencia, asi como de las

herramientas y conceptos fundamentales involucrados en este proceso.

2.1.2.1 Construccion geométrica del Tangram
Al asumir las nociones de construccion de figuras planas, planteadas en el Libro [ y I de
los Elementos de Euclides (1991), se elabora la construccion del Tangram de la siguiente forma

como se muestra en la figura 5.
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Figura 5. Construccion geométrica del Tangram. La figura muestra la construccion geométrica del Tangram con sus
proporciones de area en cada region, a partir de un cuadrado de unidad. Fuente: Propia.

1. Se plantea un cuadrado unidad ABCD de lado U.

2. Se bisecta el cuadrado unidad ABCD en la diagonal BD, obteniendo dos tridngulos
isosceles.

3. Se bisecta el cuadrado unidad ABCD en la diagonal AC, obteniendo un total de cuatro
triangulos isosceles donde su hipotenusa es U, formandose el punto P entre las diagonales
ACy BD.

4. Se trazan dos bisectrices f'y g, que pasan por el punto P de interseccion.

5. Se traza una recta paralela j a la diagonal AC y que intersecta las bisectrices f y g,
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formando los puntos H e I entre el cuadrado unidad ABCD y el punto K, entre la diagonal
BD y larecta j.
6. Se traza una recta perpendicular w a la diagonal AC y que pasa por el punto I, formando
el punto L de interseccion de la diagonal AC con la recta perpendicular w.

7. Se traza una recta paralela n a la bisectriz f, que pasa por el punto K.

2.1.2.2 Figuras convexas con el Tangram
El teorema de Wang. y Hsiung C., establece que mediante el uso del Tangram, es posible
formar exactamente trece poligonos convexos®. En particular, se obtienen cuatro hexagonos, dos

pentagonos, seis cuadrildteros y un triangulo obteniendo los poligonos convexos. (1942, p. 596).

Todo lo anterior se puede ver como lo muestra la figura 6:
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Figura 6. Figuras convexas con el Tangram. La figura muestra las construcciones geométricas de las trece figuras
convexas formadas con el Tangram. Wang-Fu, T., y Hsiung-Chuan, C. (1942).
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Se partira de este teorema para la creacion de los disefios de las secuencias de

2 Poligonos Convexos: Son figuras geométricas que tienen la caracteristica de que todos sus dngulos internos son
menores a 180°. En otras palabras, en un poligono convexo, cualquier linea que conecte dos puntos en su interior
permanecerd completamente dentro del poligono. No hay "esquinas" o "puntos hacia adentro" en un poligono

convexo, lo que lo hace diferente de los poligonos no convexos, que pueden tener angulos internos mayores o
"puntos hacia adentro" en su forma.
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actividades, que abordaran las figuras convexas formadas con el Tangram.

2.1.2.3 Consideracion del software de geometria dinamica GeoGebra como recurso diddctico

En este apartado se presentan algunos aspectos tedricos importantes, para argumentar la
mediacion del aplicativo como GeoGebra y poder establecerlo tanto como un artefacto y recurso.
Este aplicativo en la actualidad se ha venido introduciendo fuertemente en la Educacion
Matematica, debido a sus alcances en los procesos de ensefianza, ademas de su practicidad a la
hora de facilitar tareas de: Dibujar, graficar, construir, inmediatez de resultados entre otros
aspectos importantes.

El término “artefacto” como lo plantea Rabardel P., definido como cualquier cosa
disefiada para un proposito especifico, incluyendo tanto objetos materiales como entidades
simbolicas. Lo importante es que estos artefactos estan destinados a ser utilizados en actividades
intencionales. La intencionalidad es fundamental en el disefio de un artefacto, puesto que cada
uno esta disefiado con la intencidén de producir ciertos efectos. (2011, p. 10).

Sin embargo el término artefacto, presenta divergencias, debido a que se puede tomar el
software en su totalidad como el artefacto o puede verse como una coleccion de artefactos como
por ejemplo: el artefacto arrastre, artefacto medida, artefacto linea, entre otros.

Teniendo en cuenta la postura mencionada anteriormente, se puede intuir que el
aplicativo GeoGebra, se puede considerar como artefacto debido a que, fue creado con diversos
propositos, ademas de tener una intencionalidad en busqueda de un efecto, ya sea por lo menos
en el campo de la educacion. En esta propuesta de ensefianza se considerara a GeoGebra en su
totalidad como artefacto.

Para Trouche (2005), el interés de conceptualizar recurso pedagogico como lo que
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subyace, sustenta o a lo que apela el maestro para disefiar y orientar su actividad docente en el
salon de clases cuando incluyen artefactos informaticos.

Ahora, al articular la postura de Rabardel P., se establece que el artefacto GeoGebra se
puede ver como un recurso debido a que, es un “elemento” o “artefacto informatico” el cual tiene
una finalidad o intencionalidad que el docente puede utilizar para disefiar ciertas actividades que
serviran para la ensefianza de una o mas clases. (2011, p. 47).

Sin embargo, dicha mirada de recurso tiene un rango de accion mucho mas amplio para
Garzon D. y Vega M., al dar a entender el recurso pedagogico a la implementacion o uso de
diversos componentes y “estrategias” como: materiales, artefactos educativos, documentos para
la clase, ademds de actos discursivos los cuales tienen una intencionalidad y significado
especifico hacia la clase. (2011, p. 2).

En el andlisis sobre la mediacién instrumental y la complejidad de la relacién entre
humanos y herramientas en la educacion matematica, segin Drijvers, Kieran y Mariotti (2010):

El cuestionamiento crucial al pensar en mediacion instrumental, concibiendo que el

contexto da forma al pensamiento humano, es como considerar la relacion entre humanos

y herramientas, puesto que, ambos son elementos particulares del contexto. La hipdtesis

general establece que el rol basico de la practica en la construccion de conocimiento no

explica completamente el rol del uso de artefactos en el caso particular de la educacion

matematica. (p.116).

Sin embargo, se reconoce que la relacion entre artefactos y conocimiento es compleja y
requiere un analisis cuidadoso, pues Pérez (2014) “plantea un modelo del proceso de aprendizaje
que se inspira en un enfoque sociocultural enfocado en el uso de un artefacto expresado en

términos de mediacion” (p. 137). Como se muestra en la figura 7:
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Mediacion del artefacto

Aprendiz Matematicas

Figura 7. Modelo del proceso de mediacion por un artefacto. La figura muestra el modelo de los artefactos y el rol que
desempeifian en las matematicas. Fuente: Jones, 2000 como se cité en Drijvers et al. 2010, p.116.

De esta manera, la integracion de artefactos en el proceso educativo no solo facilita la
ejecucion de tareas especificas, sino que también promueve un entorno de aprendizaje dinamico
y enriquecedor, segin Pérez (2014):

En este modelo los artefactos son considerados ademas de medio para llevar a cabo una

accion concreta, como un medio para el aprendizaje. El rol de los artefactos en el

aprendizaje esta expresado frecuentemente a través de la metafora de entrar a un lugar

que da la expresion acceso al conocimiento matematico. (p. 137)

Con las posturas expresadas anteriormente, se puede intuir que los recursos, en este caso
en particular GeoGebra, brinda la realizacion de acciones concretas que pueden influir en la
construccion del conocimiento. Sin embargo, se deben tener ciertos pardmetros que condicionen
el uso, debido a que esta relacion con los artefactos debe ser cuidadosa y no desviar el objetivo

principal que se pretende.
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2.1.2.4 ;Como se pueden poner las proposiciones en correspondencia con una figura o
convertirse en una figura?

Es de suma importancia, poder establecer parametros que condicionen los disefios que se
realizaran para afrontar la problematica. Uno de los puntos importantes a la hora de hacer
disefios, es la forma en que se presenta el enunciado, tarea e instrucciones a los estudiantes en
cuestion; para tener certeza que, el objetivo principal de la actividad, no se perderd por una o
multiples interpretaciones por parte de los estudiantes. Ahora bien, para tener claridad acerca de
los “enunciados” o registro de lenguaje natural.

Se tendra en cuenta de manera somera la postura de Duval (2005) que plantea el papel
del lenguaje como la construccion del pensamiento en las ciencias y las matematicas, destacando
el lenguaje no simplemente como en "poner en palabras" pensamientos ya existentes, sino que
crea proposiciones que dan forma al pensamiento sobre objetos de conocimiento. Se aborda la
complejidad de las proposiciones, su relacion con las palabras y como su comprension implica
desafios, como la distincidon entre una proposicion y su reciproca genera modificaciones de
sentido con la cuantificacion y la negacion, y cambios de sentido en el desarrollo del discurso.

Ademas, se discute la articulacion cognitiva entre la visualizacion y el lenguaje a través
de proposiciones, destacando que la relacion no se establece a nivel de palabras, sino de
proposiciones. También menciona como la produccidn de representaciones visuales y enunciados
esta interconectada, influyendo la comprension y produccion en contextos matematicos. Se
subraya la importancia de distinguir entre representaciones autosuficientes y auxiliares en dos
registros diferentes, y como cambiar el estatus o funcion de un enunciado cuando se afecta su

formulacion. Se mencionan ejemplos especificos, como la produccion de contraejemplos y las
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diversas definiciones posibles de una recta, lo cual se puede transportar a diversos objetos
matematicos.

En base a la postura expuesta si las proposiciones dan forma al pensamiento, se deben
tomar medidas meticulosas en la forma en que se presentaran las proposiciones que acompafiaran
a las actividades, con la finalidad de tener un margen de “error” minimo y poder tener precision
en la aprehension que tendran los estudiantes, esto puede evidenciarse en las diferentes

respuestas o inquietudes que puedan tener.

2.1.2.5 La Heuristica de los Modelos Emergentes

Parte de la estructuracion de un disefio enfocado en la ensefianza, es la forma con la que
se llevaran a cabo las diferentes actividades que se les presentaran a los estudiantes.

Para esto se tendra en cuenta la interpretacion que hace Carcamo (2017) en su tesis
doctoral, planteando que los modelos emergentes permiten a los estudiantes construir una
comprension matematica por si mismos, a través de un proceso gradual, donde las matematicas
formales se integran como una extension natural de su experiencia. Se destaca que el término
“modelo” no debe interpretarse literalmente y puede referirse a diversos aspectos, como entornos
de trabajo, descripciones verbales, formas de simbolizacion y notaciones.

Segiin Carcamo (2017) los modelos son considerados emergentes, puesto que surgen
diversas maneras de crear y utilizar herramientas matematicas con un razonamiento cada vez
mas sofisticado. Inicialmente ligados a contextos especificos, los modelos evolucionan hacia
estrategias matematicas mas generales a medida que los estudiantes adquieren experiencia.

Sin embargo, la transicion de un modelo de actividad matematica informal, a un modelo

para un razonamiento matematico mas formal, se vincula con la creacion de una nueva realidad
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matematica. En otras palabras, los modelos emergentes estan relacionados con tres procesos
interrelacionados: La transicion del modelo, la constituciéon de una nueva realidad matematica y
la emergencia de una cadena de significacion que representa la manifestacion concreta del
modelo en una serie de signos.

Este enfoque puede ser grato para la ensefianza, debido a que, se puede ver como un
proceso gradual, que parte de aspectos conocidos por los estudiantes de un contexto especifico y
a medida que van construyendo su conocimiento, van aumentando su rigurosidad matematica. Lo
cual no es un proceso tan “brusco” como simplemente presentar actividades sin

contextualizacion alguna.

2.1.2.6 Los niveles de actividad vinculados a los modelos emergentes

Este apartado proporciona un poco mas de informacidon acerca de como se pretende
estructurar las actividades a disefiar, también los diferentes tipos de niveles en los que se situaran
las actividades e incluso el rol de los estudiantes y docentes. Carcamo (2017) plantea que la
progresion de los modelos emergentes se articula en cuatro niveles de actividad que segun
Gravemeijer (1997, 1999) son: situacional, referencial, general y formal. La actividad situacional
se centra en interpretaciones y soluciones contextualizadas, mientras que la referencial utiliza
“modelos-de” que se relacionan a la interpretacion del entorno de las actividades de instruccion
(situacion de la actividad). La actividad general se enfoca en “modelos-para” que permiten
interpretaciones y soluciones independientes de las imagenes particulares de la situacion (se

busca un desligamiento parcial de las imagenes de apoyo).
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Finalmente, la actividad formal implica el razonamiento con simbolismo convencional,
prescindiendo del apoyo de modelos-para, es decir, se espera un razonamiento a partir de la
interpretacion del lenguaje natural expresado en la actividad.

En cuanto a los niveles de actividad, Zolkower y Bressan (2012) detallan que, en el nivel
situacional, las estrategias se desarrollan espontdneamente a partir del problema experiencial
real. El nivel referencial introduce modelos-de como graficos y procedimientos, mientras que en
el nivel general se reflexiona y generaliza sin hacer referencia al contexto inicial. El nivel formal
implica trabajar con procedimientos y notaciones convencionales desvinculadas de situaciones
especificas.

Aunque se percibe una evolucion clara, los cuatro tipos de actividad no siguen una
jerarquia estrictamente ordenada, ya que las discusiones sobre actividad general y razonamiento
matematico a menudo se conectan con la actividad referencial o situacional en la practica
(McClain y Cobb, 1998).

Los niveles mencionados son parte de la “jerarquizacion” en la estructuracion de los
disenos de las actividades, que partiran del nivel situacional hasta llegar a un nivel de rigurosidad
lo cual seria el nivel formal. Sin embargo, se tendra presente la participacion del docente como
orquestador de la construccion de los conocimientos de los estudiantes.

Segiin Carcamo (2017) la propuesta consiste en que los estudiantes empleen diversas
simbolizaciones como herramientas, y que cada actividad con una simbolizacion mas avanzada
se perciba como una extension natural de la anterior. Esto, segin Gravemeijer (2002), permite
que los simbolos matematicos formales se arraiguen en las actividades concretas de los
estudiantes con el tiempo.

Para Gravemeijer et al. (2000) el desafio del disefiador y el profesor, es prever una
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progresion en la que los estudiantes culminen utilizando simbolizaciones convencionales,
proponiendo una ruta en la que modelen situaciones de manera informal (modelo-de la situacion)
y luego matematicen su actividad de modelado informal (modelo-para el razonamiento
matematico).

Por lo tanto, en el contexto de la aplicacion de la secuencia instruccional, el profesor
juega un papel crucial al guiar y apoyar la presentacion de tareas, la elaboracion de temas de
discusion y la orquestacion de las conversaciones. Ademads, debe realizar conexiones con las
convenciones y practicas de la comunidad matematica, anticipar la gestion de la clase y la
organizacion del trabajo en grupo e individual (Gravemeijer, 2004b).

Este enfoque fomenta la autonomia intelectual de los estudiantes, subrayando la
importancia de que, en lugar de proporcionar respuestas, los profesores planteen nuevas
preguntas, creando asi un aula independiente en la construccion del conocimiento matematico

como una comunidad de aprendizaje (Kamii, Lewis y Livingstone, 1993).

2.1.2.7 Trayectoria Hipotética de Aprendizaje (THA)

A la hora de disefiar e implementar un disefio de actividades, es importante, establecer los
alcances, camino o los caminos y objetivos que el disefio “pretende alcanzar” y para ello se
establecerd lo que es una THA segun los siguientes autores, como se presenta a continuacion:

La Trayectoria de Aprendizaje Hipotético (THA) se puede interpretar como sinonimo de
progresion de aprendizaje, teoria de instruccion local o trayectoria de aprendizaje (Clements y
Sarama, 2014). La THA se distingue por detallar el proceso hipotético de aprendizaje,

especialmente en términos de un modelo de aprendizaje como cambio cognitivo (Tzur, 2019).
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Este constructo, propuesto como un modelo tedrico para el disefio de la ensefianza de las
matematicas, consta de tres elementos esenciales: Una meta de aprendizaje, un conjunto de
tareas de aprendizaje y un proceso de aprendizaje hipotético (Simon, 2014).

Algunos supuestos subyacentes incluyen que la generacion de una THA se basa en los
conocimientos previos de los estudiantes, que sirve como vehiculo para planificar el aprendizaje
de conceptos matematicos y que las tareas matematicas desempefian un papel clave en el proceso
de instruccion al proporcionar herramientas para fomentar el aprendizaje de conceptos, ademas
el docente se involucra en cada modificacion de cada aspecto de la THA (Simon y Tzur, 2004).

Con base a la postura mencionada, se puede establecer un “camino” hipotético que
deberian seguir los estudiantes con las actividades a disefiar, suponiendo sus conocimientos

previos, respecto a su grado de escolaridad y lo propuesto por el MEN.

2.1.2.8 Orquestacion Instrumental: Un modelo metaforico (OI)

La idea central de la orquestacion instrumental es que las herramientas tecnoldgicas en
matematicas requieren una supervision activa por parte del profesor a través de la orquestacion
de situaciones matematicas, enfocandose en la dimension social de la génesis instrumental
(Pérez, 2014). Asi, el concepto de orquestacion en el contexto de la ensefianza de las
matematicas se refiere a la forma en que el profesor dirige y coordina las herramientas y recursos
disponibles para fomentar un aprendizaje colectivo y colaborativo.

Esta metafora anterior, puede interpretarse de manera diversa, desde la direccion de una
orquesta sinfonica con un enfoque mas rigido hasta el liderazgo de una banda de jazz que

fomenta la improvisacion y la participacion activa de los estudiantes.
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En ese caso, la teoria de la orquestacion instrumental busca responder a como el profesor
puede optimizar el uso de estas herramientas para mejorar tanto el aprendizaje individual como

el colectivo en el ambito de las matematicas.

2.1.2.9 Dos modos opuestos de funcionamiento cognitivo: la visualizacion iconica y la
visualizacion no iconica

La “Visualizacion” es un proceso cognitivo de suma importancia en la ensefianza y
aprendizaje de la geometria, sin embargo, dicho proceso en diferentes contextos y culturas suele
ser confundido con el acto de simplemente ver algo en primera instancia. Por el contrario, para
“el buen desarrollo de las actividades a disefiar”, se tendra presente la postura de Duval (2005)
sobre este proceso y/o actividad cognitiva, pero sin profundizar en su conceptualizacion debido a
la complejidad y desarrollo del mismo.

Duval (2005) se centra en dos modos opuestos de funcionamiento cognitivo: la
visualizacion iconica y la visualizacion no iconica. Estos dos modos implican procesos
complejos relacionados con la percepcion visual y la identificacion de objetos. La percepcion
visual implica dos niveles de operaciones distintos pero independientes: el reconocimiento de
formas (iconica) y la identificacion de objetos basados en esas formas reconocidas (no iconica).

En la percepcion del mundo que nos rodea, estos dos niveles de operacion suelen
fusionarse, dado que el objeto y su forma distintiva se presentan simultaneamente. Esta fusion
entre reconocimiento de forma e identificacion de objeto es esencial para tomar decisiones
rapidas y adaptarse a nuevas situaciones.

Sin embargo, este proceso es diferente cuando se trata de la percepcion de

representaciones visuales construidas, como dibujos o trazos, donde en estos casos, no existe una



Nocion del signo igual: Una propuesta de ensefianza con los recursos del Tangram y GeoGebra 38
conexion intrinseca entre las formas reconocidas en el trazado y el objeto que se pretende
representar. Para lograr la identificacion, es necesario encontrar un "parecido" entre la forma
visual distintiva y la forma tipica del objeto representado. Este parecido se considera un
componente fundamental de la imagen.

Por ejemplo, se menciona que, en la percepcion del mundo circundante, este parecido es
suficiente para reconocer directamente el objeto representado, como ocurre al mirar historietas
sin necesidad de leer. Pero, en algunos casos, puede ser necesario recurrir a informacion verbal,
como una leyenda o una codificacion de elementos figurativos, para identificar completamente lo
que las formas distintivas representan.

Ahora bien, a pesar de la importancia de la enunciacién en algunos contextos, se enfatiza
que el mecanismo de iconicidad, basado en la similitud visual, sigue siendo un componente
autonomo y fundamental en la percepcion visual cada vez que se presenta algo a la vista, ya sea
un dibujo, figuras o formas de piezas que se manipulan.

En resumidas palabras, los dos modos cognitivos opuestos en la percepcion visual son: la
visualizacidn iconica, que se basa en la similitud visual entre formas y objetos y la visualizacion
no iconica, que a veces requiere informacion verbal adicional de los objetos para ser operados.
Ambos modos, son importantes en diferentes contextos perceptivos y contribuyen a nuestra

comprension del mundo que nos rodea.

2.1.3 Dimension Conceptual: Caracterizacion de los objetos matematicos
En esta dimension, se plantean diversas nociones relacionadas con conceptos
geométricos. En primer lugar, se aborda la nocidén del “signo igual”, un objeto que ha sido

interpretado de multiples maneras a lo largo del tiempo, pero aqui se le da un enfoque desde la
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perspectiva de una relacion de equivalencia. Siguiendo la vision de Molina et al. (2007), se
destaca la importancia del contexto, al otorgar significado al “signo igual”.

Después, se tiene la perspectiva de Corberan (1996), la cual plantea la nocion de “drea” y
“superficie” desde una perspectiva exploratoria, que le permita al estudiante utilizar diversos
métodos para medir y comparar areas de superficies planas y cuestionarse por relaciones
numéricas que conservan las formas. Finalmente, se dard paso a las posturas de Perrin (1992) y
O’ Daffer y Clemens (1977), los cuales plantean las cualidades y propiedades de las superficies,

99 ¢¢

mas que en su caracter de medida, haciendo una distincion de lo que es “area” “superficie” y
“medida”.

La comprension de los objetos matematicos, como el signo igual, la nocién de area y
superficie, es esencial para el desarrollo de este informe final, puesto que permite desarrollar las

bases de los disefos, para entender lo que se quiere lograr en la solucion de la problematica sobre

la ensefianza del signo igual como equivalencia, por medio de la geometria.

2.1.3.1 Nocion del signo igual

A lo largo del tiempo, se ha utilizado este objeto de distintas maneras tanto semidtica
como conceptual, sin embargo, aqui le daremos el enfoque de una relacion de equivalencia. En la
postura de Molina et al. (2007) es de caracter fundamental tener presente el contexto para dar un
significado especifico al signo igual, estos autores nos ilustran con un ejemplo de que 2/3 y 4/6
son iguales al definirlos como una relacion de equivalencia que los encierra en una misma clase

0 conjunto numérico especifico.
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2.1.3.2 Nociones de drea y superficie

Teniendo en cuenta la postura de Corberan (1996) donde menciona que la finalidad de la
ensefianza del area en la educacion, tanto primaria como secundaria, no deberia limitarse a
buscar una conceptualizacion de lo que podria ser el 4rea, sino, deberia mostrar a los estudiantes
la diversidad de caminos o procedimientos que ayudan a la medicion y comparacion de areas de
superficies planas.

Ahora bien, se dard una distincion entre lo que es area, superficie y medida. Para esto se
citara a Perrin (1992), “Superficie, designa una parte del plano, area, designa la magnitud fisica,
cualidad o propiedad de la superficie y medida, designa el nimero que representa el lugar
ocupado por la superficie del plano” (p. 38).

Sin embargo, para el disefio de las actividades, estas se centran en las nociones de
superficie y area, pero en el sentido de cualidad o propiedad de una superficie dada y no en su
caracter de medida, con la finalidad de ir desligdndose de la ensefianza “tradicional” del area

como formulas dadas.

2.1.3.3 Propiedades de las dareas y superficies planas
A continuacion, se establecen las propiedades que se veran reflejadas en algunas de las
actividades disefiadas. Desde la postura de O’ Daffer y Clemens (1977) se establecen las

siguientes propiedades:
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Propiedad Aditiva. Si una regién R se puede descomponer en un
numero finito de regiones, el area de la regién completa es la suma
de las areas de las regiones separadas.

A(R) =A(S) + A(T) + A(U)

Propiedad de la Invarianza. Si dos regiones Ry S son
congruentes, entonces A(R) = A(S)

Propiedad de la Unidad. El area del cuadrado unidad es 1.
Propiedad de la Diseccién. Si una region puede ser diseccionada

en partes y esas partes reorganizadas para formar otra region,
entonces las dos regiones tienen areas iguales.

Figura 8. Propiedades sobre la conservacion del area de una superficie. La figura muestra las propiedades que
hacen referencia a la conservacion del area de una superficie cuando ésta es sometida a determinadas
transformaciones. Fuente: O’Daffer y Clemens, (como se citd en Corberan, 1996).

Se toma como referencia las propiedades anteriores sobre la conservacion del area de una

superficie, para ejemplificarlas utilizando el Tangram como lo muestran las siguientes figuras:
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Figura 9. Propiedad de la unidad con el
Tangram. La figura muestra la propiedad de la
unidad, donde se plantea un cuadrado (unidad)
de lado U =1y de area U? = 1. Fuente: Propia.

B

Figura 10. Propiedad aditiva con el Tangram. La figura muestra la propiedad aditiva, donde se descompone

el cuadrado (unidad), en finitas regiones, siendo el area de la unidad completa, la suma del area de las
regiones separadas. A(U) = A(A)+A(B)+A(C)+A(D)+A(E)+A(F)+A(G). Fuente: Propia.

Se retoma la construccion geométrica del Tangram (Ver Figura 5), para mostrar esta

propiedad.
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p-p

D I I
I I
I
I
Figura 11. Propiedad de invarianza con el Tangram. La figura
muestra la propiedad de invarianza, que al tener congruencia
entre las regiones que forman el cuadrado (unidad), estas
tendran la misma area. A(A) = A(B), A(D) = A(F) = A(G), A(C)
= A(E). Fuente: Propia.

lobdo e 4

Figura 12. Propiedad de la diseccion con el Tangram. La figura muestra la propiedad de la diseccion, la cual dice que, si una
region puede ser diseccionada en partes, donde esas partes pueden ser reconfiguradas para formar otra region, entonces las dos

regiones tendran la misma area. A(R) = A(S). Fuente: Propia.

Las propiedades expuestas anteriormente son de suma importancia, sin embargo, en la
mayoria de casos en las actividades se dara cierto caracter de prioridad a la de diseccion, debido
a que, en palabras mas coloquiales, se trata de una “reconfiguracion” de una superficie, pero que

tiene la cualidad de conservar su drea a pesar de tener una “forma” distinta.
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Capitulo 3

En este capitulo se presentan los fundamentos metodologicos y se describen los
elementos que hicieron parte del desarrollo del disefio que ademas, guiaron el proceso de
implementacion. También, se presentan algunos aspectos generales de la implementacién y los
insumos que resultaron para analizar y evaluar aspectos como la mediacion, el Disefio y los
alcances que tuvo este trabajo de grado en el proceso formativo de los estudiantes.

Para finalizar, se presenta la estructura definitiva de la Trayectoria Hipotética de
Aprendizaje y su articulacion con las teorias de los Modelos Emergentes de la Heuristica y
algunos aspectos concernientes a visualizacion y reconfiguracion figural que describe Raymond

Duval.

3.1 Aspectos metodolégicos y del diseiio

En este apartado, se destacan elementos cruciales que forman parte integral del disefio
metodologico del presente trabajo de grado el cual, se inscribe en un enfoque
cualitativo-descriptivo dentro del campo de la Educacion Matematica.

Este trabajo de disefio, también conocido como investigacion basada en disefio, serd un
paradigma cualitativo desarrollado dentro de la educacién matematica, que se centrard en el
analisis del aprendizaje del signo igual como equivalencia, en un contexto escolar para
estudiantes de grado octavo de la educacion colombiana, mediante el disefio y estudio
sistematico de formas particulares de aprendizaje, estrategias y herramientas de ensefianza, como
lo son los recursos de GeoGebra y el Tangram.

Ahora bien, como plantea Molina, Castro y Castro (2011) este enfoque se caracteriza por

la interdependencia entre el disefio instruccional y la investigacion, donde el disefio de ambientes
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de aprendizaje, para este trabajo de grado como lo es el recurso de GeoGebra, sirve como
contexto para la investigacion, lo que permite la mejora continua de ambos.

Las Trayectorias Hipotéticas de Aprendizaje son un tipo comun de estudio dentro de este
paradigma, donde los profesores-investigadores y alumnos interactian en un entorno de
ensefianza disefiado especificamente para experimentar de primera mano el aprendizaje y
razonamiento de los alumnos.

Estos constructos teoricos se desarrollaron en fases que incluyen la preparacion, la
intervencion en el aula y el andlisis posterior a la intervencion para analizar los datos, con el
objetivo de encontrar hallazgos en el aprendizaje de los alumnos, respecto a que “lograran ver” el
signo igual como una equivalencia. Sin embargo, este trabajo de investigacion, se enfoca o
limita, en solamente plantear una propuesta de ensefianza que permita a otros
profesores-investigadores, progresar en las teorias del aprendizaje y la ensefianza, asi como
proporcionar informacion util para la toma de decisiones instructivas que los profesores
consideren pertinentes.

La Trayectoria de Aprendizaje se baso en las fases que propuso Molina (2006) en su
trabajo exploratorio, en el que se analizo el uso y desarrollo de pensamiento relacional y los
significados del signo igual que los alumnos de Educacion Primaria, ponian de manifiesto en el
trabajo con igualdades y sentencias numéricas. Ahora se presenta el experimento de ensefianza

del signo igual como equivalencia en la tabla 1.
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Tabla 1

Descripcion del Diserio e implementacion

Fases

Acciones

Preparacion del experimento

- Se defini6 la problematica (ver 1. Planteamiento del

problema vy contextualizacién) y los objetivos de la
investigacion (ver 3. Objetivos).

- Identificaciéon de los objetivos instruccionales y
evaluar los conocimientos previos de los alumnos (ver

Prueba Diagnostica_Signo Igual).

- Identificar las metodologias de ensefianza adecuadas
para los contenidos elegidos, en funcion de los
objetivos planteados y los conocimientos previos de los
alumnos (ver Analisis A Priori).

- Disefiar de forma justificada la secuencia de
intervenciones en el aula y su temporalizacion (ver
Tabla 5).

- Planificar la recogida de datos.

- Estructurar una trayectoria hipotética de aprendizaje
que describa el resultado esperado del proceso de
aprendizaje y el modo en que se va a promover y

alcanzar dicho aprendizaje (ver Trayectoria Hipotética
de Aprendizaje (THA)).

Experimentacion

Antes de cada intervencion

- Obtener informacion sobre el trabajo previo realizado
en el aula, para tenerlo en cuenta en el disefio de la
intervencién y en la posterior interpretacion de los
datos.

- Identificar los objetivos instruccionales de la
intervencion.

- Ultimar el disefio de la intervencion, de forma
justificada, a partir de la informacion empirica y teérica
disponible.

- Elaborar hipoétesis/conjeturas sobre los resultados a
obtener en la intervencion.
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- Ultimar la seleccion de los métodos de recogida de
datos.

- Registrar las decisiones tomadas en el proceso de
ejecucion de las acciones descritas en los cinco
apartados anteriores y su justificacion.

Si es necesario, modificar sobre la marcha, de manera
justificada, el disefio de la intervenciéon de acuerdo con
los objetivos de la intervencion. Recoger datos de todo
lo que ocurre en el aula, incluyendo las decisiones
tomadas durante la intervencion.
En cada intervencion

Cabe aclarar que esta seccion no aplica para la
investigacion de este proyecto, debido a que es una
propuesta de enseflanza que centra la mirada en
aspectos relacionados con el alcance del Disefio
propuesto.

- Analizar los datos recogidos en la intervencion.
Después de cada intervencion
- Revisar, las hipotesis/conjeturas de la investigacion.

Analisis Retrospectivo de los Datos

- Recopilar y organizar toda la informacién recogida (material filmico: video y audio, produccion de los
estudiantes en el recurso de GeoGebra, libro de equivalencias geométricas planas).

- Analizar el conjunto de los datos, lo que implica:
a) Distanciarse de los resultados del analisis preliminar, de las conjeturas iniciales y de la justificacion del disefio
de cada intervencion, para profundizar en la comprension de la situacion de ensefianza y aprendizaje en su

globalidad.

b) Identificar la ruta conceptual seguida por el grupo y por cada alumno.

(ver Capitulo 4)

Nota. La tabla muestra una recopilacion descriptiva de los pardmetros que se utilizaron en la metodologia e
implementacion del disefio desde los procesos Apriori y Aposteriori, para poder realizar el analisis retrospectivo de
los datos obtenidos por las producciones de los estudiantes. Fuente: Elaboracion propia.

3.1.1 Metodologia de Implementacion
La presente trabajo de grado se centr6 en realizar un estudio de enfoque

cualitativo-descriptivo, segun la postura de Camargo (2021) donde la utilidad de esta estrategia
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radica en observar el proceso de aprendizaje matematico en vivo y analizar aspectos de éste, para
comprender la naturaleza de los significados construidos por los estudiantes.

Se busco determinar si hay un desarrollo relevante en contextos enriquecidos especificos
mediante el disefio y estudio sistematico de formas y oportunidades de aprendizaje, estrategias de
ensefianza, artefactos mediadores, formas de interaccion, patrones discursivos y otros
condicionantes del ambiente de la clase.

En 1995, Martin Simon introdujo la nocidén de una trayectoria hipotética de aprendizaje
como parte esencial de su modelo para el ciclo de ensefianza de las matematicas (Simon, 1995).
Su articulo, cuyo titulo reflejo claramente su propdsito, planted la “reconstruccion de la
pedagogia de las matematicas desde una perspectiva constructivista”.

Enfrentd una de las paradojas surgidas con el movimiento de reforma en las matematicas:
la tension entre la vision constructivista del aprendizaje, que exigié que la instruccion se adapte a
las actuaciones de los estudiantes y la idea convencional de planificacion de la instruccion,
basada en la consecucion de objetivos predefinidos en los niveles de los Modelos Emergentes de
la Heuristica y en el disefio de tareas para alcanzarlos.

La figura 13 muestra una representacion visual de los elementos clave del ciclo de
ensefanza de las matematicas para este proyecto de trabajo de grado, resaltando aquellos que

configuran la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje (THA):
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1 Conocimiento Trayectoria Hipotética de Aprendizaje
( ) del profesor
A Obijetivo de
(2) aprendizaje del

profesor

v

Plan del profesor
3) para actividades
de aprendizaje

v

Hipétesis del profesor
(4) sobre el proceso de
aprendizaje

Construccién interactiva
de las actividades de aula

\ 4
Evaluacién del
()

conocimiento de los
estudiantes

Figura 13. Ciclos de ensefianza que componen la THA. La figura muestra los
ciclos de ensefianza que componen la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje
(THA). Fuente: Simon, M. A. (1995).

De acuerdo con las ideas planteadas por Simon (1995), la figura anterior presenta los
principios del ciclo de ensefianza. Es relevante sefialar que este marco conceptual consta de cinco
etapas, cada una relacionada con el progreso del profesor en el dominio de las diversas
competencias que lo integran.

En este contexto, el nivel 1 se refiere al conocimiento que el profesor debe tener sobre el
contenido de la asignatura, tanto en términos matematicos como semiotico-cognitivos. El nivel 2
implica las tareas disefiadas para alcanzar metas especificas, el nivel 3 aborda la evaluacion
pertinente basada en el desempefio en las tareas, el nivel 4 realiza un andlisis posterior de la
evaluacion para avanzar en los procesos de aprendizaje y el nivel 5 se refiere a la comparacion
entre los elementos de la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje (THA) y los resultados de las

producciones de los estudiantes.
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En cuanto al conocimiento geométrico del profesor sobre la equivalencia del area de
figuras planas (nivel 1), a medida que el profesor gana experiencia, fortalece su conocimiento del
contenido, especialmente en el caso del aumento de capacidades en geometria, lo que le permite
fundamentar decisiones curriculares y tener mayor autoridad en la direccion de la clase. Segin
Simon (1995) una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje (THA) proporciona criterios para
seleccionar un disefio instruccional especifico, guiando las decisiones de ensefianza con base en
conjeturas sobre el proceso de aprendizaje.

Es crucial destacar que una Trayectoria de Aprendizaje (nivel 2) consta de criterios
instruccionales conectados con metas de aprendizaje y objetivos del profesor, conjeturas de
aprendizaje que establecen rutas y niveles de formacidn progresivos para los estudiantes y tareas
disefiadas segun la teoria de “visualizacion” propuesta por Duval (2005).

En el (nivel 3), una vez definidas las tareas, el profesor decide realizar una direccioén o
comenzar las tareas proyectadas, evaluando el conocimiento del grupo de interés y determinando
la cantidad de niveles de disefio. En el (nivel 4), el profesor-investigador evaltia las producciones
de los estudiantes, explorando diferentes soluciones y descubriendo elementos de analisis que
evidencian dificultades, las cuales deben resolverse antes de pasar al siguiente nivel. Por tltimo,
el (nivel 5) implica contrastar los elementos de la THA con los resultados de las producciones
estudiantiles.

En la conclusion del proceso, el profesor analiza y argumenta el progreso cognitivo de los
estudiantes. En caso de necesitar ajustes en el disefio, el profesor-investigador los realiza con
flexibilidad para validar los resultados grupales y considerarlos efectivos en la comprension del

tema por parte de los estudiantes.
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Finalmente, la THA se implemento6 en tres semanas donde se puso a prueba el disefio de
la secuencia de actividades, con una prueba experimental por cada grupo de situaciones, que
tiene dos dimensiones (contenido geométrico y contenido didéctico), se dirigid el curso de la
THA hacia el cumplimiento de los objetivos planteados para cada nivel y asi se obtuvieron
resultados con el fin de analizar la informacion generada.

La ultima etapa implicd un andlisis a priori y a posteriori, los cuales fueron “conceptos”
desarrollados en la Ingenieria Didactica planteada por Artigue, Douady, Moreno y Gémez (1995)
de la informacidén recolectada en donde se determino si se cumplieron los objetivos y la THA, lo
que permitid6 poder estructurar el disefio, proponer constructos tedricos y desarrollar una

propuesta de ensefianza.

3.2 Contextualizacion, Elementos de la implementacion, Materiales y recursos, Poblacion
de estudio

Esta propuesta de disefio fue implementada con aproximadamente 15 estudiantes de
grado octavo, quienes fueron seleccionados mediante un pretest. En este pretest, se pudo
observar que la mayoria de los estudiantes poseen conocimientos basicos en geometria, lo que
facilito la seleccion del nimero de participantes para la implementacion del disefio. Ademas, se
consideraron las condiciones de los equipos de computo, los cuales fueron revisados previamente
a la implementacion. Esto permitié determinar que unicamente 15 de los equipos estaban en
Optimas condiciones.

Los estudiantes seleccionados pertenecen al Grupo B del estrato socioecondmico
(SISBEN), con edades comprendidas entre los 12 y los 14 afos, y son estudiantes de la

Institucion Educativa oficial colombiana, Nuestra Sefiora de la Consolacion, ubicada en Toro,
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municipio del Norte del Valle del Cauca, inscrita en el Calendario A. Esta institucion cuenta con
sala de sistemas y red de internet con equipos de computo equipados con sistema operativo
Windows 10 o superior.

Por otro lado, se planifico la implementacion de manera Online, sin embargo, se
contempld la opcion Offline en caso de fallas en la red de internet, para poder realizar la
implementacion de forma local.

Todo lo anterior se sustentd en el espacio de las practicas profesionales realizadas en el
primer semestre del 2024 y en los convenios y acuerdos con el establecimiento educativo y su
representante legal. Al inicio del afio escolar, se solicitaron los respectivos permisos y
autorizaciones, asi como los derechos de tratamiento de imagen a los acudientes respectivos para
poder tomar registros filmicos, fotografias y grabaciones de audio de la implementacion. Se dejo

claro que estos registros tendrian fines académicos e investigativos.

3.2.1 Prueba Diagndostica (Pretest)

El pretest fue una herramienta crucial en el disefio de ensefianza del signo igual como
equivalencia, puesto que permitio evaluar el conocimiento inicial de los estudiantes y establecer
un punto de referencia para medir su evolucion. Este enfoque fue esencial para entender el nivel
de aprehension de nociones matematicas elementales en los estudiantes antes de la
implementacion.

A través del pretest, se pudo identificar las fortalezas y debilidades de los estudiantes en
diversas nociones en geometria: identificar figuras planas segin sus propiedades y
caracteristicas, reconocer semejanzas entre figuras, diferenciar entre perimetro y area, distinguir

movimientos de traslacién y rotacion, asi como su coexistencia, identificar configuraciones y
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trazos auxiliares en figuras geométricas planas, establecer relaciones de equivalencia y
congruencia de 4reas, ademds realizar cambios de registros de representacion del lenguaje
natural al figural.

Las preguntas del pretest estuvieron disefiadas para evaluar estas competencias, mediante
actividades que incluyeron nombrar y describir figuras geométricas, buscar relaciones de
tamafio, posicidon y rotacidn, colorear areas y perimetros, clasificar movimientos, comparar
espacios ocupados, determinar areas y perimetros, representar figuras con unidades especificas y
encontrar semejanzas y diferencias entre figuras.

Pues, de esta manera el pretest no solo proporcion6 una linea de base sobre la cual se
pueden dimensionar los progresos, sino que también da cuenta de las nociones especificas que

requieren mayor atencion y adaptacion para la elaboracion del Disefio.

3.2.1.1 Analisis A Priori

Los propositos y las preguntas del pretest se organizaron de manera que cubrieran de
forma secuencial las competencias elementales en geometria; cada proposito abordoé un aspecto
especifico del conocimiento, desde la identificacion de figuras y sus propiedades, hasta la
comprension de la nocion de equivalencia de areas. La estructura de las preguntas estuvo
diseniada para evaluar de manera practica y directa estos propositos, al facilitar la identificacion
de fortalezas y debilidades en los estudiantes, lo que permitiéo datos valiosos para adaptar el

disefio de ensefanza segun las necesidades individuales de los estudiantes, como se muestra en la

tabla 2.
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Tabla 2

Descripcion del Diserio e implementacion

54

Preguntas

Propésitos

Pregunta 1.

(a) Observando las siguientes figuras (A, B, C, D, E, F,
G, H), menciona sus nombres, las propiedades o
caracteristicas que conozcas sobre ellas. Por ejemplo: J:
Un triangulo isdsceles, es aquel que tiene dos lados
iguales, dos angulos iguales.

(b) Buscar las relaciones (Tamafio, posicion, rotacion,
entre otras) de las figuras anteriores:

B,C,F,GyH:

DyE:

- Identificar figuras planas de acuerdo a sus
propiedades y caracteristicas.
- Reconocer la semejanza entre figuras.

Pregunta 2.
Colorea el area y el perimetro de las siguientes figuras,

definiendo el color que utilizaras para diferenciar cada
uno.

Color del perimetro:
Color del area:

- Diferenciar entre la nocion de perimetro y area de
figuras planas.

Pregunta 3.
Teniendo en cuenta las siguientes nociones, responda

las preguntas del item (a) a la (d).

Rotacion: Es girar algo, tomando como base un punto
de referencia. Por ejemplo: Gira la tierra alrededor del
sol.

Traslacion: Implica cambiar la ubicacion de la figura
sin modificar su tamafio o forma.

Clasifica los siguientes movimientos en “Traslaciones”
“Rotaciones” o “ambos”

(a) (Qué tipo de movimiento hacen las manecillas de
un reloj? Justifica tu respuesta.

(b) (Qué tipo de movimiento hace un autobus que se
dirige del municipio de Toro a Zarzal? Justifica tu
respuesta.

- Diferenciar los movimientos de “Traslacion” y
“Rotacion”
- Establecer una coexistencia de ambos movimientos.
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(¢) /Cual o cuales movimientos se generan después de
lanzar un trompo? Justifica tu respuesta

(d) ;Qué movimientos se generan después de lanzar un
baldn de futbol al aire?

Pregunta 4.
Observa el comportamiento de las figuras y determina
(Cual de las dos figuras A y B, ocupa mas espacio? o

, Qué puedes observar de las dos figuras A y B? . . i
tQuep £ J - Identificar configuraciones de figuras geométricas

Pregunta 5. planas.
Responde Falso o Verdadero: - Identificar el uso de trazos auxiliares.

- Establecer una relacion de equivalencia entre areas de
Las figuras A y B son iguales figuras geométricas planas.

- Identificar la congruencia entre figuras geométricas

La figura A es mayor que la figura B planas.

La figura A ocupa mas area que la figura B
Explica con tus palabras.

Pregunta 6.
Determina el 4rea y el perimetro de las siguientes

figuras A: [Un cuadrado] y B: [Un rectangulo] - Determinar la equivalencia de area entre figuras

geométricas planas.

- Identificar diferencias o semejanzas entre el area y
perimetro de figuras geométricas planas.

- Identificar el cambio de registro de representacion del
lenguaje natural al figural.

Pregunta 7.
Representa una figura que tenga 10 Unidades de Area'y

14 Unidades de Perimetro.

Pregunta 8.
De acuerdo con las siguientes figuras, ;Qué semejanzas

o diferencias encuentras en ellas? A parte de su forma

Nota. La tabla muestra una recopilacion descriptiva de la forma en que fué disefiada la prueba diagnoéstica (Pre-test),
de acuerdo a unos propositos que fueron pensados en la identificacion de conocimientos previos en los estudiantes,
para poder realizar el Diseflo. Fuente: Elaboracién propia.

La pregunta relacionada con la identificacion de figuras geométricas planas (Pregunta 1)
se les dificult6 a los estudiantes el como empezar a resolverla, lo cual genero la intervencion del
profesor para dar claridad a la pregunta.

Las preguntas relacionadas con la diferenciacion entre perimetro y area (Pregunta 2) y la

comprension de los movimientos de traslacion y rotacioén (Pregunta 3) obtuvieron los resultados
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mas satisfactorios (a los propositos) y presentaron una baja variacion en las respuestas de los
estudiantes, lo que indica una comprension sélida en estas nociones.

Por otro lado, las preguntas relacionadas con la identificacion de configuraciones y
relaciones de figuras (Preguntas 4 y 5) mostraron una comprension ligeramente mas baja y una
variedad moderada en las respuestas de los estudiantes. Esto sugiere que los estudiantes pueden
necesitar mas practica en la identificacion y comparacion de figuras.

Las preguntas sobre determinar la equivalencia de area y perimetro (Preguntas 6, 7 y 8)
obtuvieron resultados mixtos, con algunas respuestas mas solidas y otras menos precisas. La
Pregunta 7 en particular mostré la mayor variedad en las respuestas de los estudiantes, lo que

indico una comprension menos consistente de las nociones de 4rea y perimetro.

3.2.1.2 Conclusiones Iniciales para Estructurar el Disefio

En esta seccion se encuentran los aspectos generales de la implementacion de la prueba
diagnostica y la rejilla de andlisis que se utilizd para el estudio de las respuestas de cada
estudiante, lo que permitid detallar en los aspectos de estructuracion del disefio, como se muestra

en el Anexo 2 (ver Anexo 2_Tabla | y 2para el analisis del Pretest.pdf).

En términos generales, los estudiantes mostraron habilidad para identificar figuras y
hacer distinciones entre ellas en cuanto a tamafio y posicion. Sin embargo, algunas respuestas
revelaron confusiones respecto a la nocion de rotacion. Ademas, se observo una variedad en la
profundidad de las descripciones de las respuestas, desde limitadas hasta mas detalladas,
incluyendo propiedades especificas de las figuras geométricas planas presentadas en las

preguntas.


https://drive.google.com/open?id=1fXCw7RruzJih07vAygVsmoLepRtUwjwX
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Gran parte de los estudiantes lograron diferenciar correctamente la nocion de perimetro y
area y se destacaron respuestas que mostraron una comprension clara de la diferencia entre
ambas nociones, asi como la capacidad para aplicar esta comprension en un contexto practico al
reconocer areas y perimetros.

Se pudo evidenciar que los estudiantes demostraron comprension de las nociones de los
movimientos de rotacion y traslacion, asi como la capacidad para establecer la coexistencia de
ambos movimientos.

Se observd que algunos estudiantes utilizaron trazos auxiliares para determinar areas y
establecer relaciones de equivalencia entre figuras, mientras que otros mostraron confusion en la
nocion de 4area. Se observd una comprension variable en cuanto a la identificacion de
configuraciones y congruencia entre figuras geométricas planas.

La comprension por parte de algunos estudiantes fue variable en la nocidén de area y
conservacion de area, pues no todos identificaron correctamente la equivalencia de areas entre
las figuras, al establecer dicha relacion de equivalencia entre dos figuras iguales en area pero en
distinta forma. Sin embargo, la mayoria logr6 determinar areas y perimetros utilizando féormulas,
pero algunas respuestas mostraron confusion en la unidad de medida o en la forma de hallar el
perimetro.

Finalmente, existe una comprension variable en cuanto a la relacion entre area y
perimetro, asi como en el cambio de registro de representacion y en la determinacion de figuras
con areas y perimetros especificos, donde algunos estudiantes lograron encontrar la figura
correcta con el valor de area y perimetro solicitados, mientras que otros no ofrecieron una
descripcion detallada, asi como en la identificacion de semejanzas y diferencias entre figuras

planas.
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3.3 Estructuracion del Disefio (Trayectoria de Aprendizaje) y Estrategia de Analisis
En esta seccion se describe una propuesta de ensefianza para el area de matematicas
titulada “Equivalencias Geométricas Planas”. La intervencion didactica (propuesta) esta dirigida
a los estudiantes de grado octavo de la educacién secundaria en el contenido curricular
matematico, Equivalencias Geométricas Planas, para el Pensamiento Espacial y Sistemas
Geométricos, que segun el MEN:
Conjeturo y verifico propiedades de congruencias y semejanzas entre figuras
bidimensionales y entre objetos tridimensionales en la solucion de problemas, aplico y
justifico criterios de congruencias y semejanza entre triangulos en la resolucion y
formulacion de problemas y uso representaciones geométricas para resolver y formular

problemas en las matematicas y en otras disciplinas. (2006, p. 86).

Este disefio fue un libro creado con el recurso de geometria dinamica GeoGebra, que
busco estimular y desarrollar el pensamiento espacial y sistemas geométricos en las
competencias de: resolucion de problemas, comunicacion y razonamiento de saberes
relacionados con la nocidén del signo igual, ademas, se buscd que los estudiantes no solo
resolvieran problemas, sino que pudieran conjeturar en base a la nocion del signo igual.

El instrumento de ensefianza dentro del recurso fue el Tangram. Este, sera el artifice de
lograr el paso a una interpretacion “mas asertiva” del signo igual. El Tangram, no se utilizoé de
forma aleatoria, sino, teniendo en cuenta los cimientos del algebra, la cual en ciertos momentos,
parte de su corpus teorico que se fundamenta gracias a la geometria; un ejemplo claro de esto

serian los “productos notables”, pues “la matematica griega, de alguna manera, hizo su
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aportacion a la justificacion geométrica de las ecuaciones algebraicas con Los elementos de
Euclides 500 a.C” (Massa, 2014, p. 317).

Ademas, al implementar la geometria para establecer equivalencias, puede ser un poco
“mas ameno” para el aprendizaje, por el hecho de ser interactivo gracias a la naturaleza de la
geometria que contiene una parte visual y otra de caracter tedrico.

La secuencia de actividades se disefi0 para los estudiantes de grado octavo de la
educaciéon colombiana. Esta utilizacion de los diferentes recursos y herramientas en esta
propuesta de trabajo de grado: Geometria, GeoGebra, relacidn de equivalencia, signo igual,

Tangram, tienen un sustento formal (ver Dimension Didéctica) respaldado por trabajos de

diferentes investigadores, que identificaron dificultades y maneras de como poder tratar los
problemas u obstaculos que se investigan en este tema.

Este disefio estd acompafiado de ciertas preguntas, las cuales, fueron enfocadas al
establecimiento de relaciones y configuraciones entre figuras geométricas, o en palabras mas
simples, que las figuras geométricas al ser objetos matematicos “mas conocidos” puedan servir
como puente para poder alcanzar un mejor acercamiento a la esencia del signo igual. Segun
Palarea (1998) manifiesta que las diferentes figuras geométricas y sus diferentes dimensiones,
pueden tener el potencial de servir como recurso para la adquisicién de un lenguaje algebraico,
ademas de poder establecer ciertas bases operacionales.

La propuesta de ensefnanza consta de cuatro niveles que se encuentran en “Los modelos
Emergentes de la Heuristica” como lo plantea Carcamo (2017):

® Nivel Situacional, el cual involucra que los estudiantes trabajen en direccion a los

objetivos matematicos a partir de experiencias reales y cotidianas para ellos.
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® Nivel Referencial, abarca modelos de descripciones, conceptos y procedimientos que
refieren al problema de la actividad situacional.

® Nivel General, el cual supone modelos para explorar, reflexionar y generalizar lo
obtenido en el nivel referencial.

e Nivel Formal, que conduce a que los estudiantes reflejen el surgimiento de una nueva
realidad matematica, por tanto, trabajan con procedimientos y notaciones convencionales
desligadas de las situaciones que le otorgaron su significado inicial (ver Los niveles de
actividad vinculados a los modelos emergentes).

Ahora bien, la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje, jugd un papel importante en la
estructuracion del disefo, debido a que, como su propio nombre lo dice, “es la forma
teodrica-ideal en que se pretende abordar el disefio” desde la vision que tienen los docentes en
formacion que hacen las veces de investigadores, como se muestra en la tabla 3:

Tabla 3

Tareas de aprendizaje y proceso hipotético de aprendizaje de la THA sobre equivalencias
geométricas planas

Tarea de aprendizaje Proceso de aprendizaje hipotético

El estudiante: (a) debe reconocer las diferentes figuras
Tarea 14: Dadas las figuras geométricas del tangram, se geométricas que se presentan y (b) en base a las
deben completar las siluetas que se proporcionan. caracteristicas de las figuras completar las siluetas que se
presentan alli.

El estudiante: (a) debe reconocer las diferentes figuras
geométricas que se presentan y (b) en base a las
caracteristicas de las figuras completar las siluetas que se
presentan alli. Ademas (c) establecer relaciones entre las tres
siluetas formadas, respecto a su area.

Tarea 1B: Dadas las figuras geométricas del tangram, se
deben completar las siluetas que se proporcionan.

El estudiante: (a) debe reconocer las diferentes figuras
geométricas planas que se presentan, (b) en base a las
caracteristicas de las figuras completar la silueta que se
presenta alli y (c) ademds, reconocer la composicion de
figuras, lo cual influye respecto a sus areas

Tarea 2A: ldentificar la igualdad en cuanto al area de las
figuras, sin tener en cuenta su apariencia superficial

Tarea 2B: Extraer requisitos tanto suficientes como El estudiante: (a) debe reconocer las diferentes figuras
necesarios para establecer la similitud o congruencia de las  geométricas que se presentan, (b) en base a las caracteristicas
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figuras, considerando aspectos como la conservacion de la
forma de las figuras del tangram y la variacion en el tamafio
de las siluetas.

Tarea 2C: Reconocer y distinguir figuras planas que poseen
caracteristicas similares en términos de forma o area, asi
como identificar las variadas configuraciones que pueden
adoptar estas figuras geométricas en un plano.

de las figuras completar las siluetas que se presenta alli, (c)
ademas, reconocer la composicion de figuras, lo cual influye
respecto a su area y (d) reconocer la conservacion de areas,
en las diferentes siluetas con distintas configuraciones
visuales.

El estudiante: (a) debe reconocer la conservacion de area, en
las diferentes siluetas con distintas configuraciones visuales y
(b) conjeturar en base a las configuraciones geométricas
planteadas en la tarea, asi mismo (c) identificar las
semejanzas o diferencias que puedan presentar las figuras
planas en términos de area o forma.

Tarea 3A4: Dados una serie de 6 puntos que muestran
diferentes figuras, dichos puntos se mueven dentro de un
plano. Determinar minimo dos figuras equivalentes en
términos de area o puntos dentro del area.

Tarea 3B: Dada una “animacion” de una figura geométrica
plana que se configura en otra, reconocer y determinar la o
las caracteristicas de la composicion de figuras y la
conservacion de area.

Tarea 3C: Dada una “animacion” de una figura geométrica
que se transforma en otra, reconocer y determinar la o las
caracteristicas de la composicion de figuras y la conservacion
de area.

El estudiante: (a) debe explorar la figura inicial que se
presenta y encontrar diferentes configuraciones en el plano y
(b) observar y conjeturar que pueden existir figuras de
diferentes formas, que pueden abarcar el mismo espacio o
que son equivalentes en su area.

El estudiante: (a) observa la “animacion” de la figura inicial y
su transformacion final para luego (b) conjeturar que las areas
no son un proceso estatico, sino que, se pueden componer de
diferentes figuras geométricas conocidas y conservando su
area.

El estudiante: (a) observa la “animacion” de la figura inicial y
su transformacion final para luego (b) conjeturar que las areas
no son un proceso estatico, sino que, se pueden componer de
diferentes figuras geométricas conocidas y (c) observar la
conservacion de area, por medio de valores numéricos de las
areas de la figuras que componen la figura compuesta, con su
area total.

Tarea 4A4: Dadas dos figuras geométricas, las cuales, se
componen de cuadriculas, donde cada cuadricula es /1U?, se
busca realizar una conjetura entre la forma y el area.

Tarea 4B: Segun las tres figuras convexas planteadas, las
cuales estan formadas de otras figuras, se pretende inferir o
conjeturar sobre la composicion de las mismas respecto a la
equivalencia de las areas.

Tarea 4C: Con las tres figuras planteadas, se busca hacer una
relacion de equivalencia entre sus areas sin importar la forma
de cada figura.

El estudiante: (a) observa las dos figuras presentadas para
luego (b) conjeturar que las areas tienen distintas
configuraciones en forma y auin asi ser equivalentes en area.
(c) Determina la conservacion del area, a pesar del cambio en
las figuras respecto a su forma.

El estudiante: (a) observa las figuras presentadas para luego
(b) establecer la composicion de las figuras y (c) determinar
la equivalencia de area entre las figuras y asi poder (d)
generalizar la conjetura sobre el area de diversas figuras
convexas.

El estudiante: (a) observa las figuras presentadas para luego
(b) conjeturar sobre la  conservacion del area
independientemente de su forma, para (c) donde se pueda
evidenciar un cambio de registro de representacion.

Nota. La tabla muestra una recopilacion descriptiva de las tareas de aprendizaje y proceso hipotético de aprendizaje
de la THA sobre equivalencias geométricas planas, utilizadas en el Disefio. Fuente: Elaboracion propia.

Las diferentes formas de interpretar el signo igual pueden tener sus diferentes alcances

dentro del aprendizaje de las matemadticas, pero la investigacion se centré en la nocion de
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equivalencia, debido a que, al interiorizar este objeto matematico, los estudiantes pudieran ver el
proceso de igualdad en un sentido “reciproco” a como se concibe habitualmente, es decir, que no
vean las igualdades como solucionar u operar, sino, que tengan la rigurosidad de ver el signo
igual como la generalidad de un fendmeno fisico o abstracto.

Un ejemplo de lo anterior seria, que al ver la formula del area de un rectangulo, no lo
vean como realizar una “simple” multiplicacion, sino, que tengan la postura de poder hacer un
analisis a la formula en cuestion y ;Por qué no?, poder hacer una determinacion de dicha
formula, al relacionar dos medidas que pueden ser cualesquiera, y asi, poder establecer el area de
cualquier figura, que cumpla las condiciones de ser un rectangulo.

La distribucion de las sesiones estuvieron comprendidas por los momentos de clase, es
decir, los niveles de cada actividad del disefo, los cuales permitieron que los estudiantes
avanzaran en la solucion de las preguntas, sin dejar de lado el papel del docente, como se
muestra en la tabla 4:

Tabla 4

Planeacion de la implementacion del Disefio

(Tiempo)

Descripcién de la actividad Distribucion de los estudiantes

Etapa

(20 min)
Introduccion al manejo del Software
de geometria dinamico GeoGebra:

1. Los estudiantes deben ingresar a su
navegador de preferencia: Google
Chrome, Mozilla Firefox, entre otros.

Introducc_i(:)n o 2. Los estudiantes deben ingresar al  Clase magistral
(Presentacion objetivo de la propuesta) ;1.

https://www.geogebra.org/classroom/qz
nfpnm?S

4. Al ingresar al recurso, los estudiantes
deben poner su nombre y dar clic en
ingresar.



https://www.geogebra.org/classroom/qznfpnm5
https://www.geogebra.org/classroom/qznfpnm5
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5. Después encontraran el disefio de las
actividades en el Libro “Equivalencias
Geométricas Planas”

Aplicacion del nivel situacional

(40 min)

El nivel situacional involucra que los
estudiantes trabajen en direccion a los
objetivos matematicos a partir de
experiencias reales para ellos.

El docente guiara a los estudiantes para
que realicen las actividades de este
nivel, con el objetivo de que tengan un
primer acercamiento a las equivalencias
de figuras planas, de las que se
compone el Tangram, partiendo de un
contexto cotidiano como lo son las
siluetas de la Tarea 1A y 1B contenidas
en el libro de GeoGebra Equivalencias
Geométricas Planas

Se espera que en este nivel el estudiante
trabaje de forma individual, para que
explore e interactue con la actividad y
sus preguntas orientadoras.

Aplicacién del Nivel Referencial

(60 min)

El nivel referencial abarca modelos de
descripciones, conceptos y
procedimientos  que  refieren al

problema de la actividad situacional.

Los estudiantes tendran el rol principal
en la ejecucion de las actividades de
este nivel, con el objetivo de que
reconozcan la equivalencia de figuras
respecto a su area, también que lleguen
a conjeturar sobre la conservacion de
forma y area, como lo son las Tareas
2A, 2B y 2C, que hacen uso del
Tangram, contenidas en el libro de
GeoGebra Equivalencias Geométricas
Planas. Cabe aclarar que el docente esta
dispuesto para resolver dudas e
inquietudes por parte de los estudiantes.

Se espera que en este nivel los
estudiantes trabajen en parejas, para que
puedan comunicarse y expresarse entre
ellos, dando solucion a las
construcciones, pero de  forma
individual para dar respuesta a las
preguntas planteadas en cada actividad
del nivel.

Aplicacién del Nivel General

(60 min)

El nivel general supone modelos para
explorar, reflexionar y generalizar lo
obtenido en el nivel referencial.

Los estudiantes tendran el rol principal
en la ejecucion de las actividades de
este nivel, con el objetivo de que tengan
un primer acercamiento a las distintas
configuraciones de las figuras planas,
que pueden tener el mismo valor de
area, también que los estudiantes
puedan reconocer la composicion de
figuras como lo son las Tareas 3A, 3By
3C, contenidas en el libro de GeoGebra
Equivalencias  Geométricas Planas.
Cabe aclarar que el docente esta
dispuesto para resolver dudas e
inquietudes por parte de los estudiantes.

Se espera que en este nivel los
estudiantes  trabajen de  forma
individual, para dar solucién a las
actividades.
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Aplicacion del Nivel Formal

(60 min)

El nivel formal conduce a que los
estudiantes reflejen el surgimiento de
una nueva realidad matematica, por
tanto, trabajan con procedimientos y
notaciones convencionales desligadas
de las situaciones que le otorgaron su
significado inicial.

Los estudiantes tendran el rol principal
en la ejecucion de las actividades de
este nivel, con el objetivo de que tengan
consolidado las equivalencias de figuras
planas e incluso que lleguen a
conjeturar, inferir o generalizar la
equivalencia en area de las diferentes
configuraciones. Establecer relaciones
entre el area de las figuras, por medio
de diferentes registros de representacion
al comparar las areas de figuras planas
al identificar patrones y regularidades,
como se puede evidenciar las Tareas
4A, 4B y 4C, contenidas en el libro de
GeoGebra Equivalencias Geométricas
Planas. Cabe aclarar que el docente esta
dispuesto para resolver dudas e
inquietudes por parte de los estudiantes.

En este momento se realizara el cierre y
reflexiones  de las  actividades
presentadas.

Se espera que en este nivel los
estudiantes  trabajen de  forma
individual, para dar solucién a las
actividades. Ademas, se espera que
puedan llegar a conjeturar y generalizar
el tema central de las actividades.

Nota. La tabla muestra una descripcion de los momentos y aplicaciones de las Tareas del Disefio en cada Nivel de la
implementacion. Fuente: Elaboracién propia.
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Capitulo 4

En este capitulo se presentan y analizan los resultados y rasgos generales de cada nivel de
aprendizaje en que se estructurd el disefio. Ademas se analizan detalladamente las producciones
mas representativas de las diversas aplicaciones que se llevaron a cabo durante la
implementacion de cada disefio de actividades.

En consideracion con lo mencionado anteriormente, el capitulo se inicia con el analisis
del nivel situacional donde se sintetizan los resultados més representativos de las primeras
aplicaciones, luego se explicitan los hallazgos o resultados més representativos para lo cual, se
seleccionan algunas producciones de estudiantes que fueron codificadas y se da cierre a cada
nivel de aprendizaje con un apartado de reflexiones que surgieron de una del cierre de la
implementacion entre investigadores y estudiantes. Lo cual, permitid sustentar el porque se
puede asegurar que hay aprendizajes alcanzados por parte de los estudiantes.

Cabe aclarar que producto de esta investigacion, del marco tedrico que sustenta este
trabajo y la comparacion de los resultados obtenidos con otras investigaciones, se establecieron
una serie de categorias de analisis que ayudaron a sintetizar y caracterizar los analisis alusivos a
los niveles referencial, general y formal que son los que terminan de conformar el modelo tedrico

que sustento el Disefio resultante.

4.1 Nivel situacional

De acuerdo a los propositos planteados sobre reconocer la composicion de figuras planas,
a través de otras y la conservacion de la forma de las figuras en los diferentes momentos del
desplazamiento, la finalidad de este nivel parte de que los estudiantes al observar que cada
silueta podria requerir un igual nimero de piezas para construirse al cambiar su configuracion,

pueden hallar algin patrén recurrente en la composicion de las piezas en las siluetas. Por
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ejemplo, si hay alguna figura bésica (como un cuadrado) que siempre se encuentra en una
posicion especifica en todas las construcciones.

Particularmente, en este nivel se encuentra la equivalencia de area, donde dos siluetas
puedan requerir el mismo numero de piezas para construirse, esto no garantiza que tengan la
misma forma, sin embargo, se puede encontrar alguna relaciéon entre el numero de piezas y el
area de las siluetas, ademas, si dos siluetas con el mismo nimero de piezas son equivalentes en
términos de area.

Las respuestas proporcionadas por los estudiantes reflejaron una variedad de
comprensiones sobre las siluetas del Tangram y el numero de piezas necesarias para construirlas.
Esta diversidad de percepciones promovio la importancia de fortalecer la ensefianza de nociones
geométricas basicas como la relacion entre formas y la cantidad de piezas requeridas. Las
orientaciones curriculares resaltaron la importancia del pensamiento espacial y la comprension
de sistemas geométricos, lo cual se relaciona directamente con la capacidad de los estudiantes
para identificar patrones y relaciones en las siluetas del Tangram.

La relacion de las respuestas respecto a la Dimension Didactica mostrd una falta de
uniformidad en la comprension de las nociones geométricas implicadas en la construccion de las
siluetas a partir de las piezas del Tangram, lo cual resaltd la necesidad de utilizar didacticas que
puedan llegar a facilitar la comprension de los estudiantes sobre la relacion entre las formas
geométricas y el nimero de piezas requeridas.

Pues al utilizar recursos como GeoGebra puede “llegar a estimular” una visualizacion no
iconica y explorar estas relaciones de manera perceptiva como lo plantea Duval, lo que

fomentaria un aprendizaje mas activo y significativo.
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A continuacién se presentan algunas situaciones particulares que se destacan de las

producciones de los estudiantes del aplicativo de GeoGebra.

4.1.1 Hallazgos del Nivel Situacional

En este primer nivel, en la Tarea 1A se le solicit6 al estudiante que para empezar la
primera actividad, realizara la construccion de tres siluetas como se muestra en las figuras 14, 15
y 16 y arrastrara las piezas de color negro del Tangram, para formar la silueta que se encuentra
en la parte izquierda de la pantalla. Al terminar la construccion de cada silueta, el estudiante

debia PULSAR 1la flecha de color rojo para avanzar a la siguiente silueta.

GeGGebrO Q Buscar

Figura 14. Primera construccion Tarea 1A Nivel Situacional. Las figuras geométricas de color negro, representan las piezas
del Tangram, las cuales se deben utilizar para construir la silueta que se encuentra en la parte izquierda. Fuente: Elaboracion
propia.
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GeQGebrO Q Buscar

A

Figura 15. Segunda construccion Tarea 1A Nivel Situacional. Las figuras geométricas de color negro, representan las
piezas del Tangram, las cuales se deben utilizar para construir la silueta que se encuentra en la parte izquierda.
Fuente: Elaboracion propia.

Ge“{:}GebrO Q Buscar

Figura 16. Tercera construccion Tarea 1A Nivel Situacional. Las figuras geométricas de color negro, representan las
piezas del Tangram, las cuales se deben utilizar para construir la silueta que se encuentra en la parte izquierda.
Fuente: Elaboracion propia.

68
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En base a las construcciones que realizaron los estudiantes E5, E6 y E14, se pudo

evidenciar que los tres estudiantes coinciden en que las tres siluetas tienen la misma cantidad de

piezas, esto sugiere que comprendieron la pregunta y la informacion proporcionada sobre las

siluetas, segun la Geometria Activa (ver Geometria activa) se presencio la participacion activa de

los estudiantes, puesto que al realizar y cumplir con las construcciones de manera dinamica al
tener una comprension del espacio y las formas, en este caso de las siluetas.

Para los casos de los estudiantes E6 y E14 especificaron que el nimero de piezas es 7, lo
cual proporcioné una respuesta mas completa en comparacion con ES5, que solo menciond que

las siluetas tienen la misma cantidad de piezas sin especificar el numero (ver las figuras 17, 18 y

19).

< E4 laura ramirez < 10/18 >

v

@ Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 2

1. Respecto a las tres figuras planteadas: SILUETA 1, SILUETA 2 y SILUETA 3, ;Existe alguna silueta que haya requerido
de mas o menos nimero de piezas para construirse?

Respuesta

no ya que todas las siluetas tienen el mismo numero

Figura 17. Respuesta de estudiante E4 Tarea 1A. La figura muestra la respuesta del estudiante E4, a la pregunta 1 de la Tarea 1A,
respecto a las SILUETAS 1, 2 y 3. Fuente: GeoGebra.
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< E5 Briana Paulet C... < 15/18 >

v

E Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 2

1. Respecto a las tres figuras planteadas: SILUETA 1, SILUETA 2 y SILUETA 3, ;Existe alguna silueta que haya requerido
de més o menos numero de piezas para construirse?

Respuesta

no, las 3 siluetas tenian la misma cantidad de piezas

Figura 18. Respuesta de estudiante ES Tarea 1A. La figura muestra la respuesta del estudiante ES, a la pregunta 1 de la Tarea 1A,
respecto a las SILUETAS 1, 2 y 3. Fuente: GeoGebra.

< E6 valeria arce bu... < 8/18 >

E Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 2

1. Respecto a las tres figuras planteadas: SILUETA 1, SILUETA 2 y SILUETA 3, ;Existe alguna silueta que haya requerido
de mas o menos nimero de piezas para construirse?

Respuesta

no , todas las siluetas tienen el mismo numero de piezas que son 7

Figura 19. Respuesta de estudiante E6 Tarea 1A. La figura muestra la respuesta del estudiante E6, a la pregunta 1 de la Tarea 1A,
respecto a las SILUETAS 1, 2 y 3. Fuente: GeoGebra.

E2 y E6 se enfocaron en patrones relacionados con el tamafio y la posicion central de las
piezas, ambos estudiantes coincidieron en que las piezas mas grandes tienden a estar en el centro
y las mas pequefias en las “esquinas”. En cambio, E7 observo un patrén especifico en la posicion

del tridngulo isdsceles, proporcionando un detalle adicional sobre la configuracion de una pieza
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especifica, sin embargo, queda una ambigiliedad al referirse al “tridngulo isdsceles” puesto que,
no solo hay un tridngulo con esa caracteristica.

En las respuestas proporcionadas por el estudiante E7 se vio reflejado el Sistema

Geométrico (ver Sistema geométrico), que segun los Lineamientos Curriculares en Matematicas

(MEN, 1998) consiste en las exploraciones e interacciones empiricas que van teniendo los
estudiantes con el mundo fisico al llegar a tener representaciones geométricas de las experiencias

individuales. (ver figura 20, 21 y 22).

< E6 valeria arce bu... < 8/18 >

v

E Has pausado la leccién. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 3

2. ;Notas algun patron en las construcciones de las siluetas? Por ejemplo: El cuadrado siempre se encontrard en una
misma posicion, en las tres construcciones de las siluetas.

Respuesta

si, el paralelogramo en las 3 siluetas tiene diferente posicion , tambien todas las siluets tiene el mismo numero de
piezas , y algunas son grandes , medianas ,pequefias , las grandes siempre van a | mitad e igual a las medianas y las

pequenas van alrededor

Figura 20. Respuesta de estudiante E6 Tarea 1A. La figura muestra la respuesta del estudiante E6, a la pregunta 2 de la Tarea 1A,
respecto a las SILUETAS 1, 2 y 3. Fuente: GeoGebra.



Nocion del signo igual: Una propuesta de ensefianza con los recursos del Tangram y GeoGebra 72

< E2 Silvana Penago... < 16/18 >

v

El Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 3

2. ;Notas alguin patrén en las construcciones de las siluetas? Por ejemplo: El cuadrado siempre se encontrard en una
misma posicion, en las tres construcciones de las siluetas.

Respuesta

Yo note que las figuras mas grandes casi siempre iban en el centro, y las mas pequefias en las esquinas, ya que las
grandes ocupan un mayor espacio y las pequefias completan las esquinas de los espacios pequefios en blanco

Figura 21. Respuesta de estudiante E2 Tarea 1A. La figura muestra la respuesta del estudiante E2, a la pregunta 2 de la Tarea
1A, respecto a las SILUETAS 1, 2 y 3. Fuente: GeoGebra.

< E7 Marco Antonio... < 13/18 >

v

@ Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 3

2. ;Notas algun patrén en las construcciones de las siluetas? Por ejemplo: El cuadrado siempre se encontrard en una
misma posicion, en las tres construcciones de las siluetas.

Respuesta

el triangulo isoseles siempre se encuentra en la misma posicion de las tres siluetas

Figura 22. Respuesta de estudiante E7 Tarea 1A. La figura muestra la respuesta del estudiante E7, a la pregunta 2 de la Tarea
1A, respecto a las SILUETAS 1, 2 y 3. Fuente: GeoGebra.

Los estudiantes E1, E10 y E13 coincidieron en que las siluetas tienen la misma area, pues
todos relacionaron la equivalencia de area con el hecho de que las siluetas estaban construidas

con las mismas piezas o figuras.
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El muestra un nivel de comprension geométrica, que va “un poco mas alla”, al

mencionar el perimetro, donde detallo que el area puede ser igual, mientras que el perimetro

puede variar dependiendo de la posicion de las piezas. En esta respuesta se pudo ver la

visualizacion no iconica (ver Dos modos opuestos de funcionamiento cognitivo: la visualizacion

iconica y la visualizacién no iconica ), como lo plantea Duval (2005) la percepcion visual
implica dos niveles de operaciones distintos pero independientes: el reconocimiento de formas
(iconica) y la identificacion de objetos basados en esas formas reconocidas (no iconica). Como

se muestra en las figuras 23, 24 y 25:

< E1 Michel Sofia M... < 1218 >

v

El Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 4

3. En caso de que las tres SILUETAS requieran del mismo niimero de piezas para construirse, ;Consideras que estas tres
siluetas son equivalentes, en el sentido de su superficie (area)?

Respuesta

Para mi si son equivalentes al mismo area pero diferente perimetro

Figura 23. Respuesta de estudiante E1 Tarea 1A. La figura muestra la respuesta del estudiante E1, a la pregunta 3 de la Tarea 1A,
respecto a las SILUETAS 1, 2 y 3. Fuente: GeoGebra.
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< E10. Maria Algjan... < 218 >

v

El Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 4

3. En caso de que las tres SILUETAS requieran del mismo nimero de piezas para construirse, ;Consideras que estas tres
siluetas son equivalentes, en el sentido de su superficie (area)?

Respuesta

considero que las 3 siluetas tienen la misma area ya que se componen de la mismas figuras

Figura 24. Respuesta de estudiante E10 Tarea 1A. La figura muestra la respuesta del estudiante E10, a la pregunta 3 de la Tarea
1A, respecto a las SILUETAS 1, 2 y 3. Fuente: GeoGebra.

< E13 Kimberly Oso... <18 >

El Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 4

3. En caso de que las tres SILUETAS requieran del mismo numero de piezas para construirse, ;Consideras que estas tres
siluetas son equivalentes, en el sentido de su superficie (area)?

Respuesta

Si, las tres siluetas tienen la misma area debido a que tiene las mismas piezas

Figura 25. Respuesta de estudiante E13 Tarea 1A. La figura muestra la respuesta del estudiante E13, a la pregunta 3 de la Tarea
1A, respecto a las SILUETAS 1, 2 y 3. Fuente: GeoGebra.

Estos hallazgos indicaron que los estudiantes desarrollan competencias en geometria a
través de la manipulacion de las piezas del Tangram por medio del recurso de GeoGebra, lo cual
en parte esta relacionada con los principios de la Geometria Activa y el Sistema Geométrico. Las

respuestas dieron a entender que algunos estudiantes estdn comenzando a diferenciar entre las
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nociones de area y perimetro, lo que indicé que el propoésito del disenio puede llegar a brindar al
estudiante un acercamiento al desarrollo del pensamiento espacial.

La Tarea 1B de este primer nivel, estuvo disefiada para que los estudiantes reconocieran
la composicion de figuras planas mediante la utilizacion de otras figuras (ver figuras 26, 27, 28)
y para que comprendieran la conservacion de la forma, mientras estas figuras se desplazan. Para
ello, debian arrastrar y posicionar las piezas del Tangram para formar las siluetas de color gris, al
utilizar el punto de color verde, para girarlas y sosteniendo el punto de color rojo, para

arrastrarlas o moverlas con la mano que aparece al senalarlas con el mouse.

Ge@Ge er Q. Buscar

>

Figura 26. Primera construccion Tarea 1B Nivel Situacional. Las figuras geométricas de colores, representan las piezas del
Tangram, las cuales se deben utilizar para construir la silueta que se encuentra en la parte izquierda. Fuente: Elaboracion

propia.
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SILUETA 2

Figura 27. Segunda construccion Tarea 1B Nivel Situacional. Las figuras geométricas de colores, representan las
piezas del Tangram, las cuales se deben utilizar para construir la silueta que se encuentra en la parte izquierda.
Fuente: Elaboracion propia.

GeOGebrO Q Buscar

SILUETA3

Figura 28. Tercera construccion Tarea 1B Nivel Situacional. Las figuras geométricas de colores, representan las
piezas del Tangram, las cuales se deben utilizar para construir la silueta que se encuentra en la parte izquierda.
Fuente: Elaboracion propia.

76
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Al finalizar cada construccion, los estudiantes debian avanzar a la siguiente actividad y
responder las preguntas relacionadas con las figuras construidas, lo cual les permitié desarrollar
“habilidades” en la identificacién e interaccion con figuras geométricas, y observar como las
siluetas de color gris, se componen de las piezas del Tangram.

En base a las construcciones que realizaron los estudiantes E5, E6 y E14, se pudo
evidenciar que los tres comprendieron la esencia de la pregunta, que se centra en la cantidad de
piezas utilizadas para construir cada silueta.

Para el caso del estudiante E5, la respuesta no es completamente precisa, pues al
mencionar que “todas las piezas son iguales” se pudo interpretar de dos maneras: que todas las
siluetas estdn compuestas de las mismas piezas (tamafio y forma) o que la cantidad de piezas es
la misma para cada silueta; sin embargo, no se mencion6 explicitamente la cantidad de piezas.

Para el caso de E6, se pudo evidenciar que el estudiante especificd que todas las siluetas
tienen la misma cantidad de piezas, que son 7. No obstante, la frase "la diferencia" no esta
claramente conectada con el resto de la respuesta y puede causar confusion, pues parece que E6
esta intentando afirmar que no hay diferencia en la cantidad de piezas.

Por otra parte, la respuesta del estudiante E14 fue méas precisa y completa, porque niega
la existencia de una diferencia en la cantidad de piezas y afirma que cada silueta tuvo
exactamente 7 piezas. Esta respuesta fue la mas completa y coherente de las tres (ver las figuras

29,30y 31).
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< E5 Briana Paulet C... < 15/18 >

v

@ Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 8

1. ¢Cual de las tres siluetas, SILUETA 1, SILUETA 2 o SILUETA 3, requirié una cantidad de piezas diferente para su
construccion?

Respuesta

ninguna, todas las piezas son iguales

Figura 29. Respuesta de estudiante ES Tarea 1B. La figura muestra la respuesta del estudiante ES, a la pregunta 1 de la Tarea 1B,
respecto a las SILUETAS 1, 2 y 3. Fuente: GeoGebra.

< E6 valeria arce bu... < 8/18 >

v

m Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 8

1. ¢Cual de las tres siluetas, SILUETA 1, SILUETA 2 o SILUETA 3, requirié una cantidad de piezas diferente para su
construccion?

Respuesta

ninguna, todas son iguales y tiene las misma cantidad de piesas que son 7la diferencia

Figura 30. Respuesta de estudiante E6 Tarea 1B. La figura muestra la respuesta del estudiante E6, a la pregunta 1 de la Tarea 1B,
respecto a las SILUETAS 1, 2 y 3. Fuente: GeoGebra.
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< E 14 Mariana Cue... < 5/18 >

E Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 8

1. ¢Cual de las tres siluetas, SILUETA 1, SILUETA 2 o SILUETA 3, requiri6 una cantidad de piezas diferente para su
construccion?

Respuesta

no, ninguna de las tres tuvo diferentes cantidadse de figuras siono que tuvieron de a 7 piezas

Figura 31. Respuesta de estudiante E14 Tarea 1B. La figura muestra la respuesta del estudiante E14, a la pregunta 1 de la Tarea
1B, respecto a las SILUETAS 1, 2 y 3. Fuente: GeoGebra.

En la pregunta 2 de la Tarea 2A, cada estudiante abordo la pregunta de manera diferente,
aportando distintas perspectivas e interpretaciones sobre las semejanzas o diferencias que se
puedan evidenciar en las SILUETAS.

En el caso de la identificacion de diferencias de las tres SILUETAS, ES menciono que las
tres siluetas tienen diferente forma y que las piezas estan acomodadas de manera distinta; para el
caso del estudiante E6, se pudo evidenciar su mencion sobre que las tres siluetas tienen formas
diferentes y variaciones en el tamafio de las figuras dentro de cada silueta, ademas, resaltd que
las figuras rotan.

Pues al tener en cuenta la postura de Corberan (1996) donde menciona que la finalidad de
la ensefianza del area en la educacion, tanto primaria como secundaria, no deberia limitarse a
buscar una conceptualizacion de lo que podria ser el area, sino, deberia mostrar a los estudiantes
la diversidad de caminos o procedimientos que ayudan a la medicion y comparacion de areas de

superficies planas, esto se vio reflejado en las respuestas de los estudiantes ES y E6.
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Por el contrario, el estudiante E14, present6 una confusion en la nocioén de semejanza, al
afirmar “las tres siluetas no tienen la misma semejanza, sino que lo que tienen en comun, es que
tienen el mismo niimero de figuras” lo cual al justificar su respuesta se “deduce” que si hay una
semejanza.

Para la identificacion de las semejanzas de las siluetas de color gris, el estudiante ES
afirm6 que todas las siluetas tienen la misma cantidad de piezas, en cambio E6, indico que, a
pesar de las diferencias en tamafo y rotacion, las figuras son iguales. En el caso de E14,
compartid la misma afirmacion respecto a E5, sobre que la semejanza principal entre las siluetas,
es que todas tienen la misma cantidad de piezas o figuras, como se puede ver en las figuras 32,

33y 34:

< E5 Briana Paulet C... < 15/18 >

v

El Has pausado la leccién. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 9

2. ;Qué semejanza o diferencia puedes identificar entre las tres SILUETAS?

Respuesta

las 3 siluetas tienen diferentes forma y las piezas estan acomodadas de forma diferente, pero todas tienen la misma

cantidad de piezas.

Figura 32. Respuesta de estudiante ES Tarea 1B. La figura muestra la respuesta del estudiante ES, a la pregunta 2 de la Tarea
1B, respecto a las SILUETAS 1, 2 y 3. Fuente: GeoGebra.
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< E6 valeria arce bu... < 8/18 >

v

@ Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 9

2. ;Qué semejanza o diferencia puedes identificar entre las tres SILUETAS?

Respuesta

la diferencia es que las 3 tiene difrente formas , pero son iguales todas las figuras por que varian su tamafiano en las
tres siluetas un ejemplo es que los cuadrados son pequefio, los triangulos son grandes otra diferencia es que rotan

Figura 33. Respuesta de estudiante E6 Tarea 1B. La figura muestra la respuesta del estudiante E6, a la pregunta 2 de la Tarea 1B,
respecto a las SILUETAS 1, 2 y 3. Fuente: GeoGebra.

<  E 14 Mariana Cue... < 5/18 >

v

El Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 9

2. ;Qué semejanza o diferencia puedes identificar entre las tres SILUETAS?

Respuesta

las tres siluetas no teinen las misma semejanza sino que lo que tienen en comun es de que tienen el mismo numeros de
figuras.

Figura 34. Respuesta de estudiante E14 Tarea 1B. La figura muestra la respuesta del estudiante E14, a la pregunta 2 de la Tarea
1B, respecto a las SILUETAS 1, 2 y 3. Fuente: GeoGebra.

En la pregunta 3, los estudiantes E1, E7 y E10 lograron dar respuesta a la pregunta, sin
embargo, seria recomendable reforzar la nocidon de area y como diferentes configuraciones de
piezas (figuras geométricas) pueden afectar la superficie total de una figura (silueta), (ver
Nociones de area y superficie) al asegurar una posible comprension de que la misma cantidad de

piezas no garantiza la misma area si las piezas no son uniformes (iguales entre si).
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El expres6 que las siluetas son equivalentes en superficie, pero no da cuenta de una
explicacion detallada o “razonamiento” que respalde su afirmacion, lo que dio evidencia de una
“comprension basica” de la nocion de equivalencia en términos de superficie.

E7 manifestd6 que la equivalencia en superficie se debe a que todas las siluetas se
componen de las mismas figuras (piezas), asumiendo que las piezas que componen las
SILUETAS son idénticas en forma y tamafio (son iguales entre si). Esta respuesta, implico una
comprension de la nocidon de éarea, siempre y cuando las piezas sean efectivamente iguales,
aunque no aborda el escenario en que las SILUETAS podrian variar en tamafio o forma pero

sumar la misma superficie (ver Propiedades de las areas v superficies planas).

Por otro lado, E10 sefial6 que las figuras pueden considerarse equivalentes en superficie,
porque tienen la misma cantidad de piezas. El estudiante parece estar diciendo que si las figuras
tienen la misma area, deben estar compuestas por la misma cantidad de piezas, pues esta
afirmacién puede interpretarse como que E10 comprendié que la cantidad de piezas es un
indicador de la equivalencia en superficie.

Aunque la respuesta es algo confusa, E10 opin6 que la cantidad de piezas determina la
equivalencia en area, lo cual es parcialmente correcto si las piezas son iguales entre si. Ademas,
E10 rectifico que la equivalencia en area y la cantidad de piezas estan directamente relacionadas;
pero este “razonamiento” es valido solo si se asume que las piezas son de tamafo y forma
uniformes. Sin embargo, E10 no abordd esta suposicion explicitamente en su respuesta (ver

figuras 35, 36 y 37).
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< E1 Michel Sofia M... < 12/18 >

v

E Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 10

3. ;Si las tres siluetas requieren la misma cantidad de piezas para construirse, podrian considerarse equivalentes en
cuanto a su superficie (area)?

Respuesta

Considero que las tres siluetas si son equivalentes a su superficie

Figura 35. Respuesta de estudiante E1 Tarea 1B. La figura muestra la respuesta del estudiante E1, a la pregunta 3 de la Tarea
1B, respecto a las SILUETAS 1, 2 y 3. Fuente: GeoGebra.

< E2 Silvana Penago... < 16/18 >

A4

@ Has pausado la leccién. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 10

3. ¢Si las tres siluetas requieren la misma cantidad de piezas para construirse, podrian considerarse equivalentes en
cuanto a su superficie (area)?

Respuesta

Si, creo que si se considera equivalente, ya que si una figura tiene una area o superficie, tiene que tener la misma
cantidad de piezas

Figura 36. Respuesta de estudiante E2 Tarea 1B. La figura muestra la respuesta del estudiante E2, a la pregunta 3 de la Tarea
1B, respecto a las SILUETAS 1, 2 y 3. Fuente: GeoGebra.



Nocion del signo igual: Una propuesta de ensefnianza con los recursos del Tangram y GeoGebra 84

< E7 Marco Antonio... < 13718 >

v

El Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 10

3. ;Si las tres siluetas requieren la misma cantidad de piezas para construirse, podrian considerarse equivalentes en
cuanto a su superficie (area)?

Respuesta

si porque todas se compuesta de las mismas figuras

Figura 37. Respuesta de estudiante E1 Tarea 1B. La figura muestra la respuesta del estudiante E1, a la pregunta 3 de la Tarea
1B, respecto a las SILUETAS 1, 2 y 3. Fuente: GeoGebra.

A continuacion, se presentan unas observaciones o reflexiones relacionadas con el primer

nivel de la estructura del disenio.

4.1.2 Observaciones o reflexiones del primer nivel

En este apartado se tuvo presente para el andlisis, dos de las intervenciones de los
estudiantes y del docente, las cuales tuvieron una relacion con unas categorias y codigos de
analisis, para llegar a una reflexion parcial sobre la implicacion de las actividades en los
estudiantes (ver Tabla 5 ).
Tabla 5

Relacion categoria - codigo

Relacién categoria - cédigo

Numero Categoria Cédigo

1.1 Finalidad de las actividades

1 Intencion de la planificacion -
1.2 Enfasis en el objetivo de las actividades
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2.1 Observacion sobre area y forma
2.2 Relacién del nimero de piezas
2.3 Se especifica la composicion de figuras
24 Conservacion de area
2 Caracteristicas de area 2.5 Composicion y caracteristicas de las figuras
26 Relacién de la construccion y superficie de
’ las figuras
27 Conservacion de area y variacion de
’ perimetro
2.8 Descomposicion de figuras
3.1 Areas equivalentes
3 Equivalencias
3.2 Conjetura sobre la cantidad de piezas
4.1 Configuraciones de las figuras
4 Configuracion de figuras 4.2 Nocion de los conceptos de area y
’ perimetro
5.1 Conijeturas sobre el perimetro
5 Caracteristicas del perimetro
5.2 Comparacion de tamario silueta - forma
6.1 Razonamiento e interpretacion
6 Razonamiento 6.2 Razonamiento sobre las configuraciones de
’ las figuras
71 Clasificacion de las figuras
7 Caracteristicas de poligono 7.2 thda frente al concepto de Triangulo
Isésceles
7.3 Confusion entre forma y poligono
8.1 Observacion de conocimientos
Aclaracién de las actividades del Nivel
8.2 :
Referencial
8.3 Actividad 4B
8 Casos particulares
84 Respuesta actividad 4B
85 Identificacion de un problema en el recurso

(GeoGebra)

85
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Utilizacién de lenguaje matematico para

8.6 : )
referirse a las figuras
8.7 Apreciaciones del disefio por parte de los
' estudiantes
8.8 Importancia del rol del profesor en la

implementacion del disefio

8.9 Registros de representacion

Nota. La tabla muestra la relacion entre los codigos y categorias de analisis posterior a la implementacion del
Diseflo, con el objetivo de realizar las observaciones y reflexiones en cada nivel de la implementacion. Fuente:
Elaboracién propia.

4.1.2.1 Intervencion 1

P: Entonces, les presento el libro, nuevamente ;Lo recuerdan?, tenia cuatro niveles, nivel
situacional, nivel referencial, nivel general, nivel formal, ;Se acuerdan? Listo. El nivel
situacional era como el mas basico de todos, el de las actividades que son un poco
contextualizadas, como las cosas que usted de pronto ya conoce, han trabajado fuera del colegio,
han visto, bueno, en fin, o lo que hayan aprendido en todos estos afios de su vida.

Entonces comencemos, ;Listo? Estas son las tareas de Nivel Situacional, las que les voy
a presentar. Son estas dos, /Se acuerdan? ;Qué pudieron identificar de todas las figuras?

La que era de las sombritas y la que era de la tortuga, la casa y la vela. ;Lo recuerdan?
(Recuerdan qué fue lo que hicieron?

E15: Fue facil y lo que pude identificar, pues, que cada una siempre van a tener siete
figuras y se van a componer de lo mismo.

P: ;Qué retos se le presentaron a usted en todo lo que hizo, en las construcciones?

E15: Pues casi ninguno, porque era facil de hacer, como que a veces me equivocaba de
lugar de una figura y pues lo hacia tomar y me tocaba hacerlo otra vez.

P: Ok. La tercera pregunta del Nivel Situacional. ;Puedes compartir alguna experiencia

en la que hayas reconocido la equivalencia entre dos figuras, o sea, que tenian la misma area?
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Se

=

E15: Las figuras todas tenian la misma &area porque se componian... Si, si...

componen de las mismas figuras y pues... pero de diferente forma.

4.1.2.2 Analisis Parcial 1

La intervencion se centrd en la presentacion y discusion del Nivel Situacional, donde el
profesor (P) presentd y socializd6 en qué consistio el nivel a partir de los propdsitos,
considerandolo como el mas basico y enfocado en tareas contextualizadas que los estudiantes ya

han encontrado en su vida cotidiana.

4.1.2.2.1 Categoria 2 Caracteristicas de drea. Codigo: Relacion del numero de piezas -
Composicion y caracteristicas de las figuras

El estudiante E15 identificd claramente que las tareas involucraban figuras compuestas
por el mismo numero de piezas y que las figuras mantenian las mismas caracteristicas de area.
E15 dice: "Cada una siempre va a tener siete figuras y se van a componer de lo mismo", aqui,
E15 tuvo un acercamiento a la comprension de la relacion del nimero de piezas y la composicion
de las figuras, al reconocer que a pesar de las diferentes formas, las figuras compartian una

equivalencia en términos de piezas.

4.1.2.2.2 Categoria 3 Equivalencias. Codigo: Conjetura sobre la cantidad de piezas

En la pregunta sobre experiencias de reconocimiento de equivalencias, E15 menciono:
"Las figuras todas tenian la misma area porque se componian... Si, si... Se componen de las
mismas figuras y pues... pero de diferente forma". Se observé que E15 posiblemente conjeturd

sobre la equivalencia basada en la cantidad de piezas, al comprender que las figuras son
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equivalentes en area, debido a que se componen del mismo nimero de piezas, a pesar de su

forma diferente.

4.1.2.2.3 Categoria 5 Caracteristicas del perimetro. Codigos: Comparacion de tamaiio -
Silueta - forma

Aunque el disefio no aborda directamente las caracteristicas del perimetro en detalle, E15
hizo referencia a las diferentes formas de las figuras, lo que implic6 una consideracion implicita
de las caracteristicas del perimetro cuando menciona la "diferente forma". Esta observacion
sugirid que, aunque la atencion principal del estudiante estuvo en el drea y la composicion, hay
una conciencia que determiné o identific las diferencias en el 4rea y forma de las figuras.

Durante las tareas del Nivel Situacional E15 mostré una comprension importante en la
nocion de area, especialmente en términos de la relacion entre las piezas y la composicion de las
figuras, la capacidad de reconocer equivalencias en el area a pesar de diferentes formas.

Las actividades del Nivel Situacional proporcionaron la comprension del area y
equivalencias, con indicaciones de que el estudiante E15 puede avanzar a las tareas de los

siguientes niveles.

4.1.2.3 Intervencion 2
P: Entonces, la primera tarea, la del Nivel Situacional. Esta tarea correspondia a la de las
sombras, que eran unas figuras con sombras negras. Bueno, ;Ya la tienen presente? ;Qué podrian

decir de esa actividad?
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E10: Pues que todas las actividades estuvieron entretenidas. Pues porque teniamos que
trasladar las figuras para ver como se acomodan en un cuadro. Y pues esa primera actividad no
se me complico tanto. Fue como... Podria decir, facil.

Pues la primera actividad fue muy interesante porque no fue tan leve, sino que se...
(Como le explico? O sea, nos hacia pensar, estimular mucho mas el pensamiento de donde
encajaban las figuras.

P: Bueno, una pregunta es, ;Qué retos encontraste al trabajar con las figuras
geométricas? Las figuras eran las siete figuras del Tangram para representar el signo igual como
Equivalencia a través de esos dibujos que presentaban. O sea, ;Qué retos encontraron?

E10: Pues a mi se me comenzo a dificultar, ya como terminando. Puede ser porque ya
estaba como cansada o ya se estaba dificultando porque ya subiamos de nivel. Pero pues igual
estaba divertido e interesante porque no es algo que... O sea, como es una prueba, no es algo
comun en eso, hacer como esas traslaciones. Entonces, fue por esa parte divertido.

P: (Usted, E10, algun reto, alguna dificultad que se le haya presentado?

E10: No, pues dificultad al tener que mover, rotar las figuras. Pero no, la prueba estuvo
muy buena porque basicamente los profesores nos guiaron mucho. Entonces no fue tan dificil y
no fue tan extenso tampoco.

P: Bueno, otra pregunta para el Nivel Situacional. ;Puedes compartir alguna experiencia
en la que hayas reconocido la equivalencia entre dos figuras a través de las piezas del Tangram?
No entendieron la pregunta. Por ejemplo, si se acuerdan de lo que armaron como una
comparacion entre esta figura, digamos la Figura 1 y la Figura 2. ;Pues si conservaban alguna

relacion y/o como era esa relacion?
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E10: Que por ejemplo un paralelogramo se puede convertir en un rectangulo. Siguen
conservando el area. Que no me acuerdo en qué nivel era, pero habia una que era con diferente

forma pero tenia la misma area. En la actividad que nos preguntaron.

4.1.2.4 Analisis parcial 2
En esta intervencion, la finalidad de las actividades fue clara desde el comienzo, pues el
profesor menciond que la primera tarea estaba disefiada para estimular el pensamiento sobre la

ubicacion de las figuras geométricas en el Tangram.

4.1.2.4.1 Categoria 1. Intencion de la planificacion. Codigos: Finalidad de las actividades -
Enfasis en el objetivo de las actividades

El estudiante E10 “observo™ que la actividad no fue simplemente una tarea trivial, sino
una que requeria un “esfuerzo cognitivo” para encajar las figuras correctamente. Sin embargo, la
intencionalidad detras de la planificacion fue centrada por el docente en fomentar habilidades de
razonamiento espacial y reconocimiento de equivalencias geométricas, lo cual se evidencid en
las respuestas del estudiante E10, quien indico que la actividad fue “interesante” y “estimul6 su

pensamiento”.

4.1.2.4.2 Categoria 2 Caracteristicas de area. Codigo: Conservacion de drea y variacion de
perimetro

El estudiante E10 expresd una posible “comprension” de la nocidn relacionada con la
conservacion de area y la variacion de perimetro, cuando menciond: cémo un paralelogramo

puede convertirse en un rectangulo sin cambiar su area. Este tipo de “comprension”
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posiblemente evidencia que la actividad no s6lo promovié el reconocimiento de figuras

geométricas, sino también un acercamiento de como se relacionan en términos de area.

4.1.2.4.3 Categoria 4 Configuracion de figuras. Codigo: Configuracion de las figuras

La intervencion de E10 al revelar que tuvo que manipular las configuraciones de las
figuras, al trasladarlas y rotarlas para completar la tarea, se pudo lograr un acercamiento al
desarrollo de habilidades de visualizacion y pensamiento geométrico, esto se ve reflejado en la
postura de Marmolejo y Gonzélez (2013), cuando afirma que en el estudio y la ensefianza de las
matematicas, la visualizacion cumple diversas funciones, lo cual significa que esta “actividad
cognitiva” puede apoyar o guiar el desarrollo de un problema planteado de diferentes maneras, o
facilitar la comprension de como se lleva a cabo un procedimiento determinado.

También, la mencidon que hizo E10 sobre la dificultad de mover y rotar las figuras, indico
que estas actividades requerian una manipulacion activa y una comprension de como las figuras
pueden ser configuradas de diferentes maneras, mientras mantienen ciertas propiedades (como el
area).

El acercamiento que tuvo E10 en el razonamiento sobre las configuraciones de las
figuras, se pudo evidenciar, cuando explica como diferentes formas pueden conservar la misma
area. Este tipo de acercamiento es crucial para entender nociones geométricas, pues muestra que
las actividades no solo eran ejercicios de manipulacion, sino también de comprension y

aplicacion de nociones geométricas.
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4.1.2.4.4 Categoria 8 Casos particulares. Codigo: Apreciaciones del diserio

E10 valor¢ el disefio de la actividad, resaltando que fue “divertido e interesante” debido a
su caracter inusual y el desafio que presentd. La apreciacion positiva del disefio por parte del
estudiante fue un indicador de que las actividades del Nivel Situacional, son efectivas en
mantener su interés y motivacion. También, E10 mencioné el apoyo recibido por parte de los
profesores, lo que sugiere que el acompafiamiento y guia del profesor es crucial para la
implementacion del disefio, pues el rol del profesor sigue siendo un papel fundamental.

Como lo plantea Pérez (2014) que el profesor media entre los significados personales de
los estudiantes y los significados matematicos del contenido de ensefanza. Esta mediacion se
basa en la semidtica segun Vygotsky (1978), donde la ensefianza se organiza mediante un ciclo
didactico, que incluye actividades semidticas que fomenta la discusidon matemadtica colectiva y
esencial para guiar a los estudiantes en la transformacion de sus significados personales en
significados matematicos.

En sintesis, en este nivel situacional de estos dos analisis, son el reflejo que compila las
respuestas y reflexiones posteriores a la implementacion con los estudiantes en este primer Nivel

Situacional.

4.2 Nivel Referencial

El objetivo de este nivel consiste en que los estudiantes deben reconocer e identificar
figuras planas con areas equivalentes, comprendiendo que el area puede ser igual, incluso si las
figuras tienen diferentes composiciones superficiales (forma). Ademas, deberan inferir las
condiciones necesarias y suficientes para determinar figuras semejantes o congruentes,

enfocandose en la conservacion de la superficie (area).
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Para construir las siluetas, las piezas del Tangram pueden rotarse con el punto verde y
moverse o arrastrarse utilizando el cursor en forma de mano o desde el punto rojo que tiene cada
pieza, pues al utilizar el Tangram, un rompecabezas compuesto por dos triangulos rectangulos
grandes, dos pequefios, uno mediano, un cuadrado y un paralelogramo, puede llegar a “facilitar”
la comparacion de las siluetas y a “comprender” como las diferentes configuraciones de piezas
pueden formar areas equivalentes.

El reconocimiento de figuras geométricas planas, a través de la manipulacion préactica de
las piezas del Tangram, posiblemente puede ayudar al estudiante en la identificacion de éareas
equivalentes y “desarrollar habilidades criticas” en geometria, al mejorar su capacidad para
visualizar y razonar sobre las propiedades de las figuras planas.

En la pregunta 1 de la Tarea 2A, seis de los quince estudiantes reconocieron y
mencionaron las figuras geométricas involucradas, como tridngulos, cuadrados y el
paralelogramo. Dos estudiantes, destacaron la comparacion entre la figura inicial y la figura
final, donde observaron que se utilizan las mismas piezas pero acomodadas de manera diferente,
lo cual es un componente didactico “crucial” para entender la invarianza del area bajo
transformaciones.

En dos respuestas de los estudiantes se pudo evidenciar el reconocimiento de que las
figuras pueden ser reconfiguradas para formar nuevas siluetas, manteniendo el area constante,
pues esto, muestra una “comprension” de la conservacion del area, una propiedad fundamental
en la geometria; ademas la observacion de que se pueden formar figuras con diferentes formas
pero con las mismas piezas, indico un acercamiento a la nocion de equivalencia geométrica.

Algunos estudiantes notaron caracteristicas mas especificas, como el numero de lados y

puntos de referencia para ubicar las piezas, lo cual muestra un nivel mas detallado de
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visualizaciéon (ver Dos modos opuestos de funcionamiento cognitivo: la visualizacion icénica y

la_visualizacion no iconica), pues al mencionar que existe variedad en las construcciones y la
idea de que hay multiples formas de construir la misma figura, revela una comprension de la

flexibilidad y creatividad en la geometria del Tangram (ver Geometria activa).

El andlisis de las respuestas de los estudiantes muestra una interaccion rica entre la
Dimension Didactica y la Dimension Conceptual en la actividad del Tangram. En la Dimension
Didactica, se observa un reconocimiento y descripcion clara de las figuras geométricas, asi como
la comparacion y contraste de diferentes configuraciones de las mismas piezas. En la Dimension
Conceptual, los estudiantes demostraron comprension de nociones como la composicion y
equivalencia de figuras geométricas, la conservacion del area y las propiedades especificas de las
figuras involucradas.

Este tipo de actividad no solo reforzo el conocimiento geométrico elemental, sino que
también promovio habilidades importantes como la visualizacion no iconica.

En la pregunta 2 de la Tarea 2A, se plante6 a los estudiantes para pretender evaluar su
comprension de como diferentes figuras geométricas pueden componerse a partir de otras
figuras, lo cual permitié ayudar a evaluar la capacidad de los estudiantes para descomponer y
configurar figuras geométricas.

Ahora bien, las respuestas proporcionadas por los estudiantes se pueden agrupar en varios
patrones generales: La mayoria de los estudiantes mencionaron que un cuadrado se puede
componer de dos tridngulos rectangulos, lo cual muestra un posible acercamiento a relacionar
caracteristicas de composicion entre estas figuras geométricas. Sin embargo, hay una repeticion

significativa de esta idea sin mucha variacion o ampliacion.
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En cambio, tres estudiantes proporcionaron una respuesta mas detallada a la idea inicial

de componer un cuadrado a partir de triangulos, al mencionar que un tridangulo se puede

componer de un paralelogramo y dos triangulos, y que un paralelogramo se compone de dos

triangulos (ver Sistema geométrico). Se pudo evidenciar en esta respuesta que los estudiantes

lograron una aproximacion a la nocién de composicion de figuras geométricas. Por otra parte,
dos estudiantes sugirieron que todas las figuras del barco se pueden componer de triangulos. Esta
respuesta, aunque menos especifica, demuestra una “intuicion correcta” sobre la versatilidad de
los tridngulos en la construccion de otras figuras.

No obstante, al verse reflejada la misma idea por muchos estudiantes, se sugiere que
podria ser beneficioso ampliar la ensefianza sobre la composicion de figuras geométricas para
incluir mas ejemplos y ejercicios que involucren una variedad de figuras y sus combinaciones
posibles.

En la pregunta 3 de la Tarea 2A, se desarrolld para que los estudiantes exploraran la
relacion entre la cantidad de figuras utilizadas y el area de dos figuras geométricas: un cuadrado
y una figura denominada “el barco”. Esta pregunta tiene como objetivo evaluar la comprension
de los estudiantes sobre nociones geométricas, especificamente la conservacion del area a través
de configuraciones de las figuras.

Se pudo apreciar que los estudiantes identificaron en las dos figuras, que el cuadrado y el
barco, poseen la misma darea; esta observacion es esencial para la caracterizacion de objetos
matematicos, pues refleja una “comprension clara” de que el area es una propiedad invariante
bajo ciertas configuraciones geométricas.

Por otro lado, cinco estudiantes mencionaron que, aunque las areas son iguales, las

formas son diferentes, siendo este aspecto importante, puesto que muestra un acercamiento a la
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comprension de que las propiedades métricas (como el area) pueden mantenerse a pesar de los
cambios en la forma geométrica (ver Nociones de drea y superficie). Pero, la mayoria de los
estudiantes comprendieron que el 4rea de las dos figuras es la misma debido a que estan
compuestas por la misma cantidad de piezas mas pequenias. Esta comprension estd alineada con
la caracterizacion de los objetos matematicos en términos de conservacion del area bajo
configuraciones.

Ahora bien, en la pregunta 1 de la Tarea 2B, se buscd que los estudiantes pudieran
identificar el reconocimiento de figuras geométricas planas y sus propiedades, para poder
realizar la comparacion de la equivalencia de areas de las tres siluetas.

Las respuestas de tres de los estudiantes, indican que las tres siluetas tienen la misma
area, donde se logré evidenciar, algunas propiedades geométricas de las siluetas y la

conservacion del 4rea en diferentes configuraciones del Tangram (ver Nocion del signo igual).

Pero, en general, las respuestas de los estudiantes muestran un acercamiento en la identificacion
y caracterizacion de los objetos geométricos presentes en las figuras del Tangram.

A pesar de que existen variaciones en la profundidad y detalle de las observaciones, con
algunos estudiantes se pudo lograr un acercamiento en la comprension la conservacion del area y
la igualdad de las piezas, mientras que otros se centraron mas, en la identificacion basica de las
figuras.

En la pregunta 2 de la Tarea 2B, se pudo ver generalmente en las respuestas de los
estudiantes, que han logrado identificar correctamente la cantidad de piezas necesarias para
formar cada silueta. Sin embargo, no profundizaron en como esta cantidad se relaciona con la
superficie de las figuras formadas, solo un estudiante realizd6 una comprension exploratoria,

indicando que el Tangram tiene potencial para crear multiples figuras distintas, aunque no
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responde directamente la pregunta, esta perspectiva puede llevar a una “acercamiento” de la
versatilidad de las piezas del Tangram, en la geometria.

Por ultimo, en la pregunta 3 de la Tarea 2B, se pudo evidenciar que nueve estudiantes,
manifestaron una respuesta “afirmativa”, sobre que las areas de las siluetas conservan una
relacion, porque al quitar el cuadrado de color amarillo, las areas disminuyen pero siguen siendo
equivalentes entre si. También tres estudiantes concluyeron que al quitar el cuadrado, las siluetas
mantienen la misma cantidad de piezas, solo que con una pieza menos. Por ultimo, seis
estudiantes reconocieron que quitar el cuadrado de color amarillo de cada silueta reduce el area

de manera uniforme, conservando la superficie (ver Pensamiento espacial).

Solamente, un estudiante dio una respuesta “negativa”, de acuerdo a la relacion de area,
pues este estudiante argumenta que al quitar el cuadrado de color amarillo, las figuras ya no
tienen relacidon en cuanto a su estructura, dice que al eliminar una figura especifica, se altera la
relacion entre las siluetas, es decir, segin su respuesta, puede armar la misma figura con las
piezas restantes, pero no necesariamente implica que el area se mantenga.

En cierta medida, la mayoria de los estudiantes muestran una adecuada comprension de la
relacion entre las areas de las siluetas al quitar el cuadrado de color amarillo, al poder identificar
la conservacion de la relacion de area entre ellas. Pero, hay una variacion en la focalizacion de
aspectos especificos, como el perimetro y la reconfiguracion, puesto que la Unica respuesta
“negativa” sugiere una confusion en la relacion entre las figuras, lo que podria ser un punto a
reforzar en futuras ensefianzas sobre propiedades geométricas de la conservacion de area.

En las respuestas a la pregunta 1 de la Tarea 2C, sobre la diferencia en el area entre la
FIGURA INICIAL y la FIGURA FINAL, se pudo evidenciar que los estudiantes reflejaron

diversos grados de comprension y habilidades para describir las propiedades geométricas y las
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configuraciones de las figuras. Cinco estudiantes reconocieron que las figuras en la composicion
final, han cambiado de posicion pero mantienen la misma area. También, siete estudiantes
reconocieron que las figuras en la composicion final, han cambiado de posicion pero mantienen
la misma area.

Tres estudiantes manifestaron que aunque la forma (perimetro) de las figuras cambia, el
area permanece constante. Sin embargo, la mayoria de los estudiantes, tuvieron un acercamiento
al reconocer que las figuras en la composicion final han cambiado de posicion, algunos notaron
la aparente incompletitud debida a “espacios vacios” y otros identificaron que a pesar del cambio

en la forma (perimetro), el area permanece equivalente (ver Nocion del signo igual).

Para las respuestas a la pregunta 2 de la Tarea 2C, gran parte de los estudiantes
expresaron que las figuras son iguales porque las piezas son las mismas, aunque se encuentren
reconfiguradas, aqui se pudo ver el acercamiento a la conservacion de las formas basicas de las
piezas. A diferencia de cuatro estudiantes, los cuales afirmaron que las figuras no son iguales,
debido al cambio en el nimero de lados, lo que indica una visualizacion no icénica (ver Dos

modos _opuestos de funcionamiento cognitivo: la visualizacion icénica v la visualizacién no

iconica) a la composicion general y a las propiedades generales de las figuras.

Como resultado general de las respuestas a esta pregunta, se revelaron diferentes niveles
de “comprension” de las nociones geométricas involucradas en la caracterizacion de las figuras.
Pues, mientras que algunos de los estudiantes se centraron en la conservacion de las piezas, otros
consideraron la figura completa y sus propiedades generales, como el nimero de lados y la
presencia de “huecos”. De igual forma, la capacidad de distinguir entre area y perimetro también
fue variada, al mostrar diferentes niveles de desarrollo en la nocidén de equivalencia entre las

figuras.
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Este andlisis posiblemente sugiere que, para mejorar la “comprension” de todos los
estudiantes, seria beneficioso profundizar en cémo se relacionan las propiedades geométricas (de
las piezas individuales) y (de la figura completa), asi como la importancia de diferenciar entre las
nociones de area.

La pregunta 3 de la Tarea 2C, buscaba que los estudiantes determinaran si el 4rea de una
figura inicial es igual a la de una figura final, argumentando su respuesta, al poder involucrar la
Dimensiéon Conceptual de la caracterizacion de los objetos matematicos, lo cual implicaba
entender y describir propiedades esenciales de figuras geométricas planas.

Con respecto a las respuestas de ocho estudiantes, se evidencio la idea de que la FIGURA
FINAL mantiene la misma cantidad y tipo de piezas que la FIGURA INICIAL, sugiriendo que la
cantidad de figuras geométricas (y por ende el area) permanece constante, donde se logré un
“acercamiento” a la reconfiguracion de los elementos que no afectan el cambio del area. En
cambio, en las respuestas de cinco estudiantes se evidenciaron “confusiones” o “percepciones”
incorrectas sobre como la forma de las figuras afecta el area, pues hubo una tendencia a asociar
cambios en la forma (perimetro) con cambios en el area.

Como resultado general, el andlisis de las respuestas reveld una variedad en la
“comprension” de los estudiantes sobre como la reconfiguracion de figuras geométricas afecta el
area, porque aquellos que respondieron “correctamente” entienden que la cantidad de figuras y
sus areas individuales permanecen constantes, mientras que otros confundieron cambios en la
forma (perimetro) con cambios en el area. Este disefio destaco la importancia de ensefiar y
reforzar nociones geométricas fundamentales, como la diferencia entre area y perimetro, y como

las propiedades geométricas esenciales se conservan bajo transformaciones.
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A continuacion, se mencionan algunas situaciones especificas que sobresalen en los

trabajos de los estudiantes con el uso del recurso de GeoGebra.

4.2.1 Hallazgos del Nivel Referencial

En este segundo nivel, en la Tarea 2A se le solicito al estudiante que para empezar la
primera actividad, realizara la construccion de la silueta como se muestra en la figura 38 y
arrastrara las piezas del Tangram de color naranja, verde, azul, amarillo, rojo, marrén y morado,
para formar la silueta que se encuentra en la parte derecha de la pantalla. Al terminar la

construccion de la silueta, el estudiante debia dar respuesta a las preguntas guia.

GeaGebra Q euscar

Figura 38. Primera construccion Tarea 2A Nivel Referencial. Las figuras geométricas de colores, representan las piezas del
Tangram, las cuales se deben utilizar para construir la silueta que se encuentra en la parte derecha (el barco). Fuente: Elaboracion
propia.
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En base a las construcciones que realizaron los estudiantes E2, E8 y E13, se pudo
observar que los tres estudiantes realizaron apreciaciones distintas donde E2, resalta la ubicacion
y orientacion al mencionar que cada figura tiene dos puntos en sus lados, uno que facilita su
ubicacion y otro que ayuda a rotarlas, también, destaco que se utilizo el dibujo de un barco como
referencia para realizar la actividad y observé que las figuras tienen colores diferentes y no hay
repetidos.

Por otra parte, E8 sefala que las piezas utilizadas son las mismas, también menciona que
las figuras tienen puntos que ayudan en su ubicacion y realizé una comparacion del namero de
lados del barco (9 lados) y del cuadrado (4 lados), pues esto puede indicar que el estudiante
realizd una visualizacion no iconica al determinar las caracteristicas geométricas de las figuras

(ver Dos modos opuestos de funcionamiento cognitivo: la visualizacion icdnica y la

visualizacidn no iconica).

Con relacion a la respuesta de E13, donde menciona que el barco se puede construir con
la misma cantidad de piezas que la otra figura, su respuesta es menos detallada que las de E2 y
ES, al centrarse en la cantidad de piezas necesarias, lo que muestra una “comprension basica” de
la relacion entre las figuras (piezas) y la silueta propuesta. Y a diferencia de E2 y ES8, E13 no
menciona otros detalles geométricos o visuales, lo que sugiere un enfoque “mas limitado” en la
observacion de caracteristicas geométricas que pudieran tener las siluetas, como se muestra en

las figuras 39, 40 y 41:
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< E2 Silvana Penago... < 16/18 >

v

L] Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 12

1. Utilizando las figuras geométricas del Tangram, acomddalas para formar la silueta o figura que se propone. Enumera
las caracteristicas, que puedas observar de esta figura que vas a realizar.

Respuesta

La primera caracteristica que observe al realizar esta figura fue que cada una de ellas tiene dos puntos a sus lados. Uno
que facilita su ubicacion y el otro que nos ayuda a voltear cada una de ellas. Otra caracteristica que observe es que
utilizaron el dibujo de un barco como referencia para realizar esta actividad y tambien tiene colores diferentes. Es decir,
ninguno es repetido

Figura 39. Respuesta de estudiante E2 Tarea 2A. La figura muestra la respuesta del estudiante E2, a la pregunta 1 de la Tarea
2A, respecto a las SILUETAS 1, 2 y 3. Fuente: GeoGebra.

< E8 Sofia Castrillon... < 1118 >

v

E Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 12

1. Utilizando las figuras geométricas del Tangram, acomddalas para formar la silueta o figura que se propone. Enumera
las caracteristicas, que puedas observar de esta figura que vas a realizar.

Respuesta

la primera caranteristica es que tienen las mismas figuras la segunda es que tienen puntos que ayudan a su ubicacion y
la tercera es que el barco tiene 9 lados y el cuadrado tiene 4 lados.

Figura 40. Respuesta de estudiante E8 Tarea 2A. La figura muestra la respuesta del estudiante ES8, a la pregunta 1 de la Tarea 2A,
respecto a la Silueta (el barco). Fuente: GeoGebra.
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< E13 Kimberly Oso... 118 >

El Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 12

1. Utilizando las figuras geométricas del Tangram, acomoddalas para formar la silueta o figura que se propone. Enumera
las caracteristicas, que puedas observar de esta figura que vas a realizar.

Respuesta

Que el barco lo pude hacer con la misma cantidad de piezas que habia en la otra figura

Figura 41. Respuesta de estudiante E2 Tarea 2A. La figura muestra la respuesta del estudiante E2, a la pregunta 1 de la Tarea 2A,
respecto a la Silueta (el barco). Fuente: GeoGebra.

Para las respuestas proporcionadas por los estudiantes E3, E6 , y ES8 referente a la
pregunta 2 de la Tarea 2A, los tres estudiantes muestran diferentes nociones sobre como las
figuras geométricas del Tangram pueden descomponerse en otras figuras.

En la respuesta de E3, se pudo evidenciar que tomd como base diferentes tipos de
triangulos, al manifestar que todas las figuras del barco pueden componerse de tridngulos de
diferentes lados y tamafios. Esta observacion es acertada, puesto que la construccion del Tangram
se compone de varias formas triangulares (ver Construccion geométrica del Tangram), aunque la
observacion es correcta, falta especificidad en como cada figura se descompone en triangulos, no
se mencionan figuras especificas o como se configuran.

Con referencia a la respuestas de E6 y E8, se evidenci6 que comparten similitudes al
afirmar que el cuadrado de color amarillo se compone de dos tridngulos, que los tridngulos se
componen de un paralelogramo y dos tridngulos y que el paralelogramo se compone de dos

tridngulos, muestra una buena comprension de las relaciones entre las figuras del Tangram y
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cémo se pueden descomponer en tridngulos y paralelogramos (ver Construccion geométrica del

Tangram).

En conjunto, se pudo observar que las respuestas de los estudiantes indicaron un
“acercamiento” de las relaciones geométricas del Tangram, aunque con algunas imprecisiones
que podrian corregirse con una revision mas cuidadosa de las propiedades de las figuras, como se

muestra en la figura 42, 43 y 44:

< E3 estefani < 14718 >

v

@ Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 13

2. iCrees que las figuras que utilizaste para realizar la silueta propuesta, se pueden componer de otras figuras?

;Menciona cuales?

Respuesta

pues yo creeria que todas las figuras del barco se puueden componer de triangulos con diferentes lado tamafios

Figura 42. Respuesta de estudiante E3 Tarea 2A. La figura muestra la respuesta del estudiante E3, a la pregunta 2 de la Tarea
2A, respecto a la Silueta (el barco). Fuente: GeoGebra.
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< E6 valeria arce bu... < 8/18 >

v

El Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 13

2. ;Crees que las figuras que utilizaste para realizar la silueta propuesta, se pueden componer de otras figuras?
;Menciona cuales?

Respuesta

si por que un cuadrado se compone de dos triangulos, un triangulo se compone de una paralelogramo y dos triangulos
, una paralelograma se hace de dos triangulos

Figura 43. Respuesta de estudiante E6 Tarea 2A. La figura muestra la respuesta del estudiante E6, a la pregunta 2 de la Tarea
2A, respecto a la Silueta (el barco). Fuente: GeoGebra.

< E8 Sofia Castrillon... < 11718 >

v

@ Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 13

2. ;Crees que las figuras que utilizaste para realizar la silueta propuesta, se pueden componer de otras figuras?
;Menciona cuales?

Respuesta

Un cuadrado se compone de dos triangulos, un triangulo se compone de un paralelogramo y dos triangulos, el
paralelogramo se compone de dos triangulos.

Figura 44. Respuesta de estudiante E8 Tarea 2A. La figura muestra la respuesta del estudiante ES8, a la pregunta 2 de la Tarea
2A, respecto a la Silueta (el barco). Fuente: GeoGebra.

Por ultimo, se tienen las respuestas de los estudiantes E1, E2 y E3, en base a la pregunta
3 de la Tarea 2A, al evidenciar una comprension del principio de conservacion del area entre las

figuras que componen el Tangram y la silueta formada (el barco).
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Las respuestas proporcionadas por los tres estudiantes sobre la igualdad en la cantidad de
figuras, coinciden, porque mencionan que se necesita la misma cantidad de piezas, al manifestar
que ambas siluetas tengan la misma area. Esta observacion es un “poco precisa”, pues al utilizar
las piezas del Tangram, para formar diferentes figuras, implica que las 4reas de esas figuras
formadas sean iguales, independientemente de la forma. Ademads, se puede destacar en las
respuestas de los estudiantes, la igualdad en la cantidad de figuras como la “conjeturacion” de la

igualdad del &rea, como se muestra en las figuras 45, 46 y 47:

< E1 Michel Sofia M... < 12718 >

v

@ Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 14

3. ;Qué relacion, se puede establecer entre el nimero de figuras utilizadas y el area de las dos figuras (El cuadrado y el
barco)?

Respuesta

La relacion es que necesitan la misma cantidad de figuras, cosa que hace que tengan el mismo area

Figura 45. Respuesta de estudiante E1 Tarea 2A. La figura muestra la respuesta del estudiante E1, a la pregunta 3 de la Tarea
2A, respecto a la Silueta (el barco). Fuente: GeoGebra.
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< E2Silvana Penago... < 16/18 >

v

El Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 14

3. ;Qué relacidn, se puede establecer entre el nimero de figuras utilizadas y el area de las dos figuras (El cuadrado y el
barco)?

Respuesta

La relacion es que necesitan la misma cantidad de figuras, cosa que permite que tengan el mismo area

Figura 46. Respuesta de estudiante E2 Tarea 2A. La figura muestra la respuesta del estudiante E2, a la pregunta 3 de la Tarea
2A, respecto a la Silueta (el barco). Fuente: GeoGebra.

& E3 estefani < 14718 >

v

@ Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 14

3. ;Qué relacion, se puede establecer entre el niUmero de figuras utilizadas y el area de las dos figuras (El cuadrado y el
barco)?

Respuesta

si ya que las figuras que tenia el cuadrado son la que utilzamos en la figura del barco

Figura 47. Respuesta de estudiante E3 Tarea 2A. La figura muestra la respuesta del estudiante E3, a la pregunta 3 de la Tarea
2A, respecto a la Silueta (el barco). Fuente: GeoGebra.

En estos hallazgos encontrados en la Tarea 2A, se pudo ver que los estudiantes
desarrollaron algunas nociones sobre la conservacion del area, al realizar las comparaciones que
se presentaron, entre las siluetas, con ayuda del recurso de GeoGebra.

En general, los hallazgos encontrados en las respuestas de los estudiantes muestran una

nociéon de los principios geométricos del Tangram, asi mismo, las observaciones sobre la
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composicion de figuras, muestran que los estudiantes son capaces de identificar caracteristicas
geométricas, aunque con diferente nivel de detalle y precision, pues al discutir la descomposicion
de figuras, algunos estudiantes ofrecen respuestas mas especificas y estructuradas, aunque con
ciertas inexactitudes, mientras que otros se quedan en generalidades, pero menos detalladas.

Finalmente, al relacionar el nimero de figuras con el area de las formas, todos los
estudiantes comprenden correctamente la nocidon de conservacion del éarea, aunque sus
explicaciones varian en claridad y formalidad. Sin embargo, las respuestas reflejan una
capacidad de las nociones geométricas, aunque algunos estudiantes podrian reforzar esas
propiedades que les permita comprender el signo igual como equivalencia.

La tarea 2B de este segundo nivel, se disefid con los propdsitos de reconocer la
equivalencia de 4area entre figuras independientemente de su configuracion, establecer la relacion
entre las figuras del Tangram y sus superficies, explorar como diferentes configuraciones de
piezas afectan la forma y tamafio de las figuras y comprender como la reconfiguracion de las
piezas, al quitar el cuadrado de color amarillo, influye en las 4reas de las figuras formadas.

Para construir las siluetas de la tarea, los estudiantes debian utilizar las siete piezas de
colores (rojo, verde, amarillo, morado, marrén, azul y naranja) siguiendo las indicaciones
especificas para cada silueta, rotando y moviendo las piezas segun sea necesario, para construir
las SILUETAS que se encuentran ubicadas en la parte izquierda de la pantalla, (ver figuras 48,

49 y 50).
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° ' \
Figura 48. Primera construccion Tarea 2B Nivel Referencial. Las figuras geométricas de colores, representan las piezas
del Tangram, las cuales se deben utilizar para construir la silueta que se encuentra en la parte izquierda (un cuadrado).

Fuente: Elaboracion propia.

WA

Figura 49. Segunda construccion Tarea 2B Nivel Referencial. Las figuras geométricas de colores, representan las piezas
del Tangram, las cuales se deben utilizar para construir la silueta que se encuentra en la parte izquierda (un triangulo).
Fuente: Elaboracion propia.

GeaGebra | Q Busar

SILUETA 1

GeoGebra | Q suscar

SILUETA 2
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GeoGebra Q. Buscar

SILUETA 3

Figura 50. Tercera construccion Tarea 2B Nivel Referencial. Las figuras geométricas de colores, representan las piezas del
Tangram, las cuales se deben utilizar para construir la silueta que se encuentra en la parte izquierda (un rectangulo). Fuente:
Elaboracion propia.

Al realizar las construcciones, se presentan como una oportunidad valiosa para que los
estudiantes exploren nociones geométricas fundamentales, desarrollen competencias de
resolucion de problemas y comprendan mejor las propiedades de las figuras y sus areas a través
del uso del Tangram por medio del recurso de GeoGebra. Al finalizar cada construccion, los
estudiantes deben avanzar a la siguiente actividad y responder preguntas relacionadas con las
figuras que han formado.

En base a las construcciones que realizaron los estudiantes E5, E6 y El14, se pudo
evidenciar que los tres comprendieron la esencia de la pregunta, que se centra en identificar que
las figuras construidas con todas las piezas del Tangram tienen la misma area, lo que es un punto

conceptual importante, de la caracterizacion del objeto matematico.



Nocion del signo igual: Una propuesta de ensefianza con los recursos del Tangram y GeoGebra 111

Ahora bien, las respuestas de los estudiantes ES y E6, en base a la pregunta 1 de la Tarea
2B, fueron similares debido a que en la identificacion de las caracteristicas de las SILUETAS,
afirmaron que eran distintas en forma (un cuadrado, un tridngulo y un rectdngulo) pero
equivalentes en area, lo que muestra un “acercamiento” por parte de los estudiantes a la nocion
de conservacion del area al usar todas las piezas del Tangram. Aunque los estudiantes no brindan
detalles adicionales, como tipos de triangulos o propiedades especificas de las figuras, mas alla
de la forma general y el area.

Por otra parte, el estudiante E14 en la identificacion de formas, menciona algunas
caracteristicas especificas como (triangulos iguales, cuadrados de diferentes tamafios y un
paralelogramo), se puede ver que el estudiante realiza un reconocimiento de la igualdad de los
tridngulos en el Tangram.

En cuanto a la afirmacién de que los “cuadrados tienen diferentes tamanos”, deja un
ambigiiedad en la forma en que talvez el estudiante confundi6 la configuracion del cuadrado de
color amarillo, en cada una de las construcciones y respecto al paralelogramo, realiza el
reconocimiento de que la figura se puede formar también con las piezas del Tangram, lo que
permite evidenciar un poco algunas de las figuras convexas que se pueden construir con las

piezas del Tangram (ver Figuras convexas con el Tangram), como se muestra en las figuras 51,

52y 53:
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& E5 Briana Paulet C... < 15/18 >

v

Tarea 18

1. Utilizando todas las piezas del Tangram, intenta:

a) Construir las tres figuras determinadas por las siluetas
b) Enumera las cualidades o caracteristicas, que puedas observar de cada figura a construir. Por Ejemplo: /dentificar si
hay un tridngulo isésceles o escaleno.

Respuesta

las 3 siluetas son de forma distinta, la silueta uno es un cuadrado, la segunda es un triangulo, la tercera es un

rectangulo, contienen el mismo area.

Figura 51. Respuesta de estudiante ES Tarea 2B. La figura muestra la respuesta del estudiante E5, a la pregunta 1 de la Tarea
2B, respecto a la Siluetas (cuadrado, triangulo y rectangulo). Fuente: GeoGebra.

< E6 valeria arce bu... < 8/18 >

v

Tarea 18

1. Utilizando todas las piezas del Tangram, intenta:

a) Construir las tres figuras determinadas por las siluetas
b) Enumera las cualidades o caracteristicas, que puedas observar de cada figura a construir. Por Ejemplo: /dentificar si
hay un tridngulo isésceles o escaleno.

Respuesta

las tres siluetas son dde formas distinta

la silueta 1 es un cuadrado, la silueta 2 es un triangulo, la silueta 3 es un rectangulo , y tods tiene el mismo area

Figura 52. Respuesta de estudiante E6 Tarea 2B. La figura muestra la respuesta del estudiante E6, a la pregunta 1 de la Tarea
2B, respecto a la Siluetas (cuadrado, triangulo y rectangulo). Fuente: GeoGebra.
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<  E 14 Mariana Cue... < 5118 >

v

(1] Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar tra

Tarea 18

1. Utilizando todas las piezas del Tangram, intenta:
a) Construir las tres figuras determinadas por las siluetas

b) Enumera las cualidades o caracteristicas, que puedas observar de cada figura a construir. Por Ejemplo: /dentificar si
hay un tridngulo isésceles o escaleno.

Respuesta

caracteristcas: los triandulos son iguales, cuadrados de difrentes tamafio y paralelogramo .

Figura 53. Respuesta de estudiante E14 Tarea 2B. La figura muestra la respuesta del estudiante E14, a la pregunta 1 de la Tarea
2B, respecto a la Siluetas (cuadrado, triangulo y rectangulo). Fuente: GeoGebra.

En referencia a la pregunta 2 de la Tarea 2B, los estudiantes E1 y E11 comprenden que
todas las figuras del Tangram utilizan el mismo niimero de piezas, pues esta apreciacion, indica
una correcta comprension de la pregunta, donde el Tangram fue un recurso que ¢l utilizé para
formar diferentes figuras. Asi mismo, el estudiante destacod que todas las figuras tienen la misma
area, pues esta observacion es crucial, dado que el estudiante posiblemente “entiende” que la
suma de las areas de las piezas del Tangram siempre serd constante, independientemente de

como se reconfiguran (ver Propiedades de las areas y superficies planas). El, realizé una

mencion sobre los colores de cada pieza, aunque no aporta directamente a la comprension
matematica de la pregunta, podria ser importante y Util en otras areas del aprendizaje (ver figuras

54,55y 56).
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< E1 Michel Sofia M... < 1218 >

v

El Has pausado la leccién. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 19

2. ;Qué relacidn, se puede establecer entre el nimero de figuras del Tangram utilizadas para la construccién de cada
SILUETA y la superficie de las tres FIGURAS formadas?

Respuesta

Todas tienen la misma cantidad de figuras, el mismo area y los colores son iguales

Figura 54. Respuesta de estudiante E1 Tarea 2B. La figura muestra la respuesta del estudiante E1, a la pregunta 2 de la Tarea
2B, respecto a la Siluetas (cuadrado, triangulo y rectangulo). Fuente: GeoGebra.

< E3 estefani < 14/18 >

v

@ Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 19

2. ;Qué relacion, se puede establecer entre el niumero de figuras del Tangram utilizadas para la construccion de cada
SILUETA v la superficie de las tres FIGURAS formadas?

Respuesta

yo digo que con diferentes piezas geometricas se pueden hacer hasta piezas diferentes

Figura 55. Respuesta de estudiante E3 Tarea 2B. La figura muestra la respuesta del estudiante E3, a la pregunta 2 de la Tarea
2B, respecto a la Siluetas (cuadrado, triangulo y rectangulo). Fuente: GeoGebra.
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<  emmanuel E11 < 718 >

v

@ Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 19

2. ;Qué relacion, se puede establecer entre el nimero de figuras del Tangram utilizadas para la construccion de cada
SILUETA v la superficie de las tres FIGURAS formadas?

Respuesta

pues q se puedee hacer todo con las figuras son iguales y se pueden armar con as mismas figuras

Figura 56. Respuesta de estudiante E11 Tarea 2B. La figura muestra la respuesta del estudiante E11, a la pregunta 2 de la Tarea
2B, respecto a la Siluetas (cuadrado, triangulo y rectangulo). Fuente: GeoGebra.

Para el caso de E3, no menciona explicitamente el nimero de piezas utilizadas en cada
figura, pero sugiri6 que existe una flexibilidad y variabilidad en la construccion con piezas del
Tangram (ver Geometria activa), pues este enfoque indica una apertura a explorar diferentes
configuraciones y reconfiguraciones de las piezas. A pesar de que, no se menciona
especificamente la relacion entre el area de las figuras, esto podria ser una area de mejora en el
disefio para una comprension mas completa de la pregunta guia.

También se pudo evidenciar que E3 refleja una apreciacion por la diversidad de
configuraciones posibles con las piezas del Tangram (ver Transformaciones), lo cual es un
aspecto importante del aprendizaje y exploracion del signo igual como equivalencia, aunque no
aborda directamente la relacion entre el nimero de piezas y la superficie.

Con respecto a la pregunta 3 de la tarea 2B, E2 reconoce que, aunque el area total de cada
figura disminuye al quitar el cuadrado, las nuevas areas de las siluetas ain guardan una relacién

proporcional, su afirmacion muestra una posible comprension de la nocién de conservacion del
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area, puesto que al quitar una pieza de todas las figuras, segun E2, afecta de manera similar su
area total, manteniendo una relacion proporcional entre las nuevas areas.

En su respuesta se pudo evidenciar, la idea de que todas las figuras tenian el mismo area
inicialmente y que este hecho se mantiene proporcionalmente, después de quitar una pieza,

refleja una nocidon de como entiende el drea, como se muestra en las figuras 57, 58 y 59:

< E2Silvana Penago... < 16/18 >

v

Tarea 20

3. ;Qué puedes apreciar, acerca del area de la SILUETA 1, la SILUETA 2 y la SILUETA 3, si se le quita el cuadrado de
color amarillo? ;Las nuevas areas de las tres SILUETAS, conservan alguna relacion?

- Si, ¢Por qué?
- No, ;Por qué?

Respuesta

Si, conserva una relacion, ya que todos tienen el mismo area y al quitarle el cuadrado siguen igual, lo unico que cambia

es que el area disminuye

Figura 57. Respuesta de estudiante E2 Tarea 2B. La figura muestra la respuesta del estudiante E2, a la pregunta 3 de la
Tarea 2B, respecto a la Siluetas (cuadrado, tridngulo y rectangulo). Fuente: GeoGebra.

< E7 Marco Antonio... < 13718 >

v

L1'] Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 20

3. ;{Qué puedes apreciar, acerca del area de la SILUETA 1, la SILUETA 2 y la SILUETA 3, si se le quita el cuadrado de
color amarillo? ;Las nuevas areas de las tres SILUETAS, conservan alguna relacién?

- Si, ¢Por qué?
- No, ;Por qué?

Respuesta

si porque disminuyo el area pero se conserva la figura

Figura 58. Respuesta de estudiante E7 Tarea 2B. La figura muestra la respuesta del estudiante E7, a la pregunta 3 de la
Tarea 2B, respecto a la Siluetas (cuadrado, triangulo y rectangulo). Fuente: GeoGebra.
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<  E 15 MARIA PAUL... < 6/18 >
1

Tarea 20

3. ;Qué puedes apreciar, acerca del area de la SILUETA 1, la SILUETA 2 y la SILUETA 3, si se le quita el cuadrado de
color amarillo? jLas nuevas areas de las tres SILUETAS, conservan alguna relaciéon?

- Si, ;Por qué?
- No, ;Por qué?

Respuesta

no por que si se le quita el cuadrado no van a tener relacion en las figura por g se supone que todas tiene las mismas
figuras

Figura 59. Respuesta de estudiante E15 Tarea 2B. La figura muestra la respuesta del estudiante E15, a la pregunta 3 de la Tarea
2B, respecto a la Siluetas (cuadrado, tridngulo y rectangulo). Fuente: GeoGebra.

Con respecto a E7, en su respuesta reconoce que al quitar el cuadrado, el area de las
figuras disminuye, esto seria correcto, siempre y cuando pueda ser interpretada como la
conservacion de la forma o estructura relativa, pero no exactamente en el sentido de que la forma
geométrica especifica cambia al quitar una pieza. Sin embargo, el estudiante no menciona
explicitamente la conservacion de una relacion proporcional entre las areas de las nuevas figuras,
lo que indica una comprension parcial de esa nocion.

Por el contrario, el estudiante E14 no reconoce la conservacion de una relacion
proporcional entre las dreas de las figuras al quitar una pieza, esto indica una “comprension no
acertada” de la nocién de proporcionalidad en geometria. Cabe destacar que la observacion de
que todas las figuras tienen las mismas piezas inicialmente es acertada, E14 no logro
“comprender” que quitar una pieza de todas las figuras afecta proporcionalmente el area de

todas, al afirmar que no existe una relacion después de quitar el cuadrado.
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Las respuestas de los estudiantes reflejan diferentes niveles de comprension de las
caracteristicas geométricas y las relaciones de area en el Tangram. Se sugiere que el disefio se
puede mejorar, al considerar incluir énfasis en nociones de proporcionalidad y es fundamental
que las instrucciones y preguntas guien a los estudiantes hacia una reflexion explicita sobre como
la reconfiguracion de piezas afecta las relaciones geométricas de areas.

Finalmente, la Tarea 2C, se disefio con el objetivo de que los estudiantes puedan
identificar figuras planas que comparten la misma area, lo cual implica una visualizacion no
iconica de las propiedades geométricas de las figuras planas, ademas deben reconocer las
distintas formas en que una figura plana puede ser reconfigurada sin cambiar su area y por
ultimo, se busca comparar las areas de la FIGURA INICIAL y la FIGURA FINAL para que el
estudiante logre identificar semejanzas en términos de drea y diferencias en la reconfiguracion de
las figuras.

Para dar inicio a la actividad, el primer paso consiste en interactuar con el deslizador de
color gris o dar clic en el icono de play (ver figuras 60 y 61), lo cual inicia el proceso de
reacomodo de las figuras, donde los estudiantes deben observar atentamente lo que sucede con
las figuras que forman la FIGURA FINAL, lo cual es crucial para comprender como las figuras
iniciales se transforman y se reorganizan para mantener la misma &area en una nueva

configuracion (ver Propiedades de las areas y superficies planas).
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GeaGebra [ Q susar

Deslizador

FIGURA INICIAL FIGURA FINAL

®

Figura 60. Configuracion Tarea 2C Nivel Referencial. Las figuras geométricas de colores, representan una configuracion

entre ellas, las cuales componen una FIGURA INICIAL. Fuente: Elaboracion propia.

GeaGebra [ Q suscar

Deslizador

FIGURA INICIAL FIGURA FINAL

®

Figura 61. Configuracion Tarea 2C Nivel Referencial. Las figuras geométricas de colores, representan una configuracion

entre ellas, las cuales componen una FIGURA FINAL. Fuente: Elaboracion propia.
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En base a las observaciones que realizaron los estudiantes E1, E6 y ES8, se pudo apreciar
que E1, a pesar de reconocer el cambio en la figura y el espacio resultante, no explica
completamente como se conserva el area, lo cual es una observacion muy superficial o segun

Duval (2005) una visualizacion iconica (ver Dos modos opuestos de funcionamiento cognitivo:

la visualizacion icénica y la visualizacién no icdnica).

El estudiante E1 reconoce que las piezas se desplazan y que la figura final tiene un
espacio. Sin embargo, no menciona explicitamente que el area total de las figuras no cambia,
pues la falta de mencion explicita de la conservacion del area sugiere una comprension parcial de
dicha nocion. Cabe resaltar que reconoce la transformacion de la figura mediante el
deslizamiento, pero no detalla como se conserva el area en términos de las piezas.

En el caso de los estudiantes E6 y E8, identificaron claramente que el nimero de lados
cambia y que el perimetro varia, pero que el area permanece constante debido a la conservacion
del area de las piezas que componen la figura, puesto que sus respuestas mostraron una
comprension sélida de la nocion de area, explicando que las piezas mantienen su superficie.

Ambas respuestas abordan los cambios en la forma (perimetro), al describir como la
figura puede transformarse sin cambiar su area, pero si la forma a partir de las configuraciones
que manifest6é E8: "la FIGURA INICIAL solo tenia tres lados y la FIGURA FINAL quedé con
siete lados, su perimetro cambio pero no el area, porque las figuras cambiaron de posicién y no

se le aument6 ni se mermaron las piezas (ver Nociones de drea y superficie), como se muestra en

las figuras 62, 63 y 64:
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< E1 Michel Sofia M... < 1218 >

v

El Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 22

1. ;Qué diferencia puedes identificar en el area de la FIGURA INICIAL (compuesta por las figuras de color rojo, amarillo,
verde y azul) en comparacion con la FIGURA FINAL?

Respuesta

La diferencia que puedo identificar es que en las figuras inicial y final tienen las mismas piezas y al deslizar van
cambiando de posicion pero aun asi no de figura pero aun asi a la final le queda un espacio

Figura 62. Respuesta de estudiante E1 Tarea 2C. La figura muestra la respuesta del estudiante E1, a la pregunta 1 de la Tarea 2C,
respecto a las FIGURA INICIAL y FIGURA FINAL. Fuente: GeoGebra.

< E6 valeria arce bu... < 8/18 >

v

m Has pausado la leccién. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 22

1. §Qué diferencia puedes identificar en el area de la FIGURA INICIAL (compuesta por las figuras de color rojo, amarillo,
verde y azul) en comparacién con la FIGURA FINAL?

Respuesta

cambio su forma al inicion nada mas tenia 3 lados y al final tiene 7 lados tambien cambia su perimetro pero no el area
por que tienen las mismas figuras y cantidad y tambien las figuars cambiaron de posicion pero no aumentaron ni

disminuyo su tamafo ni forma

Figura 63. Respuesta de estudiante E6 Tarea 2C. La figura muestra la respuesta del estudiante E6, a la pregunta 1 de la Tarea 2C,
respecto a las FIGURA INICIAL y FIGURA FINAL. Fuente: GeoGebra.



Nocion del signo igual: Una propuesta de ensefianza con los recursos del Tangram y GeoGebra 122

< Sofia Castrillon Ri... < 18/18

v

m Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 22

1. ;Qué diferencia puedes identificar en el area de la FIGURA INICIAL (compuesta por las figuras de color rojo, amarillo,
verde y azul) en comparacion con la FIGURA FINAL?

Respuesta

Cambio su forma, al inicio solo tenia 3 lados y al final quedo con 7 lados, su perimetro cambio pero no el area porque
las figuras cambiaron de posicion mas no se le aumento ni se mermaron las figuras geometricas.

Figura 64. Respuesta de estudiante E8 Tarea 2C. La figura muestra la respuesta del estudiante E8, a la pregunta 1 de la Tarea 2C,
respecto a las FIGURA INICIAL y FIGURA FINAL. Fuente: GeoGebra.

Posteriormente, en las respuestas a la pregunta 2 de la Tarea 2C, se pudo observar que el
estudiante E1 reconoce que las piezas individuales son las mismas y que su posicién cambia,
pero “falla” en comprender que estos cambios resultan en una FIGURA FINAL, diferente en
términos de forma. No obstante, la mencioén del espacio en blanco es un indicio de que el
estudiante nota algo diferente pero no integra completamente como esto afecta la forma en la
FIGURA FINAL.

Si se observa la respuesta de E3, se encuentra una “comprension incorrecta” al afirmar
que el area ha cambiado junto con la forma, pues indica una confusion en la diferencia entre
perimetro (contorno de la forma) y area (superficie), es decir, el estudiante esta en lo correcto
sobre el cambio de forma, pero su “error” es sobre el area.

Para el caso del estudiante ES, se vio reflejada claramente la comprension del cambio en
la forma al identificar el cambio en el numero de lados de la figura, este detalle especifico

muestra que el estudiante entiende como las propiedades geométricas (configuraciones de area)
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de las piezas y el numero de lados, afectan la forma de la FIGURA FINAL (ver figuras 65, 66 y

67).

< E1 Michel Sofia M... < 12/18 >

v

L) Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 23

2. iCrees o piensas que la FIGURA INICIAL es igual (forma) que la FIGURA FINAL?

Si, argumenta tu respuesta.
No, argumenta tu respuesta.

Respuesta

Si, creo que la figura inicial y final son iguales. Lo unico que cambia son las posiciones de cada pieza pero aun asi, sigue
estando la misma figura. Tambien hay algo diferente y es que la figura final queda un espacio en blanco

Figura 65. Respuesta de estudiante E1 Tarea 2C. La figura muestra la respuesta del estudiante E1, a la pregunta 2 de la Tarea 2C,
respecto a las FIGURA INICIAL y FIGURA FINAL. Fuente: GeoGebra.

& E3 estefani < 1418 >

v

E Has pausado la leccién. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 23

2. iCrees o piensas que la FIGURA INICIAL es igual (forma) que la FIGURA FINAL?

Si, argumenta tu respuesta.
No, argumenta tu respuesta.

Respuesta

no ya que la forma y el area cambio

Figura 66. Respuesta de estudiante E3 Tarea 2C. La figura muestra la respuesta del estudiante E3, a la pregunta 2 de la Tarea 2C,
respecto a las FIGURA INICIAL y FIGURA FINAL. Fuente: GeoGebra.
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< E5 Briana Paulet C... < 15/18 >

v

El Has pausado la leccién. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 23

2. iCrees o piensas que la FIGURA INICIAL es igual (forma) que la FIGURA FINAL?

Si, argumenta tu respuesta.
No, argumenta tu respuesta.

Respuesta

no, porque al inicio tiene 3 lados y al final tiene 7 lados

Figura 67. Respuesta de estudiante E5 Tarea 2C. La figura muestra la respuesta del estudiante ES, a la pregunta 2 de la Tarea 2C,
respecto a las FIGURA INICIAL y FIGURA FINAL. Fuente: GeoGebra.

En funcién a la pregunta 3 de la Tarea 2C, en las respuestas de los estudiantes E6, E7 y
E13, se logré evidenciar diferentes percepciones, como que E6 y E13, reconocen que el area no
cambia porque las piezas que componen las figuras permanecen iguales, es decir, que el area
permanece constante a pesar del cambio en la posicion de las piezas. Sin embargo, alude a que
existe un aumento en el nimero de lados de la FIGURA FINAL, que es correcto en términos de
forma.

En el caso de E7 presenta en su respuesta una comprension “poco acertada” del area, al
relacionar el cambio en el nimero de lados con un cambio en el area, dado que muestra una
confusion entre las propiedades geométricas de la figura (especificamente la forma y el area),

como se muestra en las figuras 68, 69 y 70:
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< E6 valeria arce bu... < 8/18 >

L] Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 24

3. Si alguien te dice que el area de la FIGURA INICIAL es la misma que la FIGURA FINAL ;Estas de acuerdo con esa
afirmacion?

Si, argumenta tu respuesta.
No, argumenta tu respuesta.

Respuesta

si por que contiene las mismas cantidad de figuras pero en realidad aumentan sus lados

Figura 68. Respuesta de estudiante E6 Tarea 2C. La figura muestra la respuesta del estudiante E6, a la pregunta 3 de la Tarea 2C,
respecto a las FIGURA INICIAL y FIGURA FINAL. Fuente: GeoGebra.

< E7 Marco Antonio... < 13/18 >

v

L) Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 24

3. Si alguien te dice que el area de la FIGURA INICIAL es la misma que la FIGURA FINAL ;Estas de acuerdo con esa
afirmacion?

Si, argumenta tu respuesta.
No, argumenta tu respuesta.

Respuesta

no porgue cambio sus lados lo que genero que cambiara tambien su area

Figura 69. Respuesta de estudiante E7 Tarea 2C. La figura muestra la respuesta del estudiante E7, a la pregunta 3 de la Tarea 2C,
respecto a las FIGURA INICIAL y FIGURA FINAL. Fuente: GeoGebra.
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< E13 Kimberly Oso... 118 >

1! ] Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 24

3. Si alguien te dice que el drea de la FIGURA INICIAL es la misma que la FIGURA FINAL ;Estas de acuerdo con esa
afirmacién?

Si, argumenta tu respuesta.
No, argumenta tu respuesta.

Respuesta

si estoy de acuerdo porque lo unico que cambio fue la posicion en la que estaban

Figura 70. Respuesta de estudiante E13 Tarea 2C. La figura muestra la respuesta del estudiante E13, a la pregunta 3 de la Tarea
2C, respecto a las FIGURA INICIAL y FIGURA FINAL. Fuente: GeoGebra.

En los hallazgos de las respuestas proporcionadas por los estudiantes sobre las diferencias
y propiedades geométricas como la conservacion del area, se observa una variabilidad en la
comprension del signo igual como equivalencia, pues algunos estudiantes, tuvieron un
acercamiento a esas configuraciones de las piezas, donde pudieron identificar la conservacion del
area a pesar de los cambios en la forma de las figuras construidas, mientras que otros, mostraron
“confusiones” significativas al combinar las nociones de perimetro (contorno de la forma) y area.

La menciéon de cambios en el numero de lados, particularmente por algunos estudiantes,
resalta una atencion en cémo conciben el perimetro (contorno de la forma). En general, las
respuestas indicaron que si bien, algunos estudiantes tienen una comprension sobre la nocion de
la conservacion del area y la transformacion de figuras, otros necesitan una mayor claridad en
distinguir entre las diferencias.

A continuacioén, se presentan unas observaciones o reflexiones relacionadas con el

segundo nivel de la estructura del disefio.
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4.2.2 Observaciones o reflexiones del segundo nivel

En esta seccion se tuvo presente para el andlisis, dos de las intervenciones de los
estudiantes y del profesor, las cuales tuvieron una relacién con las categorias y codigos de
analisis planteadas en la Tabla 6, para llegar a una reflexion parcial sobre la implicacion de las

actividades en los estudiantes.

4.2.2.1 Intervencion 3

P: Listo, entonces ahora pasamos al Nivel Referencial. Nuevamente les voy a mostrar el
libro. Asi como de manera rapida, bueno tenemos estas tareas, ;Se acuerdan? La del barquito, la
que era como una sombra de un cuadrado, un tridngulo y un rectangulo y la que era de la figura
se movia, es decir, se trasladaba este tridngulo aqui y este aqui, y generaba como un espacio por
aqui, un huequito.

E11: Que era contarle el perimetro.

P: Si, en pocas palabras tenia que ver con el perimetro. Y esta pues, nuevamente les digo
que eran tres. Completar estas, bueno. Estas corresponden al Nivel Referencial. Ahora si
pasamos a las preguntas. Por ejemplo, ;Ustedes qué estrategia utilizaron para determinar si dos
figuras eran equivalentes en area?

E11: Pues... Nos fijamos en... Pues contdbamos las figuritas que iban adentro. No, si las
figuras eran iguales. Si, las figuras que tenian adentro eran iguales, sino que iban en otra
posicion. No importa si la figura es diferente, igual pueden tener la misma area.

Pues estar moviendo las figuras para mirar en qué orden completaba el cuadrado, o el tridngulo,

la forma que nos pedian...



Nocion del signo igual: Una propuesta de ensefianza con los recursos del Tangram y GeoGebra 128

P: Ok, bueno, la otra pregunta. ;Cémo describirias la relacién entre la composicion
superficial de las figuras y su equivalencia en términos de area? Es decir, ;Existe alguna relacion
entre lo que compone una superficie y su area? O sea, (Si existe una relacion entre lo que
compone esta figura de acd, lo del piso, las baldosas y su area?.

E11: Claro. Porque es como lo que viene por dentro.

P: Aja. Si, o sea, es... Lo que quiere decir es que si existe relacion entre lo que compone
algo y el valor de su area.

E11: Claro. Es casi lo mismo. Es casi lo mismo que usted dijo. O sea, de que

dependiendo si lo que habia dentro eran las figuras de colores.

4.2.2.2 Analisis Parcial 3

La intervencidn se centro en la presentacion y discusion del Nivel Referencial, donde el
profesor (P) presentd y socializd en qué consistido el nivel a partir de los propositos y las
preguntas orientadoras, considerandolo “un poco mas matematico” al ser uno de los niveles que
tienen que ver con los modelos matematicos, las férmulas, la forma en que operan los estudiantes

las matematicas, es decir, lo que se les ensefia en el colegio.

4.2.2.2.1 Categoria 1 Intencion de la planificacion. Cédigo: Finalidad de las actividades
En la intervencion, se observd que la finalidad de las actividades fueron “claras™ por
parte del profesor (P), pues las actividades estuvieron disefiadas para que los estudiantes

identificaran la de area y el signo igual como equivalencia.
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El profesor comenzd recordando las tareas previas y su relacion con el tema del
perimetro, lo que ayuddé a los estudiantes a contextualizar y conectar con las nociones
previamente exploradas en las actividades del Nivel Situacional.

Lo anteriormente mencionado, se ve reflejado en la postura de Pérez (2014), la cual
plantea que el rol del profesor en el uso de Tecnologias Digitales en el aula, es esencial como
mediador entre los significados que los estudiantes construyen a partir de su interaccion con estas
herramientas y los significados matematicos formales.

Mientras las herramientas tecnologicas ayudan a conectar a los estudiantes con el
conocimiento matemdatico mediante representaciones de los objetos matematicos, el profesor
interviene para guiar y clarificar los entendimientos de los estudiantes, interpretando y
conectando sus ideas con los conceptos matematicos adecuados a través de un enfoque

semiotico.

4.2.2.2.2 Categoria 3 Equivalencias. Codigo: Conjetura sobre la cantidad de piezas

La respuesta de El1 indica que emple6d una estrategia de conteo y comparacion, para
determinar la equivalencia del area de las figuras (siluetas). Pues E11 menciond que contaba “las
figuritas que iban adentro” y comparaba si eran iguales aunque estuvieran en diferentes
posiciones, lo que muestra que el estudiante estaba haciendo “conjeturas” sobre la equivalencia
de areas basadas en la cantidad de piezas contenidas dentro de las figuras (siluetas), mostrando
una comprension basica pero importante de la equivalencia en términos de area.

Este enfoque “intuitivo” de conteo, que realizd E11, refleja una primera aproximacion a

la nocidn de area como una medida de la cantidad de espacio ocupado por una figura.
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4.2.2.2.3 Categoria 4 Configuracion de figuras. Codigo: Nocion de los conceptos de drea y
perimetro

En la intervencion también se destaca la exploracion de las nociones de area y perimetro
a través de preguntas dirigidas por el profesor, cuando se le pregunta a E11 sobre la relacion
entre la composicion superficial de las figuras y su equivalencia en términos de area, E11
reconoce que existe una relacion directa: “Claro. Porque es como lo que viene por dentro”, pues
alli se vio reflejada una nocion inicial de que el area estd relacionada con la cantidad de espacio
interno de una figura.

Ademas, el hecho de que el estudiante menciona “lo que habia dentro eran las figuras de
colores” sugiere que estdn comenzando a entender que el area puede ser descompuesta y
reconfigurada manteniendo su valor constante, independientemente de la forma especifica de la

figura.

4.2.2.3 Intervencion 4

P: Bueno, pasemos entonces al siguiente nivel. El nivel referencial. Basicamente este
nivel identifica modelos, conceptos y procedimientos relacionados con el problema matematico
planteado. ;Cual era el problema? Pues la equivalencia de area, ;Si? A través de figuras que
ustedes pudieran ver. Eso.

Y los propdsitos, reconocer figuras planas con la misma forma o area. Y también inferir
condiciones, inferir es como establecer condiciones para determinar si las figuras eran las
mismas o no. Entonces, por ejemplo, E15. Primero vamos a mirar el nivel referencial. ;Cuales

eran las actividades que se llevaron a cabo?
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E15: Pues mi profesor, mi profesor (P) nos explico en el tablero que el area no equivale
como tanto de la forma sino de lo que lo se compone, pues en las figuras que yo realicé se veian
siempre las mismas figuras (piezas) para armar la silueta, entonces era como la misma area
porque tenian las mismas figuras.

P: ;Qué estrategias utiliz6 para determinar si dos figuras tenian la misma area? ;Como te
diste cuenta de eso inmediatamente o tuvo que haber una explicacién o como?

E15: En unas, pues, usted nos explicd alld en el tablero de, por ejemplo, el de dos
tridngulos pueden formar un cuadrado.

P: ;Como describes la relacion de lo que compone una figura y su valor en area? Es
decir, si tengo dos figuras que tienen igual area, ;Existe alguna relacion, digdmoslo, entre su
composicion superficial, su forma y su valor de area?

E15: Pues, lo de igual es como la relacion que hay, es que es la misma éarea y diferentes

figuras. Entonces, serian como diferentes figuras con el mismo valor de area, pero son diferentes.

4.2.2.4 Analisis parcial 4
La intervencion 4 muestra un enfoque en el disefio sobre la equivalencia de areas, donde
el profesor enfatiza los objetivos de las actividades y la aclaracion mediante ejemplos

especificos, para facilitar a los estudiantes, la comprension de la nocion de equivalencia de areas.

4.2.2.4.1 Categoria 1 Intencion de la planificacion. Cédigo: Enfasis en el objetivo de las
actividades
El profesor (P) comienza la intervencion destacando los objetivos del Nivel Referencial,

que incluye reconocer figuras planas con la misma forma o area e inferir condiciones para



Nocion del signo igual: Una propuesta de ensefianza con los recursos del Tangram y GeoGebra 132
determinar si las figuras son equivalentes en area, pues este énfasis en los objetivos es
fundamental para guiar a los estudiantes y asegurarse de que comprendan el propdsito de las

actividades.

4.2.2.4.2 Categoria 3 Equivalencias. Cédigo: Areas equivalentes

Durante la interaccion, el profesor (P) y el estudiante E15 discuten como se determinan
las areas equivalentes. El estudiante menciond que el profesor les explicd que el area no depende
de la forma, sino de los componentes de la figura, un ejemplo de ello fue formar un cuadrado con
dos triangulos, lo cual ilustrd claramente la nocion de areas equivalentes, independientemente de
la forma de las figuras involucradas, permitiendo mostrar en la respuesta del estudiante una
comprension de dicha nocidon sobre la equivalencia de areas a través de la descomposicion y

configuracion de figuras geométricas planas.

4.2.2.4.3 Categoria 8 Casos particulares. Codigo: Aclaracion de las actividades del Nivel
Referencial

La discusion también se centrd en actividades especificas del Nivel Referencial, donde el
estudiante describid como el profesor utilizé ejemplos en el tablero para explicar la relacion entre
la composicion de una figura y su valor de area. La aclaracion de actividades particulares, como
el uso de piezas especificas para formar diferentes siluetas con la misma darea, refuerza la
comprension de los estudiantes sobre como las areas pueden ser equivalentes a pesar de las

diferencias en forma.
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4.3 Nivel General

El proposito de este nivel va orientado a desarrollar competencias en los estudiantes para
identificar como diferentes figuras geométricas pueden ocupar la misma cantidad de espacio
(area) sin importar las configuraciones. Este nivel aborda tanto el reconocimiento de las areas
equivalentes como la composicion de figuras planas, a través de una serie de tareas que van
relacionadas con la descomposicion de las figuras para lograr promover el pensamiento espacial
y la visualizacidon geométrica por medio del recurso de GeoGebra.

También, poder lograr que el estudiante “suponga” modelos para explorar, reflexionar y
generalizar lo obtenido en el Nivel Referencial.

Para la primera tarea del nivel, el estudiante debia identificar las figuras equivalentes en
area respecto a puntos interiores, al utilizar la férmula del area para encontrar figuras
geométricas que sean equivalentes en términos del nimero de puntos interiores. Se le solicita al
estudiante que arrastre los puntos de color rojo para encontrar las figuras equivalentes en nimero
de puntos interiores, donde los vértices A, B, C, D, E y F de la figura (puntos de color rosa)
deben permanecer dentro de la region con borde de color negro y utilizar el resultado de la
férmula para encontrar el area de cualquier figura, siendo su area en unidades cuadradas.

Ahora bien, se propusieron tres preguntas orientadoras, que le permitieran al estudiante
realizar analisis sobre el reconocimiento de las configuraciones de las figuras con equivalencia
en el valor de su area. Pues en la pregunta 1, el estudiante debia identificar al menos dos figuras
con el mismo valor de area y describir las similitudes o caracteristicas que compartian estas
figuras, con el fin de promover la observacion y comparacién de distintas configuraciones

geométricas que pueden tener la misma area.
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Para la pregunta 2, se invitd al estudiante a reflexionar sobre la relacion entre figuras con
igual valor de area y su forma, para lograr que determinara si existe o no una relacion directa
entre la forma de las figuras y su area, al promover el razonamiento deductivo y la comprension
de nociones geométricas.

Y en la pregunta 3, se pretendia guiar al estudiante a establecer una relacion, ya sea
algebraica, numérica o visual entre dos figuras con igual valor en area. Ademas, de identificar las
semejanzas y diferencias entre estas figuras, fomentando asi el desarrollo de competencias para
expresar relaciones matematicas de manera precisa y la capacidad de analizar cémo se
comportan las propiedades de las figuras geométricas, desde una configuracion.

En la segunda tarea de este nivel (Tarea 3B), se pretendi6 que el estudiante observara las
diferentes configuraciones del trapecio, en funcion de la composicion de figuras planas, por
medio de las configuraciones, lo cual permitié que el estudiante conjeture sobre la equivalencia
de areas entre esa nueva configuracion del trapecio. Para ello, el estudiante debia mover el
deslizador de color morado o dar clic en el icono de play, para observar qué sucedia en el
movimiento de las figuras que formaban el trapecio.

En el caso de la pregunta 1 de la tarea, se buscaba que los estudiantes reflexionaran sobre
la equivalencia de area entre distintas figuras geométricas y desarrollaran competencias de
justificacion matematica. En la pregunta 2, se esperaba que los estudiantes “pensaran” en
diferentes maneras de descomponer el trapecio para facilitar el calculo de su area, reforzando su
comprension de las relaciones geométricas y de equivalencias de area. Por ultimo, la pregunta 3,
fue diseniada para que los estudiantes verificaran y argumentaran sobre la conservacion del area a

través de la descomposicion y reconfiguracion de figuras.
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Finalmente, en la tercera tarea, el estudiante debia reconocer las configuraciones posibles
de un paralelogramo, conjeturando sobre su composicion a partir de otras figuras planas, pues al
mover el deslizador de color gris, se podia observar qué sucedia en el movimiento de las figuras
que forman el paralelogramo.

Las preguntas orientadoras en esta Tarea 3C, estuvieron pensadas para guiar a los
estudiantes a través de una exploracion activa y significativa de las figuras geométricas y su
equivalencia en area. El objetivo de la pregunta 1, consistié en guiar al estudiante a experimentar
con la figura inicial y observar como puede transformarse en otras figuras sin cambiar su area,

por medio de las ayudas proporcionadas por el recurso de GeoGebra (ver Consideracion del

software de geometria dindmica GeoGebra como recurso diddctico), al hacer uso del deslizador y

la modificacion de los vértices, facilitando una comprension visual y manipulativa de la nocion
de equivalencia de area.

Con respecto a la pregunta 2, el estudiante debia identificar una figura plana alternativa
(por ejemplo, un rectangulo o un tridngulo) que se pueda utilizar para calcular el area del
paralelogramo, es decir, el estudiante debia argumentar el método de célculo e identificacion de
las propiedades geométricas y de la relacion entre las diferentes figuras y sus areas.

Posteriormente, en la pregunta 3, el estudiante se encuentra con un desafio, donde debia
aplicar nociones algebraicas y geométricas, para expresar el area del paralelogramo y la nueva
figura en términos de variables (A y B), al buscar y explicar la relacion entre las areas y las
formas de las figuras, al compararlas y relacionarlas, lo que deberia permitir en el estudiante
desarrollar competencias criticas en el analisis geométrico y algebraico.

Se logré evidenciar en las respuestas generales de los estudiantes que en la pregunta 1, de

la Tarea 3A, nueve afirmaron haber encontrado figuras con la misma area e identificaron
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diferencias en la forma. Se evidencid que tres estudiantes, realizaron un célculo detallado, donde
utilizaron el lenguaje algebraico para confirmar, que diferentes figuras pueden tener la misma
area y dos estudiantes manifestaron explicitamente, ejemplos especificos de las dos figuras que
encontraron equivalentes en area (un hexdgono y un cuadrado).

En las respuestas a la pregunta 2 proporcionadas por los estudiantes, se pudo evidenciar
que fueron discrepantes, puesto que seis estudiantes manifestaron que si existe una relacion,
porque tienen el mismo valor de area. Estas respuestas sugieren, que la relacion lleva a que
diferentes figuras pueden compartir la misma drea, ademds plantearon algunos ejemplos
especificos de figuras diferentes en forma, pero iguales en area, argumentando que esto
demuestra una relacion entre las figuras a pesar de sus formas distintas.

Por otra parte, siete estudiantes proporcionaron respuestas confusas, al plantear lo que
reflejé una falta de comprension sobre la diferencia entre forma (contorno de la figura) y éarea.

En general, las respuestas a la pregunta 3 muestran una variedad de niveles de
comprension y habilidades para comparar figuras geométricas con igual area. Las respuestas de
dos estudiantes, mostraron una apreciacion particular al incluir medidas especificas y diferentes
tipos de figuras, aunque aun pueden mejorar en términos de claridad y profundidad de
comparacion. Por otro lado, las respuestas de cuatro estudiantes, tienen elementos interesantes,
pero carecen de completitud o claridad.

Y para el caso de una considerable parte de los estudiantes, no se logré6 completamente
una relacion (algebraica, numérica o visual) entre dos figuras con igual valor en A, ni mostrar sus
semejanzas y diferencias, es importante considerar varios aspectos clave: la precision
matematica, la claridad de la explicacion, la correcta identificacion de las caracteristicas

geométricas y la capacidad de comparacion.
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A continuacidn, se presenta un analisis general de las respuestas.
Con relacion a las producciones de los estudiantes, de acuerdo a la pregunta 1 de la Tarea
3B, se observo una comprension general de la relacion entre el area del trapecio y la posibilidad

de “visualizarlo” (ver Dos modos opuestos de funcionamiento cognitivo: la visualizacion icénica

y_la visualizacion no iconica) como un rectangulo, pues lo estudiantes dieron cuenta del proceso

de modificacion o transformacion del area del trapecio, a diferencia de dos estudiantes, puesto
que mencionan un tridngulo en lugar de un rectangulo, lo que sugiere una distinta configuracion
como resultante al comparar o descomponer el trapecio.

Como resultado a las respuestas referente a la pregunta 2, la mayoria de los estudiantes
manifestaron que para calcular el 4rea de un trapecio, este se puede transformar en una figura
mas sencilla, como un rectdngulo. Sin embargo, tres estudiantes sugirieron descomponer el
trapecio en otras figuras geométricas como triangulos y cuadrados, lo cual muestra otros tipos de
configuraciones del trapecio, porque reconocieron que el 4rea de un trapecio puede ser

descompuesta en areas de otras figuras planas (ver Transformaciones).

Con respecto a la pregunta 3, casi todos los estudiantes afirmaron que el area de ambas
figuras es igual, lo que se pudo observar en la forma en que concluyeron su idea sobre la
conservacion del area, al descomponer y reconfigurar el trapecio sin alterar su cantidad de piezas
o su tamafo. Por el contrario, solo un estudiante, afirmé que el area cambia porque cambia de
forma la figura, indicando una confusion entre la forma (contorno de la figura) y las nociones de
area (superficie).

Finalmente, se observo en las respuestas de la pregunta 1, referente a la Tarea 3C, que
han identificado correctamente que el rectangulo es una figura que puede tener la misma area

que un paralelogramo, lo cual evidencia una comprension de la nocion de area y la equivalencia
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entre estas dos figuras geométricas. Ademas, los estudiantes realizaron descripciones que
parecen ser un intento de explicar el proceso de transformacién de un paralelogramo a un
rectangulo.

Por otra parte, en la pregunta 2, gran parte de los estudiantes identificaron correctamente
el rectangulo como la figura plana que permite calcular el area del paralelogramo. Sin embargo,
solo unos pocos estudiantes mencionaron el método de célculo del area utilizando base y altura,
lo que sugiere que aunque conocen la figura correcta, necesitan reforzar su comprension de la

transformacion geométrica y las maneras de calcular areas (ver Geometria activa).

Por otra parte, las respuestas de los estudiantes referente a la pregunta 3, se pudo
identificar que el area del paralelogramo es la suma de las dreas A y B y que la nueva figura
(interpretada como un rectangulo) también tiene un area de A + B, pues se podria decir que han
utilizado la propiedad conmutativa de la suma (A + B = B + A) y que independientemente de la
forma, la suma de las areas sigue siendo la misma, por lo que su conjetura les permite acercarse a

esas nociones geométricas y algebraicas relacionadas con el 4rea (ver Propiedades de las dreas y

superficies planas).

En sintesis, las producciones de los estudiantes en este Nivel General se enfoca en el
analisis y manipulacion de figuras geométricas con el fin de desarrollar una comprension de la
nocion de las areas equivalentes y la composicion de figuras planas, pues por medio de las tareas,
los estudiantes fueron guiados para explorar y descubrir las diversas configuraciones que pueden
adoptar las figuras geométricas, en lo que se pudo observar un fortaleciendo en las competencias

de visualizacion (ver Dos modos opuestos de funcionamiento cognitivo: la visualizacion iconica

v la visualizacion no icénica) y razonamiento espacial (ver Pensamiento espacial).
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A continuacion, se mencionan algunos casos especificos que sobresalen en las soluciones

de los estudiantes con el uso del recurso de GeoGebra.

4.3.1 Hallazgos del Nivel General

La Tarea 3A fue disefiada para que los estudiantes reconocieran las distintas
configuraciones de las figuras geométricas que pueden tener el mismo valor de area y a
“comprender” las equivalencias entre estas areas. Pues los principales propdsitos consisten en
reconocer que diferentes figuras pueden tener la misma 4area, aunque sus formas sean distintas y
entender las equivalencias entre areas.

Para dar inicio a la tarea, los estudiantes debian encontrar figuras equivalentes en
términos del nimero de puntos interiores, utilizando la formula para calcular el area, al arrastrar
los puntos de color rosa, se formaban figuras con el mismo niimero de puntos interiores,
asegurando que los vértices A, B, C, D, E y F (puntos de color rosa) permanezcan dentro de la
region delimitada por un borde de color negro.

Ademas, los estudiantes debian utilizar la formula proporcionada para calcular el area de
cualquier figura, donde “A” representa el area en unidades cuadradas. Al terminar la
construccion de las siluetas, el estudiante debia dar respuesta a las preguntas guia, en base a lo

realizado anteriormente, como se muestra en la figura 71:
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GeaGebra [ Q susar
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Figura 71. Configuracion Tarea 3A Nivel General. La figura muestra el valor de la formula A,la cual busca la manera de
encontrar las figuras que sean equivalentes en el nimero de puntos, de acuerdo a cdmo se ubiquen los vértices A, B, C, D, Ey F..
Fuente: Elaboracion propia.

En base a las construcciones que realizaron los estudiantes E1, E2 y E5, se pudo observar
que los tres estudiantes realizaron apreciaciones distintas donde E1 reconoce que diferentes
figuras pueden tener la misma &rea, pero no menciona ninguna otra caracteristica o similitud
relevante entre ellas, la falta de detalle impide evaluar si el estudiante comprende las relaciones
geométricas que pueden llevar a figuras distintas a tener areas iguales (por ejemplo, diferentes
formas con igual area), puesto que no explora las propiedades matematicas mas alla del valor del

area (ver Dos modos opuestos de funcionamiento cognitivo: la visualizacién icdnica y la

visualizacion no iconica).

E2 muestra una comprension especifica de las caracteristicas geométricas que pueden
variar (longitud de lados, posiciéon) mientras mantiene constante el area. El estudiante identifico
tanto la similitud en el area como las diferencias en forma y disposicion, dado que muestra una

apreciacion de la diversidad geométrica que puede existir entre figuras con igual area; su
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respuesta refleja una buena comprension de que el area es una medida que puede ser compartida
por diferentes configuraciones geométricas (ver Nociones de drea y superficie), aunque describe
las diferencias en términos de longitud de lados y ubicacion.

Por otro lado, el estudiante ES, proporciona célculos detallados para dos figuras, ambas
con un area de 56 unidades cuadradas, al representar el proceso matematico que utilizé para
encontrar el area de cada figura. Aunque ES5 realizd célculos, no discute las caracteristicas
geométricas de las figuras mas alld del resultado numérico del area, pues falté un analisis
cualitativo sobre las caracteristicas geométricas de las figuras, como la forma, la cantidad lados,
y otras propiedades relevantes que podrian ser mencionadas en relacion con el area (ver figuras

72,73 y 74).

é E1 MIChel SOﬁa M < 12718 > Esto es solo una vista previa y no se

> guardara.

El Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 26

1. ¢Haz encontrado dos o mas figuras con el mismo valor de area?; Qué similitudes o caracteristicas comparten estas
figuras encontradas?

Respuesta

Si, yo encontre mas figuras con el mismo area y lo que comparten es que aunque sean distintas no les cambia la
cantidad de su area

Figura 72. Respuesta de estudiante E1 Tarea 3A. La figura muestra la respuesta del estudiante E1, a la pregunta 1 de la Tarea 3A,
respecto al poligono formado con los vértices A, B, C, D, E y F. Fuente: GeoGebra.
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Esto es solo una vista previa y no se

< E2 Silvana Penago... < 16/18 2 guardara.

v

@ Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 26

1. ¢Haz encontrado dos o mas figuras con el mismo valor de area?;Qué similitudes o caracteristicas comparten estas
figuras encontradas?

Respuesta

Si, yo encontre tres figuras. Las caracteristicas que comparten es que tienen el mismo valor de area y lo diferente es que
cada una tienen lados distintos y ubicadas de diferente manera.Tampoco son las mismas figuras

Figura 73. Respuesta de estudiante E2 Tarea 3A. La figura muestra la respuesta del estudiante E2, a la pregunta 1 de la Tarea 3A,
respecto al poligono formado con los vértices A, B, C, D, E y F. Fuente: GeoGebra.

Esto es solo una vista previay no se

< ES Briana PaUlet C... < 1518 2 guardara.

v

El Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 26

1. ¢Haz encontrado dos o mas figuras con el mismo valor de drea?;Qué similitudes o caracteristicas comparten estas
figuras encontradas?

Respuesta
. . ) 18 ,
la primera figua me dio A = 48 + 5 1 = 56 Unidades cuadradas.

2
la seqgunda figura me dio A = 47 + ?0 — 1 = 56 unidades cuadradas

Figura 74. Respuesta del estudiante E1 Tarea 3A. La figura muestra la respuesta del estudiante ES, a la pregunta 1 de la Tarea
3A, respecto al poligono formado con los vértices A, B, C, D, E y F. Fuente: GeoGebra.
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Para las respuestas proporcionadas por los estudiantes E1, E4 y E7 referente a la pregunta
2 de la Tarea 2A, los tres estudiantes muestran diferentes perspectivas de las nociones sobre
equivalencias de areas.

E1 reconoce que diferentes formas pueden tener la misma area y que esta relacion se
mantiene a pesar de las diferencias en forma. El estudiante entiende que la igualdad del éarea
puede ser independiente de la forma, pues al mencionar hexagonos regulares e irregulares
sugiere una comprension de como diferentes configuraciones geométricas pueden compartir la
misma area, al dar cuenta de que el area puede ser una caracteristica comun entre diferentes

formas (ver Propiedades de las areas y superficies planas).

En cambio la respuesta de E4 muestra confusion en la comprension de las nociones
geométricas implicitas en la actividad, puesto que parece haber un malentendido sobre la
relacion entre drea y forma, al no mostrar una comprension clara de como diferentes figuras
geométricas pueden compartir la misma area, la idea de que “son las mismas figuras” sugiere una
falta de diferenciacion entre forma y érea.

Para el estudiante E7, las figuras con la misma area pueden tener formas diferentes, pero
concluye que esto significa que no hay una relacion entre area y forma. A pesar de que el
estudiante reconoce que diferentes formas pueden compartir la misma area, malinterpreta esta
relacion como una falta de conexion entre forma (contorno de la figura) y area (superficie), como

se muestra en las figuras 75, 76 y 77:
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Esto es solo una vista previa y no se

< E1 Michel Sofia M... <oeng > guardara.

v

El Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 27

2. ;Existe 0 no alguna relacion entre dos figuras con igual valor de drea y su forma? Justifica tu respuesta. Por ejemplo:
Un tridngulo de 50 U? y un rectangulo de 50 U?

Respuesta

Si existe una relacion. Por ejemplo, un exagono regular de 56 unidades cuadradas y un exagono irregular de 56
unidades cuadradas, tienen relacion por lo que apesar de que su forma sea diferente su area no cambia

Figura 75. Respuesta de estudiante E1 Tarea 3A. La figura muestra la respuesta del estudiante E1, a la pregunta 2 de la Tarea 3A,
respecto al poligono formado con los vértices A, B, C, D, E y F. Fuente: GeoGebra.

Esto es solo una vista previa y no se

< E4 laura ramirez < 1018 > guardaré,

v

El Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 27

2. ;Existe o no alguna relacién entre dos figuras con igual valor de areay su forma? Justifica tu respuesta. Por ejemplo:
Un tridngulo de 50 U? y un rectdngulo de 50 U?

Respuesta

No por que son las mismas figuras y no es necesario que tengan su misma area o forma

Figura 76. Respuesta de estudiante E4 Tarea 3A. La figura muestra la respuesta del estudiante E4, a la pregunta 2 de la Tarea 3A,
respecto al poligono formado con los vértices A, B, C, D, E y F. Fuente: GeoGebra.
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Esto es solo una vista previa y no se

< E7 Marco Antonio... < 13218 > guardara.

v

@ Has pausado la leccién. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 27

2. ;Existe o no alguna relacion entre dos figuras con igual valor de area y su forma? Justifica tu respuesta. Por ejemplo:
Un tridngulo de 50 U? y un rectdngulo de 50 U?

Respuesta

no porque el exagono es diferente al cuadrado pero los dos tienen el mismo area

Figura 77. Respuesta de estudiante E7 Tarea 3A. La figura muestra la respuesta del estudiante E7, a la pregunta 2 de la Tarea 3A,
respecto al poligono formado con los vértices A, B, C, D, E y F. Fuente: GeoGebra.

Por ultimo, se tienen las respuestas de los estudiantes E9, E13 y E16, en base a la
pregunta 3 de la Tarea 3A, donde especificamente los estudiantes lograron un acercamiento de
establecer una relacion (algebraica, numérica o visual) entre dos figuras con igual valor en A,y
mostrar sus semejanzas y diferencias, aunque la precision matematica, la claridad de la forma en
que conjeturaban, no logrd la identificacion de las caracteristicas geométricas y la capacidad de
comparacion.

El estudiante E9 indic6 que dos figuras, un tridngulo y un cuadrado, tienen un area de 10
unidades cuadradas cada una, pues el estudiante no logré una relacion algebraica, numérica o
visual detallada entre las figuras, a pesar de que hace una apreciacion de las formas de las figuras
y su area, pero no explora las semejanzas y diferencias de manera significativa.

El estudiante E13 presenta dos calculos de area: 4 x 4 =16y 8 x 2 = 16. Alli se pudo
evidenciar una relacion numérica entre dos figuras (un cuadrado y un rectdngulo) que tienen la
misma area. El estudiante entiende como calcular el area de un rectdngulo y un cuadrado, al

reconocer que diferentes figuras pueden resultar en la misma area, al mostrar la igualdad de area,
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pero no menciona las figuras explicitamente ni explora sus diferencias y semejanzas mas alla de
los célculos de area.

Con respecto al estudiante E16, en su respuesta presenta dos figuras, un hexagono regular
y un rectangulo, ambos con un drea de 56 unidades cuadradas. E16 identifica claramente las
figuras y sus areas, aunque no proporciona detalles algebraicos o una representacion visual que
muestre como se calculan las areas, pero muestra una comprension de que diferentes formas
geométricas pueden tener la misma area y menciona especificamente un hexagono regular y un

rectangulo (ver figuras 78, 79 y 80).

Esto es solo una vista previay no se
guardara.

& E9 Samuel Andres... < 3/18 >

v

El Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 28

3. Establece una relacion ya sea algebraica, numérica o visual, entre dos figuras con igual valor en A, y muestra sus
semejanzas y diferencias.

Respuesta

A tiene un area de 10 y B tiene un area de 10 A es un triangulo y B es un cuadrado

Figura 78. Respuesta de estudiante E9 Tarea 3A. La figura muestra la respuesta del estudiante E9, a la pregunta 3 de la Tarea 3A,
respecto al poligono formado con los vértices A, B, C, D, E y F. Fuente: GeoGebra.
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& ET 3 Klmberly OSO < 118 > Esto es solo una vista previay no se

guardara.

@ Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 28

3. Establece una relacién ya sea algebraica, numérica o visual, entre dos figuras con igual valor en A, y muestra sus
semejanzas y diferencias.

Respuesta

a=4-4=16 a8-2=16

Figura 79. Respuesta de estudiante E13 Tarea 3A. La figura muestra la respuesta del estudiante E13, a la pregunta 3 de la Tarea
3A, respecto al poligono formado con los vértices A, B, C, D, E y F. Fuente: GeoGebra.

Esto es solo una vista previa y no se
guardara.

< E16juandavid ga... < 918 >

v

El Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 28

3. Establece una relacién ya sea algebraica, numérica o visual, entre dos figuras con igual valor en A, y muestra sus
semejanzas y diferencias.

Respuesta

x=56 ur(2) , X ES HEPXAGONO REGULAR,Y=56U"(2), Y ES UN RECTANGULO REGULAR

Figura 80. Respuesta de estudiante E16 Tarea 3A. La figura muestra la respuesta del estudiante E16, a la pregunta 3 de la Tarea
3A, respecto al poligono formado con los vértices A, B, C, D, E y F. Fuente: GeoGebra.

La Tarea 3B tuvo como proposito principal, el reconocimiento y andlisis de la
composicion de figuras planas y las distintas configuraciones posibles que pueden presentar,

manteniendo un mismo valor de area. Esta actividad, se centrd especificamente en el estudio de
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un trapecio, que aunque es mas comunmente reconocido como un poligono irregular, en este
caso, se abordd desde una perspectiva regular para facilitar su descomposicion y reconfiguracion.

Lo que se buscaba con la animacion de la configuracion del trapecio es que los
estudiantes pudieran observar qué ocurria al descomponer esta figura en varias figuras planas y
explorar las diferentes configuraciones que se pueden formar a partir de esta nueva figura (un
rectangulo).

Para llevar a cabo la tarea, el estudiante debia mover el deslizador de color morado o dar
clic en el icono de play, para poder observar lo que sucedia con el movimiento o reacomodo del
trapecio. Alli se buscaba que el estudiante pudiera conjeturar como las figuras se reorganizan y
como estas configuraciones mantienen el area total del trapecio, ademdas de identificar los

diferentes patrones y configuraciones que se dieron en el proceso, como se muestra en las figuras

81y 82:

GeaGebra [ Q susar

Figura 81. Configuracion del trapecio Tarea 3A Nivel General. La figura muestra la configuracion del trapecio, a partir de
una descomposicion inicial de las figuras que lo componen. Fuente: Elaboracion propia.
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GeaGebra [ Q susr

O >

Figura 82. Configuracion del trapecio Tarea 3A Nivel General. La figura muestra la configuracion del trapecio, al llegar a la
configuracion final de las figuras que lo componen. Fuente: Elaboracion propia.

En base a lo que observaron los estudiantes E2, E3 y E12, se pudo evidenciar que los tres
comprendieron la esencia de la pregunta, que se centraba en identificar a partir del reacomodo
del trapecio, en un composicion figuras distintas que lo construyen, al llegar a una composicion
final (un rectangulo), sin embargo sus respuestas no fueron explicitas, que principalmente lo que
se buscaba era que pudieran realizar conjeturas e inclusive demostraciones que permitieran ver
matematicamente esa reconfiguracion del trapecio.

En la respuesta a la pregunta 1 de la tarea 3B, los tres estudiantes afirmaron que el area
de un trapecio se puede considerar como la composicion de otra figura, especificamente como un
rectangulo. E2 menciona que “con las piezas que hay dentro del trapecio, logramos hacer un
rectangulo” y E12 indica que “el area de un trapecio se puede modificar al area de un
rectangulo”, esto sugiere una comprension practica y visual de la relacion para ambos

estudiantes. Sin embargo, no detallan especificamente coémo se realiza esta transformacion.
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Para el estudiante E3, su afirmacioén sobre que “un trapecio se puede transformar a un
rectangulo”, indica una percepcidn correcta pero vaga, sin explicar el procedimiento matematico
detras de esta transformacion.
Para transformar un trapecio en un rectangulo, es importante entender que esta

transformacion no es literal, sino conceptual. Matematicamente, la forma para encontrar el area
de un trapecio (%) (Base 1 + Base 2)(Altura) y se puede derivar de la idea de un rectangulo

cuya base es el promedio de las dos bases del trapecio donde su altura es la misma que la del
trapecio.

Sin embargo, ninguno de los estudiantes aborda directamente esta forma algebraica o la
idea del “promedio de las bases”, lo que podria indicar una brecha en la comprension matematica
detallada de la equivalencia en areas de ambas figuras (el trapecio y el rectangulo), como se

muestra en las figuras 83, 84 y 85:

< E2Silvana Penago... < 16/18 >

v

El Has pausado la leccién. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 30

1. ¢El area de un trapecio se puede ver cémo la composicion de otra figura?

Si, justifica tu respuesta.
No, justifica tu respuesta.

Respuesta

Si, porque con las piezas que hay dentro del trapecio, logramos hacer un rectangulo

Figura 83. Respuesta de estudiante E2 Tarea 3B. La figura muestra la respuesta del estudiante E2, a la pregunta 1 de la Tarea 3B,
a las configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.



Nocion del signo igual: Una propuesta de ensefnianza con los recursos del Tangram y GeoGebra 151

& E3 estefani < 14/18 >

v

E' Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 30

1. ¢El 4rea de un trapecio se puede ver cdmo la composicidon de otra figura?

Si, justifica tu respuesta.
No, justifica tu respuesta.

Respuesta

si ya que un trapecio se puede trasformasr a un rectangulo

Figura 84. Respuesta de estudiante E3 Tarea 3B. La figura muestra la respuesta del estudiante E3, a la pregunta 1 de la Tarea 3B,
a las configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.

< E12. Rafaella Arro... < 418 >

v

m Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 30

1. ¢El &rea de un trapecio se puede ver como la composicion de otra figura?

Si, justifica tu respuesta.
No, justifica tu respuesta.

Respuesta

Si el area de un trapecio se puede modificar al area de un rectangulo

Figura 85. Respuesta de estudiante E12 Tarea 3B. La figura muestra la respuesta del estudiante E12, a la pregunta 1 de la Tarea
3B, a las configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.
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En referencia a las respuestas de los estudiantes a la pregunta 2 de la Tarea 3B, se
evidenciaron diferentes niveles de comprension y competencias para descomponer y reconfigurar
figuras geométricas. Sin embargo, no se logré en su totalidad que los estudiantes relacionaran las
configuraciones geométricas con la forma algebraica correspondiente para el célculo de areas,
debido a que en este nivel se buscaba que pudieran llegar a conjeturar con ese tipo de registros de
representacion.

Segun Duval (2005), para que una representacion sea efectiva y permita a los sujetos
acceder al objeto representado, deben cumplirse dos condiciones: contar con al menos dos
sistemas semioticos diferentes para representar un objeto, situacion o proceso, y poder convertir
espontaneamente las representaciones de un sistema semiotico a otro sin darse cuenta.

La respuesta del estudiante E2 muestra una cierta comprension de como diferentes
figuras pueden configurarse para formar un trapecio. Sin embargo, la eleccion de un cuadrado y
dos triangulos (uno normal y otro isosceles) no es convencional para esta tarea, pues
generalmente, un trapecio puede descomponerse en dos triangulos y un rectangulo, o en dos
triangulos y un paralelogramo.

Ahora bien, si se observa la respuesta del estudiante E11: “Porque una solo se mueve
para formar una barra y dejar un espacio”, se pudo evidenciar que es confusa y carece de claridad
en la descripcion de la configuracion geométrica, pues no esta claro qué figura se estd moviendo
ni coémo se relaciona esto con el calculo del area del trapecio, lo que dificulta la evaluacion de la
comprension matematica del estudiante.

La respuesta del estudiante E16, sugiere que puede estar confundiendo el trapecio con

otra figura o simplemente no sabe como descomponer el trapecio en partes, al mencionar que se
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puede utilizar la formula del rectangulo, directamente no logré como representar esa forma para

encontrar el area del trapecio, su respuesta fue general (ver figuras 86, 87 y 88).

< E2Silvana Penago... < 1618 >

v

El Has pausado la leccién. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 31

2. ;Qué configuraciones utilizarias para calcular el area del trapecio? Por ejemplo: La configuracion para calcular el drea
de un cuadrado se puede hacer a partir de dos triangulos rectangulos.

Respuesta

La configuracion que utilizaria para calcular el area de un trapecio se puede hacer a partir de un cuadrado, un triangulo
normal y otro isoseles

Figura 86. Respuesta de estudiante E2 Tarea 3B. La figura muestra la respuesta del estudiante E2, a la pregunta 2 de la Tarea 3B,
a las configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.

< emmanuel E11 < 718 >

v

EI Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 31

2. ;Qué configuraciones utilizarias para calcular el area del trapecio? Por ejemplo: La configuracion para calcular el drea
de un cuadrado se puede hacer a partir de dos triangulos rectdangulos.

Respuesta

pe g una solo se muebe para formar una barray dejjar un espacio

Figura 87. Respuesta de estudiante E11 Tarea 3B. La figura muestra la respuesta del estudiante E11, a la pregunta 2 de la Tarea
3B, a las configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.
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< E16juan david ga... < 918 >

v

El Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 31

2. ;Qué configuraciones utilizarias para calcular el area del trapecio? Por ejemplo: La configuracion para calcular el drea
de un cuadrado se puede hacer a partir de dos triangulos rectangulos.

Respuesta

CALCULAR CON LA FORMULA DEL RECTANGULO

Figura 88. Respuesta de estudiante E16 Tarea 3B. La figura muestra la respuesta del estudiante E16, a la pregunta 2 de la Tarea
3B, a las configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.

En relacion a las respuestas de los estudiantes para la pregunta 3 de la Tarea 3B, se
evidencid que los tres estudiantes comprendieron la conservacion del area del trapecio al
descomponerse por medio de configuraciones, en un rectangulo. Sin embargo, las explicaciones
proporcionadas por los estudiantes tienden a ser “superficiales” y carecen de detalles que den
cuenta sobre la representacion algebraica del trapecio, lo cual “demuestra” una baja comprension
en la nocion de la equivalencia de area.

En relacién al caso anterior de los tres estudiantes “cuando no se cumplen esas dos
condiciones, la representacion y el objeto representado se confunden, y no se pueden reconocer
dos representaciones diferentes de un mismo objeto como representaciones de ese mismo objeto”
(Duval , 2017, p. 64). Esto resalta la importancia de la capacidad de manejar y traducir entre
diferentes sistemas semioticos, ya que sin esta competencia, los estudiantes pueden enfrentar
dificultades significativas para comprender y comunicar conceptos de manera efectiva.

Los estudiantes E2 y E10 indican que el 4rea se conserva porque solo cambia la

ubicacion de las piezas, no su cantidad, esta respuesta muestra una comprension adecuada de que
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la reorganizacion de las piezas de una figura no afecta su area total, es decir, reconoce la
invarianza del 4rea bajo la reorganizacion de las piezas; sin embargo, su respuesta podria ser mas
precisa al especificar a qué se refiere a la conservacion del area durante una transformacion
geométrica.

Para el estudiante E3, el 4rea se conserva porque la nueva figura se cred a partir del
trapecio, aunque la afirmacioén es correcta, la explicacion es algo “superficial” y no aborda
explicitamente el principio de conservacion del area, a pesar de que entiende que la figura

resultante se deriva del trapecio al mantener esa relacion inicial (ver figuras 89, 90 y 91).

< E2Silvana Penago... < 16/18 >

v

1] Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 32

3. De acuerdo a la figura que se genera después de descomponer el trapecio (ver animacion) ;Se puede afirmar que el
area de ambas figuras son iguales?

Si, ¢Por qué?
No, ;Por qué?

Respuesta

Si, porque solo cambia la ubicacion de algunas piezas, mas no la cantidad de area

Figura 89. Respuesta de estudiante E2 Tarea 3B. La figura muestra la respuesta del estudiante E2, a la pregunta 3 de la Tarea 3B,
a las configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.
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< E10.Maria Alejan... < 2718 >

v

[11] Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 32

3. De acuerdo a la figura que se genera después de descomponer el trapecio (ver animacién) ;Se puede afirmar que el
area de ambas figuras son iguales?

Si, ¢Por qué?
No, ;Por qué?

Respuesta

si por que el nuemero de piezas no aumentan ni la cantidad de area

Figura 90. Respuesta de estudiante E10 Tarea 3B. La figura muestra la respuesta del estudiante E10, a la pregunta 3 de la Tarea
3B, a las configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.

< E13 Kimberly Oso... <118 >

v

[11] Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 32

3. De acuerdo a la figura que se genera después de descomponer el trapecio (ver animacion) ;Se puede afirmar que el
area de ambas figuras son iguales?

Si, ¢Por qué?
No, ;Por qué?

Respuesta

si porque la figura que se genera se hizo en base al trapecio

Figura 91. Respuesta de estudiante E13 Tarea 3B. La figura muestra la respuesta del estudiante E13, a la pregunta 3 de la Tarea
3B, a las configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.

En sintesis, los estudiantes E2, E3 y E12 mostraron una comprension bésica de la
pregunta sobre la transformacion geométrica del trapecio en un rectangulo, evidenciando su

habilidad para visualizar y conceptualizar la reconfiguracion de las figuras. Sin embargo, sus
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respuestas carecieron de la precision y detalle necesarios para una explicacion matematica
rigurosa.

Aunque identificaron correctamente que el area del trapecio se puede considerar como la
de un rectangulo, no lograron explicitar como se realiza esta transformacion ni abordar la nocion
algebraica del promedio de las bases.

Las respuestas a la pregunta 2 revelaron diversos niveles de comprension y habilidades
en la descomposicion y reconfiguracion de figuras geométricas, destacando la necesidad de
fortalecer la relacion entre las configuraciones geométricas y sus representaciones algebraicas
para el calculo de areas.

No obstante, los estudiantes E2 y E10 reconocieron la conservacion del area durante la
transformacion, sus explicaciones fueron superficiales y carecieron de una justificacion
matematica detallada, lo que sugiere una brecha en la comprension profunda del principio de
conservacion del area. Por lo tanto, se recomienda hacer mejoras en el disefio que enfatice tanto
la visualizacion como la formalizacion algebraica para fortalecer la comprension integral de estas
nociones geométricas y algebraicas.

La Tarea 3C se centra en el disefio de una propuesta de enseflanza que busca profundizar
en la comprension de las figuras geométricas planas, especificamente los paralelogramos, con el
objetivo de que los estudiantes reconozcan la composicion de figuras planas y las distintas
configuraciones que pueden tener el mismo valor de area.

La actividad principal consiste en explorar las diferentes configuraciones que puede
adoptar un paralelogramo y asi identificar como se pueden descomponer y reconfigurar las
figuras dentro de ¢€l, mientras se mantiene constante el area del paralelogramo. Para ello, los

estudiantes deben mover un deslizador de color gris y observar cdmo se reconfiguran las figuras
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planas que componen el paralelogramo, lo que les permitird desarrollar una comprension mas
profunda de los conceptos de area y geometria a través de un enfoque interactivo y exploratorio,

por medio de recurso de geometria dindmica GeoGebra (ver figuras 92 y 93).

GeaGebra [ Buscar )

Deslizador

®
Figura 92. Configuracion de paralelogramo Tarea 3C Nivel General. La figura muestra la configuracion del
paralelogramo a partir de una composicion inicial. Fuente: Elaboracion propia.

GeaGebra (Q Buscar )

Deslizador

Figura 93. Configuraciéon de paralelogramo Tarea 3C Nivel General. La figura muestra la configuracion del
paralelogramo a partir de una composicion final. Fuente: Elaboracion propia.
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En base a lo que observaron y exploraron los estudiantes E4, E11 y E12, se pudo
evidenciar que los estudiantes E4 y E12 muestran una comprension sobre la equivalencia de area
entre un paralelogramo y un rectangulo, puesto que entienden que ambas figuras pueden tener
areas iguales si cumplen con la conservacion de la superficie. Sin embargo, no hay evidencia
clara de que E4 y E12 hayan utilizado las ayudas, pero su respuesta indica que exploraron la
actividad.

Pero solo E11 no logrd observar esas particularidades de lo que solicitaba la Tarea, lo
cual se pudo evidenciar que su respuesta no muestra una comprension clara de la relacion de
areas entre diferentes figuras geométricas, parece estar describiendo un procedimiento de
manipulacion del paralelogramo que no se relaciona directamente con la pregunta sobre el area.

O tal vez, podria estar refiriéndose a la modificacion del paralelogramo, aunque no
muestra evidencia de haber comprendido cémo estas modificaciones afectan el area, ni de haber

utilizado el deslizador de manera efectiva (ver figuras 94, 95 y 96).

< E4 laura ramirez < 10/18 >

v

@ Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 34

1. §Qué otra figura tiene igual area a la del paralelogramo? AYUDA 1: Vuelve a la posicion inicial y modifica el
paralelogramo arrastrando cualquiera de los vértices libres. AYUDA 2: Vuelve a utilizar el "Deslizador" de color gris.

Respuesta

el area del paralelogramo, puede ser igual a la del rectangulo

Figura 94. Respuesta de estudiante E4 Tarea 3C. La figura muestra la respuesta del estudiante E4, a la pregunta 1 de la Tarea 3C,
a las configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.
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< emmanuel E11 < 718 >

v

E' Has pausado la leccién. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 34

1. §Qué otra figura tiene igual area a la del paralelogramo? AYUDA 1: Vuelve a la posicion inicial y modifica el
paralelogramo arrastrando cualquiera de los vértices libres. AYUDA 2: Vuelve a utilizar el "Deslizador" de color gris.

Respuesta

ps en la primera se muebe hacia la mitad dejando un espacio en el g empieza y despues see muebe a lo ultimo

Figura 95. Respuesta de estudiante E4 Tarea 3C. La figura muestra la respuesta del estudiante E4, a la pregunta 1 de la Tarea 3C,
a las configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.

< E12. Rafaella Arro... < 418 >

v

E' Has pausado la leccién. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 34

1. ;Qué otra figura tiene igual area a la del paralelogramo? AYUDA 1: Vuelve a la posicién inicial y modifica el
paralelogramo arrastrando cualquiera de los vértices libres. AYUDA 2: Vuelve a utilizar el "Deslizador" de color gris.

Respuesta

otra figura que tiene el mismo area de el paralelogramo puede ser un rectangulo

Figura 96. Respuesta de estudiante E12 Tarea 3C. La figura muestra la respuesta del estudiante E12, a la pregunta 1 de la Tarea
3C, a las configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.

Si bien algunos estudiantes tienen un acercamiento a la nocidén de conservacion del area
entre diferentes figuras geométricas, otros pueden presentar confusiones, lo que se recomienda
adicionalmente una instruccion mas clara sobre como utilizar estos recursos tecnoldgicos

proporcionados para explorar dichas nociones.
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En relacion a las respuestas de los estudiantes para la pregunta 2 de la Tarea 3C, se
evidencié que los estudiantes E1, E9 y E14, reflejaron una comprension general de que un
rectangulo puede utilizarse para calcular el drea de un paralelogramo. Sin embargo, la
profundidad y claridad de la argumentacion varian, dado que es esencial que los estudiantes no
solo identifiquen correctamente la figura final, sino que también expliquen detalladamente el
proceso matematico que permite esta reconfiguracion y como se utiliza para hallar el area.

E1l en su respuesta identifica la figura plana como un rectangulo, pero carece de detalles
sobre como se relaciona el rectangulo con el célculo del area del paralelogramo, puesto que no
proporciona una argumentacion especifica sobre como el rectdngulo permite calcular el 4rea del
paralelogramo, es decir, no logro justificar su respuesta sobre los pasos o el proceso matematico
que determinan su afirmacion.

E9 en la respuesta sugiere una combinacion de figuras (A + B = paralelogramoy B + A =
rectangulo). Aunque la respuesta no es tan directa, implica una comprension de que el
paralelogramo puede reconfigurarse para formar un rectangulo, pues el estudiante presenta una
idea de equivalencia y configuracion de las figuras, al mostrar que las areas de ambas figuras son
iguales si se reorganizan las piezas.

Por ultimo, E14 reafirma la identificacion del rectangulo y se enfoca en los elementos
necesarios para el calculo del area (base y altura), pues se pudo evidenciar en la explicacion que
el rectangulo permite calcular el area del paralelogramo, destacando el uso de la base y la altura,

lo cual que es crucial para esta operacion, como se muestra en las figuras 97, 98 y 99.
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< E1 Michel Sofia M... < 1218 >

v

El Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 35

2. ;Qué configuracién (Otra figura plana) permitira calcular el area del paralelogramo? Argumenta como podrias hallar
el rea con esa nueva figura.

Respuesta

La configuracion que permite calcular el area del paralelogramo es la figura de un rectangulo

Figura 97. Respuesta de estudiante E1 Tarea 3C. La figura muestra la respuesta del estudiante E1, a la pregunta 2 de la Tarea 3C,
a las configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.

< E9 Samuel Andres... < 3/18 >

@ Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 35

2. ;Qué configuracion (Otra figura plana) permitira calcular el area del paralelogramo? Argumenta como podrias hallar
el area con esa nueva figura.

Respuesta

A+B=paralelogramo B+A=rectangulo

Figura 98. Respuesta de estudiante E9 Tarea 3C. La figura muestra la respuesta del estudiante E9, a la pregunta 2 de la Tarea 3C,
a las configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.
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<& E 14 Mariana Cue... < 5/18 >

v

@ Has pausado la leccién. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 35

2. ;Qué configuracion (Otra figura plana) permitira calcular el area del paralelogramo? Argumenta cémo podrias hallar
el area con esa nueva figura.

Respuesta

el recangulo calcularia el area a traves de la base y de la altura

Figura 99. Respuesta de estudiante E14 Tarea 3C. La figura muestra la respuesta del estudiante E14, a la pregunta 2 de la Tarea
3C, alas configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.

En relacion a las respuestas de los estudiantes para la pregunta 3 de la Tarea 3C, se
evidencio una comprension desigual de las nociones geométricas fundamentales, especialmente
en la diferenciacion entre area y perimetro.

Mientras que el estudiante E14 muestra una comprension de la relacion entre las areas de
las figuras involucradas, los estudiantes E10 y E11, proporcionan respuestas ambiguas y
confusas, mostrando una falta de claridad, puesto que los estudiantes necesitan mejorar su
capacidad para explicar detalladamente su razonamiento y proporcionar respuestas claras y
precisas.

Se recomienda reforzar la ensefianza de transformaciones geométricas, diferenciar
claramente entre nociones bdasicas y utilizar recursos visuales y manipulativos para mejorar la
comprension y comunicacion matematica.

La afirmacion que realiza el estudiante E10 en su respuesta “igual figura con diferente

area”, no se identifica claramente cudles son las figuras a las que se refiere el estudiante ni como
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se llega a la conclusion de que tienen areas diferentes. La respuesta carece de detalles que
expliquen el razonamiento del estudiante y no aborda la relacion precisa entre la figura A y B.

En cuanto a la respuesta del estudiante E11, parece confusa y mal estructurada, puesto
que el estudiante menciona el movimiento y el perimetro, pero no se enfoca en calcular las areas
de las figuras resultantes en términos de A y B, parece haber una confusion entre la nocion de
area y perimetro y no se da una respuesta clara a la pregunta planteada.

Para terminar el ciclo de respuestas, se encuentra el estudiante E14, el cual afirma
correctamente que el area del paralelogramo y del rectangulo es la suma de las areas A y B. Sin
embargo, aunque la respuesta llega a una conclusion acertada, podria haber detallado un poco
mas en su explicacion sobre como se obtuvo esta relacion, puesto que se esperaba que los
estudiantes pudieran deducir que el paralelogramo se transforma en un rectangulo (o viceversa) y
por lo tanto sus &reas son iguales, enfatizando la conservacion del é4rea bajo ciertas

transformaciones geométricas (ver figuras 100, 101 y 102).

< E10. Maria Algjan... < 218 >

v

m Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 36

3. Suponga que el triangulo de color cian, tiene un area con un valor de A (ver la figura) y la otra figura tiene un valor de
area de B. Hallar el area del paralelogramo y de la nueva figura en términos de A'y B. ;Qué relacion encontraste entre
las areas y la forma de las figuras?

Respuesta

igual figura con diferente area

Figura 100. Respuesta de estudiante E10 Tarea 3C. La figura muestra la respuesta del estudiante E10, a la pregunta 3 de la Tarea
3C, a las configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.
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< emmanuel E11 < 7718 >

v

L] Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 36

3. Suponga que el tridangulo de color cian, tiene un area con un valor de A (ver la figura) y la otra figura tiene un valor de
area de B. Hallar el area del paralelogramo y de la nueva figura en términos de A y B. ;Qué relacion encontraste entre
las areas y la forma de las figuras?

Respuesta

el harea es es simple por q sd be q se muebe y deja un epacio donde estava la letra ay el perimetro
ps ayar es simple por g sd esta biendo el perimetro si sd be q la letra a se muebe a la direccion de la
derecha se puede notar por g esta en la misma posicion q en la derechay ya sd calcula eel perietro

Figura 101. Respuesta de estudiante E11 Tarea 3C. La figura muestra la respuesta del estudiante E11, a la pregunta 3 de la Tarea
3C, a las configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.

< E 14 Mariana Cue... < 5/18 >

v

El Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 36

3. Suponga que el triangulo de color cian, tiene un area con un valor de A (ver la figura) y la otra figura tiene un valor de
area de B. Hallar el area del paralelogramo y de la nueva figura en términos de A'y B. ;Qué relacién encontraste entre

las areas y la forma de las figuras?

Respuesta

El paralelogramo tiene el valor de area de A+B y la de el rectngulo es de B+A el paralelogramo vy el retangulo tiene
misma area

Figura 102. Respuesta de estudiante E14 Tarea 3C. La figura muestra la respuesta del estudiante E14, a la pregunta 3 de la Tarea
3C, a las configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.

A continuacion, el lector encontrard una serie de observaciones y reflexiones generales

sobre el disefio de ensefianza previamente planteado, asi como su implementacion préctica.
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4.3.2 Observaciones o reflexiones del tercer nivel

Este andlisis tiene como objetivo evaluar y destacar los aspectos mds relevantes del
proceso educativo entre el profesor y dos estudiantes, proporcionando una vision integral de su
efectividad y posibles areas de mejora.

Las reflexiones incluidas buscan ofrecer una perspectiva critica y constructiva, basada en
la experiencia y observacion directa del desarrollo de la implementacion con las categorias y

codigos de andlisis planteados en la Tabla 5.

4.3.2.1 Intervencion 5

P: Del Nivel General listo. El proposito de esta actividad era, por ejemplo, identificar
configuraciones. Ya que hemos visto tanto la palabra configuraciones, para ustedes ;Qué es
configuraciones?

E14: Modificar algo

P: Hacerlo distinto. Ok. Ese era el propdsito. Y reconocer equivalencias entre areas. Yo
creo que con el paralelogramo y el trapecio, esas dos fueron las mas claras. Si. Bueno, las
preguntas. ;/Qué conclusiones puedes extraer de la identificacion de figuras con el mismo valor
de area?

E14: Pues que... Pueden ser diferentes figuras, pero tienen el mismo valor de area. Muy
breve.

P: Esa era una de las finalidades de la actividad. Ok. Para E14, dos figuras iguales en
area. ;Qué conclusiones puedes hacer de esas figuras?

E14: Pues que esa actividad como que ayudd, como para que se nos facilitara ese tema de

hacer figuras con diferentes... No, pero el mismo valor de area. Beneficio.
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P: Si, esas fueron actividades mucho de sentido espacial, o sea, de visualizar. Porque por
lo regular se ensefia de manera, digamoslo, tablero y férmula. Cambio pues con la... con el
sentido de las tecnologias mucho mejor. Listo, otra pregunta y pasamos al siguiente, al ultimo
nivel. Entonces, la tercera pregunta del Nivel General.

(Qué recomendaciones darias para mejorar las actividades disefiadas para ensenar el
signo igual como equivalencia utilizando las figuras, las siete figuras del Tangram? O sea, ;{Qué
recomendaciones darian para todas las actividades en general? O en alguna especifica que se
acuerde.

E14: Pues que... creeria que deberia modificar un poquito mas las preguntas, tal vez,
sobre la figura. Que no sean como... porque basicamente, aunque sea muy breve, pero todas las
preguntas sean como las mismas o redactadas de diferente manera. O... si entendi, pero
preguntaban lo mismo, como que el area y lo de este.

Eh... seria mejor que redactaran un poquito mas las preguntas y que hicieran, por
ejemplo, las figuras, no fueran, por ejemplo, para nosotros que no sabiamos que era un
paralelogramo. O estas figuras asi, que fueran como figuras mas breves, como un triangulo, un
circulo, un cuadrado, que fueran mas faciles de entender, creo yo.

Y Recomendaciones, pues, hay preguntas que como que para nosotros no las
entendiamos bien, pero cuando el profesor (P) nos ayudaba y las decian como en palabras como
mas faciles de entender, ya comprendiamos mas de qué era lo de las actividades. Entonces se nos
complico un poquito cdmo comprender la pregunta, por como las decian, como las redactaron.

P: Entonces, digamos que ;Usted considera que es necesario siempre la intervencion del
docente?

E14: Si.
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4.3.2.2 Analisis parcial 5

La intervencion se centr6 en la identificacion de configuraciones y el reconocimiento de
equivalencias entre areas, por parte de dos estudiantes y el Profesor (P). Sin embargo, el analisis
sugiere que hay espacio para mejorar la accesibilidad y la claridad de las actividades. La
simplificacion del disefio y la redaccion de las preguntas, junto con un apoyo constante del
profesor, podrian mejorar significativamente la efectividad del aprendizaje, puesto que la
retroalimentacion de los estudiantes es crucial para adaptar y optimizar el disefio de la

ensefnanza.

4.3.2.2.1 Categoria 1 Intencién de la planificacion. Cédigo: Enfasis en el objetivo de las
actividades

En la intervencion, el profesor P recalca el objetivo principal de la actividad, que es la
identificacion de configuraciones y el reconocimiento de equivalencias entre areas. El propdsito
es claro y se comparte efectivamente con los estudiantes. Sin embargo, el estudiante E14
responde de manera muy breve a las preguntas sobre las conclusiones que se pueden extraer,
indicando que aunque entiende el objetivo, su profundidad de comprension o la capacidad de
articular la misma, puede ser limitada.

La intervenciéon del docente es crucial para guiar y clarificar los objetivos de las
actividades, como se observa en la necesidad del estudiante de que el profesor explique de

manera mas sencilla.



Nocion del signo igual: Una propuesta de ensefianza con los recursos del Tangram y GeoGebra 169
4.3.2.2.2 Categoria 2 Caracteristicas de drea. Codigo: Composicion y caracteristicas de las
figuras

Se pudo evidenciar que los estudiantes trabajaron con diversas figuras geométricas,
especificamente paralelogramos y trapecios, para entender la equivalencia en areas. Ademas el
estudiante menciona que la actividad ayudé a facilitar el entendimiento de la nocion de areas
iguales en diferentes figuras (respecto al contorno).

La sugerencia del estudiante de utilizar figuras mas simples como triangulos, circulos y
cuadrados es valiosa, puesto que podria mejorar la accesibilidad y comprension inicial de la
nocion. Sin embargo la integraciéon de tecnologia parece haber sido beneficiosa (ver
Consideracion del software de geometria dindmica GeoGebra como recurso didactico), pero la
complejidad de las figuras puede haber limitado la efectividad del aprendizaje sin un
conocimiento previo adecuado.
4.3.2.2.3 Categoria 8 Casos Particulares. Codigo: Apreciaciones del diseiio por parte de los
estudiantes

El estudiante E14, proporciona retroalimentacion sobre el disefio de las actividades,
destacando que algunas preguntas eran redundantes o dificiles de entender debido a su redaccion.
También menciona que la intervencion del docente fue esencial para comprender las actividades,
pues el estudiante resalta la importancia de un apoyo constante durante el aprendizaje,

especialmente cuando se incluyen conceptos nuevos o “complejos” (ver Los niveles de actividad

vinculados a los modelos emergentes).

Esta apreciacion subraya la necesidad de un disefio de ensefianza abierto a mejoras, que
considere el nivel de comprension previo de los estudiantes y la claridad en la comunicacion de

las actividades.
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4.3.2.3 Intervencion 6

P: Ok, listo, entonces paso al Nivel General, Vuelvo y muestro las actividades que era:
esta actividad, que era la de mover por los puntos y hallar dos figuras con el mismo valor de
area. La del trapecio, que se descomponia, ;Recuerdan? Que se abria como asi, y la del
paralelogramo, que era, que este tridngulo se desplazaba a esta parte de aca, lo que ustedes
acaban de decir Como que le mochaba la puntica.

Lo pasaba al otro lado, entonces, pasemos a las preguntas, por ejemplo, para E2, ;Qué
conclusiones puedes extraer de la identificacion de figuras con el mismo valor de area? O sea,
(Qué puedes concluir que dos figuras tengan la misma area?

E2: Pues que, por ejemplo, el paralelogramo no solo es una figura, sino que se puede
componer de otra figura, siendo muy diferentes, pero con el mismo valor de area.

P: Qué usted diga, esto se cumple, es verdad, que puede ser de los dos, ;Como se
llaman?

E2: ;De los dos triangulos que se juntan? ;De los dos tridangulos?

P: Que se forman un cuadrado o sea, que con dos tridngulos se puede formar un
cuadrado. Entonces esos dos tridngulos son equivalentes en area del cuadrado, los dos, ;No?
Porque lo componen. Ok, ;Como relacionas el concepto de equivalencia de area con otros
conceptos matematicos que hayas estudiado previamente? Algo que recuerde que usted, que les
haya ensefiado, que usted pueda relacionar con esto, que les tratamos de ensenar.

E2: No, pues en geometria

P: En geometria
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E2: Que todo es geométrico, obviamente, también se pueden variar las formas y se
pueden sacar la misma area.

P: ;Qué recomendaciones darias en general para todas las actividades? Para el disefio, lo
que t consideres. Tu puedes mejorar o cambiar esto.

E2: No, ninguna todo esta stper ;Si? Si, en la forma de aprender, pues uno entiende muy
bien, aunque depende de las explicaciones que nos dé el profesor (P), todo se puede concluir y
puede dar a lo que es y pues esta super bien.

P: Ok, ya que mencionas entonces ;Consideras que si o si tiene que haber intervencion
del docente? ;Para que las actividades sean un poco mas sencillas de entender?

E2: Pues no, también depende de la capacidad del nifo, si por ejemplo el nifio ya es muy

adelantado, el nifio va a poder resolverlo solo.

4.3.2.4 Analisis parcial 6

En esta intervencion, se abordd un disefo de ensefianza enfocado en la identificacion y
exploracion de figuras geométricas para tener un acercamiento a la nocion del signo igual como
equivalencia, por medio de las equivalencias de areas, a partir de conjeturas, o representaciones
algebraicas que permitieran dar cuenta, de como los estudiantes percibian las equivalencias de
areas por medio de esos registros de representacion, puesto que “Los distintos registros de
representacion se diferencian no solo por la naturaleza de sus significantes, sino también por el
sistema de reglas que autoriza su asociacion y por el numero de dimensiones en que puede

efectuarse esta asociacion” (Duval , 2017, p. 69).
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4.3.2.4.1 Categoria 1. Intencion de la planificacion. Cédigo: Finalidad de las actividades

La finalidad de las actividades esta claramente dirigida a que los estudiantes comprendan
que diferentes figuras geométricas pueden tener la misma area, la actividad mencionada sobre
mover puntos y descomponer figuras, como el trapecio y el paralelogramo, tiene como objetivo
que los estudiantes visualicen y concluyan que la equivalencia de 4rea es posible a través de
diversas transformaciones geométricas, por lo tanto, la intervencion del docente (P) refuerza este
objetivo al guiar a los estudiantes hacia la conclusion de que distintas figuras pueden compartir

el mismo valor de area, independientemente de sus formas.

4.3.2.4.2 Categoria 2 Caracteristicas de darea. Codigo: Conservacion de drea

Durante la actividad, el estudiante E2 reconoce que figuras diferentes, pueden conservar
el mismo valor de area, como es el caso de los tridngulos que se unen para formar un cuadrado.
Lo que evidencia una comprension en la nocion de la conservacion de area, también el estudiante
menciona que el paralelogramo puede descomponerse en otras figuras, conservando el area total

(ver Propiedades de las areas y superficies planas), lo que indica un acercamiento de la nocion de

equivalencia de area a través de la exploracion y observacion del comportamiento de figuras

geométricas, con ayuda del recurso de GeoGebra.

4.3.2.4.3 Categoria 5 Caracteristicas del perimetro. Codigo: Conjeturas sobre el perimetro
Aunque el analisis principal se centra en el area, se puede inferir que el estudiante tiene
alguna nocion de como el perimetro puede variar mientras que el area se conserva. Sin embargo,

no se profundiza en este aspecto durante la intervencion, pues la actividad propuesta se enfoco
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mas en la descomposicion y configuracion de figuras para mantener el area constante, sin una

exploracion explicita de las implicaciones sobre el perimetro.

4.3.2.4.4 Categoria 7 Caracteristica del poligono. Codigo: Clasificacion de las figuras

El estudiante E2 mostrd6 competencias para clasificar figuras geométricas al mencionar
los triangulos y el cuadrado, pues esta clasificacion representa un acercamiento para entender la
equivalencia de area entre diferentes formas, pero la actividad de descomponer el trapecio y el
paralelogramo implica una comprension de las propiedades de estos poligonos y su relacion en

términos de area.

4.3.2.4.5 Categoria 8. Casos particulares. Codigo: Importancia del rol del profesor en la
implementacion del disefio

Finalmente, la apreciacion que realiza el estudiante E2, resalta la importancia del papel
del profesor en la comprension de las actividades, pues E2 menciona que, aunque las actividades
estan bien disefiadas, la claridad en la explicacion del profesor es crucial para su comprension

(ver Orquestacion Instrumental: Un modelo metaférico (Ol)).

Pero, es curioso la afirmacion que realiza en cuanto a que se destaca que la capacidad del
“nifio” también influye en la necesidad de intervencion del profesor. Esto sugiere que, para el
estudiante E2 una implementacion efectiva depende en gran medida de la guia proporcionada por
el profesor.

Este Nivel General reflejo un enfoque hacia la ensefianza de la equivalencia de area a
través de actividades con geometria dindmica, al querer lograr en los estudiantes una

comprension adecuada de las percepciones sobre el signo igual a partir de la relacion de areas de
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figuras planas, ademas se resalta la importancia del rol del profesor por la claridad en la que ¢l
como mediador proporcionod. Sin embargo, el disefio esta abierto a mejoras, para una proxima

investigacion orientada hacia el algebra.

4.4 Nivel Formal

El Nivel Formal en esta propuesta de ensefianza, se centrd en el desarrollo de habilidades
cognitivas “avanzadas”, en las que los estudiantes no solo comprenden y aplican conocimientos
elementales, sino que también son capaces de realizar andlisis, establecer relaciones y formular
conjeturas fundamentadas.

En este contexto, la ensenanza de las 4reas de figuras geométricas planas, se estructura
mediante propdsitos, los cuales buscan que los estudiantes deberan ser capaces de identificar y
deducir que distintas configuraciones de figuras pueden tener la misma area, comprendiendo que
el area no depende de la forma especifica de la figura, sino de la cantidad total de espacio que
ocupa.

Otro proposito de este nivel es, establecer relaciones entre el area de las figuras mediante
diferentes registros de representacion, que enfatiza en la habilidad de los estudiantes para utilizar
multiples formas (como diagramas, graficos, formulas algebraicas) para expresar y entender las
relaciones de area entre distintas figuras geométricas, pues es importante enfatizar lo que plantea
Duval., sobre que la variedad de formas de representacién semiotica es fundamental para el

avance del conocimiento, tanto a nivel personal como en el &mbito cientifico y cultural. (2017, p.

97).
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La relevancia de esta diversidad en el pensamiento radica en las distintas restricciones y
costos asociados a la funcion de transformacion, asi como en las variadas capacidades de
comunicacion que ofrecen estos registros.

Pues, a través de la comparacion de areas, los estudiantes deben ser capaces de reconocer
patrones y regularidades, lo que les permitira generalizar principios y férmulas aplicables a una
variedad de situaciones geométricas; pues “un tratamiento es una transformacion que se efectia
en el interior de un mismo registro, aquel en que son utilizadas las reglas de funcionamiento: un
tratamiento, pues, no moviliza mas que un solo registro de representacion. (Duval, 2017, p. 76).

Finalmente se quiere lograr que el estudiante pueda llegar a conjeturar como las diversas
representaciones de figuras geométricas planas influyen en la comprension de las relaciones de
area entre ellas, al formular hipdtesis sobre como diferentes maneras de representar figuras
geométricas, pueden afectar su comprension de las relaciones de éarea, promoviendo asi una
conversion, la cual es “una transformacion que hace pasar de un registro a otro; requiere pues su
coordinacion por parte del sujeto que la efectia”. (Duval, 2017, p. 76).

Para alcanzar estos propositos, se disefaron tres tareas especificas que los estudiantes
debian realizar, la primer tarea (Tarea 4A), consistia en identificar las distintas configuraciones
que pudieran tener figuras con igual area, utilizando una cuadricula donde cada unidad cuadrada
(1U?) representaba una medida estandar de area.

Para la Tarea 4B sobre conjeturar acerca de las equivalencias de areas de figuras planas y
convexas, independientemente de su forma, los estudiantes debian formular hipotesis sobre como
distintas figuras convexas, pueden tener areas equivalentes. Este ejercicio fomenta el

pensamiento abstracto y la capacidad de razonamiento deductivo, principales en el Nivel Formal
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pues “estos razonamientos pueden ser efectuados tanto en el registro de una lengua
formal (los Principia Mathematica) como en el de la lengua natural (las demostraciones en
geometria)” (Duval, 2017, p. 79).

Por ultimo en la Tarea 4C sobre demostrar como podrian ser equivalentes los poligonos
respecto a su area, los estudiantes debian utilizar distintos métodos y representaciones, para
determinar que diferentes poligonos pueden tener areas equivalentes. Esta actividad refuerza las
nociones teodricas y practicas de la equivalencia de areas abordadas en el Nivel General, ademas
de desarrollar competencias en argumentacion y de la prueba matematica.

Las tareas de este nivel, contenian unas preguntas orientadoras donde los estudiantes
debian calcular éreas, identificar qué figuras distintas (contorno de la forma) pueden tener la
misma area y explorar como se distribuye el espacio en formas variadas, al comparar y contrastar
areas de diferentes figuras en forma, con el objetivo de reconocer patrones, para que formularan
conjeturas formales sobre las relaciones geométricas.

El objetivo era instruir a que los estudiantes pudieran lograr justificar y argumentar sus
hallazgos, tanto en lenguaje matematico como natural, al enfrentarse a retos como eliminar
piezas comunes de figuras equivalentes o determinar la equivalencia de areas entre diferentes
poligonos, para fortalecer su capacidad de razonamiento y comunicacién matematica.

En la pregunta 1 de la Tarea 4A, se pidid a los estudiantes hallar el area de una figura de

color rosa y otra de color cian. La mayoria de los estudiantes respondieron correctamente,

) . . , . 2
identificando que ambas figuras tienen un area de 9 unidades cuadradas (9U ), aunque
expresaron sus respuestas de manera ligeramente diferente, indicaron una comprension de la

equivalencia en areas entre las dos figuras a pesar de sus diferencias visuales.
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En la pregunta 2 de la Tarea 4A, se pidi6 a los estudiantes explicar por qué dos figuras
con la misma 4rea pueden tener formas distintas y de qué depende que la forma sea mayor o
menor. Pues la mayoria de los estudiantes identificaron que la diferencia en las formas se debe a
la variacion en el perimetro y la ubicacion de las unidades cuadradas.

Otros estudiantes mencionaron especificamente, que la forma depende de la posicion de
los cuadrados (unidades cuadradas), reflejando una comprension de como la disposicion de los
componentes individuales afecta la configuracion general de la figura. Sin embargo, un
estudiante presentd una confusion al afirmar que el perimetro es igual, lo que indica una falta de
claridad sobre la relacion entre el area y el perimetro, también otro estudiante simplemente
observo que la forma cambia sin ofrecer una explicacion detallada.

En la pregunta 3 de la Tarea 4A, se pidi6 a los estudiantes que construyeran una figura
distinta en forma pero equivalente en area a las figuras de color rosa y cian, utilizando

cuadriculas para determinar el area. Las respuestas reflejaron una variedad de enfoques y

comprensiones, pues varios estudiantes encontraron un cuadrado de area de 9U ? , lo que indica
una comprension “elemental” pero correcta de la equivalencia de area.

Otros estudiantes mencionaron tanto un cuadrado como un rectdngulo de area 9,
mostrando que tuvieron un acercamiento a la nocion del signo igual como equivalencia, a partir

de la nocion de area (ver Nociones de area y superficie).

Se presentaron algunos casos particulares en estudiantes, que se aventuraron mas alla,
creando formas menos convencionales como una “jota”, una “u”, una “escalera”, una “te”, una
“zeta” y una “bota”, lo que demuestra una mayor creatividad y pensamiento espacial.

En las respuestas, mencionan tanto el area como el perimetro de las figuras, lo cual indica

una conciencia adicional de como diferentes configuraciones afectan las propiedades
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geométricas, pues segun Duval, el proceso mediante el cual algo no-consciente se vuelve
consciente implica una objetivacion para el individuo que adquiere dicha conciencia, en cierta
medida este proceso de objetivacion es el descubrimiento personal de aspectos previamente
desconocidos, independientemente de que otros ya los hubieran sefialado. (2017, p.66).

En la pregunta 1 de la Tarea 4B, la mayoria de los estudiantes a pesar de que identificaron
correctamente que las tres figuras tienen la misma area, pero formas diferentes, no lograron
determinar una formalidad de la conservacion del area, es decir, no se logré que los estudiantes
plasmaran o dieran cuenta de respuestas estructuradas o patrones “formales” relacionados a la
conservacion del area de cualquier figura con n-ésima cantidad de piezas.

Pues sus respuestas destacaron esta relacion de igualdad de area, al centrarse en la
cantidad y tipo de piezas que componen las figuras dadas, notando que aunque las formas son
distintas, las piezas son iguales en nimero y tipo, lo que también seria una observacion valida.

En la pregunta 2 de la Tarea 4B, los estudiantes ofrecieron diversas interpretaciones sobre
el efecto de quitar la misma pieza a las tres figuras con igual cantidad de piezas iniciales. Una
mayoria, entendieron que las figuras mantendrian una relacion de igualdad de area entre si,
aunque el area total de cada una cambiaria.

Esta vision muestra una comprension de la conservacion de relaciones de area a pesar de
cambios en las piezas iniciales. Sin embargo, algunos estudiantes destacaron que al quitar una
pieza, el area de las figuras cambia, pero sin mencionar explicitamente que la relacion de
igualdad se mantiene, lo que sugiere una comprension parcial de la nocion.

Otros estudiantes se enfocaron en la cantidad de piezas, indicando que todas las figuras
seguiran teniendo la misma cantidad de piezas restantes, una observacion valida pero incompleta

respecto al area, puesto que sugirieron que las figuras no serian comparables, debido a una
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percepcion erronea de la cantidad de piezas, al revelar una necesidad de clarificacion en la
comprension del problema (ver Sistema geométrico).

Por consiguiente, en relacion con la percepcion errénea que se presentd en lo que
manifestaron los estudiantes, “las representaciones externas cumplen pues una funcidon de
comunicacion. Pero igualmente cumplen otras dos funciones cognitivas: la funcién de
objetivacion®, como todas las representaciones conscientes, y la funcion de transformacion®”
(Duval, 2017, p. 67).

En la pregunta 3 de la Tarea 4B, los estudiantes exploraron la posibilidad de identificar
un patréon o relacion entre figuras distintas en forma, pero con las mismas piezas y en igual
nimero, en la cual los estudiantes argumentaron que si es posible encontrar una relacion,
destacando que la constante en estas figuras es su area, a pesar de la diferencia en la
configuracion de las piezas, evidenciando una comprension de que, aunque las figuras puedan
ser distintas en su configuracion, comparten un valor comun de area,

Se pudo observar un patrén identificable en la conservacion de esta propiedad
matematica a pesar de la variacion en la forma.

La pregunta 1 de la Tarea 4C exploraba la capacidad de los estudiantes para
conceptualizar la relacion entre la forma y el 4rea de diferentes poligonos (un tridngulo, un
trapecio y un rectangulo). Con respecto a las respuestas obtenidas, todos los estudiantes
afirmaron que es posible que poligonos diferentes tienen areas equivalentes, proporcionando

diversas formas de justificar su afirmacion.

3 La funcion de objetivacion (para si) casi siempre se asimila a la de expresion (para otro), a pesar de que son
independientes. Pertenece a las representaciones internas, que puede ser consciente o no-consciente.

* Las representaciones externas son esenciales para la funcion de transformacion. Las actividades de transformacion
estan directamente ligadas a la utilizacion de un sistema semiotico. Pertenece a las representaciones internas
no-consciente
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Por ejemplo, mencionaron casos especificos donde un tridangulo y un rectangulo
comparten la misma area de 10 unidades cuadradas, y otros enfatizan que diferentes formas
pueden compartir la misma area.

Ademas, sugieren que es posible establecer una relacion de area entre un tridngulo y un
rectangulo, al arrojar como resultante a las respuestas, un reconocimiento comun de que
diferentes figuras geométricas pueden tener areas equivalentes, pero no lograron argumentar y
reflejar diferentes niveles de comprension sobre la independencia entre forma y é4rea en los
poligonos.

En la pregunta 2 de la Tarea 4C, gran parte de los estudiantes reconocen que la
equivalencia entre las figuras se basa en el area, aunque algunos lo expresan de manera mas clara
que otros. Por ejemplo, algunos afirmaron que la relacion de equivalencia es que las figuras
tienen la misma area, utilizando una formulacion directa y coinciden en que la equivalencia
radica en el area.

Por el contrario, otro estudiante menciona que la equivalencia es que las figuras tienen
“lados parecidos”, lo cual indica una posible confusion con otras propiedades geométricas.

Para el caso de dos estudiantes, se demuestra una falta de comprension del concepto,
afirmando que no sabe la relacion porque las figuras no son las mismas, aunque reconocen la
relacion de area, lo expresan de una manera menos precisa.

Finalmente, la tarea 3C, se cerrd con la pregunta 3, la cual orientaba a los estudiantes a
presentar ejemplos de dos figuras diferentes con la misma &rea, para mostrar la relacion entre
estas figuras mediante lenguaje matemdtico o natural. Gran parte de los estudiantes

proporcionaron ejemplos claros y concretos, al utilizar tanto figuras regulares como irregulares.
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Pues mencionan un tridngulo y un cuadrado, o un tridngulo y un rectangulo, al determinar

, . . . . bxh
sus dareas mediante las formas algebraicas correspondientes (por ejemplo, A =-—— para el

triangulo y A = b X h para el rectangulo). De acuerdo con Duval, en geometria, esta
transformacion se asemeja a la conversion del discurso en una figura geométrica, donde no se
abandona el tratamiento original, sino que se integra, por lo tanto la interaccion entre los
tratamientos figurales y discursivos es crucial: los primeros guian heuristicamente mientras que
los segundos, de manera deductiva, establecen la estrategia para los objetos representados. (2017,
p. 210).

En el caso de otros estudiantes, presentaron figuras irregulares, utilizando el conteo de
cuadriculas para determinar el area de 18 y 12 unidades cuadradas respectivamente, describen un
cuadrado y una figura irregular con areas idénticas; mientras que otro estudiante detalla figuras
compuestas por varias subfiguras, sumando el area total de cada una para llegar a 13 unidades

cuadradas (ver Geometria activa).

En otra respuesta proporcionada por un estudiante, el cual plante6 dos rectangulos con las
mismas areas pero con diferentes dimensiones de base y altura, se observd una “comprension”
generalizada de la nocion de equivalencia de areas entre figuras distintas (contorno de la forma),
aunque varian en la precision y el detalle con que explican la relacion entre las figuras, en este
Nivel Formal, los estudiantes no lograron en su totalidad o generalidad, que figuras diferentes
pueden tener la misma area, utilizando tanto métodos algebraicos como geométricos para
justificar sus ejemplos.

A continuacion, se mencionan algunos casos especificos que sobresalen en las soluciones
de los estudiantes con el uso del recurso de GeoGebra y también algunas producciones realizadas

a lapiz y papel.
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4.4.1 Hallazgos del Nivel Formal

La Tarea 4A del Nivel Formal se centr6 en que los estudiantes trabajaran con
procedimientos y notaciones convencionales desligadas de las situaciones que les otorgaron su
significado inicial, reflejando asi el surgimiento de una nueva realidad matemadtica. Esta tarea
tuvo como proposito que los alumnos infieran en las equivalencias de éarea de diferentes
configuraciones de figuras geométricas planas y establecieran relaciones entre el area de estas
figuras utilizando diversos registros de representacion.

La tarea especifica consistié en identificar las distintas configuraciones posibles de las
dos figuras que se plantean si tienen un area igual, considerando que cada cuadricula en la que se

representan las figuras tiene un valor de 1 unidad cuadrada (1U?), como se muestra en la figura

103:

GeaGebra [ Q suser

Figura 103. Areas equivalentes Tarea 4A Nivel Formal. La figura muestra las distintas configuraciones que pueden tener
esas dos figuras respecto al area. Fuente: Elaboracion propia.

En base a las respuestas proporcionadas por los estudiantes E10, E14 y E15, con respecto
a la pregunta 1 de la Tarea 4A, el estudiante E10 proporciona una respuesta concisa, aunque no

especifica. Dice que “el area de los dos colores es 97, lo cual sugiere que ambas figuras tienen la
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misma area, pero no menciona las unidades que las componen, ni hace una clara diferenciacion
entre las dos figuras, pues esto puede “indicar” una comprension elemental de la tarea, pero una
falta de precision en la comunicacion de su solucion.

Para el caso de los estudiantes E14 y E15 sus respuestas muestran una mayor precision al
desglosar las areas de ambas figuras por separado y utilizar la notacion “U” para las unidades.
Las respuestas son claras y precisas, mostrando que comprenden que cada figura debe ser
considerada de manera independiente y que ambas areas son iguales a 9 unidades cuadradas.

En general, todos coinciden en que el area de cada figura es 9 unidades cuadradas, sin
embargo no lograron demostrar sus respuestas con un registro distinto al del lenguaje natural (ver

figuras 104, 105 y 106).

< E10. Maria Alejan... < 2/18 >

v

E' Has pausado la leccién. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 38

1. Halla el &rea de la figura de color rosa y de la figura de color cian.

Respuesta

el area de los dos colores es 9

Figura 104. Respuesta de estudiante E10 Tarea 4A. La figura muestra la respuesta del estudiante E10, a la pregunta 1 de la Tarea
4A, alas configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.
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<  E 14 Mariana Cue... < 5/18 >

El Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 38

1. Halla el &rea de la figura de color rosa y de la figura de color cian.

Respuesta

el area de el color rosa es de 9U y el de el color cian es de 9U.

Figura 105. Respuesta de estudiante E14 Tarea 4A. La figura muestra la respuesta del estudiante E14, a la pregunta 1 de la Tarea
4A, alas configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.

< E 15 MARIA PAUL... < 17718 >

v

El Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 38

1. Halla el area de la figura de color rosa y de la figura de color cian.

Respuesta

el area del rosa es 9u vy el del cian es 9u

Figura 106. Respuesta de estudiante E10 Tarea 4A. La figura muestra la respuesta del estudiante E10, a la pregunta 1 de la Tarea
4A, alas configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.

En las respuestas proporcionadas por los estudiantes E3, E9 y E16, referente a la pregunta
2 de la Tarea 4A, se pudo observar que los estudiantes muestran diferentes percepciones. Para el
caso de los estudiantes E3 y E9 identifican correctamente que el perimetro diferente es una

“razoén clave” para la identificacion de formas distintas, con E9 afnadiendo que la ubicacion es un



Nocion del signo igual: Una propuesta de ensefnianza con los recursos del Tangram y GeoGebra 185
factor relevante. Esta respuesta refleja una comprension adecuada de la nocidon de area y
perimetro y su interrelacion.

Ahora bien, E16 menciona que la forma depende de la “posicion de las unidades
cuadradas” lo que sugiere una idea correcta pero menos acertada sobre cémo la distribucion
espacial de las unidades de area afecta la forma de una figura. En conjunto, las respuestas indican
que los estudiantes tienen una comprension de las nociones elementales de la relacion entre area
y forma, aunque con variaciones en la precisién y poca rigurosidad en sus explicaciones (ver

figuras 107, 108 y 109).

< E3 estefani < 14/18 >

v

@ Has pausado la leccién. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 39

2. Observa las dos figuras y responde: ;Por qué teniendo la misma area, su forma es distinta? ;De qué depende que la
forma sea mayor o menor?

Respuesta

por que el perimetro es diferente

Figura 107. Respuesta de estudiante E3 Tarea 4A. La figura muestra la respuesta del estudiante E3, a la pregunta 2 de la Tarea
4A, alas configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.
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& E9 Samuel Andres... < 3/18 >

v

El Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 39

2. Observa las dos figuras y responde: jPor qué teniendo la misma area, su forma es distinta? ;De qué depende que la
forma sea mayor o menor?

Respuesta

por que tiene diferente perimetro y la ubicacion es diferente

Figura 108. Respuesta de estudiante E9 Tarea 4A. La figura muestra la respuesta del estudiante E9, a la pregunta 2 de la Tarea
4A, alas configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.

< E16juandavid ga... < 918 >

El Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 39

2. Observa las dos figuras y responde: ;Por qué teniendo la misma area, su forma es distinta? ;De qué depende que la
forma sea mayor o menor?

Respuesta

DEPENDE DE LA POSICION DE LAS UNIDADES CUADRADAS

Figura 109. Respuesta de estudiante E16 Tarea 4A. La figura muestra la respuesta del estudiante E16, a la pregunta 2 de la Tarea
4A, alas configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.

En la pregunta 3 de la Tarea 4A, las respuestas en general muestran que los estudiantes
“comprenden” la relacion entre forma y area, aplicando sus “habilidades” para crear diversas
figuras que cumplen con los requisitos dados, pues demostraron “creatividad” como precision en

sus construcciones.
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El estudiante E1 plante6 sus figuras como una “escalera” y una “te”, ambas con un area
de 9 unidades cuadradas, demostrando “creatividad” y precision en la construccion de formas
variadas manteniendo el drea constante. El estudiante E2 también plasmé dos figuras irregulares
equivalentes en area de 9 unidades cuadradas, creando figuras en forma de “jota” y “u”, lo que
evidencia su capacidad para visualizar y realizar modificaciones en la geometria de las figuras
mientras conserva su area.

Y el estudiante E15, opt6 por una figura en forma de “bota” con la misma area, indicando
una comprension similar y una capacidad para conceptualizar distintas formas geométricas con

igual area (ver figuras 110, 111 y 112).

Figura 110. Respuesta de estudiante E1 Tarea 4A. La figura muestra la respuesta del estudiante E1, a la pregunta 3 de la Tarea
4A, alas configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.
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Figura 111. Respuesta de estudiante E2 Tarea 4A. La figura muestra la respuesta del estudiante E2, a la pregunta 3 de la Tarea
4A, a las configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.

Figura 112. Respuesta de estudiante E15 Tarea 4A. La figura muestra la respuesta del estudiante E15, a la pregunta 3 de la Tarea
4A, a las configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.



Nocion del signo igual: Una propuesta de ensefianza con los recursos del Tangram y GeoGebra 189
Teniendo en cuenta la visualizacion y la capacidad que tuvieron los estudiantes para
proponer estos ejemplos particulares de esas formas irregulares, nos referimos a lo que plantea
Duval, de acuerdo a:
La aprehension operatoria permite ver desplegarse en una figura dada una variedad de
sub-figuras posibles, que no son inmediatamente perceptibles al “primer golpe de vista”.
Estas sub-figuras son reorganizaciones perceptivas diferentes que representan algunas (o

todas) las unidades figurales elementales de la figura de partida. (2017, p. 211).

La Tarea 4B del Nivel Formal, en el disefio de esta propuesta de ensefianza, se centra en
que los estudiantes exploren y comprendan el objeto matematico, a través de procedimientos y
notaciones convencionales, desvinculadas de las situaciones iniciales de los niveles Situacional,
Referencial e Inclusive del General, que les dieron significado.

El propdsito principal de esta tarea es que los estudiantes comparen las areas de diversas
figuras geométricas planas para identificar patrones, asi como conjeturar cémo las diferentes
representaciones de estas figuras influyen en la comprension de las relaciones de area entre ellas.

En este contexto, se les pide a los estudiantes que formulen conjeturas sobre las
equivalencias de areas de figuras planas y convexas, sin importar su forma, promoviendo asi un
pensamiento espacial y una comprension abstracta de las nociones geométricas que los
estudiantes puedan observar en las tres figuras convexas planteadas, utilizando las piezas del

Tangram como se muestra en la figura 113:



Nocion del signo igual: Una propuesta de ensefianza con los recursos del Tangram y GeoGebra 190

GeoGebra [ Q suscr

FIGURA 1

FIGURA 2 FIGURA 3

ra
La

Figura 113. Figuras convexas con el Tangram Tarea 4B Nivel Formal. La figura muestra las distintas configuraciones que
pueden tener las tres figuras y mantener la equivalencia entre sus areas. Fuente: Elaboracion propia.

En base a lo que observaron los estudiantes para dar respuesta a la pregunta 1 de la Tarea
4B, la cual solicitaba a los estudiantes identificar relaciones entre tres figuras diferentes
compuestas por las mismas piezas. Los estudiantes proporcionaron diversas respuestas: El1
destaco que aunque las figuras no son idénticas, las figuras 1 y 3 comparten la misma cantidad de
cuadrados y triangulos, mientras que la figura 2 tiene un niimero total diferente de piezas, lo que
muestra una confusion en la cantidad de piezas que componen las figuras planteadas.

E13 se limita a sefialar que todas las figuras tienen las mismas piezas y la misma
cantidad, sin detallar mas y el estudiante E15 observa que, aunque las formas de las figuras son
diferentes, todas tienen las mismas piezas de composicion y comparten la misma area. Estas
respuestas reflejan distintos niveles de comprension conceptual, desde una observacion
superficial (ver Dos modos opuestos de funcionamiento cognitivo: la visualizacién icdnica y la
visualizacion no iconica) de la cantidad de piezas hasta una apreciacion de la conservacion del

area y la composicion de las figuras (ver figuras 114, 115y 116).
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< emmanuel E11 < 718 >

v

El Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 42

1. Imagina que tienes tres figuras con distintas formas, pero tienen la mismas piezas que las componen, Pregunta: ;Qué
relacion podrias establecer entre las tres figuras?

Respuesta

g no son iguale pero la figura 1y 3 si tienen las mismas cuadros y triangulos y la figura 2 tiene 7 figuras y po eso las
figuras1y3 tienen las misma cantidad de piezaz

Figura 114. Respuesta de estudiante E11 Tarea 4B. La figura muestra la respuesta del estudiante E11, a la pregunta 1 de la Tarea
4B, a las configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.

< E13 Kimberly Oso... < s >

El Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 42

1. Imagina que tienes tres figuras con distintas formas, pero tienen la mismas piezas que las componen, Pregunta: ;Qué
relacion podrias establecer entre las tres figuras?

Respuesta

Que tienen las mismas piezas y la misma cantidad de piezas

Figura 115. Respuesta de estudiante E13 Tarea 4B. La figura muestra la respuesta del estudiante E13, a la pregunta 1 de la Tarea
4B, a las configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.
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< E 15 MARIA PAUL... < 1718 >

v

El Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 42

1. Imagina que tienes tres figuras con distintas formas, pero tienen la mismas piezas que las componen, Pregunta: ;Qué
relacion podrias establecer entre las tres figuras?

Respuesta

que tienen las mismas figuras de compocision pero diferente forma y el mismo area

Figura 116. Respuesta de estudiante E15 Tarea 4B. La figura muestra la respuesta del estudiante E15, a la pregunta 1 de la Tarea
4B, a las configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.

Las respuestas de los estudiantes a la pregunta 2 de la Tarea 4B sobre la relacion entre
tres figuras tras quitarles una misma pieza reflejan diferentes niveles de comprension y habilidad
para caracterizar objetos matematicos.

El estudiante E3 muestra una comprension inicial al identificar que la eliminacion de una
pieza cambia el area de las figuras, lo que revela una conciencia de las propiedades geométricas,
aunque no profundiza en la uniformidad de la reduccion, en cuanto al estudiante E13, se centro
en la cantidad de piezas, afirmando que todas las figuras seguirdn teniendo una pieza menos,
pero no considera el impacto en el area, lo que indica un enfoque mas aritmético que geométrico.

El estudiante E15, en cambio, demuestra una comprension mas integral al afirmar que las
figuras conservarian la misma relacién de area a pesar de la eliminacion de una pieza, lo que
sugiere una comprension de la conservacion de propiedades geométricas (ver figuras 117, 118y

119).
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& E3 estefani < 14718 >

v

E Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 43

2. Si las tres figuras, las cuales tienen la misma cantidad de piezas que las componen y dichas piezas son iguales entre
si. Si a estas tres figuras le quitas la misma pieza a la vez ;Qué relacion puedes establecer entre las tres nuevas figuras?
AYUDA: Puedes apoyarte usando una expresion matematica o explicar con tus palabras.

Respuesta

que les cambio el area alas tres figuras las cuales puede ser diferente y ya no quedar con la misma area

Figura 117. Respuesta de estudiante E3 Tarea 4B. La figura muestra la respuesta del estudiante E3, a la pregunta 2 de la Tarea
4B, a las configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.

< E13 Kimberly Oso... <118 >

v

@ Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 43

2. Si las tres figuras, las cuales tienen la misma cantidad de piezas que las componen y dichas piezas son iguales entre
si. Si a estas tres figuras le quitas la misma pieza a la vez ;Qué relacion puedes establecer entre las tres nuevas figuras?
AYUDA: Puedes apoyarte usando una expresion matematica o explicar con tus palabras.

Respuesta

que siguen teniendo la misma cantidad porque le quitaron una misma pieza a la vez

Figura 118. Respuesta de estudiante E13 Tarea 4B. La figura muestra la respuesta del estudiante E13, a la pregunta 2 de la Tarea
4B, a las configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.
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< E 15 MARIA PAUL... < 1718 >

v

El Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 43

2. Si las tres figuras, las cuales tienen la misma cantidad de piezas que las componen y dichas piezas son iguales entre
si. Si a estas tres figuras le quitas la misma pieza a la vez ;Qué relacion puedes establecer entre las tres nuevas figuras?
AYUDA: Puedes apoyarte usando una expresion matematica o explicar con tus palabras.

Respuesta

siguen siendo las misma por q le quitaron las mismas piezas seguiria siendo el mismo area

Figura 119. Respuesta de estudiante E15 Tarea 4B. La figura muestra la respuesta del estudiante E15, a la pregunta 2 de la Tarea
4B, a las configuraciones del trapecio. Fuente: GeoGebra.

Estas respuestas evidencian la diversidad en la conceptualizacion de los objetos
matematicos entre los estudiantes, desde una visidn mas superficial hasta un analisis mas
profundo y preciso, destacando la importancia de fortalecer el entendimiento tanto aritmético
como geométrico para una caracterizacion completa de las figuras.

Este tratamiento figural que realizaron los estudiantes, permite ver que se debe fortalecer
las propiedades de configuracion de las figuras, pues segiin Duval, al considerar el papel
heuristico de las figuras en matematicas, se destaca que la abduccion® guia la deduccion. La
cuestion es determinar qué tratamientos sustentan esta abduccion, los cuales deben ser
especificos al registro de las figuras y no meramente asimilados a los tratamientos matematicos.
Esto evita reducir la abduccion a los conocimientos matematicos y reconoce el valor heuristico

independiente de las figuras. (2017, p. 202).

> Pierce describio bajo el término de “abduccion”, consistente en limitar de entrada la clase de hipotesis o de
alternativas que han de considerarse: asi, de entrada, la figura ha de evitar la exploracion de todos los caminos
posibles captando la atencion sélo sobre aquellos susceptibles de conducir a la soluciéon o sobre los que ya han
conducido a ella.
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Finalmente, los estudiantes a través de sus respuestas en la pregunta 3 de la Tarea 4B,

demuestran que pueden identificar y justificar la conservacion del area como una propiedad

fundamental que une diferentes figuras geométricas compuestas por las mismas piezas.

Los estudiantes E2 y E9 destacan que, a pesar de los cambios en la forma, las figuras
mantienen la misma area, E2 afiade una reflexion sobre la variabilidad en posiciones y colores, lo
que indica una comprensién mas rica de las posibles transformaciones que no afectan al area, E9
se enfoca en la relacion de drea idéntica, reforzando la idea de invarianza geométrica del area.

La respuesta del estudiante E15 va mas alld al mencionar patrones y al sugerir que
aunque las figuras sean diferentes en forma, la relacion entre sus componentes y su area se
mantiene constante. Esto muestra una capacidad de abstraer la idea de patrones geométricos y
reconocer la uniformidad en propiedades matematicas fundamentales.

Estas respuestas reflejan que los estudiantes estdn desarrollando una comprension mas
completa de la geometria y la caracterizacion del objeto matematico, lo que es crucial para el
desarrollo de competencias en resolver problemas en matematicas.

La consistencia en identificar el area como un punto de relacion comun indica que estan
bien encaminados en su capacidad de andlisis y razonamiento geométrico. Sin embargo, también
se sefiala la importancia de seguir fortaleciendo esta comprension para que puedan aplicar estos

conceptos de manera mas general (ver figuras 120, 121 y 122).
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& E2Silvana Penagos V... < 16/18 >

3. ;Crees que se puede encontrar una relacién o un patrén entre figuras distintas en forma, que compartan las mismas piezas entre si'y en

igual nimero?

Si, justifica tu respuesta.
No, justifica tu respuesta.

Por ejemplo:

La FIGURA X, se compone de un triangulo, un cuadrado, un rectdngulo.
La FIGURA Y, se compone de un cuadrado, un triangulo, un rectangulo.
La FIGURA Z, se compone de un rectangulo, un triangulo, un cuadrado.

Respuesta

La relacion es que tienen la misma area, lo diferente es que cambian posiciones, son distintas piezas y diferentes colores. Pero

permanece igual

Figura 120. Respuesta de estudiante E2 Tarea 4B. La figura muestra la respuesta del estudiante E2, a la pregunta 3 de la Tarea
4B, a las configuraciones de las figuras convexas. Fuente: GeoGebra.

< E9 Samuel Andres... < 318 >

3. ;Crees que se puede encontrar una relaciéon o un patrén entre figuras distintas en forma, que compartan las mismas
piezas entre si y en igual nimero?

Si, justifica tu respuesta.
No, justifica tu respuesta.

Por ejemplo:

La FIGURA X, se compone de un triangulo, un cuadrado, un rectangulo.
La FIGURA Y, se compone de un cuadrado, un triangulo, un rectdngulo.
La FIGURA Z, se compone de un rectdngulo, un tridngulo, un cuadrado.

Respuesta

si, cambia su figura pero su relacion de area es identica

Figura 121. Respuesta de estudiante E9 Tarea 4B. La figura muestra la respuesta del estudiante E9, a la pregunta 3 de la Tarea
4B, a las configuraciones de las figuras convexas. Fuente: GeoGebra.
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< E 15 MARIA PAUL... < 1718 >

v

3. ;Crees que se puede encontrar una relacién o un patron entre figuras distintas en forma, que compartan las mismas
piezas entre si y en igual nimero?

Si, justifica tu respuesta.
No, justifica tu respuesta.

Por ejemplo:
La FIGURA X, se compone de un triangulo, un cuadrado, un rectangulo.

La FIGURA Y, se compone de un cuadrado, un triangulo, un rectangulo.
La FIGURA Z, se compone de un rectangulo, un tridngulo, un cuadrado.

Respuesta

si se puede encontrar una relacion de los patrones serian iguales pero en diferente forma igual seria el mismo area

Figura 122. Respuesta de estudiante E15 Tarea 4B. La figura muestra la respuesta del estudiante E15, a la pregunta 3 de la Tarea
4B, a las configuraciones de las figuras convexas. Fuente: GeoGebra.

La Tarea 4C del Nivel Formal se centrd en el disefio de una propuesta de ensefianza que
permitiera a los estudiantes experimentar y reflejar el surgimiento de una nueva formalidad
matematica. En este nivel, los estudiantes trabajaron con procedimientos y notaciones
convencionales, que estan desvinculadas de las situaciones que inicialmente les dieron
significado.

El propdsito principal es que los estudiantes conjeturaran y establecieran equivalencias de
area entre diferentes configuraciones de figuras geométricas planas (un trapecio, un tridngulo y
un rectangulo), utilizando diversos registros de representacion.

La tarea especifica consiste en demostrar como los poligonos pueden tener areas
equivalentes, enfatizando la comprension y aplicacion de principios matematicos abstractos para
establecer relaciones entre las 4reas de distintas figuras. Esta propuesta educativa busca que los

estudiantes desarrollen un pensamiento matematico “avanzado”, empleando notaciones y



Nocion del signo igual: Una propuesta de ensefianza con los recursos del Tangram y GeoGebra 198
métodos formales para explorar y demostrar las equivalencias de area en diferentes figuras

geométricas (ver figura 123).

GeaGebra [ Q suser

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Figura 123. Demostracion de area de poligonos Tarea 4A Nivel Formal. La figura muestra las distintas configuraciones que
pueden tener las figuras respecto al area, desligandose de la observacion para adentrarse a la demostracion de las areas de las
figuras. Fuente: Elaboracion propia.

Con relacion a las producciones de los estudiantes en el analisis de las respuestas de la
pregunta 1 de la Tarea 4C, se observa que abordaron la nocién de la equivalencia de areas de
diferentes poligonos, especificamente un tridngulo, un trapecio y un rectdngulo, desde una
perspectiva elemental.

Los estudiantes emplean unidades de area y proporcionan ejemplos numéricos
especificos para argumentar sus respuestas. E1 menciona que los poligonos pueden ser
equivalentes en ciertas situaciones, citando un ejemplo de un tridngulo con un area de 100
unidades cuadradas, aunque no muestra la comparacion con las otras figuras.

Los estudiantes E13 y E16, por otro lado, afirman directamente que es posible tener
poligonos de diferente forma pero con la misma area, usando ejemplos concretos (E13 menciona
un tridngulo y un rectangulo con areas de 10 unidades cuadradas). Desde la dimension

conceptual, los estudiantes muestran una comprension elemental de la caracterizacion de los
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objetos matematicos en términos de area, reconociendo que la equivalencia de drea no implica
una equivalencia en forma.

Sin embargo, las respuestas carecen de una exploracion de las propiedades geométricas y
las férmulas especificas para el célculo de las areas de los diferentes poligonos planteados, lo que
sugiere una comprension conceptual limitada al enfoque aritmético de las unidades cuadradas. A
pesar de que reflejan un entendimiento elemental de la equivalencia de areas entre diferentes
figuras geométricas, existe una carencia en el analisis formal y conceptual (ver figuras 124, 125

y 126).

< E13 Kimberly Oso... 118 >
-

Tarea 46

1. Dados los diferentes poligonos (Un triangulo, un trapecio y un rectangulo), ;Se podria determinar que los poligonos
son equivalentes en sus areas, independientemente de su forma?

Si, argumenta tu respuesta.
No, argumenta tu respuesta.

Respuesta

si, porque puedo tener un triangulo en el cual su area sea 10u al cuadrado, y un rectangulo en el cual su area sea 10u al

cuadrado

Figura 124. Respuesta de estudiante E13 Tarea 4C. La figura muestra la respuesta del estudiante E13, a la pregunta 1 de la Tarea
4C, respecto a las configuraciones de las figuras (un triangulo, un trapecio y un rectangulo). Fuente: GeoGebra.
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< E1 Michel Sofia M... < 12718 >

v

Tarea 46

1. Dados los diferentes poligonos (Un tridngulo, un trapecio y un rectangulo), ;Se podria determinar que los poligonos
son equivalentes en sus areas, independientemente de su forma?

Si, argumenta tu respuesta.
No, argumenta tu respuesta.

Respuesta

Si se puede deterimar que son equivalentes en ciertas situaciones, por ejemplo, un triangulo con 100 unidades

cuadradas

Figura 125. Respuesta de estudiante E1 Tarea 4C. La figura muestra la respuesta del estudiante E1, a la pregunta 1 de la Tarea
4C, respecto a las configuraciones de las figuras (un triangulo, un trapecio y un rectangulo). Fuente: GeoGebra.

< E16juan david ga... < 918 >

v

1] Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 46

1. Dados los diferentes poligonos (Un triangulo, un trapecio y un rectangulo), ;Se podria determinar que los poligonos
son equivalentes en sus areas, independientemente de su forma?

Si, argumenta tu respuesta.
No, argumenta tu respuesta.

Respuesta

SI PUEDEN TENER EL MISMO AREA PERO DIFERENTES FORMAS

Figura 126. Respuesta de estudiante E16 Tarea 4C. La figura muestra la respuesta del estudiante E16, a la pregunta 1 de la Tarea
4C, respecto a las configuraciones de las figuras (un tridangulo, un trapecio y un rectangulo). Fuente: GeoGebra.

En las respuestas proporcionadas por los estudiantes, respecto a la pregunta 2 de la Tarea
4C, se observa que la forma en que abordaron la relacién de equivalencia entre el tridngulo, el

trapecio y el rectdngulo fue de una manera elemental y con diferentes niveles de comprension.
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Para el estudiante E2, la relacion de equivalencia entre las tres figuras radica en el hecho
de que todas poseen un area, una observacion correcta pero fundamental que no profundiza en
las propiedades matematicas que pueden ser comparadas o halladas.

Por otro lado, el estudiante E11, muestra una falta de comprension conceptual al afirmar
que no sabe la relacion de equivalencia porque las figuras no son idénticas, evidenciando una
confusion entre la nocion de igualdad y equivalencia.

Finalmente, para el estudiante E13 la equivalencia se basa en que las figuras tienen
“lados parecidos”, lo cual muestra una interpretacion imprecisa de la relacion de equivalencia,
puesto que no especifica ni justifica adecuadamente qué aspectos de los lados se consideran
equivalentes (como la longitud, por ejemplo).

En cierto modo, las respuestas reflejan una comprension limitada y en algunos casos,
incorrecta de la caracterizacion del objeto matematico (nocion del signo igual como
equivalencia), pues los estudiantes no profundizan en cémo se puede establecer una equivalencia
en términos de areas comparables, perimetros, o relaciones geométricas especificas entre las

figuras como se muestra en las figuras 127, 128 y 129.
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< E2 Silvana Penago... < 16/18 >

v

E' Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 47

2. Argumenta ;Cudl es la relacion de equivalencia que hay entre las tres figuras planteadas al inicio?

Respuesta

La relacion equivalente que hay entre las 3 figuras planteadas al inicio es que cada una tiene un area

Figura 127. Respuesta de estudiante E2 Tarea 4C. La figura muestra la respuesta del estudiante E2, a la pregunta 2 de la Tarea
4C, respecto a las configuraciones de las figuras (un triangulo, un trapecio y un rectangulo). Fuente: GeoGebra.

< emmanuel E11 < 718 >

El Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 47

2. Argumenta ;Cudl es la relacién de equivalencia que hay entre las tres figuras planteadas al inicio?

Respuesta

s no se por gno son las misma figura

Figura 128. Respuesta de estudiante E11 Tarea 4C. La figura muestra la respuesta del estudiante E11, a la pregunta 2 de la Tarea
4C, respecto a las configuraciones de las figuras (un tridngulo, un trapecio y un rectangulo). Fuente: GeoGebra.
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< E13 Kimberly Oso... 118 >

El Has pausado la leccion. Utiliza REANUDAR para que tus estudiantes puedan continuar trabajando.

Tarea 47

2. Argumenta ;Cual es la relacién de equivalencia que hay entre las tres figuras planteadas al inicio?

Respuesta

la equivalencia es que tienen lados parecidos

Figura 129. Respuesta de estudiante E13 Tarea 4C. La figura muestra la respuesta del estudiante E13, a la pregunta 2 de la Tarea
4C, respecto a las configuraciones de las figuras (un triangulo, un trapecio y un rectangulo). Fuente: GeoGebra.

Para terminar estos hallazgos de las producciones que realizaron los estudiantes en este
Nivel Formal, se tienen las respuestas de tres estudiantes, a la pregunta 3 de la Tarea 4C, donde
se evidenciaron diferentes niveles de comprension y habilidades en la caracterizacion de objetos
matematicos, especificamente utilizar la nocion del signo igual como equivalencia de area.

El estudiante E9 presentd un ejemplo claro y correcto de un triangulo y un rectangulo con
areas equivalentes, usando las formas algebraicas de area de cada figura (A = b;—h para el

triangulo y A = b X h para el rectangulo) y realizando correctamente las conversiones y
tratamientos para mostrar que ambos tienen un area de 10 unidades cuadradas.
Para el caso del estudiante E10, aunque plantea las mismas formas algebraicas, comete

un error al aplicar la forma del area del rectangulo, puesto que incorrectamente la escribe como

(A = b:h) en lugar de (A = b X h), lo cual podria indicar una confusion “conceptual”. Es

importante resaltar que “el planteamiento en ecuaciéon de los datos del enunciado de un
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problema, es la conversion de las diferentes expresiones lingiiisticas de las relaciones en otras
expresiones de esas relaciones en el registro de una escritura simbolica” (Duval, 2017, p. 80).

No obstante, el calculo final de 10 unidades cuadradas es correcto, pero se deriva de una
conversion erronea.

Por otra parte el estudiante E14, menciona figuras irregulares y describe su area como 18
unidades cuadradas basandose en contar cuadriculas, sin proporcionar un analisis matematico
detallado ni utilizar formas algebraicas, lo cual limita la precision y claridad de su respuesta.

Ahora bien, en términos de la relacion de equivalencia de los ejemplos planteados por los
estudiantes, E9 muestra una comprension del uso del signo igual como simbolo de equivalencia
entre areas de diferentes figuras, mientras que E10 muestra un “acercamiento” elemental pero
con errores en la aplicacion de férmulas.

El estudiante E14 evidencia una aproximaciéon empirica y menos formalizada (ver

Geometria activa). En general, las respuestas de los estudiantes reflejan una variabilidad en la
competencia para emplear el lenguaje matemadtico y natural para explicar la equivalencia de

areas, con una necesidad general de mayor precision y rigor matematico (ver figuras 130, 131y

132).
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Figura 130. Respuesta de estudiante E9 Tarea 4C. La figura muestra la respuesta del estudiante
E9, a la pregunta 3 de la Tarea 4C, respecto a las configuraciones de las figuras (un tridngulo, un
trapecio y un rectangulo). Fuente: GeoGebra.

Figura 131. Respuesta de estudiante E10 Tarea 4C. La figura muestra la respuesta del estudiante
E10, a la pregunta 3 de la Tarea 4C, respecto a las configuraciones de las figuras (un tridngulo, un
trapecio y un rectangulo). Fuente: GeoGebra.
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Figura 132. Respuesta de estudiante E9 Tarea 4C. La figura muestra la respuesta del estudiante E9, a la pregunta 3 de la Tarea
4C, respecto a las configuraciones de las figuras (un tridangulo, un trapecio y un rectangulo). Fuente: GeoGebra.

A continuacion, se presenta al lector algunas observaciones y reflexiones generales sobre

la propuesta de diseo, asi como la aplicacion practica (implementacion).

4.4.2 Observaciones o reflexiones del cuarto nivel

Este andlisis tiene la finalidad de verificar y resaltar los elementos méas significativos del
proceso de ensefianza entre el profesor (P) y dos alumnos, proporcionando una vision completa
sobre su efectividad y areas potenciales de mejora.

Las reflexiones presentadas pretenden ofrecer una perspectiva constructiva,
fundamentada en la experiencia y la observacion directa del desarrollo de la implementacion,

utilizando las categorias y codigos de andlisis especificados en la Tabla 5.
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4.4.2.1 Intervencion 7

P: El nivel formal, pues fue chistoso, yo pensé que iba a ser el mas duro para todos, pero
no siempre. Eran las figuras con las cuadriculas, esta de aqui y esta de aqui, /Se acuerdan?

E10: Si.

P: Por lo regular era como visualizar las imagenes, no habia casi nada que hacer. O sea,
ya no tenian que arrastrar nada. Entonces, el propdsito del nivel formal, es inferir la equivalencia
de areas entre diferentes configuraciones de figuras planas. Eso depende de la forma y el valor
del area. Y también establecer relaciones entre dareas utilizando registros de representacion.
Registros de representacion es lo que yo les decia, coloquelo como en lenguaje algebraico o en
palabras o con un dibujo.

Eso son representaciones, registros de representacion. Entonces, listo, pasamos a las
preguntas. Pues, ;Como describirias el proceso de calculo de area de una figura plana utilizando
férmulas convencionales? Lo que les ensefiaban, digamoslo aqui. Las formulas del rectangulo es
base por la altura, el triangulo es b por h sobre 2. ;Qué escribe usted en ese proceso? Como,
(Qué ves? ;Qué puedes decir? Comparandolo con lo que nosotros tratamos de ensefarles.

E10: Pues, que es mas, supongo, si estoy entendiendo la pregunta, supongo que es mas
breve la forma en la que ustedes, es mas entendible la forma en que ustedes nos la hacen ver que
en la postura que hace, por ejemplo, el profesor (del colegio).

P: O sea, desde el colegio, digamos asi, tradicional.

E10: Si, es mas breve la forma en la que ustedes lo hacen. Mas entendible para nosotros
tener mas, ;Qué mas? Ah, pues para mi si fue como mas, mas facil entender de la forma que nos
hicieron las actividades. Porque hay veces que el profesor, o no le entiendo por la manera que

explica, o... Si, la manera en que se lo redacta.
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P: Comprension. Perfecto. Listo. Entonces, la segunda pregunta seria, ;Qué estrategias

utilizarias para demostrar la equivalencia de areas entre dos figuras planas? En pocas palabras,

(Como haria usted para saber que dos figuras que a usted le presentan tienen la misma area?

E10: Pues, por ejemplo, contaria, si esta sobre una superficie cuadrada, pues contaria los
cuadritos que tienen por dentro. Y si son los mismos, pues es obviamente que tienen la misma
cantidad de area, aunque sea de diferente forma.

P: Ok. Listo. La ultima pregunta, ;Qué papel crees que juegan las representaciones
visuales en la comprension de la equivalencia entre areas?

E10: Me repite esa pregunta.

P: ;Qué papel crees que juegan las representaciones visuales? Representaciones visuales
es, digamoslo, un dibujo, un esquema, cualquier cosa que se pueda ver, digamoslo asi, pues con
los ojos, obviamente. Si. ;Qué papel crees que juegan las representaciones visuales en la
comprension de la equivalencia entre areas?

E10: Muy importante, porque es mas facil entender visualmente que, por ejemplo, que se
lo digan a ustedes. Imaginarselo, es mucho mas... Es mejor uno ver las imagenes y asi ya tiene
como un ejemplo o una iniciativa para empezar. En la actividad, es mas facil tener un ejemplo
para realizar esta actividad, que se nos haga mas facil.

Solamente si se lo dicen, pero uno le tiene que imaginar como la forma o cémo es el
procedimiento, pues se va a complicar mas, porque uno tiene que, como, hacer mas métodos de
pensamiento en uno, entonces si, se me facilita mas como verlo visualmente.

P: O sea, es como que se le digan, que les escriban solamente.

E10: Asi, exacto y que nosotros aprendimos que era un paralelogramo con ustedes.
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4.4.2.2 Analisis parcial 7

El andlisis de la intervencion se baso en el enfoque de los objetivos de las actividades, el
cual uno de ellos fue utilizar registros de representacion para “detallar” las configuraciones de las
figuras planteadas en las actividades, donde el profesor juega un papel crucial que las actividades
fueran mas comprensibles y accesibles en comparacion con métodos tradicionales. Ademas, la
estrategia de usar representaciones visuales, como cuadriculas, ayudo a los estudiantes a
conceptualizar la equivalencia de areas de manera tangible y concreta, alineandose con los

objetivos pedagogicos de la intervencion.

Categoria 1 Intencion de la planificacion. Cédigo: Enfasis en el objetivo de las actividades

En la intervencion, el profesor (P) muestra un claro énfasis en el objetivo de las
actividades, que es inferir la equivalencia de areas entre diferentes configuraciones de figuras
planas. El profesor explica que este objetivo se basa en entender la forma y el valor del area, asi
como en utilizar registros de representacion.

El proposito de la actividad se recalca al estudiante E10 al solicitarle que describa el
proceso de calculo de areas utilizando formas algebraicas y comparandolo con lo aprendido

durante las actividades.

Categoria 8: Casos particulares. Codigos: Registros de representacion - Apreciaciones del
diserio por parte de los estudiantes - Importancia del rol del profesor en la implementacion del
diseiio

Referente al codigo de registros de representacion, el profesor presenta la nocion de registros de

representacion, al mencionar ejemplos como el lenguaje algebraico, palabras, o dibujos; esta
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“teoria” busca diversificar las formas en que los estudiantes pueden entender y representar las
areas de figuras planas y E10 muestra una comprension de esta idea al describir como usaria
cuadriculas para determinar la equivalencia de areas.

El estudiante E10 expresa que la forma en que se les ensefi6 en esta intervencion fue mas
breve y entendible en comparaciéon con el método tradicional del colegio, debido a que su
comentario refleja una apreciacion positiva hacia el disefio de la intervencion, sugiriendo que las
actividades disefiadas lograron su propdsito de hacer mas accesible el aprendizaje de la
equivalencia de areas.

También el estudiante resalta la claridad y brevedad con la que el profesor (P) de la
intervencion explicd los conceptos, contrastandolo con las dificultades encontradas con el
profesor del colegio. Esto subraya la importancia del rol del profesor no solo en la planificacion,

sino también en la ejecucion efectiva de las actividades disenadas, facilitando una mejor

comprension por parte de los estudiantes (ver Orquestacion Instrumental: Un modelo metaférico

(OD).

Categoria 3 Equivalencias. Cédigo: Conjetura sobre la cantidad de piezas

La intervencion explord la nocion de equivalencia de areas a través de una pregunta
especifica sobre estrategias para demostrar esta equivalencia. E10 sugirio “contar los cuadritos
dentro de las figuras” en una superficie cuadrada, indicando que si ambas figuras contienen la
misma cantidad de “cuadritos”, entonces tienen la misma area.

Esta respuesta revela una comprension intuitiva de la equivalencia de areas, basada en la
visualizacidon y conteo, Sin embargo, no logra completamente cumplir con los propdsitos del

diseno.
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4.4.2.3 Intervencion 8
P: Ok. Entonces si o si, tiene que haber profesor. Listo, entonces ya pasamos a la tltima, al
ultimo nivel, para que vayamos cerrando.

Y es el nivel formal, ya como le he dicho, es el nivel mas alto, el nivel que tiene que ver
ya con la interpretacion de lenguaje natural o de alguna representacion visual, pero que no hay
interaccion, no sé si te diste cuenta que en ese nivel ya no habia nada que hacer, como arrastrar
figuras, nada, sino como que mire y responde a las preguntas.

Entonces los propositos es inferir equivalencias de areas entre diferentes configuraciones
de figuras planas, es decir, inferir es como determinar, aprender que hay figuras que tienen
diferentes configuraciones, formas, pero que son equivalentes. Eso se trajo en todos los niveles y
pues seria imposible que no se les haya grabado, aprendido.

Y el otro proposito es establecer relaciones entre areas utilizando registros de

representacion. Registros de representacion es, por ejemplo, cuando habia como unas preguntas
que decian establezcalo algebraicamente, o numérico, o en lenguaje, o con un dibujo, si €so s un
registro de representacion. Por ejemplo, usted, ;Qué registros de representacion utilizé en las
actividades que se disefiaron?
([ Qué registros de representacion lo hiciste algebraico? Muy bien, bueno, entonces paso a mostrar
las actividades. La actividad del nivel formal era esta, de las figuras con las cuadriculas. Esta que
era esta imagen, solamente la imagen. Y esté la del triangulo, el trapecio y el rectangulo. Solo era
observar las figuras y responder las preguntas.

Entonces ahora si, pasemos a las preguntas finales. ;Como describe el proceso del

calculo de area de una figura plana utilizando formulas convencionales comparado a, digamos, la



Nocion del signo igual: Una propuesta de ensefianza con los recursos del Tangram y GeoGebra 212
forma en que nosotros tratamos de ensefiarles? Como comparar lo que les han ensefiado aqui en
el colegio, como que el area se calcula, digamos, las bases por altura, esto por esto, como
formulas.

A nosotros, [Como se lo ensefamos utilizando imagenes, interacciones? ;Si me
entiende? O sea, ;Cual proceso crees que es mas facil, que se te haga més facil?

E13: Pues, no sé, el profesor nos ensefia asi, ¢l dibuja y ya empieza a sumar todo. Y ya
como que ustedes ya tenian la figura ahi, se me hizo mas facil, usted lo explico muy bien.

P: Y ya también es como interaccionar con el recurso.

E13: Si, fue muy chévere.

P: Bueno, la segunda pregunta del nivel formal es, ;Qué estrategias utilizarias para
demostrar que dos figuras son equivalentes en area? ;Como te darias cuenta? ;CoOmo lo harias?
Por ejemplo, ;Utilizando una férmula o como lo harias?

E13: Pues, haciendo la formula, con las dos figuras, y pues hago la féormula de cada una.
Base por altura y asi.

P: Y es hallar el valor.

E13: Aja, hallandose.

P: O la otra, no sé si recuerdas también, si tenemos cuadriculas o puntos de referencia
también. Mirando la composicion de la figura, lo que hay adentro, ;No? Sin necesidad de medir,
sino cuente.

Cuéntenos qué entra ahi. Listo, y por ultimo, ;Qué papel consideras que juegan las
representaciones visuales en la comprension de las actividades? Es decir, si yo les hubiera
colocado simplemente el lenguaje natural, como en palabras, hagan esto, y ya, sin un dibujo,

(Crees que hubiera sido facil? ;Se hubiera podido hacer? ;O no hubieran comprendido?
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E13: No, no hubiéramos comprendido porque las preguntas se basan practicamente en el
dibujo que habia. Entonces, pues teniamos que ver bien el dibujo y luego ya contestar.
P: Ok, entonces considera que si o si tienen que haber representaciones visuales.

E13: Si, para ese tipo de presentacion.

4.4.2.4 Analisis parcial 8

La intervencion del disefio de ensefianza se basa en objetivos claros y una planificacion
intencionada que incorpora diversas formas de representacion y la guia activa del profesor,
ademdas de que los estudiantes apreciaron el disefio, encontrandose efectivo y accesible. La
utilizacion del lenguaje matematico y los registros de representacion son elementos clave que
facilitan la comprension y aplicacion de las nociones de area, mostrando la importancia de un

enfoque en la ensefianza de matematicas.

Categoria 1 Intencion de la planificacién. Cédigo: Enfasis en el objetivo de las actividades

La intervencion refleja claramente la intencion de la planificacion de las actividades de
ensefanza, donde el profesor enfatiza que, a lo largo de todos los niveles de la actividad, los
estudiantes deben aprender que distintas figuras pueden tener areas equivalentes a pesar de sus
diferentes configuraciones.

Esta intencion se evidencia cuando se discuten las actividades disefiadas para el Nivel
Formal, donde los estudiantes deben observar figuras y responder preguntas sin interaccion
dinamica con el recurso, ademas el énfasis en la utilizacion de diversos registros de
representacion, como algebraico, numérico, lenguaje y dibujo, subraya el objetivo de que los

estudiantes comprendan y utilicen multiples formas de representar las areas.
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Categoria 8: Casos particulares
Codigo: Utilizacion de lenguaje matemadtico para referirse a las figuras

Durante la intervencion, se observa un uso consistente del lenguaje matematico para
referirse a las figuras y sus areas. Por ejemplo, el profesor menciona términos como
“configuraciones de figuras planas”, “inferir equivalencias de d&reas” y “registros de
representacion”. Esto no solo facilita la comprension de las nociones matematicas por parte de
los estudiantes, sino que también les permite familiarizarse con el lenguaje matematico, que es
esencial para su aprendizaje.
Codigo: Apreciaciones del diseiio por parte de los estudiantes

El estudiante E13 expresa su apreciacion del disefnio de las actividades, destacando que
tener las figuras ya dibujadas y las explicaciones del profesor hicieron que el proceso de
aprendizaje fuera “mas facil”. Esta retroalimentacion positiva sugiere que el disefio de las
actividades, que al incluir representaciones visuales e interacciones con el recurso, es efectivo
para mejorar la comprension de la nocidon del signo igual como equivalencia a partir de areas
iguales.

No obstante, las producciones de los estudiantes se quedaron cortas para lo que se

esperaba con los propositos del nivel.

Codigo: Importancia del rol del profesor en la implementacion del diseiio
El rol del profesor se destaca como crucial en la implementaciéon del disefio de

ensefanza, pues E13 menciona que la explicacion del profesor fue clara, lo que facilito el
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aprendizaje, pues en su respuesta se muestra que la guia y las explicaciones del profesor son

vitales para que los estudiantes comprendan y realicen las actividades correctamente.

Codigo: Registros de representacion

El profesor hace un énfasis significativo en la utilizacion de diferentes registros de
representacion (algebraico, numérico, lenguaje y dibujo) para ensefar las nociones de
equivalencias de area, pues pregunta especificamente a E13 qué registros de representacion
utilizo en las actividades y como esto ayudd en su comprension.

La diversidad en los registros de representacion permite a los estudiantes abordar el
problema desde diferentes angulos y profundizar su comprension de las nociones matematicas.
Esto se refuerza con la pregunta final del profesor sobre la importancia de las representaciones
visuales, a la que E13 responde afirmativamente, destacando que sin las representaciones

visuales, no hubieran comprendido las preguntas.
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Conclusiones

El disefio de una secuencia de actividades mediada por los recursos del Tangram y
GeoGebra, fue util para la ensefianza del signo igual como equivalencia, a través de la
configuracion de areas equivalentes de figuras geométricas, gracias a los hallazgos de los
resultados de la implementacion, la cual permitié un enfoque que no solo facilité la comprension
de nociones geométricas, sino que también, promueve el desarrollo de competencias de

visualizacion y pensamiento espacial en los estudiantes de octavo grado.

Sobre los fundamentos teoricos y referenciales

El Disefio de esta secuencia de actividades mediada por el Tangram con GeoGebra, se ha
fundamentado en un marco tedrico y documental, el cual demuestra su acercamiento a la
ensefanza del signo igual como equivalencia, mediante la configuracion de areas equivalentes de
figuras geométricas planas.

La investigacion se baso en teorias del aprendizaje geométrico y en estudios previos que
resaltan la importancia de la visualizacion y manipulacion de figuras para el desarrollo del
pensamiento espacial, lo cual permitio estructurar actividades que no solo son coherentes con la
Trayectoria Hipotética de Aprendizaje THA, sino que también estin alineadas con las

competencias educativas especificas del grado octavo en la educacion en Colombia.

En relacion con el diseiio y el estudio de la evolucion de los niveles de aprendizaje
El disefio e implementacion de la secuencia de actividades mostrd que los estudiantes
pueden progresar significativamente en su comprension de “conceptos” geométricos y de la

nocion del signo igual como equivalencia.
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Los andlisis revelaron que a través de niveles de aprendizaje bien estructurados
(Situacional, Referencial, General y Formal), los estudiantes pudieron desarrollar competencias
para reconocer y manipular areas equivalentes, comprender la relacion entre formas y niumero de
piezas, y mejorar la visualizacion en geometria. Los hallazgos de este trabajo de grado
evidenciaron que los estudiantes lograron identificar patrones, equivalencias de drea y las
relaciones geométricas necesarias para resolver las actividades planteadas en el primer nivel
(Situacional).

El disefio de actividades utilizando Tangram y GeoGebra ha demostrado ser efectivo para
ensefiar la nocion del signo igual como equivalencia a través de la configuracion de éareas de
figuras planas. Sin embargo, se ha identificado la necesidad de simplificar la redaccion de las
preguntas y ajustar el nivel de complejidad de las figuras utilizadas, pues la intervencion del
profesor fue crucial para guiar a los estudiantes y clarificar los objetivos de las actividades.

La investigacion sobre la trayectoria de aprendizaje ha permitido identificar dificultades
especificas como las anteriormente mencionadas, las cuales pueden ser abordadas mediante la
adaptacion y mejora continua del disefio de las actividades.

Las tareas del Nivel Formal permitieron observar que algunos estudiantes lograron
identificar y justificar correctamente la equivalencia de 4reas, mientras que otros mostraron una

comprension mas superficial o cometen errores en la aplicacion de las formas algebraicas.

En relacion con los procesos de visualizacion, tratamientos figurales y registros de
representacion
La utilizacion del recurso de GeoGebra con el Tangram ayudo a los procesos de

visualizacion y de tratamiento figural en los estudiantes. Las construcciones de las figuras del
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Tangram en los dos primeros niveles, permitid a los estudiantes explorar las propiedades
geométricas de manera activa y significativa, desarrollando una comprension de las nociones de
area y equivalencia.

Las actividades disefiadas promovieron un aprendizaje que tiene en cuenta el contexto del
estudiante, permitiendo visualizar no solo la configuracion espacial de las piezas del Tangram,
sino también como estas configuraciones afectan las propiedades geométricas como el area y el
perimetro. Nuevamente se resalta que esta propuesta de ensefianza se enfoco en la equivalencia
de 4reas para determinar la nocion del signo igual como equivalencia.

Los hallazgos indicaron que la visualizacion no iconica desempefia un papel crucial en la
facilitacion del aprendizaje geométrico, tal como lo plantea Duval (2005), permitiendo a los
estudiantes trascender en la identificacion de figuras equivalentes en términos del area e
independientemente de su forma hacia una comprension mas abstracta y relacional.

Los resultados obtenidos a través de las actividades indicaron variaciones en los niveles
de comprension de los estudiantes, mientras algunos lograron identificar y explicar las
equivalencias geométricas, otros mostraron dificultades, especialmente en la transicion de la
visualizacion de las figuras a la formalizacion algebraica o de otro registro (lenguaje natural, un
diagrama, un dibujo). La reconfiguracion de figuras geométricas y la descomposicion en
componentes “elementales” ayudaron a los estudiantes a entender las propiedades y
equivalencias geométricas.

La capacidad de los estudiantes para proponer configuraciones de figuras con areas
equivalentes, a pesar de la variabilidad en forma, demuestra un avance en la comprension de la

geometria.
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Sin embargo, la precision en la comunicacion de las soluciones y la capacidad para
utilizar registros de representacion mas alla del lenguaje natural siguen siendo aspectos que
requieren fortalecimiento, pues los hallazgos de las tareas disefadas mostraron que los
estudiantes necesitan un mayor enfoque en la visualizacion iconica y no iconica, asi como en la
aplicacion de notaciones matematicas convencionales para expresar sus conclusiones de manera
formal y rigurosa.

Para cerrar este apartado, se evidencié que la propuesta de ensefianza demostré ser eficaz
para “facilitar” la comprension del signo igual como equivalencia a través de la configuracion de
areas equivalentes de figuras geométricas, promoviendo el desarrollo de competencias ademas de
la visualizacion y pensamiento espacial en estudiantes de octavo grado.

El uso de recursos tecnologicos educativos como GeoGebra y el Tangram, apoyado en un
marco teorico, el cual permitid estructurar las actividades con la Trayectoria Hipotética de
Aprendizaje (THA) y alineadas con las competencias educativas en Colombia.

Los hallazgos indicaron que los estudiantes pueden progresar significativamente en su
comprension geométrica y la nocion del signo igual como equivalencia, aunque se identifican
aspectos a mejorar, como la simplificaciéon de la redaccion de preguntas y el ajuste de la
complejidad de las figuras.

Ademas, es crucial fortalecer la competencia de los estudiantes para utilizar registros de
representacion mas alla del lenguaje natural, como (registro algebraico, diagramas, dibujos, entre
otros). La intervencion activa del docente y la mejora continua en el diseiio de actividades seran

esenciales para seguir optimizando el aprendizaje geométrico y matematico.
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Alcances de la investigacion

La investigacion demostro ser una contribucion significativa en la enseflanza del signo
igual como equivalencia. El impacto de esta investigacion se amplio al ser leida y apreciada no
solo en Colombia sino también en México, lo que evidencia la relevancia y aplicabilidad de sus
resultados en contextos educativos diversos. Este reconocimiento internacional facilitd el
desarrollo de un nuevo proyecto de investigacion, titulado “Equivalencias geométricas: Igualdad
entre areas de figuras bidimensionales”, realizado durante el verano Jaguar 2024 en la
Universidad Auténoma de Yucatan.

Este segundo proyecto se enfocd en estudiantes de tercer afio de secundaria, mostrando
otro enfoque, donde el objetivo fue mejorar la ensenanza de la geometria, especialmente el
objeto matematico de la equivalencia geométrica entre areas de figuras bidimensionales, al

utilizar el recurso de GeoGebra en el Disefio de la secuencia de actividades.
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Anexos

Anexo 1. Prueba diagnostica (Pre-test) implementada.

https://dri le.com/file/d/IMRXQ1 hHaaNYb UWMOI KK lew?usp=shari

ng

Anexo 2. Aspectos de la estructuracion del Disefio.

https://drive.google.com/file/d/1 fXCw7RruzJih07vAygVsmolepRtUwjwX/view?usp=sharing

Anexo 3. Libro equivalencias geométricas planas.

https://www.geogebra.org/m/pbe2rbgv

Anexo 4. Evidencias fotograficas y audiovisuales de la implementacion.

https://dri 1 m/drive/folders/1WAsSfeU4 JATecYsiHvK-bAHe6blIn?usp=sharin
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