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Resumen

En este trabajo se propone un modelo en ecuaciones diferenciales ordinarias que
describe la evolucién temporal de las poblaciones de la plaga Diaphorina citri y su
enemigo natural Tamarixia radiata, se procede a determinar sus puntos de equilibrios
y condiciones de estabilidad. Luego, se propone un modelo en ecuaciones diferenciales
parciales que analiza la dinamica en el espacio y en el tiempo de D. citri en la presencia de
T. radiata, se procede a determinar la aproximaciéon numérica del modelo en un dominio
cuadrado a partir del Método de Elementos Finitos para la discretizacion de las variables
espaciales, el Método de Crank Nicolson para la discretizacion de la variable temporal
y un esquema del tipo predictor corrector para el tratamiento de las no linealidades. A
ambos modelos se les aplica una estrategia de Manejo Integrado de Plagas (MIP), que
consiste en rociar insecticidas y liberar enemigos naturales de la plaga, siempre que la
densidad de ésta supere un Umbral Econémico (UE). Se simulan diferentes escenarios
numeéricos, para finalmente proponer estrategias que ayuden a controlar al insecto D. citri.
Los resultados sugieren que es factible implementar estrategias de control sin requerir
un monitoreo constante de la densidad de plagas.

Palabras clave

Modelos matematicos, Ecuaciones diferenciales ordinarias, Ecuaciones diferenciales
parciales, Diaphorina citri, Tamarixia radiata, Manejo integrado de plagas.



Abstract

In this work, a model is proposed in ordinary differential equations that describes the
temporal evolution of the populations of the pest Diaphorina citri and its natural enemy
Tamarixia radiata, we determined its equilibrium points and its stability conditions. Then
we propose a model in partial differential equations that analyzes the dynamics in space
and time of D. citri in the presence of T. radiata, we determine the numerical approxima-
tion of the model in a domain square of the Finite Element Method for the discretization
of the variables spatial, the Crank Nicolson Method for the discretization of the tem-
poral variable and a Predictor-corrector scheme for the treatment of nonlinearities. An
Integrated Pest Management strategy (IPM) is applied to both models, which consists
of the fumigation of insecticides and release natural enemies of the pest, provided that
the density of the pest exceeds a Economic Threshold (ET). Different numerical scena-
rios are stimulated, to finally propose strategies that help control of the insect D. citri.
The results suggest that it is feasible to implement control strategies without requiring
constant monitoring of pest density.

Keywords

Mathematical models, Ordinary differential equations, Partial differential equations,
Diaphorina citri, Tamarixia radiata, Integrated pest management.



Introduccion

Durante las Gltimas décadas, se ha investigado extensamente el empleo de herra-
mientas matematicas para desarrollar estrategias que mejoren la eficacia en el control
de plagas en los agroecosistemas. Se han formulado y se formulan constantemente nu-
merosos modelos matematicos que involucran las relaciones clasicas presa-depredador,
como por ejemplo en [24] y [36], y parasitoide-huésped, como por ejemplo en [32] y [27],
con el objetivo de analizar el comportamiento de las mas diversas poblaciones biolégicas
presentes en el ecosistema terrestre.

A través de los afios, el control de plagas ha estado principalmente centrado en el
uso de insecticidas, pero su uso constante e indiscriminado ha llevado a la resistencia de
mas de 500 especies de insectos en todo el mundo [5]. En consecuencia, los pesticidas
quimicos tienen malos resultados en el combate de plagas y causan dafios ecoldgicos,
como la reduccién de enemigos naturales de las plagas junto a residuos no deseados
en productos agricolas. Estos problemas son mas graves en paises en desarrollo por la
falta de regulacién y capacitacién adecuada para los agricultores. Debido a estos facto-
res, se ha buscado nuevos métodos de control, y el Manejo Integrado de Plagas (MIP)
ha surgido como una opcién cada vez mas popular entre agricultores, investigadores y
formuladores de politicas. EI MIP es una estrategia a largo plazo que puede combinar
biologia, quimica y técnicas de cultivo, con el objetivo de reducir las poblaciones de
plagas a niveles tolerables [38].

Cuando se modelan sistemas ecol6gicos, generalmente se comienza analizando la
evolucién temporal de las especies; sin embargo, es importante considerar cémo las es-
pecies se distribuyen en el espacio y cémo se mueven en ese entorno. Si solo se tiene
en cuenta la evolucién temporal, se esta asumiendo que el ambiente es homogéneo en
términos de distribucion espacial y en estos casos, se utilizan modelos con una dnica
variable independiente, que es el tiempo. Para tener en cuenta la distribucién espacial
de las especies, es necesario agregar otras variables independientes al modelo que repre-
sentan el espacio, lo que implica una diferencia en los resultados obtenidos en sistemas
donde se supone que la distribucion es homogénea. Es crucial incorporar una estructura
espacial en los modelos matematicos para el éxito del MIP [20]. Ademas, la distribucién
espacial de las poblaciones puede ser heterogénea, lo que implica que el control debe
adaptarse segin la ubicacién espacial [15].

Se especifica la estructura del trabajo, por capitulos. En el primer capitulo, se es-
tablecen las bases para comprender el contexto biolégico, las estrategias de MIP, asi
como los fundamentos matematicos y numéricos que se utilizaran a lo largo del trabajo.
En el segundo capitulo, se adentra en el estudio de un modelo basado en ecuaciones
diferenciales ordinarias desarrollado por Silveira en [11] (para el cual se realizé una mo-
dificacién en una de sus variables) que describe la evolucién temporal de las poblaciones
de la plaga D. citri y su enemigo natural T. radiata. La estrategia de MIP en el contexto
de este modelo, y del modelo del siguiente capitulo, se caracteriza por la incorporacién
de dos componentes cruciales: el control quimico mediante la aplicacién de pesticidas y
el control biolégico mediante la liberacién del parasitoide T. radiata. Con el objetivo de



obtener una mejor comprensién del comportamiento de este modelo con y sin MIP, se
realizan simulaciones numéricas utilizando el software Wolfram Mathematica. En el ter-
cer capitulo, se construye un modelo espacio-temporal basado en el modelo previamente
desarrollado en el capitulo anterior. Se presenta el modelo en su formulacién varacional
y se procede a implementar los métodos numéricos previamente descritos en el primer
capitulo. A continuacién, se desarrolla un algoritmo destinado a su implementacién en
MATLAB, lo que permite obtener una solucién numérica para dicho modelo con y sin
MIP. Finalmente, basandose en los resultados obtenidos, se formulan las conclusiones y
se realiza una discusién general.



1. Preliminares

1.1. Conceptos Biologicos

Se definen los conceptos biolégicos relacionados a los dos organismos que intervienen
en la dindmica poblacional que se estudiara.

Diaphorina citri

Cominmente conocida como psilido asiatico de los citricos, es una pequeiia plaga
insectil que afecta a los citricos. A continuacién se definen algunos conceptos biolégicos
de este insecto:

= Taxonomia: D. citri pertenece al orden Hemiptera y la familia Liviidae [2].
Es un insecto hemiptero, lo que significa que tiene piezas bucales perforadoras-
chupadoras para alimentarse de los tejidos vegetales de las plantas.

—ow—y

Figura 1: D. citri adulta.

» Ciclo de vida: Este se divide en 3 etapas [18]:

e Huevo: Las hembras adultas de D. citri colocan los huevos tnicamente en
las puntas de los brotes en crecimiento y en las yemas axilares, estos son de
forma alargada y se asemejan a almendras, tienen un color palido que luego
se vuelve amarillo y finalmente anaranjado justo antes de eclosionar.

e Ninfas: D. citri atraviesa cinco instares ninfales, en el primer instar, las ninfas
miden 0.25 mm de longitud, mientras que en el quinto instar alcanzan 1.5 a
1.7 mm. Su cuerpo suele ser de color anaranjado amarillento con manchas
abdominales, y los esbozos alares (alas en formacién) comienzan a aparecer
a partir del segundo estadio ninfal [29]. Las ninfas de D. citri se alimentan
Gnicamente de brotes en crecimiento y tienden a vivir en grupos.

e Adulto: Recién emergidos presentan el cuerpo de color blanquecino, tornan-
dose posteriormente de color grisaceo. Los adultos de D. citri son insectos
diminutos, miden entre 3 y 4 mm de longitud. Tienen una cabeza de tono
marrén claro y patas de color marrén grisaceo. Las alas son transparentes



con manchas blancas y marrén claro. Los ojos son de un tono marrén oscuro.
Durante la alimentacién, los adultos tocan la superficie de la planta con la
cabeza mientras mantienen el cuerpo inclinado en un angulo de aproxima-
damente 45 grados respecto a la horizontal (ver Figura 1). Ademas, pueden
volar o saltar cortas distancias cuando se los molesta.

La duracién total del ciclo de vida (ver Figura 2), desde la etapa de huevo hasta
la fase adulta, puede durar entre 15 y 47 dias. Una vez alcanzada la etapa adulta,
la esperanza de vida es de aproximadamente dos meses. En promedio, una hembra
de D. citri puede poner mas de 800 huevos durante su vida.

Ninfa 1 Ninfa 2

Ninfa 3

Ninfa 4

Ninfa 5

Figura 2: Ciclo de vida de D. citri.

= Alimentacién: D. citri se alimenta exclusivamente de la savia de las plantas de
citricos [30]. Sus poblaciones tienden a concentrarse en los nuevos brotes y hojas
tiernas de los arboles. La alimentacién prolongada por parte de estos insectos puede
debilitar a la planta y afectar su crecimiento y rendimiento.

» Habitat y distribucién: Esta plaga es originaria de Asia y se ha diseminado a
muchas partes del mundo, incluyendo América del Norte y del Sur. Se encuentra
principalmente en regiones donde se cultivan citricos.

» Daiios a los citricos: D. citri es un vector primario de la bacteria Candidatus
Liberibacter, uno de los organismos causales de la enfermedad Huanglongbing
(HLB) o dragén amarillo (ver Figura 3). Esta enfermedad puede ser devastadora
para los cultivos de citricos, ya que provoca la muerte de los arboles y reduce
significativamente la produccién de frutas [8].



Figura 3: Enfermedad HLB.

s Control: El control de D. citri y la prevencién de la propagacion de HLB son
desafios importantes en la industria de los citricos. Se utilizan diferentes métodos
de manejo, como la aplicacién de insecticidas, la eliminacién de arboles infecta-
dos, la cuarentena de areas afectadas y la investigacion de variedades de citricos
resistentes al HLB.

» Importancia econémica: D. citri y la enfermedad que transmite, HLB, repre-
sentan una amenaza significativa para la produccién de citricos en todo el mundo,
lo que tiene un impacto econémico importante en la industria agricola [1].

D. citri es mas activo y prolifico en climas calidos y hiumedos. Las temperaturas
6ptimas para su desarrollo suelen estar entre los 25°C y 28°C [6]. Sin embargo, este
insecto puede sobrevivir en una amplia gama de temperaturas.

Tamarixia radiata

Es una pequefia avispa parasitoide que desempefia un papel importante en el control
biolégico de D. citri [9]. A continuacién se definen conceptos biolégicos de este insecto:

» Taxonomia: T. radiata pertenece al orden Hymenoptera y la familia Eulophidae
[17]. Estas avispas son pequefias, generalmente de menos de 0.92 a 1.04 mm de
longitud, y son conocidas por ser parasitoides de las ninfas de D. citri.



Figura 4: T. radiata adulta.

» Ciclo de vida: T. radiata completa su ciclo de vida en cuatro etapas principales:
huevo, larva, pupa y adulto [25]. La hembra adulta (ver Figura 4) busca las ninfas
de D. citri para poner sus huevos en ellas. Una vez que los huevos eclosionan, las
larvas de T. radiata se desarrollan dentro de la ninfa huésped, consumiéndola en
el proceso.

» Habitat y distribuciéon: T. radiata se encuentra en regiones donde D. citri y los
citricos son comunes, como partes de Asia, América del Norte y del Sur.

= Control biolégico: T. radiata es un ejemplo de control biolégico utilizado en la
agricultura para reducir la poblacién de D. citri, lo que a su vez ayuda a prevenir
la propagacién de la enfermedad HLB [35]. Esta estrategia de manejo es preferida
sobre el uso de insecticidas porque es mas amigable con el medio ambiente y puede
contribuir a la preservacién de los cultivos de citricos.

Las hembras adultas de T. radiata se alimentan de las ninfas de D. citri en sus dos
primeros instares y parasita a las ninfas en tercer, cuarto y quinto instar [37]. Una sola
hembra de T. radiata tiene la capacidad de eliminar mas de 500 ninfas de D. citri en
toda su vida [10].

Manejo Integrado de Plagas (MIP)

Es una estrategia de gestion que utiliza una combinaciéon de métodos y técnicas di-
versas para minimizar el impacto de las plagas en la agricultura [14]. El MIP se desarrollé
en respuesta a las limitaciones y desafios de depender exclusivamente de pesticidas qui-
micos para el control de plagas. A continuacién se presentan los principios y conceptos

clave del MIP:

= Diversificacion de métodos: El MIP utiliza una variedad de métodos de control
de plagas en lugar de depender Gnicamente de pesticidas quimicos. Esto incluye el
uso de enemigos naturales (depredadores, parasitoides), practicas culturales (rota-
cién de cultivos, seleccion de variedades resistentes), control biolégico, trampas,
barreras fisicas y técnicas de manejo ambiental.



= Monitoreo y toma de decisiones basada en datos: Se lleva a cabo un
monitoreo constante de las poblaciones de plagas y sus enemigos naturales [4].
Con base en estos datos, se toman decisiones informadas sobre cuando y cémo
intervenir.

= Umbral econémico: El MIP establece umbrales econémicos, es decir, niveles
de poblacién de plagas que, si se superan, justifican la aplicacién de medidas de
control [21]. Antes de alcanzar estos umbrales, se pueden tolerar poblaciones de
plagas en ciertos niveles sin que causen dafios significativos.

1.2. Conceptos Matematicos

Los principales conceptos matematicos que se requieren para el entendimiento del
trabajo se describen a continuacién:
Sistema auténomo de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO)

Es un conjunto de ecuaciones en las que las tasas de cambio de las variables dependen
solo de las propias variables y no de una variable independiente, como el tiempo. Estos
sistemas (como (1)), son atiles para modelar sistemas dinamicos cuyos cambios dependen
anicamente de las interacciones internas de las variables y no de factores externos como
el tiempo o el espacio.

Equilibrio o punto estacionario

Dado un sistema auténomo de ecuaciones diferenciales ordinarias

dX1
E = fl(xlu-xZu"'uxi’l)u
dx2
W = f2<xlax23”'7~xn>7 (1)
dx,
dt = fn(xlv-xZa“'axn)v
un punto (x,x3,---,x;) es un equilibrio si y solo si:
A (XT,X; 7x:) = 0,
f2 (XT,X;, ,X::) - 07
fa (X1, x5, ,x0) = 0.

En un equilibrio, las derivadas de todas las variables con respecto al tiempo son nulas,
lo que implica que el sistema se encuentra en un estado estacionario. La comprensién de
los equilibrios es esencial para el estudio de la estabilidad y la evolucién de los sistemas
a lo largo del tiempo.



Estabilidad local de un punto de equilibrio

Se refiere al comportamiento de las soluciones de un sistema auténomo de ecua-
ciones diferenciales, cuando estan cerca de un punto de equilibrio. En otras palabras,
se investiga si las pequefias perturbaciones alrededor del punto de equilibrio tienden a
alejarse de él, permanecer cerca o converger nuevamente hacia él con el tiempo [13].

La determinacién de la estabilidad local generalmente se realiza a través del analisis
de los autovalores de la matriz Jacobiana del sistema evaluada en el punto de equilibrio.
Si todos los autovalores tienen partes reales negativas, el punto de equilibrio es estable.
Si al menos un autovalor tiene parte real positiva, el punto de equilibrio es inestable. Los
detalles acerca de este resultado pueden ser consultado en [7] y [33].

Criterio de Routh-Hurwitz

Criterio que permite determinar la estabilidad local de un sistema y se define de la
siguiente forma de acuerdo con [26].

Se considera el polinomio de grado n con coeficientes constantes reales:

AT+ a A" Lt ap A +ay, 2)

se definen las n matrices de Hurwitz utilizando los coeficientes del polinomio caracteris-
tico (2):

a1 a 1 0
H=(a ), H2=<1 )7 Hy=| a3 ao ay |,...

B @ as a4 as
ap 1 0 0 --- 0
az a a; 1 -+ 0
H,=| a5 a1 a3 a 0 7
O 0 0 0 - ay

donde a; = 0'si j > n. Todas las raices del polinomio (2) son negativas o tienen parte real
negativa si y solo si los determinantes de todas las matrices de Hurwitz son positivos:

Det(Hj)>0 j=1,...,n.

Una condicién necesaria pero no suficiente para que las raices del polinomio (2) sean
negativas o tengan parte real negativa, es que todos los coeficientes sean estrictamente
positivos. El criterio de Routh-Hurwitz para polinomios hasta grado 5 se da en la Tabla 1
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n Signos de coeficientes Condiciones adicionales

2 a;>0,a,>0 -
3 a1>0,a2>0,a3>0 ajaz > ajz
4 a;1>0,ap>0,a3>0,a4 >0 aiaras >a%+a%a4
5 a;>0,a,>0,a3>0,a4 >0, ayaas > a% +a%a4,
as >0 (aya4 —as) (a1a2a3 — a% — a%a4) > as (ajay — a3)2 + alag

Tabla 1: Criterios de Routh-Hurwitz.

Sistema de ecuaciones diferenciales parciales (EDP)

Es un conjunto de ecuaciones que describen cémo cambian las funciones de va-
rias variables con respecto a una variable ¢ que representa el tiempo y a unas variables
X1,X2,...,X, que representan las coordenadas espaciales. Estas ecuaciones se utilizan
para modelar una amplia variedad de fenémenos fisicos y naturales. Resolver un sistema
de EDP implica encontrar las funciones que satisfacen todas las ecuaciones simultanea-
mente y suele requerir técnicas avanzadas de analisis y calculo.

Se considera el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales de las funciones

incognitas uj,uy,...,uy respecto a las variables independientes #,x1,x7,...x,:
"iu; ou;
j
= fil t,x1,. .., Xn,U1,... UuN,... 3)
. l 9 9 Padd (3] ) 9 9 I
ot 5;%@)’5} ol

n

donde ko + ki +---+k, =k <nj, ko <nj, i,j=1,2,...,N.

Como se ve de las ecuaciones anteriores, para cada una de las funciones incégnitas
u; existe un orden superior n; de las derivadas de esta funcién que figuran en el sistema
considerado. La variable independiente ¢ juega un papel especial entre las variables ya
que, en primer lugar, entre las derivadas de orden superior n; de cada funcién u; que
aparecen en el sistema dado, debe estar contenida la derivada a(;t',,'f’ y, ademas, el sistema
esta resuelto a estas derivadas. El nimero de ecuaciones es igual al namero de funciones

incoégnitas [34].

1.3. Conceptos Numéricos

Para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales parciales se hace uso de herra-
mientas numéricas bien conocidas y utilizadas, gracias a sus buenas propiedades de
convergencia [22], como son el Método de Elementos Finitos, el Método de Crank Ni-
colson y un esquema del tipo predictor corrector para resolver sistemas que involucran
no linealidades. Aqui se proporciona una descripcién general de cada uno de ellos:

11



Método de Elementos Finitos (MEF)

El MEF se utiliza para discretizar el dominio espacial del problema, subdividiéndolo
en elementos finitos, que son pequefias regiones o subdominios. El sistema de EDP se
convierte en un sistema de EDO en la variable tiempo, mediante la aproximacién de las
derivadas espaciales.

Método de Diferencias Finitas (Crank Nicolson)

El Método de Crank-Nicolson es un método numérico para discretizar el tiempo en
problemas de EDP. Permite una discretizaciéon en pasos de tiempo finito y se basa en
un promedio de los valores en los niveles de tiempo anterior y posterior. En el contexto
del problema, se aplica este método para reducir el sistema de EDO a un sistema de
ecuaciones algebraicas, cuya solucién aproxima la solucién del sistema de EDP inicial.

Esquema Predictor-Corrector

Este esquema se utiliza para abordar no linealidades. se divide el proceso de avance
en el tiempo en dos etapas:

= Prediccién: Se realiza una estimacion inicial de las variables desconocidas utilizan-
do las soluciones obtenidas en el paso anterior o algin otro método de prediccion.

s Correccién: Se refinan las estimaciones utilizando las no linealidades presentes
en el sistema. Esto puede requerir iteraciones hasta converger a una solucién sa-
tisfactoria.

12



2. Modelo de la dinamica temporal

Se estudia un modelo en EDO para describir la evolucién temporal de las poblaciones
de D. citri y su enemigo natural T. radiata. Después de obtener los puntos de equilibrio
de este modelo, se deducen las condiciones locales de estabilidad del sistema. Luego se
incorpora una estrategia de MIP al modelo, que consiste en la aplicacién de insecticida
y liberacién de T. radiata. Se llevan a cabo simulaciones graficas mediante el uso del
software Wolfram Mathematica y posteriormente se analizan los resultados.

2.1. Formulacion y descripcion del sistema

El modelo considera tres etapas de desarrollo para D. citri, cuyas densidades pobla-
cionales estan representadas respectivamente por: N (¢) ninfas en el primero y segundo
instar, N>(¢) ninfas en tercer, cuarto y quinto instar, y F (t) hembras adultas. Para su
enemigo natural T. radiata solo se considera la etapa adulta con densidad poblacional
P (t) que depreda y parasita respectivamente a N (¢) y N, (7).

El sistema que describe la dinamica poblacional natural de las dos especies es:

dN N; + N ‘N P
L xF(l— 1 2>_(GN1+.UN1)N1_ YIV1

dt K 1+ @N;’

—= = oNNi—(On, + Uny) Ny — ——— 4
= N N1 — (On, + Un, ) N2 5 BN, “4)
ar = on, IV, F

7 YON, N2 — UF I,

dP wYN P 0eN>P

., = —‘U,PP,

dt 1+¢N  1+BMN,

donde:
% (1 — ]\%) es la tasa de oviposicion.

= Oy, Y On, son las tasas per capita de transicién.

= es la proporcién de hembras adultas.

0 11%% es la tasa a la cual se depreda una presa N;, donde el predador invierte un
tiempo ¢.
0 % es la tasa a la cual el hospedero N, es parasitado, donde el parasitoide

invierte un tiempo f3.

= @y 0 son los factores de conversion de presas para predador y de hospederos para
parasitoide respectivamente.

" Un,, UN,, UF, Up son las tasas de mortalidad per capita de cada poblacion.
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2.2. Puntos de equilibrio

El sistema (4) tiene tres puntos de equilibrio:
El punto de equilibrio trivial, que corresponde a la extincién de todas las poblaciones:

EO = (0707070) )

El punto de equilibrio que corresponde a la extincién de la poblacién depredador-
parasitoide y la persistencia de las poblaciones de plagas:

E; = (l’l%,l’l%,fl,()),
donde

1 K(GN2 + “Nz)q
On, GNQXW<GN1 + ON, + .uNz) ’

I Kq
n, = , 5)
on, X Y (On, + On, + Un,)

1 Kq
.uFX(GNl + 0N, + uuNz) ’

con g = On, On, X9 — (On, + Uy, ) (On, + U, ) Ur, el cual se puede expresar de la siguiente
forma:

q= MF(GNl + “N1>(GN2 + “N2> (RO - 1) ) (6)

donde

ON,ON, XV
.uF(O-Nl + .uNl)(o-Nz + .uNz) ’

Ry = (7N

Ry se interpreta como el umbral de supervivencia.

Y el punto de equilibrio donde persisten todas las poblaciones
E; = (nfanivf*ap*)v

el cual no es calculado en este trabajo debido a su complejidad.
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2.3. Estabilidad local

El analisis de la estabilidad local de cada uno de estos puntos de equilibrio se basa
en las raices A de la ecuacién caracteristica

Det(J(E;) — AI) =0, )

donde J(E;), i =0,1,2, es la matriz jacobina del sistema evaluada en el punto de equi-
librio E; e I es la matriz identidad. El equilibrio es estable si, y sélo si, todas las raices
de la ecuacién caracteristica tienen parte real negativa [7] [33].

La matriz jacobina J asociada al sistema (4) es la siguiente:

Fx yP YN P9 Fx Ny +N, N
_GN‘_“N‘_T_W_(I—I{WV K A 2) “TN
_ _ _ _Pe BN, Pe _ N
J= om ONy =M, ~ By 71 + B, +1)2 0 BN, +1
0 OoN, ¥ —Uur
YP® YN Po¢d 0Pe _ BON,Pe _ ONre YN ®
Mo+T — (WNio+1)2 BN T~ (BN, +1)2 0 Hp+ g1 T WigtT

Se evalta Ej en la matriz jacobiana J y se obtiene lo siguiente:

—ON, — Uy, 0 X 0
OpN, —OpN, — UN 0 0
J(Ey) = ! 2 EN : 9
( 0) 0 oN, ¥ —lUF 0 ( )
0 0 0 —Up

luego se evalta Ey en la ecuacién (8) y se obtiene:

(.uP + l)((.uF + A’)(GNl + UNy + l)(GNz + UN, +A) — On, GNzXW) = 0, (10)

para que esta expresién sea cero
A= —up oo (D)

(ur +A) (0N, + Un, + A)(ON, + Uy, +A) —ONn Ony XYW = 0. (12)

Se expande (12) y se llega a la siguiente ecuacién:

ON, ON, UF + ON, ON, A — ON, ON, X W + ON, U, UF + ON, v, A
+GN1fNF)L + Gle'z + HUN, ON, UF + Uy GNZA’ + Uny Uny, U + Un, .u*NQA’
+Un, uFl + ,LLNIAZ + GNZ‘LLFA + GNZAZ + ,LLN2,LLF1 + ,LLNle + ,UFAZ + A3=0 (13)
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se ordenan términos y se obtiene el polinomio:

WA+l +33 = 0, (14)
donde
x1 = Opn +;uN1 +GN2+.LLN2+.“F7 (15)
#y = ON,ON, + ON N, + ON UF + 1Ny ON, + 1y UN, + 1Ny U + ON, UF
+UN, UF (16)
73 = ONHUN,UF — ON,ON, X Y + ON, UN, UF + UN, ON, UF + HUN, UN, HF (17)

ademas se tiene que

s 1
' ”; sy | = (O N+ HE)(ON, + iy + HF) (O, + i, + O, + i)
+6N16N2XIV‘ (18)
»ny, ¥, Y s son positivos, para que el polinomio (14) satisfaga las condi-

ciones del Criterio de Routh-Hurwitz sz3 tiene que ser positivo, esto sucede si Ry < 1.

Se concluye que Ej es biol6gicamente viable para cualquier eleccién de parametros
positivos del sistema y es localmente estable si Ry < 1.

Ahora para analizar la estabilidad local del punto de equilibrio E;, se calcula la
ecuacion (8) evaluada en E; y se obtiene lo siguiente:

XY =0, (19)
donde
X = Kq < be + YOJ(O'NZ + .uNz) >
oN, XY (0N, + On, + In,) + BKqg — On, 0N, XY (ON, + ON, + Un,) + Kqd (0N, + Un,)
—up—A (20)
y
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(.LLF + A)((61\/2 + UN, + )L)(NF(GM + UN1 ""A)(Gf\ﬁ + On, +uN2) +CI) + Gqu)

Yy — _
Ur(ON, + ON, + Un,)

+TON,ON XV — ¢ (21)
De la expresion (20) se concluye que si X = 0, entonces

2= Kq ( oe n Yw(o-Nz +.ui\’z) ) — up
on, X W(ON, +c+un,) +BKg  on,On, X W(ON, + ON, + Un,) + Kq@ (O, + Un,)

esta raiz es negativa si Ry < 1, donde:

_Kq be Yo (oN, + Uy, )

R = + .(22)
: Up (GNlel/(GM +GN2 +.uN2) +ﬁKq GN1GN2%W(GN1 +GN2 +“N2)+KCI¢(GN2 +.LLN2)>

De la expresion (21) si ¥ = 0, se organizan términos y se obtiene el siguiente polino-
mio:

V+oA?+ oA+ @3 =0, (23)
donde
q

o = + on, + + oy, + + UF, 24
1 1 (O & Oy + i) N, T Un, + 0N, + UN, + U (24)

@y = WPr(ON, + Un, + ON, + 1N,) + (0N, + Ly ) (ON, + U, ) + uiF
9 , (25)

On, + On, + Un,

;3 = q, (26)

ademas se tiene que

@ 1 q(pn, +2(0w, + b, + 1r)) 2 2)
= 2 3 oN, + + Up
‘ o o ‘ On, < 7 (G, + O, + i) +2uy, (On, + Un, + 1r) +3ur (0N, + Un, ) + (On, + Un, )~ + i
q

2q(on, + +
iy q(oN, + 1w, + HF)
.uF(GNl +0n, +l1N2)

+ on, + + Up
ﬂF(GN1+GN2+“N2) Ny T HN: lh‘)

+ 3/41"(0-N2 + “Nz) + (GNz Jr/*l/\’z)z + :ul%> + 61%/1 <

(17 (On, + 1y, ) (O, + 0w, + v,) + ) (UE (O, + O, + i, ) (O, + i, + UF) + q(Ow, + O, + M, + HrF))
I"sz'(GNl + 0N, +“Nz)2

+ + U, (on, + b, +F). (27)
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El punto de equilibrio E; es biolégicamente viable si Ry > 1, lo que implica que ¢ > 0.
Q)]

w3 W
condiciones del Criterio de Routh-Hurwitz. Se concluye que E; es localmente estable si
R < 1.

Luego, @y, @, @3 y ‘ son positivos, por tanto el polinomio (23) satisface las

Aunque el punto de equilibrio E» no fue calculado, en las simulaciones se percibe que
es biolégicamente viable si Ry > 1y R > 1.

2.4. Simulacion sin MIP

Se emplea el software Wolfram Mathematica en el sistema (4), para llevar a cabo
simulaciones graficas con el objetivo de analizar el comportamiento en el tiempo de las
poblaciones de D. citri y T. radiata. Los valores para los parametros se detallan en el
Tabla 2, es importante sefialar que tanto estos valores como las condiciones iniciales
derivan del trabajo de Silveira [11]. Estas simulaciones graficas abarcan varios escenarios
distintos: en primer lugar, el comportamiento de D. citri en ausencia de T. radiata, y en
segundo lugar, el comportamiento de D. citri en coexistencia con T. radiata.

Parametro Valor Descripcion
X 2.1 Numero de huevos por hembra de F.
K 21y5 Capacidad de carga del sistema.
ON, 0.18 Tasa de transicion de Ni a N».
Un, 0.01 Tasa de mortalidad de N;.
Y 0.3 Tasa de predacion de P a Nj.
() 1 Tiempo invertido en la predacion de P a Nj.
On, 0.1 Tasa de transicion de N, a F'.
N, 0.01 Tasa de mortalidad de N5.
€ 0.15 Tasa de parasitismo de P a N.
B 1 Tiempo invertido en parasitar P a N,.
v 2 Tasa de aumento de F.
UF 0.3 Tasa de mortalidad de F.
O] 1.88 Tasa con la que aumenta P respecto a Nj.
0 2 Tasa con la que aumenta P respecto a N;.
Hp 0.41 Tasa de mortalidad de P.

Tabla 2: Valores de los pardmetros para el sistema (4).

Escenario 1: D. citri en ausencia de 7. radiata

En este escenario, se considera exclusivamente la poblacién de D. citri, sin la influen-
cia de T. radiata u otros factores externos relevantes. El objetivo principal es observar
cémo evoluciona la poblacién de D. citri a lo largo del tiempo en condiciones aisladas.
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En la Figura 5 las poblaciones N| y N, tienden a disminuir, evolucionando hacia un
equilibrio asintético constante, que esta definido de acuerdo con la capacidad de carga.
Se puede observar un incremento en la poblacién F estabilizandose también a lo largo del
tiempo. Aumentando la capacidad de carga K, se observa en la Figura 6 que todas las
poblaciones de D. citri crecen, evolucionando hacia un equilibrio asintético constante.

2.0

2 — N

2 1ol 2(1)

s [\ — F()

g 05 — P(r)
20 40 60 80 100

tiempo

Figura 5: Densidades poblacionales del sistema (4). Considerando la dindmica na-
tural de D. citri en ausencia de T. radiata en el tiempo, K = 2.1, condicién inicial
(NY,ND,FO PY) = (1.1,2,0.5,0), Ry = 12.0574 y Ry = 0.979092.

Ny

— N(®)

— F(t)

Densidad poblacional

—_— P(})

20 40 60 80 100
tiempo
Figura 6: Densidades poblacionales del sistema (4). Considerando la dindmica na-

tural de D. citri en ausencia de T. radiata en el tiempo, K = 5, condicién inicial
(N,ND,FO,P%) = (1.1,2,0.5,0), Ry = 12.0574 y Ry = 1.41489.

Escenario 2: D. citri en presencia de 7. radiata

En este escenario, se incorpora la interaccién entre D. citri y T. radiata mediante una
pequefia cantidad en la condicién inicial (Py = 0.75). Aqui, el objetivo es analizar cémo
las dos poblaciones coexisten y cémo se afectan mutuamente en un entorno compartido.
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Comparando la Figura 7 con la Figura 5, se observa que la inclusién de una poblacion
inicial de T. radiata afecta un poco el equilibrio de las poblaciones de D. citri. Note que T.
radiata persiste a lo largo de cierto tiempo con tendencia a desaparecer. Aumentando la
capacidad de carga K, respecto a la Figura 6 se observa en la Figura 8 un comportamiento
oscilatorio con amplitud cada vez menor en cada una de las poblaciones, las cuales a lo
largo del tiempo se estabilizan hacia un equilibrio asintético constante.

2.0
£ 15 N;(2)
g — No(1)
2 1 — F()
= — P())
0.5
20 40 80 80 100

tiempo

Figura 7: Densidades poblacionales del sistema (4). Considerando la dindmi-
ca natural de D. citri y T. radiata en el tiempo, K = 2.1, condicién inicial
(NY,N9,FO,P%) = (1.1,2,0.5,0.75), Ry = 12.0574 y Ry = 0.979092.

S
_o4f
2 Ni(@®
= 3
g L — N(®)
2 [
S | — — F(1)
£ 2
a — P(D)

0 100 200

300 400
tiempo

500 600 700

Figura 8: Densidades poblacionales del sistema (4). Considerando la dina-
mica natural de D. citri y T. radiata en el tiempo, K = 5, condicioén inicial
(NY,ND,FO,P%) = (1.1,2,0.5,0.75), Ry = 12.0574 y Ry = 1.41489.

Estas simulaciones graficas se han llevado a cabo con el propésito de arrojar luz sobre
el comportamiento temporal de las poblaciones de D. citri, tanto en situaciones aisladas
como en presencia de T. radiata. Este enfoque permite obtener una visién completa
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de las dinamicas poblacionales y las posibles relaciones entre estas dos especies, lo que
resultara valioso para el analisis y comprensién del sistema estudiado.

2.5. Incorporacion de MIP

La metodologia propuesta para el MIP se basa en una estrategia que combina dos
acciones humanas: la aplicacién de insecticida y la liberacién controlada de enemigos
naturales en una cantidad especifica. Estas medidas se ejecutan Gnicamente cuando la
densidad poblacional de hembras adultas de la plaga excede un Umbral Econémico (UE),
en la agricultura este umbral determina el punto en el que los costos de control de la
plaga son iguales a los beneficios obtenidos al prevenir los dafios causados por la misma.
Bajo este enfoque, se asume que el insecticida afecta de manera uniforme a todos los
organismos implicados en el MIP propuesto.

Para D. citri no existe un nivel de control aceptable ya que, ademas de alimentarse
de las plantas, D. citri es vector de una enfermedad, por lo que el nivel de control adop-
tado es nulo, es decir, en presencia de una planta infestada, se debe de llevar a cabo
el control. Sin embargo, en la practica esto puede llegar a ser extremadamente costoso
para el agricultor.

El sistema que describe la incorporacién del MIP queda descrito de la siguiente forma:

= Mientras la poblacién de hembras F este por debajo del UE. El sistema que describe
la dinamica poblacional de D. citri y T. radiata en el tiempo es (4).

= En el momento en que la densidad poblacional de hembras F supera el UE, la
intervencién humana implica la aplicacién de insecticida (6.) y la liberacién de
hembras adultas de T. radiata (p). Se asume que todas las poblaciones disminuyen
a unatasade o, =1— % y a su vez la poblacién P aumenta a una tasa p, esto
es

Ni(7) = (1-8)Mi(1),

M () = (1-8)M(), (28)
F(t+) = (1=6,)F (1),

P(t")

= (1=8)P(1) +p,

donde Ny (%), N, (t%), F (t7), P(¢™) son las densidades poblacionales en el ins-
tante en que la estrategia de control es aplicada.

La intervencion anterior se repetird cada vez que la densidad poblacional de D.
citri adulta alcance el UE.
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Escenario 3: D. citri con MIP

Se proporcionan ejemplos ilustrativos de la aplicacién de MIP, para ello se usaron los
mismos parametros y condiciones iniciales que se usaron en la Figura 8. Para incorporar
MIP, debemos establecer un UE y una cantidad p de T. radiata a liberar.

La Figura 9 nos muestra el comportamiento de las poblaciones para un UE = 0.3.
Si p =2 la densidad total de insectos de T. radiata liberados es de 26 en un tiempo
T =200. El valor de 8. = 0.032 sefiala que en la ultima instancia de aplicacién se requirié
una cantidad adecuada de pesticida para erradicar al menos el 3.2% de la poblacién de
D. citri. Aumentando el UE a 0.5 y usando el mismo p =2 de la Figura 9, en la Figura 10
se ilustra el comportamiento de las poblaciones, liberando una densidad total de insectos
de T. radiata de 12. En esta situacién especifica, en la ultima aplicacién se utilizé la
cantidad apropiada de pesticida para eliminar al menos el 1.9% de la poblacién de D.
citri. Se puede apreciar la variacién del periodo de liberacién en este caso.

5t
al
5 I Ni(H)
g I
Z 3t
= - MO
-
3 | — FQ)
25
2 A — P()
N,
or 50 100 150 200

tiempo
Figura 9: Densidades poblacionales del sistema (4). Considerando MIP, K = 5,

UE = 0.3, p = 2, condicién inicial (N},N9,F° P%) = (1.1,2,0.5,0.75), Ry =
12.0574 y Ry = 1.41489.
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— M®

- F(1)

— P)

Densidad poblacional
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tiempo

Figura 10: Densidades poblacionales del sistema (4). Considerando MIP, K = 5,
UE =5, p =2 p =2, condici6n inicial (N),N3,F° P°) = (1.1,2,0.5,0.75), Ry =
12.0574 y R| = 1.41489.

2.6. Conclusion

La estrategia de MIP propuesta, demostré ser eficiente en las simulaciones, man-
teniendo la poblacién de plagas en niveles tolerables en todos los casos analizados. La
aplicacion de MIP se vuelve periddica, esto es muy importante desde el punto de vista
de la aplicacién concreta de esta estrategia, ya que, en estos casos, después de cierto
tiempo, el productor ya no necesita medir la poblacién de plagas antes de aplicar las
técnicas de control. Las simulaciones nos muestran que, para aumentar este periodo de
aplicacién en el modelo temporal es necesario aumentar el umbral econémico.
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3. Modelo de la dinamica espacio-temporal

Se estudia un modelo en EDP que describe la evolucién espacio temporal de las
poblaciones de D. citri y su enemigo natural T. radiata. Se transforma el modelo a su
forma variacional y luego se procede a aproximar su solucién de manera numérica. Luego,
se desarrolla un algoritmo especifico destinado a su implementacién en MATLAB, se
hacen simulaciones en varios escenarios y finalmente presentamos nuestras conclusiones.

3.1. Formulacion y descripcion del sistema

A partir del modelo descrito en (4), se construye el modelo espacio temporal. Los
componentes espaciales correspondientes a los términos de dispersién y adveccién (o mi-
gracion) estan presentes solo para D. citri adulta 'y T. radiata. Esto se debe al supuesto
de que las ninfas de D. citri permanecen en los brotes de los citricos sin desplazarse.

Otros supuestos adicionales relacionados con el desplazamiento, el comportamiento
y el control de D. citri y T. radiata son los siguientes: Se supone que D. citri y T.
radiata se mueven aleatoriamente en cualquier direccién, esto conduce a una ecuacién
de difusién que tiene en cuenta la caminata aleatoria correlacionada o no con otros fac-
tores, como por ejemplo la heterogeneidad del paisaje, lo cual serda modelado mediante
los coeficientes de dispersién representados por las constantes op y o para D. citri y
T. radiata respectivamente. Ademas, cuando D. citri y T. radiata son estimulados por
atrayentes o cuando son desplazados por el viento o otros factores ambientales, se des-
plazan preferentemente en determinadas direcciones, en estos casos, se debe incorporar
términos de adveccién para simular esta dinamica, que se explicita mediante el vector
constante W = (@, ®,), que en este caso representa los campos de velocidades relacio-
nados con el movimiento migratorio, que pueden depender o no del espacio.

El modelo con dinamica espacio-temporal es el siguiente:

ON; N1+ N, YN P
— = yF|(1- — Ny ———

o X ( X ) (Ow, + Hny) N 11N,
8N2 ENLP
— = Ni — Ny— ——— 29
o on, N1 — (o, + Un,) Na A (29)
oF

E = (XDAF -V (WF) + II/GNQNZ — ,UFF,

oP @YNP  6eN,P

— = oarAP—-V (WP —

ot g ( )+1—|—(])N1+1+ﬁN2 Het;

definido en el dominio Q = Q x (0,7], donde Q = (0,1) x (0,1).

Con condiciones de frontera tipo Neuman homogéneas, definidas para todo (x,y) €
0Q, donde 0Q es la frontera de Q y 1 es el vector normal unitario externo sobre 0Q,
esto es
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0Ny  ON> B oF OP B

on o o on 0
y las condiciones iniciales

Ni(0,X) = Ni(X)=0,

N> (0,X) Nao (X) =0,

F(0,X) Fy(X) =0, (31)

P(0,X) = Ry(X)=0,

definidas para todo X = (x,y) € Q, donde Q es un dominio abierto acotado de R2 cuya
frontera 0Q es de clase C? casi en todas partes.

3.2. Formulacion variacional

Es necesario transformar el sistema (29) dado en su formulacién fuerte, en la for-
mulacién débil o variacional esto con el fin de aplicar los métodos numeéricos. Para ello
se utilizan las condiciones de contorno (30), y se debe prestar especial atencién a los
espacios en los que se desarrollara la forma débil.

El espacio de funciones de prueba se define como

vowl@-{veon ) Ser@ys @l e
con % el espacio definido por
ou
= {uet'@: 50, (33)

aqui H! es un espacio de Sobolev de orden 1 y L? es un espacio funcional cuadrado
integrable con integracion en el sentido de Lebesgue. Ademas, las inclusiones

HY Q) cw c¥v cL*(Q),
donde HO1 es un espacio de Sobolev con soporte compacto.

Se definen los productos internos de los espacios anteriores, de la siguiente manera:

(V)20 = Lzuvdu y (34)
ou 0v ou 0v
ey = Wret(F5), (515).. O
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Para obtener la formulacién débil, se fija r y cada término de las ecuaciones del sistema
(29) se multiplica por una funcién de prueba ve 7. Luego se realiza la integracién en
el sentido de Lebesgue y usando la notacién de producto interior (34), donde para
simplificar la escritura del problema variacional se denota (u|v);2(q) como (u|v) y se
obtiene lo siguiente:

(S0 + (o + ) (i) =
2 )= (Pm) £ (raely) -y (720,

(v + (o + ) ) =

N> P
GNl (N1|V) — & (1 +BN2 |V) R (36)
oF OF oF
<E|v) —op (AF|v) + up (F|v) + o (Eh}) + (8_y|v) =
Yo, (M2|v),

oP oP OoP
(E’V) —or (AP|v) + up (P|v) + o <a|v> ) <6_y|v) =
NP NoP
wY(l T ON, ‘V) e (1 +ﬁN2’v> ’

donde w; y @, son las componentes del vector constante W = (@, @), por lo tanto:

ou ou
(WVU|v) = o <E’V) + (a—y]v)

En el término que involucra el laplaciano, se aplica la identidad Green de la siguiente
forma:

Sea U =U (t,x,y) = (N1,N2,F,P) y v=v(x,y), entonces :

— Oy (AU| ) = 0Oy (VUHVV Q OCU<—|V> R 37
0Q

oy (VU||Vv)q,

el segundo término del lado derecho de (37) es igual a cero debido a las condiciones de
frontera (30).
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Por lo tanto, la formulacién variacional del sistema queda de la siguiente forma:

() + Com + a) il) -
2= (i) (Pe) (g )

(Z2) + (o + ) () =

N> P
o, () € (). a9
oF oF oF
o \V - = =
(5 1) + e PFIvD i (P o (S0 ) v n (5 1v)
Yo, (Na]v),

oP oP oP
(EIV) + o (VP||Vv) + up (P|v) + o <g|v> + <é’_y|v) =

oy L lv |+ 0¢ N2P v ).
1+oN 1+BN2

3.3. Aproximacion numérica

Se emplean herramientas numéricas ampliamente reconocidas y altamente efectivas
gracias a sus sobresalientes propiedades de convergencia. Estas herramientas incluyen
el Método de Elementos Finitos (Galerkin Standard) para la discretizacion espacial, el
Método de Diferencias Finitas (Crank-Nicolson) para la discretizacién temporal, y un
esquema tipo predictor-corrector para abordar las no lineales.

3.3.1. Discretizacion espacial

Utilizando la forma débil (38) se realiza la discretizacién de las variables espaciales
mediante la técnica Galerkin Standard del método de los elementos finitos, donde en vez
de obtener funciones en el espacio ¥, se obtienen numéricamente aproximaciones de la
forma:

U (t,x,y) ~ Uy (t,x,y) ZU )@ (x,y), (39)
donde U = U (t,x,y) = (N1,N2,F,P), Uye V' y U_,~ = (N1j,N2j,Fj,P;j) son coeficientes a
determinar, ya que las funciones de base {¢;, >, ..., ¢y} estan dadas. Ademas, tenemos
que:
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U Uy _hdu;
a o L a
j=1
N
U oU, & do;
~ TNy L 40
Ox Ox = T dx”’ (40)
ou N aUh _ %U'dq)j
o oy oy

y llamando ¥}, al subespacio ¥ de dimensién N;, < +o0 generado por las funciones base
@;(x,y) de 7.

Intuitivamente, la idea central del método de los elementos finitos es referirse a un
método tradicional de resolucién analitica de ecuaciones diferenciales parciales llamado
separacion de variables, que asume la solucién como un producto de funciones inde-
pendientes sobre variables temporales y espaciales. En la técnica de Galerkin, también
se tiene esta separacion, no de la solucién, sino del espacio en el que buscamos esta
solucién (similar al intento de descomponer ¥ como una suma directa de subespacios
convenientes, excepto que aqui la descomposicién no es una descomposicién directa).

La eleccion de las funciones de prueba ¢; se realiza utilizando elementos finitos trian-
gulares de primer orden, que consiste en la construccién de una malla de elementos
finitos bajo el dominio Q, esto normalmente significa que el dominio discretizado Qj, ya
no corresponde al original, sino que en un cierto sentido se acerca, cuando los tamafios de
los triangulos mayores en cada discretizacién van a cero, el dominio discretizado tiende
al original, sin embargo, mantenemos la misma identificacién, es decir, Q, sin pérdida
de informacion.

Estas funciones base {@i, ¢, ..., @n,} se definen globalmente de tipo lineal por
partes y cumplen la condicién

1 sii=j

, 41
0 sii#] “h

@i (x},y;) =
donde (xj,yj) son las coordenadas j-esimas en la malla. Estas funciones se construyen
como polinomios que imponen un orden de continuidad con cada elemento adyacente.
Asi, estos polinomios resultan ser funciones continuas por partes en el dominio completo,
obteniendo asi una funcién piramidal para cada nodo que es lineal por partes, asumiendo
el valor 1 en el nodo j-ésimo y 0 en caso contrario, (ver Figura 11).
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Figura 11: Gréfico de la funcién piramidal para el nodo j.

Sustituyendo las expresiones (39) y (40) en la formulacién débil (38) se obtiene lo
siguiente:

Ny
dN
(Z IJ(PJ|V)+ O-Nl+:uNl (ENIJ(PJV)

j=1
Ny Ny
Ny Ny, N, 'ZlN 1jPj ZZI P o
j= =
ZEWV“*ZMQZMMW ZE%Z%MW 44jF47Wa
= /= =1 1+ > Nigx
k=1

j=1 j=1

Nh sz Nh
Z ’WVH%+% DNy | =
Ny Ny

N, ZIN2J(PJIZPI¢Z
OnN, ZNlj(pj|v —& FT_W y
J=l 1+ B > N
k=1
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Np Ni
dF; 0
(]ZI dl(pj|v)+oq) ( ]Z]FJ(pJ |Vv)+uF (]ZlFJ(pJ'v)erl (ZFJ p. |v>+(1)2 (;Fjayh; =
Ny
Yo, ZNZj(Pj|V ;
j=1

Ni up. N (3(p
Zditj‘l’ﬂv +ar ZP](p]HVV + Up ZP](P]|V +o ZPI |v T EP’ )=
j=1 j=1 =1

Nh Nh Nh Nh
2 No; Y P 2 N2 > P
izl =1 =1 —
+oy Th} +0¢ N v,
1+¢ > Nk 1+ B X No@r
k=1 F=1

(42)

como la expresion anterior es valida para todo v € ¥}, entonces es posible remplazar v por

@i, i =1,...,Nj, funciones de base del espacio ¥#},. Haciendo esto, usando la linealidad
de las integrales y ordenando términos en las sumatorias, se tiene lo siguiente:

N AN ;0
Z — (@il +ZN1J (o, + tav,) (@] 9:) + ZFI 0;01l) +VZP — e || =
=1

1+¢ > Nk
k=1

N
2 ( ((pj|(Pt ZNZZ (PJ(PZ(Pz))v
j=1

N,
dN. h 00
Z — (P]|(P1+ZN2J (on + ko) (91l90) +€ D P | —2—loi | | =
= - J=l 1+ B> Nt
k=1
Nh
Gy Y N1 (91193)
=1

30



Ny

Ny,

0p; 0p;

Z @0+ Y F o (Vo lve) e (o) + o1 (o) +on (o) | -

j= j=1 x Y
Np

> N (wow, (9j19).

j=1

N, N;
, 29, 29,
Z (7’ (@s0)+ > P [ar (VoillVei) + pp (9)]9:) + o (ij"") + 0 (a(';’m)

j=1

Ny Np
10 o
—C'WZNU #m’ —GSZNzl %M’i =
=1 1+0 > Nikoy =1 1+ B> Nowgr
k=1 k=1

0. (43)

3.3.2. Discretizacion temporal

Ahora, la variable temporal del sistema (43) se aproxima usando el esquema de
Crank-Nicolson con diferencias centradas de segundo orden, usando las aproximaciones
dadas por

dU; Uj(tar1) —Uj(ty) U =Ur
J (l | 2) ~ J(IH-I) J(n) _ _J J y (44)
dr v/ At At
1
Uj(ts) +Uj (ta) U7 +U]
Uj (tap12) ~ > = > ;

donde los indices j se refieren a la discretizacién del dominio espacial y U; es el valor de
la solucién aproximada en el nodo (xj,y;) € Q.

Sustituyendo las aproximaciones (44) en la expresion (43) se obtiene lo siguiente:

Nh NrH—l Nn Nh NVH—I Nn‘ N n+1
1 1 X
ZT(%\% +Z’2’l(czvl+um (@ilo1) ?Z <p,<p1|<p,~)
j=1 =1
Nh n+ 1 7]
P+ P Qi
+’y2 : 2 : Nh ]n+l n |(pl -
=1 1+¢Zle +N
Ny F-”H+Ff’ Np Nt
x + N}
]2’[ (ojli) — f”(%m%) :
j=1 1 1
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Nh NnJrl_Nn Nh Nl’l+l+Nﬂ'

2 2 2 2
> (90 +Z%[(GN2+NN2)(<P]‘|@)
=1

N, 1
e iPH il e |<p- -
Ny Nn+l+N !
1+BZ 2k T2k 2A

Ni NN
1j 1j
o Y, — 5 (9il9),

j=1
Ny, n Fn Ny, n+1
Z (95l9) +Z aD(V(PJ||V(Pz)+UF((PJ|(Pz)
+w &| )+ %l . _
1 (7)6 (pz (0] ay (pz -
Ny, Nn+1_|_Nn'
2 2
Yon, Z % (@),
j=1
Ny Pl’l+1 (P
<P1|<Pz +Z [ar(V%IIV(pl)wp((p,I(pl +w1< — o

Nh Nn+l+N"

=1 ]+¢Z ke Tk

n+1 n
_f¢ ENZI + Ny @i
Nj, Nn+1 Nn

1+BZ 2k

N,
00; h Nn+1+Nn
+ (;;%) —a)yz 1 - 1/ Qi

0.

(45)

Se agrupan términos U"*! y U" en los lados izquierdo y derecho, se reorganizan
términos y se obtiene lo siguiente:
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)1h N]l Nh
O Tl X . 9591
ZNn+1 (1 + %AO (@jloi) + RNZ <F,"+‘ +F[n) (¢j(P1\(Pi)+YAtZ (Pzn+l +Pz) - i o
2403 (Vi V)
k=1
N Ny N,
n Opn, + Uy, X n n . . 00
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- =1 I=1 2403 (N;zlj—l +N|"k) o
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ZNZ./' I+ ———A (9jloi) + AIZ (P" +p,) N, @i
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— 1=1 2+ﬁ Z" (N;’k +Ngk> O j=1
k=1

ZF +l{fm V(pjl\th,)+—At( qJ/‘(p,)—l——At(%\(p;) (1+“7FA1) ((pj|(p,-)}:

Ny

n 0} 0Q; 0 00; - N, )
ZF {——AI(V(P/HV@) 71Al (%M’i)—?Af (al;”‘/’i)-y( HE o )(‘P/W‘)} WZNZAIZ (N;'j“—&-sz) (@],
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Ny,
Z (Vi [Ver) — 2LA 9% o (09 up
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(46)
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El sistema discretizado (46) se puede representar de la siguiente forma matricial

[RS, + Ry, (F" F" PP NN =[O, @, (P ET PPN NN + B, (R ET NGNS,
[R(: +RY (Nn+] N Pn+1 Pn)]Nn-I-] _ [Qc _,’_Qv (Nn+] N Pn+1 Pn)]Nn LB (NH-H Nn) (47)
Ny Ny \ IV 51V ) 2 - Ny Ny \PV2 o 9 8Y25 ’ 2 N\ i)
[REIF™ = [Q51F" +BE (VL ND),
[ + BN N NS TLNDPTH = (@5 + QBN VNS NP

donde los coeficientes del sistema (47) para cada ecuacién vienen dados por:

. on, + 1L

R§, = <1+1\]‘2MAI>(<PJ|<P1')’

. - x A N, Fn+1 o A Ny Pn+1 n O

Mo T 4K tE(l + l)(‘PJ‘Pl|‘Pi>+ytZ(l +pi) Ny o
=1 I=1 2493 (Vi +ny) o

k=1

. on, + 1L

Q5 = (1—1\’12/\"&)(%\%),

N 2N S (1 o A S5 (i, pi ;%

Qi = 4D 1) (o) —ya 3 (B 4B | —— ol

P =1 2+ > (NI 4+ NL) o
k=1
% Ny X N a

B, - gAIZ(F}M*FJ”) (fpjy(p,.)_ﬁAzZ(NyWNfl)Z(F}““+Fl") (0,191,
a I=1 J=1

. on, + 1L

Ry, = <1+N22N2At>(<p,-|<pi),
N

R, = EAIZ]:(PH-H-F A A i

Ny, = Z 1 pl) |(Pl ’
=1

Np
= 2+ Bkzl (NG + N2 @
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vy Ry, R, Ry, QR , QR QF, Q@ son matrices con componentes lineales o constantes

N R, s Rp, Qs Qly,, Qp son matrices con componentes no lineales,

v v \4 H
~;» BN, » B son vectores con componentes no lineales.

Se debe de resolver el sistema (47) para cada n, comenzando con n =0, ya que tenemos
la informacién de las condiciones iniciales para obtener N}, N}, F' y P!, con estos valores
obtenemos N?, N2, F? y P?, y asi sucesivamente hasta n = ¢ f donde £ significa tiempo final.

3.3.3. Resolucion de no linealidades

Para resolver el sistema (47) se utiliza un esquema del tipo predictor-corrector que garantiza
la convergencia de los problemas generados a partir de la aplicacion del método de Galerkin.
El esquema consiste en resolver en cada iteracién n el sistema no lineal mediante el uso de
iteraciones intermedias, tratando de corregir el error obtenido cuando se sustituye los datos
conocidos en la parte no lineal.

En (47) tenemos que U° = (NO,Ng,FO,PO), este valor se conoce debido a las condiciones
iniciales (31).

Observemos el sistema para n =10

[RS, +RY, (F,FO,PLPONLNOINGY = (@, +Q, (F1FO,PL PO N NIV + By, (F' PO N3, N),
[RS, + R, (V3 N9, PLPOINGY = [QF, +Q%, (VN9 P! PO IV + B, (N, D), (49)
REIFD = [QEIF© + By, M),
(RS +Rp(N N NEL NP = [Q5 + Q) (N MY, NS NE) PO

Para calcular Nl(l), Nz(]), FM y P a partir de Nl(o), NZ(O), F© y PO (condiciones iniciales),
se determina una solucién intermedia Nl(*), Nz(*), F®) y P*) luego se hacen 3 iteraciones mas
(ya que las aproximaciones espaciales son de orden cuadratico, con 4 iteraciones intermedias es
suficiente para obtener resultados confiables [12], en la siguiente forma:

1. Se calcula U™ = (Nl(*),NZ(*),F(*),P(*)), haciendo U(1) = y(©)

[RS, + Ry, (FO,FO,P°, PO N) NOYING) = [Qf, +Qk, (FO,FO,P°, PO, N0 N)IN® + By, (FO,FO,NS,N9),
RS, + Ry, (N9,NS, PO PO ING®) = [Qf, +Qk, (VN9 PO, P) NS + By, (ND,NY), (50)
[RGF) = [QH]F© + By (N9, NY),
[RG +Rp(NY, N NS NP = [Q +Qp(VY, MY, NS, N9) PO
2 2 .
2. Se calcula U?¥) = (Nl( *),Nz( *) F(%) p%) haciendo U©® = U(*)
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. N 2 . ) 0 )
[RY, + Ry, (F*,FO,P* PO NF NOINC® = [Q5, +Qp, (F*, FO,P% PO NF N ING + By, (F* FO,NF.ND),

[R§, + Ry, (NF NS, P* POINS®) = [Qf, +Qh, (VN9 P*, PO)INS + By, (N, ND), 1)
[REIFCH = [QE]F© +BL(NFND),
[RS + RN, NY N N)IPPH) = [Q6 + Qp(NfF N N3 NP,

3. Se calcula UG*) = (N1(3*),N§3*),F(3*),P(3*)), haciendo U*) = U/(2*)

(R, + Ry, (P2, FO, P2 PO NPFNDING® = [Qf, +Qk, (F2, FO, P2 PO NP NDINGD + By, (F2* FONZ* N9),
[R5, + Ry, (V¥ N9, P* POING™) = [Qf, + Qi (VN8 PP PO) I + B, (V¥ M), 52)
[REIFOH = [Q51F©® + By (V¥ N9),
(R + RN NP N* NYIPCH) =[5 + Qp(NT*. N7, N5 ) 1P

4. Se calcula U*) = (N1(4*),N2(4*),F(4*),P(4*)), haciendo U?*) = y(3*)

(R, + Ry, (F* PO P2 PO NS NDING = [Qf, +Qk, (F¥, FO, P PO N NDINGD + By, (F* FO NG N9),
[, +RY, (V3% N, PP POYING™) = [Qf, + Qb (V3* N9, P POYING® + By, (V3% D), (53)
[REIFOS = [Q51F® + By (V¥ N9),
[R +RE(N* NP N * NP = [0 + Qp(NT*, N7, N5 M) 1P

5. Finalmente hacemos U(!) = <N1(1),N2(]),F(1),P(1)) ~ U3,

Ahora para n =k, con k > 1, se tiene lo siguiente:

[RS, + Ry, (F*,FCPCPENENOINGD = [Qf, +Qy, (F5 F<PE PENENDING + By, (F* F* NE NE),
(RS, + Ry, (N5, N5, P POING®) = [, + Qf, (N5, NS, P, PYING 4 By, (NE,ND),
[RE]F) = [QE]F® + By (NE,NE),
[R§ + Ry (N, NF N5 NSYIPCE) = [Qf + Qb (NF, NF, N5, N§) [P,
después,

[, + Ry, (7%, F P PENGE NIV [Qf, +Qk, (F* FC.P* PNE NDINGY 4+ BY, (F* F* NF N5),
. , 2% . k ,
[RS, + Ry, (N, N, P, POINGH) = Qg + Qi (N3N, P POINGD + By, (N, N)),

[R5 ] F (%)

[Q]F®) + By (N5, NB),

[RG + Ry (N, Nf, N5 N5) | PC*) [@5 + Qp (Vi N NS NS 1P,

Asi hasta llegar a U**) = (Nl(4*),N2(4*),F(4*),P(4*)>, luego se obtiene U+ ~ y*##),
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3.3.4. Simulaciones numéricas

Para las simulaciones se desarroll6 un cédigo numérico en el software MATLAB, a partir
del cual se realizaron algunas pruebas para obtener los escenarios y resultados que se presentan
mas adelante. Se considera un cuadrado de tamafio L x L dentro del dominio, redimensionado
para ajustarse a la region cuadrada [0,1] x [0,1]. Esta region se divide en 20 subintervalos
equidistantes en cada direccion, lo que da como resultado una malla con un total de 441
nodos, las longitudes de paso en ambas direcciones son iguales, es decir, dx = dy = 0.05.
En este contexto, cada nodo especifico representa un arbol de citricos, es decir tenemos 441
arboles distribuidos de manera uniforme sobre el dominio espacial considerado que en este caso
representa una hectarea. Para el dominio temporal, se considera un periodo de 200 dias, es decir,
t se encuentra en el intervalo (0,200], en este analisis temporal se realizaron 4000 iteraciones,
lo que nos proporciona un valor de dr = 0.05.

Para el modelo espacial se usaron los mismos valores de los parametros del modelo tem-
poral dados en la Tabla 2 y los coeficientes de difusién op = 0.085 y ay = 0.06 para D. citri
y T. radiata respectivamente [23]. Por simplicidad, el campo de velocidades o componentes
advectivas en todos los casos son iguales a cero (W = 0). El valor de la capacidad de carga K
se define para cada nodo del dominio, es decir, si hay 441 nodos en el dominio y la capacidad
de carga es igual a 5, entonces la capacidad de carga global es 441 x 5 = 2205. La condicién
inicial se establece nicamente en un nodo central y en los demas nodos de la malla igual a
cero.

Se han generado graficos que ilustran la distribucién espacial en el dominio en distintos
momentos temporales. Estas representaciones visuales se generaron a partir de simulaciones
realizadas en dos escenarios diferentes, con el propésito de analizar de manera detallada la
evolucién de las poblaciones de D. citri y T. radiata bajo el efecto de la difusion por dispersion.

Escenario 1: Sin MIP

Se simula la dindmica del comportamiento de las poblaciones de D. citri sin la aplicacién de
MIP y con dispersién. Se considera K =5 x 441 = 2205 y la condicién inicial (NY,NS,F°,P%) =
(1.1,2,0.5,0). La distribucién espacial de cada una de las poblaciones sobre el dominio se
muestra en las Figuras 12, 13 y 14, en los instantes de tiempo ¢t =0, 100 y 200 respectivamente.
Se observa que a medida que pasa el tiempo las poblaciones aumentan, llegando al punto de
tener una distribucién casi homogénea en todo el dominio. La Figura 15 muestra la dindmica en
el tiempo sobre todo el dominio, alli se puede observar que en las primeras iteraciones todas las
poblaciones van en aumento llegando a estabilizarse hacia un equilibrio asintético constante.
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Figura 12: Dindmica espacial del sistema (29), en el instante ¢t = 0, sin MIP y con
dispersion.
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Figura 13: Dindmica espacial del sistema (29), en el instante t = 100, sin MIP y
con dispersion.
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Figura 14: Dindmica espacial del sistema (29), en el instante ¢ = 200, sin MIP y
con dispersion.
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Figura 15: Densidades poblacionales del sistema (29). Considerando la dindmica
natural de D. citri en ausencia de T. radiata y sin MIP, en todo el dominio espacio-
tiempo. K = 2205 y condicién inicial (N{,NS,F°,P%) = (1.1,2,0.5,0).

Escenario 2: Con MIP

Se simula la dinamica poblacional de D. citri con la aplicacién de MIP y con dispersién. La
incorporacién del MIP queda descrita de la siguiente forma:

= Mientras la poblacién de hembras F este por debajo del UE. El sistema que describe la
dinamica poblacional de D. citri y T. radiata en el espacio y en el tiempo es (29).

= En el momento en que la densidad poblacional de hembras F supera el UE, la intervencién
humana implica la aplicacién de insecticida (8,) que se hace de manera homogénea en
todo el dominio y la liberacion de una determinada poblacién de T. radiata (p) que
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se hace anicamente en el nodo central. Esto se encuentra descrito por el sistema (28),

donde las variables en este contexto corresponden a las soluciones del sistema (29). Se

asume que el insecticida afecta de manera uniforme a todos los organismos implicados
uc

en el MIP propuesto, a una tasa 6, = 1 — 5.

La intervencién anterior se repetira cada vez que la densidad poblacional de D. citri
adulta alcance el UE.

Para las simulaciones se considera la condicién inicial (N?, N9, F% PY) = (1.1,2,0.5,0.75),
K =2205,p=2,UE =0.3y 8. =0.2020, que sefiala que en la ultima instancia de aplicacién se
requirié una cantidad adecuada de pesticida para erradicar al menos el 20 % de la poblacién de D.
citri. En las Figuras 16, 17 y 18 se muestra la distribucién espacial de cada una de las poblaciones
sobre el dominio en los instantes t = 0, 25 y 50 respectivamente, en las primeras iteraciones,
se nota un aumento en las poblaciones seguido de una estabilizacién en su distribucién en
momentos posteriores. Es importante destacar que en las graficas correspondientes a tiempos
posteriores, no se observa una variacién espacial significativa, esto se debe al comportamiento
oscilatorio de todas las poblaciones como se puede ver en la dinamica temporal de la Figura 19,
el cual depende del UE establecido para la aplicacion del MIP. El periodo de estas oscilaciones
es aproximadamente de un dia.
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Figura 16: Dindmica espacial del sistema (29), en el instante t = 0, con MIP y con
dispersion.
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Figura 17: Dindmica espacial del sistema (29), en el instante ¢ = 25, con MIP y con
dispersion.
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Figura 18: Dindmica espacial del sistema (29), en el instante ¢ = 50, con MIP y con
dispersion.
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Figura 19: Densidades poblacionales del sistema (29). Considerando la dindmica
natural de D. citri en presencia de T. radiata y con MIP, en todo el dominio espacio-
tiempo. K = 2205 y condicién inicial (N?7NS,F0,P0) = (1.1,2,0.5,0.75).

3.4. Conclusion

Comparando el modelo con distribucién espacial con el modelo sin distribucién espacial
(Figura 19 y 9), se tiene que el intervalo de aplicacién de los métodos de control es menor
cuando se considera el espacio, lo que conlleva a un planeamiento de practicas de control
mas eficientes y muy probablemente mas costosos. Al simular la dinamica espacio-temporal
aumentado el UE a 0.5, no se aprecian diferencias significativas con respecto a la variacién del
periodo de aplicacién de la estrategia MIP, por tanto no se incluye esta simulacién. Lo que si se
puede inferir de manera intuitiva para este Gltimo caso, es que entre mas alto sea el UE mayor
sera el perjuicio causado por las plagas en los arboles de citricos y por tanto habra mayor gasto
o pérdida para el productor.

43



4. Discusion

El modelo de ecuaciones diferenciales ordinarias propuesto fue capaz de reproducir el efecto
de aplicacién de las estrategias de manejo integrado de plagas (MIP). El hecho de que T.
radiata no sea solo un parasitoide de D. citri sino también una especie depredadora se torna
eficiente en el control de esta plaga. Los resultados nos indican que hay varios factores que
pueden afectar el éxito de los programas de MIP, entre ellos el Umbral Econémico (UE), el
intervalo de las aplicaciones y la eficiencia de los insecticidas.

En general se puede concluir que conociendo la biologia de la plaga y el parasitoide, y
conociendo un UE necesario, teoricamente se pueden establecer estrategias de control sin que
haya necesidad de un acompafiamiento regular de la densidad de plagas. Esto se puede notar
en los resultados, determinando un intervalo entre cada aplicacién en condiciones normales de
equilibrio ambiental, para que la poblacién permanezca en una solucién de equilibrio oscilatoria
con una amplitud maxima por debajo del UE. De esta manera se pueden desarrollar estrategias
periédicas de control, con cantidades fijas de insecticida y de parasitoides a liberar, lo que es
una ganancia para el productor, dado que la verificacién constante de la densidad poblacional
de plagas genera un costo para su realizacién.

Este trabajo proporciona una base para realizar un estudio mas exhaustivo. Uno de los as-
pectos que podria ser objeto de investigacién en un futuro trabajo es el analisis del modelo sin
predacién, es decir, centrandose Ginicamente en el parasitismo. Ademas, seria interesante explo-
rar la posibilidad de realizar mas simulaciones utilizando diferentes valores para los parametros.
tal vez se podria llegar hacer algunas estimaciones de los mismos.
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