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1.1. Algunos aspectos de la teoŕıa general de las ecuaciones diferenciales . . . . . 1

1.1.1. Teorema de diferenciabilidad respecto a los parámetros . . . . . . . . 5
1.1.2. El Teorema de la función impĺıcita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2. Resultados sobre periodicidad de soluciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2. Resultados sobre Mecánica Celeste 13
2.1. Leyes del movimiento de los planetas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.2. El problema de Kepler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.3. El problema de N -cuerpos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.3.1. Caso particular: El problema de 2-cuerpos . . . . . . . . . . . . . . . 23

3. El problema de N-cuerpos poligonal 26
3.1. Ecuaciones de movimiento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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Resumen

En este documento se estudia la existencia de familias de soluciones periódicas en una con-
figuración particular del problema de N -cuerpos en la cual, para cada instante de tiempo,
(N−1)-cuerpos primarios de igual masa m, se mueven en los vértices de un poĺıgono regular,
y el N -ésimo cuerpo de masa M ≥ 0 se mueve sobre el eje que pasa por el centro de masas del
sistema y que es perpendicular al plano de movimiento de los otros cuerpos. En el caso N = 3
la configuración anterior corresponde al problema espacial isósceles de tres cuerpos. Nuestro
enfoque se basa en los resultados obtenidos en [21] para el caso N = 3, en donde a través de
un método de continuación numérica se comprueba la existencia de órbitas periódicas que
emergen de la solución correspondiente a ubicar el cuerpo de masa M en el centro de masas
del sistema mientras que los cuerpos primarios se mueven de acuerdo a las soluciones de La-
grange para el problema de (N−1)-cuerpos. A las familias de órbitas periódicas encontradas
en [21] se le asocia un interesante diagrama de condiciones iniciales y periodos que contiene
dos ramas de soluciones periódicas caracterizadas de acuerdo al periodo y la simetŕıa de la
órbita del N -ésimo cuerpo respecto al centro de masas. Usando técnicas variacionales y el
método de continuación de Poincaré, en este trabajo se proporciona un análisis detallado de
unas de las curvas embebidas en dichas ramas y además se extienden los resultados al caso
N > 3.
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Introducción

A través de la matemática y la astronomı́a, el ser humano ha intentado analizar, comprender
y explicar el movimiento de los cuerpos ubicados en lo que se conoce hoy d́ıa como bóveda
celeste. Aśı pues, a finales del siglo XIX se estableció el Problema de N-cuerpos y desde
su formulación, muchos matemáticos han trabajado en su solución. De manera informal, el
problema puede enunciarse aśı:

Conocidas las masas de N-cuerpos que se mueven bajo la acción de sus atracciones gravi-
tatorias mutuas y dadas en cierto instante, la posición y la velocidad de cada uno de ellos,
calcular las posiciones y velocidades en otro instante.

Aunque el origen de este problema puede remontarse haćıa el siglo V a.C. cuando los griegos
estudiaron el movimiento de las estrellas y los planetas, no fue sino hasta que Johannes
Kepler (1571-1630) enunció las leyes del movimiento planetario, que el problema tuvo una
primera postulación desde la matemática. Cabe destacar que años después, el estudio hecho
por Isaac Newton (1642-1727) de las leyes de Kepler, brindó un sentido f́ısico más concreto
a las mismas por medio de la formulación de la Ley de gravitación universal, que seŕıa
determinante en la formulación anaĺıtica del problema de N -cuerpos.
El primer caso estudiado y resuelto por el propio Newton en su obra Philosophie Naturalis
Principia Mathematica (publicada en 1687), fue el caso N = 2. Por lo que, para dos cuerpos
de masas conocidas cuya interacción cumple la Ley de gravitación universal, Newton pudo
determinar las trayectorias de movimiento de cada cuerpo con tan solo la información de las
posiciones y velocidades en cierto instante.
Sin embargo, Newton no logró demostrar que el problema de tres cuerpos no teńıa solución
anaĺıtica puesto que el sistema de ecuaciones que modela el movimiento en dicho problema era
mucho más dif́ıcil de resolver por el método de las integrales. Aśı, los avances más relevantes
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en torno al problema de tres cuerpos durante los siguientes 200 años fueron mı́nimos. Para
mencionar los más destacados se tienen:

Haćıa 1772 Leonhard Euler (1707-1783) publica un trabajo donde estudia un problema
restringido de tres cuerpos ; en el cual demuestra que si los tres cuerpos son colocadas
inicialmente en ĺınea recta, de tal forma que la razón de sus distancias satisfagan
una fórmula que sólo depende del valor de las masas de cada cuerpo, y si además,
las velocidades iniciales son escogidas adecuadamente, entonces cada cuerpo se moverá
periódicamente sobre una elipse, pero en todo momento los tres cuerpos se mantendrán
sobre una ĺınea recta, conservando siempre la misma razón entre sus distancias.

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) en su obra Miscellanea Taurinensia escrita entre
1766-1773, intentando resolver el Problema de los tres cuerpos, redescubre las órbitas
de Euler y encuentra una nueva familia de órbitas periódicas, obtenidas al colocar tres
cuerpos sobre los vértices de un triángulo equilátero, donde hay que escoger adecua-
damente las velocidades iniciales. Cada cuerpo se moverá sobre una órbita eĺıptica;
en todo momento la configuración será de triángulo equilátero, el cual podrá variar
de tamaño pero nunca de forma, además descubrió los puntos de Lagrange (1772), de
interés porque en ellos se han encontrado los asteroides troyanos y los satélites troyanos
de Saturno.

Pierre Laplace (1749-1827) dedicó gran parte de su trabajo a publicar una obra com-
puesta por 5 volúmenes a la que llamó Traité de la Mécanique Céleste, (publicada en
Paris entre 1799 y 1825), en ella afirmaba que si se conociera la velocidad y la posición
de todas los cuerpos del Universo en un instante, se podŕıan predecir su trayectoria en
cualquier instante.

En 1887 Henri Poincaré (1854-1912) se dedicó a estudiar sobre el Problema de tres cuer-
pos, este trabajo lo publicó en la obra Les Méthodes Nouvelles de Mécanique Céleste
(presentada en 1888), en él, Poincaré establećıa que la evolución de un sistema como
el que consideró era extremadamente caótica, en el sentido de que una pequeña per-
turbación en el estado inicial (como por ejemplo una mı́nima variación en la posición
inicial de un cuerpo) pod́ıa llevar eventualmente a un estado radicalmente diferente.
Por lo tanto, si con los instrumentos de medición disponibles no se puede detectar esa
mı́nima variación, seŕıa imposible predecir el estado final del sistema.
Poincaré publicó además, otro trabajo llamado Leçons de mécanique céleste (1905-
1910) que junto al primero, sentaron las bases matemáticas de la mecánica celeste.

Mediando el siglo XX, el ruso Kirill A. Sitnikov presentó un modelo del problema de
tres cuerpos conocido en la actualidad como el problema de Sitnikov (The existence of
oscillatory motions in the three-body problems, 1960 ). Dicho problema considera dos
cuerpos con igual masa que se mueven en un mismo plano alrededor de su centro de
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masas como soluciones de un problema de dos cuerpos y cuyo momento angular es no
cero. El tercer cuerpo de masa despreciable frente a la masa de los otros dos, se mueve
en la recta que pasa por el centro de masas del sistema y es ortogonal al plano de
movimiento de las primarias. El problema de Sitnikov se centra en describir las órbitas
de movimiento del tercer cuerpo.

Dada la intŕınseca dificultad del problema de N -cuerpos, se consideraran diversos casos
particulares, los cuales involucran en algunas ocasiones condiciones especiales sobre la con-
figuración inicial (en posición y velocidad) de los cuerpos, o también la existencia de uno o
más cuerpos de masa despreciable (llamados problemas restringidos de N-cuerpos) para aśı
entender un poco sobre la dinámica del sistema de N -cuerpos. Recientemente, se han publi-
cado diversos resultados numéricos sobre un conjunto especial de problemas de tres cuerpos
(para mencionar algunos relacionados en este trabajo, ver [7] y [18]).

En relación a este problema reducido, en [21] se encuentra una configuración para el caso de
tres cuerpos, llamado problema espacial isósceles de tres cuerpos. Dicho problema se presenta,
cuando dos cuerpos P1 y P2 de igual masa m, tienen sus posiciones y velocidades en cada
instante de tiempo, simétricas respecto a la recta que pasa por el centro de masas del sistema
y, el tercer cuerpo P3 de masa M tiene siempre su posición y velocidad sobre dicha recta.
Sin pérdida de generalidad, se puede elegir un sistema de coordenadas cartesianas {(x, y, z) ∈
R3 : x, y, z ∈ R} donde el eje z es la recta sobre la cual se mueve el cuerpo P3. En tal situación,
las posiciones y velocidades de los cuerpos P1, P2 y P3 están dadas por:

P1(t) = (x1(t), y1(t), z1(t)), P2(t) = (−x1(t),−y1(t), z1(t)) y P3(t) = (0, 0, z3(t)),

y

Ṗ1(t) = (ẋ1(t), ẏ1(t), ż1(t)), Ṗ2(t) = (−ẋ1(t),−ẏ1(t), ż1(t)) y Ṗ3(t) = (0, 0, ż3(t)).

respectivamente.

A partir de la Ley de atracción gravitacional y asumiendo la constante de atracción gravita-
cional G = 1, de los resultados en [22] se deduce:

Teorema 0.1. Dos cuerpos P1 y P2 de masa m y un cuerpo P3 de masa M , con coordenadas
Pi(t) = (xi(t), yi(t), zi(t)) i = 1, 2 y P3(t) = (0, 0, z3(t)), centro de masas en el origen y
momento angular ν 6= 0, satisfacen un problema espacial isósceles de tres cuerpos si y solo
si

x1(t) = r(t) cos θ(t), y1(t) = r(t) sen θ(t),
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con z3(t), r(t), θ(t) soluciones del sistema de ecuaciones
z̈3 =

−2mλz3

(r2 + λ2z23)
3/2
,

r̈ =
ν2

r3
− m

4r2
− Mr

(r2 + λ2z23)
3/2
,

θ̇r2 = ν,

(1)

donde λ = 1+ M
2m

, ν es una cantidad conservada conocida como momento angular del sistema
y x2(t) = −x1(t), y2(t) = −y1(t) y z1(t) = −M

2m
z3(t) para todo t ∈ R.

Nótese que de la última ecuación del sistema (1) se obtiene

θ(t) = θ0 +

∫ t

0

ν

r2(s)
ds,

por lo que (1) puede reducirse al sistema de dos ecuaciones:

z̈3 =
−2mλz3

(r2 + λ2z23)
3/2
, r̈ =

ν2

r3
− m

4r2
− Mr

(r2 + λ2z23)
3/2
, (2)

por lo tanto si (z3(t), r(t)) es solución del sistema reducido (2), entonces (z3(t), r(t), θ(t)) es
solución del sistema (1).

Quizás, una de las preguntas de mayor interés en todo problema de N -cuerpos, sea la búsque-
da de soluciones recurrentes y en particular, aquellas que sean periódicas. En tal caso, una de
las estrategias para la búsqueda de soluciones periódicas consiste en aprovechar las simetŕıas
que tenga el campo vectorial asociado, esto con el propósito de convertir la búsqueda de
soluciones periódica a la existencia de soluciones de un problema de contorno adecuado.

De lo anterior se puede demostrar (ver más detalles en el caṕıtulo 3 y [21, 22]), que las
soluciones φ(t) = (z3(t), r(t)) de los siguientes problemas de contorno

z̈3 =
−2mλz3

(r2 + λ2z23)
3/2
, z3(0) = z3(T ) = 0,

r̈ =
ν2

r3
− m

4r2
− Mr

(r2 + λ2z23)
3/2
, ṙ(0) = ṙ(T ) = 0,

(3)

ó 
z̈3 =

−2mλz3

(r2 + λ2z23)
3/2
, z3(0) = ż3(T ) = 0,

r̈ =
ν2

r3
− m

4r2
− Mr

(r2 + λ2z23)
3/2
, ṙ(0) = ṙ(T ) = 0,

(4)



xii

son soluciones 2T -periódicas y 4T -periódicas respectivamente. A partir de esta soluciones se
puede probar la existencia de soluciones periódicas para el problema espacial isósceles de 3
cuerpos (1).

Más aún, las soluciones φ(t) del problema de contorno (3) se dicen que son del tipo impar
en el sentido de que z3(t) es impar respecto a t = 0 y t = T , en tanto que las soluciones del
problema de contorno (4) se dirán que son del tipo impar-par en el sentido de que z3(t) es
impar respecto a t = 0 y par respecto a t = T . En el caṕıtulo 1 el lector podrá encontrar
con más detalle las simetŕıas antes mencionadas.

En base a lo anterior, Perdomo en [21, 22] considera el siguiente problema de valor inicial 1
z̈3 =

−400z3√
(r2 + 4z23)3

, z3(0) = 0, ż3(0) = b,

r̈ =
100a2

r3
− 200r√

(r2 + 4z23)3
− 25

r2
, r(0) = 10, ṙ(0) = 0,

(5)

y comprueba numéricamente la existencia de dos trayectorias

Si⊂{(T, a, b) : T, a, b,∈ R}, i = 1, 2

que producen familias de soluciones periódicas y simétricas del sistema (5).

Figura 1: Configuración inicial del problema espacial isósceles de tres cuerpos (5) estudiado
por Perdomo. Figura tomada de [21].

De forma más precisa, S1: la curva suave que conecta los puntos P3BP2 en la Figura 2,
representa familias de soluciones φ(t, a, b) = (z3(t, a, b), r(t, a, b)) 2T -periódicas de (5) que

1el cual corresponde a una configuración particular del problema espacial isósceles de 3 cuerpos (2) con
masas m = 100, M = 200, momento angular ν = 10a 6= 0 y parámetros a, b ∈ R.
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satisfacen {
z3(0, a, b) = z3(T/2, a, b) = 0,

ṙ(0, a, b) = ṙ(T/2, a, b) = 0,

esto es φ(t, a, b) es una solución tipo impar.
Por lo otro lado, S2: la curva P1B en la Figura 2, representa familias de soluciones φ(t, a, b) =
(z3(t, a, b), r(t, a, b)) 4T -periódicas de (5) que satisfacen{

ż3(0, a, b) = ż3(T/4, a, b) = 0,

ṙ(0, a, b) = ṙ(T/4, a, b) = 0,

por lo que en esta situación, φ(t, a, b) es una solución tipo impar-par.
Ambas trayectorias se interceptan en un único punto B que representa lo que llamaremos un
punto de bifurcación2 en el conjunto de soluciones periódicas reducidas del problema espacial
isósceles de 3 cuerpos; esto es, soluciones de (1) donde después de cierta unidad de tiempo
las posiciones y velocidades iniciales de los tres cuerpos son la misma salvo un movimiento
ŕıgido3.

Figura 2: Diagrama de bifurcación de soluciones periódicas numéricas en el espacio de
parámetros T, a, b (imagen tomada de [21]).

Vale la pena resaltar que la curva S1 inicia cerca de una solución periódica trivial, donde
el cuerpo de masa M permanece inmóvil en el centro de masas del sistema (z3(t) = 0 para
todo t ∈ R) y los otros cuerpos se mueven en un ćırculo, (es decir b cerca de 0). Por lo que se
puede pensar que el punto P3 corresponde a un punto de soluciones no triviales de (5) que
emanan de la solución trivial z3 = 0. Desafortunadamente, este interesante análisis numérico
de las familias de soluciones periódicas y simétricas del sistema (5) estudiado en [21] obteni-
das a partir de las curvas S1 y S2 (y que posteriormente brindarán soluciones periódicas de

2Este término aparece en la definición 1.4.
3Esto hace alusión a un movimiento que preserva las distancias entre los cuerpos en cuestión.
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(1)), no está acompañado de un detallado estudio anaĺıtico. Sin embargo el método numérico
presentado por Perdomo, aparece bien expuesto en [23]. Es por eso, que este trabajo de tesis
tiene como principal objetivo dar una demostración anaĺıtica del fenómeno de bifurcación
que se evidencia numéricamente en [21, 22] para la curva S1, y extender este mismo análisis
matemático al caso de (N + 1)-cuerpos; en el cual, N -cuerpos se mueven sobre los vértices
de un N -poĺıgono regular y el (N + 1)−ésimo cuerpo está en el eje ortogonal al plano de
movimiento de los anteriores y pasa por el centro de masa de todo el sistema.

Para facilitar la lectura de este documento, éste se ha escrito en 4 caṕıtulos escritos de la
siguiente forma

En el caṕıtulo 1 se presentan los conceptos básicos tales como definiciones y algunos
teoremas muy conocidos en el estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias que
servirán para presentar la notación utilizada a lo largo de este trabajo e introducir
los resultados relevantes que trabajan en el caṕıtulo 3. Además se presentan unos
resultados importantes sobre la paridad de funciones que permitiran simplificar la
búsqueda de soluciones periódicas en el problema de N -cuerpos poligonal.

En el caṕıtulo 2 se enuncian resultados importantes que sostienen la teoŕıa de la me-
canica celeste; tales como las leyes del movimiento de los planetas y otros un poco
más especializados como el problema de Kepler y el problema de dos cuerpos. Espe-
cialmente se presentan aquellos que son más relevantes en el desarrollo del trabajo.
Finalmente, se enuncia el modelo matemático que determina el estudio del movimiento
para el problema de N -cuerpos.

El caṕıtulo 3 proporciona todo lo relacionado con el estudio del problema de N -cuerpos
poligonal con su respectiva formulación y validación anaĺıtica, además se enuncian y
demuestran los resultados principales de este trabajo de tesis.

En el caṕıtulo 4 se presentan ejemplos ilustrativos del método de continuación numérica
implementado en [22]. Este método motivó el planteamiento de los resultados obtenidos
en este trabajo (teoremas 3.2 y 3.3) y presentados en el caṕıtulo 3.



CAṔITULO 1

Preliminares

Actualmente, muchos fenómenos presentes en la naturaleza se han podido modelar a través
de las ecuaciones diferenciales. Por ello, para quienes buscan comprender las leyes dinámicas
detrás de cada fenómeno f́ısico, resulta importante el conocimiento y uso de una teoŕıa que
valide anaĺıticamente los resultados observados en la práctica. En este caṕıtulo, se enunciarán
algunos resultados básicos y bien conocidos de la teoŕıa general de las ecuaciones diferenciales
ordinarias que serán de gran utilidad en el análisis de los resultados obtenidos en este trabajo.
Hemos tomado como referencia para las definciones y teoremas lo expuesto en [15] y [14].

1.1. Algunos aspectos de la teoŕıa general de las ecua-

ciones diferenciales

Cuando se modela un fenómeno f́ısico por medio de una ecuación diferencial, un primer paso
es la búsqueda de soluciones particulares de dicha ecuación. Esto permitiŕıa entender anaĺıti-
camente parte del fenómeno bajo estudio. Sin embargo, dado que en general las ecuaciones
diferenciales no pueden resolverse de forma expĺıcita, el siguiente paso natural es hacer un
estudio cualitativo de las soluciones. En esta sección se presenta algunos resultados funda-
mentales que garantizan la existencia de soluciones de toda ecuación diferencial ordinaria,
asi como una serie de resultados generales de la teoŕıa cualitativa de tales soluciones.

Considere un sistema de ecuaciones diferenciales en la forma:

ẋ(t) = f(t, x(t)), (1.1)

1



1.1. ASPECTOS GENERALES 2

donde x∈Rn, U ⊆ Rn abierto y f : (t, x) ∈ R × U → f(t, x) ∈ Rn, es una función de clase
C1(Rn). Respecto al sistema (1.1) se tienen las siguientes definiciones,

1. f es una función periódica en la variable t, si existe una cantidad positiva T (llamada
periodo) tal que:

f(t+ T, x) = f(t, x), ∀(t, x) ∈ R× U.

2. Una solución del sistema (1.1) es una función diferenciable φ :I ⊆ R→ U ⊆ Rn que
satisface

φ(t)∈U para todo t ∈ I.

φ̇(t)=f(t, φ(t)) para todo t ∈ I.

3. Por lo general, es de interés resolver (1.1) sujeta a condiciones prescritas de la incógnita
x = x(t). Dados t0 ∈ I y x0 ∈ U , el problema de resolver (1.1) bajo la condición
x(t0) = x0 y que se expresa en la forma{

ẋ(t) = f(t, x),

x(t0) = x0,
(1.2)

se conoce como problema de valor inicial. Al valor dado x0 de la solución desco-
nocida, se le llama condición inicial.

La existencia y unicidad local de una solución de (1.1) se garantiza por el siguiente resultado

Teorema 1.1 (Teorema de Picard-Lindelöf). Sea O = Ih×Br(x0)
1 y f : O ⊂ D → Rn una

función continua en D (donde D es un abierto de R×U) y Lipschitziana en x con constante
de Lipschitz L. Entonces existe una única solución, φ : Iδ → BMδ(x0), del problema de valor
inicial (1.2), donde

δ = mı́n
{
h, r/M, 1/L

}
, con M = máx

{
‖f(t, x)‖ : (t, x) ∈ O

}
.

A la solución φ = φ(t, t0, x0) de (1.2) que proporciona el Teorema 1.1 se le asocia un intervalo
maximal de definición J ′ = ]w−, w+[ en donde

w− = w−(t0, x0) y w+ = w+(t0, x0)

dependen de las condiciones iniciales del problema y un dominio de definición E ⊂ R2+n

dado por

E =
{

(t, t0, x0) : w−(t0, x0) < t < w+(t0, x0)
}
.

Más aun, dado que φ es solución de (1.2), es diferenciable en t y satisface

φ̇(t, t0, x0) = f(t, φ(t, t0, x0)), φ(t0, t0, x0) = x0. (1.3)
1Aqúı se hace uso de la notación: Ih := [t0 − h, t0 + h], Br(x0) :=

{
x : ‖x− x0‖ ≤ r

}
.
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Teorema 1.2. Bajo las hipótesis previas sobre el conjunto E, se tiene que E es abierto en
Rn+2 y φ es continua en E.

El resultado anterior nos permite obtener la continuidad de φ respecto a cada una de las
variables, t, t0 y x0, aunque es posible tener aún más regularidad para φ si se imponen
condiciones apropiadas sobre f .

Teorema 1.3. Sea f : (t, x) ∈ D → f(t, x) ∈ Rn, una función continua definida en un
dominio D ⊂ Rn+1, tal que fx(t, x) existe y es continua en D, entonces la solución general
φ(t, t0, x0) del problema de valor inicial (1.2) satisface φ ∈ C1(E,Rn)2.

El caso autónomo. Cuando la función f no depende expĺıcitamente de la variable t,
obtenemos un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma

ẋ = g(x), (1.4)

donde g : Ω ⊂ Rn → Rn. Un sistema de ecuaciones de la forma (1.4) se llama autónomo,
puesto que la ley que predice el estado futuro (o pasado) del sistema no depende del instante
en que se observe, dicha ley es siempre la misma y solo depende de las variables de estado
correspondientes.

Existen tres tipos de soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales autónomo de la for-
ma (1.4): soluciones de equilibrio o soluciones estacionarias, soluciones recurrentes (periódi-
cas, cuasiperiódicas,. . . ) y variedades integrales. A continuación presentamos dos resultados
simples pero importantes sobre los sistemas de ecuaciones diferenciales autónomos.

Lema 1.1 (Propiedad de traslación). Suponga que φ(t) es una solución de (1.4) en el do-
minio Ω ⊂ Rn; entonces ψ(t) = φ(t− t0) con t0 ∈ R es también solución de (1.4).

Demostración. La prueba se sigue del hecho que (1.4) es invariante bajo la transformación
t→ t− t0, para cada t0 ∈ R fijo. Aśı pues, si ψ(t) = φ(t− t0) entonces

ψ̇(t) = φ̇(t− t0) = g(φ(t− t0)) = g(ψ(t)).

lo que finaliza la prueba.

Un hecho importante es que ψ(t) y φ(t) son soluciones distintas de (1.4); más aún, si φ(t)
satisface {

ẋ = g(x),

x(0) = x0,

2 C1(E,Rn) =
{
φ : E → Rn | φ es derivable en E con derivadas parciales continuas en E

}



1.1. ASPECTOS GENERALES 4

entonces ψ(t) satisface {
ẋ = g(x),

x(t0) = x0,

pero ψ(t) y φ(t) tienen la misma órbita en el espacio de fases Ω. Por otro lado, el Teorema
1.1 implica que en el espacio de fases las soluciones de (1.4) no se interceptan.

Definición 1.1. Un punto x=xe∈Ω tal que g(xe)=0, se conoce como punto de equilibrio
de (1.4).

Note que un punto de equilibrio determina una solución de equilibrio xe(t) = xe para todo
t ∈ R, llamada solución de equilibrio. De aqúı que, de cumplirse el Teorema de existencia
y unicidad de soluciones (Teorema 1.1), ninguna solución de equilibrio puede ser ĺımite en
tiempo finito de otra solución.

Definición 1.2. Una solución φ = φ(t) de (1.4) con φ(t) ∈ Ω ⊆ Rn para todo t ∈ R, se
dice que es periódica si existe T > 0 (el periodo) tal que

φ(t+ T ) = φ(t), ∀t, y φ(t+ s) 6= φ(t), ∀s ∈]0, T [.

Lema 1.2. A toda solución periódica de la ecuación autónoma (1.4) le corresponde una
órbita cerrada simple en el espacio de fases Ω y a toda órbita cerrada simple en el espacio
de fases Ω le corresponde una solución periódica de (1.4).

Demostración. El hecho de que la órbita cerrada sea simple, se sigue directamente de la
unicidad de soluciones. Por otro lado si φ = φ(t) es una solución periódica de (1.4), entonces
φ está definida en todo R y además φ(0) = φ(T ), probándose que C = {φ(t), t ∈ R} es una
órbita cerrada simple.
Supongamos ahora que φ = φ(t) es una solución no trivial de la ecuación (1.4) cuya órbita
C = {φ(t), t ∈ R} es una curva cerrada simple. Entonces existen τ1, τ2 con τ1 < τ2 tales que
φ(τ1) = φ(τ2). Defina δ = τ2 − τ1. Note que por el Lema 1.1 la función

ψ(t) = φ(t+ τ2 − τ1) = φ(t+ δ),

también es solución de (1.4), y además

ψ(τ1 + δ) = φ(τ2) = φ(τ1),

para todo t ∈ R. En consecuencia, por unicidad se cumple que φ(t + δ) = φ(t) para todo
t ∈ R. Para probar que φ es periódica según la definción 1.2, debemos probar que para el
conjunto

P =
{
τ > 0 : φ(t+ τ) = φ(t), ∀t

}
,
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se verifica que T = ı́nf P > 0. Note que P es no vaćıo ya que δ ∈ P ; más aún, mτ ∈ P
para todo m ∈ Z+ y τ ∈ P . De la continuidad de la función φ, se sigue directamente que
P es cerrado en ]0,∞[; es decir, si τ > 0 y (τn)n∈N ⊂ P con τn → τ entonces τ ∈ P . Por
contradicción suponga que T = 0; entonces para todo ε > 0, existe τ ∈ P tal que 0 < τ < ε.
Más aún, fijando dicho valor τ , para todo c ∈ R+ existe m ∈ N/{0} tal que

(m− 1)τ ≤ c ≤ mτ ⇒ 0 ≤ mτ − c ≤ τ ≤ ε.

Esto implica que c > 0 es un punto de acumulación de P , por tanto c ∈ P . Dado que c > 0
es arbitrario se deduce que φ es una función constante de (1.4), esto significa que φ(t) = φ∗
es una solución trivial de (1.4) lo cual es una contradicción.

1.1.1. Teorema de diferenciabilidad respecto a los parámetros

La continuidad de la solución φ(t, t0, x0) respecto a t0 y x0 en el dominio E se conoce como
la dependencia continua respecto a condiciones iniciales. Este resultado se enuncia
de manera general en el siguiente teorema, en donde se introduce también la dependencia
continua respecto a parámetros, la cual utilizaremos más adelante.

Teorema 1.4 (Derivabilidad respecto a condiciones iniciales y parámetros). Si f(t, x, λ)
tiene derivadas fx, fλ continuas3 respecto a x, λ para (t, x) ∈D y λ ⊂ G ∈ Rs, entonces la
solución φ(t, t0, x0, λ) de {

ẋ = f(t, x, λ),

x(t0) = x0,
(1.5)

es continuamente diferenciable respecto a las variables t, t0, x0 y λ en su dominio de definición

Eλ = {(t, t0, x0, λ) : w−(t0, x0, λ) < t < w+(t0, x0, λ)}⊂ R2+n × Rs.

En virtud de ello, la matriz φx0(t, t0, x0, λ) satisface la ecuación lineal variacional,

Ẏ = fx(t, φ(t, t0, x0, λ), λ)Y,

con condición inicial φx0(t0, t0, x0, λ) = In. Además,

φt0(t, t0, x0, λ) = −φx0(t, t0, x0, λ) f(t0, x0, λ).

Por último, la matriz φλ(t, t0, x0, λ) satisface la ecuación lineal

Ẏ = fx(t, φ(t, t0, x0, λ), λ)Y + fλ(t, φ(t, t0, x0, λ), λ),

con condición inicial φλ(t0, t0, x0, λ) = On×s (donde On×s denota la matriz nula).

Nota: Las demostraciones de los Teoremas 1.1, 1.2, 1.3 y 1.4 se pueden encontrar en el
Caṕıtulo 1 de [14].

3A lo largo del documento, para h : D → R, (x1, x2, x3) → h(x1, x2, x3) se denota por hxi
a la derivada

parcial de h respecto a la variable xi donde i = 1, 2, 3
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1.1.2. El Teorema de la función impĺıcita

En esta sección enunciamos uno de los teoremas más importante del análisis matemático
como lo es el Teorema de la función impĺıcita, que como es conocido, establece condiciones
suficientes bajo las cuales un conjunto de ecuaciones de varias variables permite definir a una
(o varias) de ellas como función de las demás. Por tanto, dado un sistema de m ecuaciones
con n > m incógnitas de la forma

g1(x1, x2, . . . , xk, xk+1, . . . , xn) = 0,

g2(x1, x2, . . . , xk, xk+1, . . . , xn) = 0,
...

...
...

gm(x1, x2, . . . , xk, xk+1, . . . , xn) = 0,

del que se conoce una solución particular (a1, a2, . . . , an); se busca estudiar cuando es posible
despejar localmente n − k variables, por ejemplo (xk+1, . . . , xn) en función de las restantes
(x1, x2, . . . , xk). En adelante, se considerará m = n− k con k = 1, 2, . . . , n− 1 de tal forma
que Rn quede identificado con Rk × Rm. Aśı, un elemento de Rn se escribirá en la forma
(x, y) donde x = (x1, x2, . . . , xk) ∈ Rk, y = (y1, y2, . . . , ym) ∈ Rm.

Usando notación vectorial, g = (g1, g2, . . . , gm), x = (x1, x2, . . . , xk), y = (xk+1, . . . , xn), a =
(a1, a2, . . . , ak), b = (bk+1, . . . , bn), teniendo presente lo anterior, el problema de existencia de
la función impĺıcita se plantea aśı, Dada la ecuación g(x, y) = 0Rn, de la que se conoce una
solución particular g(a, b) = 0Rn, se busca determinar cuando es posible despejar localmente,
en un entorno de (a, b), a la variable vectorial y en función de la variable vectorial x. Para
ello, comencemos con la siguiente definición

Definición 1.3. Sea g : Ω ⊂ Rk × Rm → Rn definida en el abierto Ω y (a, b) ∈ Ω un punto
tal que g(a, b) = 0Rn. Se dice que la ecuación g(x, y) = 0Rn define un entorno de (a, b) de la
variable y ∈ Rm como función impĺıcita de la variable x ∈ Rk si existe una vecindad A de a
y una vecindad B de b tales que A× B ⊂ Ω y para cada x ∈ A hay un único y = f(x) ∈ B
que verifica g(x, f(x)) = 0Rn. En este caso se dice que f : A→ B es la función impĺıcita
determinada por A×B en la ecuación g(x, y) = 0Rn.

Según esta definición, existirá una función impĺıcita cuando se pueda garantizar la existencia
de un entorno abierto A × B ⊂ Ω de (a, b) tal que {(x, y) ∈ A × B : g(x, y) = 0Rn} sea la
gráfica de alguna función f : A→ B.

Teorema 1.5 (Teorema de la función Impĺıcita). Sea g : Ω → Rm una función de clase
Cp(Ω) (p ≥ 1), definida en un abierto Ω ⊂ Rk × Rm y (a, b) ∈ Ω un punto que satisface
g(a, b) = 0. Si el determinante jacobiano de las componentes de g respecto a las variables
(y1, y2, . . . , ym) no se anula en el punto (a, b),

D(g1, g2, . . . , gm)

D(y1, y2, . . . , ym)
(a, b) 6= 0,
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entonces la ecuación g(x, y) = 0 define, en un entorno de (a, b), a la variable
y = (y1, y2, . . . , ym) como función impĺıcita de la variable x = (x1, x2, . . . , xk), es decir existe
A × B ⊂ Ω, entorno abierto de (a, b), tal que para cada x ∈ A hay un único y = f(x) ∈ B
que verifica g(x, y) = 0. La función impĺıcita f : A→ B es de clase Cp.

Bifurcaciones. Si bien la definición de bifurcación no es exacta, en general, se puede decir
que este fenómeno se refiere a un cambio cualitativo en el comportamiento de un sistema
dinámico con algún parámetro de la que depende el sistema cuando vaŕıa continuamente. A
continuación se dará una breve presentación sobre el concepto de bifurcación en Rn Considere
una función F : Ω ⊂ Rn × Rm → Rn, F ∈ C(Rn × Rm,Rn), con Ω subconjunto abierto y
(x, λ)→ F (x, λ). Nos interesa estudiar el conjunto solución de la ecuación

F (x, λ) = 0Rn . (1.6)

Es de esperar que para (1.6) exista un conjunto inicial de soluciones (triviales). Defina
Ωλ = {x ∈ Ω : λ es fijo}. En tal situación, suponga que para cada λ ∈ Ωλ ∩ Rm se verifica
que F (x∗, λ) = 0Rn , donde x∗ ∈ Ω. Al conjunto

Ω∗ = {x∗ ∈ Ωλ : F (x∗, λ) = 0Rn , ∀λ},

se le conoce como conjunto de soluciones triviales de (1.6).
Sin embargo, para ciertos valores de λ es posible que aparezcan nuevas soluciones de (1.6)
no triviales que emanan de la rama trivial Ω∗, esto es lo que se denomina un fenómeno
de bifurcación.

Definición 1.4. Sea Uλ×Vλ⊆Rn×Rm un conjunto abierto que contiene a (x0, λ0) tal que,
para todo λ ∈ Vλ, F (x0, λ) = 0Rn. Se dice que (x0, λ0) es un punto de bifurcación de la
ecuación (1.6) si para toda vecindad B de (x0, λ0) existe un punto (x̃, λ) ∈ B con x̃ 6= x tal
que F (x̃, λ) = 0.

Observación 1.1. La definición anterior garantiza que existe una sucesión {(xn, λn)n∈N}
de soluciones no triviales (F (xn, λn) = 0, ∀n) tales que xn → x0 y λn → λ0 cuando
n→∞.

Como un resultado básico de la teoŕıa de bifurcaciones a continuación se presenta el siguiente
resultado que determina una condición necesaria para que se tenga un punto de bifurcación
y cuya demostración puede ser consultada en [27].

Lema 1.3 (Condición necesaria para la bifurcación). Sea F : Uλ × Vλ → Rn una función
de clase Ck (k ≥ 1). Si (x0, λ0) ∈ Uλ × Vλ es un punto de bifurcación de (1.6); entonces la
matriz (formada por las derivadas parciales de F ) Fx(x0, λ0) : Rn → Rn es no invertible.

Los siguientes ejemplos tomados de [16] ilustran el fenómeno de bifurcación.
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Ejemplo 1.1. Sea x = (x1, x2) ∈ R2. Considere la función F : R2 × R→ R2 definida por

F (x, µ) = (β − µ)x+ C(x)

en donde β ∈ R es fijo y C : R2 → R2 definida por

C(x) =

(
γx1(x

2
1 + x22)

γx2(x
2
1 + x22)

)
, γ > 0.

Calculamos Fx(0R2 , µ) y obtenemos

Fx(0R2 , µ) = (β − µ)I2; I2 =

(
1 0
0 1

)
.

Por lo tanto, los posibles puntos de bifurcación sólo pueden ocurrir en puntos de la forma
(0R2 , β). Ahora bien, si F (x, µ) = 0R2 con x 6= 0R2 y µ 6= β entonces

γxi(x
2
1 + x22) = (µ− β)xi, i = 1, 2.

En consecuencia x21 + x22 =
µ− β
γ

; lo cual es la ecuación correspondiente a un paraboloide

de revolución alrededor del eje µ. En este caso se tiene una función continua que emana del
punto de bifurcación (0R2 , β). Además, observe que no existen soluciones no triviales para
µ < β.

Ejemplo 1.2. Sea x = (x1, x2) ∈ R2. Considere la función F : R2 × R→ R2 definida por

F (x, λ) = (1− λ)x+ d(x)

en donde λ ∈ R es fijo y d : R2 → R2 se define como (x32,−x31)T . Tenemos entonces que

Fx(0R2 , λ) = (1− λ)I2.

En consecuencia, Fx(0R2 , λ) no es invertible si λ = 1. Sin embargo, (0R2 , 1) no es un punto
de bifurcación. En efecto; si (x, λ) es solución de F (x, λ) = 0R2 entonces x41 + x42 = 0, por
lo que las únicas soluciones son x1 = x2 = 0. De esta forma se observa como la condición
de singularidad de la matriz F (x, λ) es una condición necesaria pero no suficiente para la
bifurcación (ver lema 1.3).

1.2. Resultados sobre periodicidad de soluciones

En general, la búsqueda de soluciones periódicas en un sistema de ecuaciones diferenciales
no es una tarea fácil; sin embargo, tal objetivo se puede simplificar al considerar las posibles
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simetŕıas del sistema dado. En esta sección, se mostrarán algunos resultados conocidos sobre
simetŕıas y soluciones periódicas para un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo
orden de la forma

z̈ = f(z, r)

r̈ = g(z, r)
(1.7)

Lema 1.4 (Simetŕıas). Sean f : Ω ⊂ R2 → R, g : Ω ⊂ R2 → R funciones continuas en el
conjunto abierto Ω, ψ(t) = (z(t), r(t)) una solución de (1.7) y suponga que ∀(a, b) ∈ Ω:

(I)

{
f(a, b) = −f(−a, b)
g(a, b) = g(−a, b)

ó (II)

{
f(a, b) = f(−a, b)
g(a, b) = g(−a, b)

1. Si se satisfacen las condiciones (I), entonces ψ̄1(t) = (−z(−t), r(−t)) también es solu-
ción de (1.7).

2. Si se satisfacen las condiciones (II), entonces ψ̄2(t) = (z(−t), r(−t)) también es solu-
ción de (1.7).

Demostración. Asuma que se satisfacen las condiciones (I) y defina

m1(t) = −z(−t), n1(t) = r(−t),

un cálculo directo muestra que

m̈1(t) = −f(z(−t), r(−t)) = −f(−m(t), n(t)) = f(m1(t), n1(t)),

y también
n̈1(t) = g(z(−t), r(−t)) = g(m1(t), n1(t)),

Por tanto, ψ̄(t) = (m1(t), n1(t)) es solución de (1.7).
Ahora, asuma que se satisface la condición (II) y defina

m2(t) = z(−t), n2(t) = r(−t),

entonces
m̈2(t) = φ(z(−t), r(−t)) = f(m2(t), n2(t)),

y también
n̈2(t) = g(z(−t), r(−t)) = g(m2(t), n2(t)),

Por tanto, ψ̄(t) = (m2(t), n2(t)) es solución de (1.7).

Observación 1.2. Del Lema (1.4) se deduce lo siguiente:
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1. El sistema (1.7) se puede reescribir como un sistema de primer orden considerando
z1 = z y r1 = r, y aśı 

ż1 = z2

ż2 = φ(z1, r1)

ṙ1 = r2

ṙ2 = g(z1, r1)

(1.8)

La condición (I) asegura que (1.8) es invariante bajo la siguiente simetŕıa

S1 : (t, z, ż, r, ṙ)→ (−t,−z, ż, r,−ṙ).

Esto es, dada una solución ϑ(t) = (z(t), ż(t), r(t), ṙ(t)) de (1.8) entonces S1(ϑ(t)) es
también solución de (1.8).
De igual forma, si se asume la condición (II) entonces (1.8) es invariante bajo la
simetŕıa:

S2 : (t, z, ż, r, ṙ)→ (−t, z,−ż, r,−ṙ).

Es decir, dada una solución ϑ(t) = (z(t), ż(t), r(t), ṙ(t)) de (1.8) se garantiza que
S2(ϑ(t)) es también solución de (1.8).

2. Si existe t0 ∈ R para el cual z(t0) = 0 y ṙ(t0) = 0, se prueba directamente que

z(t+ t0) = −z(t0 − t) y r(t+ t0) = r(t0 − t). (1.9)

En esta situación, lo anterior muestra que z(t) y r(t) son respectivamente impar y par
respecto al eje t = t0.
De otro lado, si existe t0 ∈ R tal que ż(t0) = 0 y ṙ(t0) = 0, entonces

z(t+ t0) = z(t0 − t) y r(t+ t0) = r(t0 − t). (1.10)

En esta situación, lo anterior muestra que z(t) y r(t) son funciones pares respecto al
eje t = t0.

Teorema 1.6 (Simetŕıas y periodicidad). Sean τ1, τ2 y T constantes tales que

1. Si τ1 < T y además

z(τ1) = z(τ1 + T ) = 0 y ṙ(τ1) = ṙ(τ1 + T ) = 0,

y no simultáneamente cero en ]τ1, τ1 + T [ entonces z y r son funciones impar y par
respecto al eje τ1 respectivamente y ambas 2T -periódicas.
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2. Si τ2 < T y además

ż(τ2) = ż(τ2 + T ) = 0 y ṙ(τ2) = ṙ(τ2 + T ) = 0,

y no simultáneamente cero en ]τ2, τ2 + T [ entonces z y r son funciones pares respecto
al eje τ2 y ambas 2T -periódicas.

Demostración. Sea ψ(t) = (z(t), r(t)) una solución de (1.7) y considere la solución φ(t) =
(z(t+ 2T ), r(t+ 2T )). Sin pérdida de generalidad, se puede tomar τ1 = 0 (en caso contrario
considere Z(t) = z(t+ τ1) y R(t) = r(t+ τ1)). De la parte 2 en la Observación (1.2) se tiene
que la función z(t) es impar y r(t) es par, en consecuencia

ψ(−T ) = (z(−T ), r(−T )) = (−z(T ), r(T )) = (0, r(T )),

ψ̇(−T ) = (ż(−T ), ṙ(−T )) = (ż(T ),−ṙ(T )) = (ż(T ), 0).

Por otro lado,
φ(−T ) = (z(T ), r(T )) = (0, r(T )) = ψ(−T ),

φ̇(−T ) = (ż(T ), ṙ(T )) = (ż(T ), 0) = ψ̇(−T ).

Del Teorema de existencia y unicidad, se deduce que φ(t) = ψ(t) para todo t. La demostración
de la parte 2 se obtiene de manera análoga.

Combinando el Teorema (1.6) se tienen los siguientes resultados sobre las dobles simetŕıas
de la función z(t):

Teorema 1.7. Sean t0 < T fijos.

1. Si z(t0) = 0 y ṙ(t0) = 0, y además ż(t0 + T ) = 0 y ṙ(t0 + T ) = 0 entonces z(t) es
una función impar respecto al eje t = t0; z(t) y r(t) son funciones pares respecto al eje
t = T y ambas son 4T -periódicas.

2. Si ż(t0) = 0 y ṙ(t0) = 0, y además z(t0 + T ) = 0 y ṙ(t0 + T ) = 0 entonces z(t) y r(t)
son funciones pares respecto al eje t = t0 y z(t) es una función impar respecto al eje
t = T y ambas son 4T -periódicas.

Demostración. La demostración se hará para la parte 1. Observe que basta analizar unica-
mente la función z(t). De la parte 1 del Teorema 1.6 tenemos que

z(t+ t0) = −z(−t+ t0), (1.11)

y de la parte 2 del mismo se tiene

z(t+ t0 + T ) = z(−t+ t0 + T ). (1.12)
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Evaluando t = T en (1.12):
z(t0 + 2T ) = z(t0) = 0.

Entonces z(t0 + 2T ) = 0. De nuevo, por la parte 1 del Teorema 1.6 se concluye que

z(t+ 2(2T )) = z(t+ 4T ) = z(t), ∀t ∈ R.

La parte 2 se hace de manera análoga considerando la segunda parte del teorema 1.6.

En adelante, si las funciones z(t) y r(t) cumplen las propiedades del Teorema 1.6 parte 1
serán llamadas soluciones impares. De igual forma, si las funciones z(t) y r(t) cumplen las
propiedades del Teorema 1.7 parte 1 serán llamadas soluciones impar-par (esto debido
a que alrededor de t = T la función z(t) es par, mientras que alrededor de t = 0. la función
z(t) es impar).

En [21] el autor presenta ejemplos de soluciones no triviales para los problemas de con-
torno (3) y (4). Lo que brinda soluciones no triviales de tipo impar y tipo impar-par para el
problema de valor inicial (5) (ver figura 1.1).

(2)

(1)

5 10 15 20 25 30
t

-5

5

10

Figura 1.1: La gráfica (2) es la función z3(t) y tiene doble simetŕıa mientras la gráfica (1)
es la función r(t) y tiene simetŕıa par. Figura tomada de [21].

Note que la función z3(t) tiene periodo T = 14,78... y la función r(t) tiene periodo T
2
, en este

caso se puede evidenciar el fenómeno de doble simetŕıa, ya que respecto a una recta vertical
que pase por t = T

2
, z3(t) es impar y r(t) es par ; sin embargo, ambas son pares respecto a

una recta vertical que pase por t = T .



CAṔITULO 2

Resultados sobre Mecánica Celeste

Desde la antigüedad el hombre ha sido atráıdo por conocer las causas del movimiento de
los astros celestes, en especial los planetas y las estrellas. Han sido varios los personajes
que dedicaron gran parte de su vida a este estudio a fin de predecir el movimiento de cada
cuerpo que hace parte del firmamento. Al respecto, se pueden citar las contribuciones hechas
por Ptolomeo (siglo II d.C.) con la obra Almagesto y Nicolás Copérnico (1473-1543) con
el trabajo De revolutionibus orbium coelestium como los primeros en realizar destacados
estudios sobre el movimiento de los planetas. Sin embargo, fue el astrónomo Tycho Brahe
(1546-1601) quien propuso que los planetas giraban alrededor del Sol y éste alrededor de la
Tierra; dando aśı, el punto de partida para el posterior desarrollo de lo que hoy se conoce
como la Mecánica Celeste.
En este caṕıtulo mencionaremos los resultados más importantes en torno al problema de N -
cuerpos, tomando como referencia [20], tales resultados nos servirán de base para desarrollar
las ideas expuestas sobre Mecánica Celeste en este trabajo. Para más detalles puede consultar
[1] y [15].

2.1. Leyes del movimiento de los planetas

Hacia el siglo XVI se dió un avance importante en el campo de la mecánica celeste cuando
Johannes Kepler (1571-1630), recopilando los datos de Brahe, realizó un importante trabajo
de śıntesis que le permitió formular sus tres famosas leyes en la obra Astronomia Nova (es-
crita entre 1609 y 1619) que a continuación presentamos.

13
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Primera Ley de Kepler: Los planetas se desplazan alrededor del Sol describiendo órbitas
eĺıpticas, estando el Sol situado en uno de los focos.

Segunda Ley de Kepler: El radio vector que une el planeta y el Sol barre áreas iguales en
tiempos iguales.

Tercera Ley de Kepler: Para cualquier planeta, el cuadrado de su peŕıodo orbital (tiempo
que tarda en dar una vuelta alrededor del Sol) es directamente proporcional al cubo de la
distancia media con el Sol.

Si bien fue Kepler quien postuló estas tres leyes para explicar el movimiento de los planetas
en sus órbitas alrededor del sol; es Isaac Newton (1642-1727) con la Teoŕıa de la Gravedad y
la Ley de Gravitación Universal quien unifica la dinámica celeste y terrestre, ofreciendo aśı
una explicación natural de las leyes de Kepler como consecuencia de la atracción gravitacio-
nal que sufren los cuerpos.

Primera Ley de Newton: En ausencia de fuerzas externas, un cuerpo, o bien permanece
en reposo, o bien sigue un movimiento rectilineo uniforme.
Esta primera ley también es conocida como Principio de Galileo o Ley de la inercia, en que
los objetos permanecerán en su estado de movimiento cuando no actúan fuerzas externas
sobre el mismo para cambiar su movimiento.

Segunda Ley de Newton: La aceleración a que adquiere un cuerpo de masa m, bajo la
acción de una fuerza F, es directamente proporcional a la fuerza F e inversamente propor-
cional a la masa m, esto también se plantea como F = ma.

Nótese también que cuando la fuerza resultante es nula (F = 0) entonces la aceleración
también será nula (a = 0) siempre que m > 0. Este resultado concuerda completamente con
la primera ley de Newton.

Tercera Ley de Newton: Siempre que un cuerpo 1 ejerza una fuerza F12 sobre otro cuerpo
2, este segundo cuerpo ejerce una fuerza F21 igual y de sentido contrario sobre el primero:
F21 = −F12.
Es decir que, no hay fuerzas aisladas; para cada fuerza externa que actúa sobre un objeto
siempre hay otra fuerza de igual magnitud pero en sentido opuesto, que actúa sobre el objeto
que ejerce esa fuerza externa (Ley de acción y reacción).

Además Newton encontró que la fuerza con que se atraen dos cuerpos de diferente masa
depende sólo del valor de sus masas y del cuadrado de la distancia que los separa.
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Ley de la gravitación universal: La magnitud de la fuerza F ejercida entre dos cuerpos
de masas m1 y m2 que se atraen mútuamente y están separados una distancia r en un sis-
tema de coordenadas, es directamente proporcional al producto de sus masas e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia que los separa.
Esta ley se expresa en la forma,

||F|| = G
m1m2

r2
. (2.1)

La constante G que aparece en (2.1) se llama constante de gravitación universal.
Un dato interesante publicado en 2014 (ver [28]) ofrece un nuevo valor para esta constante G
a partir de una técnica conocida como interferometŕıa cuántica de átomos fŕıos. Su resultado
es 6,67191× 10−11 m3/s2kg con un error relativo del 0,015 %.

De esta ley se deduce que para grandes distancias de separación entre los cuerpos, dicha fuerza
de atracción actúa como si toda la masa de cada uno de los cuerpos estuviera concentrada
únicamente en su centro de gravedad (como si dichos objetos fueran un solo punto), lo cual
permite reducir enormemente la complejidad de las interacciones entre cuerpos.

2.2. El problema de Kepler

La ecuación de Kepler es una de las ecuaciones fundamentales de la Mecánica Celeste, pues
por medio de ella se puede determinar en cada instante de tiempo, la posición de un cuerpo
que se encuentra sometido a la atracción gravitatoria de otro cuerpo que está fijo. Por lo que
su solución, se puede pensar como la respuesta al Problema de Kepler.

Problema de Kepler: Suponga que se tiene un sistema formado por un cuerpo muy
masivo de masa M que se encentra en el origen de coordenadas el cual ejerce una fuerza
de atracción F sobre otro cuerpo de masa m ubicado en algún punto x de R3 \ {0} a una
distancia r del primero (ver figura 2.1).

De la Ley de atracción gravitacional y de la segunda Ley de Newton se tiene que la posición
r = r(t) del cuerpo de masa m satisface la ecuación diferencial de segundo orden

r̈(t) = f(||r(t)||) r(t)

||r(t)||
, (2.2)

donde f : (0,∞)→ R es una función continua tal que f(r) = − µ
r2

con µ = GM es una

constante positiva y r = ||r(t)||.
La ecuación (2.2) es conocida como la ecuación de Kepler y su importancia radica en el
hecho de que describe la posición del cuerpo de masa m en cada instante.
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Figura 2.1: Un cuerpo masivo ubicado en el origen que atrae al otro con una fuerza F. Fuente:
Elaboración propia.

Un hecho importante que caracteriza el movimiento r(t) de un cuerpo sometido a una fuerza
F y que satisface (2.2) es la conservación de su momento angular.

Definición 2.1. Sea r : I ⊂ R→ R3 una función de clase C1(R) que representa el vector de
posición de un cuerpo que se mueve en el espacio. Se define su momento angular como
la función L : I → R3 definida para todo t ∈ I por el producto vectorial usual en R3 entre
r(t) y ṙ(t):

L(t) := r(t)× ṙ(t).

Proposición 2.1. Si un cuerpo se mueve en el espacio de tal forma que su trayectoria
r : I → R3 \ {0} satisface la ecuación (2.2), entonces su momento angular L es un vector
constante.

Demostración. Puesto que r(t) y ṙ(t) son funciones de clase C1(R) y el producto vectorial
es bilineal, se tiene que

L̇ =
d

dt
(r× ṙ) = (ṙ× ṙ) + (r× r̈) =

f(||r||)
||r||

(r× r) = 0.

Por tanto, el momento angular del cuerpo es un vector L constante.

Suponga que si L 6= 0 y sea π = L⊥ el plano ortogonal a L que pasa por el origen. Entonces
r(t) ∈ π, para todo t ∈ I y aśı, el movimiento es plano (ver figura 2.2).
Suponga que r(t) = (r1(t), r2(t)) es una solución de la ecuación (2.2), al expresarla en
coordenadas polares

r(t) = r(t)(cos θ(t), sen θ(t)), t ∈ I.
Luego, al derivar y sustituir en (2.2) se encuentra que

r̈ − rθ̇2 = f(r), 2ṙθ̇ + rθ̈ = 0.
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Figura 2.2: Simetŕıa que tranforma el plano π en el plano r1r2. Figura tomada de [20].

Es decir que r y θ satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales

r̈ − c2

r3
= f(r), θ̇ =

c

r2
, (2.3)

donde c = ||L|| = r1(t)ṙ2(t)− r2(t)ṙ1(t).

Note también que el sistema está desacoplado en el sentido de que fijado el valor c > 0 se
puede resolver la primera ecuación y luego obtener θ a partir de la segunda:

θ(t) = θ0 +

∫ t

t0

c

r2(s)
ds, t ∈ I.

Ahora bien, en (2.3) se utiliza un cambio de variable debido a Clairaut (para más detalles
consultar la proposición 2.3 dada en [20]) y válido para c 6= 0 con el fin de resolver

r̈(t) = f(r(t)) +
c2

r3(t)
, r > 0. (2.4)

Además se tiene que θ = θ(t) > 0 es un difeomorfismo entre su dominio I y su imagen
J = θ(I). Sea υ = θ−1 la función inversa de θ, entonces

ρ : I → I → (0,∞)→ (0,∞),

θ → υ(θ) = t→ r(υ(θ))→ 1

r(υ(θ))
= ρ(θ).

Aśı que si θ = θ(t) satisface θ̇ =
c

r2
, se tiene

ρ(θ(t)) =
1

r(υ(θ(t)))
=

1

r(t)
.
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Derivando dos veces y sustituyendo esta derivada en (2.4) se tiene

d2ρ

dθ2
+ ρ = − 1

c2ρ2
f

(
1

ρ

)
. (2.5)

Haciendo f = − µ
r2

donde µ > 0 en (2.5) se tiene

d2ρ

dθ2
+ ρ =

µ

c2
,

cuyas soluciones tienen la forma

ρ(θ) =
µ

c2
+ A cos(θ − ω), ω ∈ [0, 2π[, A > 0.

Aśı que r = 1/ρ(θ) se expresa como

r = r(θ) =
c2/µ

1 + e cos(θ − ω)
, (2.6)

que es justamente la ecuación paramétrica de una elipse E con excentricidad e = c2A/µ y

semieje mayor ā =
c2/µ

1− e2
. De esta forma se recupera la primera Ley de Kepler. Más aún, a

partir de este hecho se demuestra que el intervalo maximal de definición de r = r(t) (y por
ende, de todas las soluciones de (2.2)) es I = R.

De otro lado, si se considera el domino Da,b =
{
m r(t) : t ∈ ]a, b[, m ∈]0, 1[

}
un cálculo

directo permite demostrar que su área esta dada por

área(Da,b) =
1

2

∫ b

a

r2(t)θ̇(t)dt,

deduciéndose a partir de la ecuación (2.3) que área(Da,b) = c(b− a)/2, lo cual verifica la
segunda Ley de Kepler. Este hecho permite encontrar una expresión para el periodo mı́nimo
p de la órbita r = r(θ). En efecto, tomando los dominios D0,p/2 y Dp/2,p se tiene

área(D0,p/2) + área(Dp/2,p) = área(E),
cp

2
= πā2

√
1− e2,

de donde

p =
2π
√
µ
ā3/2. (2.7)
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Lo que comprueba la tercera Ley de Kepler.

Se puede apreciar que la ecuación (2.6) da una relación expĺıcita de r en términos del argu-
mento θ. Aśı que, si se quiere dar una expresión de r en términos de t, debemos considerar el
uso de una parametrización de la elipse E por medio de lo que se conoce como su anomaĺıa
excéntrica.

Con este propósito y sin pérdida de generalidad, podemos asumir que el eje de excentricidad
tiene dirección y sentido del vector e1 =(1, 0), esto es ω = 0. Posteriormente, se considera la
transformación

Γ : R2 → R2, (x, y)→ (x− ea,
√

1− e2y),

que es una aplicación biyectiva que env́ıa una circunferencia C de radio a con centro en el
origen, en la elipse E . Parametrizando C en coordenadas polares

(a cosu, a senu), u ∈ R.

se deduce
Γ(u) = a(cosu− e,

√
1− e2 senu), u ∈ R. (2.8)

Las consideraciones anteriores permiten definir la anomaĺıa excéntrica de un punto P

sobre E como el ángulo u tomado desde el eje de excentricidad hasta el vector
−−→
CP ′ con

centro C(−eā, 0) (ver figura 2.3).

Figura 2.3: Parametrización de una trayectoŕıa eĺıptica por medio de la anomaĺıa excéntrica.
Fuente: Elaboración propia.

Ahora bien, si r(t) = (r1(t), r2(t)) es una solución de (2.2), de la parametrización por ano-
maĺıa excéntrica (2.8) de la elipse E se deduce que{

r1(t) = ā(cosu(t)− e),
r2(t) = ā

√
1− e2 senu(t).

⇒ r(t) = ā(1− e cosu(t)) (2.9)
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donde u = u(t) satisface la ecuación diferencial de primer orden separable

u̇ =

√
µ

ā3/2(1− e cosu)
,

y cuya solución está dada por

u(t)− e senu(t) =

√
µ

ā3/2
(t− t0), t ∈ R.

Puesto que u̇ ≥
√
µ

ā3/2(1 + e)
> 0, se tiene que u :R → R es un difeomorfismo, por lo que se

puede definir su función inversa t : R→ R, u→ t(u) dada por

t(u) = t0 +
ā3/2
√
µ

(u− e senu), u ∈ R.

De esta última expresión se puede deducir de nuevo y en forma anaĺıtica la expresión del
periodo mı́nimo p de una solución de (2.2) que describe la elipse E , en efecto:

p = t(2π)− t(0) = 2π
ā3/2
√
µ
, ⇔ p2 =

4π2

µ
ā3,

lo que verifica la tercera Ley de Kepler.

Asi pues, se han obtenido un conjunto de fórmulas para el movimiento del cuerpo de masa m
bajo el campo gravitatorio Newtoniano, con el supuesto que los ejes de la elipse E coinciden
con los ejes cartesianos. Dichas fórmulas están dadas por

r1(t) = ā(cosu(t)− e),
r2(t) = ā

√
1− e2 senu(t),

u(t)− e senu(t) =

√
µ

ā3/2
(t− t0), t ∈ R.

(2.10)

En resumen, los cálculos anteriores brindan un bosquejo de la prueba general del siguiente
teorema, cuya demostración detallada puede consultarse en [1] o en [20].

Teorema 2.1. Sea r = r(t) : I → R2/{0}, un movimiento en un campo gravitatorio New-
toniano:

r̈(t) =
−µ
||r(t)||3

r(t),

con momento angular L 6= 0 y c = ||L||.
Entonces r(t) ∈ C2(R), es periódica con periodo mı́nimo p =

2π
√
µ
ā3/2 y describe una órbita

eĺıptica con el origen en uno de sus focos, excentricidad e∈ [0, 1[ y semieje mayor ā =
c2/µ

1− e2
.
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2.3. El problema de N-cuerpos

El problema de N -cuerpos es un modelo matemático formulado por primera vez en 1685 por
Isaac Newton con el fin de modelar el comportamiento de los cuerpos que hacen parte del
Sistema Solar. En términos generales su planteamiento es el siguiente:

Considere N cuerpos de masa mi ≥ 0, i = 1, . . . , N en un sistema de referencia inercial
tridimensional moviéndose bajo la Ley de gravitación universal, determinar la posición y la
velocidad de cada cuerpo en cualquier instante.

De manera más precisa:

Suponga N -cuerpos p1, p2, . . . , pN en un sistema de coordenadas euclidiano tridimensional
con masa mi, i = 1, . . . , N respectivamente, donde la posición r de cada cuerpo está descrita
por una función vectorial:

rj : J ⊂ R→ R3, ri(t) = (xi(t), yi(t), zi(t)), i = 1, . . . , N ,

Además, los cuerpos se mueven bajo el efecto de la Ley de gravitación universal. En conse-
cuencia, por la segunda Ley de Newton, la ecuación de movimiento para el cuerpo i-ésimo,
i = 1, . . . , N está dada por:

mir̈i(t) = Fi(r1, . . . , rN) =
N∑

j=1,j 6=i

Gmimj(rj − ri)

||rj − ri||3
, (2.11)

donde G es la constante de gravitación universal y || · || denota la distancia euclidiana entre
los cuerpos.
Como dos cuerpos no se pueden ubicar en la misma posición, se excluyen los conjuntos de
colisión ∆ij definidos como:

i < j, ∆ij = {(r1, r2, . . . , rN) ∈ R3N : ri = rj}.

Cada ∆ij es un subespacio vectorial de R3N de dimensión 3N − 3. Defina:

∆=
⋃

1<i<j<N

∆ij.

Considere el cono1 abierto Ω = R3N \ ∆. Las soluciones del problema de N -cuerpos serán
entonces funciones de clase C∞,

r : J ⊂ R→ Ω, r = (r1, r2, . . . , rN)

1Un conjunto Ω ⊂ Rd es un cono si para todo r ∈ Ω, y λ ∈ R se cumple que λr ∈ Ω.
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que satisfacen
Mr̈ = F(r),

donde

M =


m1I3 0 · · · 0

0 m2I3 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · mNI3

 , F =


F1

F2
...

FN



Desde su formulación, se han establecido diversas y muy interesantes propiedades del proble-
ma de N -cuerpos al igual que del comportamiento cualitativo de sus soluciones para el caso
general y/o en casos particulares (consultar [1, 20, 21, 27]9. A continuación, se presentan
algunas de dichas propiedades.

Proposición 2.2. El campo F : Ω → R3N es conservativo; es decir, existe una función
V : Ω→ R de clase C1 tal que F = −∇V .

Demostración. Por simplicidad, denote V = V(r1, . . . , rN) donde (r1, . . . , rN) ∈ Ω. La fun-
ción V se llama potencial newtoniano y en este caso viene dada por

V(r1, . . . , rN) = −
∑

1<i<j≤N

Gmimj

||ri − rj||
,

Aśı, las ecuaciones de los N -cuerpos se pueden escribir en la forma

mir̈i = −∂V
∂ri

, i = 1, . . . , N.

Defina la enerǵıa cinética T (t) y la enerǵıa mecánica total H(t) de una solución
r = (r1, . . . , rN) como

T (t) =
1

2

N∑
i=1

mi||ṙi(t)||2, H(t) = T (t) + V(r(t)),

respectivamente. Se afirma que H(t) es una cantidad conservada. En efecto, si 〈·, ·〉 denota
el producto interno usual en RN :

dH(t)

dt
=

N∑
i=1

mi〈r̈i, ṙi〉+
N∑
i=1

〈∂V
∂ri

, ṙi〉,

=
N∑
i=1

〈mir̈i +
∂V
∂ri

, ṙi〉 = 0,

por lo que H(t) es una función constante.
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Proposición 2.3. El problema de N-cuerpos (2.11) no posee soluciones de equilibrio.

Demostración. Por contradicción, suponga que el sistema (2.11) admite una solcuión cons-
tante r(t) = r0. En tal caso,

r̈i(t) =
∂V
∂ri

= 0, i = 1, . . . , N,

Puesto que V es una función homogénea de grado s = −1, del Teorema de Euler2 aplicado
en el cono Ω, si 〈, 〉 denota el producto escalar usual, se deduce que

0 = 〈∇V(r), r〉 = −V(r),

lo cual es una contradicción.

Proposición 2.4. Sea r = r(t) una solución del problema de N-cuerpos (2.11) con intervalo
maximal de definición ]w−, w+[. Defina la función

γ(t) = mı́n
{
||ri(t)− rj(t)|| : 1 ≤ i ≤ j ≤ N

}
Si w+ <∞ (o w− > −∞) entonces γ(t)→ 0 si t→ w+ (o t→ w−)

La demostración de este resultado es consecuencia del Teorema de existencia y prolongación
de soluciones de ecuaciones diferenciales autónomas. Para más detalles se remite al lector a
[1, 20].
El resultado anterior permite afirmar que si bajo cierta configuración N -cuerpos están siem-
pre a una distancia positiva, entonces la correspondiente solución está definida en ]−∞,∞[.

2.3.1. Caso particular: El problema de 2-cuerpos

Uno de los problemas más estudiados en la teoŕıa de mecánica celeste es el problema de
2-cuerpos. Esto se debe en parte a que es simple de plantear, es de baja dimensión y es
uno de los pocos problemas cuya solución completa se logra a través de un adecuado uso
de cantidades conservadas (también llamadas integrales de movimiento). De hecho, algunas
de las técnicas de perturbación desarrolladas para abordar problemas de 3 o más cuerpos,
descansan en la solución del problema de 2-cuerpos [26].

Considere dos cuerpos en R3 de masa m1 y m2 que se mueven de acuerdo a la Ley de
gravitación. Entonces, sus trayectorias r1 = r1(t) y r2 = r2(t) de acuerdo a (2.11) satisfacen

2El Teorema de Euler para funciones homogéneas dice que si f : Rn → R es homogénea y diferenciable
de grado k, entonces para todo x ∈ Rn se verifica 〈∇f(x), x〉 = kf(x)
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las ecuaciones diferenciales 
m1r̈1 = Gm1m2

r2 − r1
||r2 − r1||3

,

m2r̈2 = Gm1m2
r1 − r2
||r2 − r1||3

.
(2.12)

Sea ∆2 = {(r1, r2) ∈ R6 : r1 = r2} y defina Ω = R6 \∆2. Una solución de (2.12) debe ser una
función regular ϕ(t) = (r̄1(t), r̄2(t)) tal que

ϕ : I ⊂ R→ Ω, t→ ϕ(t).

Hay dos grupos de movimientos en el espacio que actúan sobre las soluciones,

1. Traslaciones de R3: Dado a ∈ R3 y una solución ϕ(t) de (2.12), entonces

φ(t) = (r̄1(t) + a, r̄2(t) + a),

es también una solución [20].

2. Isometŕıas de R3: Dada una matriz ortogonal A ∈ O(3) y una solución ϕ(t) de (2.12),
entonces

φ(t) = (Ar̄1(t), Ar̄2(t)),

es también una solución [20].

La propiedad 1 se generaliza en lo que se conoce como Principio de Galileo:

Dada una solución ϕ(t) y constantes p, v ∈ R3, entonces

φ(t) = (r̄1(t) + p + vt, r̄2(t) + p + vt),

también es solución.

Aśı, partiendo de una solución ϕ(t) = (r̄1(t)r̄2(t)), defina su centro de masas

C̄(t) =
m1

m1 +m2

r̄1(t) +
m2

m1 +m2

r̄2(t),

Derivando y aplicando la segunda y tercera ley de Newton

¨̄C(t) =
m1

m1 +m2

¨̄r1(t) +
m2

m1 +m2

¨̄r2(t) = 0,

esto significa que el centro de masas se desplaza a velocidad constante C̄(t) = α + βt, con
α, β ∈ R3.
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Dada una solución ϕ(t) al problema de dos cuerpos, usando el principio de Galileo se tiene
que φ(t) = (r1(t), r2(t)) con

r1(t) = r̄1(t)− α− βt, r2(t) = r̄2(t)− α− βt,

también es solución con su centro de masas ahora en el origen

C(t) = C̄(t)− α− βt = 0.

De lo anterior se deduce que

r2(t) = −m1r1(t)

m2

.

Por lo tanto, al sustituir esta última ecuación en (2.12) se obtiene

mir̈i(t) = −
(

Gmim
3
j

(mi +mj)2r2i

)
ri(t)

||ri(t)||
, i, j = 1, 2, i 6= j,

con µ̃i,j =
Gm3

j

(mi +mj)2
, la última ecuación se reescribe como:

r̈i(t) = −
(
µ̃i,j
r2i

)
ri(t)

||ri(t)||
, i = 1, 2. (2.13)

Es decir, cada cuerpo se mueve resolviendo una ecuación de Kepler como la presentada en
(2.2). De aqui que, los momentos angulares Lr1 = r1× ṙ1 y Lr2 = r2× ṙ2 de cada cuerpo son
constantes. En particular, si ||Lr1|| 6= 0 entonces cada cuerpo describe una órbita eĺıptica
como solución del problema de Kepler.



CAṔITULO 3

El problema de N -cuerpos poligonal

Una vez conocida la solución del problema de 2-cuerpos a través del problema de Kepler,
la atención de todos los cient́ıficos (incluido el mismo Newton), se enfocó en la búsqueda de
una solución al problema de N -cuerpos para N ≥ 3. En principio, fueron Euler, Lagrange
y Laplace quienes considerando casos particulares, intentaron aproximarse a una solución
anaĺıtica del problema de 3-cuerpos. Fue hasta 1889, cuando la búsqueda de soluciones del
problema de 3-cuerpos volvió a tener un impacto significativo en la comunidad cient́ıfica.
Esto debido a Henri Poincaré (en su obra Les Méthodes Nouvelles de la Mécanique Céleste
[25]) quien estableció que para N ≥ 3-cuerpos es imposible resolver las ecuaciones de movi-
miento reduciendo la dimensión del sistema con la ayuda de primeras integrales (funciones
que se mantienen constantes a lo largo de cualquier solución dada). Desde el trabajo de H.
Poincaré, para el problema general de N ≥ 3-cuerpos se han hecho muchos avances sobre la
existencia y el comportamiento de soluciones para casos particulares que involucran muchas
simplificaciones, por ejemplo: configuraciones con muchas simetŕıas, problemas con cuerpos
de masa infinitesimal (llamados problemas restringidos de N -cuerpos), configuraciones pla-
nares, entre otras (ver [2, 4, 6, 10, 12, 13])

En este caṕıtulo se presentarán las ecuaciones de movimiento de una configuración parti-
cular del problema de N -cuerpos, al igual que unos resultados anaĺıticos sobre sus posibles
soluciones periódicas.

26
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3.1. Ecuaciones de movimiento

Considere un sistema de coordenadas tridimensional en el cual se tiene (N − 1)-cuerpos
P1, P2, . . . , PN−1 cada uno de masa m y un N -ésimo cuerpo PN con masa M ≥ 0.
Asuma que en cada instante, la posición del cuerpo P1 está dada por el vector
r1 =(x1, y1, z1) y que la posición rj de cada cuerpo Pj, j = 2, 3, . . . N − 1 satisface

rj = Aj−1r1, en donde A =

(
A Λtr

Λ 1

)
, (3.1)

con Λ = (0, 0) y

A =

(
cos( 2π

N−1) − sen( 2π
N−1)

sen( 2π
N−1) cos( 2π

N−1)

)
.

Esta configuración donde los cuerpos P1, P2, . . . , PN−1 se encuentran ubicados en los vértices
de un poĺıgono de (N − 1)-lados, se denominará Problema espacial poligonal de (N − 1)-
cuerpos. En adelante suponga que la posición y la velocidad del cuerpo P1 (respecto al
origen) están dadas respectivamente por

r1(t) = (x1(t), y1(t), z1(t)), ṙ1(t) = (ẋ1(t), ẏ1(t), ż1(t)),

con condiciones iniciales

r1(0) = (x1(0), y1(0), z1(0)), ṙ1(t) = (0, ẏ1(0), ż1(0)), (3.2)

y que el N -ésimo cuerpo PN tiene vector posición y velocidad dados por

rN(t) = (xN(t), yN(t), zN(t)), ṙN(t) = (ẋN(t), ẏN(t), żN(t)),

con condiciones iniciales

rN(0) = (0, 0, zN(0)), ṙN(0) = (0, 0, żN(0)).

De lo anterior se deduce que las posiciones y velocidades iniciales de los cuerpos P1, . . . , PN−1
son simétricas respecto al eje z y que el cuerpo PN se mueve siempre sobre dicho eje pasando
por el centro de masa del sistema que se ubica en el origen.

Aśı, el problema espacial poligonal de N-cuerpos consiste en describir el movimiento de los
cuerpos P1, . . . , PN en cada instante de tiempo t.

Eligiendo un sistema de coordenadas ciĺındricas

x1 = r cos θ, y1 = r sen θ, z1 = z1,
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se puede comprobar (consultar el Apéndice A) que las ecuaciones de movimiento del problema
espacial poligonal de N -cuerpos están dadas por

r̈ − rθ̇2 +
λN
r2

+
Mr

h3(r, zN)
= 0,

2ṙθ̇ − rθ̈ = 0

z̈N + σzN/h
3(r, zN) = 0,

(3.3)

en donde

λN =
m

4

N−2∑
j=1

csc
( πj

N − 1

)
, σ = (N − 1)m+M, y h(r, zN) =

[
r2 + γ2Nz

2
N

]1/2
.

Al multiplicar la segunda ecuación en (3.3) por r se deduce que

d

dt
(r2θ̇) = 0 ⇔ θ̇r2 = ν, ν ∈ R,

lo que brinda justamente la integral de movimiento de momento angular ν. En lo que sigue,
se van a considerar soluciones del sistema (3.3) con momento angular ν 6= 0 (en particular,
no se consideran posibles colisiones entre los cuerpos). Más aún, un cálculo directo muestra
que

ν = x1(t)ẏ1(t)− y1(t)ẋ1(t), ∀t ∈ R. (3.4)

A partir de este supuesto, se tiene un interesante resultado sobre la invarianza de diagrama
de fases respecto al momento angular (consultar [7]).

Proposición 3.1. Sean ν̂, ν 6= 0 con ν̂ = β1/2ν y ψν = (r, θ, zN) una solución de (3.3) con
momento angular ν 6= 0. Defina

R(t) = βr(β−3/2t), Θ(t) = θ(β−3/2t), ZN(t) = βzN(β−3/2t).

Entonces Ψ̂ν̂ = (R,Θ, ZN) es también solución de (3.3) con momento angular ν̂.

Demostración. Definiendo τ = β−3/2t , un cálculo directo muestra que

R̈(t) = β−2
(
r(τ)θ̇(τ)2 − λN

r2(τ)
+

Mr(τ)

h3(r(τ), zN(τ))

)
,

= β−2
(
β2R(t)Θ(t)− β2λN

R2(t)
+

β2Mr(τ)

h3(R(t), ZN(t))

)
,

= R(t)Θ(t)− λN
R2(t)

+
MR(t)

h3(R(t), ZN(t))
.
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De igual forma se comprueba

2Ṙ(t)Θ̇(t)−R(t)Θ̈(t) = β−2(2ṙ(τ)θ̇(τ)− r(τ)θ̈(τ)) = 0,

y

Z̈N(t) = −β−2
( σzN(τ)

h3(r(τ), zN(τ))

)
= − σZN(t)

h3(R(t), ZN(t))
,

probándose aśı que Ψ̂ es solución de (3.3). Por último, el nuevo momento angular está dado
por

ν̂ = Θ̇R2 = β1/2θ̇r2 = β1/2ν,

lo que completa la demostración.

Ahora bien, asumiendo un momento angular ν 6= 0, se puede desacoplar la última ecuación
en el sistema (3.3) y obtener aśı un sistema de ecuaciones reducido dado por

z̈N +
σzN

h3(r, zN)
= 0,

r̈ − ν2

r3
+
λN
r2

+
Mr

h3(r, zN)
= 0,

(3.5)

con

θ̇ =
ν

r2
y θ(t) = θ0 +

∫ t

0

ν

r2(s)
ds. (3.6)

En resumen, todas las consideraciones anteriores presentan una solución expĺıcita del pro-
blema espacial poligonal de N -cuerpos. Más aún, dado que todas las soluciones de (2.11)
(con excepción de aquellas que admiten colisiones), están bien definidas para todo t ∈ R, se
deduce que todas las soluciones de (3.3) también están definidas para todo t ∈ R.

Configuración inicial del problema espacial poligonal de N-cuerpos. Ya presenta-
da una fórmula general para la solución del problema de N -cuerpos poligonal, en adelante
se fijará una configuración inicial de los cuerpos. Esto es, suponga que en (3.2), el cuerpo P1

tiene condiciones iniciales dadas por

r1(0) = (r0, 0, 0), ṙ1(0) = (0, a,−εb),

mientras que el cuerpo PN tiene condiciones iniciales

rN(0) = (0, 0, 0), ṙN(0) =

(
0, 0, b

)
,

con r0, a, b ∈ R y ε = M
(N−1)m . Luego, de (3.4) se deduce que ν = ar0.

Lo expuesto anteriormente, permite afirmar que el siguiente teorema determina una solución
del problema de N -cuerpos poligonal
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Figura 3.1: Configuración espacial para el problema de 8 cuerpos. Fuente: Elaboración propia.

Teorema 3.1. Sean r0,m,M > 0, a, b ∈ R. Las funciones

rN(t) = (0, 0, zN(t)) , rj(t) = Aj−1r1(t), j = 1, . . . , N − 1,

con A ∈M3(R) dada por (3.1) y

r1(t) =

(
r(t) cos(θ(t)) , r(t) sen(θ(t)), − M

(N − 1)m
zN(t)

)
,

tales que

zN(0) = 0, żN(0) = b, r(0) = r0, ṙ(0) = 0, θ(0) = 0, θ̇(0) =
a

r0
,

son solución del problema espacial poligonal de N-cuerpos con N ≥ 3 en donde el cuerpo PN
que se mueve a lo largo de la trayectoria rN tiene masa M y los (N−1)-cuerpos P1, . . . , PN−1
que se mueven a lo largo de la trayectoria rj(t), j = 1, . . . , N − 1 tienen masa m, si y solo si

z̈N = − σzN
h3(r, zN)

,

r̈ =
a2r20
r3
− λN

r2
− Mr

h3(r, zN)
,

(3.7)

con

σ = (N − 1)m+M, γN =
σ

(N − 1)m
, ν = ar0,

λN =
m

4

N−2∑
j=1

csc
( πj

N − 1

)
, h(r, zN) =

(
r2 + γ2Nz

2
N

)1/2
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y

θ̇ =
ar0
r2

⇔ θ(t) =

∫ t

0

ar0
r2(s)

ds. (3.8)

Denotamos por

F (a, b, t) = f(t), R(a, b, t) = r(t), Θ(a, b, t) = θ(t),

a las soluciones del sistema (3.5) y (3.6) con ν = ar0, las cuáles satisfacen las condiciones
iniciales

f(0) = 0, ḟ(0) = b, r(0) = r0, ṙ(0) = 0, θ(0) = 0, θ̇(0) =
a

r20
.

En lo que sigue se mostrará que bajo una adecuada elección de los parámetros M,m y N , es
posible probar (para todo r0) la existencia de soluciones periódicas del sistema (3.5), el cual
se denominará problema espacial poligonal de N-cuerpos reducido.

Observación 3.1. Si para algunos a y b se tiene que z(t) y r(t) son funciones T -periódicas
para el sistema (3.5), entonces (f(t), r(t), θ(t)) definen una solución periódica para el N-
ésimo cuerpo si y solo si θ(T ) es igual a n1π/n2, con n1 y n2 números enteros (consultar
[22]). En general, soluciones T -periódicas del sistema (3.5) definen soluciones periódicas
reducidas del problema espacial de N-cuerpos. Esto es, soluciones con la propiedad de que
cada T unidades de tiempo, las posiciones y velocidades de los N cuerpos solamente difieren
por un movimiento ŕıgido en R3.

3.2. Búsqueda de soluciones periódicas.

Note que el sistema (3.5) es equivalente al (3.7), por lo que en esta sección se estudia la
existencia de soluciones periódicas para el sistema (3.7). Para alcanzar este propósito, re-
querimos de algunos resultados preliminares que presentamos a continuación. En adelante
se definen las funciones

F (z, r) = − σz

h3(r, z)
,

G(z, r) =
ν2

r3
− λN

r2
− Mr

h3(r, z)
.

(3.9)

Un cálculo directo muestra que F y G satisfacen las siguientes propiedades

F (z, r) = −F (−z, r), G(z, r) = G(−z, r), ∀(z, r). (3.10)
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Figura 3.2: Configuración espacial de los cuerpos P1 y PN luego de t unidades de tiempo.
Fuente: Elaboración propia.

Observación 3.2. De las simetŕıas (3.10) y los Teoremas 1.6 y 1.7 para a, b fijos se sigue
que:

i). Si existe T > 0 tal que

Z(T, a, b) = 0,

Ṙ(T, a, b) = 0,
(3.11)

entonces las funciones z(t) = Z(t, a, b) y r(t) = R(t, a, b) son 2T -periódicas.

ii). Si existe T > 0 tal que

Ż(T, a, b) = 0,

Ṙ(T, a, b) = 0,
(3.12)

entonces las funciones z(t) = Z(t, a, b) y r(t) = R(t, a, b) son 4T -periódicas.

En este punto vale la pena recordar el siguiente resultado de factorización.

Lema 3.1. Sea Φ : R×Rm → R, (x, y)→ Φ(x, y) una función de clase C1(R). Si Φ(0, y) = 0,

para todo y ∈ Rm, entonces existe una función Φ̃(x, y) continua tal que

Φ(x, y) = xΦ̃(x, y), ∀(x, y) ∈ R× Rm.
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Demostración. Del Teorema fundamental del cálculo se sigue que

Φ(x, y)− Φ(0, y) =

∫ 1

0

d

ds
Φ(sx, y)ds,

luego

Φ(x, y) =

∫ 1

0

d

ds
Φ(sx, y)ds = x

∫ 1

0

Φx(sx, y)ds = xΦ̃(x, y),

con

Φ̃(x, y) =

∫ 1

0

Φx(sx, y)ds.

El Lema 3.1 puede ser aplicado a la función Z(t, a, b) en cuyo caso se tiene el siguiente
resultado.

Lema 3.2. La función Z(t, a, b) satisface

1. Para todo (t, a, b):

Z(t, a, b) = bZ̃(t, a, b), (3.13)

donde Z̃(t, a, b) =

∫ 1

0

Zb(s, a, b)ds. Más aún, para todo par de enteros n ≥ 1 y m ≥ 0

∂n−1+m

∂am∂bn
Z(t, a, b) = n

∂n−1+m

∂am∂bn−1
Z̃(t, a, b) + b

∂n+m

∂am∂bn
Z̃(t, a, b),

∂n−1+m

∂tm∂bn
Z(t, a, b) = n

∂n−1+m

∂tm∂bn−1
Z̃(t, a, b) + b

∂n+m

∂tm∂bn
Z̃(t, a, b),

en particular para b = 0

∂n−1+m

∂am∂bn−1
Z̃(t, a, 0) =

1

n

∂n+m

∂am∂bn
Z(t, a, 0), (3.14)

∂n−1+m

∂tm∂bn−1
Z̃(t, a, 0) =

1

n

∂n+m

∂tm∂bn
Z(t, a, 0), (3.15)

2. Dados k1, k2 y k3 enteros positivos tales que k1 + k2 = k3 entonces

∂k3Z

∂ak1∂tk2
(t, a, 0) = 0, ∀(t, a).

Demostración. La prueba se sigue directamente del hecho de que Z(t, a, 0) = 0 para todo
(t, a) y el Lema 3.1.
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Lema 3.3. Sean M,m,N y r0 fijos. Entonces las funciones Z(t, a, b) y R(t, a, b) satisfacen

Z(pe, ae, 0) = 0, y Ṙ(pe, ae, 0) = 0,

con pe =
2π

(1− e)3/2

√
r30

λN +M
, ae =

√
(1− e)(λN +M)

r0
con e ∈ [0, 1[.

Demostración. Note que para b = 0, se verifica que Z(t, a, 0) = 0, ∀t, a ∈ R.
En efecto, dado que F (0, R) = 0 para todo R ∈ R, la única solución del problema de valor
inicial {

z̈N = F (zN , r),

zN(0) = 0, żN(0) = 0,

es la solución trivial Z(t, a, 0) = 0 ∀t, a ∈ R.

Por otro lado, la función R(t, a, 0) satisface el problema de valor inicial

r̈ =
a2r20
r3
− λN +M

r2
, r(0) = r0, ṙ(0) = 0. (3.16)

La ecuación diferencial en (3.16) corresponde a un problema de Kepler (2.3) con

c = ar0, f(r) = −λN +M

r2
,

cuya solución es

r(t, a, 0) =
a2r20

(1− e2)(λN +M)
(1− e cos(u(t))),

con e ∈ [0, 1[ y u(t) la anomaĺıa excéntrica, la cual satisface la ecuación

u(t)− e senu(t) =
2π

p
t, con p =

2πa3r30
(λN +M)2(1− e)3/2

.

Un cálculo directo muestra que R(t, a, 0) satisface el problema de valor inicial (3.16) si a = ae
donde,

ae =

√
(1 + e)(λN +M)

r0
.

Geométricamente, lo anterior significa que R(t, ae, 0) describe una órbita eĺıptica con semieje
mayor r0/(1− e) y periodo

pe =
2π

(1− e)3/2

√
r30

λN +M
.
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Más aún, de la propiedad
u(t+ p) = u(t) + 2π, ∀t ∈ R.

se sigue directamente que
Ṙ(pe, ae, 0) = 0.

En conclusión, para cada e ∈ [0, 1[ fijo, la terna (pe, ae, 0) satisface

Z(pe, ae, 0) = 0, y Ṙ(pe, ae, 0) = 0.

Observación 3.3. Del Lema 3.3 y el Teorema 3.1, se deduce que si la posición del cuerpo
P1 está dada por

r1(t) =
( r0

1− e
cos(u(t)− e) , r0

√
1− e2

1− e
sen(u(t)), 0

)
, t ∈ R,

se obtiene una solución 2pe-periódica del problema de N-cuerpos poligonal reducido, en donde
los cuerpos P1, P2, . . . , PN−1 se mueven en órbitas eĺıpticas con excentricidad e ∈ [0, 1[ y
semieje mayor r0/(1 − e). Como caso particular, para e = 0 las órbitas son circulares con

R(t, a0, 0) = r0 para todo t ∈ R, a0 =
√

λN+M
r0

y periodo p0 = 2π
r0
a0

.

Ya se cuentan con todos los elementos necesarios para la demostración de los resultados
principales de este documento. En adelante se definen los parámetros

ω1 =

√
(N − 1)m+M

r30
y ω2 =

√
λN +M

r30
.

A la luz de la notación del Teorema 3.1, se presenta el siguiente resultado.

Teorema 3.2. Sea N ≥ 3 y suponga que m,M y N satisfacen

λN 6= (N − 1)mq2 +M(q2 − 1),

para todo q ∈ Z+. Entonces para cualquier real r0> 0 existen b 6= 0 cerca de 0, T cerca de

π
√

r30
(N−1)m+M

y a > 0 cerca de
√

λN+M
r0

que generan una solución 2T -periódica impar del

problema de N-cuerpos reducido con las condiciones descritas en el Teorema 3.1.
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Demostración. Fijados M,m y r0, suponga que Z(t, a, b) y R(t, a, b) son las soluciones del
sistema (3.7) Es decir,

Z̈ = F (Z,R),

R̈ = G(Z,R, a).
(3.17)

Del Lema 3.3 tenemos que

Z(t, a0, 0) = 0 y R(t, a0, 0) = r0, con a0 =

√
λN +M

r0
,

para todo t ∈ R. Entonces que sobre la curva α(t) = (t, a0, 0), tenemos que Z(α(t)) y R(α(t))
satisfacen el sistema (3.11), esto es

Z(α(t)) = 0, y Ṙ(α(t)) = 0.

El propósito ahora es buscar ternas (T, a, b) con b cerca de 0, a cerca de a0 y un adecuado T

del tal forma que Z̃(T, a, b) y R(T, a, b) sean soluciones de (3.11), esto es

Z̃(T, a, b) = 0, y Ṙ(T, a, b) = 0.

Del Lema 3.2 sabemos que para todo (t, a, b) se cumple

Z(t, a, b) = bZ̃(t, a, b). (3.18)

En consecuencia
Zb(t, a, b) = Z̃(t, a, b) + bZ̃(t, a, b). (3.19)

Note que, sobre la curva α(t) se tiene

Zb(α(t)) = Z̃(α(t)). (3.20)

Lo anterior invita a analizar los posibles ceros de la función Zb(α(t)). Para ello estudiamos
la ecuación variacional

Z̈b = Fb(Z,R) = FZ(Z,R)Zb + FR(Z,R)Rb,

a lo largo de la curva α(t). En tal caso la función Zb(α(t)) satisface el problema de valor
inicial (ver apéndice B)

n̈(t) + ω2
1n(t) = 0, n(0) = 0, ṅ(0) = 1,

cuya solución está dada por

Zb(α(t)) =
sen(ω1t)

ω1

. (3.21)
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En particular, para T0 = π/ω1 se tiene que Zb(α(T0)) = 0. Lo anterior prueba que

Z̃(T0, a0, 0) = 0, y Ṙ(T0, a0, 0) = 0.

El Teorema de la Función Impĺıcita asegura que si el conjunto
{
∇Z̃(T0, a0, 0),∇Ṙ(T0, a0, 0)

}
es linealmente independiente, entonces existe b1 6= 0 tal que todos los puntos (T1, a1, b1) cerca
de (T0, a0, 0) satisfacen el sistema de ecuaciones

Z̃(T1, a1, b1) = Ṙ(T1, a1, b1) = 0.

Para ello, observe que para todo (t, a) se tiene

∇Z̃(t, a, 0) =
(
Żb(t, a, 0), Zba(t, a, 0),

1

2
Zbb(t, a, 0)

)
,

lo que conlleva a calcular las ecuaciones variacionales de R y las restantes de Z a lo largo
de la curva α(t). Puesto que estos cálculos son un poco extensos, los detalles de sus procedi-
mientos aparecen en el Apéndice B y en lo que sigue solo se consignarán algunos resultados
obtenidos y relevantes en la demostración, .

Aśı pues, un procedimiento análogo al realizado para obtener (3.21) muestra que para todo
t ∈ R,

R̈(α(t)) = 0, Ṙa(α(t)) = 2 sen(ω2t), Ṙb(α(t)) = 0. (3.22)

Por lo tanto, dado que ω2 6= qω1, para todo q ∈ Z se tiene

∇Ṙ(α(T0)) =

(
0, 2 sen

(
ω2

ω1

π

)
, 0

)
6= 0.

De otra parte, se puede comprobar que

Żb(α(t)) = cos(ω1t), Zbb(α(t)) = 0.

Finalmente, un cálculo directo muestra que

∇Z̃(α(T0))×∇Ṙ(α(T0)) =
(

0, 0,−2 sen
(ω2

ω1

π
))
6= 0.

Por lo tanto, existe ε > 0 y un par de funciones continuas T, a : (−ε, ε)→ R tales

b→ T = T (b), b→ a = a(b), (3.23)
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con T (0) = T0, a(0) = a0, que satisfacen

Z̃(T (b), a(b), b) = 0, y Ṙ(T (b), a(b), b) = 0.

Dado que
Z̃(0, a, b) = 0, Ṙ(0, a, b) = 0,

para todo (a, b), entonces para b ∈ (−ε, ε)

Z(0, a(b), b) = bZ̃(0, a(b), b) = 0, Ṙ(0, a(b), b) = 0,

Z(T (b), a(b), b) = bZ̃(T (b), a(b), b) = 0, Ṙ(T (b), a(b), b) = 0,

demostrándose aśı, que sobre la terna (T (b), a(b), b) las funciones Z y R satisfacen (3.11) lo
que induce una solución 2T (b)-periódica del problema reducido (3.17) con Z(t, a(b), b) una
función impar y R(t, a(b), b) una función par para cada b ∈ (−ε, ε).

Un resultado semejante al presentado en el Teorema 3.2 y de nuevo a la luz de la notación
del Teorema 3.1 es el siguiente

Teorema 3.3. Sea N ≥ 3 y suponga que m,M y N satisfacen

λN 6= (N − 1)mk2 +M(k2 − 1),

para todo k ∈ Z+ número par. Entonces para cualquier número real r0 > 0 existen b 6= 0

cerca de 0, T cerca de
π

2

√
r30

(N−1)m+M
y a > 0 cerca de

√
λN+M
r0

que generan una solución

4T∗-periódica impar-par del problema de N-cuerpos reducido con las condiciones descritas
en el Teorema 3.1.

Demostración. La prueba sigue los mismos pasos que aquella hecha para el Teorema 3.2 y
se construye aplicando el Lema 3.2 a la función Ż(t, a, b). En tal caso, existe una función
W (t, a, b) tal que

Ż(t, a, b) = bW (t, a, b),

Żb(t, a, b) = W (t, a, b) + bWb(t, a, b).

para todo (t, a, b). En particular

Żb(t, a, 0) = W (t, a, 0),

para todo (t, a). La idea ahora es buscar ternas (T∗, a, b) con b cerca 0, a cerca de a0 y un
adecuado T∗ de tal forma que W (T, a, b) y R(T, a, b) sean soluciones de (3.12), es decir

W (T∗, a, b) = 0 y Ṙ(T∗, a, b) = 0.
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Aśı que, basta analizar los posibles ceros de la función Żb(T∗, a, b). De (3.21) se sigue que

Żb(α(t)) = cos(ω1t), (3.24)

y se observa en particular, Żb(α(T0/2)) = 0 con esto, se tiene que

W (T0/2, a0, 0) = 0 y Ṙ(T0/2, a0, 0) = 0.

Nuevamente, con el propósito de aplicar el Teorema de la Función Impĺıcita se debe garantizar

que
{
∇W (T0/2, a0, 0),∇Ṙ(T0/2, a0, 0)

}
es linealmente independiente. De (3.22) y dado que

ω2 6= kω1 para todo k ∈ Z número par, se tiene que

∇Ṙ(T0/2, a0, 0) =
(

0, 2 sen
(ω2π

2ω1

)
, 0
)
6= 0.

Por otro lado, de las ecuaciones variacionales de la función Ż(t, a, b) evaluadas en α(T0/2)
se tiene

Z̈b(α(T0/2)) = −ω1, Żbb(α(T0/2)) = 0.

Por lo tanto,

∇W (α(T0/2))×∇Ṙ(α(T0/2)) =
(

0, 0,−2ω1 sen
(ω2π

2ω1

))
6= 0..

Aśı que existe δ > 0 y un par de funciones continuas T∗, a∗ : (−δ, δ)→ R tales

b→ T∗ = T∗(b), b→ a∗ = a∗(b),

con T∗(0) = T0/2, a∗(0) = a0 y satisfacen

W (T∗(b), a∗(b), b) = 0 y Ṙ(T∗(b), a∗(b), b) = 0.

Puesto que
Z(0, a, b) = 0, Ṙ(0, a, b) = 0,

para todo (a, b), entonces para b ∈ (−δ, δ)

Z(0, a(b), b) = 0, Ṙ(0, a(b), b) = 0,

Ż(T∗(b), a(b), b) = bW (T∗(b), a(b), b) = 0, Ṙ(T∗(b), a(b), b) = 0,

demostrándose aśı, que sobre la terna (T∗(b), a∗(b), b) las funciones Z y R satisfacen (3.12) lo
que induce una solución 4T∗(b)-periódica del problema reducido (3.17) con Z(t, a(b), b) una
función impar respecto a t = 0; y Z(t, a(b), b) par respecto a t = T∗ y R(t, a(b), b) función
par para cada b ∈ (−δ, δ).
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Soluciones periódicas para el problema completo. Con el propósito de extender los
resultados del Teorema 3.2 al sistema completo (3.7) y (3.8) y probar con ello la existen-
cia de soluciones periódicas para el problema de N -cuerpos poligonal considerado en este
documento, en adelante se considera la curva γ1 : (−ε, ε) ⊆ R→R3 dada por

b→ γ1(b) = (T (b), a(b), b), γ1(0) = (T0, a0, 0).

con T (b) y a(b) dadas en (3.23). La existencia de soluciones periódicas de (3.7) y (3.8), se
obtiene al demostrar que la función Θ(T, a, b) con (T, a, b) ∈ γ1(b) no es constante. Con
este propósito, en una pequeña vecindad del punto γ1(0) se reparametriza la curva γ1 como
β(τ) = γ1(b(τ)) con β(τ) la solución del problema de valor inicial{

β′(τ) = X(β(τ)),

β(0) = (T0, a0, 0)
con X = ∇Z ×∇Ṙ.

En consecuencia, calculamos la ecuaciones variacionales de la función ξ(τ) = Θ(β(τ)) en
el punto τ = 0. Los detalles de los procedimientos realizados en esta parte del trabajo, se
encuentran en el Apéndice B. Note que

ξ(0) = Θ(T0, a0, 0) =

∫ T0

0

a

r0
ds =

T0a0
r0

=
ω2

ω1

π.

De otro lado,
ξ′(τ) = 〈∇Θ(β(τ)), β′(τ)〉,

donde β′(τ) = (β′1(τ), β′2(τ), β′3(τ)) y cada término del vector β′(τ) está dado

β′1(τ) = Zab(β(τ))Ṙb(β(τ))− 1

2
Zbb(β(τ))Ṙa(β(τ)),

β′2(τ) =
1

2
Zbb(β(τ))R̈(β(τ))− Żb(β(τ))Ṙb(β(τ)),

β′3(τ) = Żb(β(τ))Ṙa(β(τ))− Zab(β(τ))R̈(β(τ)).

De las cuentas realizadas en el apéndice B se deduce que β′(0) =

(
0, 0,−2 sen(ω2

ω1
π)

)
y que

∇Θ(β(0)) = (Θ̇(β(0)),Θa(β(0)), 0), con lo que se concluye que ξ′(0) = 0.

Ahora, vamos a calcular una expresión para ξ′′(0) 6= 0. Para ello, observe que

R̈bb = (GZZZb +GZRRb)Zb +GZZbb + (GRZZb +GRRRb)Rb +GRRbb, (3.25)

de donde se sigue que la función Rbb(β(τ)) satisface el problema de valor inicial

q̈(τ) + ω2
2q(τ) =

3Mγ2N
r40

Z2
b (β(τ)), con q(0) = 0, q̇(0) = 0,
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del que se obtiene la solución

Rbb(β(τ)) =
3Mγ2N [4ω2

1 − ω2
2 + ω2

2 cos(2ω1τ)− 4ω2
1 cos(ω2τ)]

2(r20ω1ω2)2(4ω2
1 − ω2

2)
.

En particular, se tiene

Rbb(β(0)) =
6Mγ2N

(
1− cos(w2

w1
π)
)

ω2
2r

4
0(4ω

2
1 − ω2

2)
y Ṙbb(β(0)) =

3Mγ2N Ṙa(β(0))

ω2r40(4ω
2
1 − ω2

2)
.

Finalmente, se encuentra que Zbbb(β(τ)) satisface el problema de valor inicial

c̈(τ) + ω2
1c(τ) =

9ω1

r0

(
Rbb(β(τ)) +

γ2N
r0
Z2
b (β(τ))

)
Zb(β(τ)), con c(0) = 0, ċ(0) = 0.

y se encuentra que

Zbbb(β(0)) =
27πγ2N [r30ω

2
2(ω2

2 − 4ω2
1) +M(−8ω2

1 + 3ω2
2)]

8r50ω
4
1ω2(4ω2

1 − ω2
2)

− 54Mγ2Nω1Ṙa(β(0))

r50ω
2
2(4ω2

1 − ω2
2)2

Sin embargo,
ξ̈(t) = 〈[HessΘ(β(t))]β̇(t), β̇(t)〉+ 〈∇Θ(β(t)), β̈(t)〉.

Donde

[HessΘ(β(t))]β̇(t)

∣∣∣∣
t=0

= −Ṙa(α(T0))

(
Θ̇b(α(T0)),Θba(α(T0)),Θbb(α(T0))

)
.

Por lo tanto

〈[HessΘ(β(t))]β̇(t), β̇(t)〉 = Θbb(α(T0))Ṙ
2
a(α(T0)),

〈∇Θ(β(t)), β̈(t)〉
∣∣∣∣
t=0

= Θ̇(α(T0))β̈1(0) + Θa(α(T0))β̈2(0),

aśı que
ξ̈(0) = Θbb(α(T0))Ṙ

2
a(α(T0)) + Θ̇(α(T0))β̈1(0) + Θa(α(T0))β̈2(0). (3.26)

donde luego de derivar y simplificar se obtiene

β̈1(0) = −Ṙa(α(T0))
(
Zab(α(T0))Ṙbb(α(T0)) +

1

2
Zbbb(α(T0))Ṙa(α(T0))

)
,

β̈2(0) = −Ṙbb(α(T0))Ṙa(α(T0)).

Un cálculo directo muestra que

Zab(α(T0))Ṙbb(α(T0)) =
9γ2N
r50ω1ω2

2

( Mπ

4ω2
1 − ω2

2

− 2Mω3
1Ṙa(α(T0))

ω2(4ω2
1 − ω2

2)2

)
Ṙa(α(T0)),
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y como

1

2
Zbbb(α(T0)) =

9γ2N
r50ω1ω2

2

(3π[M(8ω2
1 − 3ω2

2) + r30ω
2
2(4ω2

1 − ω2
2)]

16ω3
1(4ω2

1 − ω2
2)

− 3Mω2
1Ṙa(α(T0))

ω2(4ω2
1 − ω2

2)2

)
por lo que

β̈1(0) =
−9γ2N Ṙ

2
a(α(T0))

r50ω1ω2
2

(
3π[M(8ω2

1 − 3ω2
2 + 16

3
ω3
1) + r30ω

2
2(4ω2

1 − ω2
2)]

16ω3
1(4ω2

1 − ω2
2)

− Mω2
1(2ω1 + 3)Ṙa(α(T0))

ω2(4ω2
1 − ω2

2)2

)
β̈2(0) =

−3γ2NM

r40ω2(4ω2
1 − ω2

2)
Ṙ2
a(α(T0)).

Esto significa que, si y

A =
3γ2Nπ

(
8Mω2

1(9 + 8ω1)−Mω2
2(27 + 16ω1) + 9r30ω

2
2(4ω2

1 − ω2
2)
)

4r50ω
4
1ω2(4ω2

1 − ω2
2)

,

B =
36γ2NMω1(2ω1 + 3)

r50ω
2
2(4ω2

1 − ω2
2)2

,

entonces

ξ̈(0) = −
(
A−BṘa(α(T0))

)
Ṙ2
a(α(T0)).

Dado que Ṙa(α(T0)) 6= 0 cuando w2 6= qw1 para todo q ∈ Z, la fórmula anterior nos deja
en evidencia que existe un arbitrario número de parámetros w1, w2 donde ξ′′(0) 6= 0, esto
implicará la existencia de una familia de soluciones periódicas del problema espacial poligonal
de N -cuerpos dado en el Teorema 3.1. La tabla adjunta muestra para la elección particular
de los parámetros, el valor de ξ′′(0) obtenido numéricamente,

Tabla 1: Valores arbitrarios de los parámetros
N M m r0 w1 w2 ξ′′(0)

3 0 0.5 0.5 2.828 1.000 -1.064
3 0 10 1 4.472 1.581 -0.067
3 5 9 10 0.151 0.085 -81.075
4 7 3 11 0.109 0.080 -316.695
5 20 10 5 0.692 0.486 -5.620

Observación 3.4. Siguiendo las mismas ideas expuestas anteriormente, la existencia de
soluciones periódicas para el problema espacial poligonal de N-cuerpos, se sigue al considerar
las soluciones periódicas dadas por el Teorema 3.3.



CAṔITULO 4

Una simulación numérica

Con el propósito de dar validación numérica de los resultados obtenidos en el Caṕıtulo 3
sobre la existencia de soluciones periódicas para el problema de N -cuerpos poligonal, en
este caṕıtulo se presentan unos ejemplos de simulación numérica utilizando el algoritmo de
continuación expuesto en [23], el cual es una pequeña variación del método de Taylor. En
dicho documento, el autor presenta de forma detallada, un método de continuación numérica
(denominado Round Taylor method) cuya implementación le permite construir y/o evidenciar
la existencia de una solución periódica del problema espacial isósceles de 3 cuerpos. Cabe
mencionar que los aspectos técnicos y anaĺıticos sobre la validez del mismo, están presentados
con todo rigor en [23]. El software utilizado para presentar los resultados numéricos expuestos
en este caṕıtulo es Mathematica1.

4.1. Implementación del algoritmo

A continuación, se indicará la forma como se implementó el algoritmo de continuación
numérica mencionado para solucionar problemas de valor inicial que involucran sistemas
de ecuaciones diferenciales de segundo orden.
Considere dos funciones F1, F2 : R3 → R diferenciables junto con el sistema{

F1(T, a, b) = 0,

F2(T, a, b) = 0.
(4.1)

1Wolfram Research (1988). Wolfram Mathematica. (Versión 11.1)

43
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Técnicas anaĺıticas como el Teorema de Poincaré-Miranda o en general, la teoŕıa del grado
topológico (para más información al respecto puede consultar [11],[17]), sirven para demostrar
la existencia de ternas (T, a, b) que satisfagan el sistema (4.1) en dominios abiertos de R3. Por
otro lado, existen diversos métodos numéricos que permiten analizar las soluciones de (4.1),
en particular en [22] se encuentra un algoritmo de continuación, el cuál propone que a partir
de una solución conocida p1 =(T1, a1, b1) para dicho sistema, se conjugen dos procedimientos
que brindan ternas (T, a, b) que resuelven numéricamente el sistema (4.1). En esta situación,
de acuerdo a lo propuesto en [23] se dice que se está haciendo una continuación numérica de la
solución p1. Tales procedimientos se denominan procedimiento de corrección y procedimiento
de extensión.

Parámetros del algoritmo: Inicialmente se escogen ε1 y ε2 dos números positivos fijos.
Estos números permitirán determinar qué tan cerca de cero se tienen los valores de las
funciones F1 y F2 cuando son evaluadas en cada nuevo punto pk generado por el algoritmo
de continuación (esto es, ε1 y ε2 miden tolerancia del error). En este trabajo se ha elegido
0<ε1<ε2<10−6.
Si al hacer la continuación numérica en el paso k se encuentra que Fi(pk)>10−6 (i = 1, 2), el
algoritmo se detiene y en este punto es necesario elegir un tercer número positivo ε3 con el
cual establecemos el error en la corrección de pk, esto servirá para medir la distancia entre
los puntos pk−1 y el nuevo pk de la curva solución. Para poner en funcionamiento el algoritmo
es necesario que el campo vectorial dado por ∇F1(p1) × ∇F2(p1) no sea nulo y aśı poder
utilizar el Teorema de la función impĺıcita (ver teorema 1.5 sección 1.1.2). En consecuencia,
existe una pequeña vecindad de p1 tal que todas las soluciones del sistema (4.1) están sobre
una curva α(t) = (T, a, b) con α(0) = p1 y α̇(t) = (∇F1 ×∇F2)(α(t)).
Geométricamente, el conjunto de puntos pi = (ti, ai, bi) donde F1(pi) = 0 y F2(pi) = 0 es la
intersección de las superficies

Ω1 = {(t, a, b) ∈ R3 : F1(t, a, b) = 0} y Ω2 = {(t, a, b) ∈ R3 : F2(t, a, b) = 0}.

La curva α(t) está en ambas superficies y su vector velocidad es ortogonal a los gradientes
∇F1(α(t)) y ∇F2(α(t)).

Procedimiento de corrección: Si en el proceso k−ésimo de continuación, se obtiene un
punto qk = (Tk, ak, bk) donde F1(qk) > ε1 y/ó F2(qk) > ε2 entonces el algoritmo se detiene y
se implementa la corrección desde qk de la siguiente forma,

Se debe calcular ∇F1(qk) y ∇F2(qk).

Se reduce el error primero en F1(P ) haciendo P = qk − h1 ∇F1(qk)
||∇F1(qk)||

.



4.1. IMPLEMENTACIÓN DEL ALGORITMO 45

Figura 4.1: Interpretación geométrica del método de continuación.
. Fuente: Elaboración propia

A continuación, se calcula

Q1 = P + h2
∇F1(qk)×∇F2(qk)

||∇F1(qk)×∇F2(qk)||
,

esto hace que el nuevo punto esté en dirección perpendicular a ∇F1 (esto con el fin
de conservar el error en F1 menor que ε1). Aqúı se observa numéricamente que en tal
dirección el error de F2 empieza a ser decreciente.

En este punto se debe verificar que |Fi(p0)− Fi(Q1)| < ε3.

A continuación se expliaca un poco más detallado este método desde lo expuesto en [22].

Procedimiento de extensión y corrección

1. Comience con la terna solución conocida p0 = (T0, a0, b0) que verifica |F1(p0)| < ε1 y
|F2(p0)| < ε2.

2. Haga Y = p0 y seleccione un número positivo h < ε3 (para definir el paso) y un entero
positivo k para el número de iteraciones (aśı los puntos que forman la curva solución
estarán tan cercanos como se quiera).

3. Para i = 1 hasta i = k haga lo siguiente

Encuentre numéricamente el sistema extendido formado por las ecuaciones va-
riacionales (de cada función F1 y F2) usando las entradas de Y y calcule W =
∇F1 ×∇F2.

Haga Y = Y + h
|W |W y qi = Y (de esta forma se va generando la curva solución,

ya que los valores de qi están sobre α(t)).



4.1. IMPLEMENTACIÓN DEL ALGORITMO 46

4. Si para todo i = 1, ..., k, |F1(qi)| < ε2 y |F2(qi)| < ε2 entonces continúe al paso (5),
en otro caso regrese al paso (2) y seleccione un h más pequeño y/o un k más pequeño
(esto permite la continuación y/o corrección de la solución).

5. Determine Q1 tal que |F1(Q1)| < ε1 y |F2(Q1)| < ε2 y tal que |qk −Q1| < ε3 (El punto
Q1 es el obtenido luego de corregir en la continuación).

6. Haga Cj = Cj ∪ {Q1} ∪
k⋃
i=1

qi (esto hace que los puntos se coleccionen en el conjunto

Cj).

7. Regrese al paso (1) para comenzar de nuevo el proceso haciendo p0 = Q1 (aśı se va a
generar una familia suficientemente grande de ternas solución del sistema).

Los siguientes ejemplos ilustran una aplicación del método numérico anterior para casos más
sencillos.

Ejemplo 4.1. Considere el problema de valor inicial{
ẋ(t) = (t+ a)x2(t),

x(0) = b.
(4.2)

donde x : R × R2 → R, (t, a, b) → x(t, a, b) = x(t). Buscamos valores para los parámetros
a y b tales que x(3, a, b) = 2 (el valor 2 solo es escogido para ilustrar el procedimiento, este
puede cambiarse por otro valor según se desee).
Note que la solución anaĺıtica de (4.2) se puede calcular expĺıcitamente y está dada por

x(t) =
−2b

−2 + 2abt+ bt2
(4.3)

Un cálculo directo muestra que la curva de nivel que satisface x(3, a, b) = 2 es

h(b) =
1

3b
− 5

3
.

Se quiere registrar gráficamente, como el método de continuación numérica puede generar
una curva solución que se superpone (partiendo desde un punto inicial conocido) sobre la
curva h(b). Podemos considerar por ejemplo como punto inicial p1 = (3,−3

2
, 2) y los valores

fijos

ε1 = 10−6, ε2 = 10−5, ε3 = 10−4, k = 200 y h = 10−4.
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2 4 6 8 10
b

-1.60

-1.55

-1.50

-1.45

h

Figura 4.2: Curva de nivel de la solución del problema de valor inicial (4.2) dada por h(b).
Gráfica generada por Mathematica 11.1 .

El algoritmo ejecutará las iteraciones indicadas y luego guardará las ternas obtenidas en una
tabla para que a partir de ello, éstos puntos sean graficados en el mismo plano de la curva
de nivel correspondiente.
Al calcular las derivadas parciales de F (t, a, b)=(t+a)x2(t) se puede verificar que se obtiene

∇F =
(
x2 + 2(t+ a)x(t)ẋ(t), x2(t) + 2(t+ a)x(t)xa(t), 2(t+ a)x(t)xb(t)

)
denotamos por ∇F = (x1, x2, x3). Como el vector v2 = (0,−x3, x2) es ortogonal a ∇F se
puede aplicar la continuación numérica.
En el paso 3 del algoritmo, se quiere que podamos “movernos”sobre la curva de nivel desde

el punto inicial, para ello se hace W =
v2
||v2||

y p1 = p1 + hW .

Una forma sencilla de evidenciar que el algoritmo funciona, es graficando los puntos obteni-
dos numéricamente en el mismo plano de la curva solución dada en figura 4.2. Esta situación
se muestra en la siguiente gráfica:

Luego de generar 500 puntos solución con el algoritmo de continuación numérica, se ob-
serva como en la figura 4.3 la colección de estos puntos cubren la curva de nivel obtenida
anaĺıticamente, lo cual significa que el algoritmo está generando la misma curva.

Ejemplo 4.2. Considere ahora el problema de valor inicial{
ẋ(t) = (t+ a)x2(t), x(0) = b,

ẏ(t) = (t2 + b)y2(t), y(0) = a.
(4.4)

donde x, y : R×R2 → R, (t, a, b)→ x(t, a, b) = x(t) y (t, a, b)→ y(t, a, b) = y(t) son funcio-
nes diferenciables. Fijamos el punto p1 = (3,−4, 2) y buscamos valores para los parámetros
a y b tales que por ejemplo, se satisfaga que
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Figura 4.3: Solución anaĺıtica (azul) vs solución numérica (rojo) del problema de valor inicial
(4.2). Gráfica generada por Mathematica 11.1.

x(3,−4, 2) =
1

8
y y(3,−4, 2) = − 4

61
.

Se puede verificar que la solución anaĺıtica de (4.4) está dada por

x(t) =
−2b

−2 + 2abt+ bt2
,

y(t) =
−3a

−3 + 3abt+ at3
.

(4.5)

Las superficies de nivel correspondientes se intersectan en la curva dada en la figura 4.4
Se utilizará el método de continuación numérica tomando el punto inicial p1 = (3,−4, 2) y
los valores fijos

ε1 = 10−6, ε2 = 10−5, ε3 = 10−4, k = 400 y h = 10−4.

Puesto que F1(t, a, b) = (t+ a)x2(t) y F2(t, a, b) = (t2 + b)y2(t) entonces

∇F1 =
(
x2 + 2(t+ a)x(t)ẋ(t), x2(t) + 2(t+ a)x(t)xa(t), 2(t+ a)x(t)xb(t)

)
,

∇F2 =
(

2ty2 + 2(t2 + a)y(t)ẏ(t), 2(t2 + b)y(t)ya(t), y
2(t) + 2(t2 + b)y(t)yb(t)

)
.

Definiendo ∇F1 =v1 y ∇F2 =v2, se tiene que W =
v1 × v2
||v1 × v2||

es un vector unitario ortogonal

a ambos gradientes.
El vector W permitirá encontrar los puntos que están dispuestos a lo largo de la curva in-
tersección de las dos superficies al hacer las iteraciones desde el punto p0 = p0 + hW .

Luego de realizar 400 iteraciones del algoritmo de continuación numérica, se tiene que
Q400 = (3,35735,−3,63827, 0,703102), y al medir cuánto se ha alejado de la solución ini-
cial (x(p0), y(p0)) se verifica que
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Figura 4.4: Curva intersección de las superficies de nivel x(t, a, b) = 1
8

y y(t, a, b) = − 4
61

.
Gráfica generada por Mathematica 11.1

.

|x(p0)− x(Q400)| = 2,1× 10−5 y |y(p0)− y(Q400)| = 4× 10−6.

Si se desea obtener un error más pequeño, hacemos la corrección calculando ∇x(Q400) y
∇y(Q400), para posteriormente ejecutar de nuevo el algoritmo y aśı encontrar nuevos puntos
con una mejor aproximación a la solución que los anteriores,

Q = Q400 + h1
∇F1(Q400)
|∇F2(Q400)| .

Qn = Q+ h2
∇y(Q400)
|∇y(Q400)| .

Luego de hacer dicha corrección, se verifica que

|x(p0)− x(Qn)| = 10−7 y |y(p0)− y(Qn)| = 10−8.

Aśı, el nuevo punto de partida para seguir con la continuación numérica es

Qn = (1,26421,−0,0692436, 0,114803).

Al cabo de 500 iteraciones más se encuentra un nuevo punto Qf donde

|x(p0)− x(Qf )| = 1,2× 10−6 y |y(p0)− y(Qf )| = 4× 10−7.

La figura 4.5 muestra como los puntos obtenidos en la continuación numérica van cubriendo
la curva de nivel cuando ambas curvas se muestran en un mismo plano.
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Figura 4.5: Solución anaĺıtica (rojo) vs solución numérica (azul) dada por el algoritmo, del
problema de valor inicial (4.4). Gráfica generada por Mathematica 11.1.

Una vez se ha puesto a prueba el método de continuación con ejemplos sencillos y fáciles de
verificar, a continuación se explica la forma como se implementó en el problema de 4-cuerpos
para encontrar soluciones periódicas que validan numéricamente los resultados expuestos en
el teorema 3.2.

Ejemplo 4.3. Considere las constantes fijas N = 4, m = 3, M = 7 y r0 = 11 y el sistema

Z(T, a, b) = 0,

Ṙ(T, a, b) = 0,
(4.6)

entonces de la Observación 3.2, se tiene que existe T > 0 tal que las funciones Z(t, a, b) y
R(t, a, b) son 2T -periódicas. Más aún, el Teorema 3.2 garantiza a lo largo de la linea solución
dada por

L = {(T, a0, b) : a0 =

√
7 +
√

3

11
, b = 0},

la existencia de una bifurcación en el punto (para más detalles consultar [21])

p0 = (T0, a0, 0) =
(11
√

11π

4
,

√
7 +
√

3

11
, 0
)

= (28.6536, 0.890967, 0).
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Note que las funciones Z(T, a, b), R(T, a, b) y Θ(T, a, b) satisfacen el sistema de ecuaciones

ẋ1 = x3,

ẋ2 = x4,

ẋ3 =
−16x1(

(16
9

)2x21 + x22

)3/2 ,
ẋ4 =

121a2

x22
−
√

3

x22
− 7x2(

(16
9

)2x21 + x22

)3/2 ,
ẋ5 =

11a

x22
.

(4.7)

con condiciones iniciales

x1(0) = 0, x2(0) = 11, x3(0) = b, x4(0) = 0 y x5(0) = 0,

donde
x1(t)=Z(T, a, b), x2(t)=R(T, a, b), ẋ1(t)= Ż(T, a, b), ẋ2(t)=Ṙ(T, a, b) y x5(t)=Θ(T, a, b).

Para implementar el algoritmo y aśı generar una solución numérica, de nuevo se hace uso
del software Mathematica 11.1. Se comienza resolviendo el sistema extendido de ecuaciones
diferenciales formado con las derivadas parciales respecto a los parámetros (T, a, b) de cada
una de las ecuaciones del sistema (4.7). Se obtiene aśı, un sistema formado por 15 ecuacio-
nes diferenciales de primer orden.

Una vez se han fijado los valores ε1, ε2 ≤ 10−6, se puede utilizar el teorema 3.2 que garantiza
la continuación anaĺıtica a través de la existencia de una curva T (b) en una vecindad del
punto p0. A continuación, se busca (por ensayo y error) una solución no trivial del sistema
extendido en dicha vecindad. Ésta se encontró escogiendo b = 0.05, verificando que en este
valor de b los ceros de las funciones Z y Ṙ están en el orden establecido al comienzo. Luego,
haciendo pequeños cambios en los valores de a0 y T0, se tiene que el punto inicial p1 desde
el que se realiza la continuación numérica es

p1 = (T1, a1, b1) = (28.708, 0.8892815, 0.05).

Este punto satisface |Z(p1)| ≤ ε1 y |Ṙ(p1)| ≤ ε2. Note que se puede calcular el valor exacto
de Θ(p0),

Θ(p0) =
a0T0
11

=

√
7 +
√

3

4
= 2.32086.

Además, numericamente se calcula T (p1) ≈ 2.32327.



4.1. IMPLEMENTACIÓN DEL ALGORITMO 52

En [21] se muestra la gráfica obtenida luego de calcular 12000 soluciones numéricas no
triviales para el sistema (4.6) (ver figura 4.6). La recta L está de color rojo, y cerca de ella
se encuentra el punto p1.
La función Θ cambia a lo largo de tales soluciones tomando valores cada vez mas grandes
que π y por continuidad, tenemos que para alguna solución p(T, a, b) del sistema, se verifica
que Θ(p) = u

v
2π con u, v ∈ Z. Es por ello que además del punto p1, en la figura 4.6 aparecen

marcados sobre la curva que es formada por la continuación numérica (en color azul), los
puntos p2, p3 y p4. En ellos se aplicó el algoritmo de corrección de tal forma que el valor de
Θ fuera respectivamente 3π

4
, 4π

5
y π.

Figura 4.6: La curva en azul está formada por 12000 puntos. Cada punto genera una solución
periódica del problema de 4-cuerpos y fueron obtenidos por la continuación numérica desde
el punto p1 tomado cerca del punto p0 (figura tomada de [24]).

Bajo esta situación en el caso del problema de 4-cuerpos y de acuerdo al teorema 3.2, se
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tiene que las ecuaciones de movimiento que determinan órbitas periódicas están dadas por

r4(t) = (0, 0, F (t, a, b), )

r1(t) =

(
R(t, a, b) cos(Θ(t, a, b)) , R(t) sin(Θ(t, a, b)), −11

9
F (a, b, t)

)
r2(t) =

(
R(t, a, b) cos(Θ(t, a, b) +

2π

3
) , R(t) sin(Θ(t, a, b) +

2π

3
), −11

9
F (t, a, b)

)
,

r3(t) =

(
R(t, a, b) cos(Θ(t, a, b) +

4π

3
) , R(t) sin(Θ(t, a, b) +

4π

3
), −11

9
F (t, a, b)

)
,

Figura 4.7: Imagen de las funciones r1, r2, r3 y r4 que determinan el movimiento de cada
cuerpo (tomada de [24])

.



CAṔITULO 5

Conclusiones y trabajo futuro

El problema de N -cuerpos es quizás uno de los problemas de mayor estudio en las matemáti-
cas. Desde su planteamiento en 1687 por Isacc Newton en Philosophie Naturalis Principia
Mathematica, como un modelo de estudio para la dinámica del sistema solar, ha llamado
la atención de muchos matemáticos, por ejemplo J. Bernoulli, L. Euler, J.L. Lagrange, H.
Poincaré, K. Sundmann, K.A. Sitnikov, G.D. Birkhoff entre otros. De manera más reciente
encontramos a C. L. Siegel, A. Kolmogorov, V.M. Alekseev, J. Moser, V. Arnold, A. Chen-
ciner, D. Saari entre otros. Toda esta afluencia de cient́ıficos alrededor de este problema ha
sido fuente de inspiración, creación y desarrollo de diversas teoŕıas matemáticas que hoy d́ıa
son insumo fundamental del quehacer matemático, a tal punto que hoy d́ıa sigue siendo un
tema de investigación muy activo sirviendo como punto de encuentro entre varias disciplinas.
Usando argumentos geométricos I. Newton resolvió el problema de 1-cuerpo (problema de
Kepler) y el problema de 2-cuerpos (el cual puede reducirse a un problema de Kepler).
Posteriormente Johann Bernoulli en 1710, Daniel Bernoulli en 1734 y Leonard Euler en 1744
resuelven anaĺıticamente el problema de dos cuerpos. El reto siguiente fue efectivamente el
problema de 3-cuerpos, pero encontrar su solución resultó ser un problema muy complicado.
Fue hasta 1889, cuando Henri Poincaré en su obra Les Méthodes Nouvelles de la Mécanique
Céleste estableció que para N ≥ 3-cuerpos es imposible resolver las ecuaciones de movimiento
reduciendo la dimensión del sistema con la ayuda de primeras integrales (funciones que se
mantienen constantes a lo largo de cualquier solución dada).

Conclusiones: Desde el trabajo de H. Poincaré para el problema general de N ≥ 3-
cuerpos, se han hecho muchos avances sobre la existencia y el comportamiento de soluciones
para casos particulares que involucran muchas simplificaciones, por ejemplo: configuraciones
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con muchas simetŕıas, problemas con cuerpos de masa infinitesimal (llamados problemas
restringidos de N -cuerpos), configuraciones planares, entre otras (ver [2, 4, 6, 10, 12, 13, 18]).
En este sentido, uno de los principales objetos de estudio sobre el sistema de ecuaciones
diferenciales (2.11) es el comportamiento de las soluciones en un intervalo de tiempo no
acotado al igual que dar respuestas a preguntas como tales como, la existencia o no de
soluciones acotadas, la posible colisión en tiempo finito, la existencia de soluciones recurrentes
y la existencia y construcción de soluciones periódicas. En este último caso el conocimiento de
la órbita periódica para un tiempo finito permite conocerla para todo valor del tiempo. Por
esta razón, en este trabajo de investigación nos preocupamos por el problema de existencia
de familias de soluciones periódicas y simétricas en una configuración particular del problema
de N -cuerpos: El problema de (N + 1)-cuerpos poligonal espacial (en forma breve: problema
poligonal espacial) y el problema de (2N+1)-cuerpos antiprismal restringido (en forma breve:
problema antiprismal restringido).
De este modo, podemos decir que en este trabajo se han obtenido importantes resultados
que proporcionan condiciones iniciales para hallar soluciones periódicas del problema de
N -cuerpos poligonal, en ese sentido se puede mencionar lo siguiente:

Se presenta un estudio anaĺıtico que aporta condiciones especiales para la obtención
de soluciones periódicas del problema de N -cuerpos poligonal que permite establecer
los resultados principales del trabajo (Teoremas 3.2 y 3.3).

El caṕıtulo 4 propone una simulación numérica considerando una configuración par-
ticular del problema de N -cuerpos poligonal, como un ejemplo que permite validar
numéricamente lo expuesto en los resultados principales del trabajo (los detalles en
cuanto a la validez del uso de este algoritmo de continuación no pretenden ser parte
de los resultados obtenidos en el trabajo (para ello consultar [23])).

Los resultados obtenidos en los Teoremas 3.2 y 3.3 presentan la forma expĺıcita de las
curvas paramétricas (α(T, a, b)) obtenidas producto de la continuación anaĺıtica de las
soluciones de los sistemas estudiados en el caṕıtulo 3.

Puesto que no hay mucha documentación previa al respecto de la forma de las solucio-
nes del problema de N cuerpos poligonal, este trabajo constituye un aporte importante
encaminado al estudio de otros tipos de configuraciones especiales que aún son objeto
de investigación por parte de la comunidad cient́ıfica que trabaja en torno al problema.

Trabajo futuro: En el desarrollo de esta investigación nos hemos encontrados con pro-
blemas interesantes derivados de este trabajo, si bien ellos no hacen parte de los objetivos
planteados al inicio del mismo, se proponen como posibles estudios posteriores que permitan
obtener resultados complementarios. En este sentido, el trabajo a futuro se puede abordar
desde los siguientes temas:
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Estudiar desde esta perspectiva, otras configuraciones especiales derivadas del proble-
ma de N -cuerpos poligonal. Por ejemplo, aquella configuración en donde los cuerpos
primarios se mueven en los vértices de un antiprisma regular de 2N -lados.

Analizar la estabilidad de las soluciones periodicas obtenidas para el problema de N -
cuerpos poligonal. En este caso, un estudio de las ecuaciones variacionales, la teoŕıa
de Floquet o métodos de perturbación local son herramientas claves para lograr este
objetivo.



APÉNDICE A

Deducción de las ecuaciones de movimiento en el problema de

N -cuerpos poligonal

En este apéndice se deducen las ecuaciones de movimiento del problema de N -cuerpos poli-
gonal presentadas en el Caṕıtulo 3. Cabe mencionar que algunos de los cálculos presentados
en esta parte en lo referente a la deducción de estas ecuaciones, también se pueden encontrar
en [23] y [27].
Para iniciar, es preciso recordar que la posición del cuerpo P1 está dada por el vector
r1 =(x1, y1, z1) y que la posición rj de cada cuerpo Pj, j = 2, 3, . . . N−1 satisface rj = Aj−1r1
en donde

A =

(
A Λtr

Λ 1

)
, Λ = (0, 0) (A.1)

y

A =

(
cos( 2π

N−1) − sen( 2π
N−1)

sen( 2π
N−1) cos( 2π

N−1)

)
.

Es fácil comprobar las siguientes propiedades de la matriz A

a. A es una isometŕıa en R2.

b. (Aj−1)−1 = AN−j y AN−1 = I2.

c. D =
{
I2, A, . . . , A

N−2} es un grupo ćıclico de orden N − 1.

Note que estas mismas propiedades se extienden de manera directa sobre la matriz A dada
en (A.1). De otro lado, otra interesante propiedad de la matriz A se presenta en el siguiente
resultado.
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Lema A.1. Sea A ∈M3×3(R) dada por (3.1) y r ∈ R3. Entonces:

N−1∑
k=1,k 6=j

(Ak−j − I3)r
||(Ak−j − I3)r||3

=
N−2∑
k=1

(Ak − I3)r
||(Ak − I3)r||3

,

para cada j ∈ {1, . . . , N − 1}.

Demostración. Sea j ∈ {1, . . . , N − 1} fijo. Es claro que

N−1∑
k=1,k 6=j

(Ak−j − I3)r
||(Ak−j − I3)r||3

=

j−1∑
k=1

(Ak−j − I3)r
||(Ak−j − I3)r||3

+
N−1∑
k=j+1

(Ak−j − I3)r
||(Ak−j − I3)r||3

,

=

j−1∑
k=1

(A−k − I3)r
||(A−k − I3)r||3

+

N−1−j∑
k=1

(Ak − I3)r
||(Ak − I3)r||3

,

Dado que A−k = A(N−1)−k, se tiene:

N−1∑
k=1

(Ak−j − I3)r
||(Ak−j − I3)r||3

=
N−2∑

k=(N−1)−(j−1)

(Ak − I3)r
||(Ak − I3)r||3

+

N−1−j∑
k=1

(Ak − I3)r
||(Ak − I3)r||3

,

=
N−2∑
k=1

(Ak − I3)r
||(Ak − I3)r||3

.

Probándose aśı el lema.

De la condición (A.1) y puesto que A es no singular, la ecuación de movimiento de cada
cuerpo Pj, j = 1, . . . , N − 1 para el problema de N-cuerpos poligonal, aqúı planteado está
dada por

r̈j =
N−1∑

k=1,k 6=j

m(rk − rj)

||(rk − rj)||3
+
M(rN − rj)

||rN − rj||3
,
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por tanto

Aj−1r̈1 =
N−1∑

k=1,k 6=j

m(Ak−1 −Aj−1)r1
||(Ak−1 −Aj−1)r1||3

+
M(rN −Aj−1r1)
||rN −Aj−1r1||3

,

Aj−1r̈1 =
N−1∑

k=1,k 6=j

mAj−1
[
(Aj−1)−1Ak−1 − I3

]
r1

||Aj−1
[
(Aj−1)−1Ak−1 − I3

]
r1||3

+
M(rN −Aj−1r1)
||rN −Aj−1r1||3

,

Aj−1r̈1 =
N−1∑

k=1,k 6=j

mAj−1
[
(Aj−1)−1Ak−1 − I3

]
r1

||Aj−1(Ak−j − I3)r1||3
+

M(rN −Aj−1r1)
||Aj−1(AN−jrN − r1)||3

,

r̈1 =
N−1∑

k=1,k 6=j

m(Ak−j − I3)r1
||(Ak−j − I3)r1||3

+
M(Aj−1)−1(rN −Aj−1r1)
||AN−jrN − r1||3

.

Por último, del Lema A.1 obtenemos que para cada j = 1, . . . , N − 1

r̈1 =
N−2∑
k=1

m(Ak − I3)r1
||(Ak − I3)r1||3

+
M(AN−jrN − r1)

||AN−jrN − r1||3
. (A.2)

A continuación analizamos cada término de la ecuación (A.2). Para alcanzar este propósito,
escribimos la posición del cuerpo r1 en coordenadas cilindricas,

x1(t) = r(t) cos θ(t), y1(t) = r(t) sen θ(t), z1(t) = z1(t),

en donde
||r1(t)||2 = r2(t) + z21(t).

En este nuevo sistema de coordenadas obtenemos

(Ak − I3)r1 =

r(ck − 1)cθ − rsksθ
rskcθ + r(ck − 1)sθ

0

 =

r(ckcθ − sksθ − cθ)r(skcθ + cksθ − sθ)
0

 =

r(ck+θ − cθ)r(sk+θ − sθ)
0

 ,

donde se ha usado la notación

ck := cos( 2πk
N−1), cθ := cos θ y sk := sen( 2πk

N−1), sθ := sen θ.

por simplicidad. En consecuencia, el primer denominador en la sumatoria (A.2) satisface

||(Ak − I3)r1||3 =
(

[r(ck+θ − cθ)]2 + [r(sk+θ − sθ)]2
)3/2

,

=
(

2(1− ck)r2
)3/2

.
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De la identidad

1− ck = 2s2k/2 = 2 sen2
( πk

N − 1

)
,

y dado que
π

N − 1
≤ πk

N − 1
< π para todo 1 ≤ k ≤ N − 2, se deduce finalmente que

||(Ak − I3)r1||3 =
(
4s2k/2r

2
)3/2

= 8s3k/2r
3 = 8 sen3

( πk

N − 1

)
r3.

Un cálculo directo, muestra que el segundo denominador en la sumatoria (A.2) satisface

||AN−jrN − r1|| = ||(Aj−1)−1(rN − rj)|| = ||rN − rj||. (A.3)

Por hipótesis, como el centro de masas de todo el sistema está en el origen, se tiene la
condición

m
N−1∑
j=1

rj(t) +MrN(t) = 0R3 , ∀t ∈ R3.

De (A.1), la anterior ecuación es equivalente al sistema de ecuaciones

m
N−1∑
j=1

(cj−1x1(t)− sj−1y1(t)) +MxN = 0,

m
N−1∑
j=1

(sj−1x1(t) + cj−1y1(t)) +MyN = 0,

m
N−1∑
j=1

z1(t) +MzN(t) = 0.

Puesto que
N−1∑
j=1

cj−1 =
N−1∑
j=1

sj−1 = 0 se concluye:

xN(t) = yN(t) = 0 y (N − 1)mz1(t) +MzN(t) = 0, ∀t ∈ R3.

La última ecuación brinda una relación entre la posición sobre el eje z del cuerpo PN y la
tercera coordenada del cuerpo P1. Dada su importancia la resaltamos aqúı

z1(t) = − M

(N − 1)m
zN(t), ∀t ∈ R. (A.4)

Más aún, de (A.3) se deduce

||AN−jrN − r1|| = ||rN − rj|| = ||rN − r1||,
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para todo j = 1, . . . , N − 1, con

||rN − r1||3 = ||
(
− rcθ,−rsθ, zN +

MzN
(N − 1)m

)
||3,

=

[
r2 +

((
1 +

M

(N − 1)m

)
zN

)2
]3/2

.

=
[
r2 + γ2Nz

2
N

]3/2
.

donde γN =
(N − 1)m+M

(N − 1)m
.

De estos últimos cálculos se desprenden dos hechos importantes

a. Para todo k = 1, . . . , N − 2 se satisface

(Ak − I3)r1
||(Ak − I3)r1||3

=

(ck+θ − cθ)/8s3k/2r2
(sk+θ − sθ)/8s3k/2r2

0

 .

b. Para todo j = 1, . . . , N − 1 se satisface

AN−jrN − r1
||Aj−1rN − r1||3

=

−rcθ/ [r2 + γ2Nz
2
N ]

3/2

−rsθ/ [r2 + γ2Nz
2
N ]

3/2

γNzN/ [r2 + γ2Nz
2
N ]

3/2

 .

De lo anterior, la ecuación diferencial de cada coordenada en (A.2) en coordenadas ciĺındricas
1 están dadas por

(r̈ − r(θ̇)2)cθ − 2(2ṙθ̇ + rθ̈)sθ = m
N−2∑
k=1

ck+θ − cθ
8r2s3k/2

− Mrcθ

[r2 + γ2Nz
2
N ]

3/2
,

(r̈ − r(θ̇)2)sθ − 2(2ṙθ̇ − rθ̈)cθ = m
N−2∑
k=1

sk+θ − sθ
8r2s3k/2

− Mrsθ

[r2 + γ2Nz
2
N ]

3/2
,

−Mz̈N/(N − 1)m = MγNzN/
[
r2 + γ2Nz

2
N

]3/2
.

(A.5)

En este punto es conveniente analizar el coeficiente en la sumatoria del lado derecho de las
dos primeras ecuaciones en (A.5) a través de simples identidades trigonométricas.

1ẍ1 = (r̈ − r(θ̇)2)cθ − 2(2ṙθ̇ + rθ̈)sθ, ÿ1 = (r̈ − r(θ̇)2)sθ − 2(2ṙθ̇ − rθ̈)cθ y z̈1 = −Mz̈N/(N − 1)m.
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Note que

ck+θ − cθ
s3k/2

=
(ck − 1)cθ − sksθ

s3k/2

=
−2s2k/2
s3k/2

cθ −
sk
s3k/2

sθ = −2
( 1

sk/2
cθ +

ck/2
s2k/2

sθ

)
.

Puesto que cπ−α = −cα para todo α ∈ R, un cálculo directo muestra que
N−2∑
k=1

ck/2
s2k/2

= 0. En

consecuencia

m
N−2∑
k=1

ck+θ − cθ
8r2s3k/2

= − m

4r2

N−2∑
k=1

1

sk/2
cθ.

Análogamente se demuestra que

m
N−2∑
k=1

sk+θ − sθ
8r2s3k/2

= − m

4r2

N−2∑
k=1

1

sk/2
sθ.

Finalmente se tiene que (A.5) equivale al sistema de ecuaciones

r̈ − rθ̇2 +
λN
r2

+
Mr

h3(r, zN)
= 0,

z̈N + σzN/h
3(r, zN) = 0,

2ṙθ̇ − rθ̈ = 0.

(A.6)

en donde

λN =
m

4

N−2∑
k=1

1

sk/2
, σ = (N − 1)m+M, y h(r, zN) =

[
r2 + γ2Nz

2
N

]1/2
.



APÉNDICE B

Ecuaciones variacionales

En esta parte del documento, se presentan los cálculos realizados en las ecuaciones varia-
cionales derivadas del sistema (3.7) y que fueron utilizadas en la Sección 3.2. Para ello,
recordemos que dicho sistema es

F (z, r) = − σz

h3(r, z)
,

G(z, r) =
a2r2

r3
− λN

r2
− Mr

h3(r, z)
.

(B.1)

donde h(r, z) =
√
r2 + γ2Nz

2. Comencemos considerando las funciones Z =Z(t, a, b) y R=
R(t, a, b) como soluciones de (B.1) y definamos la función

m(t, a, b) = [h(R(t, a, b), Z(t, a, b))]−3.

A continuación se calculan las derivadas de m respecto a los parámetros a y b. Aśı que,
derivando m respecto de a tenemos

ma = −3h−4ha,

en donde

ha =
1

h

(
RRa + γ2NZZa

)
.

De forma análoga, al derivar respecto al parámetro b se obtiene

mb = −3h−4hb,

mbb = 12h−5hb − 3h−4hbb,

63
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con

hb =
1

h

(
RRb + γ2NZZb

)
,

hbb =
−1

h2

(
RRb + γ2NZZb

)
+

1

h

(
R2
b +RRbb + γ2N [(Zb)

2 + ZZb]

)
.

Puesto que α(t) = (t, a0, 0) se tiene directamente que

Z(α(t)) = Ṙ(α(t)) = 0, y h(α(t)) = R(α(t)) = r0,

más aún, al reemplazar en las derivadas parciales de h se obtiene

ha(α(t)) = Ra(α(t)), hb(α(t)) = Rb(α(t))

y

hbb(α(t)) =
−Rb(α(t)) +R2

b(α(t))

r0
+Rbb(α(t)) +

γ2NZ
2
b (α(t))

r0
.

Por lo tanto,

ma(α(t)) =
−3

r40
Ra(α(t)), mb(α(t)) =

−3

r40
Rb(α(t))

y

mbb(α(t)) = − 3

r40

(
Rbb(α(t)) +

γ2N
r0
Z2
b (α(t))

)
.

De la primera ecuación en (B.1) tenemos

F (R,Z) =
−σZ(t, a, b)

h3(R,Z)
,

en consecuencia

FZ(R,Z) =
−σ(R2(t, a, b)− 2γ2NZ

2(t, a, b))

h5(R,Z)
,

FR(R,Z) =
3σZ(t, a, b)R(t, a, b)

h5(R,Z)
,

y evaluando a lo largo de α(t) obtenemos

FZ(0, r0) =
−σ
r30
, FR(0, r0) = 0.



B 65

Un cálculo directo muestra que las derivadas de segundo orden de la función F están dadas
por

FZZ(R,Z) =
3σγ2NZ(t, a, b)(3R2(t, a, b)− 2γ2NZ

2(t, a, b))

h7(R,Z)
,

FZR(R,Z) =
3σR(t, a, b)(R2(t, a, b)− 4γ2NZ

2(t, a, b))

h7(R,Z)
,

FRR(R,Z) =
3σZ(t, a, b)(−4R2(t, a, b) + γ2NZ

2(t, a, b))

h7(R,Z)
,

y evaluando a lo largo de α(t) cada derivada se obtiene

FZZ(0, r0) = 0, FZR(0, r0) =
3σ

r40
y FRR(0, r0) = 0.

Por otra parte, considerando la segunda ecuacón de (B.1)

G(R,Z) =
a2r20
R3
− λN
R2
− MR

h3(R,Z)
,

en consecuencia

GZ(R,Z) =
3Mγ2NR(t, a, b)Z(t, a, b))

h5(R,Z)
,

GR(R,Z) =
−3a2r20
R4

+
2λN
R3
− M

h3(R,Z)
+

3MR2

h5(R,Z)
,

y evaluando a lo largo de α(t)

GZ(0, r0) = 0, GR(0, r0) =
−3a2∗
r20

+
2λN + 2M

r30
=
−a2∗
r20

.

De igual forma, obtenemos las derivadas de segundo orden de G

GZZ(R,Z) =
3Mγ2NR(t, a, b)(R2(t, a, b)− 4γ2NZ

2(t, a, b))

h7(Z,R)
,

GZR(R,Z) =
3Mγ2NZ(t, a, b)(−4R2(t, a, b) + γ2NZ

2(t, a, b))

h7(Z,R)
,

GRR(R,Z) =
12a2r20 − 6λNR(t, a, b)

R5(t, a, b)
+

3MR(t, a, b)(h2(Z,R)− 3R2(t, a, b) + 2γ2NZ
2(t, a, b))

h7(Z,R)
.

y al evaluar en α(t)

GZZ(0, r0) =
3Mγ2N
r40

, GZR(0, r0) = 0, GRR(0, r0) =
12a2∗
r30
− 6M + 6λN

r40
.

Las anteriores derivadas parciales de primer y segundo orden de las funciones F y G, permi-
tirán deducir las ecuaciones variacionales del sistema (B.1).
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Derivadas parciales de las funciones Z y R. Con el propósito de complementar los
resultados citados en la demostración del Teorema 3.2, a continuación se deducen las ecua-
ciones variacionales correspondientes a la función Z(t, a, b) y R(t, a, b) a partir del sistema
(3.17).

Derivadas de primer orden. Al derivar respecto al parámetro a, se obtiene que

R̈a = Ga(Z,R) +GZ(Z,R)Za +GR(Z,R)Ra.

De lo que se sigue

R̈a(α(t)) = Ga(0, r0) +GZ(0, r0)Za(α(t)) +GR(0, r0)Ra(α(t)),

=
2a0
r0

+

(
−3a20
r20

+
2(λN +M)

r30

)
Ra(α(t)),

= 2ω2 − ω2
2Ra(α(t)),

por lo que la función Ra(α(t)), satisface el problema de valor inicial

v̈(t) + ω2
2v(t) = 2ω2 con v(0) = 0, v̇(0) = 0,

cuya solución está dada por

v(t) = Ra(α(t)) =
2

ω2

(
1− cos(ω2t)

)
.

Aśı mismo, al derivar respecto al parámetro b se tiene que

R̈b = GZ(Z,R)Zb +GR(Z,R)Rb,

entonces, a lo largo de α(t) se tiene

R̈b(α(t)) = GZ(0, r0)Zb(α(t)) +GR(0, r0)Rb(α(t)),

=
−a20
r20

Rb(α(t)),

= −ω2
2Rb(α(t)),

por tanto, la función Rb(α(t)) satisface el problema de valor inicial

ẅ(t) + ω2
2w(t) = 0, con w(0) = 0, ẇ(0) = 0,

cuya solución es w(t) = 0, esto implica que

Rb(α(t)) = Ṙb(α(t)) = 0, ∀t ∈ R.
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Por otra parte, de la segunda ecuación en (3.17) se sigue directamente que

R̈(α(t)) =
a20
r0
− λN +M

r20
= 0, ∀t ∈ R.

De otro lado,
Z̈b = FZ(Z,R)Zb + FR(Z,R)Rb,

y puesto que Rb(α(t)) = 0 se tiene

Z̈b(α(t)) = FZ(0, r0)Zb(α(t)) + FR(0, r0)Rb(α(t)),

=
−σ
r30
Zb(α(t)),

= −ω2
1Zb(α(t)),

note que, Zb(α(t)) satisface el problema de valor inicial

n̈(t) + ω2
1n(t) = 0, con n(0) = 0, ṅ(0) = 1.

que tiene solución

Zb(α(t)) =
sen(ω1t)

ω1

.

Derivadas de segundo orden. Continuando con la derivada de segundo orden de la
función Z respecto de b,

Z̈bb = FZZbb + (FZZZb + FZRRb)Zb + FRRbb + (FRRRb + FZRZb)Rb,

En consecuencia, sobre la curva α(t) se obtiene

Z̈bb(α(t)) = FZ(0, r0)Zbb(α(t)) + 2FZR(0, r0)Zb(α(t))Rb(α(t)),

=
−σ
r30
Zbb(α(t)),

= −ω2
1Zbb(α(t)).

Por lo tanto, Zbb(α(t)) satisface el problema de valor inicial

k̈(t) + ω2
1k(t) = 0, con k(0) = 0, k̇(0) = 0. (B.2)

cuya solución es Zbb(α(t)) = 0, para todo t ∈ R.

De otro lado, se tiene

Z̈ba = FZZba + (FZZZa + FZRRa)Zb + FRRba + (FRRRa + FZRZa)Rb,



B 68

y sobre la curva α(t)

Z̈ba(α(t)) = FZ(0, r0)Zba(α(t)) + FZR(0, r0))Ra(α(t))Zb(α(t),

= − σ
r30
Zba(α(t)) +

3σ

r40
Ra(α(t))Zb(α(t)),

= −ω2
1Zba(α(t)) +

3ω2
1

r0
Ra(α(t))Zb(α(t)),

luego, Zba(α(t)) satisface el problema de valor inicial

s̈(t) + ω2
1s(t) =

3ω2
1

r0
v(t)n(t), s(0) = 0, ṡ(0) = 0, (B.3)

y bajo la condición

4ω2
1 − ω2

2 6= 0 ⇔ λN 6= 4(N − 1)m+ 3M,

su solución es

Zba(α(t)) =
3ω1 cos(ω1t)[ω2(ω

2
2 − 4ω2

1)t+ 4ω2
1 sen(ω2t)]− 3ω2[ω

2
2 − 2ω2

1 + 2ω2
1 cos(ω2t)] sen(ω1t)

ω1ω2
2(4ω2

1 − ω2
2)r0

.

en particular,

Zba(α(T0)) =
3π

r0ω1ω2

− 6ω2
1 v̇(T0)

r0ω2(4ω2
1 − ω2

2)
,

De otra parte,

R̈bb = (GZZZb +GZRRb)Zb +GZZbb + (GRZZb +GRR(0, r0)Rb)Rb +GR(0, r0)Rbb,

de aqúı que

R̈bb(α(t)) = GZZZ
2
b (α(t)) +GRRbb(α(t)),

=
3Mγ2N
r40

Z2
b (α(t))− a2∗

r20
Rbb(α(t)),

=
3Mγ2N
r40

Z2
b (α(t))− ω2

2Rbb(α(t)),

y se tiene que Rbb(α(t)) satisface el problema de valor inicial

q̈(t) + ω2
2q(t) =

3Mγ2N
r40

Z2
b (α(t)), con q(0) = 0, q̇(0) = 0.
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Cuya solución es

Rbb(α(t)) =
3Mγ2N [4ω2

1 − ω2
2 + ω2

2 cos(2ω1τ)− 4ω2
1 cos(ω2τ)]

2(r20ω1ω2)2(4ω2
1 − ω2

2)
.

En particular, se tiene

Rbb(α(T0)) =
6Mγ2N

(
1− cos(w2

w1
π)
)

ω2
2r

4
0(4ω

2
1 − ω2

2)
y Ṙbb(α(T0)) =

3Mγ2N Ṙa(α(T0))

ω2r40(4ω
2
1 − ω2

2)
.

Finalmente, obtenemos que

Z̈bbb(α(t)) = FZ(0, r0)Zbbb(α(t)) + [3FRZ(0, r0)Rbb(α(t)) + FZZZ(0, r0)Z
2
b (α(t))]Zb(α(t)),

=
−σ
r30
Zbbb(α(t)) +

9σ

r40

(
Rbb(α(t)) +

γ2N
r0
Z2
b (α(t))

)
Zb(α(t)),

de aqúı que Zbbb(α(T0)) satisface el problema de valor inicial

c̈(t) + ω2
1c(t) =

9ω1

r0

(
Rbb(α(T0)) +

γ2N
r0
Z2
b (α(T0))

)
Zb(α(T0)), con c(0) = 0, ċ(0) = 0.

y se encuentra que su solución es

Zbbb(α(T0)) =
27πγ2N [r30ω

2
2(ω2

2 − 4ω2
1) +M(−8ω2

1 + 3ω2
2)]

8r50ω
4
1ω2(4ω2

1 − ω2
2)

− 54Mγ2Nω1Ṙa(α(T0))

r50ω
2
2(4ω2

1 − ω2
2)2

.

Ecuaciones variacionales de Θ(t, a, b). Dado que Θ̇(t, a, b) =
r0a

R2(t, a, b)
, entonces

Θ(t, a, b) =

∫ t

0

r0a

R2(s, a, b)
ds,

y por tanto,

R(α(T0)) = r0, Θ̇(α(T0)) = ω2 y Θ(α(T0)) = ω2T0 =
ω2

ω1

π.

Un cálculo directo muestra que para todo t ∈ R:

Θa(t, a, b) = r0

[∫ t

0

ds

R2(s, a, b)
− 2a

∫ t

0

Ra(s, a, b)ds

R3(s, a, b)

]
,

Θb(t, a, b) = −2r0a

∫ t

0

Rb(s, a, b)ds

R3(s, a, b)
,
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De lo que se deduce,

Θa(α(T0)) =
π

ω1r0
− 2ω2

r0

∫ T0

0

Ra(s, a0, 0)ds,

=
π

ω1r0
−

4(πω2 − ω1 sen(ω2

ω1
))

r0ω1ω2

,

Θb(α(T0)) = 0,

y aśı

∇Θ(T, a0, 0) =

(
ω2,

π

ω1r0
−

4(πω2 − ω1 sen(ω2

ω1
))

r0ω1ω2

, 0

)
.

De otro lado

Θbb(t, a, b) = −2r0a

∫ t

0

(
−3R2

b(s, a, b)

R4(s, a, b)
+
Rbb(s, a, b)

R3(s, a, b)

)
ds,

y obtiene que

Θbb(α(T0)) =
−2ω2

r0

∫ T0

0

Rbb(s, a0, 0)ds,

=
−3Mγ2N

(
πω2(4ω

2
1 − ω2

2)− 4ω3
1 sen(ω2

ω1
π)
)

r50ω
3
1ω

2
2(4ω2

1 − ω2
2)

.
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[9] Davies, I., Truman, A. & Williams, D. (1983) Classical periodic solution of the equal-
mass 2n-body problem, 2n-ion problem and the n-electron atom problem. Phys. Lett. A
99. No 1, 15-18.

71



BBIBLIOGRAFÍA 72
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