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Introduccion.

Una sucesién lineal recurrente de orden k£ es una sucesién infinita de
numeros complejos {ug, u1, ug, ... } con la siguiente propiedad: existen cons-
tantes a1, as,...,a; € C tales que

Upt+k = Q1 Uptk—1 + QQUp+k—2 + - - - + aguy, para todon > 0.

Si los valores iniciales ug,u1,...ur—1 son dados, la relaciéon de recurrencia
define el resto de la sucesion de manera tnica. El ejemplo mas conocido de
una sucesion lineal recurrente fue dado por Leonardo de Pisa en el siglo XII:
la sucesién de Fibonacci {0,1,1,2,3,5,8,13...}, la cual satisface la relacién
de recurrencia up4s = Up41 + u, con valores iniciales ug = 0,u; = 1. El
estudio de las sucesiones recurrentes es de interés intrinseco y ha sido una
parte central de la teoria de niimeros. Mas atn, dichas sucesiones aparecen
en mucha parte de las matematicas y las ciencias de la computacién. Para
una sucesién lineal recurrente (uy)n>0 de orden k, las siguientes situaciones
son llamadas problemas de decision:

1. u, =0 para algtin n.
2. uy, > 0 para todo n.
3. up > 0 para todo n, excepto un nimero finito.

Los problemas anteriores tienen importantes aplicaciones en areas como:
verificaciéon de software especialmente en la terminaciéon de bucles lineales,
comprobacién de modelos probabilisticos, biologia tedrica, economia, siste-
mas dindmicos, combinatoria, entre otras (ver [9]). El problema 1 es conocido
como el problema de Skolem, al segundo se lo conoce como el problema
de positividad y al tercero se lo llama el problema de la ultima-positividad.
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El punto de partida de la investigacién del problema de Skolem fue su articu-
lo [21] de 1934, Einige Sdtze tiber ge-wisse Reihenentwicklungen und expo-
nentiale Beziehungen mit Anwendung auf diophantische Gleichungen, donde
demostro que el conjunto de indices n de una sucesién lineal recurrente de
numeros racionales tales que u, = 0 consiste de un conjunto finito junto
a una unién finita de progresiones aritméticas. Posteriormente, Mahler [15]
generalizo el resultado a sucesiones de numeros algebraicos, y finalmente
Lech [13] demostré el resultado para sucesiones de elementos de un campo
de caracteristica cero. Sin embrago, las pruebas de este resultado no dan
respuesta al problema de Skolem, ya que no proporcionan un algoritmo que
permita determinar explicitamente los indices donde se hace cero la sucesién
ni tampoco la cantidad de ellos, ya que dicho conjunto incluso podria ser
vacio. De ahi que, la decidibilidad del problema de Skolem continue siendo
un problema abierto por mas de 80 anos. En este sentido, ha surgido un
gran numero de trabajos y publicaciones. El problema de acotar la cero-
multiplicidad de sucesiones lineales recurrentes binarias no degeneradas, fue
resuelto por varios investigadores, en especial mencionamos el trabajo de
Kubota [12], quien demostré que las sucesiones lineales recurrentes bina-
rias no degeneradas tienen cero multiplicidad a lo mas 4. Por otro lado, si
las raices del polinomio caracteristico de una sucesion lineal recurrente son
todas reales, el problema se vuelve un poco mas sencillo de resolver, y en
este caso Smiley [22] mostr6 con un simple argumento apoyado en la ley de
signos de Descartes, que la cero multiplicidad para sucesiones recurrentes de
orden 3 es a lo mas 3 y de manera general cuando el orden de la recurrencia
es k > 4, Hagedorn [11] mostr6 que la cero multiplicidad es a lo més 2k — 3.
Para el caso ternario en general, en 1957 fue conjeturado por Ward [24] que la
cero multiplicidad de una sucesién lineal recurrente ternaria no degenerada
es a los sumo cinco, sin embargo, esto no era cierto ya que Berstel [5] pre-
sento la sucesién con relacién de recurrencia B3 = 25,49 —4B,+1 + 4B,
y valores iniciales By = B1 = 0y By = 1, con lo cual By = By = By =
Bg = B13 = Bse = 0, proporcionando un contraejemplo para la conjetura
de Ward. Mas adelante Buekers [3] demuestra que 6 es efectivamente la cota
superior para la cero multiplicidad de cualquier sucesién recurrente ternaria
no degenerada.

Nuestro trabajo constara de tres capitulos y un apéndice. En el Capitulo 1
encontraremos los conceptos fundamentales para el desarrollo de este traba-
jo. Emperezamos con una serie de definiciones y resultados de la teoria de
numeros algebraica. Después haremos una breve introduccion al andlisis p-
adico, centrandonos en los valores absolutos no arquimedianos que se pueden
definir en un cuerpo numérico K. Continuamos con la revisién de algunas
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desigualdades tipo Baker [2], en torno a las formas lineales en logaritmos de
nimeros algebraicos, y estableceremos un reciente resultado Matveev [16]
el cual serd nuestra principal herramienta en el desarrollo del Capitulo 3.
Por tltimo, hacemos un breve repaso del concepto de sucesiones lineales
recurrentes, especialmente la cero-multiplicidad, tema principal de esta in-
vestigacién.

En el Capitulo 2 realizaremos una revisién monogréfica del trabajo de Beu-
kers [3], cuyo principal objetivo es mostrar que una sucesién lineal recurrente
ternaria no degenerada de ntiimeros racionales tiene cero-multiplicidad a lo
mas seis. Este trabajo ha sido muchas veces referenciado en la literatura
matematica concerniente a la cero multiplicidad de las sucesiones lineales
recurrentes y ha sido punto de partida de varias investigaciones, por tal
razon consideramos pertinente este estudio. Puntualmente describiremos el
método de Beukers de manera general y completaremos algunos detalles.
En el Capitulo 3, notando que la recurrencia de Berstel, fue el contra-ejemplo
a la conjetura de Ward y que de hecho esta es un ejemplo donde se alcanza la
cota para la cero-multiplicidad de recurrencias ternarias no degeneradas, es
natural preguntarse por la cero multiplicidad de la familia de sucesiones li-
neales recurrentes con relacion de recurrencia By 3 = 2B,49—4B,11+48,
y valores iniciales arbitrarios no todos nulos, las cuales llamaremos suce-
siones tipo Berstel, y en particular toda esta familia de sucesiones tiene
cero-multiplicidad a lo mas 6. Como respuesta a este interrogante tenemos
el siguiente resultado: Salvo multiplo escalar entero o desplazamiento de los
subindices, existen exactamente dos sucesiones lineales recurrentes ternarias
tipo Berstel con cero multiplicidad al menos 3. Una de ellas es la sucesion
de Berstel (Bp)nez y la otra es la sucesion recurrente tipo Berstel (B))nez
con wvalores iniciales 0, 1, 4 la cual tiene cero multiplicidad 3. Es decir,
Cualquier sucesion lineal recurrente ternaria tipo Berstel, la cual no es un
maltiplo escalar o desplazamiento de los subindices de (Bp)nez 0 (B))nez,
tiene cero-multiplicidad a lo mds 2. Este resultado corresponde a un trabajo
de investigacién conjunto con C. A. Gémez y F. Luca [14], cabe mencio-
nar que esto fue presentado en el evento llamado ALTENCOA-18 en una
ponencia. En el desarrollo de este capitulo demostraremos este resultado,
mostrando la técnica utilizada. Este problema nos lleva a resolver una ecua-
cién diofantica exponencial de niimeros algebraicos, la cual es abordada con
la teoria de las formas lineales en logaritmos (teoria de Baker), la teoria de
aproximacion diofantica y también con la ayuda del programa de computo
Mathematica. Por ultimo, en el Apéndice revisamos algunos aspectos basi-
cos de las fracciones continuas que son necesarios para comprender algunos
lemas que utilizamos en el capitulo 3.
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Capitulo

Preliminares

1.1. Introduccién

En este capitulo encontraremos los conceptos fundamentales para el desa-
rrollo de este trabajo. Emperezamos con una serie de definiciones y resulta-
dos de la teoria de nimeros algebraica, tomando como referencia [18, cap. 2],
estos conceptos aparecen de manera natural al tratar con sucesiones linea-
les recurrentes. Después haremos una breve introduccion al anélisis p-adico,
centrandonos en los valores absolutos no arquimedianos que se pueden definir
en un cuerpo numérico K, las pruebas de los resultados pueden ser consulta-
das en [7, cap. 4]. En la siguiente seccién revisaremos algunas desigualdades
tipo Baker [2], en torno a las formas lineales en logaritmos de nimeros alge-
braicos, y revisaremos un reciente resultado Matveev [16] el cual serd nuestra
herramienta principal en el desarrollo del capitulo 3. Por tltimo, hacemos un
breve repaso del concepto de sucesiones lineales recurrentes, especialmente
la cero-multiplicidad, tema principal de esta investigacién, para esta tltima
seccién usamos la referencia [20].

1.2. Teoria de niimeros algebraica

1.2.1. Numeros algebraicos y enteros.
Conceptos basicos

Un nimero « € C es llamado un numero algebraico si existe un polinomio
no nulo f(z) = apz™ + -+ + a1z + ap € Q[z] tal que f(a) =0. Sia € C
es una raiz de un polinomio ménico con coeficientes en Z, decimos que «



es un entero algebraico. Claramente todo entero algebraico es un nimero
algebraico. Sin embargo, el reciproco no es cierto, por ejemplo v/3/2 es un
numero algebraico, pero este no es un entero algebraico.

Teorema 1.2.1. Sea o un numero algebraico. Entonces existe un unico
polinomio mdnico irreducible p(x) en Q[x] de grado minimal tal que p(a)) =
0. Ademds si f(x) € Q[x] y f(a) = 0 entonces p(x) | f(z).

El grado de p(z) es llamado el grado de a y es denotado por grad(a);
p(zx) es llamado el polinomio minimal de c.
Los nimeros complejos que no son algebraicos son llamados trascendentes.
Mucho antes de que se conociera un ejemplo de un nimero trascendente, los
matematicos estaban seguros de su existencia.

Cuerpos numéricos

La teoria de los cuerpo numéricos es vasta y rica. Vamos a mencionar
a continuacién hechos elementales necesarios para los proximos capitulos.
Recordemos que si A C B son anillos y si z € B, denotamos por Alz] al
subanillo més pequefio de B que contiene a A y x. En otras palabras,

Alz] == {anz" + an_12" P+~ +ax+ag:neNya; € Apara todo i}

es el conjunto de todos polinomios en x con coeficientes en A.
Por otro lado, si A es un anillo contenido en un cuerpo K y o € K, entonces
A(a) denota el subcuerpo més pequeno de K que contiene a A y a. Para
cualquier nimero algebraico a tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.2.2. Si « es un nimero algebraico entonces el subanillo Q[a] C
C es un cuerpo.

Este teorema implica que si « es un niimero algebraico, entonces no hay
diferencia entre Q[a] y Q(«), luego de ahora en adelante, denotaremos a
Q[a] por Q(«) cuando « es un numero algebraico.

Si L C C es un cuerpo que contiene a @Q, entonces L puede ser visto como
un Q-espacio vectorial, a la dimension de . como Q-espacio vectorial, se la
llama la dimension de L sobre Q.

Un cuerpo K C C es llamado un cuerpo numérico si su dimensiéon sobre QQ
es finita. La dimension de K sobre Q es llamada el grado de K y es denotada
por [K: Q]. Si & es un nimero algebraico de grado n, entonces Q(«) es un
cuerpo numérico de grado n sobre Q.

El siguiente teorema nos dice que todo cuerpo numérico K es una extension
simple de Q, es decir, una extensién de la forma Q(f) para algin nimero
algebraico 6.



Teorema 1.2.3 (Teorema del elemento primitivo). Sean 61,...,0, nimeros

algebraicos, entonces existe un nimero algebraico 0 tal que Q(61,...,0,) = Q(0).
Sif =060 02 . 6m son los conjugados de 6, entonces Q(6)) para
i=1,---,n son llamados los cuerpos conjugados de Q(#). Ademas, las fun-

ciones § — 6 son monomorfismos de K = Q(#) — Q(#™"), conocidos como
las n inmersiones de K en C, ademaés estas se dividen en inmersiones reales
y complejas, y las complejas vienen por pares conjugados.’

Un cuerpo K es llamado una extension de Galois de Q si todos los cuer-
pos conjugados de K son idénticos a K. Por ejemplo, cualquier extensién
cuadrética de Q es de Galois. Sin embargo, Q(+/2) no lo es ya que dos cuer-
pos conjugados Q(p¥/2) v Q(p?V/2) son distintos de Q(/2). (Aqui p es una
raiz cibica primitiva de la unidad). Se dice que un cuerpo K es el cuerpo
de descomposicion de un polinomio p(x) € Q[x] si este contiene a todas las
raices de p(z). Con respecto a las extensiones de Galois tenemos la siguiente
resultado.

Teorema 1.2.4. Si K es cuerpo de descomposicion de un polinomio con
coeficientes en Q, entones K/Q es una extension de Galois.

El siguiente teorema proporciona distintas caracterizaciones de los ente-
ros algebraicos. De estas, (iii) y (iv) son las més ttiles porque determinan
una herramienta inmediata para probar si un nimero algebraico es 6 no un
entero algebraico.

Teorema 1.2.5. Sea o un numero algebraico, entonces las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(i) « es un entero algebraico.
(ii) El polinomio minimal de o es mdnico y pertenece a Zx).
(i1i) Z[a] es finitamente generado como Z-mddulo.

(iv) Existe un Z-mddulo finitamente generado {0} # M de C tal que aM C
M.

Sea K un cuerpo numérico. Denotaremos por Ok al conjunto de enteros
algebraicos de K. Del teorema anterior sabemos que si a y [ son enteros
algebraicos, entonces Zla] y Z[5] son Z-médulos finitamente generados, por
tanto M = Z[a, f] también es un Z-médulo finitamente generado, ademds
(a+B)M C My (apf)M C M, implicando que:

1

si o es una inmersién compleja, entonces @ dada por 7(a) = o(a) con « € K, también
es una inmersién, aqui la barra denota la conjugacién compleja.



Corolario 1.2.1. Sea K un cuerpo numérico y o, € K. Si a y 5 son
enteros algebraicos, entonces a+ L y af también lo son. Esto es, el conjunto
de enteros algebraicos de K es un subanillo de K.

Es preciso mencionar que por obvias razones Z C Ok, ademads, si ¢ € Q
es un entero algebraico, entonces necesariamente q € Z, esto es, QNOk = Z,
por esta razon a los elementos de Z los llamaremos enteros racionales.

1.2.2. Bases enteras

A continuacién, nos adentramos un poco en la estructura algebraica de
Oxk. Definiremos la norma y la traza de un elemento de cualquier cuerpo
numérico. También abordaremos un invariante importante de un cuerpo
numérico llamado el discriminante y finalmente los ideales en el anillo de
enteros algebraicos de un cuerpo numérico seran brevemente discutidos.

La norma y la traza

Empezamos definiendo dos importantes niimeros racionales asociados a
cualquier niimero algebraico de un cuerpo numérico K. Recordemos que si K
es un cuerpo numérico, entonces K puede ser visto como un espacio vectorial
de dimensién finita sobre Q. Entonces si a € K, la funcién de K en K dada
por @, : v = av, define un operador lineal en K. Definimos la traza de «
por Tri(a) := Tr(®,) y la norma de a por Ng(«) := det(®,) (donde T'r y
det son las usuales traza y determinante de un operador lineal). Luego, para
encontrar la Trx(a), escogemos cualquier base? de K sobre Q, wy,...,wy y
escribimos

oaw; = Zaijwj para cada 1 <1¢ <n,

entonces Trg(a) =TrAy Ng(a) =det A, donde A es la matriz (a; ).
Con respecto a las definiciones de norma y traza, tenemos el siguiente resul-
tado.

Lema 1.2.1. Sea K es un cuerpo numérico de grado n sobre Q. St a € K,
entonces N (a), Trg(a) € Q. Ademds, si a € Ok entonces Trg(a) y N ()
estdn en 7.

2 Aqui vale la pena mencionar, que la definicién de norma y traza es independiente de
la Q-base escogida.



Existencia de una base entera

Sea K un cuerpo numérico de grado n sobre QQ, y Ok su anillo de enteros
algebraicos, usando teoria de reticulos se puede mostrar que Ok es un Z-
modulo finitamente generado. Decimos que wi, .. ., w, es una base entera de
K si w; € Ok para todo i, y Ogx = Zwi + - -+ + Zw,. El primer resultado
respecto a una base entera es precisamente que todo cuerpo numérico K
tiene una.

Lema 1.2.2. Cualquier cuerpo numérico K tiene una base entera.

Sea K/Q una extensién de cuerpos, donde K es un cuerpo numérico
de grado n sobre Q. Sean o1,...,0, las n inmersiones de K en C. Para
i, ...,y € K definimos el discriminante de asq, ..., a, por

dg gl ..., ap) = [det(oi(a;))]?

Es preciso mencionar que un cuerpo K puede tener mas de una base entera,
sin embargo, un hecho que se cumple para cualquier dos bases enteras con
respecto al discriminante definido anteriormente es:

Teorema 1.2.6. Si wy,...,w, Yy @1,-..,W, son dos bases enteras distintas
de K, entonces dg (w1, - - -,wn) = dg/g(@1, - -+ ,W0n)-

Por el teorema anterior se tiene que el discriminante de un cuerpo numeéri-
co K es invariante para cualquier base entera de K, por tal motivo definimos
el discriminante de K, denotado por dg, asi:

d]K = d]K/@(wl, ce ,wn),

donde w1, ...,w, es cualquier base entera de K.

Ideales en Ok

Ahora ponemos nuestra atencién a los ideales de Og. Recordemos que
un ideal I de un anillo conmutativo con unidad A, es un subgrupo abeliano
junto a la propiedad de “absorcién de la multiplicacién”, esto es, para todo
a € A, al C I. En particular, los ideales de Ok pueden ser vistos como Z-
submédulos de Ok. A continuacién mencionamos algunas de las propiedades
de los ideales de Ok.

Lema 1.2.3. Sia es un ideal no nulo de Ok entonces aNZ # {0}.

El indice de a en Ok denotado por [Ok : a] es el cardinal del anillo
cociente Ok /a.



Lema 1.2.4. Si a es un ideal no nulo de Ox entonces [Ok : a] es finito.

El lema anterior nos permite definir la norma de un ideal no nulo a de
Ok por N(a) := [Ok : a]. Un ideal de Ok es un ideal propio si este es distinto
de Ok. Un ideal primo p de Ok es un ideal propio no nulo con la propiedad
de que si a, 8 € Ok son tales que aff € p entonces a € p 6 8 € p. Un ideal
m se llama maximal si este no estd contenido en ningtn ideal propio de Ok
distinto de m.

Lema 1.2.5. Todo ideal primo de Ok contiene exactamente un primo ra-
cional.

A este tUnico primo racional con esta propiedad, se le conoce como el
primo racional encima de p.
Es bien conocido que todo ideal maximal es un ideal primo, sin embargo, el
reciproco no es cierto. En Ok tenemos:

Lema 1.2.6. Todo ideal primo de Ok es mazximal.

De los lemas anteriores podemos deducir que si p es un ideal primo de
Ok, entonces el anillo cociente Ok /p es un cuerpo finito, por tanto tiene
p! elementos, donde p es exactamente el primo racional del Lema 1.2.5 y
feN.

1.2.3. Dominios de Dedekind

La nocién de dominio de Dedekind es el concepto que necesitamos con
el objetivo de establecer la factorizacién tnica de ideales como producto de
ideales primos. En este camino, nos encontramos con la idea fundamental de
anillo Noetheriano, con la nocién de dominio integralmente cerrado y una
importante propiedades de los ideales primos.

Ok es integralmente cerrado.

Empezamos con el siguiente lema.

Lema 1.2.7. Sea a un numero algebraico. Entonces existe un entero mo
nulo m € Z tal que ma es un entero algebraico.

Recordemos que si D es un dominio entero, su cuerpo de fracciones IL es
el cuerpo mas pequeno que contiene a D. Precisamente, tenemos

L={z/y:2,y€ D,y#0}

junto con las reglas usuales de adicién y multiplicacién para fracciones.



Corolario 1.2.2. Si K es un cuerpo numérico, entonces K es el cuerpo de
fracciones de Ox.

Sean A y B anillos con A C B. Decimos que un elemento x € B es entero
sobre A si este es la raiz de un polinomio ménico con coeficientes en A. Un
dominio entero D con cuerpo de fracciones L es integralmente cerrado si
cuando « € IL es entero sobre D, tenemos que o € D.

Lema 1.2.8. 5i K es un cuerpo numérico, entonces Ok es integralmente
cerrado.
Ok es Noetheriano

Un anillo A es llamado Noetheriano si todo ideal de A es finitamente
generado.

Lema 1.2.9. Sea A un anillo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes
a la condicion de ser Noetehriano:

(i) Todo ideal de A es finitamente generado.

(ii) Silp C I C Iy C ... es una cadena creciente de ideales de A, entonces
existe ng tal que I, = I, para todo n > ny.

(iii) Todo conjunto no vacio ¥ de ideales de A tiene un elemento mazximal.
Una consecuencia del lema anterior y del Lema 1.2.4 es

Corolario 1.2.3. Si K es un cuerpo numérico, entonces Ok es un anillo
Noetheriano.

Factorizacién tnica de ideales.

Un dominio de Dedekind es un anillo D que satisface las siguientes pro-
piedades:

1. D es un dominio entero.

2. D es Noetheriano.

3. D es integralmente cerrado.

4. Todo ideal primo de D es maximal.

Los resultados de las secciones previas implican:



Teorema 1.2.7. Si K es un cuerpo numérico, entonces Ok es un dominio

de Dedekind.

Un Dominio entero D es un dominio de ideales principales (DIP) si todo
ideal de D es principal, es decir, es generado por un solo elemento. Mien-
tras que D es un dominio de factorizacion unica (DFU) si todo elemento
no nulo en D se puede expresar de manera Unica (salvo orden y asociados)
como producto de elementos irreducibles de D. Es bien conocido que todo
DIP es DFU. También existen cuerpos numéricos en los cuales su anillo de
enteros algebraicos Ok no es DFU, por ejemplo, con K = Q(y/—5) entonces
Ok = Z[v/=5], y en este anillo tenemos que 6 = 2-3 = (1++/=5)(1 —/=5),
tiene dos factorizaciones en elementos irreducibles distintos. La ventaja de
trabajar en dominios de Dedekind es que aunque no siempre se tenga facto-
rizacién Unica, siempre se va a tener factorizacién inica en ideales primos.
Recordemos que el producto de dos ideales I,.J en un anillo A es defini-
do como el ideal generado por todos los productos ij con i € I, j € J.
Si I = (a1,...,am)y J = (b1,...,b,) son ideales finitamente generados,
entonces

IJ = (a;bj |1<i<m,1<j<n).

Decimos que un anillo A admite factorizacion inica de ideales si todo ideal
propio no nulo de A puede ser escrito de manera tnica (salvo orden) como
producto de ideales primos.

Teorema 1.2.8. Si D es un dominio de Dedekind, entonces D admite fac-
torizacion unica en ideales.

De manera reciproca, se puede mostrar que si un dominio D admite

factorizacién tnica de ideales, entonces D es un anillo de Dedekind. De los
hechos anteriores podemos concluir que el anillo de enteros algebraicos de
un cuerpo numérico admite factorizacion tnica en ideales.
Recordemos que la norma de un ideal a no nulo de Ok es N(a) = [Ok : al.
Como ya hemos definido el producto de ideales, mencionaremos algunos
resultados que involucran la norma y que son consecuencia de la factorizacién
Unica de ideales.

Lema 1.2.10 (La norma es multiplicativa). Si a,b son ideales no nulos de
Ok, entonces N(ab) = N(a)N(b).

Lema 1.2.11 (Norma de un ideal principal). Sia € Ok y a = («), entonces
N(a) = |Ng(a)|.

Lema 1.2.12. Sip es un ideal primo de Ok, entonces N(p) es una potencia
del primo racional del Lema 1.2.5.



Una consecuencia inmediata de los lemas anteriores es el siguiente resul-
tado fundamental:

Teorema 1.2.9. Sea K un cuerpo numérico de grado n y p un primo ra-
cional. Consideramos el ideal generado por p en O con factorizacion

pOx = | [ p:

=1

donde los p;’s son ideales primos distintos. Entones existen nimeros natu-
rales f; tales que N(p;) = pfi, y ademds

T
Z eifi = n.
7

Este teorema nos permite introducir una importante terminologia con-

cerniente a la factorizacion de un ideal generado por un primo racional. Sean
D, P1,-..,Pr como en el Teorema 1.2.9, llamaremos a los ideales primos p;,
los ideales primos que estan debajo de p, asi mismo, diremos que p es el inico
primo racional encima de p;’s, v los e;’s se los llama el indice de ramificacion
de p;’s| p.
También diremos que p es ramificado en Ok si e; > 2 para algtin i. Ademés,
p es totalmente ramificado en Ok si (p) = p™ para algun ideal primo p. A un
primo racional p se le dice inerte en Ok si (p) es un ideal primo y finalmente
p se descompone completamente en Ok si 7 =n, asi e; = f; = 1, es decir, si
(p) se factoriza como producto de n ideales primos distintos, cada uno con
norma p. Por tdltimo, tenemos el siguiente resultado importante en torno a
esta notacion, que relaciona el discriminante de K definido anteriormente.

Teorema 1.2.10 (Teorema de Dedekind). Sea K un cuerpo numérico y p
un primo racional, entonces p se ramifica en Ok si y sélo si p | dxk.

Extensiones de Galois y descomposicién de primos

Sea K/Q una extensién de Galois, donde K es cuerpo numérico de grado
n sobre Q. Si 01,...,0, son las n inmersiones de K en C, entonces estas for-
man un grupo bajo la composicién, denominado el grupo de Galois de K/Q
y es denotado por Gal(K/Q). Ahora, si p es un primo racional y descompo-
nemos el ideal generado por p como producto de ideales primos distintos de
Ok:
pOk = p19p2™ - pT,



entonces se puede mostrar que Gal(K/Q) actta sobre el conjunto {py,...,pr}
mediante la accién o;p; — 0;(p;). Respecto a la notacién, tenemos dos re-
sultados interesantes que tomamos de [7, sec 3.3.6], los cuales dan una pro-
piedad a la accién definida anteriormente y una condicién adicional a la
proporcionada por el Teorema 1.2.9.

Lema 1.2.13. Sea K/Q una extension de Galois, entonces Gal(K/Q) actia
transitivamente en el conjunto {p1,...,p,}, esto es, para cualquier parp;,p;
con 1 <j,j" <r, existe 0 € Gal(K/Q) tal que p; = opjr.

En general los e;’s y los f;’s del Teorema 1.2.9 son distintos, pero si K/Q
es una extension de Galois, el lema anterior implica:

Teorema 1.2.11. Sea K un cuerpo numérico de grado n sobre Q. Si la
extension K/Q es de Galois, entonces en notacion del Teorema 1.2.9, e1 =
eo=--=¢€ Yy fr=fo=--=fr, luego denotando por e al valor comin de
los e;’s (resp. los f;’s) tenemos n = efr.

1.3. Breve introduccién al analisis p-adico

Sea K un cuerpo, un valor absoluto en K es una funcién | | : K — R
que satisface las siguientes propiedades:

i. |z| > 0 para todo x € Ky |z| =0 siy sélo si x =0.
ii. |zy| = |z||y| para todo z,y € K.
ili. |z +y| < |z| + |y| para todo z,y € K.

Se dice que un valor absoluto en K es no-arquimediano si este satisface la
condicién adicional

iv. |z +y| <méx{|z|,|y|} para todo z,y € K

de lo contrario, diremos que el valor absoluto es arquimediano.
Sabemos que dado un valor absoluto |*| definido en K, podemos definir una
métrica en K dada por

d(z,y) = |z — yl|, para todo z,y € K,

y esta métrica induce una topologia en K, lo que nos permite hablar de
conjuntos abiertos, conjuntos cerrados, sucesiones convergentes, sucesiones
de Cauchy, completez, etc. De la definicién de valor absoluto tenemos de
inmediato:
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Lema 1.3.1. Si | x| un valor absoluto en un cuerpo K, entonces para a,b €
K,neZ

(i.) 11| = 1.
(ii.) Sila|" =1 entonces |a| = 1.
(iii.) | — 1| =1, y por tanto, | — a| = |al.
(iv.) Si|*| es no-arquimediano y |a| # |b| entonces |a + b| = méx{|al, |b|}.

La cuarta propiedad del lema anterior es conocida como la propiedad

del tridngulo isdsceles, ya que dice que en un triangulo con dos lados de
magnitud |al, |b|, el tercer lado |a+b| es de igual magnitud al mayor entre los
dos primeros, lo que implica que todos los tridngulos son isésceles, siempre
que | | sea no-arquimediano.
Si| x|y |#*| son dos valores absolutos en un cuerpo K, se dice que estos
son equivalentes si inducen la misma topologia en K. Se puede mostrar que
esta relacién en el conjunto de valores absolutos en K define una relacién de
equivalencia.

Lema 1.3.2. Dos valores absolutos || y | x| definidos en un cuerpo K son
equivalentes si y sélo si existe una constante A € RT, tal que | * | = | % |*.

Valores absolutos en Q.

Con K = Q el valor absoluto usual es un ejemplo de un valor absoluto
arquimediano. Ahora definimos en Q el valor absoluto p-ddico denotado por
| *|p. Sim € Z, el orden p-ddico de m, denotado por ord, m, es el exponente
de la méaxima potencia de p que divide a m, y lo extendemos a QQ por la
formula ord, a/b = ord, a — ord, b, entonces para a € Q definimos

0, sia=0,

al, =
lals p= e sia #0.

Es facil mostrar que |*|, es un valor absoluto no-arquimediano en Q. También
podemos mencionar que Q junto a la métrica inducida por ||, es un espacio
métrico no completo, en el sentido de que existen sucesiones de Cauchy que
no convergen. La completacién® de Q respecto a la métrica inducida por

3La completacién de un espacio métrico (M, d) es un espacio completo (]\7[ , J) el cual
contiene a M, ademéas M es denso en M y tﬂ m = d. En la referencia [10, cap. 2] podemos
ver la prueba de que (Q,| |,) es un un espacio métrico no completo, la construccién
detallada del cuerpo Q, y también algunas propiedades algebraicas y topoldgicas de Z,)

Y PLp).
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| % |, es denotado por Q,, el cuerpo de nimeros p-ddicos. En Q, existen dos
conjunto importantes,

Ly = {z €Qy: |z|p < 1},

el cual es un subanillo de Q,, llamado el anillo de enteros p-adicos, y

Ly = {z €Qp:lzl, < 1},

el cual es el unico ideal maximal de Z,), y por tanto Z,) es un anillo local,
ademads

Ly [PLp) = LD

Valores absolutos en K.

Sea K un cuerpo numérico de grado n sobre Q. Definiremos dos conjuntos
importantes de valores absolutos determinados por los ideales primos de Ok
y por las n inmersiones de K en C.

Si o es una de las n inmersiones de K en C, entonces para cualquier o« € K
se define |a|, = |o()|, donde | * | es el médulo complejo usual, entonces se
sigue de inmediato que | * |, define un valor absoluto arquimediano en K.
Sea p un ideal primo de Ok, el orden p-ddico de un elemento no nulo a € Ok,
ordy o, es exponente de la maxima potencia p que aparece en la factorizacion
en ideales primos del ideal generado por a, si a € K\ Ok, sabemos que existe
m € Z tal que = ma € Ok, entonces ordy, a = ordy 3— ord, m. Finalmente
definimos para a € K,

0, sia=0,
|Ol|p = — ordp o ;
N(p) P sla 7& 0,

donde N(p) es la norma de p. Por ejemplo si pOk se descompone como en
el Teorema 1.2.9 entonces [plp, = N(p;) .

Es facil verificar que ]*|p es un valor absoluto no arquimediano, llamado el
valor absoluto p-ddico, ademas si p y q son ideales primos distintos entonces
se puede mostrar que | x |, y | * |[q no son equivalentes. Por otro lado, su
completacién denotada por K es el cuerpo de niimeros p-ddicos, ademas KK,
es una extension finita de Q, donde p es el primo racional encima de p.

El siguiente teorema caracteriza por completo el conjunto de valores ab-
solutos que se pueden definir en un cuerpo numérico K, los cuales estan
relacionados con los dos conjuntos definidos anteriormente.
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Teorema 1.3.1 (Teorema de Ostrowski). Sea K un cuerpo numérico, en-
tonces todo wvalor absoluto arquimediano de K es equivalente a uno de los
valores absolutos determinados por alguna inmersion de K en C. Y todo va-
lor absoluto no-arquimediano de K es equivalente a un valor absoluto p-ddico
| % |y determinado por un ideal primo p de Ok.

Enteros algebraicos, unidades y valores absolutos.

Al inicio de este capitulo introducimos la nocién de entero algebraico,
existe una manera alterna de definirlo utilizando valores absolutos en K,
la cual mencionamos en el siguiente teorema y es equivalente a la adoptada
inicialmente. Para los ultimos retultados de esta seccién usamos la referencia

[6].

Teorema 1.3.2. Sea K un cuerpo numérico y a € K, las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(i) « es un entero algebraico.
(ii) || <1 para todo valor absoluto no-arquimediano en K.

A un elemento no nulo u € Ok se lo llama una unidad, si existe v € Ok
tal que uv = 1. Es facil ver que si u es una unidad, entonces |u|, = 1 para
todo ideal primo de Ok y por el Teorema de Ostrowki |u| = 1 para todo valor
absoluto | # | no-arquimediano, la afirmacién reciproca también es cierta y
adicionalmente tenemos,

Teorema 1.3.3. Sea K un cuerpo numérico y u € K, las siguientes condi-
ciones son equivalentes

(i) u es una unidad de Ok.
(i) |ul, =1 para todo valor absoluto no-arquimediano de K.
(i4i) v € Ok y |Ng/g(u)| = 1.

A un elemento o € K se lo llama una raiz de la unidad si '™ = 1 para
algiin n € Z*. Por el Lema 1.3.1 (i), si « es una raiz de la unidad, entonces
|a| = 1 para cualquier valor absoluto | x | en K, como antes la afirmacién
reciproca también es cierta, esto es,

Teorema 1.3.4. Sea K un cuerpo numérico y a € K, entonces o es una
raiz de la unidad si y sdlo si |a| =1 para todo valor absoluto | x| en K.

13



1.4. Formas lineales en logaritmos

En 1966, A. Baker [2] hallé una cota inferior para las formas lineales en
logaritmos de nimeros algebraicos; es decir, para una expresién de la forma

bilogay + -+ + by log ay,

donde a1, ..., a, son nimeros algebraicos y bi,...,b, son nimeros racio-
nales. Su resultado marcé el principio de la era de la resolucién efectiva de
ecuaciones diofanticas®. Los primeros resultados al respecto son los siguien-
tes.

Teorema 1.4.1 (A. Baker, 1966). Sean ai,...,q, ndmeros algebraicos y
b1, ...,b, nimeros racionales tales que

bilogay + - -+ + by log ay, # 0.

Entonces

by log ag + - - - + by log | > (eB)C,
donde B := méax{|bi],...,|bn|} yC esuna constante efectivamente calculable
que depende sélo den y aq, ..., .

Para un nimero complejo w, consideramos logw := log |w|+ i argw don-
de argw es tomado en (—m,7]. Ahora, si |w| < 1/2, entonces tenemos la
desigualdad |log(w + 1)| < 2|w|. Usando este hecho es posible modificar el
teorema anterior y eliminar los logaritmos, obteniendo:

Corolario 1.4.1. Sean oy, ..., a, numeros algebraicos y by, ..., b, nimeros
racionales tales que
b1 bn
oyt o # L
Entonces
ool — 1] > (eB)1,

donde de nuevo B := max{|bi|,...,|bn|} y C1 es una constante efectivamente
calculable que depende solo den y aq, ..., a,.

Un caso especial es cuando by, ..., b, son enteros. Al respecto se conoce

un resultado reciente debido a Matveev [16] donde tenemos explicitamente

la cota inferior para 0/1’1 coeabn — 1‘ del Corolario 1.4.1. Antes de presentar

4Una ecuacién dioféantica es una ecuacién en la cual su solucién debe ser entera, racional
0 mas generalmente en cualquier anillo de enteros de un cuerpo numérico K.
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dicho resultado, es necesario introducir dos medidas algebraicas, las cuales
estan relacionadas entre si y seran usadas en los préximos capitulos.

Sea 1 un ntmero algebraico de grado d sobre Q con polinomio minimal
primitivo® sobre los enteros

d

F(@) = ao [[(@ =) € Zla),

i=1

donde ag > 0y n=nM, 73 . nd son los conjugados de 7.
La altura candnica de n es dada por

p 1/d
H(n) := <ao [ méx{1, !n(i)|}> :

i=1

La altura logaritmica de n es dada por

d
1 ) ,
h(n) == log H(n) = - <log ao+ Y logméx{[n®|, 1}> :
i=1
A continuacién, presentamos el resultado de Matveev [16], el cual serd nues-
tra herramienta principal para resolver el problema del capitulo 3 de este

trabajo.

Sean 71, ...,n, elementos no nulos de un cuerpo numérico K de grado D
sobre Q, y sean b1, ...,b, enteros racionales. Definimos

B = méx{|b1], ..., |bnl},
y

A=t — 1.
Sean Ai,..., A, nimeros reales positivos tales que
A; > méx{Dh(n;), |logn;|, 0,16}, i=1,...,n.
Teniendo en cuenta esta notaciéon Matveev probd el siguiente resultado.
Teorema 1.4.2 (Teorema de Matveev [16]). Si A # 0, entonces
|A| > exp (=3 - 30" (n +1)>°D*(1 + log D)(1 + lognB)A; -+ A,) .

En muchos casos esta herramienta permite determinar que un problema
diofantico tiene una cantidad finita de soluciones, o equivalentemente que
las incognitas enteras del problema estdn acotadas.

5Un polinomio primitivo es tal que el maximo comin divisor de los coeficientes es igual
al.
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1.5. Recurrencias lineales y cero multiplicidad

Como concepto principal de esta investigacién, presentamos la definicion
de sucesion lineal recurrente y en relacion a esta la nocién de cero multi-
plicidad. Presentaremos algunos resultados cldsicos en esta teoria los cuales
son el punto de partida de este trabajo de investigacion.

Sea k > 2 un entero, una sucesion (uy,),>0 C C es una sucesion lineal recu-
rrente de orden k si se satisface una relacion de recurrencia de la forma

Uptk = Q1 Uptk—1 T Q2Upyp—2 + + + AgUy, para todo n >0,

con coeficientes ay,...,ar (a # 0) y valores iniciales fijos ug,...,u—1 en
C. Podemos extender la sucesion a subindices negativos mediante la férmula:

U = (1/ag)(Unik—01Un4k—1—A2Up k2~ " —0k_1Upny1), Para todon < 0.

A una sucesién de orden 2 se la llama binaria, a una de orden 3 ternaria,
etc. Cada sucesion lineal recurrente de orden k tiene asociado un polinomio
de grado k, llamado el polinomio caracteristico de la recurrencia, el cual es
dado por

k—1

fl@)=2"—ai 2" - — a1z — a), € Cla].

Sia, ..., a® son las raices distintas de f(x) con multiplicidades my, ..., ms,
respectivamente, entonces mediante el uso de la funcion generatriz u(z) =
Yonunz"™ de (un)n>0, podemos estimar la siguiente férmula para wy:

Uy, = Zpi(n)(a(i))", para todo n >0, (1.1)
i=1

donde py(x),...,ps(x) € Q(ug, ..., up_1,a1,...,a5, V) ... a)[z] y deg(p;) <
m; —lparai=1,...,s.

Una sucesién lineal recurrente (uy)n,>0 de orden k, se la llama simple si las
raices de su polinomio caracteristico son distintas. Si (uy)>0 es simple se

obtiene i
i=1

donde ¢1,...,c; € Qug, - .., Up—1,01, - .., ap, oD .. ).

Si en una sucesién lineal recurrente (uy,)n>0 sus coeficientes y sus valores ini-
ciales pertenecen a Z, diremos que la sucesién es de nimeros enteros (resp.
de nimeros racionales, algebraicos o complejos).
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En el estudio de las propiedades aritméticas de la sucesiones lineales recu-
rrentes, un problema clésico es determinar la cantidad de veces que aparece
cierto valor a en la sucesién (u,),,>(, 1o que se conoce como la a-multiplicidad
de la sucesién. En particular cuando a = 0, diremos respectivamente la cero-
multiplicidad de la sucesién. El siguiente teorema y su corolario proporcionan
propiedades de una sucesion lineal recurrente con cero-multiplicidad infinita.

Teorema 1.5.1 (Skolem-Malher-Lech 1953[13]). Si (un),~, €s una suce-
sion lineal recurrente con cero-multiplicidad infinita, entonces el conjunto
de n's para los cuales u, = 0 es un conjunto finito junto a unién finita de
progresiones aritméticas.

Como consecuencia del teorema anterior tenemos el siguiente resulta-
do, el cual es el punto de partida de diversas investigaciones respecto a la
cero-multiplicidad de sucesiones lineales recurrentes, ya que proporciona in-
formacién acerca de la cero-multiplicidad infinita con relacién a las raices
de su polinomio caracteristico.

Corolario 1.5.1. Si una sucesion lineal recurrente tiene cero-multiplicidad
infinita, entonces el cociente de dos raices distintas del polinomio carac-
teristico es una raiz de la unidad.

Este corolario motiva a la siguiente definicién, una sucesién lineal recu-
rrente es llamada degenerada si su polinomio caracteristico tiene dos raices
distintas tales que su cociente es una raiz de la unidad, en otro caso, se
la llama no degenerada. El siguiente corolario, contrareciproco del anterior,
caracteriza la cero-multiplicidad de las sucesiones lineales recurrentes no
degeneradas.

Corolario 1.5.2. Toda sucesion lineal recurrente no degenerada tiene cero
multiplicidad finita.

Es preciso mencionar que la demostracién del Teorema 1.5.1 la cual puede
ser consultada en [6], es realizada de forma no constructiva usando métodos
del analisis p-adico. Por tanto la conclusion del Corolario 1.5.2, que caracteri-
za la cero-multiplicidad de la sucesiones lineales recurrentes no degeneradas,
que dice de hecho que es finita, es gran un avance. Pero no es suficiente ya
que al no ser constructiva la demostracién, no es posible establecer un al-
goritmo para encontrar los subindices n donde la sucesién de hace cero. De
ahi que, un problema en teoria de sucesiones lineales recurrentes, especifi-
camente en las sucesiones no degeneradas, sea determinar una cota efectiva
para su cero multiplicidad.
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Capitulo

Cero-multiplicidad de sucesiones
lineales recurrentes ternarias.

2.1. Introduccion

El propédsito de este capitulo es mostrar que una sucesién lineal recurren-
te ternaria no degenerada de ntimeros racionales tiene cero-multiplicidad a
lo més seis. Si las raices del polinomio caracteristico de una sucesién lineal
recurrente son todas reales, el problema se vuelve un poco maés sencillo de
resolver, y en este caso Smiley [22] mostr6 con un simple argumento apoyado
en la ley de signos de Descartes, que la cero multiplicidad para sucesiones
recurrentes de orden 3 es a lo mas 3 y de manera general cuando el orden
de la recurrencia es k > 4, Hagedorn [11] mostré que la cero multiplicidad
es a lo mas 2k — 3. En 1957 fue conjeturado por Ward en [24] que la cero-
multiplicidad de una sucesién lineal recurrente ternaria no degenerada es a
lo sumo cinco, sin embargo, esto no era cierto ya que Berstel en [5] mostrd
que la sucesién con relacién de recurrencia Byy3 = 2Bp49 — 4Bn4+1 + 4B,
y valores iniciales By = By = 0 y By = 1 tiene cero-multiplicidad 6, ya que
By = B1 = By = Bg = Big = Bsy = 0. Mas adelante Buekers demostrd
en [3] que 6 es efectivamente la cota superior para la cero multiplicidad de
cualquier sucesién recurrente ternaria no degenerada. En este capitulo mos-
traremos el resultado de Beukers, reproduciendo su método y completando
algunos detalles de su trabajo.
Beukers parte de una sucesién lineal recurrente ternaria no degenerada ar-
bitraria de nimeros racionales, digamos ;13 = Pupyo + Qupi1 + Ruy, con
valores iniciales ug, u1, us no todos nulos, de ahi, con argumentos propor-
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cionados por el analisis p-adico, muestra que si 61,605,603 son las raices del
polinomio caracteristico 2® — Pz? — Qx — R, entonces 01|, = |62, = |05],
para todos los valores absolutos no arquimedianos de K = Q(61, 6), lo cual
permite descartar posibles valores de los coeficientes P, (), R de la relacién
de recurrencia y de los posibles valores iniciales, para obtener una lista de
3 sucesiones lineales recurrentes ternarias no degeneradas, entonces todo se
reduce a probar que estas tres sucesiones recurrentes no tienen mas de 6
ceros, los cuales son dados explicitamente.

2.2. Algunos lemas técnicos.

Beukers resolvié el problema para a-multiplicidad de sucesiones recu-
rrentes binarias complejas en [4], para lo cual traté la ecuacién

At +upft =1, xz€Z (2.1)

donde A, a, i, 5 son nimeros algebraicos no nulos en algin cuerpo numérico
Ky a, By a/f no son raices de la unidad. Usando algunos resultados
de este trabajo, Buekers resolvié el problema de la cero-multiplicidad de
sucesiones lineales recurrentes ternarias de niimeros racionales, debido a que
para resolver este iltimo debemos tratar con la ecuacion

a107 + a205 + azf3 =0 con n € Z,

la cual, como podemos notar es equivalente a (2.1). En efecto, dividiendo
esta ecuacién por alguno de sus términos, es decir

) @) () @) -
(o) () () () -

La idea de esta seccién es mostrar que la ecuacién (2.1) no tiene més de 6
soluciones para un gran conjunto de posibles valores de a y 3, con lo cual
mostraremos que a6y + a0y + azfy = 0 con n € Z, no tiene mas de seis
ceros.

Los primeros tres lemas tienen por objetivo crear grandes distancias entre
tres soluciones no nulas de la ecuacién. Recordemos que si K es un cuerpo
numérico y Ok es su anillo de enteros algebraicos, y p es un ideal primo no
nulo de Ok entonces | * |, denota el valor absoluto no-aquimediano en K
definido por p.
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Lema 2.2.1. Sea K un cuerpo numérico y p un ideal primo de Ok tal que
lal, < 1y |Blp = 1. Asumimos que 0,k,l,m, con 0 < k < [ < m, son
soluciones para x de la ecuacion

At +upft =1, ze€Z,

donde Aauf # 0, entonces existe un entero positivo d con las siguientes
propiedades:

(i) d>1yd dividem—1yl—k.
(ii) Si hay una solucion extra n con 0 < n < k, entonces d > 4.

(iii) Si |a|§|ﬂ -1y < |p\;/p71, donde p es el primo racional encima de p,
entonces |(m —1)/d|, < |a|é_k.

Demostracion. Dado que 0 es solucién de (2.1) entonces A+ p = 1, luego

AP+ puff=1 = "+ (1-N)p* =1
= —Aa" - BT+ A =1
= MF—B"—A+1=x"— A
= BP—1=X X0—-1)"Ha"-1).

Ahora tomando valor p-adico en la ultima linea obtenemos

187 = 1], = [AA =17 |a® —1] (2.2)

10 = Ll

Dado que [a” — 1|, = méax {|a”[y,1} = 1 para todo z € Z*, entonces de la
ecuacién (2.2) obtenemos que |8* — 1|, = |8 — 1|, = |8™ — 1],. Denotamos

este valor por B y teniendo en cuenta la propiedad no arquimediana de \*]p
tenemos que

B=|8"—1l, =B — 18"+ +1],

<IB =1~ mix B, (2.3)

S|6_1|p7

dado que | 3], = 1. Por la eliminacién de A, u de Aa®+p* =1 conx =0, k, [,
se tiene que

_p-1_p-1

—1
AR=D) ak—1 ot =1’
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reescribiendo la ecuacién se obtiene

Bh—pF = (B —1)a" — (B" — 1)al.

Tomando valor absoluto p-ddico a ambos lados de la ecuacién anterior ob-
tenemos

)

8 = 8y = |(8' = a* — (8~ 1)ol|

dado que k < [, entonces ‘(ﬁl - 1)0/’“‘]J # ‘(Bk —1)a!
propiedad del tridngulo isésceles de |>x<|p tenemos que

. luego usando la

18" — B¥|, = max{|alF|B' — 1]y, |of}|8F — 1]}
= max{|a|y B, |o| B}

_ k
= ’O"pB
¥ como |8, = 1,
77 — 1y = |alyB. (2.4)
De manera andloga,
57" = 1]y = |al, B. (2.5)

’p“B, entonces d > 1,

ya que d = 1 implica que |5 — 1|, < \a\{jB < |B — 1y, lo cual es una

Sea d, el menor entero positivo tal que |37 — 1|, < |a

contradiccién. Ademés, si para algin y € Z* se tiene que |8Y — 1|, < |a|’;Q
entonces d | y, en efecto;

Si d 1y, entonces y = dt + r, para algunos t,r € Z* con 0 < r < d, entonces
usando nuevamente la propiedad del tridngulo isésceles de | \p obtenemos

alg@ > 18Y — 1], = |BY = 8"+ 8" — 1],
= méx{’l@y - 6T|p 9 |BT - 1|p}
> |BT - 1|p

lo que contradice la eleccién de d. En particular, por (2.4) y (2.5) d | (I — k)
y d | (m —1), lo cual demuestra la primera afirmacién. Note también que
(2.4) y la propiedad no arquimediana de | |, implican que |3% — 1|, = ]a]SB.
Para probar la segunda afirmaciéon obtenemos de manera similar como se
hizo para (2.4), que |3¥~" 1|, = || B. Asf mismo se escoge el menor entero
positivo e tal que |3° — 1|, < |a[yB. Por los mismos argumentos anteriores,
e>1,si[BY -1, <[al;@ entonces e | y. Ahora |3 — 1|p = |a]];B <laly B
luego e debe ser un divisor distinto de 1 de d, por tanto d > 4.
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Para probar la tercera afirmacién, sea 8% = 1+ v luego |y, = ‘,Bd — l‘p =

\a\’;B. Fijamos t = (m — [)/d, y entonces calculamos |t|,.
Se tiene que

t
ﬁm_l—1=(1+7)t—1=t7+<2>v2+---+7t

t—1\vy t—1 72 t—1 ’yt_l
—ty Lt J o T
7+7{<1>2+<2>3+ (t—1>t ’

luego tomando valor absoluto p-adico a ambos lados de la igualdad anterior,
se obtiene

donde, G es la expresion entre las llaves. A continuacién, hallamos una

estimacion para |G|,
} { s
S mé*X |/Y|P7 } < ]-7
P s21 P

dado que |y, = \a|’;B < |a]{§]ﬂ -1} < \p|;/p_1. Por tanto de la ecuacién

(2.6) se concluye que

r—1 p°—1

G, < méx |~
r>2

S

\ S I?Zélx {h/h?a

3]y = 1877 = 1]y = |alyB
y finalmente,
! l
ty = BT 2B oy
Ve lolfB P

como se habia afirmado.

Lema 2.2.2. Sean 0 < z1 < x2 dos soluciones de la ecuacion \a®+ufB* =1,
con auf # 0. Suponga que existe un entero positivo d tal que x1+d y xo+d
son también soluciones. Entonces a y 8 son raices de la unidad.

Demostracion. Asumimos que x1, x2, 1 + d y 2 + d son soluciones
de Ao® + pB* = 1 para algin entero d, entonces (a7 — o)\ 4 (B=1+d —
B =0y (a2 td—a®2)\+ (%279 —p%2)y = 0. Considerando las ecuaciones
anteriores como un sistema de ecuaciones lineales en las incognitas A y p,
tenemos que el determinante de la matriz

aFitd _ 71 Bm-i-d — T
af2td _ qe szer _ 59:2
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debe ser cero. De ahi que %o (ad — 1)(B¢ — 1)((B/a)®>~* — 1) = 0.
Entonces a es una d-ésima raiz de la unidad o 8 es una d-ésima raiz de la
unidad o B/« es una (x2 — x1)-ésima raiz de la unidad. Primero, si « es una
d-ésima rafz de la unidad entonces se obtiene Aa®! + % = ot + puf1+e,
de donde M,Bf(ﬁd — 1) =0 y por tanto 3 es una raiz d-ésima de la unidad.
Similarmente si § es una raiz d-ésima de la unidad entonces también lo
es «. Finalmente si 5/« es una raiz (za — x1)-ésima de la unidad, luego
(B/a)*2~"1 =1 entonces

1 = a™ 4 pp*?
=" (B/a)™ 7 4 pf*?
—\a®L BT 3T
~(ha + )

=g,

de ahi que 3 es una raiz (x2 —z1)-ésima de la unidad. Como (8/a)*2~"1 =1,
asi @277 = %2771 = 1y por tanto « también es una raiz de la unidad.

Nota. En otras palabras, el Lema 2.2.2 dice que dada una diferencia entre
soluciones de (2.1), esta solo puede ocurrir una vez, a menos de que a y /3
sean raices de la unidad. En particular, si « y 8 no son raices de la unidad
y 21 < 29 < 23 < -+ < X, son soluciones de (2.1), entonces

n(n+1 n
Tp—r1 = (Tn—Tp-1)+ -+ (z2—21) > 14243+ +n = nint1) 5 ) _ <2>

Lema 2.2.3. Con la misma notacion de los lemas anteriores, sea § = @,
p=A.Sila|>4/3 y0,k,I,m son como en el lema anterior, entonces

(i) Si k> 50 y10~* < |arg(@/a)| < © — 1074, entonces m — k > |afk.
(ii) Si|a| > 2,1 y k > 2, entonces m — k > 2|al*.

Demostracién. Eliminamos A y A de la ecuacién Aa® + A\a® = 1, con
xz =0, k, [, m para obtener

a"-1 a-1 am-1

ak—1 aol—1 am—1 (2.7)

LAqui la barra denota la conjugacién compleja. Ademés, el argumento de un nimero
complejo z, denotado por arg z, serd tomado en (—m, 7]
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Si alguno de estos cocientes es igual a uno, entonces o

raiz de la unidad, lo cual no es el caso. Sea

seria real y @/« una

—k
a” —1
E———)
i
Entonces 7 # 0 y |n| < 2. Notando que n = a(:,;alk, concluimos que

17(0/“—1):5]“—0/€ = ak(n+1):6k+n

N ak -1 a\® L
ok —1 o ok’
de manera similar obtenemos

al—-1 [a\' g am—1 [(a\™
il el By B =\3) *tom
at—1 « leY am™ —1 Q a™

Combinando las identidades en (2.7) y las tres anteriores obtenemos
a\'" 1= <a)k 1 1
o —N\a ak ol
" @) (4-L
« - \a/) \at am)’

Un célculo directo muestra que si estamos en cualquiera de las hipdtesis
de (i) o (i7), entonces ambos lados derechos de (2.8) son menores que 1 en
valor absoluto. Para cualquier nimero complejo w € C tal que |[w| < 1y
|1+ w| = 1, se cumple la desigualdad que relaciona al argumento y al valor
absoluto de w, |w| < |arg(l + w)| < (7/3)|w|. Aplicando esto con w igual a
los lados derechos de (2.8) obtenemos

(2.8)

a aNFk (1 1 1 1
(l—k)arg(a)+27rr=arg{1+n<a) (M—alﬂzg ool nl,
a an! (1 1 1 1
(m—l)arg<a>+27rs—arg{1+77(a) (M—Wﬂ_ﬁb A am Il
(2.9)

para algunos r,s € Zy 6,¢ € Rcon 1 < |6|, |¢| < 7/3. Eliminando arg(a/«)
de las anteriores igualdades, concluimos que

1

1
Ei=(m-0)0|———
(m =00 =

1 1
il = (1= 96| = 2| 0] = 20 =),
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debe ser cero o mayor o igual que 27 en valor absoluto. A continuacién mos-
traremos que E # 0 para los dos casos que estamos tratando. Si suponemos
que E = 0, debido a que 1 # 0 entonces

(m =00l % —1] = (1 — k)p|1 — ™.

Luego,
¢

6

l—k m — 1

)

|Oélfk . 1| |1 _ OF(mfl)| ‘

lo cual lleva a - ()
k1 14 |af
o < Lt T (2.10)
l—k m— 1 3
Suponga que estamos en la situacién del caso (i). Como |a| > 4/3y 1>k >
50 podemos ver en los lados derechos de (2.9) que

1 1 T _ _ _
0|z = a1 < G+ a3 -2 < 10

1 1 s _ _ _
o | < G 432 < 10

9]

Como 10~% < arg(@/a) < 7—10~% entonces (2.9) implica que min{l—k, m—
[} > 3. También por el Lema 2.2.2 no se puede tener m — 1 =1 —k = 3.
Entonces se tiene que l — k > 4, m—1 >3 o0l —k >3, m—1 > 4.
Reemplazando estas desigualdades en (2.10) junto con |a| > 4/3 obtenemos
respectivamente

4/3) =1 o) F =1 1+4|a~mDx  14(3/4)3n

401 - = z T
0,540 1 < - < p— 3< 3 3<0,5,
y
@321 ot -1 1+a D 14+ (3/4)4

0,4567 - - - = g " s g <035,
de donde, en cada opcién llegamos a una contradiccion.
Si estamos en el caso (ii), como | —k # m—1I se tiene que | —k > 2, m—[>1
ol—Fk>1,m—12>2. De nuevo junto con |a| > 2,1 al sustituir en (2.10)

obtenemos

21)2-1 =k _1 1 =(m=10) 14+ (2,17 H1

1 =
;705 5 —k m—1 3 1 3

OSSO et AU ) I e % S
T 1 I—k m—1 3 2 3

< 0,65,
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una vez mas, llegamos a una contradiccién e cada caso.
Dado que hemos mostrado que E # 0, entonces 27 < |E| y esto implica que

1 1 1

1 m
oF " ol " |

m m
3 3
< (m—=D=(lo| ™ + || Hnl + (I = k)= (ja| "+ o] ™

< (m 3(a a|7)n| +( 3(a al™™)nl,

2m < (m —1) nl+ = k)

como 0 < k <1 < m,entonces k+1 <1yk+1<m, por tanto |a|™! <
ol F Ly o ™™ < ol T, Tuego

2 < (m = O (1o ™ + a2+ (1 = B)F(lal ™ + o] )2
= (m - l>2§<<1 +lal ™) + (1 - k)%”((l + o)™ H]e| ™)
= (m~ B2 (1 +[of ol
Por tanto, m — k > M|a|*, donde M = 3(1 + |a|~1)~!. Esto concluye el

lema ya que si |a| > 4/3 entonces M > 1, mientras que si |a| > 2,1 entonces
M > 2.

Para el siguiente lema, recordemos que H(«) es la altura absoluta de a.
La demostracién de este lema se obtuvo a través de la teoria de funciones
hipergeométricas y requiere de 6 resultados previos para ser alcanzada por
completo, por tal razén es omitida debido a que esta toma elementos por
fuera del alcance de este trabajo, el lector interesado en la prueba de este
lema puede consultar la referencia [4, Lema 7].

Lema 2.2.4. Suponga que m > 10l. Sea H = méx{H («), H(B), H(a/B)} y
suponga que H > 1. Entonces

log2 50

%2+ 2k

1<2
- 7logH 3

Por 1ltimo, los siguientes Lemas 2.2.5 y 2.2.6 muestran que la ecuacién
Aa® + pp* =1, tiene a lo més seis soluciones para un gran rango de valores

de a y 5.

Lema 2.2.5. Sea a un nimero algebraico tal que || > 4 y H(a) > 21/3.
Entonces para A € C, la ecuacion

Aot + A at =1

tiene a lo mds seis soluciones para x € 7.
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Demostracién. Supongamos que la ecuaciéon Aa® 4+ A\a® = 1 tiene siete
soluciones, las cuales podemos asumir que son g = 0 < 1 < 22 < 3 <
x4 < x5 < wg. Por el Lema 2.2.3 (ii) se tiene x¢ — x4 > 2|a|™. Por otro
lado, el Lema 2.2.2 garantiza que x4 > 10, luego xg > 2|al*™ + x4 implica
que xg > 10x4. Esto nos permite aplicar el Lema 2.2.4 con k = x1, | = x4,
m =gy H > 2'/3 para obtener

log2 50 50

3

Usando el Lema 2.2.3 (ii) se tiene que x4 > x2 + 2|a|*?, combinando esto
con la desigualdad anterior queda

50
x2 + 2|a|*? < 81+ 3L
Esto implica que x; + 2 - 41+ < 81 4 (50/3)z1, de ahi que z; = 1. Asi,
por el Lema 2.2.2, 5 > 3, entonces 3 + 2 - 43 < 81 4+ 50/3, lo cual es una
contradiccién.

Lema 2.2.6. Sean A\, u,a y B niumeros algebraicos mo nulos en cuerpo
numérico K tales que méx{H (a), H(3),H(a/B)} > 26, Sea p un ideal
primo de Ok tal que |al, < 1 y |Bl, = 1. Sea p el primo racional encima
de p y supongamos que el indice de ramificacion es a lo mds 2. Entonces la
ecuacion Ao + pfB* =1 tiene a lo mds seis soluciones.

Demostracion. Sean g = 0 < 11 < T9 < T3 < T4 < x5 < xg soluciones
de la ecuacién Aa® 4+ uB* = 1. Por el Lema 2.2.2 se tiene que x2 > 3, luego
lafy? < |a!§. Dado que |af, < 1, entonces ord,a > 1, y como indice de
ramificacién e de p es menor que 3, entonces por definicién de | * |, tenemos
que

3
jafy = ((p)~ )" = (Vp) ot < (Np) ™ < (W) = [pl, < Iply/ @

Luego |af,? |8 — 1], < \a\g’ 1< \p];/(p_l). Y esto nos permite aplicar el
Lema 2.2.1 (i1i) con k = x9, | = x3, m = x4, para obtener

Ty — X3
d

S |a’§3—$2

, (2.11)

p

para algin d > 4, lo cual es consecuencia del Lema 2.2.1 (i) pues tenemos
la solucién extra 0 < z1 < k = x2. Como |af, < 1, de (2.11) se sigue
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que p | #4528 Juego x4 — w3 = d - p'u con t = ord, (15%) y u € ZT, de

donde x4 — x3 > d - p'. De manera similar como lo hicimos para mostrar que
laf, < ]p|;/(p71) , usando la definicién de | |, el hecho que p | p tiene indice
de ramificacién de e < 2 y la desigualdad (2.11), no es dificil mostrar que
t > 522 por tanto

x4y —x3>d- pt >d- p(ffﬁfﬁﬂm)/2 > 4. o(z3—22)/2 (2.12)
De manara anéloga,
x5 — x4 > 4. 2@aw3)/2 Yy xg— X5 > 4- (w5 —w4)/2 (2.13)

Por el Lema 2.2.1 (i7) tenemos que d|(x3 — x32), luego x3 — x2 > 4. Usando
otra vez el Lema 2.2.1, de manera similar como se hizo para obtener (2.12),
pero en esta ocasién con k = xa, | = x5 y m = xg, observamos que

(z5—22)

Te— Ty =26 —T5+ x5 — T2 >4-2 /2+$5—$2,

ademds, por el Lema 2.2.2 sabemos que x5 — o > (g) = 10, luego de la
ecuacién anterior deducimos que xg — x2 > 10(z5 — z2), esto nos permite
aplicar el Lema 2.2.4 con los datos k = x3 —xo, l = x5 — 9 y m = g — T2
y H > 216 ala ecuacién (Aa®?)a® + (u3%2)* = 1 para obtener

log 2 50

20
W + 3(1‘3 - 1'2) =162 + E(aj‘g - :L'Q). (214)

:L'5—:L‘2§27

Una cota inferior para xs — x2 se obtiene combinando (2.12) y (2.13), en
efecto

Ts — To > T — Ty > 4. 2(I4*x3)/2 > 4. 22-2(137352)/2 > 41+x3712.

Pero esto contradice (2.14), ya que x3 — x9 > 4.

2.3. Demostracion del resultado principal

Sea (un)nez € Q una sucesion lineal recurrente ternaria no degenerada
de ntimeros racionales con polinomio caracteristico p(z) = 2%~ Px?—Qz—R.
Sean 01, 02, 03 las raices de p(x). Como vimos en el capitulo I, existen
ai, ag, asz € Q(01,02) tales que

up, = a107 + ag0y + asby, para todo n € Z.
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A continuacién, mostraremos que la ecuacién
a1607 + a205 +asf3 =0 conn € Z, (2.15)

tiene a lo sumo 6 soluciones, el cual es el resultado central de este capitulo,
el cual hemos tomado de Bueukers [3].

Teorema Principal. Sea (uy)nez una sucesion lineal recurrente ternaria
de numeros racionales y no degenerada. Entonces su cero multiplicidad es a
lo mas 6.

Para la demostracién del resultado usaremos los lemas de la seccién an-
terior y dos lemas més. El primer lema es necesario para poder usar el
Lema 2.2.6 en algin punto de la demostracién. Mientras el otro proporcio-
na herramientas para mostrar que una sucesién lineal recurrente ternaria
no degenerada no tiene mas ceros que algunos encontrados por una simple
inspeccion.

Lema 2.3.1. Sea K el cuerpo de descomposicion de un polinomio cubi-
co p(x) € Zlx], con raices 01,042,053 y supongamos que K no es real. Si p
es un ideal primo de Ok, y tiene indice de ramificacion e > 3, entonces
01]p = |62]p = |03]p. Reciprocamente, si |61], = |02]p = |03]p # 1 y 01,602,603
no tienen factores enteros comunes en Ok, entonces p tiene indice de rami-
ficacion > 3.

Demostracion. Supongamos que p es un ideal primo de Ok con indice
de ramificacién e > 3. Sean p el primo racional encima de p y G el grupo
de Galois de K/Q. Primero supongamos que pOx = p¢, como la extension
K/Q es de Galois, entonces por el Teorema 1.2.13, G actia transitivamente
sobre los ideales primos que dividen a pOx, entonces para cualquier o € G
tenemos que o(p) = p. Supongamos que o € G es tal que o(61) = 02 entonces

|02y = |o(01)]p = 101]5-1¢p) = |011ps

luego |01|, = |02|p. De manera similar obtenemos que |62], = |63],. Ahora
supongamos que pOg # p€, por el Lema 1.2.11 sabemos que e|[K : Q], luego
tenemos que e = 3 y [K : Q] = 6, como G actia transitivamente sobre

los ideales primos que dividen a p tenemos que pOx = p3p’3, mds ain si
o(p) = p’ entonces o es de orden 2, de ah{ que p’ =p (aqui la barra denota
la conjugacién compleja), esto implica que si 0 € G es de orden 3 entonces
o(p) = p. Como p(z) es de grado impar se debe tener que alguno de los 6;/
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es real, digamos ;. Luego podemos encontrar o, 0/ € G de orden 3 tales
que o(61) = 02 y o’ (62) = 65. Entonces

|02]p = |o(01)]p = 101]6-1¢p) = |01]p-

Por tanto, 01|, = |02, y de manera similar se muestra que |62], = |63],.
Para la segunda parte, asumamos que p es un ideal primo de Ok tal que
61]p = |02]p = |03]y # 1. Sea p el primo racional encima de p y como K/Q es
una extension de Galois, entonces nuevamente el Teorema 1.2.11 nos permite
escribir

POk = Ppi -+ p;
para algunos e,k € Z* tales que e - k|[K : Q]. Sin perdida de generalidad
suponemos que p = p;. Sea G el grupo de Galois de K/Q, como G actia
transitivamente sobre el conjunto {pi,...,px}, para cada 1 < i < k existe
o; € G tal que o;(p1) = p;. Entonces como |61]y, = |62]p, = |63]p, tenemos

10510, = 10510500) = |07 (07)]p.

ademds, como G permuta a 0y, 02, 03 tenemos que |o; *(6;)|p, = 0]p,, com-
binado esto con la igualdad anterior obtenemos que

’0j|m = |0j|P1

para cada 1 < j < 3 y todo 1 < ¢ < k. Esto implica que ordy,0; es el
mismo para cada 1 < j <3y 1 <17 <k, denotaremos este nimero por a.
Como p(z) € Z[z], sabemos que a es un entero no negativo, y por hipdtesis
0lp, # 1 paral < j <3, entoncesa>1y#0; €p; paracadal <j <3y
1 <i¢<k.Sie=1 entonces tenemos

91702703 EPIsz :pOK

por tanto p divide a 61, 05,03 en Ok, lo cual no es posible ya que 61, 62, 63
no tienen factores enteros comunes en Ok. Si e = 2 entonces pOg = p? - - - p%,
como 010203 € Z, y ordy, (016203) > 1, tenemos que p|61 6203, y por tanto p3
también divide a 6162603 y esto implica que 2|ordy, (616203) = 3a, luego 2|a,
y entonces

01,02,05 € p3 - pj = pOk

lo cual como en el caso e = 1 es una contradicciéon. Por lo tanto debemos
tener que e > 3.
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Lema 2.3.2. Sea (up)nez una sucesion lineal recurrente ternaria y no dege-
nerada de niumeros racionales con polinomio caracteristico x> —Px?—Qx—R,
el cual tiene raices distintas 01,02, 03. Suponga que ug = 0 y existen a,b €
Q — {0}, ¢ y d enteros positivos y un primo racional p tales que

(i) 0¢ = a +bo¢ para cada i =1,2,3,
(i1) |blp <1/4,|R|p, = |al, =1 y |unlp < 1 para todo n € Z,
(tit) Jurlp <1y 0 <r <d+2cimplica que u, =0.

Entonces up, = 0 implica 0 <n <d oén=d+r para algin 0 < r <dy
Up = Upge = 0.

Demostracion. Supongamos que u, = 0y n = gd+r con ¢ y r enteros no
negativos con 0 < r < d. Si ¢ = 0 el resultado se sigue, entonces asumimos
que g > 0. Dado que

Up, = a107 + a0y + azby

y 9;1 =a+ bﬁj‘?, entonces u, = 0 puede ser reescrito como

b q
> a; (1 + 9;) 07 = 0.
; a

=1

Usando expansiones binomiales y reorganizando, obtenemos que la expresion
del lado izquierdo tiene la forma

luego
q q b\ 7
T . - r4+cj — Y- 2.1
U+Z<J><a>u+] ’ (2.16)

Como |uyje|p < 1 para todo j y }g‘p < 1, (2.16) implica que |u,|, < 1, ya
que si |u,|, > 1 entonces la propiedad no-arquimediana de | |, y el hecho de

b J
o
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que ‘(g) ‘p < 1 implican que

0 =max <} |ur|p, >1

Jj=>2

)
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lo cual no es posible. Entonces por la condicién (iii) se concluye que u, = 0,
luego de (2.16) tenemos que

() (£ a0

Si ¢ = 1 entonces (b/a)u,y4+. = 0, de donde u,4. = 0, y por tanto n =d +r
con 0 <r <d, ur = upyc = 0. Nos resta ver que para g > 1 se llega a una
contradiccién. Dividiendo (2.17) por ¢b/a se obtiene

u +Z ¢—N1 b j_lu =0 (2.18)
r+c j—l r+jc — Y- .

Como |b|, < 1/4 y |al, = 1, entonces ’% (3)%1’ < 1 para todo 7 > 2,

como antes de (2.18) se deduce que |upqclp <1y f)a condicién (i4i) implica
que uy4. = 0. Si ¢ = 2 entonces de (2.18) se obtiene que u, 49, = 0. Pero
Up = Upte = Urs20 = 0 contradice el Lema 2.2.2 ya que la recurrencia es no
degenerada. Si g > 3, dividiendo a

I fg—1\1 /b\' !
Z _1)3\a Uptje =0
S\-1)j

por (¢ — 1)b/a, obtenemos

Uptoc + Z (] _ 2) jl_l) <b>j_2 Urtje = 0. (2.19)

Como antes, dado que |b|, < 1/4y |a|, = 1, se tiene que ‘j(jal) (g)j_2’p <1

para todo j > 3, entonces (2.19) implica que |u,42.], < 1. La condicién (i)
implica que 4,42, = 0. Pero u, = upyc = ury2. = 0 contradice el Lema
2.2.2. Esto completa la prueba de este lema.

Nota. La condicién (i) del Lema 2.3.2 podria ser eliminada, tan pronto
como se tenga tres soluciones 0, ¢, d de (2.15), ya que el determinante

165 6
1 05 09
1 605 04
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debe ser cero. De ahi que sus columnas son linealmente dependientes lo
que implica la condicién (7). Este lema lo usaremos para mostrar que una
sucesion lineal recurrente no tiene mas ceros que algunos encontrados por
una simple busqueda, a continuaciéon mostraremos un ejemplo de aplicacion
de este lema.

Ejemplo 2.3.1. Consideremos la sucesion lineal recurrente dada por
Up43 = —Upy2 +Up, U =0, u; =1, upg =0.

Variando n € [0,20], mediante una simple inspeccion se obtiene que ug =
Uy = uz = uy = u1g = 0. Si 01,062,053 son las raices de > + > — 1, con las
soluciones 0, ¢ =2, d =16 y con ayuda del sistema de computo Mathema-
tica encontramos que 91-16 =4 - 791-2 para © = 1,2,3, luego en notacion del
Lema 2.83.2 tomamos a = 4 y b = —7. Dado que |ala < 1, |bl3 = |b|s = 1,
entonces tomando p = 7 , se tiene |a|l7 = |R|ly = 1, |b|lr = 1/7 < 1/4 y
como (un)nez C Z, |up|7 < 1 para todo n € Z, finalmente para n € [0, 20],
lun|7 < 1 implica que u,, = 0. Entonces la conclusion del Lema 2.3.2 nos
dice que si u, = 0, entonces 0 < n < 16 6 n =16+1r con 0 < r < 16,
Uy = Upq2 = 0, pero por el Lema 2.2.2 esto puede pasar solo para un r,
y en este caso se puede ver que r = 0 ya que ug = ue = 0. En resumen,
se tiene que u, = 0 implica que 0 < n < 16, y por tanto u, sélo se hace
cero enn = 0,2,3,7,16, es decir, no tiene mds ceros que los encontrados
originalmente.

Demostracion del resultado principal

La demostracion del resultado seréd dividida en dos casos. En el primero
consideramos que 61, 02, #3 son todas reales, y en el segundo consideraremos
el caso complejo. A su vez, este ultimo caso sera dividido en tres partes. El
objetivo en cada subcaso es mostrar que la sucesién lineal recurrente ternaria
que resulta tiene cero-multiplicidad a lo més 6, para lo cual usaremos todos
los resultados previos.

Caso 1

Primero suponemos que 61, 62,03 € R, entonces la ecuacién (2.15) puede

ser reescrita como
61\" 62\"
— + — + a3 =0.
aq <03> a9 (03 as
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Si esta ecuacién tuviera 5 soluciones, entonces al menos 3 de ellas deberian
tener la misma paridad. Pero esto implicaria que

a ﬁ 2n+a @ 2n+a
1 93 2 93 35

iy (e 22
a193 <93> +CL293 93 + as,

vistas como funciones reales, tendrian al menos 3 ceros, y por tanto como
minimo dos puntos criticos al ser funciones derivables. Pero esto no es posible
ya que estas funciones tienen a lo mas un punto critico. Por tanto (2.15) tiene
a lo mas 4 soluciones cuando 61, 69,03 € R.

Caso 2

Ahora, asumimos que tenemos una raiz real y dos raices complejas con-
jugadas. Existe la opcion de que se tenga una raiz racional y las otras sean
complejas conjugadas en un campo cuadratico o que sean las raices de un po-
linomio cubico irreducible sobre Q. Consideraremos los valores absolutos no
arquimedianos del cuerpo K = Q(61, 62), que por el Teorema de Ostrowsky
estan determinados por los ideales primos de Og. Haremos una nueva se-
paracién con respecto a la relacién de igualdad de los valores numéricos
6011p, [02]p, |03]p, donde p es un ideal primo de Ok.

Subcaso 2.1

Si existe un ideal primo p de Ok tal que |61],|02]p, |f3]p son todos dis-
tintos, y si € Z es una solucién de (2.15), entonces

alef + a20§" + a39§ =0,

donde |a167|y, |a265|p, |a305], no pueden ser todos distintos, ya que la pro-
piedades del tridngulo isésceles de | |, implica que

0 = [a167 + a205 + a3f3], = max |a;07 |, # 0.

Qi
a;

Por otro lado, para i # j € {1,2,3}, |a;0f[, = |a;07|, implica que

0;

0;
mas para un x. Asi, podemos concluir que si existe un ideal primo p de Ok
tal que |601]p,|02]p, |#3]p son todos distintos, entonces (2.15) tiene a lo sumo
3 soluciones.

x
y como |0;|, # |0;]p, entonces |a;0f], = |a;67 |y solo puede pasar a lo
p
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Subcaso 2.2

Ahora suponemos que existe un ideal primo de Ok tal que |01, =
|02y # 03]y En este punto aplicamos el Lema 2.2.6 dado que [01/6s[, = 1
y [03/62], <16 |62/61], =1y |62/03], < 1, para lo cual resta que el indice
de ramificacion e de p sobre su correspondiente primo racional es menor o
igual a 2. En efecto, si suponemos que e > 3, entonces el Lema 2.3.1 implica
que |01}, = |62]p = |03], lo cual no es el caso.

Asf aplicando el Lema 2.2.6 a la ecuacién

()@ (2) (@)

si [02]p > 103p, 6 a la ecuacién equivalente

9 n n
_any (BN (L (02)
a9 01 a9 93
si |62]p < |03y, concluimos que la ecuacion (2.15) tiene a lo més 6 soluciones.

Subcaso 2.3

Nos queda el caso en que |01], = |f2|, = |03, para todos los ideales
primos de Ok. Sea 03 la raiz real entonces 61,02 no pueden ser conjugadas
en un campo cuadratico complejo, ya que si |01], = |f2|, para todo ideal
primo de Ok, entonces el Teorema de Ostrowsky nos permite extender esta
igualdad a todo valor absoluto no-arquimediano, ademas como sélo existen
un valor absoluto arquimediano, el médulo complejo usual, entonces esta
igualdad se cumple para cualquier valor absoluto en K, luego el Teorema
1.3.4 implica que 6, /02 es una raiz de la unidad, lo que es una contradiccién
porque (uy)nez es no degenerada. De ahi que 61, 62, 63 son raices de un po-
linomio cubico irreducible sobre Q.

Note que si z € Z es una solucién de (2.15) entonces si se reemplaza cada
0; por 0, ! Ja nueva ecuacién tendrd como solucién —z y por ende la su-
cesion lineal recurrente tendra la misma cero-multiplicidad. Haciendo esta
sustitucién si fuese necesario, podemos asumir que |63 < |0;|. Ademdas mul-
tiplicamos a 61, 65, 63 por el mismo entero racional para asegurarnos de que
03 > 0 y que 61, 6, 03 sean enteros algebraicos sin factores enteros racionales
comunes en Ok.

Si|61/603] > 4 entonces aplicamos el Lema 2.2.5 con A = —ay /a3y o = 61 /03,
el cual nos permite concluir que (2.15) tiene a lo més 6 soluciones. Por tanto
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Tabla 2.1: Coficientes del polinomio caracteristico para u,,.

P Q R |01/6s| P Q R 6./65]] P Q R |0:/65]
2 3 1 3545 | 2 4 4 1346 | 0 6 6 2944
5 25 25 3677 |-2 0 2 189 |0 -7 7 3115
3 6 3 3104 |-3 0 9 1,762|0 -2 1 3276
2 4 2 2769 |-2 0 4 1664 | 0 -9 9 3428
4 8 4 338 |2 -1 1 3148 |0 -10 10 3574
6 0 36 191 | -1 0 1 1525 | 0 -11 11 3,713
3 9 9 191 |0 -1 1 1,774 | 0 -12 12 3847
6 -18 18 1961 | 0 -2 2 208 | 0 -13 13 3,977
5 0 25 1905 | 0 -3 3 2342 | -1 -1 1 2494
1 2 1 2325 |0 -4 4 252 |2 2 2 3246
5 -10 5 3627 |0 5 5 271 |-2 -4 4 3528

asumiremos en adelante que |61 /63| < 4. Con ayuda de Mathematica encon-
tramos el conjunto? de polinomios ciibicos irreducibles 2% — Pz? — Qz — R
con P,Q, R € Z y raices 61,602,065 donde 03 es la raiz real, tales que |61], =
|62], = |03], para todos los ideales primos de Ok y |61/63| < 4. Tal conjunto
es dado en la Tabla 2.1. Note que en cada entrada de la tabla se tiene que
‘91/93| > 4/3 y 1074 < ]arg(&l/eg)\ <m— 10~%.

Entonces, estamos en la situacién en que (uy,)nez estd determinada por
los coeficientes P, ), R de cada una de las entradas de la tabla anterior. Pa-
ra concluir la prueba mostremos que sin importar la eleccién de los valores
iniciales ug, u1,u2 en cada entrada, la ecuacion u, = 0 tiene a lo més 6 so-
luciones.

Como siempre, suponemos que (2.15) tiene siete soluciones, g = 0 < 21 <
To < x3 < 14 < T5 < xg. Primero, asumimos que xo > 100. Aplicamos
el Lema 2.2.3(i) con m = wzg, | = x5, k = x4 y o = 01/03 para obte-
ner rg — x4 > |601/65|"* > (4/3)*4. Como x4 > w2 > 100, la desigualdad
anterior implica que zg > 10zx4 lo cual permite usar el Lema 2.2.4, con

2De hecho, este conjunto de polinomios finito debido a que los coeficientes estdn en Z,
y a que la cota del valor absoluto |6, /63| < 4.
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k=, l=x4, m=ux¢y H > (4/3)'/3, para obtener

log 2 50 50 50
- =2 4+ — 21 <196+ — <196 + — 2.20
10g((4/3)1/3)+ 31 < + 33:1( + 3362) (2.20)

Por otro lado, del Lema 2.2.3(i) se obtiene que x4—xzo > |01/03]%2 > (4/3)*2,
de donde x4 > (4/3) + x9, lo que claramente contradice (2.20) cuando
xo > 100, luego xo < 100. A cada entrada de la Tabla 2.1 le corresponde
una relacién de recurrencia ternaria para (u,) con coeficientes P, Q, R € Z.
Con ayuda de Mathematica, en la Tabla 2.2 hemos determinado todos los
valores iniciales ug, u1, us con ug = 0, tales que u,, = 0 para al menos tres
soluciones con 0 < n < 250, esto implica que las sucesiones que no estan
en esta tabla quedan descartadas dado que xo resultaria mayor o igual que
250. Entonces la posibilidad para (u,) queda reducida a esta lista. Si u,, =0

Ty < 27

Tabla 2.2: Recurrencias con al menos tres soluciones < 250.

H P Q R ‘ [ Ul U9 ‘ 0 <n < 250 tal que u, =0 H

-3 0 9 0 1 0 0,2,3,9

-2 0 2 0 1 0 0,2,3,26
-2 0 2 0 2 -1 0,4,12

-2 0 4 0 1 0 0,2,3,8,24
-1 0 1 0 1 0 0,2,3,7,16
-1 -1 1 0 0 1 0,1,4,17

0 -1 1 0 0 1 0,1,3,8

0 -4 3 0 0 1 0,1,3,10

0 6 6 0 0 1 0,1,3,12

2 -4 2 0 0 1 0,1,4,12

2 -4 4 0 0 1 0,1,4,6,13,52
3 9 9 0 0 1 0,1,4,9

tuviera cuatro soluciones en n con 0 < n < 250, entonces x4 > 250, ademas
la desigualdad (2.20) todavia se cumple. De la Tabla 2.2 se puede inferir
que 1 < 2 con solo una excepcidn, y sustituyendo x1 en (2.20) resulta que
x4 < 250, una contradicciéon. El caso excepcional corresponde a P = —2,
Q =0, R =2. En este caso H > (1,8)!/3 y el 196 en (2.20) puede ser redu-
cido a 100, entonces x1 = 4 al ser sustituido en (2.20) resulta de nuevo en
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una contradiccion.

Por tanto z4 < 250, es decir, la ecuacién u,, = 0 tiene minimo cinco solu-
ciones en n con 0 < n < 250. Por tal motivo la lista de opciones para los
coeficientes de la relacién de recurrencia y valores iniciales de (u,,) se reduce
a la siguiente tabla.

H Q R Up U1 U2 n tal que u, =0 H
2 -4 4 0 0 1 0,1,4,6,13,52
-1 0 1 0 1 0 0,2,3,7,16
-2 0 4 0 1 0 0,2,3,8,24

Por tanto, si mostramos que cada una de estas sucesiones no tiene mas
ceros que los listados la prueba del teorema quedaria terminada. Para ello
usaremos el Lema 2.3.2 tal como se hizo en el Ejemplo 2.3.1. Para la primer
sucesion recurrente tomamos

c=1,d=>52a=-206,2** b=1592% p=53,
para la segunda se toma
c=2,d=16,a=4,b=-7, p=171,
y para la tltima tomamos
c=1,d=22 a=262" b=-232" p=23.

Esto completa la demostracion del teorema principal.
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Capitulo

Cero-multiplicidad de sucesiones

lineales recurrentes ternarias tipo
Berstel

3.1. Introduccion

Del capitulo anterior sabemos que toda sucesion lineal recurrente ter-
naria no degenerada de numeros racionales tiene cero-multiplicidad a lo
mas seis y también se muestra un ejemplo donde esta cota es alcanzada.
Este ejemplo corresponde a la sucesién de Berstel (By,)nez, la cual tiene
relacién de recurrencia B3 = 2B,12 — 4B,+1 + 4B, y valores iniciales
By = B; = 0, By = 1, por este motivo a una sucesién lineal recurrente
ternaria que comparte la misma relaciéon de recurrencia la llamamos una
sucesion tipo Berstel y en particular toda esta familia de sucesiones tiene
cero-multiplicidad a lo mas 6. Sin embargo, uno se puede preguntar la por
cero-multiplicidad de toda la familia de sucesiones recurrentes ternarias tipo
Berstel. Como respuesta a este interrogante tenemos el siguiente resultado:

Teorema Principal. Salvo maltiplo escalar entero o desplazamiento de los
subindices, existen exactamente dos sucesiones lineales recurrentes ternarias
tipo Berstel con cero multiplicidad ol menos 3. Una de ellas es la sucesion
de Berstel (Bp)nez y la otra es la sucesion recurrente tipo Berstel (B))nez
con wvalores iniciales 0, 1, 4 la cual tiene cero multiplicidad 3. Es decir,
Cualquier sucesion lineal recurrente ternaria tipo Berstel, la cual no es un
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multiplo escalar o desplazamiento de los subindices de (By)nez 0 (Bl)nez,
tiene cero-multiplicidad a lo mds 2.

Este resultado corresponde a un trabajo conjunto con C. A. Gémez y F.
Luca [14]. En el desarrollo de este capitulo demostraremos este resultado,
mostrando la técnica utilizada. Este problema nos lleva a resolver una ecua-
cién diofantica exponencial de niimeros algebraicos, la cual es abordada con
la teoria de las formas lineales en logaritmos (teoria de Baker), la teoria de
aproximacion diofantica y también con la ayuda del software Mahtematica.
En la primera seccién observaremos que nuestro problema es equivalente a
resolver una ecuacion diofantica exponencial en dos variables enteras. En la
segunda seccién mostramos que las variables de nuestra ecuacion diofantica
estan acotadas superiormente. Sin embargo, estas cotas son enormes para ser
manejadas computacionalmente, por tanto en la tercera secciéon reducimos
estas cotas con ayuda de los Lemas A.4.1 y A.4.2 (argumentos de fraccio-
nes continuas). Por dltimo, realizamos los cédlculos finales en Mathematica,
mostrando explicitamente las soluciones de nuestra ecuacion.

3.2. Primeras observaciones.
Sea (up)nez una sucesién tipo Berstel, con valores iniciales no todos

nulos. Su polinomio caracteristico £> —2x2+4x—4 es un polinomio irreducible
sobre QQ, y tiene una raiz real @ y dos complejas conjugadas 3, y, donde

1 4.21/3
a==-(2—-——2 1+ (2(13+3V33 1/3)e 1,29,1,3), 3.1
5 (- T DRE)RCEREIRCRY
y , .
B=2a"Y%"w 4 =2a"Y2"%  con we(0,27). (3.2)

Es bien conocido de la teoria cldsica de sucesiones lineales recurrentes que
el término general de (uy)nez es de la forma

up, = aa” +b8" + ", con a, b, c € Q(a, ) no todos cero. (3.3)

Ahora, como la relacién de recurrencia tipo Berstel estd en la tabla 2.1,
sabemos que |a|, = [B], = |7], donde p es cualquier ideal primo de anillo
de enteros de K = Q(a, ). Dado que a8y = 4 entonces ‘a?"p = |4\p luego
‘404_3 ‘ — 1 para todo ideal primo de Ok, ademas, el Teorema de Ostrowski
nos permite extender esta igualdad a todo valor absoluto no-arquimediano
de K, por tanto, el Teorema 1.3.3 implica que 4o~ es una unidad de Og. De
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manera analoga podemos mostrar que 4373 y 443 también son unidades
de Ok. Si denotamos a estas por aj, 51,71 respectivamente, tenemos que

a1 = 40‘737 Bl - 4ﬁ737 Y1 = 4’}/73' (34)

Un simple calculo nos muestra que a1, 31,71 son las raices del polinomio
2% — 22 — 2z — 1, y estas son dadas por

1
a1 =3 (1 + (19 — 3V/33)1/3 + (19 + 3\/5)1/3) € (1,83,1,84),  (3.5)

b1 = al_l/zew y m= al_l/Qe*w, donde 6 € (0, 27). (3.6)

Usaremos las relaciones entre «, 8, v y a1, 51, 11 dadas en (3.4), debido
a que a < || = ||, pues como podemos ver las raices complejas dominan
en médulo a la raiz real, mientras que [51]| = |71| < a1 y en esta situacién
la raiz real domina en médulo a las raices complejas, lo cual serda de gran
utilidad en la manipulaciéon de la ecuacion diofantica que vamos a resolver.
Asumimos que u, tiene cero-multiplicidad al menos 3 y que estos ceros estan
localizados en los subindices ng, ng — x, ng —y, donde 0 < z < y. Entonces
usando (3.3) tenemos que

Upy, = aa™® + bB™ 4 cy"0 =0,
ling s = GO 4 BETOE 4 (470 = () (3.7)
Upg—y = a0 ™Y + bF"OTY 4 cy07Y = (.

Podemos considerar a (3.7) como un sistema de ecuaciones lineales ho-

mogéneo de tamafio 3x 3, el cual tiene una solucién no nula (aa™, bs"0, ™),
y por tanto su matriz de coeficientes debe tener determinante nulo, esto es

1 1 1
a=t BT 4 =0 (3.8)
(

Con el fin de utilizar las identidades en (3.4), consideramos
x = 3xg — 1o, y=3yo—r1, con ro, r1 € {0,1,2}. (3.9)
Sustituyendo z,y de acuerdo a (3.9) en (3.8), obtenemos

1 1 1
a’0 q—3%o Bro ﬁ—3x0 ,yro,y—?)xo =0.
ol —3Y0 B B*?’yO A" ,773y0
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En el determinante anterior, multiplicamos la segunda fila por 4% y la
tercera fila por 4¥°) y usando (3.4), obtenemos

1 1 1
biaf® BB byr?| =0, (3.10)
cal® B e’

donde
bl = a?"07 b? = /BTO) b3 = ’YTO y &= arlv Co = ﬁrlv c3 = ,YT'I. (311)

Expandiendo el determinante (3.10) por la primera columna, obtenemos la
ecuacion

b2 3V — b31{°caB” — brai®(c371” — c2B7°) + c107° (b377° — b287°) = 0.

(3.12)
Dado que todos los pasos anteriores son equivalentes, entonces resolver la
ecuacién exponencial (3.12), es equivalente a determinar todas las sucesio-
nes tipo Berstel (uy,)nez con cero-multiplicidad al menos 3 (salvo multiplos
escalares y desplazamiento de los subindices). Note que si encontramos un
rango de solucién para (zo,yo) entonces via (3.9) encontramos un rango de
solucién para (z,y); y para cada solucién (z,y), nuestras sucesiones seran
un desplazamiento de los subindices, de la sucesiéon cuyo termino general
estd dado por la férmula (3.3), donde (a, b, ¢) es un vector en el espacio nulo
de la matriz cuyo determinante es mostrado en (3.8).

3.3. Cotas superiores para z; e yy — Xy

Aplicaremos el Teorema 1.4.2 (Teorema de Matveev) para encontrar co-
tas superiores para xg y para ¢ = yp — xo. Usando las identidades (3.6),
podemos reescribir la ecuacién (3.12) como

_zo . _®otvo ) .
bgclaﬁo 2 oo (bgbgle_mexo -1) = o4 ? (5302610(%_960) — b263€7'6(x0_y0))

_w , .
+b1a]’ 2 (cze70Y0 — cpei®0). (3.13)

Dividiendo ambos lados de la ecuacién anterior por el ntimero no nulo
o

bgcla‘illo 2y tomando valor abosoluto, obtenemos
b _ xo;yo R xo—%‘) g
- Q Q
bie—mffo — 1‘ < = + L= (3.14)
yo— 2
2 |ballc1]eg” 2
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donde

R .= (b3026i0(y0—mo) _ 620361'9(3:0—?;0)) vy Si= by |Cse—z‘9y0 . Cgewyo '

Usando (3.1), (3.2) y (3.11), tenemos que

R = |(b3eoe™W0=20) _ pyeqei®@0=10))| < |bg]|ca| + [ba||cs]
< 2[ba|| e
< 2|ﬁ|T0+T1
< 2|8|* < 20.

(3.15)

De manera andloga,
S = |by||eze %0 — 00| < 202|587 < 11. (3.16)

Sustituyendo las desigualdades (3.15) y (3.16) en (3.14), obtenemos

_xo;yo o
by - ayo—%)
1

34
200?77 + 11
alg(yo—xo) (3.17)
_3
< 20a; 23 + 11
= )

2
Qaj

_3y
< 25ay * .

A continuacién usamos una forma lineal en dos logaritmos con los datos

b ,
t:=2, m:= £7 ny=e*0 dy =1, dy:= —ux.

b )
A fin de aplicar el Teorema de Matveev, tomamos Aq := 3 =2z _ 1 Asi,

2
de (3.17) tenemos que

_3
1] < o] 2" (3.18)

Fijamos el cuerpo numérico K = Q(a, 3) el cual contiene a 71,72 y tiene
grado Dg = 6 sobre Q. Continuamos con el calculo de la altura logaritmica
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de m1,m2 y por ende de Ay, As. Una simple verificacion en Mathematica

muestra que el polinomio minimal de 7y = €2 = g; /7 es

I &= oBi/m)) =2+ 42® + 112" +122% + 112° + 4w + 1 (3.19)
ceG

con Grupo de Galois G isomorfo a S3. Por tanto, los conjugados de 72 son
v1/B1, a1/m, Pi/a1y sus reciprocos. De nuevo, por las identidades (3.5)
y (3.6), concluimos que

In2| = |81/l = I /Bl =1, |B1/ai1| = |y1/ca| = 0,4008.. .,

la1/B1] = |1 /7| =2,494. ...

Luego, h(n2) = %log laa/B1] < 0,31. En la notacién del Teorema de Mat-
veev, podemos tomar As := 2 > max{6h(n2),|logns|}, dado que |logns| <
1,94. La altura logaritmica cumple las siguientes propiedades

L h(af) < h(a) + h(B),

ii. h(a+ B) < h(a) + h(B) +log2,
iii. h(1/a) = h(a),

iv. h(a") = nh(a), n € Z*.

Ahora note que 7; = 173172_1 = BTy~ ro,rm € {0,1,2}, luego, usando
las propiedades de la altura logaritmica tenemos que

h(B"y™") < h(B™) + h(v™")

= roh(B) + r1h(7)
= (ro +11)h(B) < 4h(B) = 1,8483.. .,

donde la tltima igualdad es dada por los estimativos (3.1) y (3.2), los cuales
permiten calcular h(a) = h(8) = h(y) = 1/3 (log |a| + log|8| + log |y]) =
0, 462098 . . ..

Ahora, notando que

oyl o8 (7777 < 297

entonces podemos tomar

A =12> max {6h(771) |logm|,0,16}.

0<rg,r1 <
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Ademds, como xy > 1, tenemos que B := xg.
Para continuar con la aplicaciéon del Teorema de Matveev, necesitamos
mostrar que A; # 0. Suponiendo lo contrario, obtenemos la ecuacién

70
-1 _ 7 26
b3b2 = % =€ .
Tomando valor absoluto a ambos lados, tenemos 1 = |‘?3||:(1] De ahi que,

ro = r1. Luego, e?970 = (B /1) = (v/B)". Usando las identidades en
(3.4), obtenemos la ecuacion

(v/B) = (y/B)*™ 7" = L.

Sin embargo, esto dice que /8 es una raiz de la unidad, lo que es una
contradiccién, ya que las sucesiones tipo Berstel son no degeneradas.
El Teorema de Matveev nos proporciona la siguiente desigualdad

exp (—3-30°-2%% .62 - (1 +1log6) - (1 +2logzg) - 2+ 12) < |A4],

la cual combinada con la desigualdad (3.18) nos lleva a:

_3
exp (—3-30° - 2°5 .62 (1 + log6) - (1+ 2log o) - 2+ 12) < 25a; 2.

Realizando los respectivos cédlculos, obtenemos una cota superior para ¢ en
términos de log(xo + 1):

yo —xo = £ < 7,3- 10 log(zo + 1), (3.20)

donde hemos usado el hecho que 1+ log 2z < 3log(x + 1), lo cual se cumple
para todo x > 1.

Con el objetivo de encontrar una cota superior para xy en términos de
log(xzg + 1), regresamos al determinante (3.10), sustituimos yg = z¢g + £ y
expandimos el determinante por la primera columna de nuevo, para obtener

1o (s — baBT0)  —  biaf (s — ea B0
= b3eaBiOT 0 — bacs B0 Ot (3.21)

Reorganizamos la ecuacién (3.21) como:

bies (1) bres () bycaBl — bacar!
bocral 87 [ 222 [ PLY 1) Cpacialamo [ 22E3 (DL} | = 23¢2P1 — b2t
20100 1 bycr \ o 3C1Q00 7 bscy \ o a%xo
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Factorizando en el lado izquierdo el término

biey B\’
bocialgro [ L2 (PL) 4
2C106151 <b261 <C¥1> )

y tomando valor absoluto a ambos lados, obtenemos:

¢ . ¢ ¢ -1
bica (B} %<%>° bies () ) (e (B )
bacy \ o by \ B1 bscr \ bacy \ aq

|b302| + |b203‘

S 3
af”’[bele]
3.7
< == (3.22)
az™
Ahora, tomamos
¢
b
Ay = 2 <ﬁl> 1,
b201 (6751
y
b o [ ‘ e (8 )
A3;:3(’Y1> ne(mn -1 RN Y —1 -1,
ba \ B bsci \ an baci \ an
desde de la ecuacién (3.22) obtenemos
340
|A2||As] < 3,7y 2. (3.23)

Aplicamos una vez maés el Teorema de Matveev a cada valor absoluto del
lado izquierdo de la ecuacién (3.23).
Para Ay, usamos los datos

bica _ B

t:= 2, m:=-— n2 s
bg C1 aq

d1 = 1, d2 = €

Como en la aplicacién anterior del Teorema de Matveev, tomamos K :=
Q(a, B) con Dg = 6y Ay := 2. Por las propiedades de la altura logaritmica,
tenemos

bico a’ g ro - 70 r

hmu=h<®q>=h<ﬁwm> < h(@™) +h(8") + A7) + h(a™)
= roh(a) 4+ roh(B) + r1h(a) + r1h(5)
= 2(ro+r1)h(B)

< 8h(B) < 3,7.



Por otra parte,

max
0<ro,r1<2

To [RT1
log(a p >‘<3,291,

/87"0 o'l

Asi, podemos tomar Ay := 23 > max {6h(n),|logn|,0,16}. Ademds B := ¢
y Ag no es cero por el mismo argumento usado para mostrar que Aj # 0.
La conclusién del Teorema de Matveev nos lleva a la siguiente desigual-
dad
exp (—1,28 - 10" log(¢ + 1)) < |As]. (3.24)

Para A3, tenemos una forma lineal con dos logaritmos con los parametros

¢ ¢ -1
gs! by [ bics (m bica [ P1
t:=2 = == = =] -1 e et
o B 12 bo (b301 <a1> ) (5201 aq ’
d1 = Xo, d2 = 1.

Tomamos de nuevo A; := 2. De acuerdo a las propiedades de la altura
logaritmica

l l
bs bics [ bica [ B
h <h|— h|——[—] -1 h| ——| -1
(7]2) - (bg) + bsct <Ozl + boci \ o

Pero b
() < rohte) + () = 2r0n(3) < 185
2
y
bics () by c1 7
hl—(—) 1| <h|l—|+hl— )+ -A|—) +1og2
bscy \ aq bs C3 aq
< 1,85+ 1,85+ 0,304¢ + 0,7 < 5¢.
Similarmente

b —g
h<102 <Bl> - 1) < 5¢.
bQ Cc1 \ 1

Por tanto, h(n2) < 12¢ y podemos tomar Ay := 72¢. Finalmente, tomamos
B := xy. Para continuar con la aplicacién del Teorema de Matveev debemos
mostrar que Az # 0. De otro modo, obtenemos la ecuacion

soBres (1) _ g2 (B) b2
m bscy \aq P N by \ oy bs |’
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Conjugando esta relacion con el automorfismo o :

a— B, 8=y v«

(luego, a1 — Bi, B1 — 71, M1 — a1, by — ba, by — b3, b3 = b1y
c1 — ¢, cg — c3, c3 — ¢1) y tomando valor absoluto a ambos lados de la

igualdad resultante, concluimos que

¢
bzﬁ(%)é_l _es (m) b
bica \ S1 bica \ 31 bi|

Usando las identidades (3.2), (3.6) y (3.11), notamos que

bacs <%>f b
bica \ 1 b1

3
2%0

by ¢

by
i
(@

) 2
- 2 <3) < 4,
a2

bo
b1

bs
b1

C3

C2

n
1

T0

o
+p
8]

C1

v

bg C1 <041>€ 1
bica \ /1

C2

r1—To

Luego,

3

3
320 3
I <of

o
3'@1

b E
bies (’ﬂ) 4l
bsci \ /1

lo cual es imposible para xy > 1.
El Teorema de Matveev nos lleva a la siguiente desigualdad

exp (—4,17 - 10'%log(zo + 1) - €) < |As].
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Luego, de (3.23), (3.24) y (3.25), concluimos que

exp (—1,28 - 10" log(¢ + 1) — 4,17 - 10" log(xo + 1)¢) <:L7a;%x9
Tomando logaritmo a cada lado y realizando algunos calculos, obtenemos
zo < 71,42 - 10'% log(£ + 1) + 4,6 x 10 log (g + 1)L. (3.26)
Sustituyendo la desigualdad (3.20) en (3.26), obtenemos
ro < 1,7-10%1og?(zo + 1)
+ 1,42 - 10'% loglog(zg + 1) + 5,1 - 10'7.

Esto nos lleva a zg < 1,2 x 1030, y regresando a la desigualdad (3.20) ob-

tenemos que ¢ < 3 x 10'7. En el siguiente lema resumimos lo que hemos
obtenido hasta ahora.

Lema 3.3.1. Sea (un)nez una sucesion lineal recurrente ternaria tipo Bers-
tel. Sing y1 < x <y son nimeros enteros tales que Up, = Upg—z = Unyg—y =
0, entonces

r<3,7x10% e y—1x<9,1x10". (3.27)

3.4. Reduciendo las cotas para / y x

Ahora, usamos algunos resultados conocidos de fracciones continuas, los
cuales mencionamos en el Apéndice, para reducir las cotas dadas en (3.27).
Para hacer esto, retornamos a las desigualdades (3.17) y (3.23), y usamos
los Lemas A.4.1 y A.4.2.

Reduciendo 4.

Primero que todo, hacemos la siguiente observacién sobre |A;| dada en
la ecuacién (3.17):

|A1] =

b3 —2i0x
Se o _ 1| =
by

Lme—%exo -1
pro
— |672i(:p09+r0w) o 1‘

= |(cos(2(zf + row)) — 1) — isin(2(zob + row))]
> | sin(2(xof + row))|.
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Poniendo m = |2(zow + 19f)/7|, donde |y]| es el entero mds cercano al
numero real y, entonces —7/2 < 2(xf + row) — mm < /2. Por tanto, de la
desigualdad (3.17), obtenemos

_3
25 - a4 2t | sin(2(zpf + row)| = | sin(2(xpf + row) — mn)|
2(330(9 + Tow) _ m' (328)

™

> 2

donde hemos usado que | sin ¢| = sin |¢| > %|¢|, lo cual se cumple para todo
—m/2 < ¢ < /2. Luego, podemos concluir de la desigualdad (3.28) que

20 2 1
‘ () 2o —m 4+ o 5 (3.29)
e m 56
a1
Si rg = 0, entonces desde (3.29)
20 m 13
— TR (3.30)
0 oo}

En este punto, aplicamos el método de reduccion del Lema A.4.1 con v =
260/, el cual es un nimero irracional, ya que de no ser asi, § seria un multiplo
racional de 7 y por tanto 51/y1 = e?? serfa una raiz de la unidad, luego
existe un n € N tal que

(Bi/m)" = 1.

Conjugando esta ecuacién con el automorfismo o: a— 8, = v, v = «
(luego, oy — B1, B1 — 7, 71 — a1) y tomando valor absoluto a cada lado
obtenemos

[v1/a1|" =1

lo que no es posible ya que |y1| < |ai|. Usamos Mathematica para calcular
el inicio de la fraccion continua de ~:

[1,2,1,1,2,6,1,5,1,1,1,11,25,2,21,1,2,1,5,4,60,8,2,1,2,8,2,1,1,
60,1,5,3,1,4,29,2,24,19,1,3,1,1,1,1,2,1,12,2,1,1,3,1, 3,12, 8,
1,3,10,80,6,1,1,1,1,1,5,2,2,39,8,5,1,6,3,1,1,2,1,2,...],

y algunas de sus primeras convergentes, y encontramos que el denominador
de Cgs, ges = 1962273184289677089399067554583171044 > 1,2 x 1036 > xg,
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por tanto en notacién del Lema A.4.1, apy = méxo<m<es{am} = 80. La
conclusién del Lema A.4.1 nos permite estimar la siguiente desigualdad

1
(80 + 2)23

m
<h-
)

. (3.31)

Luego, combinando las desigualdades (3.30) y (3.31) y realizando algunos
célculos obtenemos

3
a2’ < 1,28 x 10%,

por tanto, £ < 99.
Ahora, si rg = 1,2, tomamos

20 2
I = <> To —m + r0w7
™ ™

el cual no es cero ya que A; # 0. Si I'; > 0, entonces por (3.29), obtenemos

20 2 -3
0< <> wo —m+ % <130 %", (3.32)
T ™
Tomamos
26 2
Ti=—, = TOW, A :=13, B = ai’/2.
™ T

La desigualdad (3.32) puede ser reescrita como
0<71ag—m+p<AB™L (3.33)

Como hemos mostrado antes 7 = 26 /7 es un numero irracional. Por dltimo,
tomamos M := 1,2 x 103% el cual es una cota superior para zg por las de-
sigualdades (3.27). Aplicamos el método de reduccién del Lema A.4.2 a la
desigualdad (3.33) para ro € {1,2}. Con ayuda de Mathematica, encontra-
mos que q7o > 6M y e = 0,332563 ... garantizan que el maximo valor de
|log(Ag/€)/log B] es 101, el cual es una cota superior para ¢, de acuerdo
al Lema A.4.2. Esto fue cuando I'; > 0. Pero si I'; < 0, entonces de (3.29),
obtenemos

T row —3y
0< (%) m— o — " < 9da; . (3.34)
En este caso, tenemos que
0<71m—xzo+p<AB7Y, (3.35)
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donde T . low : 32

= o0 W= W A:=94, B:=aj".
Claramente 7 es un ndmero irracional. Finalmente, tomamos M := [1,2 X
10%6(20/7) + (2row/m) + 1] el cual es una cota superior para m y aplicamos
de nuevo el Lema A.4.2 para 9 € {1,2} a la desigualdad (3.35). Con ayuda
de Mathematica encontramos que gg7 > 6M y € = 0,065199... maximizan
el valor de |log(Ag/e€)/log B] a 99, el cual es una cota superior para ¢ segun

el Lema A.4.2. En resumen tenemos que 1 < ¢ < 101.

Reduciendo la cota de xg.

En esta seccién, asumimos que zg > 3. Note primero que
a” T 4
P (B
67’0 a’l o1

luego de la desigualdad (3.23), concluimos que

mln
0<rg,r1 <2
1<¢<101

1| > 0,8237,

_3
|As| < 4,50, 2", (3.36)
Dado que zp > 3, entonces obtenemos que |Az| < 1/2. Tomando
logz =log|z| +iargz donde —mw<argz<m

para el logaritmo de un ntimero complejo z, tenemos que
> n?"
log( — zeC con z| < 1.
g(1 z_: —, 2]

De aqui, facilmente se muestra que
|log(1+ z)| < 2|7| si |z] < 1/2.
Por tanto, con z = As, y recordando que el logaritmo complejo es aditivo

modulo 27, esto es log(wl) = logw + log 0 + 2mim para algin m € Z, y que
log(v1/B1) = —20i, concluimos de la desigualdad (3.36) que

¢ ‘ -1
b b b
log Us G 1 e ﬁ -1 — 20x0i + 27ti| < 9oy xo,
by \ bzer \ o baci \

(3.37)

52



se cumple para algin ¢ € Z. Usando |log(1+ A3)| < 2|A3| < 1y la desigual-
dad (3.37) obtenemos

¢ ¢ -1
) . ,77“0 oo /yTl T oo 5T1 Bl
2t < 14126 1 — | =1 -1 .
[2mti] < 1+[26moi] +log pro (77’0 ar <oz1> > (57’0 ar (041
(3.38)
Ahora, notando que
) | ,Vro a’o ,Vm " £ ] oo Bﬁ 61 ¢ 1 -1 <303
max 0, — - - - ) )
ocrane | | 5o \ 7 o \ay 5 ot \ oy

de la desigualdad (3.38) tenemos que
27|t| <14 20x0+ 3,03,

y como xg < 1,2 x 1032, la desigualdad anterior nos permite concluir que
t| < 8,4-10%. Sea

‘ ‘ -1
‘ ey o™ BBy
(5 (EE G ) (FR@ ) )]

Observamos de la desigualdad (3.37) que

¢(ro,m1,¢) := Re

3
2%0

|27t — 2020 + ((ro, 71, 0)| < 94 (3.39)

Adems4s, con ayuda de Mathematica encontramos que
—3,0207 < ((ro,71,¢) < 1,33169

se cumple paratodo1 < £ <101y 0 < rg,71, < 2, luego t debe ser un entero
positivo, de otro modo la desigualdad (3.39) no se cumple con z suficien-
temente grande. Asi, de ahora en adelante consideraremos la desigualdad
(3.39) en el rango donde z y t son enteros positivos < 1,2 - 1036,

Para cada 1 < ¢ < 101 y cada 0 < rg,7r1 < 2, usamos el método de
reduccién del Lema A.4.2. Tomando I'y := 27t — 2029 + ((rg, 71, £), tenemos
que 'y # 0 ya que Ag # 0. Describimos en paralelo los casos I's > 0 y

I'y <O.

Iy >0 | T2 <0

0< (5)¢—ao+ 8 < 21077 [ 0 < (&) 2 — ¢ — 41D < 1 50,57/
T = 7[-/9’ Hoi= C(T()vrla )/20 ‘T:: 6/71-7 Hoi= 7((7’057‘17 )/27T

A:=21, B: =«

—olw

‘ A:=15 B:= ozlg
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Las condiciones sobre xo y ¢ en la ecuacién (3.39) nos permiten tomar
M := 1,2 -10%® en ambos casos. Ademds, por los argumentos mostra-
dos con anterioridad 7 es un ntumero irracional en ambos casos. Una nue-
va implementacién del Lema A.4.2 en Mathematica nos dice que q77 y
e = 0,0006696. .., aseguran que el méximo valor de |log(Ag/e€)/log B] es
105 para I's > 0 y también que g7s y € = 0,00027122 ..., maximizan el valor
de |log(Ag/e)/log B| a 107, para I'y < 0. Luego, concluimos que zy < 107.
Finalmente, de (3.9) obtenemos

x=3x90—190 <321 e y=3yo—r1 <3(zo+Y¢) <624.
Resumiendo, hemos demostrado el siguiente resultado.

Lema 3.4.1. Sea (up)nez una sucesion lineal recurrente ternaria tipo Bers-
tel mo nula. Si 1 <z <y son enteros y ng es algun niumero entero tal que
Upy = Upg—z = Ung—y = 0, entonces

r <321 e y < 624.

3.5. Calculos finales y conclusiones.

Recordemos que la sucesién de Berstel (B),),ez tiene cero-multiplicidad
6 con By = By = By = Bg = Bis = Bss = 0. Una simple busqueda en
Mathematica nos muestra que en el rango para (x,y) indicado por el Lema
3.4.1, el determinante (3.8) es cero sé6lo en los siguientes casos:

x|2 2 3 5 7 7 7 9 9 12 16
y|5 6 4 6 9 12 13 12 13 13 24

|39 39 39 39 46 46 46 48 48 51
y |46 48 51 52 48 51 52 51 52 52 °

Todas estas soluciones (z,y) excepto (16,24) provienen de desplazamientos
adecuados de los subindices de la sucesién de Berstel. Para (z,y) = (16, 24),
suponemos ng = 24, luego de (3.7) tenemos que ug = ug = ug4 = 0. Con el
propdsito de determinar tal sucesién recurrente ternaria (uy,)pez, asumimos
que ug = 0,u1 = a y ug = b, con a, b enteros positivos. Ademds, como los
ceros de u,, permanecen invariante bajo multiplicacién por escalar, podemos
asumir que a = 1.

Ahora calculamos los términos ug y uog, cON Up43 = 4Upto — 4tp41 + 2uy,
y valores iniciales ug = 0, uy =1y ug = b:

us =16(b—4), vy  ug=—131072(b — 4).
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Esto nos lleva a concluir que el caso (z,y) = (16,24) corresponde a despla-
zamientos de los subindices y multiplos escalares de la sucesion tipo Berstel
(un)nez, con valores iniciales ug = 0,u; =1y ug = 4.

Esto completa la prueba de nuestro resultado.
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Capitulo

Conclusiones

1. En resumen, el método de Beukers expuesto en el Capitulo II para re-
solver la cero multiplicidad de sucesiones lineales recurrentes ternarias,
se basa en apoyarse en un trabajo anterior en el cual resuelve el proble-
ma de la a—multiplicidad de sucesiones lineales recurrentes binarias.
En este resuelve la ecuacién Aa® + pfB* = 1, la cual es equivalente a
c101 + 965 + c303 = 0, siendo esta dltima la que en realidad nece-
sitamos resolver. Entonces separa la demostracion teniendo el cuenta
el caso real, el cual es sencillo de tratar, mientras el caso complejo
nuevamente lo divide teniendo en cuenta la relacion de igualdad de
101]p, |02]p, |03]p donde p es un ideal primo del anillo de enteros alge-
braicos de K = Q(#,03), luego termina la demostracién mostrando
que en cada subcaso e la ecuacién c107 + c205 + c305 = 0 para x € Z
no tiene més de 6 soluciones.

2. La pregunta natural que podria surgir es si este método de Beukers se
puede utilizar para resolver la cero-multiplicidad de sucesiones lineales
recurrentes de orden k > 4. Lamentablemente el método no se ajusta
ya que, por ejemplo para k = 4, primero que todo se tendria que
haber resuelto el problema de la a-multiplicidad de sucesiones lineales
recurrentes ternarias, el cual hasta el momento no se ha resuelto. Mas
aun, si este ya estuviera resuelto, el siguiente paso seria dividir en el
caso en que las raices del polinomio caracteristico sean todas reales o
se tenga alguna compleja. Como ya mencionamos, el caso real es facil
de tratar, mientras el caso complejo, siguiendo con la linea de Beukers
deberiamos hacer el analisis de la relacién de igualdad de los posibles
valores de |01y, |02y, |03]p, |04]p donde 61,602,063, 04 son las 4 raices del
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polinomio caracteristico de una sucesién lineal recurrente de orden 4,
lo que producirfa un nimero mayor de subcasos del caso complejo.
Esto nos permite concluir que a primera vista, el método de Beukers
solo se ajusta al caso de sucesiones recurrentes ternarias.

. Usamos el resultado de Matveev [16], el cual proporciona una cota
inferior explicita para el valor absoluto de una forma lineal en logarit-
mos de numeros algebraicos, para acotar el rango de solucién de las
variables enteras de la ecuacién diofantica exponencial

ba B0 3y —b3yi ca 57" —braf® (e37{° —ca 57" ) +e1a’ (b3y° —baB°) = 0.

Para después reducir el rango de solucién con los métodos de reduccién
de la seccién A.4. Esta forma de proceder puede ser adaptada a diversos
problemas en teoria de sucesiones lineales recurrentes. Por ejemplo
para un trabajo préximo pensamos explorar este método para resolver
la cero-multiplicidad de de la sucesion k—generalizada de Fibonacci
denotada por (Fflk))n y definimos para un nimero entero k > 4 fijo
como sigue
F® =™ 7" o BB

n n— n

con valores iniciales Fo(k) = Fl(k) S . k(;]i)l =0, Fk(:k) =1.
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Apéndice

Fracciones continuas.

Revisamos algunos aspectos béasicos de las fracciones continuas que son
necesarios para comprender los lemas de reduccién que utilizamos en el
Capitulo III. Para un tratamiento mas completo y consultar las pruebas de
los resutados presentados aqui ver la referencia [1].

A.1. Fracciones continuas simples

Una fraccion continua finita es una expresioén de la forma

1
ag + (A.1)

al +

az + -+
? 1

ap—1+ —
A,

donde, ap € Ry a; € R" para todo 1 < i < n. Usaremos la notacién

[ap, a1, ..., a,) parala expresién de arriba. La fraccién continua [ag, a1, . . ., ay)
se denomina simple si a, . . ., a, € Z. La fraccién continua Cy, = [ag, a1, . . . , ak]
con 0 < k < n se denomina la k-ésima convergente de |ag, ay, ..., ay].

Es claro que cada fraccién continua simple es un niimero racional. De manera
reciproca, usando el algoritmo de Euclides, cada racional se puede represen-
tar como una fraccién continua simple. En efecto, si p y ¢ son primos entre
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si y escribimos

D = gap + 71, 1<r <g;
q =air +ra, 1 <ry <y
Thn—1 = QnTn,

donde n > 0 es maximal tal que r, > 1, se ve facilmente que la expresion
(A.1) es p/q.

Para cada fraccién continua [ag, a1, . . . , a,] definimos po, p1,. .-, Pn Y 90, @15 - - » @n
mediante las relaciones de recurrencia

Po = o, g0 = 1;
p1 = apar + 1, Q1 = a1;
Pk = QkPk—1 + Pk—2, Gk = Qkqr—1 + qr—2;
para todo k= 2,...,n.
La siguiente proposicién resalta propiedades de las convergentes de una frac-

cién continua finita, las cuales son fundamentales a la hora de definir las
fracciones continuas infinitas.

Proposicién A.1.1. Con la notacion anterior se cumple:
(i) Cx = pr/qk, para 1 <k <n

(i4) Prqe—1 — Pr—1qr = (—1)* para todo 1 < k < n,

(iii)
(_1)k—1
Cp,—Cpqg = —F+— para 1 <k<n.
qrqK—1

(iv)
(=1 ay
qkqk—2

Cp—Cr_o= para 2 <k <n.

A.2. Fracciones continuas infinitas.

Las partes (iii) y (iv) de la Proposicién A.1 muestran que Cy < Ck_s si
k > 3 es impar y Cy > Ci_9 si k > 2. Por tanto,

Ci>C3>C5>--- Yy Co<Cy<Cgren.
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Ademas,
C2m - C2m—1 = — < 07

por tanto,
Ci1>C3>Cs5>--->Cg>Cy > Cs.

Luego, si (an)n>0 €s una sucesion infinita de enteros con a,, > 0 para n > 1,
poniendo C}, = [ag, . .., ax| deducimos que

(i) La sucesion (Can+1)n>0 €s decreciente y acotada, en particular conver-
gente.

(ii) La sucesién (Cap)n>0 €s creciente y acotada, en particular convergente.
(iii) La sucesién Coy, — Ca,—1 tiende a cero.

En particular, (Cy),>0 es convergente. Esto nos permite definir correcta-
mente las fracciones continuas infinitas. Sea (an)n>0 una sucesién infinita
de ntmeros enteros con a, > 0 para n > 1. Definimos la fraccién continua
infinita como el limite de las fracciones continuas finitas

[ag, a1,ag,...] = lim C,.
n—oo

Es facil ver que las fracciones continuas infinitas representan siempre nime-
ros irracionales. Reciprocamente, cualquier nimero irracional a se puede
desarrollar en fraccién continua.

Proposicién A.2.1. Dado o = ap € R\ Q, definimos la sucesion (an)n>0

por
1
ap = ag], ap+1 = ——  para todo k > 0.
Qp — ag

Entonces o = [ag, a1, . ..].

A.3. Convergentes

En esta seccién, mostraremos que las convergentes py/qr de la fraccién
continua de un nimero irracional « son la mejor aproximacion diofantica de
« por racionales.

Proposicién A.3.1. (i) Sea a un nimero irracional y sea Cy = pr/qk
para k > 0 las convergentes de la fraccion continua de o. Sir,s € Z
con s >0 y k es un entero positivo tal que

|sa — 7| < |qroe — pi

entonces s 2> Q1
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(ii) Si o es un nimero irracional y r/s es un nimero racional con s > 0
tal que
’ T‘ :
a—-| <=
sl = 282

entonces r/s es una convergente de «.

La parte (i) de la Proposiciéon A.3.1 es conocida como el criterio de
Legendre, para determinar si un numero racional r/s es una convergente de
.

A.4. Meétodos de reduccion

Determinar la finitud de las soluciones de un problema diofantico es
un gran avance, sin embargo en muchas ocasiones las cotas obtenidas para
las incognitas enteras involucradas siguen siendo demasiado grandes para
ser manipuladas atin computacionalmente. Por lo que, se hace necesario la
reduccion de tales cotas. Para alcanzar este objetivo usamos la teoria de
fracciones continuas que hemos abordado.

Los siguientes resultados determinan herramientas efectivas en este propédsi-
to. El primer método de reduccién es un Lema de Dujella y Pethé [8]. Para
un numero real z, denotamos la distancia de x al entero mas cercano, por
||z|| := min{|z —n| : n € Z}.

Lema A.4.1. Sean, M un entero positivo, p/q una convergente de la frac-
cion continua del irracional T tal que ¢ > 6M y A, B, i nimeros reales con
A>0,B>1yu+#0. Seae:=||uq|| — M||rq||. Si e > 0 entonces no existe
ninguna solucion de la desigualdad

O<mr—n+pu<AB™™,
en enteros positivos m y n con log(Aqg/e)/log B < m < M.

Cuando p = 0, una importante propiedad de la teoria de aproximacién
diofantica determina un nuevo método de reduccion, la cual es una variacion
del criterio de Legendre.

Lema A.4.2. Sea T un nimero irracional con fraccion continua |ag, a1, as . . .]
y convergentes p1/q1, p2/qe,-... Sit es un entero positivo tal que gz > m y
apr :=max{a; : 1 =0,...t}, entonces

1

— > .
[ —n/ml (an +2)m?
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