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Introduccion

El estudio de los semigrupos numéricos ha proporcionado una herramienta que per-
mite abordar problemas propios de la teoria de cédigos y algebra. La sencillez de este
concepto permite plantear problemas de facil comprensién pero cuya resolucién dista
mucho de ser trivial; este hecho atrajo a varios matematicos como Frobenius y Sylvester

a finales del siglo XIX, asi surgié por ejemplo el problema de Frobenius, que buscaba

encontrar una férmula en funcién de ntimeros enteros positivos nq,--- ,n,; para el en-
tero més grande que no pudiese escribirse como combinacién lineal de ny,--- ,n, ver
[5].

Durante la segunda mitad del siglo pasado, los semigrupos numeéricos volvieron a
escena debido principalmente a sus aplicaciones en cuerpos de funciones algebraicas.
Por ejemplo, el conocimiento de la estructura del semigrupo de Weierstrass en un lugar
racional de un cuerpo de funciones algebraicas tiene varias implicaciones, entre estas se
encuentra la busqueda de cotas superiores para el nimero de lugares racionales como
las encontradas por Lewittes [9] y Geil-Matsumoto [10], y la construccién sobre cuerpos
finitos de cédigos algebro-geométricos con buenos parametros. Para este iltimo, el Teo-
rema de Riemann-Roch proporciona estimaciones para el calculo de la dimension y la
distancia minima del cédigo, y en muchos casos concretos, tales determinaciones pueden
también abordarse desde el punto de vista de los semigrupos numéricos. Asimismo, la
teoria de semigrupos numéricos ha permitido encontrar informacién importante para
algunos tipos especiales de cédigos, por ejemplo los cdédigos unipuntuales y bipuntuales

entre otros (Ver [3] Teorema 1.9).

XV



xvi Introduccién

En el articulo [2], Mendoza considerd extensiones de Kummer en donde el lugar P,
de K(x) es totalmente ramificado y para éste lugar exhibi6é una descripcién explicita
de su semigrupo de Weierstrass y de su conjunto de gaps. De igual manera obtuvo
resultados interesantes como el célculo del niimero de Frobenius y condiciones suficientes
para que el semigrupo sea simétrico.

Actualmente se tiene poco conocimiento acerca de los semigrupos de Weierstrass
en lugares racionales que no son totalmente ramificados. Por lo tanto en este trabajo
se estudiard el articulo [2] con el propdsito de determinar, si en extensiones de Kum-
mer donde se omite la condicién de ramificacién total para P, se puede describir el
semigrupo de Weierstrass correspondiente a un lugar que extiende a Py.

En el capitulo 3 se estudia una familia particular de extensiones de tipo Kummer
en donde se calculé su semigrupo de Weierstrass H; encontrando primeramente un
conjunto S que esta contenido en H, para luego determinar en los casos posibles su
conjunto Apéry y con esto su género. De acuerdo a lo que se obtiene en este tultimo

calculo, se procede a establecer o no la igualdad en la inclusion antes obtenida.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentaran resultados necesarios para el desarrollo del trabajo.
Esto incluye la teoria elemental de los semigrupos numéricos, la teoria de cuerpos de
funciones algebraicas y un referente de teoria de codigos. Con el propédsito de que el
trabajo no sea demasiado extenso, en esta seccién se omitiran las demostraciones de la

mayoria de los resultados, los cuales se pueden consultar en [4], [7] v [8].

1.1 Semigrupos y Monoides

Las definiciones y diversas propiedades de los semigrupos y monoides que se dan en
este capitulo, se sigui6 de [8]. Se inicia presentando una descripcién de los semigrupos

y monoides.

Definicién 1.1. Un semigrupo es un par (S,+) con S un conjunto y + una opera-
cién binaria en S que es asociativa. Un sub-semigrupo T en un semigrupo S es un

subconjunto de S que es cerrado bajo la operacion binaria considerada en S.

Claramente la interseccién de sub-semigrupos de un semigrupo S es nuevamente un
sub-semigrupo de S, se sigue que dado un subconjunto () # A de S, el sub-semigrupo
mas pequeno de S que contiene a A, es la interseccion de todos los sub-semigrupos de S

que contienen a A. Se denota este sub-semigrupo por (A) y es llamado el sub-semigrupo

1



2 Preliminares

generado por A. La forma mas comun de describir un semigrupo es a partir de sus
elementos generadores.
Si A ={ay,...,a,} es un conjunto finito no vacio, entonces (A) corresponde al conjunto

de todas las combinaciones lineales con coeficientes naturales no cero de los elementos

de A, es decir,

<A> ::{A1a1+)\2a2+---+)\rar: )\iGN—{O}yCLiEA}.

Se dice que S es generado por A, si S = (A). En este caso A es un sistema de

generadores de S. Si A tiene finitos elementos se dice que S es finitamente generado.

Definicién 1.2. Un semigrupo M es un momnotide si tiene elemento identidad, esto es,
existe m € M tal que a+m = m+a = a para todo a € M, tal elemento m es denotado

por 0. Un subconjunto N de M es un sub-monoide de M si,

a) N es un sub-semigrupo de M,
b) 0 € N.

Al igual que en los semigrupos, la interseccion de sub-monoides de un monoide es
nuevamente un sub-monoide. La nocién de sistema generador también se tiene en esta
parte; dado un monoide M y un subconjunto A de M, el sub-monoide mas pequeno de

M que contiene a A es,

(A) = {Mai + Asaz + -+ Na, 1 A €N,q; € A},

este es llamado el sub-monoide de M generado por A. Se dice que el conjunto A es
un sistema de generadores de M, si M = (A); cuando A es un conjunto finito se tiene
que M es un monoide finitamente generado.

Un ejemplo de un monoide es el conjunto de los nimeros naturales con la operacién de
adicion. Este monoide tiene como elemento generador al nimero 1.

La siguiente definicién relaciona a dos conjuntos que tienen la estructura de semigrupo.

Definicién 1.3. Dados dos semigrupos X, Y, una aplicacién f : X — Y es un homo-
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morfismo de semigrupos si

fla+b) = f(a) + f(b),

para todo a,b € X. Se dice que f es un monomorfismo, epimorfismo o isomorfismo, si

f es inyectiva, sobreyectiva o biyectiva, respectivamente.

Dos semigrupos X, Y se dice que son isomorfos, si existe un isomorfismo entre ellos, y

lo denotamos por,

X2Y.

Asimismo, una aplicacion f : X — Y con X,Y monoides es un homomorfismo de
monoides, si f es un homomorfismo de semigrupos y f(0) = 0.

Los conceptos de monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo de monoides se definen al
igual que en los semigrupos.

Ahora bien, se presenta una definiciéon que serd muy importante durante el desarrollo
del trabajo. Llegando a este punto es bueno aclarar que en adelante el simbolo —

dentro de un conjunto, indicara la continuidad del mismo de manera consecutiva.

Definicién 1.4. Sea N = {0,1,2,--- ,n,—} el conjunto de los niimeros naturales.
Un semigrupo numérico es un conjunto S C N que es cerrado bajo la operacién
de adicién, contiene el elemento cero y su complemento en N es finito, es decir, un

sub-monoide de N con complemento finito.

Los semigrupos numéricos tienen una serie de atributos que los caracterizan, a los que

llamamos invariantes.
Definicién 1.5. Sea S un semigrupo numérico.

a) El nimero de Frobenius es el mayor entero que no estéd en S y se le identifica por

F(S).

b) El conjunto G(S) := N — S es llamado el conjunto de gaps de S; al cardinal de

G(S) se le conoce como el género de Sy se denota por gg.

[lustremos los anteriores conceptos con algunos ejemplos.
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Ejemplo 1.6. Dado n € N, el conjunto

O, ={0,n+1,n+2n+3 —}

es un semigrupo numérico cuyo conjunto de gaps esta dado por

G(0,) ={1,2,3,--- ,n}.

De acuerdo a lo anterior se puede observar que el niimero de Frobenius es n al igual

que su género.

Ejemplo 1.7. Sea el conjunto S = {62+8y : z,y € N}. Si se desarrolla por extension, se
obtiene S = {0,6,8,12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, - - - }. Este conjunto no es un semigrupo
numérico, pues N — S = {1,2,3,4,5,7,9,10,11,13,15,17,19,21,23,25,--- } no es un

conjunto finito, ya que, como se aprecia contiene a todos los niimeros impares.

Ejemplo 1.8. Sea S = (5,7,9). Tenemos que S = {0,5,7,9,10,12,14, —} y por lo
tanto F'(S) = 13,G(S) ={1,2,3,4,6,8,11,13}, y gs = 8.

A continuacién se muestra que todo semigrupo numérico (y por lo tanto todo sub-
monoide de N) es finitamente generado, admite un tinico sistema minimo de generadores
cuya cardinalidad estd acotada superiormente por el elemento positivo mas pequeno del

monoide, para verificar esto se comienza enunciando el siguiente lema.
Lema 1.9. Sea A C N. Entonces (A) es un semigrupo numérico si y solo si ged(A) = 1.

Demostracion. Supongamos que (A) es un semigrupo numérico y sea d = ged(A).
Se debe probar que d = 1. En primera instancia observe que si s € (A), entonces
s = Aay + Aas + - + \pa, donde \; € Ny a; € A, por hipétesis d | a; para cada i,
luego también d | s.

Como (A) es un semigrupo numérico se tiene que N—(A) es un conjunto finito. Entonces
existe por lo menos una pareja de nimeros naturales consecutivos z,x + 1 € (A). En el
supuesto que no existieran los niimeros naturales consecutivos z,z + 1 en (A), entonces

entre cada pareja de nimeros naturales que estan en (A), podemos encontrar al menos
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un numero natural que pertenece a N — (A), y dado que en (A) hay infinitas parejas
de enteros no negativos, se obtendran infinitos niimeros naturales en N — (A), es decir,
el complemento de (A) no es finito, lo cual es una contradiccién.

Finalmente, como d = ged(A) y tanto « como z + 1 estédn en (A), entonces de acuerdo
a lo mencionado al inicio, d divide simultdneamente a z y a x + 1, lo cual se cumple
unicamente cuando d = 1.

Reciprocamente, supongamos que ged(A) = 1. Se debe verificar que N — (A4) es un
conjunto finito. En efecto, como ged(A) = 1, el Lema de Bezott garantiza la existencia

de ntimeros enteros z; tales que
1=2z0a14 200+ -+ zpa,

donde a; € A.

Transponiendo los términos z; negativos al lado derecho se tiene,
Zip iy + -4 Zi Ay, = 1— Zj gy — 0 T Z5,G4 € <A>,

para algunos iy, - - ,ig, j1,- -+, € {1,--+ ,n}, entonces existe s € (A) tal que s+ 1 €
(A). Se afirma que dadon € N, sin > (s —1)s+ (s — 1) entonces n € (A), En efecto,

sean ¢ y r numeros enteros tales que n = ¢s +r con 0 < r < s. Por hipdtesis,
gs+r>(s—1Ds+(s—1),

de donde se obtiene,

I
q25—1+u23—12r,
s

y en consecuencia n = (rs+r)+(g—r)s =r(s+ 1)+ (¢ —r)s € (A). De acuerdo a
esto; sin € N — (A), entonces n < (s —1)s+ (s — 1), es decir, |[N — (A)| es finito. O

Una consecuencia del lema anterior es que todo sub-monoide no trivial de N puede

hacerse corresponder con un semigrupo numérico, como se muestra a continuacion.

Proposicién 1.10. Sea M un sub-monoide no trivial de N. Entonces M = S donde S

€S UN SEmMIGrupo NUMETLCo.
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Demostracion. Sea d = ged(M). En virtud del lema anterior se tiene que

S::<%: m€M>

m
es un semigrupo numérico, entonces la aplicacién f : M — S dada por f(m) = i es

un isomorfismo de monoides. O

Si A, B son subconjuntos de nimeros enteros, se escribe A+ B ={a+b:a € A,b € B},
por lo tanto, para un semigrupo numérico S, si se denota por S* := .S —{0}, el conjunto
S* 4+ §* corresponde a un conjunto cuyos elementos estan en S y son la suma de dos
elementos no nulos en S.

Considerando la notacion previa, el siguiente lema proporciona una forma general para

obtener un sistema de generadores para un semigrupo numérico S.

Lema 1.11. Sea S un semigrupo numérico. Entonces S* — (S* 4+ S*) es un sistema de

generadores de S. Mds ain, cada sistema de generadores de S contiene a S*— (S*+5*).
Demostracion. Sea s € S*, entonces se presentan los siguientes casos:
» Caso 1: Si s € S* — (5* 4 5%), se obtiene de manera inmediata la conclusién.

» Caso 2: Si s ¢ S* — (5" 4+ S%), entonces s € S* + S*, luego existen z,y € S* tales
que s = + y.

Note que s se ha expresado como la suma de x e y, y estos son menores que s, pero, como
el conjunto de enteros positivos, menores que s, es finito, entonces, para cada uno de los
x e y que se hallan, puede aplicarse nuevamente, el caso 1 o caso 2, hasta que, después
de una cantidad finita de pasos, se obtenga solamente nimeros que ya no admiten
representarse como la suma de 2 elementos no nulos de S; lo cual implica que esta
ultima coleccién de enteros positivos, estaria en S* — (S*+.5*) y por consiguiente hemos
probado que sus elementos generan a aquellos elementos que no estan en S* — (S* 4 5%).
Por lo tanto, S* — (S* 4+ 5*) es un sistema de generadores de S.

Para culminar la prueba, considerese A un sistema de generadores de S, y mostremos

que S*—(S*+5*) C A. Suponga que z € S*—(S*+.5%) C S = (A), entonces existe n €
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N—{0}, A1, A\a, -, \p € Nyag,ag, -+ ,a, € Atales que x = A\jag + Agas + - - + \yay.
Como = ¢ S* 4 S* se sigue que = = a; para algin i € {1,2,--- n}. m

El siguiente conjunto es muy utilizado en las aplicaciones de semigrupos numéricos.

Definicién 1.12. Sean S un semigrupo numérico y n € S*, el conjunto,
Ap(S;n):={se S:s—n ¢S},

es llamado el el conjunto apéry de n en S.
A continuacién se presenta una caracterizacién del conjunto Apery.

Lema 1.13. Sean S un semigrupo numérico y n € S*, entonces,
Ap(S;n) = {0 =w(0),w(1), w(2), -+ ,w(n —1)}

donde
w(i) =min{k € S: k=i méd (n)};

en particular este conjunto tiene n elementos.

Demostracion. Sea s € Ap(S;n), esto es, s € S con s —n ¢ S, por el algoritmo de la
division existen t,r € Z tales que s —n = nt +r con 0 < r < n; de ahi que s = r
mod (n). Veremos que s es el elemento minimo que satisface esta condicién. Suponga
que s € S, =r mdd (n) y s < s, como ' = r mdd (n) existe t; € Z tal que
s’ —r = nt;, mas ain, el hecho de que s’ < s implica que ¢ > t; con lo cual s —n € S,

puesto que,
s—n=nt+s —nt;=n(t—t;)+s €8

Esto es una contradiccién y por consiguiente s = min{k € S : k=i méd (n)}.

Por otro lado probemos que si w(i) := min{k € S : k =4 mdd (n)}, entonces w(i) €
Ap(S;n). Note que w(i) =i mdd (n), entonces w(i) —n =i mod (n). Siw(i)—n € S
se tiene una contradicciéon ya que w(i) —n < w(i), luego w(i) — n ¢ S, es decir,

w(i) € Ap(S;n). O
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Ejemplo 1.14. Sea S el semigrupo numérico generado por A = {5,7,9}, entonces

S =(5,7,9) = {0,5,7,9,10,12, 14, —},

y por lo tanto Ap(S;5) = {0,7,9,16,18}.

El conjunto Apéry nos permite caracterizar de forma tinica los elementos del semigrupo

numeérico.

Lema 1.15. Sea S un semigrupo numérico y n € S*, entonces para todo s € S existe

un unico par (k,w) € N x Ap(S;n) tal que s = kn + w.

Demostracion.

Existencia: Por el algoritmo de la division existen ¢,2 € Z con 0 < i < n tales que
s = ng +i. Como w(i) es el menor elemento de S que es congruente con ¢ médulo n,
tenemos w(i) = np + @ para algin p € Z, si restamos ambas igualdadades se obtiene:
s —w(i) = n(q — p), es decir, s = n(q — p) + w(i). Note que ¢ > p pues w(i) < s. Asi
las cosas, podemos escribir s = nk 4+ w(i) donde k = g — p.

Unicidad: Suponga que s € Sy admite las siguientes dos representaciones s = kyn+w; y
s = kan—+ws donde ky, ks € Ny wy,wy € Ap(S;n), entonces (k1 — kg)n+ (w; —wsy) = 0.
Debemos demostrar que ky = kg y w; = wy. Considerando ky > k; se tiene que
wy —n =wy+ (ko —k; — 1)n € S, lo cual es una contradiccién. Asimismo, si k; > ko se
cumple que wg —n = wy + (k1 — ke — 1)n € S, nuevamente un absurdo. En consecuencia,

se tiene k; = ko y por ende wy; = ws. O

Una vez visto que todo semigrupo numérico es finitamente generado, es natural pre-

guntarse si existe un unico conjunto minimo de generadores.

Definicién 1.16. Un sistema de generadores de un semigrupo numérico es un sistema
minimo de generadores, si ninguno de sus subconjuntos propios generan el semigrupo

numeérico.

En la términos de la definicién anterior, el Lema 1.11 establece que si .S es un semigrupo
numérico, entonces S* — (S* + 5*) es un sistema minimo de generadores, de hecho, por

la definicién anterior este sistema es Unico.
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El siguiente resultado nos da informacion acerca de la cardinalidad del conjunto minimo

generador.

Teorema 1.17. Sea S un semigrupo numérico, entonces el sistema minimo de gene-

radores de S, a saber S* — (S* 4 S*) es finito.

Demostracion. Por el Lema 1.15 se tiene que para cualquier n € S*, S = (Ap(S;n) U
{n}). Como Ap(S;n)U {n} es finito se deduce que S* — (S* + S*) es finito. O

Como todo sub-monoide de N es isomorfo a un semigrupo numérico, esta propiedad es

valida para sub-monoides de N.

Corolario 1.18. Sea M un sub-monoide de N, entonces M tiene un unico sistema

minimo de generadores que ademds es finito.

Demostracion. Sea d = ged(M), entonces T := {2 tx € M} es un sub-monoide de
M tal que ged(T') = 1; en virtud del Lema 1.9 esto significa que 7" es un semigrupo

numeérico. Ahora sea A el sistema minimo de generadores de T. Como y € T se puede

x
escribir 7= Aaq + - - - \ya, para algunos \; € Ny a; € A, de aqui que,

T = d()\lal + -+ )\nan) = /\1da1 + -+ /\ndan,
lo cual permite deducir que {da : a € A} es un sistema minimo de generadores de
M. ]
A continuacién damos dos conceptos que se siguen de la Definicién 1.16.

Definicién 1.19. Sea S un semigrupo numérico y {n; < ny < --- < m,} su sistema
minimo de generadores. Entonces ny se llama la multiplicidad de Sy se denota por m(.S).
Asimismo, el cardinal del sistema minimo de generadores de S se llama la dimension

de inmersion de Sy se identifica por e(S).

La siguiente proposicion establece una relacion entre la multiplicidad de un semigrupo

numérico y su dimension de inmersion.

Proposicién 1.20. Sea S un semigrupo numérico, entonces,
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a) m(S) = min(S*).

b) e(S) <m(9).

Demostracion. Primeramente mostremos que la multiplicidad de S es el menor entero
positivo en S. Suponga que S = (ny,ng,--- ,n,) con 0 < ny < ny < --- < n,, donde
{ny,n9,--+ ,n,} es un sistema minimo de generadores; cualquier s € S puede represen-
tarse como s = A\jnq + -+ + A\,n, con \; € N, entonces el entero positivo mas pequeno
de S es n;.

Por otro lado, note que {m(S)} U Ap(S;m(S)) — {0} es un sistema de generadores de
S con cardinal m(.S), entonces e(S) < m(S). O

Ejemplo 1.21. Sea S un semigrupo numérico, entonces e(S) =1 si y solo si S = N.

Ejemplo 1.22. Si m € Z", entonces S = {0,m,—} es un semigrupo numérico con
multiplicidad m. Un sistema minimo de generadores para S es {m,m+1,--- ,m+(m—

1)} y por lo tanto e(S) = m = m(9).

El resultado siguiente nos proporciona una forma de encontrar el niimero de Frobenius

y el género de un semigrupo numérico a partir del conjunto Apéry.

Proposicion 1.23. Sean S un semigrupo numérico y n € S*, entonces

a) F(S) =max{Ap(S;n)} —n.

1 n—1
b = — J— .
)gs o E w 5

weAp(S;n)

Demostracion.

a) Por la definicién 1.12 se tiene que max{Ap(S;n)}—n ¢ S. Seax > max{Ap(S;n)}—
n, entonces = + n > max{Ap(S;n)} de modo que x +n ¢ Ap(S;n). Esto sig-
nifica que z +n ¢ S o x € S. Suponiendo que x + n ¢ S, podemos considerar
w € Ap(S;n) tal que z +n = w mdd (n), entonces  + n = w + tn para algin
t € Z, y como w < x + n se infiere que t € Z*. De acuerdo con lo anterior
r+n =w+tn € S obteniendo asi una contradiccion; por lo tanto x € S. En
consecuencia, si z es un gap, entonces * < max{Ap(S;n)} —n y dado que F(S)

es el mayor gap de S tenemos lo deseado.
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b) Por el Lema 1.13 se tiene que para cada w € Ap(S;n), w = w(i) para algin
i € {0,1,2---,n — 1} donde w(i) = i + k;n siendo k; un entero no negativo.

Ahora se analizan los valores de k;.

» Si k; = 0, entonces w(i) = 4, el cual tiene que pertenecer a S, pues los
w(i) € S.

» Si k; = 1 entonces w(i) =i+ n € S, entonces w(i) —n =i ¢ Sy por lo

tanto, i € G(S). De este modo se ha encontrado un elemento de G(.5).

» Sik; =2, entonces w(i) =i+ 2n € S, luego se tiene que w(i) —n =i+n ¢ S

y w(i) —2n =i ¢ S, encontramos asi dos elementos mas de G(S5).
Por lo tanto el niimero de elementos de G(S) viene dado por

1
gg:l{:1+k2+---—l—kn_1:ﬁ(nkl%—nk,‘g—l—---%—nk‘n_l)

((nky+ 1)+ (nka+2)+ -+ (nkp1+n—1)—(14+2+---+n—1))

Ew<1>+w<2>+---+w<n1>@21>”)

El siguiente ejemplo describe explicitamente el conjunto Apéry de un semigrupo numéri-

i
L

S 3|=3|=

g
—

~.
N

s
I
_

]

co generado por 2 elementos.

Ejemplo 1.24. Considére S un semigrupo numérico minimalmente generado por (a, b).
Observe que dos elementos de la forma xb, yb donde = # y,0 < z,y < (a—1) pertenecen
a clases modulo a diferentes.

En efecto, si b = yb méd (a), entonces alb(z — y) y dado que ged(a,b) = 1, ne-
cesariamente a|(x — y), De ahi se deduce que z = y mdd (a), y como z,y < a se
tiene x = y. Por otra parte, recordando que Ap(S;a) tiene a elementos y se han

descrito a clases de equivalencia distintas, por el Lema 1.13 se concluye la igualdad
Ap(S;a) ={0,b,2b,--- ,(a — 1)b}.
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A continuacién se enuncia un resultado que permite calcular el nimero de Frobenius y

el género de un semigrupo numérico generado por dos elementos.
Proposicién 1.25. Sean a,b € Z* con ged(a,b) = 1, entonces,

a) F({a,b)) =ab—a—b.

ab—a—b+1 F((a,b))+1
b) 9I({ab)) = 2 = 2 :

Demostracion.
a) F({a,b)) =méx{Ap(S;a)} —a=(a—1)b—a=ab—b—a.

b) De la Proposicién 1.23,

a—1
I(a) = > ow| - 5
weAp(S;a)

1 1
= Z(0+b+2b++(a—1)b) — =

a 2
_b(1—|—~--—|—(a—1))_a—1
N a 2
1 bla=1a a-1
a 2 2
_bla=1) a-1
2 2

]

El siguiente resultado establece una expresion que generaliza la parte (b) de la propo-

sicion anterior.
. . F(S)+1
Lema 1.26. Sea S un semigrupo numérico, entonces, gs > L

Demostracion. Defina el conjunto

N(S):={seS:s<F(5)}
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y denote por n(S) al cardinal de N(5). Observando que

{071’27"' 7F(S)}:{SGS:S<F(S)}U{917927"' ,F(S)},

donde los g; son los gaps de S, y que ésta union es disjunta, tenemos que 1 + F(S5) =

n(S) + gs, es decir, n(S) = 1+ F(S) — gs. Ahora, considére la aplicacién

N(S) —G(9),

s — F(s) — s,

entonces, claramente ¢ estd bien definida y es inyectiva, luego se deduce n(S) < gg de

manera que gs > F(S) 4+ 1 — gg, resolviendo para gg se obtiene lo deseado. O]

Un tipo de semigrupos numéricos especiales son aquellos en donde se da la igualdad en

la desigualdad anterior.

Definicién 1.27. Sea S un semigrupo numérico con género gg y nimero de Frobenius

F(S). Se dice que S es simétrico si F(S) = 2gs — 1.

Sabemos que dado un semigrupo numérico S, siempre existird un entero F'(S) que no
estd en S, tal que, si n es mayor que F'(S), entonces n € S. Al numero F(S) se le ha
denominado ntmero de Frobenius.

Considére un semigrupo numérico S con nimero de Frobenius F'(S), si s € S, entonces
F(S)—s¢ S, yaquesi F(S)—s €S, entonces por la estructura de .S, se debe tener
que (F(S)—s)+s € S, es decir, F(S) € 5, lo cual es absurdo y por ello debe cumplirse
que F(S) —s ¢ S. Pero, el caso contrario no es necesariamente cierto, es decir: si
F(S) —x ¢ S, entonces € S. Lo anterior no siempre ocurre y el siguiente ejemplo

ilustra esta situacion.

Ejemplo 1.28. Sea el semigrupo numérico S = {0,5,6,7,8,9,—}. Se observa que
todos los enteros que exceden a 4 estan en S, entonces F/(S) = 4, luego: 4 —0¢ Sy
0€S,4—1¢Sy1¢S,4—-2¢Sy2¢S5,4—-3¢Sy3¢S5. Aqui notamos que, si

F(S)—x ¢ S, entonces no puede afirmarse que x € S.
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En ese sentido tenemos lo siguiente.

Proposicién 1.29. Sea S un semigrupo numérico simétrico. Entonces F(S) —s ¢ S

sty solo si s € S.

Demostracion. De acuerdo a lo anterior basta ver que para un elemento s € N, si
F(S)—s ¢ S, entonces s € S.
Considére el conjunto,

N(s)={se S:s< F(9)},

ya definido en el Lema 1.26 y sea N(s) = {0, s1, 2, -+ , Sk}, entonces k+1 = 1+ F(S)—g
y como S es simétrico se obtiene £k = gs — 1. De esta manera se tiene gg elementos en
N(s).

Dado que F(S)—s; ¢ S paratodoi € {1,2,--- ,k = gs—1}; sin pérdida de generalidad

se puede decir que

F(S)_Sl = 01,
F(S)—Sz = g2,

F(S) — Sgs—1 = Gg.—1;
F(S> -0= 9gs>

donde los elemetos g; son los gaps de S, entonces si s € N tal que F(S) —s ¢ S, se sigue
que F'(S) — s = g; para algtin i € {1,2,---, gs}, por lo tanto, F'(S) —s = F(S) —s; de
donde se deduce s = s; € S. O

Note que cuando F(S) es un nimero par, entonces para n entero positivo, F'(S) = 2n
con lo cual F(S) —n = n. Esto implica que, si n ¢ S entonces F'(S) —n no perteneceria
a S; luego puede afirmarse lo siguiente; cuando el nimero de Frobenius F'(S) es par,
entonces el semigrupo numeérico S, no es simétrico.

El siguiente resultado permite decir cuando un elemento no hace parte de un semigrupo

numérico generado por dos elementos.
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Proposicién 1.30. Sean x € Z y ny,ny > 2 enteros positivos tales que ged(ny, ng) = 1,

entonces x ¢ (ny,ng) si y solo si x = nyiny — any — bne, para algunos a,b € N.

Demostracion. Supongamos primero que x ¢ (nj,ng). Por la Proposicién 1.25 el se-
migrupo numérico (ni,ns) es simétrico y su nimero de Frobenius es F({ni,ns)) =
ning — ny — ng, entonces la Proposicién 1.29 implica que nyny —ny — ny — x € (nq, no);
esto significa que existen A\, € N tales que niny — ny — ny — x = Ang + Bng, luego
r =ning — (A+1)ny — (B4 1)ny. Suponga ahora que & = nyny —ang — bny para algunos
a,beN.

Si z € (n1,ny), entonces se deduce que F((ny,ns)) = ning —ny — ng € (ny, ng), pues,
ning — Ny — Ng = Nng — ang — bng + (a — 1)ny + (b — 1)ny,

lo cual es una contradiccion. O

Se presenta ahora algunos resultados importantes de la teoria de cuerpos de funciones.

1.2 Cuerpos de funciones algebraicas

A lo largo de esta seccion K denotard un cuerpo arbitrario. De lo contrario se le indi-
cara al lector. La mayoria de los resultados presentados en esta parte son tomados del

referente bibliografico [4] y parte del trabajo monogréfico [6].

Definicién 1.31. Un cuerpo de funciones algebraicas F//K de una variable sobre K es
una extensién de cuerpos F' O K tal que F es una extension algebraica de grado finito
del cuerpo de funciones racionales K (x) para algin = € F trascendente sobre K.

Por brevedad nos referiremos a F'/K como un cuerpo de funciones.

El conjunto,

K :={z € F : z es algebraico sobre K},

es un subcuerpo de F' dado que la suma, producto e inversos de elementos algebraicos
son también elementos algebraicos; a los elementos de K se les denomina constantes y al

cuerpo K sele llama el cuerpo de constantes de F'/ K, ademads, es claro que K C K ; F.
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El cuerpo K es algebraicamente cerrado en F' (o K es el cuerpo completo de constantes
de F)si K = K.
Un cuerpo de funciones F//K suele representarse como una extensiéon algebraica simple

de un cuerpo de funciones racionales K (x); es decir,
F=K(x)(y) = K(z,y)

donde ¢(y) = 0 para algin polinomio irreducible ¢ con coeficientes en K (z).
Un anillo de valuacion de un cuerpo de funciones F'/K es un anillo @ C F con las

siguientes propiedades:

C C
a) KSOGF.
b) Para todo z € F, se cumple que z € O 0 2! € O.
Algunos resultados relacionados con anillos de valuacién se muestran a continuacion.

Teorema 1.32. Sea O un anillo de valuacion de F/K. Entonces

(a) O es un anillo local, es decir, O tiene un unico ideal mazimal P = O — O*, donde
O"={z€F:existeweO conwz=zw=11},

es el grupo de unidades de O.
(b) Sea P el inico ideal mazimal de O, entonces

i) P es un ideal principal,

ii) Si P = tO, entonces cada 0 # z € F tiene una representacion unica de la

forma z = t"u para alginn € Z y u € OF.

Un lugar P de un cuerpo de funciones F'/K es el ideal maximal de algin anillo de

valuacién O de F/K, al conjunto de lugares de F//K se le denota por Pp.

Un elemento primo de un lugar P es aquel elemento t € P tal que P = tO.
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Si O es un anillo de valuaciéon de F//K y P es su ideal maximal, entonces O es deter-

minado de manera tnica por P, a saber,
O={zcF:2"¢P}.

Por esto, Op := O se llama el anillo de valuacion del lugar P. Una segunda descripcion
util de los lugares se da en términos de valuaciones. Una valuacion discreta de F'//K es

una funcién sobreyectiva v : F' — Z U {oc} con las siguientes propiedades;
a) v(x) = o0 siy solosixz =0,
b) v(zy) = v(z) + v(y) para todo z,y € F,
¢) v(z +y) > min{v(z),v(y)} para todo z,y € F,
d) Existe z € F para el cual v(z) =1,

e) v(a) =0 para todo 0 # a € K.

En este contexto el simbolo oo es usado para identificar un elemento no entero tal que
00400 =00,00+Nn =n+00=00Yy 00 >m, para todo m,n € Z. La propiedad (c) es
conocida como destqualdad triangular.

Una propiedad de utilidad al momento de trabajar con valuaciones es la desigualdad
triangular estricta, la cual es consecuencia de los items anteriores y afirma que, dados

z,y € I con v(x) # v(y), entonces,

(e +y) = min{u(z), v(y)}-

Si P es un lugar de F, se puede asociarle una funcién vp : F' — ZU{oo} (que resultara
ser una valuacién discreta de F//K) como sigue.
Sea t un elemento primo de P, entonces cada elemento no nulo z € I’ tiene una repre-

sentaciéon unica de la forma z = t"u para algin n € Z y u € O*. Definimos

n st z=t"u
vp(z) =:

oo st z=0.
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También note que dado un lugar P, entonces,

Op={z€F:vp(z) >0ty P={z€ F:up(z) >0},

donde vp denota la valuacién discreta de P.

Si z es un elemento no nulo de F'y P € Pp, con vp(z) > 0 se dice que P es un cero de z
y si vp(z) =m > 0, se dice que P es un cero de z de orden m. Asimismo, si vp(z) < 0,
entonces P es un polo de z y si v,(z) = —m < 0, entonces P es un polo de z de orden
m. En particular, si P es un cero (resp. un polo) de orden 1 de z, a P se le llama un
cero simple (resp.un polo simple) de z. Se puede probar que un elemento z en F' es un

elemento primo para P, si P es un cero simple de z.

Dado P un lugar de F//K y Op su anillo de valuacién, el anillo Op/P tiene una
estructura de cuerpo. Este cuerpo se denota por Fp := Op/P y se llama el cuerpo de

clases residuales de P.

Para z € Op definimos z(P) como la clase residual de  médulo P,y si x € F — Op
entonces z7! € P, luego x71(P) = 0, por lo se define x(P) := co. Puede pensarse en
K como un subcuerpo de Fp mediante la inmersiéon K <— Fp inducida al restringir
el homomorfismo canénico m : Op — Op/P sobre K, més ain, el argumento previo
también es valido para K ; en definitiva se consideran a K y K subcuerpos de Fp. En

virtud de lo anterior se define el grado de P como
deg P := [Fp : K]
y se puede probar que todo lugar tiene grado finito y que
deg P < [F: K(x)].

Un lugar de grado uno se llama lugar racional de F//K y seran de interés en los dos

ultimos capitulos de este trabajo.
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La aplicacion,

F —)FPU{OO},
r — x(P),

donde z(P) € Fpsix € Opy z(P) := 0 si © € F — Op, se llama la aplicacion de

clases residuales con respecto a P.

En adelante F'//K denotard un cuerpo de funciones con K su cuerpo completo de cons-
tantes.

A continuacion se presentan los conceptos necesarios para definir el género de un cuerpo
de funciones que es un invariante de gran importancia en esta teoria. Hasta ahora el
conjunto de lugares Pr de un cuerpo de funciones F//K no tiene una estructura alge-
braica que relacione sus elementos, sin embargo, se puede pensar en el grupo abeliano

libre generado por Pg.

Definicién 1.33. El grupo divisor de F/K se define como el grupo abeliano libre

(escrito aditivamente) que es generado por los lugares de F'/K y se denota por Div(F).

a) Los elementos de Div(F') se denominan divisores de F//K; en otras palabras, un

divisor D es una suma formal,

D= anP con np € Z, y casi todonp =0 .

b) Sean D = Z npPy D' = Z mpP dos divisores de F. Se define la suma de D

PcPp PcPp
y D’ como,

D+D' = > (np+mp)P.

PcPp

c) El elemento cero del grupo divisor Div(F) es el divisor,

0:= Z rpP donde rp = 0 para todo P € Pp.
PePr
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d) ParaQ € Prpy D = Z npP se define vg(D) := ng.

PcPp

e) En Div(F) se tiene una relaciéon de orden dada por,
Dy < Dy sii vp(Dy) < vp(Dy) para todo P € Pp.
Si Dy < Dy y Dy # Ds, se escribe Dy < Ds.
f) Un divisor D > 0 es llamado positivo (o efectivo).

Si D es un divisor de F'/K, se define el grado de D como,

deg D := ZUP<D) -deg P

PePp

y el espacio de Riemann-Roch de D como,
Z(D):={x € F:vp(x) > —vp(D) para todo P € Pr} U{0}.

Este es un espacio vectorial de dimensién finita sobre K y ¢(D) denota su dimension.

El género de F/K se define por,
g :=méx{deg D — {(D)+1: D es un divisor de F/K},

y se demuestra que es un entero no negativo.
Uno de los teoremas importantes de la teoria de cuerpos de funciones es el Teorema de

Riemann-Roch, el cual permite calcular la dimension de un divisor A.

Teorema 1.34. Sea W un divisor candénico de F/K, entonces para cada divisor A €
Div(F),
((A)=degA+1—g+ (W —A).

Puede verificarse que cada elemento distinto de cero x € F' tiene un nimero finito de

ceros y polos en Pp. Si z es un elemento no nulo de F' y se denota por M (resp. N) el
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conjunto de ceros (resp. polos) de z en Pp, entonces se define,

() = Z vp(x)P, el divisor cero de x,

PeM
T)oo = — vp(x)P, el dwisor polo de x,
() > ve()
PeN
() = (2)o — (%), €l divisor principal de x.

Claramente (z)g > 0, () >0y

El ejemplo mas sencillo de un cuerpo de funciones es el cuerpo de funciones racionales
K(z)/K donde z es un elemento trascendente sobre K. Este cuerpo tiene género g =0
y una descripcion muy particular de sus lugares. A continuacién se estudia su estructura

interna.

Definicién 1.35. Sea K un cuerpo y = un elemento trascendente sobre K. Denote por
K{z] el anillo de polinomios en la indeterminada x con coeficientes en K. El cuerpo de

funciones racionales F' = K (x) se define como,
k(@) = {10 7o), ate) € Klal g(0) 2 0}

Para un polinomio ménico e irreducible p(z) € K|x], el conjunto,

CM@:{ﬁgrﬂmﬁﬂéKMm@Hﬂ@} (1.1)

es un anillo de valuacién de K (z) cuyo conjunto de unidades esté dado por,

@@:{%%:ﬂmm@eKmmmwﬂmm@Hmw}
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€1 CODSGCUGHCia,

Py — {% - f(2),9(x) € Klal,p() | f(x),p(x) +g<x>} (1.2)

es el correspondiente lugar de Op,). En el caso particular cuando p(z) es lineal, es decir,
p(z) =z —a con a € K, se escribe P, := P,_,.

El anillo O, ;) es llamado anillo de valuacion asociado al polinomio ménico e irreducible
p(z).

En K(x)/K defina ahora,

Oy = {% cdeg f(x) < degg@)} : (1.3)

Entonces Oy, es un anillo de valuacién de K (z) que tiene como ideal maximal,

P, = {% s f(x),9(x) € K[z],deg f < degg(a:)} . (1.4)

A este conjunto se le llama el lugar infinito de K(xz)/K, y observe que la etiqueta de
“o0”depende del elemento generador de la extension K(z)/K; por ejemplo Py es el
lugar infinito de K (z71).

Algunas propiedades que tiene el cuerpo de funciones racionales K (z)/K se muestran

a continuacion.
Proposicién 1.36. Sea F' = K(x) el cuerpo de funciones racionales.

(a) Si P = Py € Pk es el lugar definido por (1,2) donde p(x) € Klz] es un
polinomio irreducible sobre K, entonces p(x) es un elemento primo de P y la

correspondiente valuacion discreta vp puede describirse como sigue.

Si 0 # z € K(x) se escribe en la forma

e (1)
()
con f(x),g9(x) € Klz], p(z) t f(x) y p(x) 1 g(z), entonces vp(z) :==n. Si z =0,

se define vp(z) := co. Ademds, el cuerpo de clases residuales K(x)p = Op/P es
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(b)

(¢)

isomorfo a Klx]/{p(x)), consecuentemente, deg P = deg(p(x)).

En el caso especial cuando p(x) =z — o con o € K, el grado de P =P, es 1, y

la aplicacion de clases residuales estd dada por
K(x) — K(x)pU {0},
z > z(P) = z(a)

donde z(«) se define de la siguiente manera.

Siz = J;Eg con f(x), g(x) elementos de K|z| primos relativos, entonces
)
oy | ) S A #O

Sea P, el lugar infinito de K(z)/K definido por (1,4), entonces deg Poo = 1 y un

1
elemento primo de Py est = —.
x

La correspondiente valuacion discreta vy estd dada por,

Vo (%) = deg g(x) — deg f(z),

donde f(x),g(x) € K|x] y la aplicacion de clases residuales correspondiente a Px,

esta determinada como sigue,
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donde

St
apx" + - +a
Z:bm:pm+---+b(()) Con Gy, by, # 0,

(d) K es el cuerpo completo de constantes de K(x)/K.

Se termina la presentacion de resultados del cuerpo de funciones racionales con una

descripcion de sus lugares.

Teorema 1.37. Sea F' = K(z) el cuerpo de funciones racionales sobre K. Si P € Py,

entonces P = Py, para algin polinomio p(x) € K|x] mdnico e irreducible 6 P = Px.

Ahora se presentan algunos hechos relacionados con elementos de un cuerpo de funciones
que tienen un unico polo.

Sea P € Pr. Un entero n > 0 se llama un numero polo de P, si existe un elemento
x € F con () = nP. De lo contrario n se llama un nimero gap de P.

El conjunto de nimeros polos asociados a un lugar P de un cuerpo de funciones F/K
tiene una estructura de semigrupo numérico. Este hecho da paso a la siguiente definicién,

la cual estard presente a lo largo de este trabajo.

Definicién 1.38. Dado F/K un cuerpo de funciones y P un lugar racional de F, se

define el semigrupo de Weierstrass asociado a P por,
H(P):={s €N: (2)y = sP para algin z € F}.

Para denotar este conjunto simplemente se escribird H cuando no haya confusién algu-
na.
Suponga que P € Pr. Como (x), = 0 para todo x € K — {0}, de manera trivial n = 0

es un numero polo de P. Asimismo, para n € N es claro que ¢((n — 1)P) < {(nP) para
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todo P € Pp, de modo que si £(nP) # ¢((n — 1) P), entonces, {((n — 1)P) < {(nP), es
decir,

U(n—1)P) + 1 < {(nP). (1.5)

Por otra parte, si P es un lugar racional, entonces
{(nP) </l((n—1)P)+1, (1.6)

y por lo tanto, combinando (1.5) y (1.6) se obtiene ¢(nP) = £((n—1)P)+1. En definitiva,
si P es un lugar racional de F//K y ¢((n — 1)P) < {(nP), entonces ¢((n —1)P) + 1 =
{(nP).

El préximo resultado establece que el complemento de H(P) en N es finito. El conjunto

anterior se denota por G(P) y se llama el conjunto de gaps de P.

Teorema 1.39. Sea P € Pg, para cada n > 2g existe un elemento x € F tal que

(2)s = nP; en consecuencia, sin es un gap de P, entonces n € {1,2,3,---,2g — 1}.

Demostracion. Si n = 0 se tiene (), = 0P para todo x € K — {0}. Si n > 1,
por el Teorema 1.34 se sigue que ¢((n — 1)P) = (n — 1)degP + 1 — g y {(nP) =
ndeg P+ 1 — g, luego se tiene la inclusién propia Z((n —1)P) & Z(nP). Lo anterior
significa que existe z € Z(nP) — Z((n — 1)P); en ese sentido se afirma que cada
elemento x € Z(nP) — £ ((n — 1)P) tiene divisor polo nP. En efecto, el hecho de que
r € L(nP)— Z((n—1)P) implica que,

(x) > —nP, (1.7)

y que existe un lugar ) de F' con vg(z) < —n. Observe que si Q = P, entonces
vo(z) > —n y en consecuencia, vg(z) = —n. Por otra parte, empleando (1.7) se tiene
que vp(z) > —n y vo(xr) > 0 para todo () # P, lo cual muestra que si @) # P, entonces

() no es un polo de x obteniéndose asi que () = nP. ]

En los términos del teorema anterior puede decirse que para P un lugar racional, si
{(nP) ={4((n—1)P)+1, entonces n € N es un nimero polo de P; esto equivale a decir

que para P un lugar racional, si n es un gap de P, entonces {((n — 1)P) = {(nP).
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Teniendo en cuenta lo anterior, se caracterizan a continuacién los gaps asociados a un

lugar racional P de un cuerpo de funciones F'/K.

Proposicion 1.40. Sea P € Pr un lugar racional. Entonces n es un gap de P si y solo

si{(nP) ={((n—1)P).

Demostracion. Es suficiente con demostrar que si n es un nimero polo de P, entonces
{(nP) > {((n — 1)P). En efecto, sea n un numero polo de P, por definicién existe
r € F tal que () = nP, de ahi que () = ()9 — nP > —nP, lo anterior indica
que x € Z(nP). De otro lado, suponga que ¢(nP) = {((n — 1)P), entonces se tiene
Z(nP)=%((n—1)P),y por consiguiente x € Z((n—1)P), esto significa que (z)y > P,

lo cual es una contradiccién puesto que P es un polo de x. O
Ahora se presenta el Teorema de los gaps de Weierstrass.

Teorema 1.41. Suponga que F/K tiene género g > 0 y sea P un lugar racional.
Entonces existe exactamente g nimeros gaps i3 < --- < i, de P. Mds aun; i1 =1y

ig < 29 — 1.
La siguiente observacién nos muestra una de las aplicaciones de los semigrupos numéri-
cos en lo que respecta a cuerpos de funciones algebraicas.

Observacion 1.42. Dado n un entero positivo y P un lugar racional de F), se puede
escribir

{0,1,2,--- n}={x e HP):x <n}U{x € G(P):z <n}.

Entonces {(nP) = s, donde s := |{x € H(P) : x < n}|. De igual modo, los semigrupos
numéricos proporcionan informacién para la busqueda de bases del espacio de Riemman-
Roch Z(nP). Méas concretamente:

1. Sin € H, considére elementos z; tales que (z;)% = n;P con n; < n.

El conjunto B := {21, 22, -+, 2zs} es una base para el espacio de Riemann-Roch

Z(nP).

En efecto, como
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se sigue que z; € £ (nP) para todo j € {1,2,--- ,s}. También se tiene que B es

linealmente independiente sobre K, puesto que si B es linealmente dependiente,

existen A\, ---, A € K no todos ceros tales que
)\121 + e 4 )\SZS =0. (18)
Como los elementos n; € H(P) se encuentra que las valuaciones vp(z;) = —n; son

distintas para cada valor de j, luego aplicando la desigualdad triangular estricta
a (1.8) se obtiene n; = oo para algin t € {1,2,--- ,s}; una contradiccién. Por lo
tanto, B es linealmente independiente sobre K. Finalmente dado que ¢(nP) = |B)|

concluimos lo deseado.

2. Sin es un numero gap de P. Un razonamiento andlogo al anterior muestra que

considerando elementos z; tales que (z;)% = n;P con n; < n; el conjunto B :=

{21, 29, -+, 25} constituye una base para el espacio de Riemann-Roch .Z(nP).
Note que si z;, = zj, para ciertos ji,j2 € {1,2,---,s}, entonces (z;,)5 = (2;)5%, es

decir, nj,Qoo, = 1j,@oo,;, luego se tiene n;, = n;,, en consecuencia z;, # z;,, siempre

que 7, # Tjo -

1.3 Extensiones de Cuerpos de Funciones

En adelante suponga que F’ /K’ (resp. F'/K) es un cuerpo de funciones y que K’ (resp.
K) es su cuerpo completo de constantes.

Un cuerpo de funciones F'/K' se dice una eztension algebraica (resp. extension finita)
de un cuerpo de funciones F/K, si F'/F y K'/K son extensiones algebraicas (resp.
extensiones finitas) de cuerpos.

Ahora se mencionan algunas definiciones y propiedades importantes de los lugares en
una extension algebraica de cuerpos de funciones F'/K' de F/K.

Sean P € Pry Q € Pp. Si P C (@ se dice que P estd debajo de ) o que Q divide a

Py a este hecho se le denota por Q|P; en este caso se demuestra que existe un entero
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positivo e > 1 tal que para todo z € F' se cumple que,
vo(z) =e-vp(x).

El entero positivo e se conoce como el indice de ramificacion de () sobre P y se denota
por e(Q|P). También se prueba que para cada lugar @) € Pp existe un tnico lugar
P € Pr tal que Q|P, concretamente P = Q) N F, y de manera reciproca que para cada
lugar P de F' existe al menos uno y a lo mds un nimero finito de lugares en F’ que
extienden a P.

Un lugar P € Pr ramifica en F'/F, si existe un lugar ) de F’ que extiende a P tal que
e(Q|P) > 1. En caso contrario se dice que P no ramifica en F'/F.

Si P esta debajo de @) se prueba que la clase residual Fc/g es una extension de cuerpo

de la clase residual Fp via la inmersion,

Fp —>FéQ

El grado de Fy,/Fp el cual puede ser infinito se denota por f(Q|P) y es llamado el
grado relativo de @) sobre P. Se prueba que f(Q|P) es finito si y solo si F'/F es una
extensién de cuerpo finita.

El siguiente resultado muestra que el indice de ramificacién y el grado relativo estan

estrechamente relacionados.

Teorema 1.43. Sean F'/K' una extension finita de F/K, P un lugar de F/K vy

Py, -+ P, todos los lugares de F'/K' que extienden a P, entonces,

e(B|P)f(P|P) = [F": F].
i=1
Sean F'/K' una extensién de F/K de grado [F' : F] = ny P € Pg. Se dice que el
lugar P es totalmente ramificado en F'/F si existe un lugar @) que extiende a P con

e(Q|P) = n. El Teorema 1.43 implica que @ es el tnico lugar que extiende a Py que
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f(Q|P) = 1. También se dice que P se descompone completamente en F'/F si existen
exactamente [F' : F] lugares distintos en F” que extienden a P. Empleando nuevamente
EL Teorema 1.43 se tiene que P se descompone completamente en F'/F si y sélo si
e(Q|P) = f(Q|P) = 1 para todo lugar @ de F’ que extiende a P.

Existe una relacion entre el grado de los lugares y el grado relativo en una extension de
cuerpos de funciones finita. Mas exactamente; dados ) € P v P € Pr con P debajo

de @), se muestra facilmente que,

f(Q|P)deg P

deg @ = K K]

En el caso particular cuando K’ = K entonces (Q es racional si y sélo si P es racional

y f(QIP) =1

Para un lugar P € Pp, se define su conorma (respecto a F'/F') como el divisor

Conpryp(P) ==Y _e(P'|P)- P' € Pp,

PP

donde la suma estd definida sobre todos los lugares P’ € Pr que estan sobre P. La
aplicacién de la conorma puede extenderse a un homomorfismo de Div(F') a Div(F")

de la siguiente manera:
Conprp (Z np - P) = Z np - Conpr/p(P).
PePp PePp

Observe que la conorma envia divisores principales de F' a divisores principales de F”.

Mais exactamente.

Proposicién 1.44. Sea F'/K' una extension algebraica de F/K. Para un elemento

de I no nulo, denote por (2)5, ()5, (2)2, (resp. ()L, ()L, (2)E) el divisor cero, el

divisor polo y divisor principal de x en Div(F) (resp. de x en Div(F")). Entonces
Conpr ((z)h) = ()8, Conpr/p ((x)) = (2)E y Conpr/p ((2)F) = (z)F".

A continuacion se describe un método que a menudo se usa para determinar todos los
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lugares de F” que estan sobre el lugar P € Pp, por conveniencia se introduce la siguiente

notacion.
» F'=Fp=0p/P el cuerpo de clases residuales de P,
» @ =a(P) € F es la clase residual de a € Op,
» Sip(T) = ZciTi es un polinomio con ¢; € Op, se define (1) = Z@T’i € FI[T).

Cada polinomio v(T') € F[T] se corresponde con un polinomio cuyos coeficientes estén

en Op. Para ver esto, escriba
W) =a+aT + - +a1"

con @; € F. Considerando los elementos ag, ay, - ,a, € Op; €l polinomio
o(T)=ao+a; T+ +a,T"

determina tal polinomio, ademds note que deg(v(7")) = deg(x(T)).

Con esto en mente enunciamos el Teorema de Kummer.

Teorema 1.45. Suponga que F' = F(y) donde y es entero sobre Op y considere el
polinomio minimal de y sobre F, o(T) € Op|[T], sea,

w(1) = [0

la descomposicion de B(T) en factores irreducibles sobre F, es decir, los polinomios
Y(T), -, 7 (T) son polinomios mdnicos e irreducibles, diferentes dos a dos en F 1y
€; > 1. Escoja polinomios monicos ¢;(T) € Op[T] con ;(T) = vi(T) y deg(wi(T)) =

deg(v(T)), entonces para i =1,2,--- | r existen lugares P; € P tales que,

PP, pi(y) € Py y f(B|P) > deg(7i(T)),

ademds P; # P; para i # j.
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En el caso en que ¢, = 1 para i = 1,2,--- ,r, emiste, para 1 < 1 < r exactamente un
lugar P; € Pr con P|P y vi(y) € P,
Los lugares Py, --- , P., son todos los lugares de F' que extienden a P, y
Conpyp(P) =Y &P;=> e(P|P)P,.
i=1 i=1
Por lo tanto ¢; = e(P;|P). Mds ain el cuerpo de clases residuales Fp, = Op,/P; es

isomorfo a F[T]/{(~;(T)) y en consecuencia f(P;|P) = deg(v;(T))).

Ahora presentamos los resultados mas relevantes de extensiones de tipo Kummer en
cuerpos de funciones.
Sea F'/K un cuerpo de funciones donde K contiene una n—ésima raiz de la unidad (con

n > 1y primo relativo con Char(K)), suponga que u € F tal que,
u # w” para todow € Fyd|n,d> 1. (1.9)

Sea
F'= F(y) con y" = u, (1.10)

entonces F'/F es llamado una eztension de Kummer de F.

Proposicién 1.46. Sea F'/F una extension de Kummer como la descrita anterior-

mente, entonces,

a) El polinomio ®(T) =T" — u es el polinomio minimal de y sobre F' (en particular

este es irreducible sobre F'), y la extension F'/F tiene grado [F' : F] = n.

b) Sea P € Pr y P’ € Pr un lugar sobre P, entonces,

n
PPy =2
(PP = 2,
donde,
rp = ged(n,vp(u)) > 0, (1.11)

es el mdaximo comin divisor de n y vp(u).
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c) Si K' denota el cuerpo de constantes de F' y g (resp. ¢') el género de F/K (resp.
F'/K'), entonces,

, n 1 rp
g:1+—'<g—1+— (1——>degP>,
[K': K] 2P€PF n

donde rp es definido por (1,11).
Del resultado anterior se sigue el siguiente corolario.

Corolario 1.47. Sea F//K un cuerpo de funciones y F' = F(y) con y" = u € F, donde
Char(K) no divide an y K contiene una n—ésima raiz primitiva de la unidad. Suponga
que existe un lugar Q) € P tal que ged(n, vg(u)) = 1. Entonces K es el cuerpo completo

de constantes de F'.

Las extensiones de Kummer tienen las siguientes propiedades:

Proposicién 1.48. Sea F' /K’ una extension de Kummer de F// K. Suponga que Py, Py, - - -

son todos los lugares de F' que estan sobre P € Pr, entonces,
a) e(B|P) = e(P|P) y f(P|P) = f(P;|P) para todo i,j. Por lo tanto e(P) :=
e(P|P) y f(P) := f(F|P) son llamados el indice de ramificacion de P en F'/F

y el grado relativo de P en F'/F respectivamente.

b) e(P)- f(P)-r=[F':F|. En particular e(P), f(P) y r dividen a [F": F).

1.4 Cobdigos algebraicos-geométricos

Terminamos los preliminares con algunas definiciones y resultados asociados a la teoria
de cédigos algebraicos geométricos.

Sea A un conjunto finito, un cddigo C de longitud n sobre A es un subconjunto del
producto cartesiano A™. A los elementos de C se les llama palabras.

Sean a = (ay,...,a,) y b = (b1,...,b,) elementos de A", se define la distancia de

Hamming entre las palabras a y b por,

d(a,b) = |{i: a; £ b;}], (1.12)
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esto es, d(a,b) es el nimero de componentes en los cuales a y b difieren.
Se puede verificar que la distancia de Hamming es una métrica en A™. Un parametro
fundamental de un cédigo C es la distancia minima entre sus palabras. Este pardametro

viene dado por,
d :=d(C) = min{d(a,b) : a,b € C,a # b}.

La distancia minima da una medida de lo bueno que es un cédigo en relaciéon con la
deteccion y correccién de errores.

También se define el peso w de un elemento a € A™ como

w(a) :=d(a,0) = [{i : a; # 0}].

En otras palabras, el peso de la palabra a es el nimero de sus componentes distintos
de cero.

Se considera un caso especial cuando A = F,, el cuerpo finito con @) elementos y C es
un subespacio vectorial de Fy sobre IF,. En este caso se dice que C es un cddigo lineal y
tenemos un parametro adicional, a saber, su dimensién como subespacio vectorial de [y .
Denote esto por k := dimp, C. Este nuevo parametro mide la capacidad de transmision
de informacién del cdédigo. En lo que sigue solo se consideran codigos lineales.

Cuando C es un subespacio vectorial se puede probar que la distancia minima es igual

al minimo de los pesos de los elementos no nulos de C, es decir,
d=d(C) =min{w(c):c#0y ceC}.

Se dice que C es un [n, k,d] cédigo lineal, si C tiene longitud n, dimensién k sobre el
cuerpo F, y distancia minima d,bajo esta nocién, se busca tener [n, k,d] cédigos con
dimensién y distancia minima lo mas grandes posible. Una manera simple de describir
un cddigo lineal C explicitamente, es conociendo una base de C (como espacio vectorial

sobre F).

Definicién 1.49. Sea C un [n, k| cédigo sobre F,. Una matriz generadora de C es una

matriz de tamano k x n cuyas filas forman una base de C.

En general, los parametros de un codigo lineal estan relacionados de la siguiente manera:
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Proposicién 1.50. Sea C un [n, k,d] cddigo. Entonces k+d <mn + 1.

La desigualdad anterior se le conoce como la cota de Sigleton.
Los cédigos que se construyen a partir de cuerpos de funciones algebraicas fueron in-
troducidos por primera vez por V. D. Goppa en 1981. A estos cédigos les llamamos

cédigos AG. Llegando a este punto se presenta la siguiente notacion:

F/F, es un cuerpo de funciones algebraicas de género g.

Py, P, ..., P, son lugares racionales de F'/F,, distintos dos a dos.

G es un divisor de F/F, tal que ningin P, con ¢ = 1,2,...,n aparece en la

expansion del divisor G.

El cdédigo dlgebro-geométrico o (codigo AG) denotado por Cy(D,G), asociado a los
divisores D y G se define por,

Co(D,G) = {(x(P),2(P),...,z(F)) € Z(G)} CFy.
Considere la aplicacién evaluacién e,p : £(G) — Fy, dada por,
ewp() = (2(P1),2(R),...,2(P,)) € F, (1.13)

se tiene que, e,p es F,- lineal y C# (D, G) = e,p(ZL(G)).
El siguiente teorema permite calcular (o por lo menos estimar) los pardmetros n, k y d

del cédigo C¢ (D, G) haciendo uso del Teorema 1.34.

Teorema 1.51. Co(D,G) es un [n, k,d] cddigo con pardmetros,
k=0G)—¢G—-D) y d>n—degG.

Mas ain, si deg G < n, la aplicacion evaluacion e,p : L (G) — C¢(D,G) es inyectiva

y se tiene,
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(a) C4(D,G) es un [n,k,d] cddigo con,
d>n—degG y k=UG)>degG+1—g. (1.14)

En consecuencia,

k+d>n+1-g. (1.15)

(b) Si ademds, 2g — 2 < deg G entonces k = degG+ 1 — g.

(¢) Si{xy1,29,...,21} es una base de L(G) sobre F,, entonces la matriz,
r1(P) w(Pp) -0 wi(P)
ro(P1) wa(P2) -+ xa(F)
M =

es una matriz generadora para Cy (D, G).

Observe que la cota inferior (1.15) para la distancia minima, es muy similar a la cota

de sigleton. Al combinar ambas cotas se deduce que para deg G < n,

n+l—g<k+d<n-+l.

En virtud del Teorema 1.51, por lo general se supone que deg G < n para obtener una

cota significativa para la distancia minima del cédigo C« (D, G).

En particular cuando G es un multiplo de un lugar racional () de F//F, y D es el divisor
formado por la suma de lugares racionales distintos a @, se llama a C'¢(D, G) un c6digo

AG unipuntual.






Capitulo 2

Semigrupos de Weierstrass en exten-
siones de Kummer con un lugar en el

infinito

En este capitulo se expone con detalle el articulo [2] en el cual se describe explicitamente
el semigrupo de Weierstrass H((Q),) correspondiente al inico lugar que extiende a P,
en una extension de Kummer y” = f(z) donde f(z) € K(x) y ged(n,deg(f(z))) = 1.

Sea K la clausura algebraica del cuerpo finito F, con ¢ elementos. Considére el cuerpo

de funciones F//K(z) de tipo Kummer dado por la ecuacién,

r

y" = H(a: — o)™, (2.1)

=1

donde aq, -+ ,a, € K son elementos distintos dos a dos, \; e N, 1 < \; <m,m>2y
r > 2 son enteros positivos, A\g := Z)‘i’ ged(m, q) = 1, y ged(m, Ag) = 1.

i=1
Para probar el resultado principal de este capitulo se necesita los siguientes dos lemas.

Lema 2.1. Para m, )\ enteros positivos se cumple que

Aii {%J _ (m=D(A—1) +ged(m, ) — 1

> (2.2)

7=

37
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-1 .
Demostracion. Defina S(m, \) = Z {%J, para¢t = 0,1,2,--- ;A — 1, suponga que
i=0

. A-1
mi = qgA+r; con 0 < r; <\, entonces ¢; = {@J y S(m,\) = Z% de modo que,

A ,
1=0
A-1 A—1
mZz = AS(m,\) + Zri. (2.3)
i=0 i=0
A-1 (A — 1)\ A-1
Como Zz =5 e suficiente calcular Zﬁ, si escribe ¢ = ged(m, A), enton-

i=0 i=0
ces m = c¢cM y A = c¢N para ciertos M, N enteros positivos que ademads satisfacen

ged(M,N) = 1, como r; = 0 méd (c) se tiene r; = cR; con 0 < R; < N y por con-
siguiente Mi = ¢;N + R;, es decir, Mi = R; méd (N), dado que ged(M,N) = 1 e
i € {0,1,--- ;A — 1} el cual es un conjunto completo de residuos médulo ¢N, pue-
de decirse también que el conjunto {Mi : 0 < i < A — 1} lo es y en consecuen-

cia {R; : 1 < i < XA —1}. Ahora teniendo en cuenta que 0 < R; < N — 1, y que

ie€{0,1,2,--- ,A—1} cubre un conjunto completo de residuos médulo N exactamente
A1 A1 N-1 (N = 1)N
ti i = R; = | | = ¢>>————. Por lo tanto de (2.3
¢ veces, se tiene, Zr CZ c CZ] c 5 or lo tanto de (2.3) se
=0 1=0 7=0
obtiene,

A—1DA = |im| W -1)N
m = A — ,
2 A 2
1=0
con lo cual,
Ai im|  mA=DA=AEN-DN m\ -1\ = N>+ N
—~l Al 2\ N 2
 omA—=1DA—=(eN)?+c(eN)  mA—1)A =X +cA
B 2 B 2X
- mA=DA=A=c)A  mA-1)-A+c
— o —

mA—=1)+c—A-1)-1 (m—-1)A-1)+c—1
2 N 2 '
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O

Lema 2.2. Sean r,m, \g, \1, Ao, - - - , A\, enteros positivos tales que \g := Z)‘i yr < Ao
i=1

Para k € {r,r+1,--- Ao — 1}, se define

T
Nk = max {pshsz,-":Sr : Zsi = k, 1<s < )‘l} )

i=1

donde ps, sy, s, := min { r;\mJ 1< < 7’} ,

%

entonces la sucesion {nk}z(’:;l es tal que n, < Mpyq < - oo < Myy—1, Y Sus elementos tienen

SimJ :1§s,~</\i,1§z'§r}.

la misma multiplicidad de los elementos del conjunto S := { {
En particular,

oot (M= —1)—r+ ilgcd(m, )

anz 5

ujm

s

Demostracion. Sing = pu; ug, uy = L J para algun j € {1,2,--- ,r} con ZUZ =k
J i=1

y1<w; <\ paratodoi=1,2,---,r, entonces u; < \;.

wim u;m u;m
En efecto, si u; = \;, entonces m = L /]\ J < L j\ J < j\ < m para todo i. Por lo
j i i

= m de donde se concluye u; = \; para todo 1.

k= Zu -~ Z)\ = Ao,
=1

=1

i
Ai
De acuerdo a lo anterior

tanto,

lo que contradice que k € {r, -+, \g — 1}.

De otro lado, note que para r < k < \g — 2 se cumple,

Mk = Pur, uj, ur < Put o uj+1, ur < Nk+1-

e, . Ut

Para ver esto, considére la r—upla (uy, - ,u; 4+ 1, ). Si Py ey, 0 = {)\—J
t

con t € {l,---,r} — {j}, entonces pu ..y ur < Pus 410 De igual mane-

11 ,
T2, S1 Pug ey 1,0y = {W;—WJ , el hecho u; < wu; + 1 implica que {_u;\mJ <
J j
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u; +1)m -
{%J , luego puy ey iy < Puyy i1, ue - Ahora, puesto que Zul +1 =

J i=1
k+1,1 <wuy < M paratodot € {1,--- ,r}—{j}, ycomo 1 <u;+1 <)\, pues u; < \j;
se deduce que Puy i1, < 741. En consecuencia, 1, < 141 < -+ < 1),-1 €S Una

sucesion no decreciente.

En lo que resta observe que S = A donde A := {n, : k = r,--- ;Ao — 1} y que
la multiplicidad de los elementos de cada conjunto es la misma. Efectivamente, por

definicién de 7, se cumple la inclusion A C S. También observe que el cardinal del

conjunto A es [A] = (Ao — 1) — (r — 1) = Ao — 1, y si escribimos S = Ué’,- donde
i=1

S/Lm . ‘ B T B ' B
0, = {{ N J 1<s; < )\,} se sigue que |S| = ;W = ;(Ai—l) = )\ — 1. Por
lo tanto, |A| = |S| contando multiplicidades. En este sentido, para probar que A = S

es suficiente mostrar que si el valor de 7, aparece n > 1 veces en A, entonces 7

aparece al menos n—veces en S. Lo anterior significa que existen diferentes elementos

j17j2>"' 7jn € {17 ,T} Y S5, 5S4, con,

1§Sji§)\ji_1ynk:\‘SQ@J:"':\‘MJ' (2.4)
J1 In

Para probar esto, suponga sin pérdida de generalidad que
Me—1 < Mg = Me+1 = *** = Nh+(n—1)
con ng_1 =0si k=7 Como A C Sexiste j; € {1,--- , 7} ys;, € {l,---,\j; — 1} tales

sjlmJ
A ]

Para cada i € {1,--- ,r} defina,

Fi::{seN:nkgrfJ ylgsg)\l}.

A continuacién se afirma que I'; # () para todo . En efecto, si supone que ¢ = 7,
S5, M

Ajy

entonces 7y, = { y 1 <s; < A\j, es decir, s;, € I'j, . Por otro lado, si 7 # j,
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Si A Si N\
entonces 2 < \; — 1, luego L J1 ZJ +1 < \;. M4s atin, como
J1 J1

Sj1)‘i < \‘Sjl)\iJ +1

J1 )‘j1
m Sj, i m
o 1) =
)\z‘<({)\le+ )Ai’
5j1)\’£ m 5j1)\’£
) < -1 1
G5l =152+

Asf pues, en definitiva I'; # () para todo i.

se sigue que

y por consiguiente,

>3

|

En virtud del principio del buen orden, I'; admite un elemento minimo; sea t; := min ;.
Con la existencia de los elementos ¢;, se da lugar a la existencia de los elementos j;, ¥
s;, que satisfacen (2.4).

Por definicién de los conjuntos I'; se tiene,

= ¢, = s;,, puesto que, s; € N,

. S5, — min S;m
L DV R A L Y

y1§831§)\J1—1
» Como t; — 1 ¢ I'; para todo i, entonces se satisface la desigualdad

o=

B Opy ety — M <<y =V | =M.
' Ai Ajr

Para ver lo ultimo, consideremos el conjunto

() 2] 2}

t:m tem
Si py s, = {i\l—J , entonces trivialmente py, ..., = 7. Ahora, si py, .1 = { ) J
J1 s

J < M- (2.5)
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cons e {l,---,r}— {1} se tiene que py, ..+, < Mg, pero por definicién del conjunto I';

T
también se cumple 7, < py, ... 4. Mds ain, note que k£ = Zti' En efecto, si ponemos
i=1

,

kK = Zti’ entonces por definicion ny < My como Ng_1 < Mg = Mpy1 = *** = Nht(n—1)
i=1

se obtiene k < k’. Por otra parte, suponga que (uq,---,u,) es una r—upla tal que

Mo = Puy o irs ZUZ =kyl<u; <\.Siexiste j € {1,---,r} tal que u; < t;, es decir,

i=1
, u;m (t; — )m
u; < t; — 1, se sigue que BV < . y con esto
j j
) w;m u;m (t; — )m
T P =0 { L Ai J } - L Aj J - { Aj =

por (2.5), una contradiccién. En consecuencia t; < u; para todo ¢ = 1,--- ,r, y asi

' '
kK = Zti < Zuz = k. Con base a lo anterior se deduce que k = k.

i=1 i=1
Por lo tanto, vamos a proceder a demostrar que existen distintos elementos js,--- , j, €

{L T 7T} - {jl} tales que

n \‘tjlmJ \‘thmJ \\tjnmJ
k= _ — —_ —— AL .
>‘j1 /\j2 /\jn

tim
Dado que t; = minI'; para cualquier i, en particular se tiene n, < L Z/\

J , para todo

X2
1. Para probar la existencia de los elementos js,- -, j,, en primer lugar suponga que

t:m . .
e < {])\—J para cada j € {1,---,7} — {ji}; entonces ny < Pty sty 1 e S M1 YA
j
que Zti + 1=k +1, lo cual es una contradicciéon pues nx = Mg11-
i=1

t;,m
De acuerdo al razonamiento previo existe jo € {1,---,r} —{j1} tal que n, = L i\l J =
J1

ti,m

L ]; J y tj, < Aj,; en segundo lugar, argumentando de manera muy similar se tiene la
2

existencia de un elemento js € {1,--- ,r} — {j1, j2} tal que

n \\tjlmJ \‘thmJ \\tjst
. = — — |2
)‘jl )‘12 )‘js




43

tim
y tjs < Ajg; en efecto, si np < {;—J para todo j € {1,---,r} — {J1,j2}, se tiene
Mk < Pty ity g1 tigp1r e < Tk+2, 10 cual es una contradiccion. Continuando con este
proceso se obtienen distintos elementos ji, ja, -, jn, € {1, ,7} tales que
ti,m t; m
me = | -2 == |L—| yt;, <), paracadai=1,--,n.

Finalmente empleando el lema anterior,

Ao—1 sm (m—=1)(\ —1) =14 ged(m, \;
an ZZL J B Z( ) )2 + ged(m, Ai)

i=1 s=1 i=1
(m—1)N—1)—1r+ chd(m, i)
i=1

2

El teorema principal de este capitulo se presenta a continuacion:

Teorema 2.3. Sea m > 2 y r > 2 enteros positivos tales que p no divide a m, donde

p = Char(F,). Sea F/K(x) el cuerpo de funciones algebraicas dado por la ecuacion de

Kummer,

r

y" = H(m — )™, (2.6)

i=1
donde \; e N, 1 < \; <m, ay,---,a, € K son elementos distintos dos a dos, \g :=
T

Z)‘i y ged(m, Ng) = 1, entonces el semigrupo de Weierstrass en el inico lugar Qo de
i=1
F que extiende al lugar Py, de K(z), estd determinado por,

Ao—1

H(Qwx) = (m, Ao)lJ U Bk,

k=r

donde By = {mk — k' g : k' =1,--- .} y n se define como en el Lema 2,2.

En particular,

H(Qx) = (m,Xog,mk — Ao : k=1, , Ao — 1). (2.7)

Demostracion. Se inicia calculando algunos divisores principales de F'; sea P,, € Pk (s)



44 Semigrupos de Weierstrass en extensiones de Kummer con un lugar en el infinito

el lugar correspondiente a a; € K. Para k € {r,--- ,\g — 1}, sean sy, $3, - , s, enteros

positivos tales que 1 <s; < \; y Zsi = k, entonces, de acuerdo a la Proposicion 1.44

=1

se tiene,
(2 — 3)" = Conpy[(@ — ai) k()] = Conpyk(w)[Pa] — Conpyx(a) [P
2.8
=Y QIP)Q - Y eQIPL)Q. (2:8)
QlPa, QlPac

Dado que F/K(x) es una extensién de tipo Kummer se tiene por la Proposicién 1.46,

m m

ged (m,vpa_ (ﬁ(m _ o@&-)) ~ged(m, A)’

=1

e(Q[Po;) =

donde Q € Pr con Q|P,, y

m m

r " gcd m, — g
ged (m, vp,, (H(m - Oéi)’\i>> god{ )

i=1

e(Q|Px) =

:m7

donde @ € Pr con Q|Px. Note que lo dltimo establece que P, es totalmente ramificado

en F. Entonces reemplazando lo anterior en (2.8) se obtiene,

m
(z — ;) = S QXP: Q — MQos. (2.9)

Por otro lado, de (2,6) se sigue,

m
"\ ged(m, M) 2, QmQe | 4ot

QlPay

2
=
8E
>
O
|
3
Q
3
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por lo que,

()" =M gcd<m1 D Q- Q| ot gcd(m > Q-0

QlPoy Q\Par

Reorganizando las expresiones del lado derecho se deduce,

r

Ai

Fo_ _
i=1 Y QI P,
Del mismo modo,
r F
H([B - &1)81 r F r
=1
= (x — ;)™ Yo = si(x — al — Doy
s1m Spm
= D Q- simQuot -+ D> Q- smQu
(m> )‘1) Q|P ( 7)\7") QP
a1 ar
A
S S S S )\ o
p 1 T (m’ )\1) ng Q_I_ <m7 Q; Q +p 1, s OQ
aq ar
Realizando las simplificaciones correspondientes se tiene,
r F
H(:U — ;)% .
i=1 ;M — )‘Zps Sy
Psq, e \sp = Z (m /\)1 Z Q - (mk - /\0ps1,---,3r)Qoo-
Y i=1 o QIPs,

Ahora, se comprueba que

Ao—1
(m. 2oy () Bi = (m. do,mk — Mg s k= o — 1)

k=r

donde By = {mk — XNok' : k' =1,--- [mx}.
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Xo—1
Suponga que z € (m, A\g)W U By.. Es claro que si z € (m, o), entonces z € (m, A\g, mk—
k=r
Ao—1
X =k =r-- X —1). 81z € U By, z admite una representacién de la forma
k=r
z=mk— k' con k' =1,--- ,m,. Mas atin, si escribe

z=mk — )\onk -+ )\077k — )\0]43/ =mk — )\onk -+ )\0<77k — k'/) -+ 0- m,

se nota que z € (m, \g,mk — A\gn, : kK =1,--+ , Ao — 1). El argumento previo permite
establecer la inclusion

Ao—1

(m, Ao) U UBkg (m, Aoy bk — Aomie s k=1, Ao — 1.
k=r

Para verificar la inclusion en el otro sentido, y por consiguiente la igualdad, es suficiente

observar que mk — A\gnr € By. Note también que por definicion de 7, se tiene que
S;

e < para todo 7, de manera que 0 < mk — A\gmx € H(Qw) pararT < k < \g y por

1
lo tanto,
Ao—1

(m, Ao) U U By € H(Qu). (2.10)

Se verifica que estas uniones realmente son disjuntas; para k € {r,--- ;Ao — 1} y k' €
{1,--+ ,mx}, un elemento de By, puede ser escrito como mk — k' \g = mAg — (Ao — k)m —
k' Xo, luego By N (m, Ag) = 0 en virtud de la Proposicién 1.30. También By, N By, = 0,
siempre que k; # ko; més especificamente argumentado por el contrareciproco, suponga
que

mky — ok} = mky — Aok},

para r < ki, ks < Ao, 1 <k} <, v 1 < K < ng,. Entonces m(ky — ko) = Ao(K] — K5).
Se debe demostrar que k; = ks; en caso contrario, se sigue de la iltima igualdad que
Ao divide a m(k; — ks), y como ged(m, \g) = 1, el Lema de Euclidés establece que Ag
divide a ki — k9. En ese sentido Ay < k1 — ko < Ag — 3, lo cual es una contradiccion, asi

]{31 - ]{72.

Por 1ltimo note que la igualdad en (2.10) se cumple.
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En efecto, por la Proposicién 1.46, si ¢’ es el género del cuerpo de funciones F'/K(x),

entonces,

g = 1+m__1+%<§(1_%—M)+<1_%)>]

= 1+m _—1+% (r—i(m;n/\i) + (m;ll))]

i=1

. m(r+1)— 1= (m,\)

. mr 1 m — 1 . i=1
= 1—-m+ 5 —QZ(m,)\Z)—{— 5 =1-m+ 5
=1
m(r—1)+1=) (mX) (m-1F=1)+r-=> (m\)
_ =1 _ i=1
N 2 N 2

Ahora, segtin la Proposicién 1.25,

y de acuerdo con el Lema 2.2,

- (m—1)(No —7) —T+Z<m, )
= = 5 = 7

Ao—1

U B
k=r

Asimismo, por (2,10) se tiene la inclusion,

Ao—1
) Br € H(Qx) — (m, M), (2.11)
k=r

y como

Ao—1
U Bk = g(m,>\0> - gl = |H(QOO) - <m7)\0>|7
k=r
lo expuesto en (2,11) resulta ser una igualdad. O

Ejemplo 2.4. Para la extensién de cuerpo de funciones F//K (x) dado por la ecuacién
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de Kummer y°> = z(z — 1)? definida sobre F, con ¢ no divisible por 5, el sistema de

generadores para el semigrupo H(Q«) es dado, por

H(Qx) = (3,4,5).

Maés precisamente, siguiendo la notacién del Teorema 2.3; se tiene los valores r = 2,

m =5 A =1, =2, =3y ged(5,3) = 1. Entonces
Resta solamente calcular 7,. En efecto, por definicién de 7, para k = 2,

e = max{ps s 151 +52=2,1<s5 <1,1<s5 <2}

= méx{psl,sg D81+ S0 = 2,81 = 1,82 = 1},

, 1-5 1-5
de manera que ps, s, = mm{ {TJ : {TJ } —9

Ejemplo 2.5. Considére el cuerpo de funciones F'/ K (x) dado por la ecuaciéon de Kum-
mer y'® = z?(x — 3)?(x — 1)? sobre F;. Continuando con la notacién del Teorema 2.3

se tiene que param =10, r =3,p=7,A\ =X =2, A3 =3y A =7,
H(Qu) = (10,7,10k — Any : k = 3,4,5,6), (2.12)

donde

73 = ImMax {01,1,1} =pP111 = 3, 74 = IMax {,02,1,1, £1,1,2, 01,2,1} = pP1,12 = 9,

75 = max {,01,1,37 £1,2,2, P2,1,2} =9, Tle = Mmax {P2,1,37 £2,2,2; P1,2,3} = pP222 = 6.

En consecuencia,

H(Qx) = (5,7,9).



Capitulo 3

Semigrupos de Weierstrass en exten-
siones de Kummer con mas de un lu-

gar en el infinito

Al momento de considerar extensiones de Kummer donde el lugar P, no es totalmente
ramificado, el problema de encontrar el semigrupo de Weierstrass asociado a un lugar
de F' que extiende a P, es un interrogante abierto en la teoria de cuerpos de funciones
en el que se conoce muy poca informacién al respecto. La dificultad radica en el hecho
de que no hay una forma general de encontrar funciones generadoras que tengan polo
de un orden especifico, esto es debido a que ahora, el calculo de estos semigrupos
depende en gran medida de la ecuacién que define a la extension. En este capitulo del
trabajo calculamos explicitamente el semigrupo de Weierstrass correspondiente a las
extensiones de P, de una familia particular de extensiones de Kummer. Cabe mencionar
que la estrategia a utilizar se basa primero en encontrar un conjunto S cuyo conjunto
generador (S) estd contenido en H, para luego emplear la Proposicién 1.23 la cual
permitird conocer el género de (S). Observe que para este proceso, se debe calcular el

conjunto Apéry de (S), y como veremos éste hecho no es trivial.

49
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3.1 Una extensién de Kummer con mas de un lugar

en el infinito.

Supongamos que K es la clausura algebraica de F, donde [F; es un cuerpo finito con
q = p° elementos. Consideremos sobre K la extensién de cuerpo de funciones F/K(x)

dada por la ecuacion

Y = (2 — o) Fa(r — o), (3.1)

donde aq, ay € K son elementos distintos no nulos, 2n no es divisible por p y n, k son
enteros positivos tales que n > 1,n >k, d = (n,k) y (n,k + 1) = 1. Sobre este cuerpo

de funciones el lugar Py, no es totalmente ramificado, dado que si Q«|Px, entonces

por la Proposicién 1.46 tenemos e(Quo| Px) = ﬁ = n. De hecho sélo existen dos
n?

lugares de F' que estan sobre P.,. Mds exactamente de (3,1) se tiene

y" 2 (- ) r(r — o)
rk+1 - 7 2k+2 d

por lo que definiendo el polinomio

(7 — ay)?*x(r — ay)
242 )

p(T) =T" -
y haciendo reduccion moédulo P,,, obtenemos
P(T)=T>—1= (T - 1)(T+1) € K[T).

Por lo tanto, el Teorema de Kummer 1.45 establece que existen solo dos lugares de F
digamos, Qs1, Qo2 que estan sobre P.,. Mas ain, f(Qui|Px) = 1 para i = 1,2, por lo
cual deg(QOOZ) = [FQooi . K] = [FQooi . Fpoo][Fpoo . K] =1-1=1.

Para el calculo de los indices de ramificacién correspondientes a los lugares P, o, Pr y

P, ., de K(x), procedemos asi: supongamos que P’|P,_,,, P"|P, y P"|P,_q,. Entonces

2n n n
P|P,_,.) = = ==, ¢(P"|P,) =2 P"|P,_..) = 2n,
6( | 1) <2n’ 2]{7) ('I’L, k) d 6( | ) n y 6( | 2) n
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luego los lugares P, y P,_,, son totalmente ramificados en F. En lo que respecta al

lugar P,_,, se puede decir lo siguiente: De (3,1) se deduce

2n

Yy
(z — )"

n/d 2d
Y _
)k/d> =z(r — ) ,

= z(x — ay) si v solo si
( o) siy <(x_a1

de manera que definiendo o(T) := T?* — z(z — ay) y reduciendo médulo P,_,, sobre
sus coeficientes se obtiene (T) = T?? — ay(a; — ay) € KI[T]. Como K es la clausu-
ra algebraica de F, y F, es un cuerpo perfecto, tenemos que el polinomio anterior es
separable y en consecuencia el Teorema de Kummer 1.45 afirmar que existen exacta-
mente 2d lugares de F' sobre P,_,,, llamémoslos, P/, P;,--- , P;, con deg P/ = 1 para

i=1,2,--,2d.

De acuerdo a lo expuesto previamente desarrollamos el cdlculo de algunos de los di-
visores principales del cuerpo de funciones dado por (3,1). Para este fin utilizamos la

Proposicién 1.44 obteniendo;

(2= ) = S + -+ Phg) = n(Qoct + Qucs) (3.2)
(z — )" = 2nP" — n(Quo1 + Qooy) (3.3)
(:U)F =2nP" — n(Qom + Qooz)v (34)
' k
()" =SP4+ P+ P74 P = (k4 D)@y + Q). (3.5)

Por ejemplo para ver (3.8) procedemos asi:

)" = ((z—a)™)" + (@) + (2 —a9)" = 2k(z — )" + ()" + (& — ag)”
= %(Pl’ + o+ Pyy) +2nP" + 2nP" — 2n(k 4+ 1)(Qoo1 + Qoo2),

de donde encontramos

k
(1) = (P + Pt o Phy) + P P = (k4 1)(Quor + Quca).
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De las propiedades que se muestran en la Proposiciéon 1.46 obtenemos:
Proposicién 3.1. El género g del cuerpo de funciones dado por (3,1) es g =2n—d—1.

Demostracion. Note que cualquier lugar de K (z)/K distinto a los lugares mencionados

antes, no ramifica. Entonces por la Proposicién 1.46 (c) se tiene

b e[ D (D) B) e ()]

_ W:Qn_d—l,

Sea H el semigrupo de Weierstrass asociado a los lugares Qo1 v Qoo2 de F. Dependiendo

de las condiciones sobre n y k; estamos interesados en describir este conjunto.

Proposicién 3.2. Consideremos el cuerpo de funciones dado por (3,1) y el conjunto

S :={n,n+k+1}. Entonces S C H y (S) C H.

Demostracion. La relacion (3.1) puede reescribirse en la forma

(@—y—a% } x) ((x—y—ayf - ””) = %0y, (3.6)

e b
con lo cual

para i € {1,2} fijo. M&s atin, se tiene que

_y =n(— —k(—n)=-n vo_, () = —n
va.(< )k) (C(k+1)—k(-n) = —n ¥ vo(e)=—n,

r — g

luego se deducen las desigualdades

09 (a) = —n ¥ v, (b) = —n. (3.8)
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n

2
También como a + b = Y se infiere la relacion
(x —ag)k

—n > minfug_, (), v, (b)}. (3.9)

Entonces de (3.7), (3.8) y (3.9), para i € {1,2} se deduce dos posibles casos a saber;

UQooi(a') =-ny UQooi(b) =0 ¢ UQooi(a) =0 vy UQooi(b) = —n.

Lo anterior significa que si (Qoo; €s un polo de a, entonces (Jo; no es un polo de b o
viceversa.

Dado que

yn
Upll<m>:n1_k0:n y UPN(ZL‘)ZQTL

tenemos vpr(a) =ny vpr(b) =n, es decir, P” es un cero de a y b. Un célculo similar
muestra que vp/(a) = vp/(b) = vpm(a) = vpm(b) = 0. En vista de lo anterior podemos
decir que

(@) = nP" = nQuy (3.10)

(0)" = nP" = nQues, (3.11)

demostrandose asi que n € H. Para culminar la prueba, consideremos el divisor principal

del elemento yab~! € F. Entonces

(yab™)" = ()" +(@)" - 0"
k
= (Pt By + PT 4 PY = (ot k+ 1) Qoo + ( — b~ 1)Qu,,
y como n —k — 1> 0 se infiere quen+k+1 € H. O]

Observacion 3.3. Es bueno resaltar que conocer la existencia de los elementos a y b de
F que cumplen (3.10) y (3.11) es muy importante, pues las funciones generadoras que
se buscan estan en términos de ellos. Asimismo es de notar que garantizar la existencia
de estos no es simple, pues depende fuertemente de la ecuacion que define a la extension

de cuerpo F'/K(z) del cuerpo de funciones racionales K (z)/K.
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Bajo hipétesis adicionales para n y k tenemos algunos hechos importantes: Para co-
menzar note que si d = 1, entonces (n,k) = 1y (n,k+ 1) = 1 implican que n es un

nimero impar.
Teorema 3.4. Sid =1 en (3,1), entonces H = (n,n+k + 1) si y solo sin+k = 4.

Demostracion. Si S := {n,n+k+1}, entonces en virtud de la Proposicién 3.2 tenemos
que (S) € H. Supongamos que n + k = 4. Para demostrar que H = (S) basta con
verificar que gg = g, siendo gg el género del semigrupo numérico (S). En efecto, por la

Proposicién 1.25

nin+k+1)—n—n—k—14+1 n*4nk+n—-n—-n—k—1+1

gs = 5 5
P4+ kn—1)—n nn-1)+kn—-1) (m-1)(n+k (n—1)4)
B 2 B 2 B 2 B 2
= 2n—2=gq.
—1 k
Reciprocamente, si suponemos H = (S, entonces g = gg, es decir, 2n—2 = (n )2(n + >,
lo cual implica que n + k = 4. H

Observacion 3.5. Si en el teorema anterior d # 1, entonces el resultado ya no es valido.

En efecto, si H = (n,n + k + 1), entonces g = gg, es decir,

(n—1)(n+k)

> =2 —d—1. (3.12)

Teniendo en cuenta la naturaleza de los nimeros g,n y k, la igualdad (3.12) implica

que d es impar y par a la vez, un absurdo.

Ejemplo 3.6. Consideremos la extensién de Kummer y° = (z — 1)2z(z — 4) sobre F.
En este cason =3, k =1y n+ k = 4. Por lo tanto, su género es g = 4 y el semigrupo

de Weierstrass asociado a los lugares Quo1 v Qo2 estd dado por H = (3, 5).

Proposicién 3.7. Si suponemos que n < 2k en (3,1), entonces

S:={n,n+k+1,2k+2} CH, (3.13)
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Demostracion. Por la Proposicién 3.2 solamente se debe probar que 2k + 2 € H. En

efecto, para el elemento y*ab~!(z — a;)~! tenemos

(y*ab™ (z — o))" =2()" + (@) = ()" — (2 — )"

2k —
= ( y n) (Pl + -+ Pyy) +2P" +2P" + (2n — 2(k + 1)) Qo2 — 2(k + 1)Qo1-

2k —n

Como >0,n>kyk>1sesigue que 2k +2 € H. O

De acuerdo al resultado previo, si consideramos d = 1 para el cuerpo de funciones dado

por (3.1) se tiene:
Teorema 3.8. Sid=1 yn <2k en (3,1), entonces
H={nn+k+1,2k+2) siysdlosik=3yn=5.

Demostracion. Definamos S := {n,n + k + 1,2k + 2}. En primera instancia note que
por la Proposicién 3.7 tenemos (S) C H. Procedamos a calcular el género gg. Para

comenzar, afirmamos que el conjunto Apéry A de (S) con respecto a n estd dado por

A= {O} U Al U AQ, donde

—1
Ay:={n+ik+i: 1<i<n-—2coniimpar}y Ay := {i(2k+2): 1§i§n2 }

Para probar este hecho, debemos ver que A tiene n elementos distintos médulo n,
n—1
A C (S)yquesix € A, entonces x —n ¢ (S). En efecto, consideremos 1 < 7, j < —5

nimeros enteros, entonces
i(2k +2) = j(2k 4+ 2) (mod n) sii i =7 (mod n) sii i = j pues i,j < n.

De igual forma, para 1 <i,5 < n — 2 con ¢, j impar tenemos

n+i(k+1) n+j(k+1) (mod n) sii i(k+1)=j(k+1) (mod n) sii

i j (mod n)sii i =7 puesi,j<n.
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n—1
Ahora, sean i, j tales que 1 <7 <n —2 donde i es impary 1 < j < — Entonces

n+i(k+1) = 2(k+1)j (modn) sii i(k+1)=2(k+1)j (mod n) sii

2j (mod n) sii i =2j pues i,2j < n.

l

Lo anterior garantiza que hay n elementos distintos médulo n en A. Acto seguido
veamos que A C (S). Claramente (2k + 2)i € (S) para todo i € N. De otro lado, sea
1 <i<n-—2siendo i impar. Dado que n+k+1 € (S) y (2k +2)j € (S) para todo j,
se sigue que n+k+ 1+ 2j(k+1) € (S), es decir, n+ (k+1)(25+1) € (S), y 2j + 1
es un ndimero impar. Reemplanzando 2j + 1 por i obtenemos que n + i(k + 1) € (S5).
Consecuentemente A C (S). Resta ver que n+i(k+1) —n y (2k+2)j —n no pertencen
a(Syparal <i<n—2impary 1 < j < n% Efectivamente, supongamos que

existen A1, A2, A3 € N no todos ceros tales que
i(k+1) =X n+Xa(n+k—+1)+ X2k + 2).

Entonces A\; + Ao = 0y Ay + 2A\3 = 4. Esto implica que A\; = Ay = 0, y por consiguiente
i es par, una contradiccion. De igual forma, si existen 1, B2, 83 € N no todos ceros que

satisfacen la relacién
(2k+2)j —n=/pin+ fo(n+k+1)+ B5(2k + 2),

se infiere 81 + B2 = —1, lo cual es absurdo. Por lo tanto, A = Ap((S);n). Ahora bien,

en virtud de la Proposicién 1.23

gsz% :i;[n+(2i1)k+(2i1)]+:§;[z’(2k+2)] —”;1
:% ”(ngl)+k(n;1)2+(n;1>2+<2k+2)(n_1§n+1)>—”;1
:% n(ﬂ;l)+k(n;1)2+<n;1>2+(k’+1)in2—1)>_ngl
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4n + 4n 4n 4n 4n
(k+1)((n—1%*4n>—-1) (k+1)(2n*—-2n) (k—i—l)(n—l)'

k=172 (=1 (k+ D01 _ (k4D - D (kD@ - 1)

4dn 4dn 2
Supongamos que k =3 y n = 5. Entonces gg = g y en consecuencia H = (S5).
De igual forma, si H = (S), entonces g¢ = g = 2n — 2 lo cual implica que k = 3, y
puesto que n < 2k con n es impar, se deduce n = 5.

]

Ejemplo 3.9. Dada la extensién de Kummer y'° = (z + 1)%z(z + 3) sobre F, donde ¢

no divide a 10; se tiene que n =5y k = 3 por lo cual
H=(5,8,9).
Proposicién 3.10. Si suponemos n > 2k + 1 en (3,1), entonces
S:={n,n+k+1,n+2k+2} CH. (3.14)

En particular como H es un semigrupo numeérico tenemos que (S) C H.

Demostracion. Los elementos n y n + k + 1 se encuentran en H segin la Proposicion

3.2. Considerando el divisor principal del elemento 32ab~! tenemos

(yPab™)" = 2" + ()" = ()"

2k
= F(Pl’ +o - Pyy) + 2P +2P" + (n — 2k — 2)Qooz — (1 + 2k + 2) Qo1+

En vista de que n > 2k + 1, se deduce n — 2k — 2 > 0 y consecuentemente n + 2k + 2

es un elemento de H. O

El préximo teorema establece condiciones para n y k que hacen de la inclusién (3.14)

una igualdad.

Teorema 3.11. Si en (3,1) suponemos n > 2k + 1 y d =1, entonces

H=nn+k+1,n+2k+2) siysolosin=5yk=1.
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Demostracion. Definiendo S := {n,n + k + 1,n + 2k + 2} se sigue que (S) C H. Al
igual que antes, empezamos calculando el género gs de (S) utilizando la Proposicién

1.23. Para esto, afirmamos que el conjunto Apéry de (S) con respecto a n esta dado

por A= {0} U A; U Ay, donde

—1
Alzz{in—i—jk—i—j: 1§i§nTy1§j§n—2(:onjimpar},
. . n—1

Primero comprobemos que A tiene n elementos diferentes médulo n. Para 1 < 4,5 <

n — 2 donde 7, 7 son impares tenemos

i(k+1)=j(k+1) (mod n) sii i =7 (mod n) sii i =7, puesi,j <mn.

n—1

Anélogamente, para 1 <1,j < se cumple

i(n+2k+2)=j(n+2k+2) (modn) sii =7 (mod n) sii i=j.

Ahora bien, si consideramos 1 <i<n—2con¢impary 1 <j < entonces

i(k+1) jn+2k+2) (mod n) sii i(k+1) =2j(k+1) (mod n) sii

i 2j (mod n) sii i =25 dado que i,2j < n.

Asfi las cosas, se infiere que A tiene n elementos diferentes modulo n. Veamos enseguida
que los elementos del conjunto A pertencen a (S). Claramente j(n + 2k +2) € (S) para
todo 7 € N. Por otra parte observe que

n+2k+2)+(n+k+1)=2n+3k+ 3,

(n+2k+2)+ (2n+ 3k +3) = 3n+ 5k + 5,
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(n+2k—l—2)+(nT)n+(n—6)k+(n—6): (n;3>n+(n—4)k+(n—4),

n—1

(n+2k+2)+(nTg)n+(n—4)k+(n—4):<

>n+(n—2)k+(n—2).

En definitiva, A; C (S) y por consiguiente A C (S). También note que n+k+1—n =
k+1¢ (S), pues si existen A, A2, A3 € N no todos ceros para el cual

k4+1=XMn+Xn+k+1)+ A3(n+2k+2),

encontramos A; + Ao + A3 = 0 y Ay + 2A3 = 1; que son ecuaciones inconsistentes para

todo valor de A;, i = 1,2,3. Argumentando de forma similar se ve que 2n + 3k + 3 —
n _

n,3n+5k+5—n,- -, 5

1
) n+(n—2)k+(n—2)—n no pertenecen a (S). Asimismo,

—1
los elementos n + 2k +2 —n,2(n + 2k +2) —n,-- -, (nT) (n+2k+2)—n ¢ (S).
En efecto, (determinamos la razén para 2(n + 2k + 2) —n = n + 4k + 4 pero la forma
de proceder es esencialmente la misma para los otros casos): Si existen [y, b2, 3 € N

no todos ceros tales que
n+4k+4=0in+ Bo(n+k+ 1) + Bs(n + 2k + 2),

entonces encontramos 1 + 8o+ f3 = 1y fo + 203 = 4, lo cual es absurdo de acuerdo al

origen de los escalares 3;,7 = 1,2, 3. Por lo tanto, el conjunto Apéry de (S) con respecto
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a n es A. Consecuentemente; por la Proposicién 1.23

n—1

in+(k+1)(20 —1)+i(n+2k+2)] | — 5

gs =

S|

n—1

— (ipmﬂkﬂ)(m‘l)} -
(
(

1 /nn—1(Mn+1) (k+1)(n—1)(n+1) (k+1)(n—1) n—1

S + — —
n 4 2 2 2

1 n(n—l)(n+1)+n(n—1)(k+1) n-—1

n 4 2 2
1 /nn-1) (n+1 n—1 n?*—1 kin—1) n*>+2nk—2k—1
n( 2 < 2 TR )) 2 4 2 4
. . . —(n—T1)

Suponiendo H = (S) se sigue gs = ¢, lo cual significa que k = — Como k >1

entonces n < 6, pero teniendo en cuenta que n es impar y mayor que 1, se tiene que
n € {3,5}. Si n = 3, no existe k < n que satisfaga la condicién n > 2k + 1, luego
n = 5. Entonces las posibilidades para k son {1,2,3,4}, no obstante, de acuerdo a la
restriccion n > 2k 4 1, vemos que la tnica opcién para k es k = 1.

En el sentido reciproco, dado que (S) C H, y que ambos semigrupos numéricos tienen

el mismo género cuando n =5y k = 1, deducimos H = (5). O

Ejemplo 3.12. Supongamos que tenemos la extensién de Fyi(z) de tipo Kummer
Yy = (z + 3)?x(xz + 5). Entonces H = (5,7,9) con lo cual empleando la observacién
1.42 encontramos que £(6Q+,) = 2, es decir, la cantidad de elementos de H que son

menores o iguales a 6. Mas ain, una base para el espacio de Riemann-Roch £ (60, )

B:{L#}

Si en el Teorema 3.11 hacemos n = 2k + 1 tenemos lo siguiente:

€S

Proposicién 3.13. Si en (3,1) consideramos n =2k + 1 y d =1, entonces

nn+k+1n+k+2n+k+3,--- ., n+k+k)CH, (3.15)
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es decir,
2k +1,3k +2,3k +3,3k +4,--- 3k + k, 3k + (k+ 1)) C H.

Demostracion. Los elementos n y n + k + 1 pertenecen a H por la Proposicién 3.2.
Consideremos 0 < i < k — 1 un nimero entero y definamos v := ab™!(z — ay) ‘y**1.

Entonces, como () = (a)f — (b)F —i(z —a)F + (2i + 1) (y)" v
()" — (b)F = —nQoso1 + NQoc2,

(20 + D))" = (20 + 1)(k(P] + P;) + P" + P" — (k +1)(Qoe1 + Quc2),
simplificando obtenemos

(M =(k=0)(P{+Py)+ (2i+ 1)P" + (2i + 1)P" + (k — 1) Qoo2 — (i + 3k + 2)Qoer-

Claramente k—1 y 20+ 1 son niimeros enteros positivos, luego el elemento 1+3k+2 € H
para todo 0 < i < k — 1. Asi pues (3.15) se sigue del hecho de que H es un semigrupo

numérico. O

Obteniendo el conjunto Apéry del semigrupo numérico anterior se puede probar que la

inclusién (3.15), en efecto es una igualdad.

Teorema 3.14. Con las mismas hipdtesis de la proposicion anterior,
H=nn+k+1n+k+2n+k+3,--- ,n+k+k).

Demostracion. Comenzamos definiendo S := {n,n+k+1,n+k+2,n+k+3,--- ,n+
k + k}. Para probar que H = (S) es suficiente con verificar que gg = g. Para tal fin, en

primera instancia se afirma que el conjunto Apéry de (S) con respecto a n estd dado
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por A= {0} U A; U Ay, donde

Ay ={n+k+i:1<i<k}yA={2n+k+1)+i:0<i:<k—1}.

Igualmente que en los Teoremas 3.8 y 3.11 mostremos que A tiene n = 2k+1 elementos

diferentes médulo n, A C (S) y si © € A, entonces z —n ¢ (S5).

Para 1 <1,7, < k tenemos

n+k+i=n+k+j(modn) sii i =7 (modn) sii i =7 dado que i,j < n.

Asimismo, para 0 < i,j < k — 1 se cumple

2ln+k+1)+i=2(n+k+1)+ 7 (mod n) sii i = j puesto que 7, j < n.

Por 1ltimo, si consideramos 1 <¢ < ky 0 <j <k—1, entonces

2ln+k+1)+j=n+k+i(modn) sii j+1=k+1i (modn) sii j+1=Fk+i.

De acuerdo con esto tenemos n = 2k + 1 elementos distintos médulo n. Ahora bien,
verifiquemos que A C (S). Claramente n+k+¢ € (S) con 0 < i < k. Del mismo modo,
escribiendo

2ln+k+1)=Mn+k+1)+(n+k+1)
2n+k+1)+1=Mn+k+1)+(n+k+2)

2n+k+1)+2=(n+k+1)+(n+k+3)

Xn+k+1)+ (k-1 =0n+k+1)+ (n+k+k),

se demuestra que 2(n + k + 1) + i € (S) para todo 0 < i < k — 1. A continuacién,

probemos que x € A implica que x — n ¢ S. Supongamos que para 0 < i < k fijo,
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existen Mg, A\1, -+, Az € N no todos ceros tales que

k k k
n+k‘+i—n:k:+i:)\0n+2/\j(n+k+j)zn(Z)\j) +k<ZAj> +) N
j=1 j=1

j=1 7=0

k k

luego, se debe satisfacer 0 = Z)\j y1l= Z)\j, de donde \y = —1, una contradic-
5=0 j=1

cién. En el mismo sentido, si suponemos que para ¢ fijo con 0 < ¢ < k — 1; existen

Bo, b1, -+, Br € N no todos ceros que cumplen la relaciéon

k
2n+k+1)+i—n=n+2k+2+i=pmn+Y Bin+k+j)

=1

k k k
=n (Zﬁj) +k (Z@) + > ibs,

k k
entonces Zﬁj =1y Zﬂj = 2 con lo cual 5y = —1, de nuevo una contradiccion. Por
j=0 J=1
lo tanto, Ap((S);n) = A. Finalmente, empleando la Proposicién 1.23 encontramos

g5—1<2[n+k‘+i]—|— Y [2(n+k+1)+i]> _n-ld

n \ 4 : 2
=1 =0

k k—1
1 _ , n—1 k(Bn+4k+2) n-—1
== [ nk+ K2 §j 2k E+1 — = —
n(n + +i:1Z+ (n+k+ )+i:1z> 5 - 5

_6nk+8k2+4k‘—n2—|—n
a on )

Reemplazando n = 2k 4+ 1 en la ultima igualdad obtenemos gg = 4k =2n —2=g¢g. [

Ejemplo 3.15. Consideremos la extensién de Kummer y'* = (z — 1)%z(x — 3) sobre
F5. Observando que n = 7 y k = 3, el teorema anterior implica que H = (7,11, 12,13).

El conjunto Apéry de H con respecto a n = 7 esta dado por
Ap(H;7)={0,11,12,13,22,23,24},

de manera que el nimero de frobenius es F'(H) = max{Ap(H;7)} — 7 = 17.
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Note que si n = 2k, las hip6tesis dadas en (3.1) implican que d = k y k es un nimero

par. El resultado proximo describe explicitamente el conjunto H para este caso:

Teorema 3.16. Dada la extension de Kummer

2n:( 2k

Y r— o) x(r — as),

conn = 2k,(n,k) =d vy (n,k+1) =1, el semigrupo de Weierstrass asociado a los

lugares Qso, Y Qoo, que estan sobre el lugar Py, estd dado por
H=n2k+22k+4,--- 2k+kn+k+1n+k+2- n+k+(k—1)). (3.16)

Demostracion. Sea S := {n} U A; U Aj, siendo

A= {2(k+i):1§i§§} yAy={n+k+i:1<i<k-—1}. (3.17)

Para probar que H = (S) es suficiente con demostrar que A; y A, estéan contenidos en
H, y que gs = g. Efectivamente, para constatar lo primero procedemos de la siguiente
manera: por la Proposiciéon 3.2 se garantiza que los elementos n y n+ k + 1 pertenecen

a H. Por otra parte consideremos las siguientes situaciones:

1. El divisor principal (ab™'y'(z — a;)™/?)F con 2 < i < k par. Entonces

(ab™'y'(x — o)™ = () = O +i(y)" - %(x — 1)’ = 1Quz — Q1

ik
(Pl Phy) 0P 40P =ik + 1) Qo1 — i(k + 1) Qs
—ﬁ(P{+--~+Pgd)+5Qoo1+5Qoo2= (E_ﬁ) (P{+ -+ Pyy) +iP”

+iP" + <n—ik—i+%) Qoo2 — (n+z’k+z’—%) Qoot-
Como n = 2k y d = k obtenemos
(ab™ Yyt (x — ay) ") = iP" +iP" + (2k — 1) Qo2 — (2k + 1) Qoet,

es decir, los elementos 2k 4 7 con 2 < ¢ < k par pertenecen a H.



Una extension de Kummer con méas de un lugar en el infinito. 65

2. El divisor principal (y)!" para v := ab™ 'y’ (z — al)_(%), donde 1 <j<k—1es

impar. Entonces

) =@ =0+~ (151 - e’

ik
+ 2P 4+ Ply) + 5P+ P") = j(k + 1)(Quot + Qoc2)

(MDY e £+ <n<j2_ D) gurs (M0 g

j—l

+jP’”+( o Pog) (n—y( +1)+@) Qoo

2djk — jnd + nd .
)Qool (" ;dz )(P{+---+Péd>+yP”

- (n+](k—l—1

+jP" + (n jk—]+?——> Qoc2 — (n+1k+1—‘%+ )Qool

Sustituyendo n = 2k y d = k se sigue
(N = (Pl 4 Pyg) + jP" + jP" + (k = J)Qooz — (3k + J)Qocr
con lo cual se evidencia que 3k + 5 € H para todo 1 < j < k — 1 impar.

k+j

F
3. El divisor principal (ab Lyk+i(z — al)_< 2 )) siendo 2 < j < k—2 par. Entonces

(w0719 = 0y ) = @ = 0+ )" - (57 (- a)”

= 1Qur — nQur + NIV Py g Pl (b )+ 1)@

(k4 D DQue+ (k4 )P+ (k4 )P = "D
(k‘ﬂ)Q (k‘ﬂ)Q ,

_ (k(k;j) ~ n(kz;rj)) (Pl 4+ P + (k + §)P" + (k + j)P"
n(k + j)

2

+(n—(k:+j)(k:+1)+ 5

>Q002— (n+(k:+j)(k:+1)— n(k+j)) Qoor.
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Escribiendo n = 2k y d = k encontramos

k+j

(a3 = a0) (D) = ()P (e )P + (= )@aca — (3 + ) Qucr,

luego 3k +j € H para 2 < j < k — 1 par.

Para mostrar que gs = g, observe que el conjunto Apéry de (S) con respecto a n

estd dado por A = {0} U A; U Ay U Az, donde A; y Ay estdn definidos en (3.17) y
k

Ag = {n+4k+(2i—1):1§i§§}.

Tal como en las demostraciones anteriores, para justificar este hecho debemos probar
que A C (S), A tiene n elementos diferentes médulo n y si z € A, entonces x —n ¢ (S).
Evidentemente los conjuntos A; y Ay estdn contenidos en (S). También, dado que
n+4k+i=(n+k+i)+(2k+2) coni € {1,3,5,--- ,k—3,k—1}, entonces obtenemos
la inclusién A C ().

Ahora bien, para 1 < 1,7 < k — 1 tenemos
n+k+i=n+k+j (modn) sii i =7 (modn) sii i =j porque i,j < n.
Del mismo modo, si 4,5 € {2,4,--- ,k — 2, k}, entonces
2k +i=2k+j (mod n) sii i =j (mod n) sii i =j puesi,j <n.
Mads atin, considerando 4, j € {1,3,5,--- ,k — 1} vemos que
n+4k+i=n+4k+j (mod n) sii i =7 (mod n) sii i =j, ya que i,j < n.

De otro lado, suponiendo 1 < ¢ < k—1,2 < j < kpary 1l <[ < k —1 impar

encontramos que

n+k+i=2k+j (modn) sii k+i=j (mod 2k) sii k+¢=j (mod k) sii i=j.
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Un razonamiento similar determina que

2k+j=n+4k+1 (mod n) sii j =1 (mod 2k) sii 7 =1, dado que j,l < 2k.

Por todo lo anterior, tenemos n = 2k elementos distintos médulo n en A. A continuacién

demostremos que si x € A, entonces x —n ¢ (S5). Para este fin consideremos que para

1 <i<k—1fijo, existen Ay, Ay, - -+ ,Ag,fyo,fyl, -+ ,Y—1 € N no todos ceros tales que
k-1 3
ntkt+i-n=k+i=qon+Y yn+k+i)+> N2E+))
j=1 j=1

k
2

k-1 £ k—1 k—1
:n<zyj>+k Do) | Do 2N+ D g
j=0 J=1 Jj=1 J=1 J=1

Entonces debe tenerse

k—1 2
D=0y 2(X N|=1+%. (3.18)
j=0 j=1

De acuerdo a la naturaleza de los A;s’ y 7,8’ observamos que (3.18) produce una con-
tradiccion, luego los elementos k + i ¢ (S). Andlogamente, para i fijo con 2 < ¢ < k

par; si tenemos la combinacién lineal no trivial

k

k—1 2
2k+i—n=qm+ Y yln+k+i)+ > N0+
j=1 J=1

k-1 & k—1 5 k—1
:n<zfyj)+k Do+ | Do 2N+ D
j=0 Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

k—1
con \; y 7; € N, entonces debe cumplirse en particular que Zvj = —1, lo cual es
=0
absurdo teniendo en cuenta la procedencia de los elementos ;. Asi pues, 2k+j—n ¢ (5).

Por dltimo, sea 1 <17 < k — 1 con ¢ impar. Entonces si suponemos que n + 4k +1—n
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admite representarse como

k
k-1 2

Ak +i=qn+> yn+k+5)+> NEk+))
j=1 j=1

k—1 £ k—1 5 k—1
_n<z'yj) FEIY 25D | D2 D i
j=0 Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

para algunos A;s’ y v;s" € N no todos ceros, entonces debe constatarse las igualdades

k—1 £ 5 k—1
D=0 Y N=2 vy D 2N+ =i (3.19)
j=0 j=1 j=1 j=1

De (3.19) se garantiza la existencia de algin A; # 0 y el hecho de que 7; = 0 para
k

2

todo j. Por lo tanto, la ltima igualdad de (3.19) establece que Z2j)\j = 1, lo cual
j=1

es una contradiccién con la paridad de i. Como consecuencia de lo anterior se prueba

que A = Ap((S);n). Ahora mostremos seguidamente que gs = g. En efecto, por la

Proposicién 1.23,

k-1 5 5
1 . . . n—1
9s =1\ 2 [n+k+]]+Z[2(k+])]+2[n+4k+(2]—1)] -3
7=1 7j=1 7j=1
1 k(k—1) 5, k(k+2) nk 2 k? n—1
= —1 — 1) e +2 -
n(n(k )+ k(k—1)+ 5 + k* + 1 +2 k +r 5
1 k k+2
=—|(k-D|n+k+5)+k{b+—-+7 +2k:+
n 2 4
1 3k Tk n 1 n—1
=—( (k-1 — k|l —+—=+—= —
n<( )(n+2)+ (2+2+2>> 2
1 5  3kn n—1 8k?2—3k 2k-—1
_ﬁ<5k+7_k_n)_ 5 T ok 2 kol=y
como se deseaba. O

Ejemplo 3.17. Consideremos la extensién de Kummer y® = (z — 1)%z(z — 2) sobre
[Fy;. Calculemos bases para los espacios de Riemann-Roch Z(10Q) y -Z(9Q) siendo @

un lugar que extiende al lugar P,
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Por el Teorema 3.16, el semigrupo de Weierstrass asociado a los lugares o, estd dado
por H = (4,6,7) y por lo tanto, el conjunto de gaps es G = {1,2,3,5,9}. Definiendo
si:={x € H:x <10}y se:=|{x € H:x <9}|; y observando que 10 es un nimero

polo y 9 es un nimero gap, la Proposicién 1.40 establece que
((10Qx,) =51=6 vy  £(9Qc,) = s2 =5.

Para exhibir una base de estos espacios vectoriales, primeramente consideremos los
conjuntos

Ty :={z € F:(2)5 =n;Qu, conn; € Nyn; <10}

Ty :={z; € F: (2))l, = njQu, con n; € Nyn; <9}.

Estamos buscando elementos z; € F' que garantizan que n; se encuentre en H. De

acuerdo con 77, las posibilidades para n; sonn; = 0,4, 6,7, 8, 10. Asi pues, empleando de

4 4
nuevo el Teorema 3.16 se puede decir que haciendo ¢, := _v —x, 0y = y—+x,
(e—17 -1
O3 :=x — 1y 04 :=1y se tiene
2z =1, 2o = 01(02) 7 (63) 72 (04)", 23 =01(62)7"(03) 7" (00)%,
2= 01(02) 05,z =0:1(02)" 2 = 01(02) 7" ()7 (00)°

con lo cual

= Q. (21) =0 = vQ.., (23) = —6 = vg,, (25) = —4.

= UQ.., (22) = =8 = UQ.., (21) = =7 = UQ.., (z6) = =10

En consecuencia, una base para .2 (10Q, ) es B = {21, 22, 23, 24, 25, 26 } - De igual modo,
teniendo presente 75 las opciones para n; son n; = 0,4,6,7,8 por lo que conservando

la notacién anterior B = {z1, 29, 23, 24, 25 } €s una base para Z(9Q, ).
Ejemplo 3.18. De acuerdo al cédigo

K<x>:= FunctionField ((GF(11)));
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P<t>:=PolynomialRing(K);
F<y>:=FunctionField(t~8-(x-1) "4*x*(x-2));
print "Numero de lugares racionales de K(x)/K";
u:= NumberOfPlacesDegECF (K, 1);

u;

print "Lugares racionales de K(x)/K";
Places(K,1);

0:=Places(K,1);

print "Lugar Infinito de K(x)/K";

D:=0[1];

D;

print "genero del cuerpo K(x,y)/K";
Genus (F) ;

print "Numero de lugares racionales de K(x,y)/K";
n:= NumberOfPlacesDegECF(F, 1);

n;

print "Lugares racionales de K(x,y)/K";
Places(F,1);

L:=Places(F,1);

print "Lugares que extienden al Polo de x";
W:=Decomposition(F, D);

W;

ejecutado en MAGMA, tenemos que los lugares racionales del cuerpo de funciones dado

en el ejemplo anterior son:

1 5yt oy )

Quer = (;a?+;+6 Pyi=(z,y), Pyi=(z+9y),

Py:=(z+3,y+1), Pp:=(x+3,y+10), Ps:=(x+6,y+1), Bs:= (x+6,y+ 10),
P? = (x+1ay+5)7 P8 = (l’+1,y+6), P9 = (.’L’+8,y+5), PlO = (l’+8,y+6)

Si consideramos el cédigo unipuntual C¢ (D, G) sobre Fy;, donde G := 9Q 1, y D =
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10
ZB se tiene que deg G < n = 10, luego el Teorema 1.51 determina que la dimension

i=1
del cédigo C# (D, G) sobre Fyy es k = 5. Denotando por 1(FP)) := ay; vy zi(P}) = a;j
donde 1 < j < 10e 2 < <5, la matriz

110225677 3 3

es una matriz generadora para C¢ (D, G).

Dentro de nuestro analisis identificamos que para k = 1,2; el conjunto H puede descri-

birse explicitamente. A continuacion presentamos los hechos relacionados aqui:

Proposicién 3.19. Si k =1 en (3,1), entonces

H=nmn+2n+4n+6,---,2n—1). (3.20)

Demostracion. Definamos S := {n,n+2,n+4,n+6,--- ,2n—1}. Debemos verificar que
(SY C H y que gg = g. Para lo primero consideremos el divisor principal del elemento

(ab™'y") con 0 <7 < n% Entonces,

(@~ y)" = (o) = ()" +i(y)"
= nP" —nQwi — nP" +nQu2 + (P + Py + P"+ P" — 2Q 1 — 2Q2)
= nQu2 — Qo1 + (P + Py) +iP" +iP" — 2iQu01 — 2iQue2
= (P + Py) +iP"+iP" + (n — 2i)Que2 — (n + 21)Qoor,

n—1
de ahi que n+2i € H para 0 <i < 5 luego como H tiene estructura de semigrupo

concluimos que (S) C H. Para lo segundo, afirmamos que el conjunto Apéry de (S) con
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respecto a n estd dado por A = {0} U A; U Ay, donde
: . _n—1 : . n—1
Alzz{n+2z:1§z§T} y A2:2{3n+(2z—1):1§z§7}.

Efectivamente, veamos que A C (S), A tiene n elementos diferentes médulo n y si

xr € A, entonces © —n ¢ (S). Es evidente que A; C (S). Asimismo, dado que
In+i=2n—1+n+(i+1)

coni € {1,3,5,--+,n—4,n—2}, se establece la inclusién Ay C (S), y por consiguiente

que A C (S). Ahora bien, sean i,j € {2,4,6,--- ,n — 3,n — 1}. Entonces
n+i=n+7j (modn) sii i =7 (mod n) sii i = j porque i,j < n.
De forma andloga, para i,j € {1,3,5,--+- ,n —4,n — 2} tenemos
3n+i=3n+7j (modn) sii i =7 (mod n) sii i =j puesto que i,j < n.

Por tultimo, también note que si 2 < ¢ <n—1lespary 1 <7 <n— 2 esimpar se

cumple
n+i=3n-+j (modn) sii =7 (modn) sii i =7 puesi,j<n.

Consecuentemente podemos decir que A esta formado por n elementos distintos modulo

n. Acto seguido probemos que x € A implica que x —n ¢ (S). Para comenzar supon-

n J—

gamos que para 1 < ¢ < 5 fijo, existen Ao, Ay, - - - ,)\nT—l € N no todos ceros tales
que

n_ti n-1 n-t

2 2 2
nA2—n=2=Y [Nn+2)]=nd N+2) j\,

5=0 §=0 §=0

luego debe cumplirse \g = A\y = -+ = A no1 = 0, una contradiccién. De igual manera,
n—1

si suponemos que para i fijo con 1 < i < 5 existen (g, b, - - - ,ﬁn%l € N no todos
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ceros que satisfacen la combinacién lineal

n—1 n—1 n—1

2 2 2
Bn+(2i—1)—n=2n+2—-1=> [Bi(n+2)]=n> Bi+2> jp;
=0 §=0 j=0
entonces debe tenerse ) B
5 5
d Bi=2y 2) jB=2i-1 (3.21)
j=0 =0

Observando que la dltima igualdad de (3.21) es absurda, se infiere que A = Ap((S);n),

y asi la Proposicion 1.23 permite concluir que

= o1 1 [ n—1
. 2 2;i — 1) | - . An+45—1] | —
gs =~ Z[?H 5] + [3n + (25 — 1)] = Z[TH'] ] 5
Jj=1 j=1
n?—1 n-1 n—1 5n—-1) n-1
((" )+ 2n> 2 2 2 " g
0

Antes de enunciar el resultado cuando & = 2 en (3.1) debemos enunciar la siguiente

proposicion.

Proposicion 3.20. Consideremos la extension de Kummer
Y = (x — o) x(z — ay)
cond= (n,k),(n,k+1)=1yn>2.
a) Sii es un entero positivo tal que n — ik — i > 0, entonces n + ik +1i € H.

b) Sii es un entero positivo con ik —n >0 y 2n — ik — i > 0, entonces ik + i € H.

Demostracion.
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a) El divisor principal del elemento y‘ab™! estd dado por

’ k
(y'ab™1)F = @E(P{ + o Py +iP" P — (k4 1) Qo1 — i(k + 1)Quen
+ nP" —nQoo1 — nP" +nQ>
ik
%{H%~-~H%@+%P”+UW+{n—ik—0me—mﬂ4k+0QmL

Como n —tk — i > 0, se establece que n + ik +i € H.

b) Del mismo modo, calculando el divisor principal del elemento y‘ab™(z — ;) !

obtenemos

, ik —
(yiab ™ (x —ar) )" = ( dn) (Pl + -+ Bly) +iP" +iP" + (2n — ik — i) Qe

— (ik 4+ 1) Qoo1-

Debido a que ik —n >0y 2n — ik — 1 > 0 se sigue lo requerido.

Como consecuencia de la proposicién anterior tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.21. Supongamos que k = 2 en (3,1). Entonces
<n7n+37n+67“' 7n+3(2_ 1)7n+3i73j173j273j373j47"' 73]> - H7

donde i = méx{s € Z, : n—2s—s > 0}, j; := min{s € Z; : 2s —n > 0},

ji=max{s € Zy :2n—2s — s > 0} y jo < j3 < jy < --- < j son numeros naturales

consecutivos mayores que j1 y menores o iguales que j.

Es importante decir que el corolario anterior no garantiza la igualdad para el conjunto
H. No obstante, si se implementa el uso del software GAP, este corolario da paso a una
conjetura. Llegando a este punto se puede decir que la dificultad radica en el hecho de
no poder encontrar una expresion que permita determinar el género del semigrupo en

cuestion.
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Conjetura 3.22. Dada la extension de Kummer

" = (z — o) *z(z — ay)

cond=(n,2),(n,3)=1yn>2,
H=mnmn+3n+6,--- ,n+3(—1),n+ 3,371, 3J2, 3j3, 3J1, - - ,37),

siendo i := méx{s € Zy : n—2s—s > 0}, j1 := min{s € Z, : 2s —n > 0},
ji=max{s € Z; :2n —2s —s > 0} y jo < j3 < ju < -+ < j numeros naturales

conseculivos mayores que ji Y menores o iguales que j.

Ejemplo 3.23. Calculemos el semigrupo de Weierstrass H con respecto a la extension
de Kummer y** = (z — 1)*z(z — 2) definida sobre Fs.

El género de esta extensién de cuerpos de funciones es ¢ = 20 de acuerdo con la
Proposicién 3.1. Siguiendo la escritura del Corolario 3.21 tenemos n = 11, por lo que

1=3, 71 =6y 7 =7 Note que en este caso j, = j. En ese orden de ideas,
S:=(11,11+3,11+6,11+9,3-6,3-7) = (11,14,17,20,18,21) C H.

Por otra parte, si empleamos el sofware GAP y ejecutamos el codigo

gap> LoadPackage ("NumericalSgps");

gap> s:=NumericalSemigroup(11,14,17,20,18,21);
<Numerical semigroup with 6 generators>

gap> Genus(s);

20

encontramos que S tiene género 20, de donde se infiere entonces que la inclusion previa

realmente corresponde a una igualdad, y por consiguiente
H = (11,14, 17,20, 18, 21).

Ejemplo 3.24. Determine el semigrupo de Weierstrass H con respecto a la extension
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de Kummer 4% = (x — 3)*z(z — 7) definida sobre Fy;.
Como antes, en virtud de la Proposicién 3.1 el género de esta extension de cuerpos de
funciones es ¢ = 36. Continuando con la notaciéon del Corolario 3.21 tenemos n = 19,

por lo que : =6, j; = 10 y j = 12. En este caso j, = 11 y por tal razon,

S: = (19,19+3,19+6,19+9,19 + 12,19 + 15,19 + 18,3 - 10,3 - 11,3 - 12)
= (19,22,25,28,31,34,37,30,33,36) C H.

Por otra parte, el cédigo

gap> LoadPackage ("NumericalSgps");

gap> s:=NumericalSemigroup(19,22,25,28,31,34,37,30,33,36);
<Numerical semigroup with 10 generators>

gap> Genus(s);

36

programado en el software GAP, muestra que S tiene género 36 con lo cual se obtiene

la igualdad en la inclusién anterior y en consecuencia

H = (19,22,25,28,31, 34,37, 30, 33, 36).



Capitulo 4

Conclusiones

Esperamos que este trabajo de investigacion sirva como un primer avance en lo que
respecta a la busquedad de la descripcién del semigrupo de Weierstrass correspondiente
a las extensiones del lugar infinito de K (x) cuando se omite la condicién de ramificacién
en extensiones de Kummer. Asimismo, esperamos que aquellas personas interesadas en
este tipo de problemas puedan aportar un poco mas de informacién a la suscitada aqui,

puesto que actualmente se conoce muy poca al respecto.

Inicialmente el objetivo del trabajo era muy ambicioso, pues tal como se mencioné en

la introduccion, en la literatura ya existe un trabajo en el cual la extension de Kummer

F/K(x) dada por la igualdad

T

y" = H (z — o)™,

i=1

con \; € N, 1 < \; < m donde m,r > 2 son enteros positivos tales que (m,q) = 1,
'

oy, -+, a, son elementos distintos por pares, \g := Z)‘i y (m, \g) = 1, tiene explici-
i=1
tamente descrito el semigrupo de Weierstrass H(()) asociado al unicé lugar Q. que

extiende al lugar P, de K(z), esto es, cuando P, es totalmente ramificado. Surge
entonces la pregunta natural de si es posible de alguna manera obtener un resultado

similar cuando se elimina la condiciéon de ramificacion total.

Es asi como en esta direccion se comienza a estudiar algunos casos particulares en donde

7
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(m, Ao) # 1 llegdndose a concluir lo siguiente:

= Desafortunadamente, este problema continia siendo de una complejidad conside-
rable, pues durante la busquedad de funciones generadoras que permiten estable-
cer que un numero s € H, evidenciamos que este proceso depende en gran medida
de la escritura de la ecuacion, dado que de entrada es necesario realizar un estudio
no trivial que identifique la existencia de dos elementos que son determinantes al

momento de construir la funciéon generadora.

» El problema general se particularizé en especial a la familia de ecuaciones (3,1)
como consecuencia del hecho de que en este contexto se pudieron realizar ciertas
manipulaciones algebraicas que permitieron identificar dos elementos a y b de tal
manera que el lugar (Qo; con ¢ = 1,2 no sea un polo de manera simultanea de

estos. El resultado se siguié ejecutandose un arreglo de diferencia de cuadrados.

= Teniendo en cuenta la manera en que fue abordado el problema de encontrar el
semigrupo de Weierstrass asociado a las extensiones de P, con respecto al cuerpo
de funciones (3.1), podemos decir que el conjunto Apéry es muy necesario para dar
respuesta a esto, pues utilizando la Proposicién 1.23, se pudo conocer el género

del semigrupo numérico en cuestion.

= Kl cédlculo del género de un semigrupo numérico generado por n elementos es
un problema propio de la teoria de semigrupos. Se puede dar respuesta a esta
cuestion siempre que conozcamos el conjunto Apéry de manera explicita. Sin
embargo hubo un caso en donde el conocimiento de este conjunto se hizo muy
dificil por la estructura interna del semigrupo. Asi las cosas, logramos conjeturar
gracias al software GAP, la igualdad del semigrupo de Weierstrass en el cuerpo de
funciones dado por la ecuacién de Kummer y*" = (z — a;)*x(z — ay) con n € N

v aq,as € K elementos diferentes.

= Si conocemos el semigrupo de Weierstrass asociado a un lugar racional P, podemos
determinar la dimensién del divisor nP con n € N. Llegando a este punto, es

bueno aclarar que si bien, el Teorema de Riemann-Roch nos brinda una manera
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de estimar las dimensiones de cualquier divisor, el hecho de clasificar a n como
un nimero polo o gap de P, muestra que este calculo en particular puede tratarse

utilizando teoria de semigrupos numéricos.

Los semigrupos numéricos también nos proporcionan informacién para la busque-
da de bases del espacio de Riemman-Roch .Z(nQ)). Definiendo s := [{z € H(Q) :
r < n}l se tiene s = £(nQ).

1. Sin € H, consideramos elementos z; tales que (z;)5 = n;Q con n; < n. El

conjunto B := {21, 22, - , 25} €s una base para el espacio de Riemann-Roch
Z(nQ).
F

2. Si n es un nimero gap de @, consideramos elementos z; tales que (z;)5, =

n;Q con n; < n. Entonces el conjunto B := {21, 22, ,2,} constituye una

base para el espacio de Riemann-Roch Z(n@Q).

En esta parte es bueno resaltar que los c6digos unipuntuales, pueden describirse

por medio de sus matrices generadoras gracias a lo anterior.

Para un futuro trabajo se espera poder abordar nuevamente el problema desde
un punto de vista més general. Empleando el software MAGMA se pudo observar
que muchas veces existe un patron entre los elementos generadores del semigrupo.
El impedimiento para encontrar un resultado desde un punto de vista analitico
fue precisamente la dificultad de describir el conjunto Apéry de tales semigrupos

y por consiguiente su género.
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