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RESUMEN

Nosotros presentamos una reconstruccion detallada de la estructura de los nimeros
reales al estilo de Cantor con sucesiones de Cauchy. En esta reconstruccion seguimos
los lineamientos del texto Lattices and Ordered Algebraic Structures de Thomas
Blyth (2005) que centra su presentacion colocando las estructuras algebraicas y de
orden al mismo nivel; lo que contrasta con las habituales presentaciones que se
centran solamente en la estructura algebraica. Sin embargo es notoria la no inclusion
de la estructura topoldgica. En contraste comentamos en forma muy general, no
detallada, la construccion de los numeros reales de Bourbaki a fin de exhibir la

relevancia e importancia de la estructura topoldgica.

Esperamos que este trabajo aporte a la reflexion y aprendizaje de los nimeros reales
que habitualmente son presentados en una forma axiomatica que se centra
principalmente en la estructura algebraica, algo de la de orden, pero la topoldgica
queda en cierto grado oculta en un axioma de completitud. En este sentido nuestro
trabajo, centrado en los ndmeros reales, constituye un llamado a un mayor
acercamiento a las estructuras topoldgicas en la formacion de futuros licenciados.
Este Ilamado tiene su sustento en que estas estructuras intervienen en las matematicas
basicas universitarias a través de conceptos como densidad, convergencia y

continuidad.

Palabras claves: Numeros Reales, Topologia, Completez, Estructura Algebraica,

Estructura de Orden, Estructura Topologica, Estructura Uniforme, Filtro.



INTRODUCCION

Este trabajo de grado de caracter exploratorio y descriptivo se inscribe dentro de la
linea de investigacién de Historia y Epistemologia de las matematicas®, el cual tiene
como proposito general mostrar la relevancia de la estructura topoldgica en la
construccion de los numeros reales y de igual manera el de exponer mediante un
estudio historico y epistemoldgico la problematica que subyace alrededor de su
presentacion axiomatica, tema de gran interés y actualidad en la comunidad
matematica. Para esto se realiza un analisis y aportes en torno a una de las dos formas
de presentar este conjunto numérico y es a traveés de una construccion formal y
rigurosa, partiendo de un conjunto de naturaleza cualquiera con estructura algebraica

y ordenada donde los nimeros reales son un caso particular de este.

En las presentaciones axiomaticas tradicionales de los libros de texto de calculo? en
ensefianza media y primeros semestres de universidad, tal como lo indica Puerto
(2011), se aborda el sistema de los nimeros reales haciendo una descripcién mas o
menos completa sefialando ciertas reglas y propiedades que no son discutidas con un
sentido critico, ocultando conceptos y procedimientos fundamentales en su
caracterizacion como sistema numérico completo, quedando sin analizar propiedades

esenciales, tales como densidad y continuidad. EI axioma de completez® expresado

! Linea perteneciente al grupo de Historia de las Matemdticas, adscripta al instituto de

educacion y pedagogia de la Universidad del Valle, Cali - Colombia. Siendo su objetivo principal el
realizar estudios sobre la génesis, evolucidn y consolidacion de un concepto o teoria matematica.

2 Sobre esto puede verse en (Apostol, 1988; Rudin, 1980 & Spivak, 1978) en donde se observa
la similitud en la forma en que son expuestos el conjunto de los nimeros reales, adoptandose un punto
de vista no constructivista, teniéndolos como objetos indefinidos que satisfacen ciertas propiedades
Ilamados axiomas que son clasificados en Axiomas de Cuerpo, de orden y el supremo llamado también
de completez.

3 El axioma de completez nos dice que si un conjunto estd acotado superiormente entonces
existe un elemento (que puede o no pertenecer al conjunto) que lo acota, este axioma desempefia un



en términos de sucesiones de Cauchy o en términos del supremo de un conjunto
acotado superiormente, el cual constituye el punto esencial que nos permite
diferenciar los racionales de los reales, se presenta tan acabado que no deja ver
facilmente que, en su interior subyacen conceptos como vecindad*, continuidad y
convergencia. Conceptos todos de carécter topoldgico y fundamentales en los

distintos procesos de construccion de los numeros reales.

Los numeros reales a lo largo de nuestra formacion académica siempre han estado
presentes, y el estudiante solo tiene una idea intuitiva de algunas de sus propiedades
por los cursos de algebra elemental. Ante la obligacion de exponer los fundamentos
del célculo infinitesimal, termina por imponerse una presentacion seudoformal en el
cual se toman los reales como elementos primitivos y se axiomatizan algunas de sus
propiedades mas importantes del calculo, sobre todo aquellas que no son tan
familiares al lector como el axioma de continuidad o del extremo superior, como dice
Arboleda (2011) este es el punto de partida del calculo de Apdstol, uno de los textos
que mas ha influido en la ensefianza universitaria en los Ultimos treinta afios dada su

reputacién de obra esmerada y rigurosa.

Teniendo en cuenta que en los cursos de Matematicas de los primeros afios de
universidad y altimos en educacion media, los reales son presentados generalmente
de manera axiomatica, lo cual no permite ver y comprender la diversidad y

complejidad de conceptos que le subyacen, lo cual es un problema evidente, ya que el

papel fundamental dentro de la construccion del sistema numérico real, pues es el que permite
diferenciarlo de los racionales, es mas lo extiende hasta completarlo, entendiéndose esto en el sentido
de Arquimedes, de que no tiene una extension arquimediana propia, imponiéndose asi una condicion
de maximabilidad.

4 Este concepto, es el corazon de la topologia, pues sobre él se verifican los axiomas de
vecindades para un espacio topoldgico, intuitivamente podemos relacionarla con nociones cotidianas
de cercania y proximidad. “La nocion de vecindad como su nombre lo indica, habla de puntos vecinos
0 proximos a un punto dado. En este sentido, en una vecindad, no interesa el punto en si mismo sino el
lugar constituido por los alrededores del punto, el punto con los puntos cercanos que lo rodean”.
Anacona & Ortiz (2011, p 166)

También podemos encontrar en Bourbaki (1966 p. 19), acerca del sentido comdn que tiene la palabra
vecindad (neighbourhood) es tal que muchas de las propiedades matematicas que involucran esta idea
aparecen como expresiones intuitivas, la eleccion de este término por lo tanto tiene la ventaja de hacer
el lenguaje mas expresivo. Para ello también se permite utilizar las expresiones "suficientemente
cerca" y "tan cerca como queramos" en algunas afirmaciones.



no tener una buena comprension de los reales esta afectando el aprendizaje de
conceptos importantes como el de limite, continuidad, convergencia y completez. Los
conceptos nombrados son todos de naturaleza topoldgica y este tipo de presentacion
axiomatica no permite capturar de forma clara la importancia de cada una de ellas y el

rol que juegan en cada una de las estructuras.

Investigaciones como la presentada por Arboleda (2011), referente a la ensefianza de
las matemaéticas han mostrado que cuando se exhibe el conjunto de los nimeros reales
estos siempre se muestran de forma axiomatica, y el estudiante de primeros cursos
universitarios termina por no entender la naturaleza y funcién de las propiedades de
R, tanto en su propia objetivacion matematica como en la estructuracion de las teorias
sobre los reales que constituyen el referente principal del curriculo universitario. Es
por ello que creemos que estudiar una construccion de R puede dar aportes que
permitan avanzar en el conocimiento de una teoria tan fundamental como lo es el
sistema de los nimeros reales, ademas de enfocar la comprension de los procesos de
constitucion de objetos y estructuras matematicas. Por lo tanto tomaremos como base
la estructura de orden arquimediana presentada por Blyth (2005), donde nos muestra
propiedades de orden y algebraicas de este sistema en tanto cuerpo ordenado
arquimediano y completo. Consideramos que el tratamiento y presentacion de una
teoria tan fundamental, es vital para ayudar no solo a comprender el papel de los
conceptos topologicos, sino, en identificar el rol histérico y epistemolégico de

nociones que consideramos esenciales para la comprension de los nimeros reales.

Ademas, a lo largo de la préctica docente se han evidenciado serias dificultades de
ensefianza y aprendizaje en la comprension del sistema de los nimeros reales, a nivel
conceptual, analitico, algebraico y topologico que pueden asociarse a la complejidad
inherente del objeto matematico.

La apropiacion usual del concepto de nimero real es escasa, entendida como

la simple adjuncién de un conjunto de nimeros (a uno preexistente) cuyas

propiedades, asi como sus caracteristicas, no son explicitas, por lo que no se

identifica su necesidad, tanto en la representacion de ciertas soluciones a
ecuaciones polindmicas como en la cuantificacion de la medida de ciertas



magnitudes (longitudes, areas, pesos) que llevan al concepto de continuidad
numérica (Puerto 2011, p.3).

Debido a lo anterior, en este trabajo queremos apostarle a revisar una construccion
méas moderna en aras de identificar nuevos conceptos, métodos o teorias que puedan
aportar en la apropiacion de este objeto matematico. Insistimos que queremos realzar
precisamente aquello que se esconde en las exposiciones axiomaticas mas frecuentes:
en primer lugar, el ingreso de los aspectos topoldgicos y en segundo lugar el paso de
una estructura algebraica y de orden. Esperamos que este estudio brinde y aporte al
lector algunos elementos que permitan identificar conceptos y metodologias que
puedan ser empleados para una mejor comprension de los reales. Ademas de
presentar una opcion para entender la construccion de los nimeros reales y su
naturaleza pasando por estructuras de orden, algebraicas, y culminando con
estructuras topologicas; de tal manera que permita tener una completa apropiacion

de estos.

Por lo tanto lo que pretendemos con esta construccion detallada es lograr que haya
una apropiacion y comprensién de las propiedades fundamentales del sistema
numeérico real, como son reconocer una estructura algebraica, de orden, y topolégica,
ademéas de conceptos fundamentales como densidad, completitud, continuidad,
convergencia y vecindad entre otras. Se realiza también una aproximacion histérica y
epistemoldgica relacionada con las diferentes construcciones del sistema de los
nameros reales, de donde nace esta idea de la nueva construccién presentada y el

aporte recibido de las anteriores construcciones.

En este sentido, revisaremos la construccion realizada por Blyth (2005), en donde
detalla de manera explicita, en analogia con la construccion de R las estructuras
algebraica y de orden; nosotros estamos interesados en resaltar la relevancia de la
estructura topoldgica, es decir, en los conceptos de vecindad, entorno y convergencia,
a fin de que haya una apropiacion del conocimiento de este sistema, para ello
exploraremos un juicioso analisis que nos permita identificar y aportar claramente en

los elementos conceptuales que entran en juego en una moderna construccién, que



esperamos brinde referentes a la estructuracién de un objeto matematico como lo es
R, en la potencialidad que tiene esta nueva forma de llegar a ellos, y de poder mostrar
la importancia de estas nociones que si bien son desconocidas por los alumnos y mal
aprehendidas por los docentes, son fundamentales en su desarrollo intelectual y

profesional.

En el texto presentado por Blyth (2005), se parte de una estructura algebraica de
dominio entero conmutativo asociado mediante transformaciones entre estructuras
algebraicas a un cuerpo de cocientes. Como caso particular de Dominio entero, esta el
conjunto de los nimeros enteros Z cuyo cuerpo de cocientes asociado es el conjunto
de los numeros racionales Q. Se generaliza pues la idea de conjunto de numeros
racionales mediante isomorfismos entre conjuntos con la misma estructura. El
objetivo aqui es establecer que cada cuerpo totalmente ordenado contiene una copia
de Q el cual es el subcuerpo primo, y salvo isomorfismos el cuerpo arquimediano
totalmente ordenado mas pequefio. A continuacion se trata de proveer al cuerpo de
los numeros reales R de una caracterizacion formal de completez, en otras palabras se
demuestra que no existe un cuerpo arquimediano® del cual los nimeros reales sea un
subcuerpo ordenado propio; es decir, se impone una condicién de maximabilidad que
garantiza su unicidad, y la inmersion de cualquier otro cuerpo arquimediano
totalmente ordenado. Teniendo esto formalizado de manera rigurosa se identificaran
y/o resaltaran los aspectos topoldgicos que no son explicitos en la construccion dada
por el autor. Mas aun esperamos evidenciar que colocar en primera instancia la
estructura topologica garantiza cierta comodidad y/o ligereza en las propiedades

algebraicas de R, mediante completacion por medio del grupo topologico.

> Un grupo G totalmente ordenado es arquimediano, si y solo si, para x,y € G, con

1, <X<yexisten € Z/ X"<y< X" como caso particular de cuerpo arquimediano tenemos el

conjunto de los ndmeros reales: si x > 0y si y es un nGmero real arbitrario, 3n>0/nx>y.
Geomeétricamente esta propiedad nos dice que todo segmento lineal, por largo que sea, puede
recubrirse por medio de un numero finito de segmentos lineales de longitud positiva dada, por pequefia
que sea.



Debido a lo anterior queremos centrar las construcciones a conceptos topoldgicos
para saber como explicitar el rol de la estructura topoldgica a partir de una estructura
algebraica y de orden, de tal manera que permita clarificar rigurosa y formalmente,

conceptos ocultos en la axiomatizacion del sistema de los nUmeros reales.

En este trabajo de grado esperamos despertar inquietudes y realzar el papel relevante
que desempefia la topologia en la construccion de los numeros reales, de tal manera
que sea una alternativa exploratoria y una herramienta potencializadora para la

comprension y apropiacion de este sistema numérico.

Para lograrlo desarrollaremos lo siguiente: identificar aspectos topoldgicos esenciales
en la construccién de los numeros reales, como es el caso del concepto de vecindad,
que permite una comprensién del continuo numérico; reconocer como el concepto de
vecindad nos sitla dentro de la topologia, identificando su rol epistemoldgico en el
proceso de construccion de los reales, y establecer relaciones matematicas entre las

estructuras algebraicas y de orden, que permitan evidenciar la estructura topoldgica.



CAPITULO |

LOS NUMEROS REALES: ASPECTOS HISTORICOS Y
EPISTEMOLOGICOS

En el presente capitulo se presentan a grandes rasgos algunos aspectos de las
construcciones clésicas de los nimeros reales, para ello es conveniente hablar de
Cantor y Dedekind pues es mediante ellos que la teoria de los nimeros reales toma su
forma definitiva, ya que la idea era construir los nimeros irracionales solo desde los
racionales debido a que estos eran facilmente definibles por los naturales. De igual
manera, tendremos en cuenta a Hilbert, a quien se le atribuye la moderna
axiomatizacién de dicho sistema en donde su nocién de completez se vio muy
influenciada por la obra de Dedekind. Esto se hara con el proposito de ubicar al
lector en un contexto historico, que permita ver la formacién progresiva y los actores

que en ella intervienen.

1. Revision historica de la construccion de R

El origen de la teoria de los nimeros reales data de la ciencia babilénica en un
sistema cuya numeracion designa valores tan aproximados como se quiera de todo
numero real, pero es la matematica griega la que obtiene la primera teoria rigurosa de
los ndmeros reales, la cual trae consigo una serie de descubrimientos sobre

proporciones y en particular sobre las razones inconmensurables.



La creacion de los nimeros reales en el siglo X1X obedece a una necesidad de dar
forma matemaética a la propiedad de continuidad o completez, dejando de ser una

propiedad de objetos a constituirse en objeto matematico.

Hoy en dia, existen diversas formas de presentar el conjunto de los nimeros reales a
partir de axiomas, y dentro de esa variedad estd la caracterizacion mas comun

mediante las siguientes tres propiedades:

Un conjunto (K,+,%,<) esel conjunto de los numeros realessi satisface las

siguientes tres condiciones:
1. (K, +,*) esun cuerpo.

2. (K, <) es unconjunto totalmente ordenado y el orden es compatible con las

operaciones del cuerpo:

Sia<bentoncesa+c<b+c ;

Sia<b yc=>=0 entonces ac < bc

3. EIl conjunto K es completo, es decir satisface el axioma del supremo: todo

conjunto no vacio y acotado superiormente tiene un supremo.

Las primeras dos condiciones definen el concepto de cuerpo totalmente ordenado y la
tercera condicion es una propiedad de naturaleza topoldgica y es la que diferencia al
conjunto de los numeros reales de todos los demas cuerpos arquimedianos totalmente
ordenados. Hay que decir que en principio pueden existir diferentes conjuntos que
satisfagan las mismas condiciones y que podrian ser diferentes al conjunto de los
nameros reales, pero un teorema establece que si eso sucediera, ambas estructuras
serian esencialmente la misma. Cualquier cuerpo arquimediano totalmente ordenado
que cumpla la tercera propiedad de R es isomorfo al conjunto de los nameros

reales. Esta unicidad salvo isomorfismos es conocida como la Categoricidad de R.

En vista de lo anterior podemos hablar del conjunto de los numeros reales (y no
de un conjunto de numeros reales) y estableciendo su unicidad se puede usar el

simbolo R para representarlo.



Pero también existe diversidad en su presentacion mediante construcciones, las mas
famosas y tipicas son las de Cantor y Dedekind. Cantor hace su presentacion
mediante sucesiones de Cauchy y Dedekind mediante las cortaduras, estos dos
grandes matematicos alemanes lo que buscaban con esto era sentar bases formales
que les permitieran producir una teoria rigurosa. Y es por ello que creemos que dar a
conocer los reales mediante su construccion puede llegar a ofrecer un entendimiento
mas profundo de conceptos que no son tan evidentes, como por ejemplo aquellos de
naturaleza topoldgica: convergencia, limite y densidad que se encuentran ocultos en

el axioma de completez.

1.1 Sobre las Construcciones de Cantor y Dedekind

En Arboleda (2011), se exponen los procedimientos empleados en la extension de los
nameros racionales Q a los reales R, sea por las cortaduras de Dedekind o mediante
las sucesiones fundamentales de Cantor. El autor argumenta que alli se recurren a
propiedades de la estructura de Q para llenar dos lagunas operatorias, algunas de
naturaleza “algebraica” (Q no es cerrado para operaciones como raiz cuadrada) o
siendo més precisos topoldgicas (Q no es cerrado con la operacion de paso al limite).
Dado que las propiedades de orden y densidad de la estructura de Q se cumplen de
manera correlacionada, no fue posible llenar la laguna algebraica sin llenar al mismo
tiempo la laguna topoldgica. En otras palabras, la extension de los racionales
consistio, en construir el dominio de los reales como objeto explicito a partir de
operaciones permitidas por la estructura de los racionales, principalmente de orden y
densidad.

1.1.1 La construccion de Dedekind

Dedekind decide emprender la busqueda de la fundamentacion de las matematicas,
cuyo objetivo era construir un dominio numérico continuo y por lo tanto producir una

teoria rigurosa. Para ello busca formalizar y generalizar el proceso de aproximacion
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de algunos irracionales tipicos a partir de los racionales. Su método se basa en la
definicién de cortadura.

Un subconjunto x de @ es una cortadura de Dedekind si y solo si:

1. x esdistinto de vacio y de Q.
2. Si g €x yr < qentonces r € x (cerradura hacia abajo).

3. El maximo de x no existe.

Los nameros reales estdn formados por todas las cortaduras de Dedekind, es decir,

por el conjunto R = { x: es una cortadura de Dedekind}.
Orden entre R:

x <ysiysolosix cy.

Teorema. El orden < antes definido es un orden lineal.

Teorema. R es completo, es decir, si A es un subconjunto no vacio de Ry acotado

superiormente entonces el supremo de A existe y es un elemento de R.
Demostracion

El supremode AesU A :

Six € A entonces x CU A, lo que es equivalente a x <U A.

Si z es una cota superior para A, entonces para todo x € A se cumple que x < z. Por

lotanto UA < z.
Veamos que U A es un elemento de R:

Como A no es vacio entonces U A no es vacio, puesto que los elementos de A son

cortaduras, que por definicion son conjuntos no vacios.

Como A es acotado entonces U A también lo es, y por tanto U A es diferente de Q.
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Por altimo veamos que U A es cerrado hacia abajo: sir € U A entonces existe y tal

quey € Ayr €y.Asiparacadas < r secumple que s € y yportanto s € U A.

0

La suma de ndameros reales:
Definicion. Si x,y € R, definimos x +y ={q+r:q,r€ Qg ExA\r € y}.

Es necesario mostrar que la suma de nimeros reales esta bien definida, lo que

hacemos a continuacion.

Teorema. Si x,y € R, entonces x + y € R.
Demostracion

x + y no es vacio, pues x y y no lo son.

Veamos que x + y no es igual a Q. Como x y y no son iguales a Q, existenr,s € Q,
tales que r € x y s ¢ y, entonces para todos ' € x y s’ € y se cumple quer’ + s’ <

r+s.Portantor +s € x + y.

x + y es cerrado hacia abajo: sig+r€x+y,dondeqexyrey, yp<q-+r,
entoncesp —qg <ryasip—q €y.Entoncesp=q+(p—q) Ex+y.

x + y no tiene maximo: siq +r € x + y, donde q € x y r € y, entonces como ni x
ni y tienen maximo, entonces existen ¢’ y r' tales que g < q'yr <r'conq' €xy

r' € y.Portanto ¢’ + ' € x +y yes mayor que q + .
[

Teorema. La suma de numeros reales antes definida es asociativa, conmutativa,
modulativa: el moédulo estad dado por el conjunto O = {r € Q:r < 0}, invertiva: el

opuesto de un real x estd dado por —x = {r € Q:3Is > r(—r & x)}.

Teorema. Para todos x,y y z nimeros reales se cumple: x < y si y s6lo si x + z <

y+z
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Valor absoluto
Definicion. Si x € R definimos |x| = x U —x.

Es inmediato que para todo x € R se cumple |x| > 0. Diremos que un nimero real x

es positivo si x > 0, y negativo si x < 0.
La multiplicacion de numeros reales

Definicién.  Si x,y € R son no negativos definimos x.y = 0gU{r.s:0<r €

xN0<sey}
Si x,y € R son ambos negativos definimos x.y = |x|.|y|.
Six,y € R es uno negativo y el otro positivo definimos x.y = —(|x|. |y]).

Teorema. La multiplicacion de numeros reales antes definida es clausurativa,
asociativa, conmutativa, modulativa: el neutro estd dado por el conjunto 1y =

{r € Q:r < 1}, invertiva y la distributiva sobre la suma.

Teorema. La multiplicacién por un nimero real positivo preserva el orden, es decir, si

z €S un real positivo entonces x < y siysolosi x.z < y.z.

Lo anterior es una breve presentacion de los nimeros reales como la completacion de
los nameros racionales, haciéndose énfasis en la completez y no tanto en las

propiedades algebraicas.

1.1.2 La construccién de Cantor

Para Cantor lo realmente importante era desarrollar una teoria de los numeros

irracionales, tomando de antemano un conjunto el cual le permitiera definirlos, por lo

tanto creia que los numeros racionales le servirian para tal fin. Es por ello que

advirtio la necesidad de desarrollar una teoria satisfactoria de los nimeros reales.
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La construccion de Cantor se basa primordialmente en que define las sucesiones de
Cauchy en los racionales y logra que estas se identifiquen con los reales®. Cantor
logra definir las operaciones suma y producto junto con la relacion de orden, sobre el
dominio de las sucesiones de Cauchy, de tal manera que la estructura asi formada
constituye un cuerpo totalmente ordenado, que contenga un subcuerpo isomorfo con

Q. Esta condicion permite hacer una extension de Q a R.

Siguiendo a Lopez (2008), posteriormente se define ya no una sucesion de Cauchy de
racionales sino una sucesion de Cauchy cuyos elementos son a su vez sucesiones de
Cauchy. Asi, se forma un nuevo dominio que podemos llamar C, el cual contiene un

subcuerpo isomorfo con Q.

Ahora bien, una sucesién en C es convergente si y s6lo si es una sucesion de Cauchy
y las sucesiones de Cauchy en C tienen un limite en C. De acuerdo con Lopez (2008),
esto quiere decir que la operacidn realizada para pasar de Q a C no permite extender
mas a C, sino que al aplicarla sobre éste se obtiene el mismo dominio C. Por tanto C

es completo y C = R.

Lo expuesto anteriormente se ha dado a grandes rasgos, debido a que mas adelante se
explicitara la demostracién hecha por Thomas Blyth que en esencia se basa en lo
propuesto por Cantor, de ahi la pertinencia de no ahondar en la construccion de los

reales por Cantor sino centrarnos en la demostracion de Blyth.

1.2 Sobre la completez de Hilbert

Hilbert, la persona responsable de la moderna axiomatizacion de los reales, comenta

Arboleda (2011), decia que hay dos maneras de considerar a R:

® Un sintético analisis sobre la construccion de los reales por Cantor se encuentra en Lopez
(2008).
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a) Segun el método genético: por sucesivas extensiones del cuerpo numérico
hasta llegar a la cortadura o sucesion fundamental.

b) Segin el método axiomatico: partiendo de un dominio de objetos que
cumplen un sistema de axiomas que reglan relaciones entre ellos, y mostrando

la consistencia y completitud del sistema.

Teniendo en cuenta a Kline (1992) veamos cuales son sus axiomas:

l. Axiomas de conexion
l1. A partir del nimero a y el nimero b se obtiene por adicion un
determinado numero c; simbolicamente
a+b=c 0 c=a+b
I,. Siay b son nimeros dados, existe uno y solo un ndmero x y existe
también uno y solo un numero y tales que
a+x=byy+a=b
Is. Hay un nimero determinado, denotado por 0, tal que para cualquier a
a+0=ay O0O+a=a
l;. A partir del nimero a 'y el nimero b se obtiene por otro método, la
multiplicacién, un nimero determinado c; simbdlicamente

a.b=coc=ab

Is. Dados dos numeros arbitrarios, a y b, si a no es 0, existe un namero y
solo un nimero x, y también uno y solo un nimero y, tales que

ax=byya=b>b
ls. Existe un numero determinado, denotado por 1, tal que para cada a

tenemos

al=ay la=a.
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Axiomas de calculo

lli.a+(b+c)=(a+b)+c.
Illb,a+b=>b+a.

ll3. a(bc) = (ab)c.

4. a(b 4+ c) = ab + ac.

Ils. (a + b)c = ac + bc.

llg. ab = ba.

Axiomas de orden

I11;. Si a'y b son dos numeros diferentes, entonces uno de ellos es siempre
mayor que el otro; este ultimo se dice que es mas pequefio que el primero;
simbdlicamente

a>byb<a.

I1l,.Sia>byb > c, entonces a > c.

I1l3. Si a > b, entonces siempre es cierto que
a+c>b+cyc+a>c+b.

I1l;. Sia > byc > 0,entonces ac > bcy ca > cb.

Axiomas de continuidad

IV;. (Axioma de Arquimedes). Si a> 0y b >0 son dos ndmeros
arbitrarios, entonces es posible siempre sumar a consigo mismo un
namero suficiente de veces para tener

at+a+--+a>bhb.

IV,. (Axioma de Completitud). No es posible afiadir al sistema de los
nameros ninguna coleccién de cosas de manera que la coleccion resultante

siga satisfaciendo los axiomas precedentes; dicho en pocas palabras, los
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nameros forman una coleccion de objetos que no puede ampliarse sin que

deje de cumplirse alguno de los axiomas precedentes.

En Arboleda (2011), se expone de una manera clara que Hilbert afirma que el método
genético tiene un gran valor pedagdgico y heuristico; mientras que el método
axiomatico es el més indicado para la investigacion l6gica sobre los fundamentos de
las matematicas y sus aplicaciones. En particular, un asunto prioritario para el
programa de Hilbert de comienzos del siglo XX era estudiar las condiciones que
garantizan que la aplicacion de los axiomas de una teoria no conduzca a
contradiccion, es decir, que el sistema de axiomas sea légicamente consistente.
Hilbert, comenta Arboleda (2011), ciertamente creia que la existencia matematica de
los nimeros reales dependia de la prueba directa de no contradiccion de los axiomas

que le aseguran a R su estructura de cuerpo ordenado arquimediano y completo.

“Hilbert sabia que el concepto de nimero real no se podia subsumir en una reduccion
I6gica y que era absolutamente necesario tomar en consideracion el recurso a una
donacidn intuitiva de la sucesion de nameros y de la multiplicidad de magnitudes.
Contrariamente a las concepciones de Dedekind, Frege y otros logicistas, Hilbert
declaraba estar convencido de que ciertas representaciones e ideas intuitivas son
previamente necesarias a la posibilidad del conocimiento cientifico”. (Arboleda,
2011, p 27)

Cuando Hilbert hace su presentacion axiomatica de los reales y da su nocion de
completez se puede evocar una influencia fuerte en referencia a los trabajos de
Dedekind y el pensamiento filosofico de la época. Existe una manera de caracterizar
la completez para la axiomatica de los niUmeros reales de Hilbert y es mediante la
formacion de la categoria de todos los cuerpos arquimedianos totalmente ordenados,
en el cual se puede demostrar que los reales son el objeto final de dicha categoria
(Cuerpo arquimediano totalmente ordenado y completo).
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En Ortiz&Valencia (2010), se discute y analiza una propuesta de
formalizacion para la completez de Hilbert dada por Cohen y Goffman que captura la
idea de maximabilidad de Hilbert en su axioma de completez, a traves de grupos
ordenados arquimedianos y muestra determinadas fortalezas de la axiomatizacion de

Hilbert en comparacion con las de Cantor y Dedekind.

e Dedekind y la completez de 6rdenes totales: un conjunto S con un orden total
se dice completo si y sélo si todo subconjunto no vacio de S acotado
superiormente tiene supremo.

e Cantor y la completez de espacios métricos: un espacio métrico se dice
completo si y sélo si toda sucesion de Cauchy converge.

e Arquimediana (o de Hilbert) y la completez de un grupo abeliano totalmente
ordenado: un grupo abeliano totalmente ordenado se dice completo si y solo si

no tiene extensiones arquimedianas propias.

De lo anterior se tiene que dado un grupo abeliano totalmente ordenado S, dos
elementos x,y € Sconx,y > 0 se dicen relativamente arquimedianos si cada
uno es menor que un maltiplo del otro. Si Sy T son grupos totalmente
ordenados, con S un subgrupo ordenando de T tenemos que T es una
extension arquimediana de S si para cadax € T,x > 0 existe uny € S tal que
X,y son relativamente arquimedianos. Un grupo G es llamado completo en el
sentido de Arquimedes 6 a-completo si no tiene una extension arquimediana
propia. Un cuerpo F cuyo grupo aditivo es abeliano totalmente ordenado a-
completo, se dice que es un cuerpo ordenado arquimediano completo.
(Ortiz&Valencia, 2010, p 56)

Después de haber expuesto una breve mirada de las construcciones clésicas de los
nameros reales, cabe anotar que tanto su construccion como su forma axiomatizada
han estado presentes en la evolucion continua de su presentacion, y aungque unos
axiomas simplifiquen el proceso de presentacion, ocultan conceptos importantes para
su comprension. Por lo tanto creemos que es mas profundo y significativo para un
conocimiento real, tener presente el proceso de construccion, y es por ello que mas

adelante se esbozara una construccién moderna de los reales ofrecida por Thomas
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Blyth y una construccién mediante el grupo topoldgico’ en la que se tratard de
mostrar que las operaciones adicion y sustraccion son continuas, y posteriormente

completarlo para llegar a los nimeros reales; esto se logrard gracias a algunos

resultados usando la densidad de Q en R.

7' Un grupo topoldgico es un conjunto G el cual lleva una estructura de grupo y una topologia y
satisface los siguientes dos axiomas: 1) La funcion (x,y) — xy de GxG en G es continua. 2) La
funcion x - x~* de G en G (la simetria del grupo G) es continua.
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CAPITULO 2

PRELIMINARES TOPOLOGICOS Y ALGEBRAICOS PARA LA
CONSTRUCCION DE R

Como la idea es introducir la estructura topologica en el modelo de construccion de
los reales que se ofrecera méas adelante, en este capitulo vamos a hacer una réapida
revision de los conceptos topoldgicos que se requieren para su construccion. De igual
forma se daran conceptos algebraicos que son necesarios para el entendimiento de la
construccidn que nos expone Thomas Blyth. Esto se hara con el fin de lograr que este
trabajo sea auto-contenido y el lector pueda encontrar aqui las nociones béasicas para

entender lo que se exponga a lo largo del documento.
2.1 Preliminares topol6gicos

2.1.1 ;Qué es la topologia?

La topologia como nueva rama de la geometria es una de las mas modernas. En
contraste con el algebra, la geometria y la teoria de nimeros, cuyo origen se remontan
a la antiguedad, la topologia aparece en el siglo diecisiete y fue conocida, con el

nombre de analisis situs, esto es, analisis de la posicion.
Dicho de otra manera, “la topologia se ocupa de aquellas propiedades de las figuras

gue permanecen invariantes, cuando dichas figuras son plegadas, dilatadas, contraidas

0 deformadas de cualquier manera tal que no aparezcan nuevos puntos, o se hagan
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coincidir puntos ya existentes. La transformacion permitida presupone, en otras
palabras, que hay una correspondencia biunivoca entre los puntos de la figura original
y los de la transformada, y que la deformacion hace corresponder puntos préximos a
puntos proximos. Esta Gltima propiedad se llama continuidad, y lo que se requiere es
que la transformacion y su inversa sean ambas continuas, una transformacion asi se
[lama un homeomorfismo (mas adelante se definira tal concepto)”. (Kline 1992, p
1529)

“El topblogo considera los mismos objetos que el gedbmetra, pero de modo distinto:
no se fija en las distancias o los angulos, ni siquiera de la alineacion de los puntos.
Para el topologo un circulo es equivalente a una elipse; una bola no se distingue de un
cubo: se dice que la bola y el cubo son objetos topoldgicamente equivalentes, porque
se pasa de uno al otro mediante una transformacion continua y reversible”. (Macho
2002, p 63).

Hoy en dia la topologia se mueve en dos esferas: la topologia conjuntista o general
que trata de las figuras geométricas consideradas como conjuntos de puntos y la
topologia combinatoria o algebraica que trata de las figuras como agregados de

bloques.

Debido a que la topologia es una estructura matemadtica que permite la definicion
formal del concepto de vecindad, Anacona&Ortiz (2011), exponen que, un estudio
moderno de construcciones tipicas de los numeros reales, en el cual se tengan en
cuenta los fundamentos, las relaciones y la logica de la construccion, permite
comprender el papel de los conceptos de limite y convergencia en el proceso de
construccion y ayuda a identificar el rol epistemologico y pedagdgico de la nocion de

vecindad, considerada esencial para la comprension del continuo numérico.
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2.1.2 La nocion de vecindad

La nocién de vecindad surge a finales del siglo XIX, gracias a la necesidad de
extender ciertas propiedades de conjuntos conocidos como R o R™ a conjuntos

abstractos, cuyos elementos son de naturaleza cualquiera.

En Anacona&Ortiz (2011) histéricamente se muestra que el primer esfuerzo
importante por construir una teoria abstracta de espacios de funciones fue llevado a
cabo por Maurice Fréchet, en su tesis doctoral de 1906. Para él, era necesario
introducir en los conjuntos abstractos una estructura de espacio mediante la definicién
de una relacion cualquiera de proximidad entre los elementos; lo que condujo al

estudio sistematico de los espacios abstractos.?

En los espacios abstractos, la relacion alli definida nos dice si dos puntos estan
proximos o no y que no es Unica la manera de establecer si dos puntos son cercanos.
Lo importante es que esta permite precisar el nuevo concepto de vecindad,

ubicandonos en el corazon de la topologia.

La nocidén de vecindad en Anacona&Ortiz (2011) habla de puntos vecinos o proximos
a un punto dado, es decir una vecindad alrededor de un punto x estd conformada por
todos los puntos que son “proximos” a x . En este sentido, en una vecindad, no
interesa el punto en si mismo sino el “lugar” constituido por los alrededores del
punto, el punto con los puntos cercanos que lo rodean. Para darle sentido a esta
definicidn, se abordara la definicion de distancia: historicamente se le atribuye a
Maurice Fréchet el planteamiento de la siguiente definicion de distancia. Sea X un
conjunto. Se dice que d:XxX — R define una distancia en X se cumplen las

propiedades:

1. d(x,y) =0
2. d(x,y) =d(y,x)

® Un espacio abstracto es un conjunto de puntos, en el que se ha definido una relacion de cercania entre
los puntos del conjunto.
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3. d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) (desigualdad triangular)
Con esta generalizacion de la nocion de distancia, Fréchet mostro que la distancia
usual no siempre relaciona dos puntos y que esta relacion se puede establecer entre

objetos diferentes.

Un conjunto al cual se le define una distancia, se denomina espacio métrico, y
usualmente nos referimos a la distancia como la métrica. Una vez establecida la
distancia en un conjunto se esta en condiciones de definir mas formalmente la nocién
de vecindad. Sea (X,d) un espacio métrico. Decimos que V € X es vecindad de
x € X siy solo siexiste Utal quex € U €V, donde U ={y € X:d(x,y) < &} con
e>0.

Definir vecindad en términos de espacios métricos presupone la existencia de los

numeros reales.

Asi es que consideramos mas adecuado partir del concepto de vecindad en su forma
mas general, ya que, la nocion de distancia se puede extender a una nocion de

vecindad, y en este punto estamos en la base de la estructura topologica.

2.1.3 Espacios Topologicos

Segin Munkres (2002), en las primeras décadas del siglo XX, numerosos
matematicos (Fréchet, Hausdorff y otros) propusieron distintas definiciones para
espacio topolégico, pero fue més tarde cuando los matematicos establecieron la
definicion que parecia mas apropiada. Querian una definicion que fuera lo mas
general posible, de manera que incluyera como casos especiales todos los distintos
ejemplos que eran Utiles en matematicas (espacio euclideo, espacio euclideo de
dimensidn infinita y espacios de funciones, entre ellos) pero también querian que la
definicion fuese lo suficientemente estricta para que los teoremas habituales sobre
estos espacios familiares se adaptaran a espacios topologicos en general. Este es
siempre el problema cuando se estd intentando formular un nuevo concepto

matematico, decidir lo general que podria ser su definicion. La definicion finalmente
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adoptada puede parecer un poco abstracta, pero a medida en que se trabaje con las
distintas formas de construir espacios topoldgicos, se tendrd una mejor impresion de

lo que el concepto significa.

En los espacios topologicos es posible definir algunos conceptos como continuidad o

limite debido a la existencia de los abiertos.

Definicion: Una topologia sobre un conjunto X es una coleccién t de subconjuntos de

X con las siguientes propiedades (Munkres, 2002, p.86):

1. @y Xestanent.
2. Launion de los elementos de cualquier subcoleccion de t esta en .
3. Lainterseccion de los elementos de cualquier subcoleccidn finita de t esta en

T.

Un conjunto X al que se le define una topologia t es llamado espacio topoldgico, por
lo tanto un espacio topoldgico es un par (X, ), formado por un conjunto X y una

topologia 7 sobre X.

Si X es un espacio topolégico con una topologia T, diremos que un
subconjunto U de X es un conjunto abierto de X si U pertenece a la coleccién
7. Usando esta terminologia, se puede decir que un espacio topolégico es un
conjunto X junto a una coleccion de subconjuntos de X, llamados conjuntos
abiertos, tales que @ y X son ambos abiertos, y tal que las uniones arbitrarias
y las intersecciones finitas de conjuntos abiertos son abiertos. (Munkres,
2002, p.86)

Cabe mencionar aqui que en topologia es costumbre llamar "espacio™ al conjunto

total X , y a los elementos xe€X se les dice “puntos".

Esta nomenclatura refleja ideas geométricas, y tiene su origen en el estudio de las

propiedades topoldgicas de los espacios n-euclidianos.

24



Nota: Un conjunto puede tener muchas topologias distintas, pero no toda coleccion

de subconjuntos de X es una topologia sobre X. Veamos:

Sea X un conjunto de tres elementos X = {a, b, c}, algunas de las topologias posibles
son:
T1 = {X; @; {a, b}: {b}; {b: C}}; TZ = {X, ®}1 T3 = {X' ®' {a, b}, {b, C}, {b}, {C}};

Pero ninguna de las siguientes colecciones son topologias:
P1= {X» ?,{a}, {b}}F P2 = {X' @,{a, b}, {b, C}};

Ejemplo: si X es un conjunto cualquiera, la coleccion de todos los subconjuntos de X
es una topologia sobre X y se denomina topologia discreta. La coleccién compuesta
Unicamente por X y @ es también una topologia sobre X y la llamaremos topologia

indiscreta, o topologia trivial.

En Munkres (2002) se comenta que regularmente se puede especificar la topologia
mediante la descripcion de la coleccion completa 7 de conjuntos abiertos.
Generalmente, esto es bastante complicado. En la mayoria de los casos, se especifica
una coleccion de subconjuntos de X que es capaz de definir dicha topologia. Es por

ello que es conveniente definir el concepto de base:

Definicion: Si X es un conjunto, una base para una topologia sobre X es una

coleccién B de subconjuntos de X (llamados elementos basicos) que satisfacen:

1. Paracada x € X, hay al menos un elemento basico B que contiene a x.
2. Si x pertenece a la interseccion de dos elementos béasicos B; y B,, entonces

existe un elemento bésico B; que contiene a x y tal que B; € B; N B,.

Si B satisface estas dos condiciones, segun Munkres (2002) se define la topologia t
generada por B como sigue: un subconjunto U de X se dice que es abierto en X (esto
es, un elemento de 7), si para cada x € U, existe un elemento basico B € B tal que
x€EByBcCU.

Notemos que cada elemento basico es asi mismo un elemento de z.
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Otro modo para describir la topologia generada por una base es la dada por el

siguiente lema:

Lema: sean X un conjunto y B una base para una topologia t sobre X. Entonces t es

igual a la coleccidn de todas las uniones de elementos de B. (Munkres,2002, p.90)
Este lema establece que cada conjunto abierto U en X se puede expresar como una
union de elementos basicos.

Definicion: Si B es la coleccidn de todos los intervalos abiertos en la recta real,

(a,b) = {x / a < x < b}, la topologia generada por B se denomina topologia usual

sobre la recta real.
La topologia del orden:

En Munkres (2002), si X es un conjunto simplemente ordenado, existe una topologia

obvia para X, definida usando la relacion de orden. Se llama topologia del orden.

Supongamos que X es un conjunto con una relacion de orden simple <. Dados dos
elementos a y b, hay cuatro subconjuntos de X que se llaman intervalos determinados

por a y b. Son los siguientes:
(a,b) ={x /a < x < b}
(a,b] ={x/a < x < b}
[a,b) ={x/a < x < b}

[a,b] ={x /a < x < b}

“Un conjunto del primer tipo se denomina intervalo abierto en X, un conjunto del

ultimo tipo se denomina intervalo cerrado en X, y conjuntos del segundo y tercer
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tipos se denominan intervalos semiabiertos. El uso del término ‘“abierto” en esta
relacion sugiere que los intervalos abiertos en X deberian convertirse en conjuntos

abiertos cuando se introduzca una topologia sobre X (Munkres, 2002, p.95)

Definicion: Sea X un conjunto, con méas de un elemento, con una relacion de orden
simple. Sea B la coleccion de todos los conjuntos de los siguientes tipos (Munkres,
2002, p. 96):

1) Todos los intervalos abiertos (a, b) en X.

2) Todos los intervalos de la forma [a,, b) donde a, es el minimo (si lo hay) de
X.

3) Todos los intervalos de la forma (a, b,] donde b, es el maximo (si lo hay) de
X.

La coleccién B es una base para una topologia sobre X, que se llama topologia del

orden.

Por lo anterior vemos que la topologia usual sobre R es efectivamente la topologia
del orden derivada del orden usual en R. Esta topologia recibe este nombre puesto
gue se construye en base a la relacion de orden de los nimeros reales, y no se utiliza

nada mas, vale decir, no se usa la estructura algebraica subyacente, sino sélo el orden.

Por lo tanto, en cualquier conjunto X en el cual haya un orden < con propiedades
como el de los nimeros reales, o sea, un orden lineal estricto, es posible definir una

topologia del orden.

Bastara que se logre definir una nocion de intervalo abierto en X mediante.
(a,b) ={x/a<x<b}

En todo conjunto X con una relacion de orden < en él, hereda el orden a sus
subconjuntos. O sea, si Y c X, entonces Y tiene un orden que proviene de restringir a

dicho conjunto el orden que teniamos en el conjunto mayor X.

Como es el caso de Q, el cual hereda la topologia del orden de R.
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La relacion de orden lineal estricto < en X “induce” en forma natural una topologia
en X. Dicho de otro modo: a partir del orden se puede generar una topologia en un
conjunto. El modo usual de hacerlo es tomando a los “intervalos abiertos” como

elementos de la base de la topologia.

2.1.3.1 Espacios de Hausdorff

Segun Munkres (2002), cuando se ha trabajado constantemente con conjuntos
abiertos, cerrados y puntos limite en la recta real y el plano, estos pueden llevarnos a
cometer un error cuando se consideran espacios topoldgicos mas generales. Por
ejemplo, en los espacios Ry R?, cada conjunto unipuntual {x,} es cerrado. Es decir;
cada punto distinto de x, tiene un entorno que no interseca a {x,}, por lo que {x,} es
su propia clausura. Pero este hecho no es cierto para espacios topoldgicos arbitrarios,
sea el conjunto X ={a,b,c} y consideremos la siguiente topologia
T = {@, X,{a}, {Interior b},{c},{a, b}, {b, c}}, en este espacio el conjunto unipuntual

{Interior b} no es cerrado, lo que significa que su complementario no es abierto.

En un espacio topoldgico arbitrario nos dice Munkres (2002), que una sucesion
X1, X, ... de puntos del espacio X converge al punto x de X siempre que, para cada
entorno U de x, exista un entero positivo N tal que x,, € U paratodon > N. En Ry
R2, una sucesion no puede converger a mas de un punto, pero si puede en un espacio

arbitrario.

Ademas, expresa el autor que las topologias en las que los conjuntos unipuntuales no
son cerrados, 0 en las que las sucesiones pueden converger a mas de un punto, pueden
ser consideradas raras por muchos matematicos y por ende no ser demasiado
interesantes, debido a que raras veces se dan en otras ramas de las matematicas. Y los
teoremas que se pueden probar sobre espacios topoldgicos estan bastante limitados si
se permiten dichos ejemplos. Es asi como a menudo se impone una condicion

adicional que evitara ejemplos como este.
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La condicion que se expondra a continuacion fue dada por el matematico Félix

Hausdorff, por lo que se le ha dado su nombre.

Definicion. Un espacio topologico X se denomina espacio de Hausdorff si para cada
par x;,x, de puntos distintos de X , existen entornos U, y U, de x;yx, ,

respectivamente, que son disjuntos (Munkres, 2002, p.112).

Siguiendo a Munkres (2002) la anterior condicion es una de entre varias condiciones
extra que se pueden imponer a un espacio topoldgico y cada vez que se impone tal
condicion se pueden probar teoremas mas fuertes, pero se limita la clase de espacios a
los que se aplican dichos teoremas. Este espacio de Hausdorff, se denomina el axioma
de Hausdorff y es entre otros un axioma de separacion, denominado asi por el hecho
de implicar la “separacion” de ciertas clases de conjuntos por conjuntos abiertos

disjuntos.

Usualmente se considera que la condicion de Hausdorff es una condicién débil para
imponer a un espacio topoldgico, por lo que algunos matematicos en un primer curso
de topologia toman estos espacios de Hausdorff como condicion inicial; por lo que no
se consideran espacios que no sean de Hausdorff. Veamos los siguientes teoremas

gue nos daran algo de fundamento a lo dicho:

Teorema. Si X es un espacio de Hausdorff, entonces una sucesion de puntos de X

converge a lo sumo a un punto de X.
Teorema.

1. Cada conjunto totalmente ordenado es un espacio de Hausdorff en la
topologia del orden.
2. El producto de dos espacios de Hausdorff es un espacio de Hausdorff.

3. Un subespacio de un espacio de Hausdorff es un espacio de Hausdorff.
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Los anteriores teoremas nos evidencian el hecho de que los limites de una sucesion
son unicos, y que las propiedades de extensién més las de densidad nos permiten
extender muchas de las propiedades de Q a R.

En lo dicho anteriormente se definio la topologia del orden, es conveniente decir que
cada topologia del orden es un espacio de Hausdorff, pues la topologia del orden son
todos los abiertos (a,b) € X donde a < b es la relacion de orden. Si el espacio tiene
un minimo seria [a, b) y si tiene un maximo seria (a, b]; supongamos que no tiene
maximo ni minimo, sean x y y dos puntos distintos de un espacio topoldgico,
entonces existen abiertos (a, b) y (c,d) disjuntos tales que x € (a,b) y y € (¢,d),
pero esta es la definicion de un espacio de Hausdorff, por lo tanto cada topologia del
orden es de Hausdorff.

2.1.4 Funciones continuas

Una gran parte del célculo gira en torno al concepto de funcion continua,
particularmente, la topologia tiene en cuenta los conceptos de orden y continuidad
principalmente; es asi que sabiendo la importancia de un concepto fundamental se

considera pertinente definirlo, veamos:

2.1.4.1 Continuidad de una funcion

En Munkres (2002), Sean X e Y espacios topoldgicos. Una funcion f: X — Y se dice
que es continua si para cada subconjunto abierto V de Y, el conjunto f~1(V) es un

subconjunto abierto de X.

Recordemos que f~1(V) es el conjunto de todos los puntos x de X para los que

f(x) € V; esvacio si VV no interseca al conjunto imagen f(X) de f.

La continuidad de una funcion depende no solo de la propia funcion f, sino también

de las topologias especificadas para su dominio y recorrido. Si se quiere resaltar este
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hecho, podemos decir que f es continua relativa a las topologias especificas sobre X e
Y.

En analisis se estudian diversas maneras de formular la definicion de continuidad,

distintas pero equivalentes, algunas de estas se generalizan a espacios arbitrarios.

El teorema que sigue serd importante para mostrar que Q es un grupo topoldgico, es

decir que la adicion y las sustraccion son funciones continuas. Veamos:

Teorema. Sean X e Y espacios topoldgicos; sea f: X — Y. Entonces son equivalentes
(Munkres, 2002, p.118):

1. f escontinua.

2. Para cada subconjunto A de X, se tiene que f(A) c f(A).

3. Para cada subconjunto cerrado B de Y, el conjunto f~1(B) es cerrado en X.
4

Para cada x € X y cada entorno VV de f(x), existe un entorno U de x tal que

f) cv.

2.1.4.2 Homeomorfismos

El concepto que a continuacion se mostrara se requiere para definir la continuidad de

las funciones que nos permitiran completar el conjunto de los nimeros reales.

En &lgebra moderna, expone Munkres (2002), se estudia la nocién de un isomorfismo
entre objetos algebraicos tales como grupos o anillos. Un isomorfismo es una
correspondencia biyectiva que respeta la estructura algebraica implicada. EI concepto
analogo en topologia es el de homeomorfismo, que es una correspondencia biyectiva

que conserva la estructura topoldgica implicada.

Definicion. Sean X e Y espacios topoldgicos; sea f: X — Y una biyeccion. Si la
funcion f y la funcion inversa f~1: Y — X son ambas continuas, entonces f se dice

gue es un homeomorfismo (Munkres ,2002, p.119).
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La condicién de que £~ sea continua significa segiin Munkres (2002) que, para cada
conjunto abierto U de X, la imagen inversa de U mediante la aplicacion f~1:Y —» X
es abierta en Y. Sin embargo, la imagen inversa de U mediante la aplicacion £~ es la
misma que la imagen de U mediante la aplicacion f. Por eso otro modo de definir un
homeomorfismo es decir que es una correspondencia biyectiva f: X — Y tal que f (U)

es abierto si, y solo si, U es abierto.

Munkres (2002), nos dice que lo anterior prueba que un homeomorfismo f: X - Y
proporciona una correspondencia biyectiva, no solo entre X e Y, sino entre las
colecciones de conjuntos abiertos de X y las de Y. Como resultado, cualquier
propiedad de X que se exprese completamente en términos de la topologia de X (esto
es, en términos de los conjuntos abiertos de X) nos da, via la correspondencia f, la
propiedad correspondiente para el espacio Y. Tal propiedad de X se denomina

propiedad topoldgica de X.

2.1.5 Teoremas Elementales de Extension

Para efectos de la propuesta de construccion que se ofrecerd en el capitulo 4
incorporando topologia, se requeriran estos teoremas que permitiran extender al
conjunto de los nimeros reales muchas de las propiedades de Q gracias a la densidad

y el hecho que R se establecera como un espacio Hausdorff.

Los siguientes teoremas que se van a enunciar son tomados del libro de Bourbaki

(1966) topologia general.
Teorema 2.1.5.1 los dos resultados siguientes son equivalentes:

1. Y Hausdorff siy solosi Y X Y es cerrado
2. La diagonal del espacio producto Y X Y es un conjunto cerrado si y solo si

cualquier dos puntos distintos de Y tienen vecindades disjuntas.
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Demostracion.
=)

Supongamos que la diagonal del espacio producto Y x Y es un conjunto cerrado, por
lo tantoY x Y¢es abierto, luego Vx X y € Y X Y3 un abierto w talque x X y e w
YxY¢luegow =uxvdondex eu y y € v, luego u X v = @, pues si no lo fuera
u X v tendria puntos de la diagonal, lo cual no es posible puesu x v c Y x Y€ luego

Y es Hausdorff.
&)

Supongamos que Y es Hausdorff, para mostrar que la diagonal Y x Y es cerrada debo
mostrar que su complemento Y X Y¢es abierto en Y X Y cuyos elementos son de la

forma x X yconx # y.

Como Y x Y es de Hausdorff (pues el producto de dos espacios de Hausdorff es de
Hausdorff) entonces existen dos abiertos u y v distintos tales que
xXy€euxvdonde xeuyy€wv, por lo tanto Y X Y¢ es abierto pues (u X

vCcY XY, asiY XY escerrada. 0

El teorema anterior nos evidencia que:
Teorema 2.1.5.2

1. Sean fy g dos aplicaciones continuas de un espacio topoldgico X dentro de
un espacio Hausdorff Y; entonces el conjunto A de los puntos x € X tales que

f(x) = g(x) escerrado en X.

Ahora, si tengo una transformacion de X en Y (Hausdorff), esta es Unicamente

determinada por los valores de todos los puntos de un subconjunto denso de X.

Veamos:
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Teorema 2.1.5.3 (Principio de extension de identidades)

Si f, g son dos funciones continuas de un espacio topoldgico X dentro de un espacio
Hausdorff Y. Si f(x) = g(x) en todos los puntos de un subconjunto A denso de X,

entonces f = g.
Demostracion.

El conjunto de puntos x donde f(x) = g(x) es cerrado en virtud del teorema anterior

y contiene a A; por lo tanto f = g. 0

Este principio permite que las identidades y la estructura algebraica se levanten

gracias a la topologia y hacer lograr una inmersion de las propiedades de Q a R.

Teorema 2.1.5.4

Sea f:A— Y continua con A c X y Y Hausdorff. Si f puede extenderse a una

funcion continua g: A - Y, entonces g esta univocamente determinada por f.
Demostracion.

Sea g: A - Y una extension continua de £y §: A — Y una extension continua de f.
Por demostrar que g(x) = g(x).

Si g(x) # g(x) para algin x € A* (este x € A) entonces existe u', v’ entornos de

gx),gx)conu' nv' = 0@.

Seanu=g tW)yv=tw)Yunv+0 x Eunv)

Abierto de A* entonces existe w abierto de X tal que
unv=wnA"

unv)NA=wnA=+0
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Como x & A entonces existe y # x tal que y € (u N v) N A entonces

gy) eu' y gly) € v'entonces g(y) # g(y) (porseru’,v" disjuntos )

Pero y € A entonces g(y) = G(y), lo que es una contradiccion, por lo tanto g(x) =

g).

2.2 Preliminares algebraicos

Para efectos de comprension y autocontenido acerca de la construccion ofrecida por
Thomas S. Blyth vamos a recordar algunas definiciones y conceptos basicos de
algebra que permitiran brindar mas claridad de lo que se expone:

2.2.1 Anillos y cuerpos

Las definiciones que se mostraran a continuacion han sido tomadas del libro
Elementos de Algebra de Suarez (1994).

Definicién. Si R es un anillo que cumple que si dados dos elementos arbitrarios a , b y

se cumple que ab = ba entonces se dice que el anillo es conmutativo.

Definicion. Si R es un anillo conmutativo, se dice que 0 # a € R es un divisor de

cerosiexiste 0 # b € R tal que ab = 0.

Definicion. Un anillo conmutativo unitario es un dominio de integridad si y solo si,

no tiene divisores de cero.

Definicion. Si R es un anillo unitario u € R es una unidad si y solo si, existe u™! € R

talqueuu! =u"lu = 1.

Definicion. Un anillo de division es un anillo unitario R tal que todo elemento no nulo

es unidad.
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Si simbolizamos por R* al conjunto de unidades de un anillo, un anillo de divisién

serd un anillo unitario R tal que R* = R — 0.

Definicién. Un cuerpo es un anillo de division conmutativo.

Teorema. Todo cuerpo es dominio de integridad.

Teorema. Si D es un dominio de integridad finito, entonces D es un cuerpo.

Definicion. Un dominio de integridad D tiene caracteristica O si la igualdad ma = 0

con 0 # a € D(m € Z) se cumple solosim = 0.

Definicion. Un dominio de integridad D es de caracteristica finita si existe un
m € Z™ tal que ma = 0 paratodo a € D.

En esta situacion se llama caracteristica de D al minimo n € Z™* tal que na = 0 para
todo a € D.

Definicion. El subcampo primo de F es el minimo subcampo de F contenido en

cualquier otro subcampo de F.
Definicion. Un ideal I de un anillo R es un subgrupo aditivo tal que para todo r € R,

i) rl cl,
i) Ircl.

Si el subgrupo I satisface i) (respectivamente ii)) se llamara ideal a izquierda
(derecha).

2.2.2 Construccion de cocientes

Cuando estudiamos las propiedades algebraicas, hemos podido observar como
existen estructuras algebraicas que se obtienen a partir de estructuras mas
elementales que son conocidas y un ejemplo de esto es el caso del cuerpo de
cocientes de un dominio de integridad, que constituye una ampliacion y un pequefio

paso hacia el conocimiento de las estructuras algebraicas.
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Las definiciones que se siguen han sido tomadas del libro Algebra Abstracta de
Herstein (1988):

2.2.2.1 El cuerpo de cocientes de un dominio de integridad

Dado un dominio de integridad D, necesitamos poder resolver las ecuaciones de la
forma ax = b. Ahora sia =0y b # 0 no existe una solucion; si a=0y b =0 las
soluciones serian x =0 y x = 1. Pero para garantizar existencia y unicidad es
conveniente que a # 0, sin embargo no existe siempre una solucion en D. Ahora
para poder resolver la ecuacion lo que se pretende es la construccion de un sistema
mas grande que denotaremos por F el cual contenga a D o una copia isomorfa de este

para que se pueda resolver la ecuacion.

Como lo que necesitamos es inventar una solucién de la ecuacion ax = b, por eso
surge la idea de construir F. Denotemos esta solucion mediante la pareja (a, b) € D X
D. Consideremos a F* = {(a,b) € D X D|a # 0} y veamos cOmo podemos sumar y
multiplicar estas parejas. Entonces para empezar deberemos definir una relacion de
equivalencia sobre F* y tratar de convertir el conjunto de clases de equivalencia en el
sistema F buscado. La clave para la definicion de la relacién de equivalencia sobre F*
es: siax = by cx = d tienen la misma solucion asi sucede con cax = cby acx =

ad concluyendo asi que cbh = ad.
Definicién. En F*, (a, b)~(c, d) si y solo si ad = bc.

Teorema. “~” es una relacion de equivalencia sobre F*.

Se denotara porg la clase de equivalencia {(c,d)|(c,d)~(a,b)}y por F al conjunto

de todas estas clases.

Ahora vamos a definir la suma y el producto en F, mostrar que F es un cuerpo e

identificar un subanillo en F que sea isomorfo a D.
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Producto en F:

T . .. b_d . .
Para multiplicar dos clases de equwalenma;y;, consideremos las parejas (a,b) y

(c,d) como representantes respectivos que son soluciones de ax = by cy = d. Por
lo tanto para hallar el significado de (a, b). (c,d) debemos construir una ecuacion

cuya solucion sea xy; esta es acxy = bd.

e e, . b d b d bd
Definicién. Si =, - € F entonces —.— =
a ¢c a ¢c

ac

Como se esta definiendo una operacion entre clases de equivalencia mediante

representantes, veamos que la definicion no depende de estos, es decir que esta bien
definida; pues como a#0 y c+# 0, ac # 0 entonces (ac,bd) € F*y % EF.

Formalmente:
Lema. Si (a, b)~(r,s)y (c,d)~(u, v) entonces (ac, bd)~(ru, sv).
Sumaen F:

Sean las ecuaciones ax = b y cy = d necesitamos una ecuacion cuya solucion sea
x +y. Siax = b entonces cax = ch y cy = d implica acy = ad; se suma miembro

a miembro para obtener ac(x + y) = cb + ad.

ad+bc

e e e, .b d b d
Definicién. Si=,— € F entonces = + — =
a ¢ a c ac

Ahora veamos que esta operacion esta bien definida; puesto que a # 0, ¢ #0,

ad+bc

ac

entonces ac # 0y € F. Formalmente:

Lema. Si (a, b)~(r,s)y (c,d)~(u, v) entonces (ac,ad + bc)~(ru,rv + su).

Después de haber definido las operaciones en F, ya estamos listos para decir que F es

un cuerpo. Formalmente:

Teorema. (F, +,) es un cuerpo.
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d . . ;.
Teorema. D* = {Ild € D} es un anillo isomorfo a D y F es el minimo cuerpo que

contiene a D*.

Demostracion. D*es un dominio de integridad contenido en F. Consideremos la

d

funcién ¢: D — D* dada por ¢(d) = T @ es homomorfismo de anillos porque

d+d’ dd’
1

pd+d)=—= %+ dT =p(d)+ o), yeldd)=—= dT = ¢(de(d).

i >

Por otra parte si ¢(d) = % = % entonces d = 0, luego ¢ es monomorfismo y es

epimorfismo por definicion; asi ¢ es el isomorfismo requerido.

Si T es un subcuerpo de Fy D* c T entonces para todos a, b € D, T contiene % y ?.

. - N1 1 L . a\ (1 a
Sib # 0, T debe contener también a (I) = -y asi mismo contiene a (I) (Z) =

Porlotanto F c T. -

Hablando de forma estricta aln no se ha construido un cuerpo que contenga a D; sin

embargo mediante el isomorfismo ¢ identificamos D* con D y decimos que D esta

contenido en F. Un ejemplo de esto es que si d € D, identificamos d con %.

Definicion. El cuerpo F anterior se denomina el cuerpo de cocientes de D.

Si D = Z, entonces F es isomorfo al campo Q de los nimeros racionales. Ademas si

D es el dominio de los enteros pares, entonces F también es todo el campo Q.

Lo que se hizo anteriormente al construir el campo de cocientes de D fue una manera

extensa y formal de realizar algo que es sencillo, no se estd haciendo nada mas que
formar todas las fracciones %,a,b #0en D, donde se suman y multiplican

fracciones como es usual.

Como hemos hablado de “el cuerpo de cocientes de D ”. Veamos que es Unico:
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Teorema. Sea ¢: D — D' un isomorfismo de dominio de integridad, F el cuerpo de
cocientes de D construido anteriormente y F’ cualquier cuerpo que contiene a D’.
Entonces existe un monomorfismo y: F — F', es decir, un isomorfismo de F con un
subcuerpo de F' tal que ¥ (a) = ¢(a) para todo a € D. Decimos en esta situacion

que ¢ se extiende a un isomorfismo y de F.

Corolario. Todo cuerpo F' que contiene un dominio de integridad D, contiene un

cuerpo de cocientes de D.

Teniendo en cuenta lo anterior, ya estamos listos tedricamente para abordar las
construcciones de los reales que se esbozaran méas adelante, tanto algebraicamente

como topoldgicamente y asi lograr una mayor apropiacion de lo que se expondra.
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CAPITULO 3

LA CONSTRUCCION DE LOS REALES POR THOMAS BLYTH

En el presente capitulo se mostrard una construccion moderna de los reales ofrecida
por Blyth (2005), ésta ha sido una traduccidn libre hecha por los autores del presente

trabajo, tomada del libro Lattices and Ordered Algebraic Structures, capitulo 10.

Cuando estudiamos las diversas formas de construir a R, hay un momento crucial en
el proceso de su construccion a partir del dominio @, el cual tiene que ver con la
manera de interponer una operacion entre racionales que genere a los reales como
representantes de clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy de racionales. Esta
operacion es compatible con la estructura de Q y determina el dominio de existencia
de R. A continuacién veremos como Blyth utiliza esta estrategia para su

construccioén.

3.1 Campos Ordenados Arquimedianos

Definicion. Si G es un grupo ordenado y x,y € G entonces decimos que x €S
infinitamente pequefio que y, y escribiremos x < y, si x™ <y para todo n € Z.
Decimos que G es arquimediano si 1; < x < y implicax = 1;. Si (R; +,,,<) es un
anillo ordenado (campo) entonces decimos que R es arquimediano si el grupo

subyacente ordenado (R; +, <) es arquimediano.
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Notemos que un grupo totalmente ordenado G es arquimediano si y solamente si,

siempre que x,y € G, conl; < x < y,existeunn € Ztal que x" < y < x"*1.
Ejemplo 1. ElI campo Q de racionales, junto con el Unico orden total el cual se
extiende en Z, es arquimediano. Por ejemplo, si 0 < % <§ en Q con n,q >0

entonces

(n’p+ 1= >n’p= =npm = np = % = Z. Aqui por supuesto estamos utilizando

notacion aditiva, de modo que x™ se traduce por nx.

Todo campo totalmente ordenado contiene una copia de Q que es subcampo primo,
se deduce que Q es, salvo isomorfismos, el campo totalmente ordenado arquimediano
mas pequefio. Nuestro objetivo ahora es establecer la existencia y unicidad salvo
isomorfismos de un campo totalmente ordenado arquimediano que contiene una copia
de todos los campos totalmente ordenados arquimedianos, esto proveerda una
caracterizacion formal del campo R de los numeros reales, logrando de hecho que

podamos obtener R.

Si F es un campo totalmente ordenado y x € F entonces claramente |x| =

max{x, —x}.
Las propiedades principales del valor absoluto a continuacién se resumen.
Teorema 1. Si F es un campo totalmente ordenado entonces, para todo x,y € F,

1) |x]|=0 & x=0;

2) x < |x|;
3) x| = |—xl;
4) |xyl = |x||yl;

5 |x+y| <|x|+|yl;

6) |lxl—Iyl| < lx—yl;
N lx|<y & -—-y<x<y;
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8) Six # 0entonces [x~1| = |x|~1.

Como se ha partido de un conjunto totalmente ordenado, cabe anotar aqui que todo
conjunto (totalmente) ordenado es un espacio de Hausdorff con la topologia del
orden. Pues para efectos de la demostracion posterior que se ofrecera, se tendra en
cuenta para mostrar la relevancia y la importancia de la topologia en conceptos que
resultan ocultos y que estan presentes en todo momento. Ademas para evidenciar que

efectivamente R es Hausdorff.

Definicidon 1. Si F es un campo totalmente ordenado. Por una sucesion de elementos
de F entenderemos una transformacion a:N — F. Decimos que una sucesion a de

elementos de F es:

1) Una sucesion acotada si existe un b € F tal que |a(n)| < b paratodo n € N;

2) Una sucesion de Cauchy si, para todo € > 0 en F, existe un entero positivo a,
tal que |a(p) — a(q)| < € paratodo p,q = a;;

3) Una sucesion nula si, para todo € > 0 en F, existe un entero positivo a, tal

que |a(p)| < € paratodo p = a,.

Denotaremos por B(F),C(F),N(F) a los conjuntos de todas las sucesiones

acotadas, de Cauchy y nulas respectivamente.

Teorema 2. N(F) c C(F) c B(F).

Demostracion. Si a € N(F) entonces para algin € > 0 en F tenemos que para
p,q = ag,

&

7~ ¢

la(p) — a(q)| < la()| + |—a(@)| = la(p)| + la(q)] <§+
= la(p) —a(@)| <e

Por lo tanto a € C(F) y asi N(F) € C(F). Que la contenencia es estricta se sigue
observando que la sucesion a con a(n) = 1 para todo n pertenece a C(F) pero no a
N(F).
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Si ahora a € C(F) entonces tomando ¢ =1 > 0 tenemos |a(p) —a(q)| < 1 para
todo p,g=a; . Sea b =1+ max{la(1)|,...,|la(a,)|} entonces |a(p)| < b para

p < a;,yparap > a, tenemos

la(p)| = la(p) — aa) + ala)| < lalp) — ala)| + |lala)| <1+ lala)] < b.

Por lo tanto a € B(F) y asi C(F) € B(F). Que la contenencia es estricta se sigue
observando que la sucesion a con a(n) = (—1)™ para todo n pertenece a B(F) pero

noaC(F). 0

Como N(F) son un subgrupo aditivo de C(F) vamos a ver como se afirma de
antemano que es un ideal, pues este subgrupo induce una estructura algebraica, méas
precisamente nos proporciona definir un campo cociente, logrando asi una

caracterizacion mas cercana permitiendo darle forma a lo que sera R .

Teorema 3. El conjunto C(F) de sucesiones de Cauchy en un campo totalmente
ordenado F forman un anillo conmutativo con una identidad en el cual a + by ab
son dadas por (a + b)(n) = a(n) + b(n), (ab)(n) = a(n)b(n). En este anillo el

conjunto N (F) de las sucesiones nulas es un ideal y C(F)/N(F) es un campo.

Demostracion. Si a,b € C(F) entonces para algin € > 0 en F dado existen enteros
positivos a,, b, tal que |la(p) —a(q)| <ey |b(p) —b(q)| < & para todo p,q =
max{a,, b.}. Asi para p,q = max{a./,, b/} tenemos

&

2~ ¢

la(p) + b(p) — [a(q) + b(D]] < la(p) —alq@)| + [b(p) — b(@)| < ; +

Por lo tanto a + b € C(F). Como C(F) < B(F) por teorema 2 entonces existe § > 0

en F tal que |a(n)l, |b(n)| < d para todo n. Si p,q = max{a, ,q, b 24} €Ntonces

la(p)b(p) — al(@)b(q)| = la(p)|[b(p) — b(q)] + [a(p) — a(q)]|b(q)]
&

< la@®)Ilb(p) = b(@)| + lalp) — al@lb(@] < d =+ %d =

44



Por lo tanto ab € C(F). Es facil ver ahora que C(F), equipadas con las anteriores
leyes de composicion, forman un anillo conmutativo. Este anillo tiene una identidad,

[lamada la sucesion constante 1 tal que 1(n) = 1 para todo n.

Para probar que N(F) es un ideal de C(F), notemos primero que si a,b € N(F)
entonces a — b € N(F). Supongamos ahora que a € N(F) y b € C(F). Dado que b
es acotado existe d > 0 en F tal que |b(n)| < d para todo n. Dado algine > 0en F,

parap = a./q tenemos

la()b(P)] = la(P)|Ib(P)| < la(p)ld < gd =e

Y consecuentemente ab € N(F). Asi N(F) es un ideal de C(F). Que este sea un

ideal propio es claro ya que N(F) c C(F).

Para probar que C(F)/N(F) es un campo, podemos mostrar que para todo a € C(F)
cona & N(F) existe un x € C(F) tal que ax — 1 € N(F). Ahora para decir que a es

una sucesion nula significa que
(Ve > 0)3a, > 0)(Vn = a,)|la(n)| < ¢

Pero, por hipotesis, a no es una sucesién nula por lo tanto tenemos la existencia de
€ > 0 tal que, para todo entero positivo t, hay algin entero m >t para el cual

la(m)| = €. Eligiendo t = a,/, entonces tenemos para todo p > a,,
&
¢ < lam)| =la(m) —a(®) + a@)| < la(m) —a@)| + la@)| <5 + |a@)]

Y de aqui |a(p)| > § Esto prueba que a(p) # 0.

Ahora definamos la sucesion x por

1
X(Tl): m sinZaS/z
1 en otro caso.
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Para ver que x € C(F) observemos que, para algin § >0 y todos p,q =

max{ag/z, a€25/4},

a(q)-a(p) e2d/4 -5
a(p)alq) (/2)? ’

lx(p) — x(q)| =

11 |=
a(p) alq)

Y asi x € C(F). Finalmente, tenemos
an)x(n)—1 = 0 SIN = agp;

a(n) —1 en otro caso ,

Lo cual prueba que ax — 1 € N(F) como se queria.

De lo anterior podemos ver que se parte de F como campo totalmente ordenado y los
elementos de F van a hacer sucesiones, para luego pensar en los nimeros reales como
limites de sucesiones, posteriormente lograr que sean compatibles las operaciones de

Q en Ry determinar el dominio de lo que serd R.

Para el propdsito de definir un orden total compatible en C(F)/N(F) se requiere la

siguiente nocion

Definicion 2. Una sucesion a de elementos en un campo totalmente ordenado F

diremos que es una sucesion positiva si
(3g, € FL\{0D(@An, e N)(Vn=n,) a(n) > g,.

Teorema 4. Si F es un campo totalmente ordenado entonces C(F)/N (F) es un campo

totalmente ordenado que contiene una copia de F.

Demostracion. Supongamos que a,b € C(F) son tales que b — a es una sucesion

positiva; es decir,
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(Feap € F\{0})(Fngpy EN)(VR=n,,) b)) —a(n) > g4, (1)
Sia* € C(F) estal que a* — a € N(F) entonces
(Fnger € N)(Vn = ngge-)la*(n) — a(n)| < e4,/4.
De igual forma, Si b* € C(F) es tal que b — b* € N(F) entonces
(3npp € N)(Vn = ny ) |b(n)—b* ()| < £4/4-
Sin* = max{ngp, ngq Ny p+}. Entonces para todo n > n* tenemos
b*(n) —a*(n) = b*(n) —b(n) + b(n) —a(n) + a(n) —a*(n)

= —|b*(n) —b(m)| + b(n) — a(n) — |a(n) —a*(n)|

> —¢gqp/4+ eqp — Eqp/4 = Eqp/2.
Asi vemos que b* — a* es una sucesion positiva.

Se sigue de esto que podemos definir una relacion binaria < en el campo de cocientes
C(F)/N(F)y la escribiremos por [x] < [y] si y solo si existe una € [x]y b € [y]

tal que b — a es una sucesion positiva.

La relacion < asi definida es transitiva. Para ver esto, supongamos que [x] < [y]y

[y] < [z]. Entonces existe a € [x],b € [y]y ¢ € [z] tal que a, by b, ¢ satisfacen (1).

Si & =gy +&qp YSin =max{ngy,, ny.}. Entonces paratodo n > n* tenemos
cn) —an) =cn) —bn)+bn) —an) > e, +e,p =€

Lo cual prueba que a, c también satisface (1) y de aqui que [x] < [z].

Para probar que C(F)/N(F) es totalmente ordenado bajo < es suficiente probar que
para algun [x], [y] precisamente una de las afirmaciones [x] < [y], [x] = [y], [y] <
[x] se tiene. Claramente no dos de estas pueden tenerse simultaneamente, sera

suficiente probar que si [x] < [yly [y] < [x] son falsas entonces se debe tener
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[x] = [v]. Ahora dado a € [x] y b € [y] tenemos que cada una de estas es una

sucesion de Cauchy,
(Ve > 0)(An* € N)(Vm,n = n*)|a(m) —a()| < g, |b(m) — b(n)| < g.

Dado que [y] < [x] es falso entonces tenemos la negacion de (1) es decir la

existencia de p = n*tal que a(p) — b(p) < 2 Entonces para todo n > n* se tiene
a(n) —b(n) = a(n) —a(p) + alp) — b(p) + b(p) — b(n)

< la@) - a@)| + a(p) = b() + 1b(@) — b@| <5 +5+5 = ¢

Dado que [x] < [y] es falso deducimos similarmente que b(n) — a(n) < ¢ para todo
n > n*. De aqui que |a(n) — b(n)| < e paratodon > n*yasia —b € N(F). Por lo

tanto [x] = [y] como se queria.

Para la compatibilidad esto se sigue inmediatamente de (1) esto es si [a] < [b]
entonces para algun [c] tenemos [a] + [c] < [b] + [c], y para algin [d] con [0] <
[d] tenemos [a][d] < [b]ld]. Asi (C(F)/N(F);<) es un campo totalmente
ordenado. Finalmente, observemos que si, para todo x € F, asociamos la sucesion
constante X (nombremos la sucesion en donde cada elemento es x ) entonces la

asignacion x — [x] es un monomorfismo y
x<yex—-y>0s [x] <[yl

Asi C(F)/N(F) contiene una copia de F.

Por otro lado, la topologia comienza a surgir cuando aparecen las nociones de
convergencia, 0 sea, cuando se estudia el concepto de limite. En los espacios
métricos y normados es posible definir algunos conceptos como continuidad o limite

debido a la existencia de la métrica o de la norma. En los espacios topologicos esto
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también es posible, debido a la existencia de los abiertos. Vamos a mostrar el

concepto de limite de una sucesion. Veamos:

Definicién 3. Si F es un campo totalmente ordenado entonces decimos que t € F es

un limite de una sucesion a de elementos de F si
(ve e F\{0})(@m € N)(Vn = m)|a(n) — t| < &.

Decimos que la sucesion de elementos de F es convergente si este tiene un limite en
F.

Teorema 5. Sia es una sucesion convergente en un campo totalmente ordenado F

entonces a tiene un unico limite y es una sucesién de Cauchy.

Demostracion. Supongamos que t; Y t, son cada uno limites de a. Probaremos que
t; < t, es imposible. Supongamos de hecho que t; <t, . Entonces tomemos
€= (t, —t;)/2 existen m,p € N tal que (Vn=m)la(n) —t;| < (t, —t1)/2y

(Vn = p)la(n) —t,| < (t, —t;)/2. Si g = max{m, p} tenemos la contradiccion
t,—t;=t, —an) +an) —t; < lan) —t,| + la(n) —t;| <t,—t;.

De esto se sigue que t; =t, y asi la sucesién a tiene un Unico limite el cual

denotamos por t.

Ahora existe m € N tal que, para todo n >m, |a(n) —t|<e&/2. Sinp=m
entonces tenemos la(n) —a(p)| =la(n) —t+t—alp)| < la(n) —t| +

& &
la(p) —t| <s+5=¢
Y asi a es una sucesion de Cauchy. 0

El limite Unico de una sucesion convergente a se escribe a menudo lim,,_,,, a(n). En

lo que sigue vamos a escribir simplemente lim a.

Definicion 4. Un cuerpo totalmente ordenado F es llamado Cauchy completo si toda

sucesion de Cauchy en F es convergente.
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Para proveer un importante ejemplo de un cuerpo totalmente ordenado que es
arquimediano y Cauchy completo requeriremos de la siguiente caracterizacion de un

cuerpo arquimediano totalmente ordenado en términos de su subcuerpo primo.

Definicién 5. Un subconjunto no vacio S de un cuerpo totalmente ordenado F es

Ilamado denso si, siempre que a < b en F existeun x € Stal que a < x < b.

Teorema 6. Un campo totalmente ordenado F es arquimediano si y solamente si su

subcuerpo primo es denso.
Demostracion:
&)

Dado que el subcampo primo de F es isomorfo a Q por conveniencia. Supongamos

entonces que Q es denso en Fy sia,b € F es tal que 0 < a < b, por la densidad

existen enteros m,n > 0 tal que 0 < % < %. Consecuentemente na = bn% > bn% =

bm = by asi F es arquimediano.

=) Supongamos que F es arquimediano y sean a,b € F tal que a < b. EXxisten

varios casos a considerar:

1) a < 0 < b:eneste caso 0 € Q satisface los requerimientos

2) 0<a<b:enestecasob—a>Oyasi$>0deaquiexisten>Otal que

nl>—— de aqui b—a>>
b—a n

Dado que F es arquimediano y N es bien ordenado existe un m € N méas pequefio tal

m 1

que b < m% = % Entonces tenemos b >mT_1 = >b—(b—a)=ay asi en

n n
-1 . .
este caso mT sirve como el elemento requerido de Q.

3) a< b <0: en este caso tenemos 0 < —b < —a y asi por el caso 2) existe

x€EQcon—-b<x<—aoloqueeslomismoa < —x < b.
O
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Teorema 7. El cuerpo totalmente ordenado C(Q)/N(Q) es arquimediano y Cauchy

completo.
Demostracion:

Por conveniencia escribiremos C(Q)/N(Q) como R y los elementos de R son [x]
donde x € C(Q). Mas aun, q denotara la sucesion constante de cada término del cual

q es el racional.

Para probar que R es arquimediano, primero se probara gque el subcuerpo primo de R

es denso en R y apelaremos al teorema 6.
Ahora el subcampo primo de R consiste de los elementos [g]donde g € Q .

Nuestro objetivo por lo tanto es probar que para algun [x],[y] € R con [x] < [y]

existe ¢ € Q tal que [x] < [q] < [¥].
Ahora dado a € [x]y b € [y], tenemos que b — a €S una sucesion positiva
(Elea,b € F+\{O})(Elna,b € N)(Vn > na,b) b(n) —a(n) > g,
Dado que a y b son sucesiones de Cauchy también tenemos:
(3n*p €N)(Ymn = n*yp)la(m) — a(@)|, |b(m) — b()| < e,,/3

Sean* = max{ng,, n*qp}yseap = a(n*+ 1) + b(n* + 1) € Q entonces para todo

n = n* tenemos

D a(m) = 2[b(n + D) — a(n” + D] +an’ + 1) — a(n) > e — far = far

b(n)—%z%[b(n*+1)—a(n*+1)]+b(n)—b(n*+1) > fab _ fab _ fab,

2 3 6

Y consecuentemente, tomando g = g, obtenemos [x] < [q] < [y].

Ahora probaremos que R es Cauchy completo. Para este propésito probaremos

primero que
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a€C(Q = limla(n)]=[a]

De lo anterior, dado cualquier [§] > [0]existe € € Q tal que [0] < [e] < [d]
Dado que a es una sucesion de Cauchy tenemos que
(vm,n = a./;)la(m) —a(n)| < €/2.

Sean = a,/, fijo. Entonces parap > a,/, tenemos a(p) —a(n) < &/2y

a(n) —a(p) <e/2 Asi que e—(alp) —am)>¢e/2 y e—(aln)—alp)) >
g/2.

De esto se sigue que, en R,
l[a] = [a(m)] < [e] < [6], [a(m)]— [a] < [e] < [6]
Consecuentemente
(Vn 2 agpz)llal = [a@m)]] < [6]
yasi lim [a(n)] = [a].

Supongamos ahora que A* es una sucesion de Cauchy en R, asi que los elementos de
A* son de la forma A*(m) = [A(m)] donde A(m) € C(Q) para cada m. Como no
hemos probado que A* es una sucesion constante, podemos asumir sin pérdida de

generalidad que todos los términos de A* son distintos.

Por lo anterior, para todo p podemos elegir a(p) € Q tal que

[la(@)] - [A@)]I < |[A(p + D] - [AD)]I.

La desigualdad

[la(®)] - [a(@]] < [[a(@)] - [AW]] + [[A()] = [AD]] + [[A(@)] — [a(g)]|

Y el isomorfismo isétono [x] +— x entonces prueban que la sucesién dada por
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a:p — a(p) pertenece a C(Q). Finalmente, dado [a] =lim [a(n)]y

[[AM)] = [a]l < [[A()] = [a(@)]| + |[a()] — [a]|

Asi vemos que [a] = lim [A(n)].

De acuerdo a lo expuesto anteriormente podemos decir que se ha elegido al conjunto
de los nimeros racionales con su estructura de cuerpo ordenado toméandose cada
racional no como un ndimero sino como una sucesion de Cauchy y como candidatas
las sucesiones constantes, posteriormente se toman las clases de sucesiones que
tengan el mismo limite y estas asumen el papel de los nuevos numeros y para ello se
toma un representante, una vez formadas estas clases se define una estructura bésica,
asi que las sucesiones de Cauchy forman un cuerpo numérico ordenado y goza de la
caracteristica de contener una copia exacta de Q; es decir que se tiene una inmersion
de Q en R.

Definicién 6. Un cuerpo ordenado decimos que es Dedekind completo si todo

subconjunto no vacio el cual es acotado tiene un supremo.

Ejemplo 2. Un ejemplo de un campo totalmente ordenado que no es Dedekind
completo destacaremos Q. Aqui por ejemplo, sup{x € Q/x? < 2} no existe en Q.
Para ver esto, supongamos que t € Q es el supremo, entonces dado que 2 no es la raiz

cuadrada de algun racional tenemos (t + 1) > 2. De esto sigue que 2 — t? < 2t +

2—t?
2t+1°

1.Sir =

Entonces 0 < r < 1y asi 7% < r. Consecuentemente 2tr + r? < 2tr +r = 2 — t?y

tenemos (t + r)? < 2 lo cual contradice la suposicion que t es el supremo.

De hecho veremos que hay salvo isomorfismos, solamente un campo totalmente
ordenado Dedekind completo y solamente un campo totalmente ordenado

arquimediano y Cauchy completo; ademas, ellos son isomorfos.
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Definicion 7. Por un cuerpo arquimediano universal entenderemos un campo
totalmente ordenado R que es arquimediano y tal que, si X es algin cuerpo
arquimediano totalmente ordenado, hay un dnico monomorfismo h: X — R tal que el

diagrama

R figura 1.
Es conmutativo donde [; y [, son los embebimientos candnicos.
Ahora establezcamos el resultado principal de esta seccion.

Teorema 8. Salvo isomorfismos, existe un unico campo arquimediano universal.
Ademas, las siguientes condiciones en un campo totalmente ordenado F son

equivalentes:

1) F es un campo arquimediano
2) F es Dedekind completo

3) F esarquimediano y Cauchy Completo
Demostracion:
Probaremos que
3)- (2

Supongamos que F es arquimediano y Cauchy completo. Sea A un subconjunto no

vacio de F. Para todo entero positivo p se define

E, ={k € Z|27Pk € A"}.
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Que E, # @ se sigue del hecho que si x € A" n N entonces 2Px € E,,. Ahora dado
algn x € A vemos que si k < 2P(x — 1) entonces 27Pk < x —1 < x por lo cual
k ¢ E,. Asi E,es acotado hacia abajo y por lo tanto tiene un elemento pequefio E,.

Definimos una sucesion a de elementos de F por a(p) = 27Pk(p).

Entonces a(p) €Ay a(p)— 27P =27P[k(p) —1] ¢ A" . Equivalentemente
tenemos 2~ ®P*D[2k(p)] € ATy 2~ ®P*D[2k(p) — 1] & A". Se sigue de esto que

(i) k(p+1)=2k(p),o
(i) k(p+1) =2k(p)-1.

Correspondientemente,
ap+1) =27k +1) = 27Pk(p) = a(p) (i)
27V [2k(p) — 1] = a(p) — 2@+ (ii)

Asi aes tal que 0 <a(p)—a(p+1) <2 @D Dejamos al lector la tarea de
mostrar que a es una sucesion de Cauchy. Por la hipdtesis de que F es Cauchy
completo, se sigue entonces que @ = lim a existe en F. Ahora probaremos que

a = supA, por lo cual sigue (2).

Notemos primero que a < a(p) para todo p. (de hecho, existe un p tal que @ > a(p)
entonces a —a(p+1) > a(p) —a(p+1) =0 por lo cual, por induccién, a >
a(t) = a(t+1) para todo t > p; y esto contradice el hecho que ¢ =lim a).
Ademas notemos que a € A". (De hecho, si a ¢ A" entonces existe un x € A tal que
x> ay asi, para algun p tenemos a(p) —a = |la(p) — a| < x —a por lo cual
a(p) < x; y esto contradice el hecho que a(p) € A"). Supongamos ahora que 8 € A’

con B < a.Yaque F es arquimediano podemos elegirptalque 2P < a — f8

por lo cual
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a(p)—2P>a—-2"P > y consecuentemente tenemos la contradiccion
a(p) —27? € A". Concluimos por lo tanto que todo 8 € A" es tal que 8 = a 'y de

aqui que a = supA.

(2)- (1)
Supongamos ahora que F es Dedekind completo. Si 0 < a < b en F dejemos

E = {na|n € N,n # 0}. Si ahora tuvimos na < b para todo n € N entonces b serd
una cota superior para E y asi, por la hipotesis, E tendrd un supremo a. Dado 0 < a
tenemos que a — a < a por lo cual existe n > 0 tal que a — a < na (pero si tal n no
existe entonces a — a sera una cota superior el cual es estrictamente menor que la
menor cota superior , lo cual no es posible). Entonces tenemos ¢ = a —a +a <
na +a = (n+ 1)a < a. Esta contradiccion por consiguiente prueba que para algun

n debemos tener na > b. De aqui F es arquimediano.

Supongamos ahora que X es un campo arquimediano totalmente ordenado. Para todo

x € X definimos el subconjunto L, de F por

Ly ={qlrlq € Q qlx < x}

Dado que X es arquimediano existe n > 0 en N tal que nly > —x por lo cual
(—m)1y < x y asi L, # @. De nuevo dado que X es arquimediano existe p > 0en N
tal que p1y > x y asi p1y es una cota superior para L,.. Dado que, por hipotesis, F es

Dedekind completo, supL, existe. Para todo x € X se define también el subconjunto

Gy = {q1r|q € Q x < qlx}

Por un argumento similar al anterior el conjunto —G, tiene un supremo por lo cual el

inf G, existe. Ahora probaremos que
supL, = infG,

Ahora es claro que todo elemento de G, es estrictamente mas grande que todo

elemento de L, y asi todo elemento de G, es una cota superior para L, por lo cual
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tenemos inf G, = supL,. Aqui debemos tener igualdad, pues de otra manera, F sera
arquimediano, alli existirda t € Q tal que suplL, <tlp <infG, y asi mismo
r,s € Q tal que supL, < rlp < tlp < slp <infG,. Luego tendriamos r1y > x y

s1ly < x por lo cual r > s, que da la contradiccion r1p > s1.

Ahora definamos una transformacion h:X — F por la funcion h(x) = suplL, ,
notemos que Sil;:Q - F y [,:Q — X son los embebimientos candnicos entonces
para todo g € Q obtenemos (h o [;)(q) = h(qly) = supLg, = q1r = 1;(q) asi que
hol, =1,.

Ahora probaremos que h es un morfismo. Supongamos primero que x,y € X son tal
que 0<x,y. Entonces si 0<plp€L, y 0<gqlg€L, tenemos pqly =
plxqly <xy y asi pqlp = supLy,1, < supL,, = h(xy) . De esto sigue que
plp < h(xy)(qlz)™r 'y asi  h(x) <h(xy)(qlp)™*  por lo  cual
q1r < h(xy)(h(x)) "y asi h(y) < h(xy)(R(x)) " por lo cual h(x)h(y) < h(xy).
Ya que también se tiene h(x) = infG, para todo x € X se puede argumentar
similarmente  para deducir que h(xy) < h(x)h(y). Asi para x,y > 0 tenemos
h(xy) = h(x)h(y). Claramente esta igualdad también se tiene cada vez que uno de

x,yesO.

Un argumento similar, usando la suma en lugar de productos, prueba que h(x + y) =
h(x) + h(y), independientemente de que x,y > 0 0 no; y en particular tenemos
h(—x) = —h(x).

Para completar la prueba de que h es un morfismo, queda por considerar el caso

donde x < 0y y > 0. Aqui tenemos x = —z donde z > 0 y asi
h(x)h(y) = h(=2)h(y) = —h(2)h(y)
= —h(zy)

=—h(-xy) = —[-h(xy)] = h(xy)
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Como se requiere.

luego, probaremos que h es inyectiva. Para este proposito, supongamos que x < y en

X. Dado que X es arquimediano existe un entero n tal que % 1y <y — x por lo cual

%1F € L,_,. Entonces tenemos h(y) = h(y —x+x) = h(y —x) + h(x) = %1F +

h(x) > h(x). Asi h es inyectivo y también un monomorfismo.

Queda por establecer la unicidad de h. Para este propoésito, supongamos que g: X — F
es también un monomorfismo isotono tal que g o [, = [;. Supongamos, a modo de
obtener una contradiccion, que existe x € X tal que g(x) < h(x). Entonces dado que
F es arquimediano existe g € Q tal que g(x) < q1r < h(x). Se sigue entonces de la
definicion de h que gqlp €L, y asi qly <x. De esta forma obtenemos la

contradiccion

qlr = 1,(q) = gll,(@)] = g(qlx) < g(x) < q1F.

Se deduce por lo tanto que (Vx € X) g(x) = h(x). Supongamos ahora que existe
x € X tal que g(x) > h(x). Entonces existe un g € Q tal que h(x) < g1y < g(x).

En este caso

qlr & L,y asi g1y = x y tenemos una contradiccion similar. Por lo tanto, llegamos a

la conclusion de que g(x) = h(x) paratodo x € X yasi g = h.

ORdC)

Notemos primero que, por teorema 7, el campo totalmente ordenado C(Q)/N(Q) es
arquimediano y Cauchy completo. Por las implicaciones (3)— (2) —(1) anteriores,
este es entonces un cuerpo arquimediano universal. Ahora si F es algun campo
arquimediano universal entonces la unicidad del monomorfismo isétono h, k en los

diagramas
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Q L, C(Q/N@ Q L F

h k

F  figura 2. C(Q)/N(Q) figura3.

Prueba que h o k: F — F es un monomorfismo isétono tal que ho k o l; = 1. Pero
dado que F es arquimediano universal solamente tal monomorfismo posible es idp.
De aqui hok =idp y asi h también es sobreyectiva. Asi vemos que h es un
isomorfismo is6tono cuya inversa es el isomorfismo isétono k. Esto entonces
establece la existencia y unicidad salvo isomorfismos de un campo arquimediano
universal. También establece (1) — (3) que F es isomorfo a C(Q)/N(Q) que

satisface (3) del teorema 7.
O

Los anteriores resultados prueban que hay esencialmente un Unico campo
arquimediano universal. Como un modelo de esto podemos elegir C(Q)/N(Q). Este
campo esencialmente Unico es Ilamado el campo de los ndmeros reales y es denotado

por R.

Resumiendo, se ha formado un nuevo campo ordenado mediante las clases de
sucesiones de Cauchy sobre Q que tiene inmerso a Q y por lo tanto tiene las mismas
propiedades algebraicas y de orden que @, y en el nuevo campo las sucesiones de
Cauchy coinciden con las sucesiones convergentes, o sea que se ha obtenido un
nuevo campo numerico ordenado donde ya se encuentran aquellos limites que le
hacian falta a las sucesiones de Cauchy en Q, y por lo tanto es completo. Y este
nuevo campo que se ha completado se denomina los numeros reales que era el

objetivo principal de este capitulo.
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Por supuesto este no es el Unico modelo que puede ser elegido, como expresa
Blyth(2005), otra manera til de definir los ndmeros reales (salvo isomorfismos)
implica la nocion de una seccion Dedekind de los racionales, esta consiste de una
particion de @ en un conjunto abajo L y un conjunto arriba R complementario. Si L
tiene un elemento mayor, o R tiene un elemento menor, entonces la seccion (L, R) se
dice que define un numero real racional; por otra parte si L no tiene elemento mayor
y R no tiene elemento pequefio entonces la seccion (L, R) se dice que define un

numero real irracional. Si X, Y son subconjuntos de @ y si definimos:

X+Y={x+ylxeX,yeY}yXY ={xy|x € X,y € Y} entonces la adicion y la
multiplicacion pueden ser definidas en el conjunto de secciones de Dedekind
estableciendo (L,R) + (L',R)=(L+L,R+R)y (L,R)(L',R") = (LL',RR"). Cabe
agregar que, con un orden puede ser definido por (L,R) < (L’,R") si y solamente si
L € L' o, equivalentemente R 2 R’. Se puede demostrar que, equipado con estas
operaciones, el conjunto se secciones de Dedekind de Q forma un campo totalmente
ordenado que es Dedekind completo y por lo tanto, sirve también como un modelo
adecuado para R. El hecho que R es Dedekind completo es de inmensa importancia

en anélisis.

Como se dijo anteriormente Thomas Blyth parte de una estructura algebraica de
dominio entero conmutativo asociado mediante transformaciones entre estructuras
algebraicas a un cuerpo de cocientes. Como caso particular de Dominio Entero, esta
el conjunto de los nimeros enteros Z cuyo cuerpo de cocientes asociado es el
conjunto de los nimeros racionales Q. Se generaliza pues la idea de conjunto de
nameros racionales mediante isomorfismos entre conjuntos con la misma estructura.
El primer objetivo es establecer que cada cuerpo totalmente ordenado contiene una
copia de Q el cual es el subcuerpo primo, y salvo isomorfismos el cuerpo
arquimediano totalmente ordenado mas pequefio. Luego se trata de proveer al cuerpo
de los numeros reales R de una caracterizacion formal de completez, en otras
palabras se demuestra que no existe un cuerpo arquimediano del cual los nimeros

reales sea un subcuerpo ordenado propio; es decir, se impone una condicién de
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maximabilidad que garantiza su unicidad, y la inmersién de cualquier otro cuerpo

arquimediano totalmente ordenado.
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CAPITULO 4

LOS REALES MEDIANTE COMPLETACION DE UN GRUPO
TOPOLOGICO

En el presente capitulo se comentara en forma abreviada una opcion para construir los
nameros reales usando como herramienta principal la topologia, realzando la
importancia que tiene esta, quiza para una mayor comprension y apropiacion del
cuerpo arquimediano totalmente ordenado de los numeros reales. En esta
aproximacion se inicia con el conjunto de los nimeros racionales Q s6lo como un
grupo topoldgico, aqui intentaremos resaltar a través de un esbozo de dicha propuesta
que tomando al inicio las estructuras topoldgicas se garantiza una cierta ganancia,
representada en cierto grado de comodidad en la obtencion de todas las propiedades
algebraicas de R. Para ser mas precisos lo que le falta a la estructura de grupo para
obtener la estructura de cuerpo sale “gratis” contando con las estructuras topologicas

en el inicio.

Como @ es un conjunto totalmente ordenado, entonces existe una topologia para Q,
definida usando la relacion de orden y se denomina la topologia del orden. Es decir, a
partir del orden se puede generar una topologia en un conjunto. EI modo usual de
hacerlo es tomando a los "intervalos abiertos™ como elementos de la base de la
topologia:

(a,b) ={x /a<x < b}

y esta coincide con la topologia usual. Por lo tanto, Q posee la topologia del orden o

topologia usual. Mas alin mostremos que @ es un grupo topologico, es decir, que se
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tiene la compatibilidad de la estructura de grupo con la estructura topoldgica.
Formalmente en (Bourbaki 1966) se define grupo topolégico de la siguiente manera:

Definicion 1: Un grupo topoldgico es un conjunto G el cual lleva una estructura de

grupo y una topologia que satisface los siguientes dos axiomas:

1. La funcién (x,y) - xy de GxG en G es continua, donde la topologia en GxG
es la topologia producto de la topologia de G.

2. Lafuncion x - x~1 de G en G (la simetria del grupo G) es continua.

Si usamos la notacion aditiva, lo anterior equivale a mostrar que la suma y la resta
son continuas. En lo que nos interesa, nos centraremos en el caso de Q, en este

camino veamos que f:Q X Q - Q, f(x,y) = x + y es una funcién continua:

Segin Sanchez (2012), dada V' = (x+y —a,x+y + a) una vecindad de Q ,

entonces existe el entorno

V=(x—%,x+§)x(y—%,y+%)de@x@ tal que

a a a a
(1) X—;<X<X+E 2 y—;<y<y+;

Este entorno resulta ser una vecindad de @ X Q pues la topologia considerada es la
producto de la usual.

Sumando las ecuaciones (1) y (2)
xt+ty—a<xt+ty<x+y+a

Porlotanto f(V) € V'y asi tenemos que efectivamente f es continua.

Para concluir veamos ahora que g: Q —» Q definida por g(x) = —x es una funcion
continua:

Dada V' = (—x —a,—x + a) una vecindad de g(x) entonces existe la vecindad
V =(x—a,x+a)dex tal que
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x—a<x<x+a
—(x—a)>—-x>—-(x+a)
—-xt+a>—x>—x—a
Por lo tanto g(V) < V' y asi g es continua.

Asi estamos listos para empezar, pues tenemos que Q es un grupo topoldgico.

Como la técnica de completacion de Bourbaki es muy diferente a las tradicionales de
Dedekind y Cantor intentaremos dar una vision general de cémo se completa un
grupo topoldgico. Realmente Bourbaki parte de un espacio uniforme U y da una
técnica general para “extenderlo” a un espacio U* que sea completo. Esta completez
generaliza la de Cantor, pues cambia las sucesiones de Cauchy por los denominados
filtros de Cauchy que esencialmente permiten tomar sucesiones en cardinalidades
mayores a la de los nimeros naturales. Técnicamente podria decirse que la idea es la
misma aunque mas general. En un esbozo amplio dado un espacio uniforme U se
construye U* dandole estructura uniforme al conjunto de todos los filtros minimales

de Cauchy en el espacio U.

Asi las cosas, para poder entender la completacion de los nimeros racionales en los
Bourbaki, serd necesario revisar otra técnica general: como se asocia una estructura

de espacio uniforme a un grupo topolégico.

Bueno este camino por recorrer es algo extenso, sin embargo confiamos en que dando
algunos pasos grandes, sin entrar en demasiados detalles técnicos, podremos llegar al
objetivo propuesto. Es asi que detallaremos algunos aspectos generales empezando

con la definicion de filtros y estructuras uniformes.

Las definiciones, proposiciones y teoremas han sido tomadas del libro General
Topology de Bourbaki (1966)

64



4.1 Estructuras Uniformes

La estructura uniforme generaliza la estructura de espacio métrico y la de grupo
topoldgico, es decir, a todo espacio métrico le corresponde un espacio uniforme y asi
mismo para los grupos topoldgicos. La gracia fundamental de los espacios uniformes
es poder desprenderse de los tediosos calculos con los tradicionales epsilons y usar

un algebra alternativa: la de los conjuntos.

La nocién de filtro como se dijo anteriormente reemplaza la nocion de sucesion,
debido a que se convierte en una herramienta potente para introducir la convergencia
en los espacios topoldgicos, (pues las sucesiones no alcanzan a cubrir ciertos
conjuntos como por ejemplo los que no son numerables en estos espacios), logrando
asi definir la nocion de limite, tanto en los espacios topoldgicos como en los
uniformes. Posteriormente cuando se define el limite, para determinar su unicidad el

espacio ha de ser Hausdorff.
Debido a la importancia de la nocion de filtro veamos como se define.

Definicion 1: Un filtro en un conjunto X es un conjunto F de subconjuntos de X que

tiene las siguientes propiedades (Bourbaki, 1966, p. 57):

(F;) Cada subconjunto de X que contiene un conjunto de F pertenece a F.
(F,;) Cada interseccién finita de subconjuntos de F pertenece a F.

(Fy;;) el conjunto vacio no estd en F.

Definicion 2: Una estructura uniforme (o uniformidad) en un conjunto X es una
estructura dada por un conjunto U de subconjuntos de X X X que satisface los
axiomas: (F;) y (F;;) vy también satisface los siguientes axiomas (Bourbaki, 1966,
p.169):

(U;) Cada conjunto que pertenece a U contiene la diagonal A.
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(U;)) SiV € U entonces V=1 € U si y solo si la propiedad simétrica.

(U;;;) Para cadaV € U existe W € U tal que W o W < V si y solo si la desigualdad

triangular.

Obsérvese que las propiedades anteriores equivalen a una nocién generalizada de

distancia.

Comentario: Para hacer el lenguaje mas expresivo podemos usar las expresiones “x
es lo suficientemente cerca a y” y “x y y estan tan cerca como queramos” en algunas

afirmaciones.

Ejemplo 1: En el conjunto R de los nimeros reales podemos definir una uniformidad,
Ilamada la uniformidad aditiva, como sigue: para cada a > 0 sea V, el subconjunto de
R X R que consiste de todos los pares (x,y) tal que |x — y| < a; como « atraviesa el
conjunto de todos los nimeros reales > 0, los V, forman un sistema fundamental de
entornos para la uniformidad aditiva en R. Similarmente podemos definir una
uniformidad (de nuevo llamada la uniformidad aditiva) en el conjunto Q de los
nameros racionales. Analogamente se le da estructura uniforme a todo espacio

métrico.

Ejemplo 2: En un grupo topoldgico G podemos percibir la posibilidad de definir una
nocion de “puntos suficientemente cercanos” y por lo tanto una estructura uniforme,
mediante la operacién de la siguiente manera: si x y y son dos puntos cualesquiera de
G, aplicamos a los dos puntos la traslacion que envia uno de ellos, es decir x, al
elemento identidad e, la “proximidad” de x y y se evalla entonces en algln sentido
por el entorno V de e en el que y es trasladado. Esta traslacion, que consiste en la
multiplicacién de ambos x y y por x~1, puede llevarse a cabo a la derecha o a la
izquierda, y veremos al final de este capitulo que en cualquier caso obtenemos

eficazmente una uniformidad en G la cual es compatible con la topologia de G.
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4.1.1 Topologia de un espacio uniforme

Proposicion 1. Sea X un conjunto dotado con una estructura uniforme U y para cada
x € X sea B(x) el conjunto de subconjuntos V(x), la coleccién de todos los y tales
que el par (x,y) esta en V, cuando V recorre todos los entornos de U. Los V(x) son
las proyecciones sobre el eje Y de los segmentos de recta en ¥V que tienen como
primera coordenada a x. Entonces existe una Unica topologia en X, tal que, para cada

x € X, B(x) es el filtro de vecindades de x en esta topologia (Bourbaki, 1966, p.171).

Definicidn 3: La topologia definida en la proposicién anterior es llamada la topologia
inducida por la estructura uniforme U. Las propiedades de este espacio topolégico se
refieren al espacio uniforme U, asi diremos que el espacio uniforme es Hausdorff si

su topologia inducida es Hausdorff (Bourbaki, 1966, p.172).

Ejemplo 3: La topologia inducida por la uniformidad aditiva en el conjunto de los
numeros reales es la topologia de la linea real; similarmente la topologia inducida por
la uniformidad aditiva en el conjunto de los nimeros racionales es la topologia de la

linea racional.
4.1.2 Una importante caracterizacion de Hausdorff
Proposicion 2: Un espacio uniforme X es Hausdorff si y solo si la interseccion de

todos los entornos de esta estructura uniforme es la diagonal A de X x X. Cada

espacio uniforme Hausdorff es regular (Bourbaki, 1966, p.174).
4.1.3 Funciones uniformes continuas

Definicion 4: Una funcion f de un espacio uniforme X en un espacio uniforme X' se

dice que es uniformemente continua si, para cada entorno V' de X', existe un entorno
V de X tal que la relacion (x,y) € V implica que (f(x), f(¥)) € V' (Bourbaki, 1966,
p.174).
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En términos méas expresivos podemos decir que f es uniformemente continua si f(x)
y f(y) estan tan cerca uno del otro como queramos siempre que x y y estén lo

suficientemente cerca.

Si ponemos g = f X f, entonces la definicion anterior significa que siempre que V'

es un entorno de X', g~ (V") es un entorno de X.
Ejemplos:

1) La funcion identidad de un espacio uniforme sobre si misma es
uniformemente continua.

2) Una funcion constante de un espacio uniforme en un espacio uniforme es
uniformemente continua.

3) Toda funcion de un espacio uniforme discreto en un espacio uniforme es

uniformemente continua.

Proposicion 3: Toda funcion uniformemente continua es continua (Bourbaki, 1966,
p.175).

4.1.4 Espacios uniformes completos

Filtros de Cauchy

Una vez que un conjunto X se ha dotado con una estructura uniforme podemos definir
lo que se entiende por un “pequefio” subconjunto de X (relativa a esta estructura): un
“pequeno” subconjunto de X es uno en el que todos los puntos estan “muy cerca” el

uno al otro. Precisamente:

Definicion 5: Si X es un espacio uniforme y si V es un entorno de X, un subconjunto
A de X se dice que es V — pequeiio si todo par de puntos de A son V — cerrados (en
otras palabras, si A x A c V) (Bourbaki, 1966, p.181).
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Proposicion 4: En un espacio uniforme X si dos conjuntos Ay B son V — pequefio y

se intersectan, entonces su union A U B es V2 — pequefio (Bourbaki, 1966, p.181).

Sean x y y cualquier dos puntos de AU B, y seaz € AN B. Entonces (x,z) EVy
(z,y) € V, de modo que (x,y) € V2.

Definicion 6: Un filtro F en un espacio uniforme X es un filtro de Cauchy si para
cada entorno V de X existe un subconjunto de X el cual es V — pequefio y pertenece
a F (Bourbaki, 1966, p.182).

Se puede hacer que el lenguaje sea mas expresivo usando las expresiones “conjunto
suficientemente pequefio” y “un conjunto tan pequefio como queramos”; asi la
definicién anterior puede ser reexpresada diciendo que un filtro de Cauchy es aquella

que contiene conjuntos arbitrariamente pequefios.

Una sucesion infinita (u,) de puntos de un espacio uniforme X se dice que es una
sucesion de Cauchy si el filtro elemental asociado con la sucesion es un filtro de
Cauchy. Se trata de la misma cosa que decir que para cada entorno V de X existe un
entero n, de tal manera que para todos los enteros m >n, y n > n, tenemos

(U, uy) EV.

Proposicion 5: En un espacio uniforme X todo filtro convergente es un filtro de
Cauchy (Bourbaki, 1966, p.182).

Claramente cada filtro que es mas fino que un filtro de Cauchy es un filtro de Cauchy.

Proposicién 6: Sea f: X — X' es una funcion uniformemente continua. Entonces la
imagen bajo f de una base de filtro de Cauchy en X es una base de filtro de Cauchy
en X' (Bourbaki, 1966, p.182).

Se deduce en particular que si la uniformidad de un espacio uniforme X se sustituye
por una uniformidad mas gruesa, entonces todo filtro de Cauchy con respecto al resto
de la uniformidad original es un filtro de Cauchy con respecto a la nueva

uniformidad.
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Este hecho puede ser recordado facilmente con lo siguiente: entre méas fina es la
uniformidad, menos filtros de Cauchy hay.

Proposicion 7: Sea X un conjunto, sea (Y;);e¢; una familia de espacios uniformes, y
para cada i € I sea f; una funcion de X en Y;. Sea X que lleva la uniformidad gruesa
U para el que los f; son uniformemente continuas. A continuacion con el fin de que
una base de filtro B en X debe ser una base de filtro de Cauchy es necesario y
suficiente que f;(B) debe ser una base de filtro de Cauchy en Y;, para cadai € I
(Bourbaki, 1966, p.182).

4.1.5 Filtro minimal de Cauchy

Los elementos minimales (con respecto a la inclusién) del conjunto de filtros de

Cauchy en un espacio uniforme X son llamados filtros minimales de Cauchy en X.

Definicion 7: Un espacio completo es un espacio uniforme en el que todo filtro de
Cauchy converge (Bourbaki, 1966, p.185).

4.1.6 La completacién de un espacio uniforme

Teorema: Sea X un espacio uniforme. Entonces existe un espacio uniforme completo
Hausdorff X y una funcion uniformemente continua i: X — X que tiene la siguiente
propiedad (Bourbaki, 1966, p.191):

(P) Dada alguna funcién uniformemente continua f de X en un espacio uniforme

completo Hausdorff Y, hay una Gnica funcion uniformemente continua g: X — Y tal

que f =gol.

Si (i, X;) es un par que consiste de un espacio uniforme completo Hausdorff X; y
una funcion uniformemente continua i;: X — X; que tiene la propiedad (P), entonces

existe un tnico isomorfismo ¢: X — X, tal que i; = ¢ o i.
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Aunque dar una prueba precisa de la prueba de esta técnica de completacion puede
resultar bastante tedioso, a fin de sustentar algunas de nuestras afirmaciones en el
presente trabajo nos permitiremos describir los dos pasos globales fundamentales en

la misma:

1. Definicion de X. Dado X un espacio uniforme se define X el conjunto de filtros
minimales de Cauchy en X. Vamos a definir una estructura uniforme en X. Para este
proposito, si V es algln entorno simétrico de X, sea ¥ el conjunto de todos los pares
(X,9) de filtros minimales de Cauchy que tienen en comun un conjunto V —
pequefio. Se prueba que los conjuntos V forman un sistema fundamental de entornos

de una estructura uniforme en X.

Veamos que el espacio uniforme X es Hausdorff. Sea X y 9) dos filtros minimales de
Cauchy en X tal que (¥,9) € V para todo entorno simétrico VV de X. Se deduce
inmediatamente que los conjuntos M U N, donde M € Xy N € 9 forman una base de
un filtro 3 mas gruesa que Xy 9. Ahora 3 es un filtro de Cauchy ya que por cada
entorno simétrico V de X hay por hip6tesis un  conjunto V — pequeiio P
perteneciente tanto a X y 9 y por lo tanto perteneciente a 3. Por la definicion de
filtros de Cauchy minimal, tenemos que ¥ =3 =9, y esto prueba que X es
Hausdorff.

2. Definicién de i:
i:X->X

x = B(x) = filtro de vecindades

X es completo e i(X) es denso en X.
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Definicion 8: El espacio uniforme completo Hausdorff X definido en la prueba del
teorema anterior es llamado la completacion Hausdorff de X, y la funcion i: X — X es
Ilamada la inmersion candnica de X en su completacion Hausdorff (Bourbaki, 1966,
p.194).

4.2 Uniformidad de grupos topoldgicos

Uniformidades izquierda y derecha en un grupo topologico

Segln Bourbaki (1966) en un grupo topoldgico G podemos percibir la posibilidad de
definir una nocién de “puntos suficientemente cercanos” y por lo tanto una estructura
uniforme, mediante la operacién de la siguiente manera: si x y y son dos puntos
cualesquiera de G, aplicamos a los dos puntos la traslacién que envia uno de ellos, es
decir x, al elemento identidad e, la “proximidad” de x y y se evalla entonces en

algun sentido por el entorno V de e en el que y es trasladado.

Esta traslacion, que consiste en la multiplicacion de ambos x y y por x~1, puede
llevarse a cabo a la derecha o a la izquierda, y veremos que en cualquier caso
obtenemos eficazmente una uniformidad en G la cual es compatible con la topologia
de G. Tomemos el caso en el que se realizan las translaciones a la derecha; a
continuacion a cada vecindad V de e le corresponde el conjunto V,; de pares (x,y) €
G X G tal que yx 1 € V. Sea &, la familia de conjuntos V;, como V atraviesa la
vecindad del filtro B de e. Entonces &, es un sistema fundamental de entornos.
Porque ya e € V, la diagonal A de G X G esta contenida en V,; para cada V € B, por
lo tanto G, es una base de filtro; pues las relaciones yx~* € Vy xy~1 € V=1 son
equivalentes, tenemos que V=1, = (V1) por lo tanto V=1, € G, y finalmente, las
relaciones zx™* € V' y yz~1 € V implica yx~1 € V.V ; por lo tanto VoV, esta

contenido en (V.V),.
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La uniformidad definida por ®,; es compatible con la topologia de G, para las
relaciones y € V;(x) y v € V.x son equivalentes por definicién; en otras palabras
Vi(x) =V.x.

El argumento es analogo cuando las traslaciones estan a la izquierda, y por lo tanto

podemos hacer la siguiente definicion:

Definicion 9: La uniformidad derecha (respectivamente izquierda) en un grupo
topoldgico G es la uniformidad para el cual un sistema fundamental de entornos se
obtiene haciendo corresponder a cada vecindad V el elemento identidad e, el conjunto
V, (respectivamente ;) de pares (x,y) tal que yx~1 € V (respectivamente x~1y € V)
(Bourbaki, 1966, p.243)

Asi siguiendo a Bourbaki, si tenemos a G un grupo topoldgico de Hausdorff, el
espacio uniforme G, puede ser considerado como un subespacio denso de su
completacion G4, y G es considerada un subgrupo denso de un grupo Hausdorff
completo G', entonces el espacio uniforme G’ es isomorfo a G, y por lo tanto se
define en G, una estructura de grupo topoldgico que es inducida gracias a la
estructura de grupo topoldgico en G. En consecuencia se pueden extender por
continuidad las funcionesxy y x~*a G, xG; y G, respectivamente, definiendo
asi una estructura de grupo en G, gracias al principio de extension de identidades,
logrando definir que el grupo topolégico es completo y Unico salvo isomorfismos.
En pocas palabras y para resumir un grupo topoldgico Hausdorff G es isomorfo a un
subgrupo denso de un grupo completo G, si y solamente si la imagen, bajo la simetria
x — x~1, de un filtro de Cauchy con respecto a la uniformidad derecha de G es un
filtro de Cauchy con respecto a esta uniformidad. EI grupo completo G el cual es

Ilamado la completacion de G, es Gnico salvo isomorfismos.
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4.3 A manera de conclusion

Como habiamos detallado al inicio del presente capitulo tenemos que Q es un grupo
topoldgico; y acabamos de revisar la técnica general para asociar una estructura de
espacio uniforme a este grupo topoldgico enriqueciéndolo con propiedades que
permitira lograr su completacion. Este espacio uniforme se completa usando la
técnica general de completacion de espacios uniformes obteniéndose los nimeros
reales como un espacio uniforme que goza de estructura de grupo. Para ser mas
precisos, ahora tenemos que los nimeros reales son los filtros minimales de Cauchy
sobre Q. No estd por demas resaltar que en esta construccion no hay necesidad de
hablar de clases de equivalencia como en la original de Cantor, pues todos los filtros
de Cauchy que convergen a un mismo namero real se representan justamente por el

filtro minimal de Cauchy.

De otro lado la topologia de la linea racional Q es compatible no solamente con la

estructura aditiva de grupo, sino también con la estructura de campo de Q.

-, . ., 1 .
La funcion xy es continua en todo punto de Q X Q y la funcién ~es uniformemente

continua, con respecto a la estructura aditiva en el complemento de algin entorno V
de 0.

Es asi como la imagen bajo la funcion i de cualquier filtro de Cauchy en Q*con
respecto a la uniformidad aditiva que no tiene el 0 es un filtro de Cauchy con respecto
a la uniformidad aditiva; por lo tanto las funciones xy yi definidas en Q X Q y Q*

pueden ser extendidas continuamente, gracias a los teoremas de extension dada la
densidad de Q en R, aR x Ry R* respectivamente y se obtiene una estructura de

campo en R.

Por otra parte la relacion de orden x < y es compatible con lo multiplicativo de la
estructura de grupo de R*; y es asi que R dotado con esta estructura de cuerpo

arquimediano totalmente ordenado es Ilamado sucintamente los nimeros reales.
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CONCLUSIONES

Actualmente en los curriculos universitarios para presentar el conjunto de los
nameros reales la forma axiomatica es la mas implementada, y puede no ser la méas
indicada para una mayor apropiacion de conceptos que son importantes y que resultan
ocultos cuando se presentan de esta manera. Es por ello que las construcciones son
una muy buena alternativa y sobre todo aquellas donde la topologia esta presente,
pues en este tipo de construcciones no se necesita todas las propiedades de cuerpo, ya
que es suficiente completar a partir de una estructura de grupo totalmente ordenado.
Es importante resaltar que la estructura algebraica escogida debe ser compatible con
una estructura de orden total y es suficiente partir de la de grupo topoldgico. Aunque
repitamos queremos resaltar que en esta construccion no hay necesidad de hablar de
clases de equivalencia como en la original de Cantor, pues todos los filtros de Cauchy
gue convergen a un mismo ndmero real se representan justamente por el filtro

minimal de Cauchy.

Ademas hemos podido observar como Thomas Blyth utiliza la estructura algebraica y
de orden al estilo de Cantor mediante las sucesiones de Cauchy para completar el
conjunto de los numeros reales, mientras que mediante el grupo topoldgico todas
estas propiedades se extienden gracias a los teoremas de extension basados en la
densidad de @ en Ry el principio de extension de identidades, permitiendo asi lograr
un “ahorro” para obtener la estructura de cuerpo algebraico en dicho sistema. Lo que
nos permite decir con claridad que la estructura topoldgica es una herramienta
conceptual mas rica y general ademas de facilitar calculos que pueden ser tediosos,

por lo tanto nos parece muy importante resaltar lo valioso de este método.

Aungue ambas construcciones son modernas e importantes lo que diferencia una de la
otra es su estilo. Mientras que la una utiliza algunos calculos algebraicos tediosos, la

otra usando la estructura conceptual de topologia los simplifica; estructura
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fundamental en la aprehensién de los conceptos de convergencia y continuidad

propios de las matematicas basicas universitarias.

Aungue nos hemos centrado particularmente en los nimeros reales, creemos que no
es para nada una conclusion ligera: considerar en la formacion de futuros licenciados
una apropiacion de conceptos fundamentales que intervienen en las matematicas
bésicas universitarias. Dentro de estos conceptos tenemos en un eje ineludible la

topologia que involucra nociones como densidad, convergencia y continuidad.

También hay que decir que a pesar de que no se logra explicitamente evidenciar el
tratamiento de la estructura topoldgica, si es un buen llamado de atencion y una toma
de conciencia para hacer caer en la cuenta, que la estructura topoldgica es un buen
camino para entender nociones tales como densidad, limite y convergencia, ya que
creemos que son esenciales en la comprension del sistema de los nimeros reales. Y

sobre todo para aquellos que se estan formando como futuros docentes.
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