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Resumen

Este trabajo presenta los elementos basicos de la ldgica de Primer Orden: su
sintaxis y su semdntica. Describimos un tipo especial de férmula, llamado formas
normales, que nos permiten automatizar los procesos; definimos las aplicaciones
de sustitucion y formalizamos el concepto de Resolucion en el caso clasico. Luego
enriquecemos el Principio de Resolucién, por medio de una estrategia de refina-
miento, obteniendo la Resolucion Lineal, esta se define y se dan ejemplos.

Se define el Principio de Resolucion-SLD, que consiste de una estrategia de Re-
solucién Lineal junto con un criterio de seleccion de literales, aplicado a clausulas
definidas. Se hace una presentaciéon detallada de la semdntica operacional, decla-
rativa y de punto fijo, del Principio de Resolucién-SLD y se demuestra que es un
método deductivo valido y completo. Todo esto sobre légicas de Primer Orden.

Se describen las ldgicas Anotadas, empleando como modelo a la légica anota-
da @,. Se elige como conjunto de anotacion la estructura de birreticulo, el cual
se define y se exhiben algunas propiedades; y asi, se reconstruye el algoritmo de
Resolucién-SLD y su seméntica en légica Anotada sobre birreticulos.

Finalmente, se demuestra la validez y la completez del Principio de Resolu-
cién-SLD para légicas Anotadas sobre birreticulos; todo esto basado en el trabajo

presentado por Komendantskaya[18].
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Introduccion

Desde hace algunas décadas la comunidad informética se ha interesado por des-
cubrir y exhibir formas de resolucién de problemas e introducirlos en una compu-
tadora de tal forma que se pueda aplicar de manera iterativa un método, y se
logren resultados correctos y de manera eficiente. Toda esta aspiracién se encuen-
tra reflejada en el desarrollo de los lenguajes de programacion.

Durante los anos 30, los trabajos realizados por Frege[7], Skolem[37] y Loven-
heim[25], eran considerados los cimientos 16gicos, a partir del cdlculo de predicados,
para la formacién de los métodos deductivos. Pero en esta época se presentarian
varios sucesos significativos, a saber:

e Herbrand[13] propuso varias versiones de métodos deductivos, y enuncia y de-
muestra el teorema que llevaria su nombre.

e Godel[l1] demuestra la completitud del célculo proposicional.
o Tarski[40] desarroll6 la primera teorfa semantica para el cdlculo de predicados.

e Turing[41] y Church[3] descubren de manera independiente la indecidibilidad
del calculo de predicados, suceso que tendria un reflejo negativo para las aspi-
raciones de la légica computacional.

La légica matematica comenzo6 a adquirir fuerza en el campo informético cuan-
do se concibié la idea de emplear los avances logicos del momento en las labores
programables desempenadas por un ordenador. En 1956, Newell inici6 el proceso
al presentar su proyecto llamado “Logic Theorist”, proyecto que se convirtio en
el primer programa disenado para imitar las habilidades para resolver problemas
de un ser humano y por eso se reconoce como “el primer programa de inteligencia
artificial”. Luego, Davis y Putnam([27]) en 1960, definieron una nueva forma de
expresion para las férmulas del calculo de predicados que permitiria sistemati-
zar los procedimientos de deduccion; esta expresion fue llamada “forma clausal”.
Ademads, para estos tiempos Prawitz[32] empleaba lo que hoy conocemos como
unificacion.



Introduccién

Gilmore[9], Davis y Putnam realizaban propuestas de técnicas de deduccién au-
toméaticas basadas en versiones de los métodos deductivos derivados del Teorema
de Herbrand, los cuales generaban instancias basicas de un conjunto de clausulas
y se verificaba si eran insatisfacibles (o contradictorias). Sin embargo, y aunque
Gilmore, Davis y Putnam desarrollaron métodos de verificacién rapida de insa-
tisfacibilidad; los conjuntos de instancias basicas de Herbrand podian llegar a ser
muy extensos, y mas ain si poseian simbolos de funcion, lo cual hacian estos
métodos poco eficientes.

Robinson[34] quedé fascinado con el método de Davis y Putnam, y junto a la
idea de wunificacion de Prawitz, desarrollé en 1965 un método deductivo al que
llamé Resolucion. Este método solucionaba el inconveniente de la generacion (ili-
mitada) de instancias basicas, al introducir las reglas de resolucién empleando la
unificacién. Asi, establecid tres partes basicas del método deductivo:

(2) Representar las férmulas en forma clausal, que aunque no son equivalentes
logicamente si que lo son en cuestion de insatisfacibilidad.

(i) Obtener el conjunto de sustituciones, de maxima generalidad, de las variables
por términos que unificaran las discordancias.

(i¢¢) Identificar las parejas de clausulas resolubles, a partir de la unificacién ade-
cuada y las reglas de resolucion.

Para ser precisos, el Principio de resolucion identifica las parejas resolubles con la
unificacion pertinente y genera la clausula resolvente; esta se anade al conjunto
de clausulas y se aplica reiteradamente el proceso hasta obtener: 6 la clausula
vacia, y decimos que la deduccién es correcta; ¢ bien no es posible aplicar mas
resoluciones, y decimos que la deduccién no es correcta; é el proceso no termina
y esto se debe a la indecibilidad de la 16gica de Primer Orden.

Green[12] en 1969, se destacé por el descubrimiento de que la unificacién iba
generando restricciones sobre las variables que al llegar, aplicando Resolucion, a la
clausula vacia constituian una solucion al problema y es por esto que se considera
a Green el precursor de la programacion logica. Sin embargo, para el Principio
de Resolucion, cuando el nimero de clausulas crece, el nimero de pasos para
llegar a la deduccion de la clausula vacia puede crecer mucho, por esta razon, es
necesario aplicar criterios selectivos que simplifiquen el proceso y lo hagan mucho
mas eficiente y facil de implementar.

Se estudia una estrategia de refinamiento llamada Resolucion Lineal. Esta estra-
tegia fue propuesta por Loveland[24] y Luckham[26] de manera independiente.
Es exitosamente implementable y consiste en tomar una cldusula central (o de
cabecera) y resolverla con otra clausula, luego la clausula resuelta se resuelve con
otra clausula y se aplica reiteradamente este proceso.

VI



Introduccién

La estrategia de Resolucion Lineal puede combinarse con un criterio de seleccion
de literal; esta seleccion elimina alternativas de resolucién y puede significar una
disminucién considerable en los procesos de bisqueda, ya que para llegar a la
deduccién de la clausula vacia es necesario ir eliminando cada literal de la clausula
central (u objetivo), entonces podemos seleccionar primero cuél es el literal que
se quiere resolver, y luego considerar solo las clausulas (laterales) que permiten
hacer esto.

El descubrimiento de Green y los avances de Loveland y Luckham, inspiré a
Kowalski[22] a plantear un método muy eficiente conocido como Resolucion-SLD
(en inglés, Selective Linear for Definite clauses), que consiste de la estrategia de
Resolucion Lineal junto con una aplicaciéon de seleccion de literal sobre clausulas
definidas (o de Horn[14]), que son cldusulas con a lo més un literal positivo.

El trabajo independiente pero interactivo entre el grupo de investigaciéon de Ko-
walski en Edimburgo (se dice que aportaron la parte tedrica) y el grupo de investi-
gacion de Colmerauer en Montreal(1970) y Marsella(1973) (se dice que aportaron
la realizacién), dieron lugar a la primera implementacién de un lenguaje de pro-
gramacion légica, conocido como PROLOG, acrénimo de PROgramacién LOGica;
este se basa en la légica de Primer Orden y las clausulas de Horn, e incorpora la
estrategia de resolucién més refinada: la Resolucion-SLD.

Las investigaciones en programacion légica e inteligencia artificial se han hecho
cada vez mas apetecidas por el sin nimero de aplicaciones y desarrollos que se pre-
sentan en campos de la ingenieria. En esta direccion, los estudios se han enfocado
recientemente en ciertas logicas denominadas no-cldsicas con el fin de poder dar
un manejo adecuado a la clase de inconsistencias que surgen cuando se almacena
informacion de diferentes fuentes; una de ellas son las Ldgicas Anotadas.

Las légicas Anotadas fueron introducidas por Subrahmanian[39] en su articulo
“On the Semantics of Quantitative Logic Programs” y desde ese momento ocupa-
ron un lugar significativo en el desarrollo de la programacién légica y los métodos
deductivos; ya que, enriquecieron de expresividad a las férmulas de la logica de
Primer Orden; anadiendo a estas, informacién tomada de una estructura algebrai-
ca apropiada. Entre aquellas estructuras algebraicas se encuentra la de birreticu-
lo, un conjunto parcialmente ordenado que, desde su introduccion realizada por
Ginsberg[10], se han ido convirtiendo en uno de los conjuntos de anotaciones més
representativos. Si desea ampliar conocimientos sobre birreticulos, referirse al tra-
bajo de Rodriguez[35].

A grandes rasgos, las formulas de una logica anotada consiste de un par de la forma
@y, donde ¢ es una férmula de un lenguaje de Primer Orden y p es la anotacién
tomada de una estructura algebraica. Intuitivamente, 1 puede ser interpretada
como el grado de creencia o certeza, de la férmula ¢ asociada, respecto a una
interpretacion asignada del lenguaje anotado.
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Introduccién

Nuestro objetivo es demostrar que el Principio de Resolucién-SLD para 16gi-
cas Anotadas, con sus anotaciones en una estructura de birreticulo, es una es-
trategia deductiva valida y completa, todo esto de la manera presentada por
Komendantskaya-Seda[20] en su articulo “Sound and complete SLD-resolution for
bilattice-based annotated logic programs”.

Asi, este trabajo se divide en cuatro capitulos. En el primero presentamos la teoria
necesaria y suficiente de la légica de Primer Orden, para formalizar el Principio de
Resolucion clésico; luego se describe una estrategia de refinamiento y se extiende
el Principio de Resolucién al Principio de Resolucion Lineal.

El segundo capitulo comprende lo relacionado con la programacion logica. Defi-
nimos el Principio de Resolucién-SLD, que consiste del Principio de Resolucion
Lineal junto con un criterio de seleccion de clausulas, todo esto sobre programas
l6gicos definidos. Presentamos de manera detallada y apoyados en ejemplos, la
semantica operacional, declarativa y de punto fijo para la Resolucién-SLD. Teoria
que nos permite finalizar el capitulo con la prueba de validez y completez del
Principio de Resolucion-SLD en légicas de Primer Orden.

En el Capitulo tres, describimos las légicas Anotadas, presentamos nuestro con-
junto de anotacion elegido: el birreticulo, y algunas de sus propiedades; y de forma
similar al capitulo dos, las definiciones y enunciados de la seméantica operacional,
declarativa y de punto fijo, para la Resolucién-SLD en logicas Anotadas sobre
birreticulos.

Finalmente, en el capitulo cuatro presentamos la prueba de la validez y completez
del Principio de Resolucion-SLD en légicas Anotadas sobre birreticulos, todo esto
de la manera presentada por Komendantskaya-Seda[20].
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Capitulo

Logica de Primer Orden

En la Légica Proposicional los elementos basicos son los atomos; a partir de los
cuales se construyen las férmulas. Un atomo representa una sentencia declarativa
que puede ser verdadera o falsa, pero no ambas a la vez. Desafortunadamente, los
atomos en la légica proposicional no son suficientes para el sinntiimero de conceptos
que deseamos expresar. Por esta razon, se introduce la nocién de cuantificadores, se
permite representar objetos concretos mediante constantes y se introducen varia-
bles que pueden ser afectadas por los cuantificadores. Ademas, se dota el lenguaje
de simbolos para representar relaciones y funciones entre objetos o propiedades
de los mismos. Es asi como el lenguaje de la Logica Proposicional quedara exten-
dido a lo que se denomina lenguaje de Logica de Primer Orden, que tiene gran
expresividad y analisis deductivo como veremos a lo largo de este capitulo.

El objetivo de este capitulo es realizar una definicion formal de toda la estructura
empleada para la construccion del Principio de Resolucién en la Logica de Pri-
mer Orden, la cual extiende la estructura de la Légica Proposicional. Si se desea

saber mas sobre la estructura en Ldgica Proposicional se referencia a Fitting[5] y
Ben-Ari[l].

1.1. Sintaxis

Se inicia el estudio definiendo algunos conceptos bésicos que especifican sélo
la forma de las expresiones permitidas, mientras que el significado del lengua-
je (seméntica) se estudia en la siguiente seccién.

Definicién 1.1. El alfabeto A, conocido como alfabeto de Primer Orden, con-
siste de los siguientes conjuntos de simbolos:

e Variables: representadas por las ultimas letras del abecedario.

1



Capitulo 1. Loégica de Primer Orden 1.1. Sintaxis

e Cuantificadores: los dos usuales, el universal ¥V y el existencial 3.

e Conectivos: representan los operadores logicos clasicos, como A, V, —, <>, —,
entre otros.

e Auxiliares: como paréntesis, comas y puntos.

Ahora, definimos otros de los simbolos que extienden el Lenguaje Proposicional.
Estos simbolos seran: los de relacion, para referirnos a las relaciones entre los
objetos, los de funcion, propios de la matematica para referirse a cierto tipo de
relaciones, y los de constante, para referirnos a objetos concretos. Todo simbolo de
funcién y de relacion tiene asociado un nimero en N, llamado aridad, que indica
el nimero de argumentos. Los argumentos pueden ser constantes, variables y, en
general, lo que definiremos mas adelante como términos.

Definicién 1.2. Un lenguaje de primer orden esta determinado por C,R y
F, y se denota £(€, R, F), donde

e C representa un conjunto numerable de constantes,

e R representa un conjunto numerable de simbolos de relacién (o simbolos de
predicado) vy,

e JF representa un conjunto numerable de simbolos de funcion.
Ademads, V denota el conjunto numerable de variables de £(C, R, F).
Definicién 1.3. Un término de un lenguaje L£(C,R,F) se forma tnicamente
de la siguiente manera: é es una variable, 6 es una constante 6 tiene la forma

f(t1,...,t,) donde f es una funcién de aridad n (o n-aria) y los ti,...,t, son
términos de L£(C, R, F).

Definicién 1.4. Un término se dice que es bdsico si este no contiene variables.

EJEMPLO 1. Si f,g,h son simbolos de funcién 1-aria, 2-aria (binaria), 3-aria,
respectivamente, v, w son variables y a, b, ¢ constantes; algunos términos son:

® o W e f(b)
* g(a,v) o h(f(c),a,w) e h(f(v),w, f(g(b,c)))
L 2




Capitulo 1. Loégica de Primer Orden 1.1. Sintaxis

Observacion 1. Debido a que la definicion de término en Ldgica de Primer
Orden es similar a la definicion de formula en Logica Proposicional, se permi-
te emplear de manera andloga los principios de Induccién y de Recursion para
términos de Primer Orden, tal como define Fitting[5, pag. 111] y Ortiz/30, pdg.

Al igual que en nuestro lenguaje convencional, solo cierto tipo de combinacion de
palabras forman una expresion con significado. Lo equivalente a estas expresiones
en Légica de Primer Orden, son combinaciones llamadas Formulas Bien Formadas
o simplemente formulas.

Primero definimos la mas sencilla de las expresiones del lenguaje: los dtomos.

Definicién 1.5. Un dtomo o férmula atomica de L(C, R, F) es cualquier expre-
sién de la forma R(ty,...,t,) donde R es una simbolo de relacién n-ario (perte-
neciente a R) y tq,...,t, son términos de £L(C, R, F).

Definicién 1.6. Las formulas o formulas bien formadas de un lenguaje de
primer orden £(C,R,F) se forman tnicamente de la siguiente manera:

e Todo datomo es una formula,
e Si F es una formula, entonces la negacion —F también lo es.

e Si F y G son formulas, entonces F ® G es una formula, donde ® es un conec-
tivo binario.

e Si F es una formula y v es una variable, entonces (Vv)F y (Jv)F también lo
son.

Observacién 2. Como enunciamos en la Observacion 1, los Principios de Induc-
cion y Recursion garantizan que la construccion de féormulas este bien definida, y
que sus significados o valores de verdad sean unicos.

Definicién 1.7. Una férmula se dice que es bdsica si esta no contiene variables.

EJEMPLO 2. Si P, Q,R son simbolos de relacion 1-aria, 2-aria, 3-aria, respectiva-
mente, f, g simbolos de funcién 1-aria, 2-aria, respectivamente, v, w son variables
v a, b, ¢ constantes; algunas férmulas son:

3



Capitulo 1. Loégica de Primer Orden 1.1. Sintaxis

e Pa) o P(f(b))
o ~Q(w,c) e “R(v,g(a,w),b)
o ~(=P(w) VR(w,c,v)) o (Vo)(P(g(v, f(c))))

Buw)(Q(f (w), v) = P(g(w, v))) (Vo) Fw) (=P (f (w)) A Q(f(a), v))

*

La definiciéon que se da a continuacion, es con el propdsito de evitar cierto tipo
de confusiones en la interpretacion de la ocurrencia de variables en las formulas,
debido al alcance que tenga un cuantificador sobre ellas. Para denotar esta ca-
racteristica diremos, como lo hace Fitting[5, pag. 99], que la variable esta ligada
o libre.

Definicién 1.8. La ocurrencia de una wariable libre en una formula F esta
definida como sigue:

e Las ocurrencias de variables libres en un atomo son todas las ocurrencias de
variables en esta férmula.

e Las ocurrencias de variables libres en —F son las ocurrencias de variables
libres en F.

e Las ocurrencias de variables libres en (F;oF3) son las ocurrencias de variables
libres en JF; junto con las ocurrencias de variables libres en J3, donde ¢ es un
conectivo binario.

e Las ocurrencias de variables libres en (Yv)F y (Jv)F son las ocurrencias de
variables libres en F, excepto para las ocurrencias de v.

La ocurrencia de una variable es llamada ligada si esta no es libre.

En otras palabras, diremos que la ocurrencia de una variable en una férmula es
ligada si actia un cuantificador sobre ella. En otro caso, la ocurrencia es libre.

EJEMPLO 3. Obsérvense las variables en las dos formulas siguientes:
(2) (Vo) (R(v, w) AP(v,w)) = JwQ(v, w))
(i) (Fv) (Qv,w))

La variable v esta ligada en ambas férmulas. La variable w esta libre en (i) y en
el antecedente de (1), y ligada en el consecuente.
*

Definicién 1.9. Una sentencia o llamada férmula cerrada de £(C,R,F) es
una férmula de £(C, R, F) sin ocurrencias de variables libres.

4



Capitulo 1. Légica de Primer Orden 1.2. Semaéantica

1.2. Semantica

En la seccion anterior se definié los objetos que forman nuestro lenguaje en es-
tudio. Ahora, nos interesa establecer el significado que tendré cada uno de estos
objetos, es decir, diremos como se interpretan las constantes, simbolos de relacion
y simbolos de funcion. Para ello emplearemos una funcion de interpretacion, que
asigna a cada objeto del lenguaje un objeto en un conjunto, distinto de vacio,
llamado Dominio o Universo.

Ademas, dado que las férmulas pueden tener ocurrencias de variables libres, dire-
mos lo que representan en nuestro Dominio por medio de una funcién de asigna-
cion. Este desarrollo lo hacemos con base en el trabajo de Celmal2], Fitting[5] y
Ortiz[29].

Definicién 1.10. Una estructura para el lenguaje de Primer Orden £(C, R, F)
es un par € = (D, TJ), donde D es un conjunto no vacio llamado el Dominio
de €, e J es una funcién, llamada Interpretacion, que asocia:

e A cada constante ¢ € €, un elemento c¢” en D.
e A cada sfmbolo de funcién n-ario f € &, una funcién n-aria f°: D" — D.

e A cada simbolo de relacién n-ario R € R, una relacién n-aria R* C D", es
decir, R 7 sera un conjunto formado por n-uplas de elementos de D.

EJEMPLO 4. Sea el lenguaje que incluye las constantes a,b y ¢, un simbolo de

relaciéon Q de aridad 2 “..es maltiplo de...” y otro R de aridad 1 “...es un nimero

par.”.

Consideremos la siguiente estructura € = (D,J) siendo D = {1,2,...,6}. Una
interpretacion J definida para este lenguaje, puede ser:

=1, V=2 =6,

Qj = {(57 1)(47 2)7 (6v 2)7 (67 1)7 (27 1)? (6’ 3>}
R’ = {2,6}

Otra interpretacion J*, para el mismo lenguaje, sera:

a” =2, b =3 < =5
Qj* = {(57 1)(47 2)7 (67 2)7 (2’ 1)7 (37 1)7 (17 1>}
R = {4}
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Definicién 1.11. Una asignacién en una estructura € = (D, J) es una funcién
2 :V — D, es decir, una funcién del conjunto de variables de L£(C,R,F) al
dominio de €. Denotamos la imagen de la variable v bajo una asignacion 2l por

v2.

La interpretacién de los elementos que conforman el lenguaje £(C, R, F) nos ofrece
la manera de asignar valores de verdad a las férmulas de £(C, R, F). El valor de ver-
dad de una férmula de £(C, R, F) se define a partir de la funcién de interpretacion
y de asignacion sobre sus componentes. Primero, definiremos la interpretacion de
los términos, ya que son los componentes de las formulas.

Definicién 1.12. Sea € = (D, J) una estructura para el lenguaje £(C, R, F) y sea
20 una asignacién para esta estructura. A cada término ¢ de £(C, R, F) se asocia
el valor ¢t 7% en D como sigue:

A_ 3

e Para una constante ¢, ¢ c.

e Para una variable v, v 7% = v¥.

e Para un simbolo de funcién n-aria f, [f(t1,...,,)]"% = fI@7™, ... %),
donde ty,...,t, son términos de £(C, R, F).

Observacion 3. Note que en el ultimo item de la definicion anterior la interpre-
tacion de la funcion y sus componentes se obtiene evaluando el simbolo de funcion
en D y aplicando este (nuevo) simbolo de funcion a las componentes interpreta-
das, donde estas ultimas se obtienen por aplicacion recursiva de esta definicion.
Gracias al Principio de Recursién, del que se hablo en las Observaciones 1 y 2,
se garantiza la asignacion de un unico valor en D a cada término del lenguaje

L(C, R, ).

t J.

Observacion 4. En el caso de términos basicos, el valor asociado en D no

depende de la funcion de asignacion A de la estructura € = (D, J). Simplemente,
en este caso, escribiremos t” en lugar de t>*, para enfatizar este punto.

EJEMPLO 5. Supongamos que el lenguaje tiene una constante a, los simbolos de
funcién f,g y h, unarias y binaria, respectivamente, y v una variable. De aqui,
algunos de los términos son:

o W(f(v), fg(f(a)))) o h(h(f(a),a),h(f(v), f(g(f(a)))))

Consideremos dos estructuras € = (D, J) y asignaciones 2 para este lenguaje:

6
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(i) SeaD =7, a’ =1, f7 es la funcién sucesor, g° es la funcién predecesor, h” es
la funcién producto y la asignacién 2, descrita por v® = 2. Entonces,

o [1(f(v), f(g(f(a))))]*™ = 6, veamos:

o [1(h(f(a),a), h(f(v), f(g(f(a))))]"* = 12, veamos:

(i1) Sea D la coleccién de todas las palabras sobre el alfabeto {b,c}, a’ = b, f°
es la operacién que anade la c al final de la palabra, ¢° es la operacién que
afiade la b al principio de la palabra, h” es la concatenacién y la asignacién
2, descrita por v* = bcb. Entonces,

o [h(f(v), f(g(f(a))))]>* = bebebbee, veamos:

[P (f(0), flg(f(@)))]™™ = B (f (™), f(g”(F(a”))))
= R(f(bed), £ (g7 (F7(D))))
1 (bebe), £7(g7 (be)))
h? (bebe, f7 (bbe))
h? (bebe, bbee) = bebebbee

o [h(h(f(a),a),h(f(v), f(g(f(a)))))]>* = bebbebebbee, veamos:

[n(h(f(a), @), h(f(v), fg(f())))]*™ = B (A7 (f7(a”),a”), bebebbec)

= b7 (R*(f°(b),b), bebebbec)

= h?(h? (be, b), bebebbec)

= h?(beb, bebebbee) = bebbebebbece

2

Ahora, se asocia un valor de verdad a las formulas del lenguaje de Primer Orden
L(C,R,F), a partir de la estructura € = (D,J) y la funcién de asignaciéon 2
de este lenguaje. Emplearemos la siguiente definicién para interpretar el valor de
verdad en las férmulas cuantificadas.




Capitulo 1. Légica de Primer Orden 1.2. Semaéantica

Definicién 1.13. Sean 2, B asignaciones en la estructura € = (D,J) y v una
variable. Diremos que 2l y B son v — variantes si asignan los mismos valores
(en D) para cada variable excepto, posiblemente, en v.

Debido a que el desarrollo de este capitulo es sobre Logica Clasica, el conjunto
de valores de verdad para las férmulas prevalece, siendo éste el bivalente {0, 1}
donde, 0 representa lo falso y 1 lo verdadero.

Definicién 1.14. Sean € = (D, J) una estructura del lenguaje £(C,R,F) y 2
una asignacion para esta estructura. Entonces, a cada formula de primer orden F
de £(€, R, F) se asocia el valor de verdad F ** como sigue:

e Para las dtomos, [R(t1,...,t,)] >® = 1 si, y solo s, (tf’m, . ,tg’m) eR.

° [_|‘/~_'] JA _ [‘7;3,2[]

o [FloF) % = F, o F%¥ para o un conectivo binario.

[(Vo)F] 2% =1 si, y solo si, F>® = 1, para toda asignacién B en € = (D, J)
que es v-vartante de 2.

o [(Fv)F] ¥* =15, ysolosi, F¥® = 1, para alguna asignacién B en € = (D, J)
que es v-variante de 2.

Observacion 5. El sequndo item nos muestra que si el valor de verdad de una
formula F es 1 (Verdadero), entonces el valor de verdad de la misma formula
negada =F es 0 (Falso) y viceversa, todo esto gracias nuevamente al Principio de
Recursion (ver Fitting[5, pag. 111]).

Observacion 6. Al igual que se indicé en la Observacion 4 para los términos
bdsicos, el valor asociado F>* en {0,1} para una férmula bésica y/o sentencia
F, no depende de la funcion de asignacion A de la estructura € = (D, J) y escribi-
remos F 7 en lugar de F>*, para enfatizar este punto. En otras palabras, el valor
de verdad de formulas que tienen ocurrencias de variables libres, serd subjetivo a
la funcion de asignacion de la estructura € = (D,TJ) donde se encuentra definida.

En conclusion, la estructura, formada por el Dominio y la funcién de interpreta-
cion, v la asignacion nos permiten conocer el valor de verdad de cualquier féormula
de un Lenguaje de Primer Orden.

EJEMPLO 6. Con base en las estructuras dadas en el Ejemplo 4, el valor de
verdad para las férmulas:
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e R(4) e (F)9Q(v,3)
o (V) R(v) o (Vv)(Jw)Q(v,w)

esta dado en la Gréfica 1.1. Observe que no se depende de la funcién de asignacion,
debido a que las féormulas planteadas no tienen ocurrencias de variables libres.

.
: INTERP/CION ,
FORMULA DESCRIPCION
J 3+
~y j -
R(4) 0 1 En J es 0 por que el 4 ¢ R’, mientras

que el 4 € R,

En amboses 0, yaque2 € R y4 € R”,
(Vo)=R(v) 0 0 es decir, existe una interpretacién para
la cual [=R(v)]? = 0.

En J es 1, ya que (6,3) € Q7 mientras
(F0)Q(v, 3) 1 0 que en J* es 0, ya que ninglin nimero es
multiplo de 3.

En J es 0 por que 1 y 3 no son multiplos
de algin valor en D, mientras que en J*
para todos los valores de v existe un w
que se relaciona.

(Vo)(Fw)Q(v, w) 0 1

Grafica 1.1. Interpretacién de férmulas (Ejemplo 6)

Definicién 1.15. Una férmula F de £(C, R, F) es interpretada en 1 por una
estructura € = (D, J) de este lenguaje, si [F]>* = 1 para toda asignacién 2 de €.
En este caso diremos que: € es un modelo para F, € satisface a F 6 € interpreta

a F en verdadero.

Definicién 1.16. Una férmula F de L£(C,R,F) es satisfacible si existe una
estructura € = (D, J) y una asignacion 2 (llamada asignacion de satisfaccion)
tal que [F]7% = 1.

Definicién 1.17. Una férmula F de £(C, R, F) es vdlida (o universalmente vdli-
da) si F es interpretada en 1 para todas las estructuras de £(C, R, F), es decir, si
[F]?* = 1 para todas las interpretaciones J y asignaciones 2 de £(€, R, F), es de-
cir, si todas las estructuras de £(C, R, F) son modelos para F. Esto lo denotamos

como = F.
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Definicién 1.18. Una férmula F de £(C, R, F) es insatisfacible (o contradic-
toria), si para todas las estructuras € = (D, J) y/o todas las asignaciones 2 en €,
se tiene que [F]?* = 0, es decir, si ninguna estructura es un modelo de F.

Definicién 1.19. Una férmula F de L£(C, R, F) es no-vdlida (o falsificable) si
[F]?* = 0 para alguna interpretacién J y/o asignacién A de £(€, R, F).

Definicién 1.20. Denotaremos por 8 a un conjunto de férmulas de Primer Orden.
Diremos que 8 es valido o satisfacible si cada una de las férmulas de 8 es valida
o satisfacible, respectivamente. Diremos que & es insatisfacible si por lo menos
una de las férmulas de 8 es insatisfacible, es decir, si en cada una de las posibles
estructuras o asignaciones existe por lo menos una clausula interpretada en O.
Ademas, una estructura € = (D, J) es un modelo para § si € es un modelo para
cada una de las formulas de 8.

La siguiente proposicién serd de gran relevancia para nuestro estudio, ya que
enuncia la equivalencia existente entre una funcion que se satisface por todas las
estructuras y su negacién que no la satisface ninguna, debido a que es mas “facil”
operar en busca de una estructura que no satisface la férmula, que en probar que
todas las estructuras lo hagan; este procedimiento sera el pilar de nuestro método
deductivo que construiremos mas adelante y se conocera como refutacion.

Proposicién 1.1.

Sea F una férmula de £(C, R, F). F es vdlida si, y solo si, ~F es insatisfacible.

Demostracion.

Sea € = (D,J) una estructura cualquiera de £(C,R,F). Si F es vélida, & es
un modelo para F, es decir, F7¥ = 1 para toda asignacién 2 en € si, y solo
sf, [~ F]?* = O para toda asignacién 2 en € (& arbitraria), es decir, =F es

insatisfacible.
|

Desde la Definiciéon 1.15 hasta 1.20, hemos hablado de la forma de clasificar una
férmula dependiendo el valor de verdad que se le asigna en una estructura. Ahora,
después de reunir un conjunto de férmulas que sean walidas, deseamos conocer
que podemos deducir de un conjunto de este tipo. A tal nocién la llamaremos
consecuencia logica v se define a continuacion.

10
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Definicién 1.21. Sea 8 un conjunto de férmulas de £(C, R, F). Diremos que F
es una consecuencia logica de § si, y solo si, F es verdadera para todos los
modelos de 8; y lo denotamos por 8§ = F.

Proposicion 1.2.

Sea 8 un conjunto de sentencias de £(C, R, F) y F una sentencia. Entonces, 8 = F
si, y solo si, 8 U {—~F} es insatisfacible.

El concepto de insatisfacibilidad es muy importante a lo largo de este trabajo,
ya que, empleando la proposicion anterior, nos brinda la manera de determinar si
una féormula es consecuencia logica de un conjunto de férmulas dado.

Definicién 1.22. Dos férmulas F y G de £L(C, R, F) se dice que son equivalentes
logicamente, denotado por F = G, si y solo si, F y G tienen el mismo valor de
verdad para todas las estructuras € = (D, J) y asignaciones 2 de £(C, R, F).

1.3. Formas normales

Continuando con el objetivo de este capitulo, deseamos definir un tipo de férmulas
de Primer Orden de tal manera que nos permita automatizar los procesos de
deduccion que se realicen sobre ellas; para ello, definiremos primero una forma
normal, luego un método conocido como Skolemizacion y finalmente, la clausula.

La siguiente definiciéon debia estar en la primer seccién donde se definian los
elementos que usariamos en este capitulo; se define aqui solamente para darle
continuidad a la teoria planteada en esta seccion.

Definicién 1.23. Un literal es una atomo o la negaciéon de un atomo. En el
primer caso se llama literal positivo y en el segundo literal negativo.

Un par de literales [; y [ se dicen complementarios si [} = — [,.

Definicién 1.24. Una férmula estd en forma normal conjuntiva (FNC)
(o forma clausal) si es una conjuncién de disyuncién de literales.

11
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La prueba del siguiente teorema se logra por medio de un algoritmo descrito en
Ben-Ari[l, pdg. 65] y Ortiz[30, pdg. 15]; empleando el hecho de que en toda férmu-
la se pueden sustituir sus conectivos, de forma equivalente por los conectivos
{—=, A\, V}, esto se debe a que {—, A, V} es un conjunto completo de conectivos, es
decir, todos los otros conectivos se pueden definir en términos de ellos.

Teorema 1.

Toda férmula puede ser transformada en una férmula equivalente en forma normal
conjuntiva.

Demostracion.

La demostracién es constructiva, ya que da el algoritmo para hallar la forma nor-
mal conjuntiva de una férmula dada. Sean F,G y H férmulas.

Algoritmo FNC

Basta aplicar los siguientes pasos, que consisten en emplear equivalencias logicas,
tantas veces como sea posible:

Paso 1 Eliminar las ocurrencias de los conectivos légicos — y <> aplicando:

FeoG=(F=G)NG—F)
F—G=-FVgG

Paso 2 Para “introducir” el conectivo —, aplicar las leyes de Morgan y para
eliminar negaciones continuas la siguiente equivalencia:

-—F = F
~(FVG) = ~FA-G
~(FAG) = ~FV~G

Paso 3 Aplicar las leyes distributivas de izquierda a derecha:

FVGAH) = (FVGA(FVH)
FAGVH) = (FAG)V(FAH)

Debido a que en todo el proceso se empleo equivalencias logicas, la féormula resul-
tante es equivalente logicamente a la formula inicial.

12
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EJEMPLO 7. Encontraremos la forma normal conjuntiva de la formula
(=P(v) = =Q(w)) = (P(w) — Q(v))

aplicando los tres pasos del Algoritmo FNC, donde P y Q son simbolos de relacion,
veamos:

(=P(v) = =Q(w)) = (P(w) — Q(v))

 (==P(v) V=Q(w)) — (=P(w) vV Q(v)) Paso 1
= (==P(w) V=Q(w)) V (=P(w) V Q(v)) Paso 1
< (===P(w) A ==Q(w)) V (=P(w) V Q(v)) Paso 2
— (P) A Q(w)) V (=P(w) V Q(v)) Paso 2
< (=P(v) VaP(w)V Q) A (Q(w) V—-P(w) V Q(v)) Paso 3

L 2

Definicién 1.25. Una férmula F esta un forma normal preneza si tiene la
forma:

(o) -+ - (T1,0,) M

donde las v; son variables, los II; son cuantificadores (V o 3) y M es una férmula
que no contiene cuantificadores, es decir, M esta compuesta solamente por ato-
mos y conectivos logicos.

La féormula M es llamada la matriz de F y la expresién formada por los cuan-
tificadores (I1;vy) - - - (IL,v,) es llamada el prefijo de F.
EJEMPLO 8. Las siguientes férmulas estan en forma normal prenexa:
°
(
(
°

*

Definicién 1.26. Una féormula esta en forma normal conjuntiva prenexa
(FNCP) si es una forma normal preneza cuya matriz esta en forma normal
conjuntiva.

13
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EJEMPLO 9. Las siguientes férmulas estédn en forma normal conjuntiva prenexa:

* (Vo) Bw)(R(v, w) A Q(v,w))

(R
e (V0)(Bw)(3z)(=P(v,z) A Qw))
e (F0)Bw)(Q(v, w) A (P(w) V R(v, w)))
o (Vo)(Vw)(Vz)(R(v) A —Q(w, z))

*

De manera similar a la prueba del Teorema 1 se realiza la prueba del siguiente
teorema; lo que haremos sera anadir las equivalencias légicas correspondientes a
la accién de los cuantificadores.

Teorema 2.

Toda férmula puede ser transformada en una férmula equivalente en forma normal
conjuntiva prenexa.

Demostracion.

Al igual que la prueba del Teorema 1, esta demostracion se realiza de forma cons-
tructiva.

Sean F, G, H férmulas y 11y, II, cuantificadores que representan a los usuales V' y 4.

Algoritmo FNCP

Basta aplicar los siguientes pasos, que consisten en emplear equivalencias logicas,
tantas veces como sea posible:

Paso 1 Eliminar las ocurrencias de los conectivos légicos — y <+ aplicando:

FeoG=(F=26) NG —F)
F—=G=-FVG

Paso 2 Transformar la formula obtenida en el Paso 1 aplicando las siguientes

equivalencias:
-—F = F
—~(FVG) = -FA-G
—~(FAG) = -FV-G
(Vo) F(v) = (Fv)~F(v)
~(F0)F(v) = (Vo)=F(v)
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Paso 3 En la féormula obtenida en el Paso 2, cambiar el nombre de variables
iguales ligadas por diferentes cuantificadores.

(Iiv)F(v) V (Ilev)G(v) = (o) F(v) V (Ilw)G(w)
(Iv)F(v) A (Iyv)G(v) = (ITv)F(v) A (Tlaw)G(w)

donde H1 7é Hg.

Paso 4 Mover los cuantificadores al lado izquierdo de la formula, aplicando las
siguientes equivalencias légicas a la féormula obtenida en el Paso 3.

(M) F(v) VG = (Iv)(F(v) VG)
(M) F(v) NG = (TTio)(F(v) AG)
(Vo) F(v) A (V0)G(v) = (Vu)(F(v) AG(v))
(Fv)F(v) V (F)G(v) = (Fv)(F(v) VG(v))
(IL0) F(v) v (Lw)G(w) = (Iw)aw)(F(v) V G(w))
() F(v) A (Ihw)G(w) = (ILv)Ilaw)(F(v) A G(w))

Paso 5 Hasta aqui, la férmula obtenida en el Paso 4 es una forma normal pre-
nexa. Finalmente, s6lo nos queda transformar la matriz, que para este paso
no tiene cuantificadores, en forma normal conjuntiva aplicando las leyes dis-
tributivas, tantas veces como sea necesario.

FV(GAH) = (FVG)A(FVH)
FANGVH) = (FAG)V(FAH)

Debido a que en todo el proceso se empleo equivalencias légicas, la férmula resul-
tante es equivalente logicamente a la férmula inicial.

EJEMPLO 10. Encontraremos la forma normal conjuntiva prenexa de la formula
(Vo) (Vo)P(v) = Q(w,x)) A =(Va)(Iv)=R(f (v, x), x))

aplicando los pasos del Algoritmo FNCP, donde P, Q, R son simbolos de relacion
y f es un simbolo de funcién, veamos:

)
< (Vo) ((=(Vo)P(v) vV Q(w ) R(f(v,z),x)) Paso 1l
< (Vo) (((Fv)=P(v) V Q(w, x)) A (x)~(Iv)-R(f(v,z),z)) Paso 2
< (Y0)(((Fv)=P(v) V Q(w, x)) A (Fz)(Yv)=—=R(f(v,z),z)) Paso 2
< (Vo)(((Fv)=P(v) vV Q(w, x)) A (Fz)(Vo)R(f(v,z),x)) Paso 2
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< (V)((Fy)=P(y) v Qw, z)) A (32)(Vu)R(f(v,2),2)) Paso3
< (Vo) (Fy)(=P(y) vV Q(w, x)) A (F2)(Vo)R(f (v, 2),2)) Paso 4
< (Vo) () ((=P(y) V Qw, x)) A (32)(Vv)R(f (v, 2),2))  Paso 4
< (Vo)(Fy)(32)((=P(y) vV Q(w, x)) A (Vo)R(f(v,2),2)) Paso 4
< (Y0)(3y)(32) (Vo) (=P (y) vV Q(w,z)) AR(f(v,2),2)) Paso 4
< (Vo) 3y)(32)((=P(y) V Q(w, x)) AR(f (v, 2), 2)) Paso 4
L 4

Definicién 1.27. Una férmula en forma normal de Skolem es una forma
normal conjuntiva prenexa cuyo prefijo no contiene cuantificadores existenciales,
es decir, si presenta la forma:

(\V/ﬂ)l) cee (ann)M

EJEMPLO 11. De las férmulas descritas en forma normal conjuntiva prenexa en
el Ejemplo 9, solamente la ultima férmula estd en forma normal de Skolem. La
férmula escrita a continuacién esta en forma normal de Skolem:

(Vo) (Vy) (V2) (=P (y) V Qw, z)) AR(f (v, 2), 2))
L 4

El siguiente algoritmo permite transformar una férmula en su forma normal con-
juntiva prenexa en la forma normal de Skolem. Este procedimiento se conoce como
Skolemizacion y lo presentamos de la forma expuesta por Ortiz[30].

Sea (ITyvy) - - - (I1,v,) M una férmula F en su forma normal conjuntiva prenexa,
donde Iy, . . ., II,, son cuantificadores, vy, . .., v, son variables (distintas) y M una
matriz en forma normal conjuntiva. El propdsito es eliminar todos los cuantifica-
dores existenciales presentes en la féormula.

| Skolemizacién |

Sea II,,, 1 < m < n un cuantificador existencial del prefijo de F.

Caso 1 Si antes de II,, no hay cuantificadores universales, se escoge un simbolo
de constante, que no aparecia antes en la férmula, se reemplaza por todas
las ocurrencias de la variable v, y se borra (Il,,v,,) del prefijo. Por ejemplo,
la formula

(Fv) (Vw)(Fz)(P(v,w) V Q(v, z))
aplicando este caso quedaria
(Vw)(3z)(P(a,w) V Q(a, z))
donde a representa una constante (que no aparecia en la matriz).
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Caso 2 Sean IIy, ..., I, (todos) los cuantificadores universales que aparecen
a la izquierda de II,,. Se sustituyen todas las ocurrencias de la variable v,
por un simbolo de funcién (que no aparezca en M) con los argumentos
U1y ..., Um—1 y se elimina (II,,v,,) del prefijo. Por ejemplo, la férmula

(Vo)(Vw)(Fz)(P(v,x) V Q(w, x))
aplicando este caso quedaria

(Vo) (Yw)(P (v, f(v,w)) V Qw, f(v,w)))
donde f representa una funcién binaria (que no aparecia en la matriz).

El proceso termina cuando se ha aplicado los dos casos, el que corresponda en cada
iteracion, hasta no quedar cuantificadores existenciales. Asi, la férmula obtenida
finalmente esta en forma normal de Skolem.

Los simbolos de funcién anadidos son llamados funciones de Skolem.

EJEMPLO 12. Para la forma normal conjuntiva prenexa obtenida en el desarrollo
del ejemplo 10

(V) 3y)B2)((=P(y) v Qw, x)) AR(f (v, 2), 2))

su forma normal de Skolem, aplicando el proceso de Skolemizacion, sera:

(V)((=P(f(v)) V Q(w, 2)) AR(f(v, 9(v)), g(v)))

donde f(v) y g(v) reemplazan las variables y y z, ligadas a los cuantificadores
existenciales, respectivamente.

*

Debido a que los procedimientos descritos en los dos casos del proceso de Skolemi-
zacién no son equivalencias 1dgicas, la forma calculada no es (en todos los casos)
equivalente logicamente a la formula inicial, es decir, pueden existir estructuras
en las cuales la formula y su forma normal de Skolem tengan diferente valor de
verdad. Observemos el siguiente ejemplo tipico de esta situacion.

EJEMPLO 13. Dada la férmula (Jv)Q(v), su forma normal de Skolem es Q(a),
donde a es una constante. Consideremos la siguiente estructura & = (D, J) siendo
D = {1,2} y una interpretacién J definida por @’ = 1, @ = {2}. Con base en
las reglas de interpretacién de la Definicién 1.14, se tiene que [(Fv)Q(v)]° = 1, ya
que la asignaciéon 9B definida por v® = 2 lo satisface, mientras que [Q(a)]’ = 0
puesa’ =1y 1¢ Q7.

4

17



Capitulo 1. Loégica de Primer Orden 1.3. Formas normales

Observacion 7. En el Ejemplo 13, tal como se enuncia en la Observacion 6, el
calculo del valor de verdad de las formulas, no depende de la funcion de asignacion,
ya que ambas formulas son sentencias.

En el Ejemplo 13 observamos que en general no se cumple que entre una férmula y
su forma normal de Skolem haya equivalencia logica; sin embargo, se cumple una
propiedad un poco més débil pero suficiente para cumplir con nuestro propdsito
en la construccion de la forma de deducir el Principio de Resolucion.

Teorema 3 (Skolem).

Sea Fg la forma normal de Skolem de la féormula F. Entonces Fg es insatisfacible
si, y solo si, F es insatisfacible.

La prueba de este teorema se encuentra en forma detallada en Ortiz[30, pag. 86]
y dejamos al lector su consulta.

Definicién 1.28. Un cldusula es una disyuncién finita en la cual cada miembro
es un literal.

Observacion 8. Con base en la definicion anterior, una forma normal conjuntiva
serd entonces una conjuncion de clausulas.

Recordemos que en caso de haber alguna variable libre en una férmula dada, su
interpretacion esta sujeta a la funcion de asignacién, es decir, el valor de verdad
de la formula dada es subjetivo a la asignacién que se de a la variable en cuestion.

Por esta razon, de ahora en adelante y sin perdida de generalidad, consideraremos
analisis y aplicaciones sobre sentencias de la légica de Primer Orden, es decir,
s6lo se consideran formulas que no contengan variables libres.

Ahora veremos de que manera una forma normal de Skolem hace su aporte mas
importante al desarrollo de nuestra teoria.

Consideremos una forma normal de Skolem
(Voq) ... (Yo, ) M.

Si vy, ..., v, son todas las variables presentes en la matriz M, podemos prescindir
de los cuantificadores, pues sabemos que cualquier variable que aparezca en M
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estd cuantificada universalmente. Ademas, dado que M se encuentra en forma
normal conjuntiva, M presenta la sintaxis

CiN...NC,
donde cada C;, i = 1,...,n, es una clausula. Podemos representar la forma de
Skolem mediante el conjunto de cldausulas que la conforman, asi:
8 = {Cl,. . ,Cn}

A 8 lo llamaremos un conjunto estdndar de cldusulas, o simplemente, con-
junto estandar.

Toda esta representacion tiene un proposito muy importante, y es el poder ex-
tender la aplicacion del Teorema de Skolem, de modo que, un conjunto estandar
8§ ={Cy,...,C,} es insatisfacible si, y solo si, la férmula (Voq) ... (Vu,)(CiA. . .AC,,)
es insatisfacible, donde wvy,...,v, son todas las variables que aparecen en las
clausulas C;, 1 = 1,...,n. Es asi como nuestro interés se direcciona ahora por
garantizar la insatisfacibilidad de un conjunto de cldusulas. Sin embargo, esto es
algo que analizaremos mas adelante.

Sea [; V... VI, una clausula. Dado que V es una operacién binaria conmutativa,
podemos ordenar la clausula de tal forma que aparezcan en primer lugar los li-
terales positivos, que denotamos con la letra A, y después los literales negativos,
que denotamos con la negacién de la letra B, de forma que:

LV.. VL, =(AV...VA)V (=B V...V~-B,)

conn =p+qy A, ..., Ay, Bi,..., B, literales positivos. Ahora teniendo en cuenta
la equivalencia logica

(-ByV...VaB)==(BiA...ANB,)
una clausula se puede escribir como
(AV...VA)V (B A...ABy)
lo que equivale logicamente a
(BiAN...ANB) = (A V...VA,).

Luego, con el propésito de destacar lo que podemos decir de lo que ya se conoce,
invertimos la notacion de una clausula en programacién logica, escribiendo ahora
en primer lugar el consecuente y en segundo lugar el antecedente de la implicacion,
ast:

Ay, ... A, «— By,...,B, con p,q>0.
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Observacion 9. En la notacion inmediatamente anterior, todos los literales que
aparecen son positivos. Sin embargo, debemos recordar que los literales que se en-
cuentran a la izquierda de <— son los literales no-negados de la cldusula, mientras
que los literales que se encuentran a la derecha de <— son los literales negados
de la clausula.

Grdficamente podemos verlo como:

%
Literales - Literales
No — negados _ Negados
(clausula) : (cladusula)

A la parte izquierda de <— se le llama cabeza, y a la parte derecha de <— se
le llama cuerpo, de la cldusula. La coma que separa los literales en la cabeza
representa el V y la coma que separa los literales en el cuerpo representa el N.

Definicién 1.29. Las clausulas se clasifican dependiendo del ntimero de literales
que tengan en la cabeza y/o en el cuerpo, y dependiendo del signo (positivo o
negativo) de estos literales, veamos:

(i) Una cldusula con un tunico literal se llama cldusula unitaria.

(2¢) Una cldusula que tiene un tnico literal positivo, adopta la expresion:
A +—

y se llama cldusula unitaria positiva o también hecho (ya que segin el
orden definido, sabemos que siempre se cumple).

(2¢¢) Una clausula en la cual todos sus literales son dtomos no negados, adopta
la expresion:
Ay, ... A, «— con p>1.

y se llama cldusula positiva.

(iv) Una cldusula en la cual todos sus literales son dtomos negados, adopta la
expresion:
—— By,...,B; con g>1.

y se llama cldusula negativa o también objetivo.
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(v) Una cldusula en la cual sus literales son dtomos negados y no negados, adopta
la expresion:

Ay, .. A, «—By,...,B, conp>2¢g>1.
y se llama cldusula mixta o también cldusula indefinida.

(vt) Una cldusula mizta con a lo mas un literal positivo, adopta la expresion:
A+—By,...,B;, con q>0.
y se llama cldusula definida o también cldusula de Horn.

(vii) Una cldusula sin literales, que aparece como resultado de un proceso de
deduccion, se denomina cldusula vacia y se representa por el simbolo L.

Observaciéon 10. La cldusula vacia se interpreta en 0 (falso) para cualquier es-
tructura, ya que una clausula se interpreta en verdadero si existe al menos un
literal que se interpreta en verdadero.

Observacion 11. El tipo de cldusula exhibida en la Definicion 1.29 item (vi),
Jugard un papel muy importante en el resto de este trabajo, ya que sobre estas
cldusulas se definird toda la teoria de programacion légica relacionada.

Como se menciond anteriormente, una forma normal de Skolem se puede represen-
tar mediante un conjunto estindar 8 = {Cy,...,C,}, donde cada C;, i =1,...,n,
es una cldusula. Si denotamos con A, ; los literales positivos de C; y con =B, los
literales negativos de C;, 7 =1,...,py k=1,...,q con p,q > 0, usando la nota-
ciéon empleada en programacion logica, tendremos una clausula indefinida como

esta:
Ci : Ai,la S aAi,p — Bi,b cee 7Bi,q

Lo que haremos sera expresar cada una de las clausulas de 8 de manera indepen-
diente. A la expresién obtenida por la reunién de estas cldusulas la llamaremos
programa légico (ver Gréfica 1.2), y lo denotamos por ‘B.

Cl : Alyl,...,ALp%6171,...,817(1
CQZ A2,17...,A27p%82’1,...,827q

Cot Aty Ay — Bus,... Bug

Grafica 1.2. Programa légico
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Definicién 1.30. Los programas ldgicos adoptan la siguiente clasificacion, de
acuerdo con el tipo de clausulas que lo componen:

(¢) Un programa ldgico definido (o programa Horn) es un conjunto finito de
clausulas definidas (o clausulas Horn) (Ver. Gréfica 1.3).

(i¢) Un programa logico indefinido es un conjunto finito de clausulas indefinidas
(o clausulas miztas).

Cl : Al %8171,...,81#
Cgi ./42(—8271,...,827(]

Cn: An<—8n,17---;8n,q
Grafica 1.3. Programa logico definido

Observacion 12. Note que los objetivos (o cldusulas negativas) no hacen parte
de los dos tipos de programas logicos definidos anteriormente.

En la siguiente seccion, desarrollaremos la teoria de una aplicacion sobre el con-
junto de las variables, que representa un rol importante en este trabajo, debido a
que su forma de operar estara relacionado con la forma de obtener “respuestas”
en el método deductivo de nuestro interés.

1.4. Sustitucion

Como lo enuncia Celmal2], ”... es importante destacar, que desde el punto de vista
de la demostracion de teoremas, el mayor interés reside precisamente en demostrar
consecuencias légicas, sin embargo, desde el punto de vista de la programacién
estamos interesados en los reemplazos que se realizan para las variables de la
formula en estudio, ya que estos reemplazos representan precisamente la salida
del programa logico...”.

Para realizar los reemplazos que nos interesan, se empleara una aplicacién que
permita cambiar las variables libres de una férmula de Primer Orden por elementos
definidos de un lenguaje (de Primer Orden) como son los términos. En esta seccién
se formaliza su definicion y sus propiedades, las cuales son un eje central para el
desarrollo de la resolucién en légica de primer orden.
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Sean L£(C,F,R) un lenguaje de Primer Orden, V el conjunto de variables de
L(C,F,R) y T el conjunto de términos de L£(C, F, R).

Definicién 1.31. Una sustitucion es una funcion o : V — J y se representa
por el conjunto finito de parejas

{Ullh 9o ’Un Itn}

donde cada v;(€ V) es una variable diferente y cada t;,(€ T) £ v;,i=1,...,n.

La sustitucién que deja las variables idénticas, es decir, que no modifica ningu-
na variable de cualquier expresion, la llamaremos sustitucion identidad y se
denota por € = { }.

Observacién 13. Debido a que las sustituciones son funciones, emplearemos el
orden de la notacion convencional o[v] para denotar el resultado de aplicar la
funcién o a v, en lugar del algebraico vo que emplean muchos autores, Fitting[5],
Ben-Ari[1], Celma[?2], Ortiz[30], entre otros.

Aunque V es un conjunto numerable de variables, las sustituciones son aplicadas
a un numero finito de ellas, por lo tanto, cada sustitucién ¢ se aplica como una
sustitucion identidad para las variables restantes que no se encuentren definidas
en o misma.

Cabe notar que nos interesan aquellas sustituciones que para v € V cualquiera,
apliquen a un término distinto, es decir, que o[v] # v. Al conjunto que retine las
variables que cumplen esta caracteristica para una sustitucién dada, se le conoce
como soporte y se encuentra definido en Fitting[5, pag. 101].

Tal como se dijo en la Definicién 1.31, las sustituciones son funciones definidas
sobre variables pero su acciéon, gracias al Principio de Recursién, es facilmente
extendida para todos los términos.

Definicién 1.32. Sea ¢ una sustitucién. Entonces se define:

e o[c| = ¢, para una constante c.

o o[f(tr,...,tn)] = f(o[t1],...,0[t,]), para un simbolo de funcién n-ario.

Definicién 1.33. Una expresion £ es un término, un literal, una clausula o un
conjunto de clausulas.
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Definicién 1.34. Sea £ una expresion y sea o = {"|,,...," |, } una sustitu-
cién. Una instancia o[€] de £ es obtenida por el reemplazo simultdneo de cada
ocurrencia de v; en £ por t;, 1 =1,...,n.

Observacién 14. Si o[€] es bdsica, es decir, que no tiene variables, entonces
o(€] es llamada una instancia basica de €.

EJEMPLO 14. Sean a,b constantes, v, w,x variables y ¢, f funciones 1-aria y
2-aria, respectivamente. Sea la expresién Q(g(f(v,w)),x, g(a)) y la sustituciéon
o ={"a ;" |t " g} entonces su instancia sera:

o[Q(g(f(v,w)), z,9(a))] = Qg(f(o[v], o[w])), olz], g(olal))
= Q(9(f(a, f(b,w))), 9(b), g(a)).

*

Observacién 15. Si G es un conjunto (numerable) de expresiones y o es una
sustitucion, denotamos la instancia de G por o como o|G|; esto describe un nue-
vo conjunto formado por las instancias de cada una de las expresiones que lo
conforman.

Definicién 1.35. Sean o y p sustituciones, representadas por los conjuntos (fini-

tos)
o={"u, "ty e =" e )

Se define la composicion op de o y p como una nueva sustitucion, tal que para
cada expresién € se cumple que oplE] = o[p[€]], y se representa por el conjunto

op = {Ulltl ey " |tn )t |0[S1] gasay |0'[sm]}

eliminando cualquier par |y, tal que w; = o[s;] (1 <4 < m), y cualquier par
iy, tal que v; € {wy, ..., wn}, (1 <j<n).

Observacion 16. En otras palabras, para o y p tal como en la Definicion 1.35,
su composicién op, consiste en aplicar la sustitucion o a los términos s; de p,
con la condicion que se elimine cada par resultante ™|,s,) tal que w; = o[s;] y se
adicionan los pares “1|,; de o tales que vj # w;, para todo i,j.
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EJEMPLO 15. Sean a, b constantes, u, v, z, ¥y, z variables y f, g funciones unarias.
Sean las sustituciones o, p, v representadas por

o= " - lrg@yt > p=lrw M @}y o v ={Flb}

y la expresion € = Q(u,v, x,y, 2).

Entonces, la accién de las sustituciones de manera independiente es:

pl€] = Q(u, v, plz], plyl, 2)
= Q(u,v, f(y), f(a), 2)
alpl€]] = Qlolul, alv], alf ()], f(a), 2)
= Q(z, f(f(a)), fg(a)), f(a), 2).
VolplEll] = Q(ylzl, f(f(a)), f(g(a)), f(a), v[z])
= Q(b, f(f(a)), f(9(a)), f(a),b).

Ahora, calculemos la composicion yop y su instancia sobre &,

yop =(op) (*)

eliminar
:7<{y!g<a> e ) s lotr@) \oma)]})

v ({"1: Y riray |f(g N @ })
= {0 e o s " Lo i@ b
={* |bau|b7v|f(f(a)v |fga Aoy

vyopl€] = Q(yoplu], yoplv], yoplz], yoplyl, yoplz])
= Q(b, f(f(a)), f(g(a)), f(a),b).

L 2

Observacion 17. En el Ejemplo 15 se marco con (%) la primer igualdad del
calculo de la composicion yop para destacar el uso de la propiedad asociativa. En
general, se cumple la propiedad asociativa para la composicion de sustituciones.
Probaremos la propiedad para la composicion de tres sustituciones, haciendo evi-
dente la trivialidad de la prueba, veamos:

Sean v,0 y p sustituciones representadas por

Py:{xllrlw"aim |7”m} ) O—:{M’Sl?"'?yn ’571} y p:{Z1’t17""Zp ’tp}'
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Con base en la Definicion 1.35, tenemos que:

V(Up) =7 ({y1|81 yeoe - 7yn ‘sn 721 |U[t1] yoe 7zp |U[tp}}) » Yi 7£ 25 Y zj 7£ U[tj] ’
Vi, j,ie{l,....,n},7€{l,...,p}.

= {0 e s gl T bttt et}
xk#yz#z]yyz#’v[sz] zj #loltl] , Vi, 5.k, ke {1,...,m}.
:{m’rl’”"xm ’rm o |’Y[81]"“ "st]}u{ ’ tl]""? "Y[Utp]]}
Ty # Y £ 25 Y Yi £ sil, 2z £ loltl], Vi gk
= (YO otall s -7 ot} > T # Y # 25y 2 ZAlolts]], Vi, g, ko (%)
= (yo)p ()

Finalmente, observe que en (xx) la composicion (yo) representa una funcion
(sustitucion), mientras que en (%) representa un conjunto, donde las variables
(intrinsecamente) son xy y y;, k € {1,...,m} ei € {1,...,n}.

Observacion 18. La composicion de sustituciones no cumple la propiedad con-
mutativa, veamos un ejemplo sencillo:

Sean vy y p sustituciones representadas por v = {"|yw)} ¥y p = {"]a}. Con base en
la Definicion 1.35, tenemos que:

10 = "l " i} = Ll Lo} 7 {%a " i@} = {“la " lotrn } = 7

Definicién 1.36. Sean o y p sustituciones. Diremos que o es mds general que
p si, para alguna sustitucion v, se tiene que p = yo.

EJEMPLO 16. Para las sustituciones o y p representadas por

z

P ={lre@ne) " ol ¥y o ={1rgww) " loent

tenemos que o es mds general que p, ya que p = yo, donde 7 puede ser:
=10 nz) 5" |nw) }-
*

Observacion 19. Note que toda sustitucion o es mds general que ella misma,
puesto que o = €, donde € es la sustitucion identidad.
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La siguiente definicién juega un rol muy importante en la programacion légica,
haciendo parte de las reglas del Principio de Resolucion que estudiaremos; debido
a que ayuda a exhibir concretamente las respuestas de un sistema deductivo de
un programa légico.

Definicién 1.37. Sean & y & expresiones. Una sustitucién o es un unificador
de (&1,&) si, y solo si, sus instancias son iguales, es decir, 0(&;) = 0(&2); en tal
caso & vy & se dicen unificables.

EJEMPLO 17. Sean las expresiones & = R(f(v),g(w)) y & = R(f(f(a)), g(z)),
donde a es constante, v, w, z variables y f, g funciones 1-arias. Observemos, en la
Gréfica 1.4, tres tipos (diferentes) de unificadores o

UNIFICADOR INSTANCIAS
a o[R(f(v), g(w))] o[R(f(f(a)), 9(x))]
{"r@ " [r@@) " 1@} | RU(f(a), 9(f(g(a)))) | R(F(f(a), 9(f(g(a))))
{"r@ " la " o} R(f(f(a)),g(a)) R(f(f(a)),g(a))
Ulp@ |} R(f(f(a)), 9()) R(f(f(a)), 9(x))

Grafica 1.4. Unificacién (Ejemplo 17)

Para dos expresiones puede no existir unificador. Tal caso se debe a que 6 el
simbolo de relaciéon no es el mismo 6 el simbolo de relacién coincide pero no tienen
el mismo numero de argumentos 6 una variable de una expresion esta incluida en
otro término dentro de la otra expresion.

EJEMPLO 18. Las siguientes expresiones no son unificables:
e P(v,w,a)y Q(v,w,a), puesto que difieren del simbolo de relacién.
e O(v,w)y Q(v,w,x), puesto que difieren del nimero de argumentos.
e O(f(v))y Qg(w)), puesto que difieren de simbolo de funcién.

e vy f(v), puesto que no existe sustitucién que pueda igualarlos simultdnea-
mente.

L 2
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Tal como se aprecia en la Grafica 1.4, pueden existir varios unificadores para un
conjunto de expresiones. Debido a que cada sustitucion puede realizar cambios
sobre algunas o todas las variables (diferentes), deseamos hallar aquellas sus-
tituciones mas generales que lo hagan solo para las variables que se requieran
inmediatamente; para esto se define una caracteristica muy importante denotada
como umyg.

Definicién 1.38. Un unificador ¢ de (&1, &) es un unificador mds general,
denotado por umg, si o es mds general que cualquier otro unificador de (&1, &),
es decir, si para cualquier otro unificador p de (&1, &) existe una sustitucién v tal

que p = ~o.

La existencia del unificador mds general esta garantizada por el algoritmo imple-
mentado por Robinson para tal fin; su prueba es constructiva, ya que exhibe el
método para encontrarlo. Lo emplearemos tal como se exhibe en Ortiz[29, pag.
109] y Ben-Ari[l, pdg. 158].

EJEMPLO 19. Sean & = R(f(v),g9(w)) y & = R(f(f(a)),g(x)). Basados en
el algoritmo de existencia para el umg, tenemos que el unificador mas gene-
ral de (51,52) es o = {vlf(a) ,w |x} Ademzis, si 01 = {U|f(a) ,w |f(g(a)) ,z |f(g(a))} y
72 = {"lf@)," |a " |a}, de la Gréfica 1.4 del Ejemplo 17, sabemos que o7 y 03 son
unificadores de (&1, E), pero no son umg’s, ya que, o1 = 10, donde y1 = {*|(4(a)) }
y 02 = 720, donde vy, = {$|a}

4

1.5. Resolucion

Con el desarrollo tedrico en la Légica de Primer Orden presentado hasta este
momento, sintaxis, semantica, formas normales y sustitucién, daremos paso al
estudio de mayor interés, el Principio de Resolucion. Hemos dejado a un lado
el desarrollo logrado en la Logica Proposicional solamente por el hecho de que,
lo logrado en Primer Orden es una extension enriquecida de lo Proposicional. Si
se desea conocer mas del Principio de Resoluciéon en Légica Proposicional ver
Ben-Ari[l, pag. 64-81] o Fitting[5, pag. 45-49].

Partiendo de férmulas de Primer Orden, hemos construido formas que permiten
una manipulacién logica, las clausulas, e interpretado su valor de verdad bajo
ciertas estructuras, dando por definido el concepto de insatisfacibilidad. Luego,
se encontrd el modo de unificar los términos de las clausulas y establecer asi una
relacién sintactica, por medio de las sustituciones.
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Ahora, nuestro objetivo es describir el método que nos permita realizar deduccio-
nes logicas a partir de un conjunto de clausulas.

El Principio de Resolucion es un método de deduccién desarrollado por Robinson
a mediados de los 60, que se aplica a las clausulas y consiste en anadir la negacion
de una clausula (objetivo) a un conjunto de cldusulas predefinidas conocidas como
programa légico, y realizar inferencias hasta obtener una contradiccién (represen-
tada por la cldusula vacia), o equivalentemente, probar que el programa légico
junto a su objetivo es insatisfacible; este proceso es llamado refutacion y sera el
pilar de nuestro método deductivo.

El objetivo de esta seccion es realizar una definicién formal de toda la estructura
empleada en el Principio de Resolucion de la Légica de Primer Orden.

Sean 8 un conjunto (estandar) de clausulas y I'; A cldusulas (posiblemente vacias).
El Principio de Resolucién consiste en la aplicacién de las siguientes reglas

sobre 8.

Definicién 1.39 (Regla de Resolucién Binaria).

Sean C; y C, dos clausulas que no tienen variables en comun. Sean [; € C; y I € Cy
dos literales, tales que [; y [ son unificables por un umg -, entonces a través de
la regla de resolucion binaria se puede inferir la clausula Cs. Los literales [;
y I3 no aparecen en C3 y se dice que son los literales resueltos.

Cll F1V[1VA1
CQI FQ\/_‘[Q\/AQ

Cgi ’Y[Fl\/Al\/FQVAQ]

Cs es llamada resolvente binaria de Cy y Cs.

Observacion 20. Si C3 es una resolvente binaria de C; y Csy, llamaremos a las
clausulas C; y Co las clausulas padres.

Observacion 21. Si las clausulas C1 y Co tiene variables en comun, antes de apli-
car la regla de resolucion binaria se deben renombrar las variables comunes en una
de las dos cldusulas. Esto es posible gracias a que las variables son implicitamente
cuantificadas universalmente.
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EJEMPLO 20. Sean a,b constantes, u,v,w variables, f un simbolo de funcién
unaria y P, Q simbolos de relacion 2-aria y 3-aria, respectivamente. Sean las
clausulas

Ci: Plu,a)V Qu,v,w)
Cy: P(byv)V-P(f(v),w)V Qu,v,w).

Para hallar una resolvente binaria de C; y Cy, debemos antes de aplicar la regla,
renombrar las variables u, v, w aplicando la sustitucién {“|,."|,.," |.} a Ca, obte-
niendo las cldusulas:

Ci: Plu,a)V Qu,v,w)
Cy: Plby)V=P(f(y),2) vV Qz,y,2).

y como un umg de P(u,a) y =P(f(y), 2) es v = {*|s@) " la} entonces, una resol-
vente binaria de C; y Cy es:

Cs: 7[Q(u,v,w)VPDby)V A,y,z)

lo que equivale a, Cs: Q(f(y),v,w)VP(by)V Qz,y,a).
L 4

Observacion 22. FEl método enunciado como “renombrar variables” es conocido
como estandarizacién (ver, Ben-Ari[pdg. 160][1]) y como vimos en el ejemplo
anterior, se emplea para evitar sustituciones inconsistentes.

Observe que para hallar una resolvente binaria de dos clausulas escritas de la
forma [,...,[, «<— €,...,& no se pueden tomar como literales resueltos dos
literales del mismo signo que estén ambos o en la cabeza o en el cuerpo de las
clausulas. Por tanto, se tienen que tomar como literales resueltos dos del mismo
signo, uno en la cabeza de una clausula y otro en el cuerpo de la otra clausula,
o dos de distinto signo ambos de las cabezas o ambos de los cuerpos de cada
clausula. Asi, dadas dos clausulas:

Alw'-;Ap(—Bl;-"an
Cl,...,Cm<—D1,...,Dn

que no tienen variables en comun, si 7 es un umg de A; y D;, una resolvente
binaria de ellas es:

7[A17"'7A/[:717‘A7:+17"'7Ap7617"'7Cm <
Bi,....B,D,....D;1, i, ... Dyl.
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Definicién 1.40 (Regla de Factorizacién).

Dada una clausula C con dos literales [; y [ unificables, a través de la regla de
factorizacion se puede inferir C*, que se denomina un factor de C.

C: F]_\/[]_VFQ\/[Q\/FS

C*: ’7[F1VZ]VF2\/F3]

donde py es el umg de [y y [5.

EJEMPLO 21. Con base en el Ejemplo 20, la resolvente binaria obtenida fue
C: Q(f(y),v,w) VP(by) Vv Qz,y,a)

Dado que un umg de Q(f(y),v,w) y Q(z,y,a) es v = {"|sq) Y |o," [a} entonces,
un factor de C es:

C*: Q(f(y),v,a) VP(b,v).

Observe que para hallar un factor de una clausula escrita de la forma
[1,...,[1,(—%1,...,&]

hay que unificar dos literales del mismo signo de la cabeza o del cuerpo, o dos
literales de signo distinto uno en la cabeza y otro en el cuerpo de la clausula.

Definicién 1.41 (Regla de Resolucién).

Dadas dos clausulas C; y Cy, llamadas cldusulas padres, la aplicacién de la regla de
resolucion sobre estas clausulas consiste en uno de los cuatro casos siguientes:

e Resolucion binaria entre C; y Cs.
e Resolucién binaria entre C; y un factor de Cs.
e Resoluciéon binaria entre Cy y un factor de Cy

e Resolucion binaria entre un factor de C; y un factor de Cs.

El resultado es llamado una resolvente de C; y Cs.
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Definicién 1.42. Sea § un conjunto de clausulas. Una derivacion de C a partir
de &, es una secuencia Cy,...,C; tal que Cy = C y cada C;, 1 < ¢ < k, es bien
6 una clausula de § 6 es una resolvente de clausulas anteriores a C;.

Definicién 1.43. Una refutacion de S es una derivacion de C a partir de 8, tal
que C es una clausula vacia, [J.

EJEMPLQO 22. Sean a una constante, v, w variables, N, P, Q,7T y R simbolos de
relacion unarios y binario, respectivamente, y f un simbolo de funciéon unario.
Dado el conjunto de clausulas 8 formado por:

(

o —Pv)V Qw)VR(v,f(v))
o —Pv)VQ(v) VN(f(v)
. T
s={ o P
o —R(a,w)VTw)
o T (v)V~-9(v)
o —T(v)V-N(v)

\

Una refutacion de 8 por el Principio de Resolucion se representa en la Grafica 1.5.
*

Teorema 4 (Validez de la Resolucién de Primer Orden).

Sean & un conjunto de cldusulas y C una clausula, si de 8§ se deriva C usando
Resolucién, entonces 8 = C.

Teorema 5 (Completez de la Resolucién de Primer Orden).

Un conjunto de clausulas 8 es insatisfacible si, y solo si, existe una refutacion de
S.

Las demostraciones de los dos teoremas anteriores se encuentran en Ben-Ari[pag.
164-166][1] y Ortiz[pag, 114-120][30], y se realizan de manera andloga a la prue-
ba en Logica Proposicional, empleando un tema llamado drboles semdnticos, no
tratado en este trabajo; por esta razén transferimos el lector a la referencia.

En conclusién, podemos decir que:
“ El Principio de Resolucion es un procedimiento que ve-

rifica la validez de una formula por refutacion, es decir,
prueba que la negacion de una formula es insatisfacible.”

32



Capitulo 1. Loégica de Primer Orden 1.6. Resolucion lineal

CLAUSULAS PADRES wmg RESOLVENTE

Cr: —T(v)V-=Q(v) {“l.} |G —Q(a)

Co: Tla)

Ci PV VNGE) | . |

Cs:  Pla) {"l.} Co: Qla)VN(f(a))
Co: Qla)VN(f(a)) .

C3: —Q(a {} Cr: N(f(a))

Cs: —Pv)Vv )V R(v,f(v)) i} .

Cs: Pla) {"la} Co: Qa)VR(a,f(a))
G . Q(a) v R(a, f(a)) |

Cs: —Q(a) {1} Cio: Rla, f(a))

Cm; R(a, f(a)) {“lj@} |Ci2: T(f(a))

Clg . _'T(U)\/_'N(U>
Ciz: T(f(a))
0142 _'N f(a))

{v|f(a)} Cu: —N(f(a))

{} 6151 D

Grafica 1.5. Refutacién (Ejemplo 22)

1.6. Resolucion lineal

Por muchos anos, desde su aparicion, el Principio de Resolucion se ha considerado
el eje para todos los métodos deductivos, por lo menos para los mas utilizados, ya
que han podido emplear su algoritmo de manera eficiente.

Sin embargo, como lo enuncia Ortiz[29], “... cuando el nimero de cldusulas crece,
el nimero de pasos para llegar a la derivacion de la cldusula vacia puede crecer
mucho...”. Por esta razon, es necesario aplicar criterios selectivos que simplifiquen
el proceso y lo hagan mucho mas eficiente.

Un conjunto de criterios selectivos articulados de forma sistematica constituye
una estrategia de resolucién.

Estudiaremos una estrategia de “refinamiento” llamada resolucion lineal. Es-
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ta estrategia fue propuesta por Loveland (1970) y Luckham (1970) de manera
independiente. Es exitosamente implementable y consiste en tomar una clausula
central (o de cabecera) y resolverla con otra cldusula, luego la clausula resuelta se
resuelve con otra clausula y se aplica reiteradamente este proceso.

Definicién 1.44. Sea § un conjunto de clausulas y Oy una clausula en §. Una
derivacion lineal de O a partir de 8, con cldusula de cabecera Oy, es una
secuencia Oy, O1,...,0; tal que Op = O vy, para cada i = 1,...,k, O; es el
resolvente de C;_; y O;_1, donde C;_; es bien 6 una clausula de 8 6 C;_; = O; para
algin 7 <17 — 1.

Las clausulas Oq, Oy, ..., O son llamadas clausulas centrales y Cy, . ..,C,_1 son
llamadas clausulas laterales.

Una derivacion lineal la representaremos de la forma expuesta en la Grafica 1.6.

Oy Co
O, C,
O, Cs
v v
Ok—1 Cr—1
Oy,

Grafica 1.6. Derivacién lineal

Definicién 1.45. Una refutacion lineal de 8 es una derivacion lineal de O a
partir de 8, tal que O es una clausula vacia, (1.

EJEMPLO 23. Dado el conjunto de clausulas

s _ e PVOQ o PV-Q
N ° —|7)\/Q ) —|P\/—|Q

donde P y Q representan simbolos de relaciéon de igual aridad y aplicados sobre
una misma constante (arbitraria) para permitir la unificacién entre simbolos.
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Una Refutacion Lineal de 8 con clausula de cabecera Op: PV Q | estd re-
presentada en la Grafica 1.7.

4
Op: PVQ Co: —-PVQ
v &’
O : Q Ci: PV -Q
Y ~
Oy: P Cy: —PV-Q
Y &~
O3: =Q C3=01: Q
Y P
0

Grafica 1.7. Refutacién lineal (Ejemplo 23)

EJEMPLO 24. Sean a, b, c constantes, u, x,y, z variables, P, @, R simbolos de re-
lacién 1-ario, 3-ario, 2-ario, respectivamente, y f un simbolo de funcién 1-ario.

Sea 8 el conjunto de clausulas,

o —Pz)V-9(y,z,u)V-R(x,u)VR(x,y)VR(z,z2)
e —R(a,b)
o Qz,z, f(x))
S = o Qz,y,2)V Q(z,y,2)
o Q(r,y,2) VR(x,z2)
e P(a)
| Qla, f(0), f(b))

Una Refutacion Lineal de 8 con clausula de cabecera
Oo: —Plx)V -9y, zu)V-R(z,u)VR(x,y)VR(,z2)

estd representada en la Grafica 1.8.
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Op: —Pz)V-9(y,z,u)V-R(z,u) VR(z,y) VR(z, 2) Co: —Ra,b)
7={"a " v}

O1: —Pla)V-9(b,zu)V-R(a,u)V R(a, z) Ci: Qz,z, f(z))

Yo =1{"ls 7 [, s}

Y
Oz : =P(a)V -R(a, f(b))V R(a,b) Co: P(a)

v3={}

Y
O3 : =R(a, f(b))VR(a,b) C3: —R(a,b)

va=11}

O4: —R(a, f(b)) Cs: —9Q(z,y,2) VR(z,2)

Y5 = {"la\" s}

Y

Os:  =Q(a,y, f(b)) Cs: Q(a, f(o), f(b))
Y6 = {"I}
Y » .
Og: O

Grafica 1.8. Refutacién lineal (Ejemplo 24)

En la seccién anterior vimos que el Principio de Resolucion es un método deductivo
valido y completo. Una de las mayores ventajas de una estrategia de refinamien-
to como la Resolucion Lineal, es que prevalece la completitud del Principio de
Resolucion.

La prueba del siguiente teorema se encuentra en Ortiz[pag. 134-137][30] y la omi-
timos por su extension.

Teorema 6 (Completez de la Resolucién Lineal).

Si 8 es un conjunto insatisfacible de clausulas y C es una clausula de 8 tal que
8 — {C} es satisfacible, entonces existe una refutacion lineal de 8 con cldusula de
cabecera C.
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La estrategia de resolucion lineal puede combinarse con un criterio de seleccion
de literal. Este criterio elimina alternativas de resolucién y puede significar una
disminucién considerable en los procesos de bisqueda, ya que para llegar a la
derivacion de la clausula vacia es necesario ir eliminando cada literal de la clausu-
la central, entonces podemos seleccionar primero cudl es el literal que se quiere
resolver, por medio de una regla de computacion, y luego considerar solo las
clausulas laterales que lo permiten, por medio de una regla de bisqueda. Ambas
reglas, de computacion y de biusqueda se definen en el capitulo siguiente.

EJEMPLO 25. Decidimos como un criterio de seleccion de literal, que los literales
de cada clausula se van resolver de izquierda a derecha; con base en el Ejemplo 24
obtenemos la siguiente refutacion lineal representada en la Grafica 1.9.

*

Op: —P(z)V -9y, zu)V-R(z,u)VR(Ey) VR =) Co : P(a)

N = {xla}

Y .
»

O1: —9(y,z,u)V-R(a,u)VR(a,y)V R(a,z) Ci: Qz,z, f(x))

Yo = {27 e " |f) }

Y
Estandarizado « por w

Oz : —R(a, f(z))VR(a,z)V R(a,z) Cr: —Q(w,y,2)V R(w,z)

v3 = 1{"]a,? ‘f(:fc)}

O3 : _‘Q(avyzf(x)) VR(av x) VR((Z, m) Cs: Q(avf(c)vf(b))

Yo = {YI) " o}

v
O4: R(a,b)V R(a,b)

V5 = { } Factorizacién

Y
O4: R(a,b) Ci: —R(ab)

=1}

Y
Os: O

3

Grafica 1.9. Refutacidn lineal con seleccién de literal (Ejemplo 25)
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Hasta aqui, hemos definido todos los conceptos previos necesarios para el desa-
rrollo de nuestro objetivo.

Definimos una caracteristica estructural en el Principio de Resolucién, llamada
Resolucion lineal y la enriquecimos adicionando una estrategia de refinamiento
como lo es el criterio de seleccion de literal.

En el capitulo siguiente, unificamos todo este avance tedrico en un método de-
ductivo llamado Resolucion-SLD, que consiste en una estrategia de Resolucion
Lineal junto con un criterio de seleccion de literal, aplicado a cldusulas definidas
(o cldusula de Horn, tal como se definieron en 1.29).

La sigla SLD para la Resoluciéon de nuestro interés viene del inglés, Selective
Linear for Definite clauses.
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Capitulo

Programacion logica

Aunque este capitulo deberia llamarse Resolucion-SLD, por que es aqui donde
describimos esta importante estrategia de resolucién, nuestro tema central de es-
tudio; fue nombrado Programacion logica para destacar el fuerte vinculo existente
entre estos dos temas, debido a que los métodos de deduccion automatica a partir
del Principio de Resolucién se han convertido en el eje operativo de los lenguajes
de programacion légica y han logrado por medio de este, el mayor alcance en su
desarrollo.

Green en 1969 realiz6 un aporte destacado en la historia de los métodos deductivos.
El se percatd de que al aplicar la unificacion se iba generando restricciones sobre los
valores de las variables que, al llegar a la cldusula vacia, constituian una solucién
al problema y asi dio origen a la programacion légica, por eso se considera su
precursor (ver Green[12]). Todo este trabajo, alenté a Kowalski y otro grupo de
investigadores a implementar un lenguaje de programacion; y entre aquel grupo de
investigadores se encontraba Colmerauer, el cual con sus avances investigativos dio
inicio a una variedad de programas logicos, que se han desarrollado rapidamente
en muy poco tiempo, entre ellos “PROLOG”.

PROLOG (PROgramming in LOGic) es un lenguaje basado en la Ligica de Primer
Orden, que trabaja sobre cldusulas de Horn (clausulas definidas) e incorpora la
resolucion-SLD como su método de deduccién. Es el lenguaje de programacion
logica que més se ha desarrollado, ya que ha contado con extensivos esfuerzos por
su implementacién y lo han convertido en una herramienta practica para el avance
de la programacion logica.

Este capitulo lo dividimos en cuatro secciones en las cuales trataremos los siguien-
tes temas: la Resolucién-SLD, sus métodos de derivacién (seméantica operacional),
su interpretacién (semantica declarativa) y su punto de contacto entre la logica y
el dlgebra (semdntica de punto fijo).
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2.1. Resolucion-SLD

En esta seccién vamos a abordar la aplicacion de una estrategia de refinamiento
del Principio de Resolucion, conocida como Resolucion-SLD, que es una especia-
lizacion de la Resolucion Lineal, disenada para trabajar con programas légicos

definidos.

Tal como se dijo en la Definicién 1.29, una clausula la podemos expresar en la
forma:
A<+— By,...,B, con q>0,

donde todos los literales que aparecen son positivos, y fue nombrada cldusula
definida (o cldusula de Horn). Usaremos la siguiente clasificacion para las cldusulas
definidas, dependiendo de la cantidad de literales en la cabeza y/o el cuerpo de
la clausula, veamos:

A—By,...,B,,con p>1 : reglas.
— By,...,B,,con p>1 : objetivos (item (sv) Def. 1.29).
A — . hechos (item (22) Def. 1.29).
O . cldausula vacia (item (viz) Def. 1.29) .

Sea P un programa légico definido, formado por reglas y hechos. Un objetivo
segin su definiciéon adopta la expresion general —<<— [;,...,[, con ¢ > 1, lo
que representa a la sentencia (Vvy)...(Vo,)=(li A ... Al,), donde vy, ..., v, son
todas las variables de la férmula; la cual es equivalente légicamente a la férmula

(1) ... Gua) (L AL AL)).

Es por esta razon, que cuando se quiere demostrar que

T E Gui)... Fu) G AL AL)

es decir, que (3v1)...(3v,)(lh A ... A ;) es una consecuencia légica de B, lo que
se hace, segtin la Proposicién 1.2, es anadir su negacion a las clausulas de B y
demostrar que

PU{~Fvr)... Fv) (LA AL} =PU{+— L,..., [}
es insatisfacible.

Ahora, suponiendo que PU{+— [y, ..., [;} es insatisfacible y que P es satisfacible
entonces, segun el Teorema 6, existe una refutacion lineal de 3 con clausula de
cabecera  — [j,... [,
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Si tomamos como clausula padre a nuestro objetivo  <— [;,...,[,, las tnicas
clausulas A «— By,...,B, , con p > 0 que pueden actuar como laterales en ‘B,
son aquellas que la cabeza A es unificable con algun literal [;, (i = 1,...,q) del

objetivo. Asi, siendo 7 el umg de I; y A, obtenemos como resolvente (binaria):
— ’}/[[1, ceey [i—laBb R ,Bp, [Z‘+1, cey [q]
Representado graficamente tendremos algo como:

— b, A+—By,....,By ,con p>0

— ’}/[[1,...,[7;,1,81,...,Bp,[i+1,.‘.,[q]

De esta forma, el proceso de Resolucién Lineal se simplifica notablemente, ya que
siempre manejamos objetivos y, para resolver, tenemos que buscar unificaciones
solo entre sus literales y las cabezas de las reglas o de los hechos.

A continuacion, se definen algunos elementos necesarios para la teoria operacional
de la Resolucion-SLD. En adelante, 8 denota un programa légico definido y O
un objetivo.

Definicién 2.1. Una regla de computacion es un criterio de seleccion de
literales en un objetivo.

Definicién 2.2. Una regla de bisqueda es una regla que selecciona una clausula
del programa logico para resolverla con el literal seleccionado en un objetivo.

Como se menciond antes, las sustituciones juegan un papel determinante en el
objetivo de los programas légicos, ya que por medio de ellas se exhiben los valores
constantes que reemplazan las variables y satisfacen la formula.

Definicién 2.3. Una respuesta 0 para B U {O}, es una sustitucién de las
variables de O.

Definicién 2.4. Una respuesta 0 para B U {O}, es una respuesta correcta
para P U {O} si, y solo si, P = 0]O], es decir, si 0[O] es una consecuencia logica

de .
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EJEMPLO 26. Sea ‘B el siguiente programa légico definido:

Ci: Qu,v) +— R(v)
Cy : R(c) +—

donde u,v,w son variables y ¢, d constantes. Algunas respuestas correctas para
los objetivos O dados son:

e 5i O: <«— Q(w,w) entonces = {"|.} es una respuesta correcta, ya que
B = 9A(c, ), o lo que es equivalente, P = (Jw)Q(w, w).

e Una respuesta correcta no produce necesariamente una instancia bdsica, por
ejemplo, si O :  «— Q(z,w) entonces 0 = {*|,," |.} es una respuesta correcta,
ya que P = 9Q(u, ¢), o equivalentemente que P | (Vz)(Fw)Q(z, w).

e 5i O: <— R(c) entonces § = ¢ (la sustitucién identidad) es una respuesta
correcta, ya que B = R(c).

e Si O : <«— R(d) entonces, para este objetivo, no existe una respuesta co-
rrecta, ya que P U {+— R(d)} =P U {-R(d)} es satisfacible, es decir (segin
la Proposicién 1.2), B = R(d).

*

Definicién 2.5 (Resolucién-SLD).

Sean O : <— l4,..., [, un objetivo (definido), con p > 1, y Cy,...,C, clausulas
definidas de la forma:

Cl : Al <— Bl,h . 781,(11
CQ : ./42 — Bg,l, R ,827(12

Cn . An — Bn,l>"'78n,qn

donde O y C;, 1 < i < n, no tienen variables en comun y si las tienen se estanda-
rizan.

O* es deriwado por Resolucion-SLD de O y Cy,...,C, si se determina por, la
seleccién de un literal [, € O, de acuerdo a la regla de computacion, y por la
seleccion de una clausula C;, 1 <7 < n, de acuerdo a la regla de busqueda; tal que
0 sea un umg de A; (la cabeza de C;) y [, (el literal seleccionado). Entonces, el
objetivo

o 0[<— TP S Bi,h c 7Bi,q,-7 [m+17 cey [p]

es la resolvente binaria de O y C;.
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Algoritmo SLD

El primer objetivo Oy es O. Supongamos que O; ha sido derivado.

Oj41 se deriva de O; y C; , usando el umg 0;, si se cumplen estas condiciones:

e [, es un literal de O; seleccionado por una regla de computacion,
e C; es una clausula definida seleccionada por una regla de busqueda,

e 0, es el umgde [, y A; (la cabeza de C;),

y resolviendo:

Oi: %[17-~-;[m717[m7[m+1;---7[p
Ci : Al — Bi,la ce 787;,111‘
0;[0n] = 0;[Ai]
Oi+1 : Qj[ — [1, ey [m,1,8i71, C.. 7Bi,qi7 [m+17 cey [p]

2.2. Semantica operacional para la programa-
cion légica
La seméntica operacional define un programa logico en términos de los resultados

elaborados por la ejecucién del algoritmo base del programa l6gico mismo; en este
caso, el algoritmo-SLD.

En esta seccién se caracteriza la manera en que opera la Resolucion-SLD, esto
por medio de la derivacién, y consideramos un caso particular llamado refuta-
cion-SLD; este ultimo juega un rol muy importante en nuestro trabajo, ya que
bajo la teoria desarrollada, nuestras deducciones se obtendran a partir de procesos
de contradiccion.

Definicién 2.6. Sea 3 un programa légico y O un objetivo. Una derivacion-
SLD de B U{O} esta formada por:
e una sucesién de objetivos Og, O1, O, . . .,

e una sucesion de cldusulas C1,Cy, ... de Py,

e una sucesion 61, 60s, ... de umg’s,

tal que O = Oy y cada O;11, i > 0, se deriwva de O; y C;y1 utilizando ;..
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Observacion 23. Cada par O; y Ciy1, no debe tener variables en comun, en caso
de tenerlas se deben estandarizar.

Observacion 24. La sucesion de cldusulas esta formada por las clausulas emplea-
das en cada paso de la deriwacion-SLD, es decir, la derivacion-SLD se caracteriza
unicamente por las clausulas del programa l6gico que se unifiquen con el objetivo
(respectivo) de cada paso.

Definicién 2.7. Una derivacion-SLD de B U {O} puede ser de dos tipos:

e Infinita: si la derivacion-SLD no finaliza, debido a que en cualquiera de los
objetivos Opy, O1, O,, ... el literal seleccionado se unifica inicamente con reglas

de .

e Finita: si la derivacion finaliza en un ntmero finito de pasos, es decir, las
sucesiones de objetivos y umg’s son finitas. Si el nimero de pasos es m, es decir,
si el dltimo objetivo de la derivacion-SLD es O,,, diremos que la derivacién-SLD
tiene longitud m. La finalizacion de una derivacion-SLD finita de longitud m
puede ser de dos formas:

x Fracaso: si el atomo seleccionado en O,, (dltimo objetivo), no es unificable
con alguna clausula de ‘.

« Ewito: si el dltimo objetivo, O,, = 0.

EJEMPLO 27. Sean B un programa légico formado por:

Ci: Qu,v) +— P(u,v)

Cy: Qu,v) +— P(u,w), Qw,v)
Cs: Pla,a)

C4 : P(

T =

y O: <— Q(u,a) un objetivo. Observe que tanto P como O son definidos.

A continuacién, mostraremos una derivacion-SLD de PU{O} de cada una de las
formas descritas en la Definicion 2.7. En todos los casos consideramos Oy = O y
la regla de computacion como el criterio que selecciona el literal més a la izquierda
de la clausula.

e Si la regla de busqueda selecciona la clausula C;, para resolverla con el literal
Q(u, a), entonces:

O : —
Ci: Qz,v) +—
0, =
«

Q(u,a)
P(x,v)
{0 la}

O : P(x,a)
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luego, si la regla de busqueda selecciona la clausula Cs, se tiene:

O : +— P(z,a)
Cs: Pla,a) «—

0o = {"]a}
02 . O

Por lo tanto, esta derivacién-SLD es de tipo finita, de longitud 2 y finaliza en
ézxito. Observe que C4 no es unificable con Os.

e Sila regla de busqueda selecciona la clausula Cy, para resolverla con el literal
Q(u, a), entonces:

Oy : +— 9(u,a)

C2 : Q(ZE,U) — P(x,w), Q(wvv)
01 = {u‘x y ’a}

Ol . — P(.T, W), Q(w7 (Z)

luego, si la regla de busqueda selecciona la clausula Cs, se tiene:

01 . — P(wi)v Q<w7a)
Cs: Pla,a) «—

0> = {"]a." |a}
Oy : +—— Q(a,a)

asi, si nuevamente seleccionamos la clausula Cs, se tiene:

O, : «—— Q(a,a)

Co: Qu,v) +— P(u,w), Q(w,v)
05 = {"]a." o}

Oj : «— Pla,w), Q(w,a)

ahora, si la regla de busqueda selecciona nuevamente Cs, se tiene:

03 . — P(CL, U)), Q<w7 a)
Cs: Pla,a) «—

0 ={"]a}
O, : +— Q(a,a)

Observe que sea llegado a un punto en el cual, el objetivo O, es igual al ob-
jetivo Os, lo que permite aplicar reiteradamente el proceso. Por lo tanto, esta
derivacion-SLD es de tipo infinita.
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e Finalmente, si la regla de biusqueda selecciona primero la clausula Cs, para
resolverla con el literal Q(u,a), entonces:

Oy : +— 9Q(u,a)

CQ : Q(CC,'U) — P('wi)v Q(UJ,U)
01 = {u|x . |a}

Ol : — P(I, U}), Q(U}, CL)

luego, si la regla de busqueda selecciona la clausula Cs, se tiene:

O : +— P(z,w), Qw,a)

Cs: Pla,a) «—
Oy = {m|a 0 |a}

O, : «— Q(a,a)

y asi, tenemos:

O, : +—— Q(a,a)

C2 : Q(U, U) — P(U, U)), Q(wu U)
O3 = {ula . ’a}

03 . — P(CL, U)), Q(w7 a)

hasta aqui, el Principio de Resolucién se ha empleado de manera idéntica al
item anterior, pero ahora la regla de bisqueda seleccionara C, y luego Cy, asi:

Os: A P<a7w)7 Q(wva)
C4 : P(a,b) —
0s={"[o}

Oy : +—— 9(b,a)
lo que nos lleva,
Oy : +—— Q(b,a)
Ci: Qu,v) +— P(u,v)
05 = {"s," la}
Os : «— P(b,a)

donde este tltimo objetivo Os no es unificable con alguna clausula de . Por lo
tanto, esta derivacion-SLD es de tipo finita, de longitud 5 y finaliza en fracaso.

L 2

En la siguiente definicion, se clasifica uno de los tipos de derivacion-SLD expuestos
en la Definicion 2.7; derivaciéon que se convierte en la caracteristica principal de
nuestro método de deduccion.
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Definicién 2.8. Una refutacion-SLD de PBU{O} es una derivacion-SLD finita
de P U {O} que finaliza en érito, es decir, que tiene la clausula vacia, O, como
ultimo objetivo.

EJEMPLO 28. Con base en el Ejemplo 27, una refutacion-SLD de P U {O},
donde O : «+— Q(u,a), esta formada por:

e Los objetivos e Las clausulas e Los umg’s
Oy: +«— Qu,a) Ci: Qu,v) «— P(u,v) 01 ={"2."|a}
O:: +— P(x,a) Cy: Pla,a) 0o = {"]a}
02 : O I

tal que O = Oy y, O; se deriva de Oy y C; utilizando 01, y Oy se deriva de Oy y
C, utilizando 6. Esta refutacién se puede representar tal como se muestra en la
Grafica 2.1.

*

Como se indicé en la Observacion 24, los subindices empleados para las clausulas
en la refutacién-SLD del Ejemplo 28 se asignaron de acuerdo al orden en que
se emplearon en cada paso de la derivacion, diferente (no necesariamente) al or-
den establecido en el programa logico, a saber: la clausula C3 del Ejemplo 27 se
designé como Cy en el Ejemplo 28, ya que se empleo en el segundo paso de la
refutacién-SLD.

Op: «— Q(u,a) Cr: Qz,v) +— P(x,v)
O = {"[c." [a}

O;: «— P(x,a) Co: Pla,a) +—

0y = {"[a}
U

&’

Grafica 2.1. Refutacién-SLD (Ejemplo 28)

Podemos agrupar todos las clausulas (objetivos) que permiten calcular una refu-
tacién, usando el Principio de Resolucion-SLD, de un programa logico dado junto
con la negacion de la clausula respectiva, es decir, agrupar las clausulas que su ne-
gacién junto a un programa légico determinado tienen una derivacién-SLD finita
y finalizan en éxito; a este conjunto se le conocerd como Conjunto de éxitos y
se define en la siguiente seccién por requerir de un concepto determinado ahi.
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En la Definicién 2.4, hablamos de un tipo de respuesta que caracteriza la instancia
de una clausula que sea consecuencia légica de un programa, llamada respuesta
correcta; esta tipo de respuesta esta relacionada con la interpretacion de la clausula
a partir de los modelos del programa légico. Ahora definiremos una respuesta,
equivalente a una respuesta correcta pero en contexto operativo, es decir, una
respuesta que relaciona todos los umg’s (respuestas) empleados en cada paso de
una derivacién-SLD que finaliza en éxito, llamada respuesta calculada.

Definicién 2.9. Una respuesta 6 para B U {O}, es una respuesta calculada
para P U {O} si es la sustitucién que se obtiene restringiendo la composicién
0, - - - 020, a las variables de O, donde 61,0,,...,6, es la secuencia de umg’s em-
pleados en una refutaciéon-SLD de B U {O} de longitud n.

EJEMPLO 29. Con base en la Grafica 1.9 del Ejemplo 25, los unificadores mas
generales empleados en la refutacion-SLD son:

0 = {I|a}

O = {y|cc ; |a: . |f(50)}
05 = {"|a." 1)}
Or={"I1c)," o}

s ={}

luego, para hallar la respuesta calculada realizamos la composicion

95€4939291 - { }{y|f(c) »x |b} {w|a >z |f(x)} {y|ﬂc vz |a: :u ’f(a:)} {x|a}
={ @ "o {“a s [} {1 o g " la}

eliminar
= { }{y|f(0)7 |b} { ’au ‘f(:c) ,y |:1:7 ’:Jc; |f(ac)7 |a}
eliminar eliminar
={} {y|f(c) A R A A A O ’a}

= { }{w|a 7y |b ’z |b ’u |f(b) 7x |a}
= {w‘a ’y |b 7Z |b >u ’f(b) fr |CL}

y con base en la Definicion 2.9, restringiendo la composicion a las variables u, x, y, 2
del objetivo, tenemos que

0= {y|b 72 |b 7u |f(b) 7$ |a}

es la respuesta calculada.
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EJEMPLO 30. Con base en el Ejemplo 28, los unificadores més generales emplea-
dos en la refutacién-SLD de P U {O}, donde O : +— 9Q(u,a), son:

0 = {"c," la}
62 = {x‘a}

luego, realizamos la composicion

020, = {x|a} {ulx . |a} = {x|a . |92[:r} ! |a} - {x|a . |a . |a}

y con base en la Definicién 2.9, restringiendo la composicién a las variables de O,
tenemos que
0 ={"l.}

es la respuesta calculada.

2.3. Semantica declarativa para la programacion
légica

La semantica declarativa define un programa logico en términos de los valores
(o significados) obtenidos por las estructuras definidas para el programa l6gico
mismo. Desde este punto de vista podemos aplicar a los programas légicos los
conceptos de interpretacién, asignacion y modelos, vistos en la Seccién 1.2.

Como se indicé en la pagina 32, la insatisfacibilidad de una férmula (cldusula) re-
presenta el papel principal en la forma de operar nuestro método deductivo y, con
base en la Proposicion 1.2, para probar que una cldusula (objetivo) es derivada de
un programa logico, es decir, que es una consecuencia légica, debemos probar que
el programa légico junto con la negacion de la clausula es un conjunto insatisfa-
cible, lo que implica probar que toda cldusula de este conjunto es interpretada en
cero (falso) para todas las estructuras y asignaciones que se puedan definir para
este programa légico, lo cual es una tarea casi imposible (en general) de lograr
debido al sinniimero de posibilidades que pueden asignarse tanto a las estructuras
como a los dominios.

Un ano antes de su muerte, Jacques Herbrand present6 en 1930, una teoria (que
lleva su nombre) que garantiza de manera equivalente que cualquier conjunto de
clausulas es insatisfacible si, y solo si, es insatisfacible para un tipo especial de
interpretaciones sobre un dominio particular. Este resultado permite asi reducir
el proceso de probar la insatisfacibilidad, para todas las posibles estructuras y
dominios, a sé6lo las del tipo definido por Herbrand.
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En esta seccién veremos que para un conjunto de cldusulas (programa légico),
existe un conjunto de estructuras candnicas con un sistema extremadamente sim-
ple tal que, si un conjunto de clausulas tiene un modelo entonces este tiene un
modelo de la nueva forma definida; a este nuevo modelo lo conoceremos como
modelo de Herbrand y ademds, construiremos un conjunto que logre representar
a todos los modelos de Herbrand.

También definiremos el conjunto de éxitos como lo enunciamos en la pagina 47
(Seccién 2.2) y describiremos un conjunto que tiene estructura de reticulo, este
ultimo hecho sera de gran utilidad en la siguiente seccién.

Primero definiremos algunos conceptos bésicos de la teoria de Herbrand. Para las
siguientes definiciones, P8 es un programa légico.

Definicién 2.10. Se define el universo de Herbrand para B3, denotado por
Az, como el conjunto de todos los términos bdsicos que pueden formarse a partir
de las constantes y simbolos de funcion que aparecen en *J3. Si en F3 no hay cons-
tantes, se debe agregar una constante arbitraria (pero fija) para poder construir
los términos basicos.

EJEMPLO 31. Hallaremos el universo de Herbrand para los siguientes programas
l6gicos, donde a, b son constantes, u, v variables, P, Q simbolos de relacion y f, g
simbolos de funcién unario y binario, respectivamente:

(%) ()

e Qu,v) «— Pu) ¢ Qa,0) +—P)
L= o Ov,v) +— B = e Qu,b) +—
° 'P(U) -« ° P(v) —
iy = {d} (d constante arbitraria) Uy = {a, b}
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o Q(f(u),v) «— P(u)
PF=q o Qolu f(v), f(v)
o Pg(u,v)) «—
Uy = {d, f(d), g(d,d), g(d, f(d)), g(f(d),d), g(f(d), f(d)), F(f(d)),

Observacién 25. El universo de Herbrand de cualquier programa logico B es
sitempre no vacio, ya que en el peor de los casos se adiciona una constante cual-
quiera; ademds es finito si, y solo si, no aparecen simbolos de funcion en 3.

Existe una descripciéon para el universo de Herbrand un poco mas general, tal
como lo emplea Ortiz[pag. 89][29] y Ben-Ari[pdg. 136][1], que claramente corres-
ponde con la definicién que hemos resuelto emplear, veamos:

“ Sea Cy el conjunto de constantes que aparecen en el
programa logico P; si no existe alguna constante, en-
tonces se considera Cy = {d}, donde d es una constante
cualquiera pero fija.

Para i > 0, se define C; = C;,_y U{f(t1,...,tn) | f es un
simbolo de funcion n-ario que aparece en B y ty,...,t,
son elementos de C;_1}.

Entonces, el universo de Herbrand para B es

Sy = lim ©; 7

1—00

EJEMPLO 32. Con base en el comentario anterior, el universo de Herbrand para
el programa légico del item (2i¢) del Ejemplo 31 se forma asi:

eo = {(I, b}
el = 6)0 U {f(a>7 f(b)} = {CL, b? f(a)7 f(b)}
Cy = CLU{f(a), f(b), f(f(a)), F(F(0)} ={a,b, f(a), f(b), f(f(a)), F(S(D))}

e =\ U (f(t) | t €€y}

Uy = lim €; = {a, b, f(a), f(b), [(f(a)), F(F(0)), F(F(S(a))), FCFCSDD)), -}
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Para el programa logico del item (iv) del Ejemplo 31 el universo de Herbrand
sera:

g(d.d)), g(d, f(d)), g(f(d),d), g(f(d), f(d)),
,d), g(f(d), g(d,d)), g(g(d,d), f(d)), g(g(d, d), g(d,d))}

=
& ==
=
=

Definicion 2.11. Sea sy el universo de Herbrand de °B. La base de Herbrand
de B, denotada por By, es el conjunto de todos los dtomos que pueden formarse
a partir de los simbolos de relacién que aparecen en ‘B y los términos que aparecen
en .

EJEMPLO 33. Con base en el Ejemplo 31, la base de Herbrand para cada item,
respectivamente, sera:

(7) iy = {d} (d una constante arbitraria)
By = {P(d), Qd,d)}

(1)  Up = {a,b}
SBW = {P<a)7 P(b)v Q<a7a)7 Q(av b)7 Q(b’ CL), Q(b’ b)}

(¢ii) Uy = {a,b, f(a), F(b), [(f(a)), F(S(0)), F(F(S(a))), FCSCSD))), -}
By = {P(a), P(b), P(f(a)), P(f()), P(f(f(a))), P(f(f(D))), -..
Q(a, a), Qa,b), Q(b,a), Q(b,b), Q(a, f(a)), La, f(b), ...}
(iv) Uy ={d, f(d), g(d,d), g(d, f(d)), g(f(d),d), g(f(d), f(d)), ...
F(F(d), fg(d,d)), f(g(d, f(d))), g(g(d,d),d), ...}
By = {P(d), P(f(d)), P(9(d;d)), P(g(d, f(d))), P(g(f(d),d)), ..
Q(d, d), Qd, f(d)), Q(d, g(d,d)), Q(d, g(d, f(d))), ...}
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Observacion 26. La base de Herbrand de B es siempre no vacia, ya que cual-
quier programa logico debe contener por lo menos un literal; ademds es finita si,
y solo st, el universo de Herbrand para B es finito.

Observacion 27. Debido a la descripcion de los elementos del universo de Her-
brand, los atomos que se forman en la base de Herbrand son atomos basicos, es
decir, dtomos que no contienen variables.

Hasta aqui hemos descrito dos conjuntos de la Teoria de Herbrand el Universo y la
Base, los cuales estan formados por elementos basicos que se encuentran explicitos
en un programa légico; y este hecho los convertira en uno de los conjuntos més
destacados en nuestro estudio.

A continuacién, se define el conjunto al que se hizo referencia en la Seccion 2.2
pagina 47. Aunque este conjunto constituye la seméantica operacional de un pro-
grama logico, solo se define hasta este momento por que se relaciona con uno de
los conjuntos mas representativos de la teoria desarrollada en esta seccién: la Base
de Herbrand.

Definicién 2.12. Sea 3 un programa légico definido. El conjunto de éxitos
(Success Set) de *B, denotado por &Sy, es el conjunto de todos los dtomos
basicos tal que su negacién junto al programa légico tienen una refutacién-SLD,
es decir,

SSy ={R € By | PU{-R} tiene una refutacion-SLD}

donde R denota un elemento tipico de Byp.

La razon por la cual se definié el conjunto de éxitos para programas logicos defi-
nidos se analizara méas adelante y se relaciona con la prueba de completitud del
Principio de Resolucion-SLD. Ahora, se define una estructura con una caracteristi-
ca particular que le brinda la teoria de Herbrand.

Definicién 2.13. Una estructura de Herbrand o $)-estructura para P es
una estructura € = (D,J) de P, tal que D = gy, es decir, el dominio es el
universo de Herbrand para ¥ e J = Ty, donde Jg denota la interpretacion,
llamada #nterpretacion de Herbrand o $)-interpretacion, que asocia:

e A cada constante ¢, la misma constante, es decir, ¢’ = c.

e A cada simbolo de funcién n-ario f, la misma funcién pero definida en g, es
decir, f7» = f donde f79 : 4yp" — $y.

e A cada simbolo de relacién n-ario R, una relacién n-aria R79 C 4y", es decir,
R7» serd un conjunto formado por n-uplas de elementos de .

En conclusién, denotamos una )-estructura por €g, donde €4 = (HUgy, Tg).
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Observacion 28. En la Definicion 2.13, no se coloca ninguna restriccion a la
interpretacion de simbolos de relacion.

Note que una $)-estructura establece el dominio, interpreta las constantes y simbo-
los de funcién, por ellas mismas, dando como resultado elementos del universo de
Herbrand; y para los simbolos de funcién, los interpreta como un conjunto de
tuplas del universo de Herbrand; es decir, las $)-estructuras interpretan sobre su
dominio, de la misma forma que se definié en 1.10; por esta razon, las $-estruc-
turas son también estructuras en el sentido clasico.

Observe que las $H-estructuras definidas para un programa logico se diferencian
unicamente por la interpretacién que se asigne a los simbolos de relacién; por esta
razén, podemos definir tantas $)-estructuras como $)-interpretaciones se asignen
a estos simbolos. Convenimos en denotar las $)-estructuras tnicamente por las
interpretaciones de los simbolos de relacién, formando asi un conjunto de instan-
cias basicas de los atomos presentes en el programa logico, que se interpretan
en 1 (verdadero) por la $-interpretacién respectiva. De esta forma si un dtomo
no aparece en una f)-estructura implica que es interpretado en 0 (falso) por la
H-interpretacion respectiva.

Debido a que la base de Herbrand contiene todas las combinaciones posibles que
forman atomos basicos de un programa logico, entonces cada subconjunto de la
base de Herbrand puede verse como una $)-estructura, con la caracteristica de que
cada uno de estos atomos se interpretan como verdaderos.

Por lo anterior, y por lo expuesto en Ortiz[29], representaremos simplemente una
$H-estructura para R de la siguiente forma:

63'3 = <u‘ﬁuj~7)> = {R(tl’ .. -7tn) € %‘13 | [T\,’(tla see 7tn)]jﬁ = 1}

donde R denota un simbolo de relacién presente en By (t1,...,t,), por la defi-
nicién de By, son claramente elementos de LUsy.

Por lo tanto, para conocer el valor de verdad de un atomo basico en una $-es-
tructura simplemente debemos verificar si pertenece o no al subconjunto de By
equivalente a la $)-estructura.

Observacion 29. A diferencia de lo descrito en la Seccion 1.2, donde se re-
queria de una funcion que interpretard las variables por elementos del dominio
(Definicion 1.11), las H-interpretaciones definirdn de manera intrinseca la forma
de interpretar las variables, asigndndole un elemento del universo de Herbrand y
caracterizandose asi misma por esta asignacion.
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Observacion 30. Toda $-estructura viene dada por la asignacion de valores de
verdad a cada uno de los elementos de la base de Herbrand.

EJEMPLO 34. Sea ‘B el programa logico formado por las clausulas:
()

B o OQu,v) +— P(u)
¥ = { o R(v) +— P(u)

El universo y la base de Herbrand de I3 son:

iy = {d} (d una constante arbitraria)
By = {P(d), Q(d.d), R(d)}

Algunas $)-estructuras de P son:

€y, = By €y, =
¢y, = {Q(d, d)} ¢y, = {P(d), R(d)}
@55 = {P(d)7 Q(dv d)} ej’Js = {P(d)}

Note que &g, interpreta en 1 a P(d) e interpreta en 0 a Q(d,d) y a R(d).

()
m:{ o Q(f(a),v) «— P(f(v))
o Qu, f(u) +—

El universo y la base de Herbrand de ‘B son:

Uy = {a, fa), f(f(a), F(f(f(a)), ...}
By = {P(a), Qa,a), P(f(a)), La, f(a)),
P(f(f(a))), Qla, f(f(a))), Q(f(a)

Algunas $-estructuras de P son:

€y, = By

Es, = {P(a), Q(f(a),a), P(f(f(f(a)))), Qf(a), f(a)), QUf(a), f(f(f(a))))}
&5, = {P(f(a)), Q(f(a),a), Qa, f(a))}

&5, = {Q(f(a), f(f(a)))}

Cy, =0
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Observaciéon 31. Debido a que las $)-estructuras son subconjuntos de By, existen
tantas $-estructuras como la cardinalidad de § (By), donde § () denota el con-
junto de partes o conjunto potencia usual. Por tanto, { (By) estd formado
por todas las $)-estructuras de 3.

Haremos un paréntesis en el desarrollo de la teoria de Herbrand para hablar
un poco de £ (By), denotando una caracteristica muy relevante y ttil para el
contenido desarrollado en la siguiente seccién.

En Rodriguez[35] y Komendantskaya[l7] se encuentra la definicién de reticulo y
reticulo completo; para este ultimo dicen:

“ Un reticulo en el cual cada subconjunto (incluyendo
los infinitos) tiene tanto un supremo como un infimo se
llama un reticulo completo.”

En particular, si para un conjunto dado ordenamos los subconjuntos con la relacion
de inclusion conjuntista “ C 7, entonces obtenemos un reticulo completo, donde
el supremo (sup) estd dado por la unién y el infimo (inf) por la interseccién de
subconjuntos. Por consiguiente, los reticulos completos siempre son acotados.

Entonces, podemos concluir por las Observaciones 26 y 31 y bajo el orden parcial
“C 7, que § (By) posee una estructura de reticulo, en particular, es un reticulo
completo, donde su infimo (bottom) es @ y su supremo (top) es By.

EJEMPLO 35. Haciendo uso de los diagramas de Hasse, podemos representar el
reticulo completo formado por ) (By), para el item () del Ejemplo 34, donde
By = {P(d), Q(d,d), R(d)} (Ver Gréfica 2.2).

{P(d), Q(d, d)} {P(d), R(d)} {Q(d, d), R(d)}

{P(d)} {Q(d,d)} {R(d)}

Grafica 2.2. Diagrama de Hasse del reticulo completo § (By) (Ejemplo 35)
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Como lo indica Simari[36], la siguiente definicién especifica cuando una regla es
interpretada en 1 por una $-estructura; tal como se indicé en la Definicion 1.15
para el caso clasico. Nos referimos a reglas y hechos tal como se designaron en la
pagina 40.

Observacién 32. Los hechos son interpretados en 1 por una $-estructura si, la
instancia bdsica del dtomo que corresponde al hecho, pertenece a la $H-estructura.

Definicién 2.14. Una $)-estructura &g se dice que interpreta en 1 a una regla
A—DBy,...,B,,con p>1,

si para toda instancia bdsica A* «— By, ..., B, de la regla se tiene; siempre que
B! € &g, para todo i, 1 <1 < p, entonces A* € &g.

Definicién 2.15. Un modelo de Herbrand o $-modelo para B es una $-es-
tructura que es un modelo de B3, es decir, es una $H)-estructura que interpreta en 1
a todas las reglas y hechos presentes en 3.

EJEMPLO 36. Con base en el Ejemplo 34, son algunos $)-modelos de P las $-es-
tructuras:

e para el item (7), &y, = @, €y, = {Q(d,d)} v €5, = {P(d), R(d)}; note que
€5, = {P(d)} no es un H-modelo por que Q(d,d) y R(d) no pertenecen a €Eg_,
condicién necesaria para que las dos reglas sean interpretadas en 1, segin la
Definicién 2.14.

® para el item (“’)’ Gﬁl - %‘]37 QEYJ; = {P(f(a))v Q(f(a)>a)v Q<a7f(a))} y
€, = {Q(f(a), f(f(a)))}-

2
EJEMPLO 37. Sea ‘B el programa légico formado por las clausulas:

o P(u,v) «— Qu)

_) e R
¥ = o Pu,u)+—
o R(v)+— S(v,u)

El universo y la base de Herbrand de 3 son:

Uy = {d} (d una constante arbitraria)
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Consideraremos todas las $)-estructuras de B. Dado que By tiene cuatro elemen-
tos, por la Observacién 31, existen 2* $)-estructuras , veamos:

Cy, = O €5, = {P(d,d)}

€y, = {Q(d)} €5, = {R(d)}

E, = {S(d,d)} s, = {P(d,d), Q(d)}

¢y, = {P(d,d), R(d)} €5, = {P(d,d), S(d, d)}

¢y, = {Q(d), R(d)} €5, = {Q(d), S(d, d)}

€ = {R(d), S(d, d)} €5, = {P(d,d), Q(d), R(d)}
&y, = {P(d,d), Q(d), S(d,d)} €., = {P(d,d), R(d), S(d, d)}
€y = {Q(d), R(d), S(d, d)} €o,e = By

Finalmente, seleccionamos unicamente las $)-estructuras que son $-modelos de 3,
a saber:

€y, = {P(d,d), R(d)} €5, = {P(d.d), Q(d), R(d)}

65515 = {P(d7 d)v R(d)7 S(dv d)} st)le = EB‘I*

Observacién 33.

e Cada una de las $H-estructuras constituyen un $H-modelo para el subconjunto
de By que representa.

o By siempre serd $H-modelo de B, para todo B.

o J serd HH-modelo de P si, y solo si, B no posee hechos.

Es importante notar que en la definicién 2.15 se define un $)-modelo para un pro-
grama légico (o equivalentemente, un conjunto estdndar de cldusulas), programa
l6gico que consiste de sentencias cuantificadas universalmente, tal como lo descri-
bimos en las paginas 18 y 21; ya que, no para todo conjunto de sentencias existe
un $H-modelo, como podemos verlo en el siguiente ejemplo.
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EJEMPLO 38. Sea 8 el conjunto de sentencias {P(a), Jv—P(v)}. El universo y
la base de Herbrand de 8 son:

Up={a} v By={P@)}

Como la base de Herbrand sélo tiene un elemento, sélo hay dos posibles $-estruc-
turas de 8, a saber:
fojl =g y @55 , = %m.

Ahora, &g, no es modelo de Jv=P(v) y €5, no es modelo de P(a). Por lo tanto,
ni € ni Eg, son H-modelos, es decir, & no tiene $H-modelos .

Sin embargo, 8 si posee modelos. Consideremos la estructura €4 = (D, J), siendo:
D = {7,8} a’l =17 P = {7}

Entonces, P(7) es verdadero y Jv—P(v) es verdadero para v = 8, por lo tanto, &
es un modelo de 8.

*

En el ejemplo anterior podemos ver que, la no existencia de un modelo de Her-
brand para 8§ no significa que & no pueda tener un modelo, es decir, que & sea
insatisfacible. Sin embargo, Herbrand demostré que si 8§ es un conjunto estandar
de clausulas (programa légico), la situacién del Ejemplo 38 no puede suceder, es
decir, siempre podemos encontrar un $)-modelo para 8.

Teorema 7.

Sea 3 un programa logico. B tiene un modelo si, y solo si, B tiene un modelo de
Herbrand.

La demostraciéon del Teorema 7 se encuentra en forma explicita en Ben-Ari[pag.
138][1] y Geuvers|[8]. En Ortiz|[pag. 92]|[29] se prueba usando la definicién de $)-es-
tructura asoctada o correspondiente.

Hasta ahora, la teoria de Herbrand que hemos estudiado nos ha permitido estable-
cer una equivalencia semantica entre los modelos y los $)-modelos de un programa
l6gico.

Sin embargo, la teoria de Herbrand no la emplearemos como método deductivo,
debido a que al aplicar el Teorema de Herbrand, que dice:

“ Un conjunto estandar de clausulas 8§ es insatisfaci-
ble si, y solo si, existe un conjunto finito de instancias
basicas de cldusulas de 8§ que es insatisfacible.”
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y para demostrar que una clausula es insatisfacible, el teorema:

“ Una cldusula de & es wnsatisfacible si, y solo si, la
clausula es interpretada en 0 (falsa) por todas las $)-es-
tructuras de 8.7

se requiere evaluar todos los posibles conjuntos finitos de instancias basicas de 8,
conjuntos que pueden ser muy variados y extensos; por todas las posibles $)-es-
tructuras definidas para 8§ para probar asi que & es insatisfacible; todo esto hace
al método de Herbrand ineficiente comparado con la Resolucién-SLD expuesta en
la Seccion 2.1, que no emplea este tipo de procedimientos, ya que su algoritmo
procede con las clausulas del programa légico que require inmediatamente en cada
paso.

La razon de emplear parte de la teoria de Herbrand radica en que el tipo de
estructura que define Herbrand ($)-estructura) permite operar de manera mas fécil,
ya que estan compuestas por elementos bésicos del programa logico, y emulan las
interpretaciones clasicas de una clausula para efectos de insatisfacibilidad.

Nuestro propédsito es definir un conjunto que represente todos las clausulas que son
consecuencias légicas de un programa logico, resultado que nos permitira probar
la completitud de nuestro método deductivo en estudio: la Resolucion-SLD.

La demostracion de los dos teoremas (de Herbrand) que aparecen en esta pagina
y en la anterior, se encuentran en Ben-Ari[pdg. 140][1] y Ortiz[29, pdgs. 92 y 97].

Dado que los $)-modelos de un programa logico B, por ser $-estructuras, son
subconjuntos de la base de Herbrand de ‘3; tenemos que, por la Observacién 33
(segundo item) el conjunto que reune a todos los $-modelos es distinto de vacio y
por ser D (By) un reticulo completo (ver pag. 56) podemos pensar en la existencia
de un $H-modelo minimo de *P.

Teorema 8. Sea M = {€&g,, &y, &y, ...} una familia no vacia de $-modelos de
un programa logico definido 3. Entonces

@53 - ﬂ G;,j

eﬁiGM
es un $H-modelo de L.

Demostracion.

Supongamos que &g no es un $H-modelo de P. Entonces, existe una clausula
definida A <— By,...,B, , con p > 0, de B, tal que para alguna instancia bésica
A* < Bj, ..., B; de la cldusula, es interpretada en 0 por €.
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Lo que implica que &5 2 {Bj,...,B;} pero €5 2 {A*}. Por tanto, para todo
€5, € M se cumple que €y 2 {Bj,...,B;} y, para algiin j = ¢, existe €, € M
tal que A* ¢ €& .

Por consiguiente, la instancia bdsica A* «— By, ..., B es interpretada en ( por

€4, lo cual es una contradiccion pues € es un $)-modelo de ‘B.
[

Obsérvese que en el Teorema 8, se realiza la prueba para programas logicos defini-
dos, la razon es que para programas logicos indefinidos, en general la interseccién
de los $)-modelos no es un $H-modelo; veamos el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 39. Sea 8 el conjunto de sentencias {P(a) V Q(a)}, que representa de
manera equivalente a la clausula indefinida P(a), Q(a) <— . El universo y la
base de Herbrand de 8 son:

Up={a} v By={Pla), Qa)}

La base de Herbrand solo tiene dos elementos, entonces las posibles $)-estructuras
de S son:

€y, =0 €5, = {P(a)} &5, ={Q(a)} €y, = By

de las cuales, las tnicas $)-estructuras que son $)-modelos son:

€y, = {P(a)} €5, = {Q(a)} €5, = By = {P(a), Qa)}

de donde podemos observar que la interseccion es igual a vacio, pero vacio no es
un $H-modelo de 8.
2

Definicién 2.16. Sea 3 un programa légico definido. El modelo minimo de
Herbrand de ‘B, se denota por mm$q, v se define como la intersecciéon de todos
los $)-modelos de *B, es decir,

mmHy = ﬂ { &g | € es un H-modelo de P }
EJEMPLO 40. Con base en el Ejemplo 37, donde los $)-modelos de ‘3 son:

6554 = {P(d’ d)’ R(d)} 65514 = {P(d7 d): Q(d)7 R(d)}

QEYJ;; = {P(d7 d)? R<d)v S(d, d)} €y, = By
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calculamos mm$)y intersectando todos los $)-modelos de P y se obtiene:
mmﬁm = @54 N @514 M 65’315 N @516 = {P(d, d), R(d)}

L 2

A continuacién, estableceremos una forma de representar al modelo minimo de
Herbrand a partir de la caracteristica declarativa de los $-modelos, es decir, a
partir la caracteristica que se asigna a cada clausula al ser interpretadas en 1 por
las $)-estructuras.

La demostracion del siguiente teorema se realiza de la misma forma que lo pre-
sentan Emden y Kowalski|pag. 738][43].

Teorema 9.

Sea P un programa légico definido. El modelo minimo de Herbrand de ‘3,
es el conjunto de todos los atomos bésicos que son consecuencia légica de 3, es
decir,

mmsiy = {R € By | P = R}

donde R denota un elemento tipico de By.

Demostracion.

Sea R(ty,...,t,) una instancia basica de un dtomo presente en . Denotamos
R(ty,...,t,) por R para simplicidad en la prueba. Asi, R denota un elemento
tipico de Byp.

R es una consecuencia légica de B

si, y solo si, P U {—=R} es insatisfacible (por Proposicién 1.2)

si, y solo si, P U {—=R} no tiene modelos (por Definicién 1.18 y 1.20)
si, y solo si, P U {=R} no tiene $H-modelos (por Teorema 7)

si, y solo si, =R es interpretado en 0 por todos los $-modelos de B
si, y solo si, R es interpretado en 1 por todos los $-modelos de P

si, y solo si, R pertenece a mm§)qy.
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2.4. Semantica de Punto Fijo

Como dice Simari[36], la semantica de Punto Fijo se origina del estudio de la
conexién existente entre la logica y el algebra. Conceptos familiares en algebra
tales como reticulos, mapeos y puntos fijos permiten dotar de significado a un
programa, légico.

Dado un programa légico definido, ;cémo podriamos obtener su modelo minimo
de Herbrand?. Segin Celma[pég. 26][2] la definicién declarativa (Seccién 2.3) de
mm$yp no nos dice mucho ya que para calcularlo deberfamos encontrar todos los
$H-modelos del programa logico y hallar su interseccion, por esta razén daremos
una vision constructiva de mm$)g.

En esta seccion, se define el operador de consecuencia inmediata Ty, se muestra
como se caracteriza los modelos minimos de B a partir Ty y se prueba la equi-
valencia entre estos objetos. S6lo para que el texto sea autosuficiente, daremos
algunas definiciones previas.

Para las siguientes definiciones usaremos terminologia basica de la teoria de reticu-
los y se refiere el texto de Rodriguez[35].

Sean J y K conjuntos parcialmente ordenados y 7 una funcién definida entre J

y K, es decir, T : J — K.

Definicién 2.17. T es una funciéon mondtona si, y solo si, para todo a,b € J
se tiene que a <y b implica T (a) <5 T (b), donde “ <; 7 y “ <5 ” denotan el orden
parcial definido en J y K respectivamente.

Definicién 2.18. 7T es una funcién continua si, y solo si, T preserva supremos
sobre cadenas, es decir, para todo cadena a; < ay < ... en J se cumple que

T (sup ai> =sup 7 (a;).

i>0 i>0

La siguiente proposicion nos indica que es suficiente cumplir con la propiedad de
continuidad en una funcién para alcanzar su monotonia. Realizamos la prueba tal
como lo hace Ramirez[pag. 9][33].

Proposicion 2.1.

Si T es un operador continuo, entonces T es un operador mondtono.
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Demostracion.

Sea T : J — K un operador continuo y sean a,b € J tal que a <; b. Entonces,
{a,b} es una cadena. Luego, 7 (b) = T (sup{a,b}) = sup {7 (a), T (b)}, es decir,
T(a) <2 T(b).

|

Definicién 2.19. Sea a un elemento de £. Diremos que a es un punto fijo de T
si, y solo si, T (a) = a.

Definicién 2.20. Sea a un elemento de L. Diremos que a es el menor punto
fijo de T, y se denota por mpf, si para todo otro punto fijo b de T se tiene que
a <b.

Podemos construir un modelo minimo de Herbrand a través de un proceso ite-
rativo, definiendo una serie de conjuntos formados recursivamente, tal como lo
describe Ramirez[33, pag. 8], veamos:

e Las instancias basicas de los hechos deben estar en todo $)-modelo y por tanto,
también en mm$)y. Llamaremos a este conjunto Cy, el cual serd un subconjunto
de mm$Hy.

e Sea A" +— Bj,..., B, una instancia bésica de una regla A <— By, ..., B, con
p = 1. Por la Definicién 2.14 sabemos que si By, ..., B, pertenecen a mm$y
entonces A" también tiene que pertenecer. Por tanto, si By, ..., B, pertenecen
a G, definimos

Cry1 = {A" | A" «— Bj,..., B, es una instancia bdsica de B y
I,...,B; S ek}Uek

y tendremos que Cj; serd un subconjunto de mm$)y.

A partir de esta idea intuitiva, daremos la definicién de una funcién que se forma
a partir de un proceso recursivo aplicando un operador especial que definimos a
continuacion.

Definicién 2.21. Sea 3 un programa logico definido. Definimos el operador de
consecuencia inmediata para B, denotado por T, como la funcién

Ty : 9 (By) — ©O(By)
€y — Tp(€y)
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definida por:

Tp(€q) ={A € By | A— By,....B, es una instancia bésica
de una clausula en Py {By,...,B,} C Ex}.

EJEMPLO 41. Sea B el programa légico definido formado por las clausulas:

;

o P(w)+— R(w)
o R(b)+—
P=q ¢ Qv —Sw), R(v)
o S(v)— R(v)
| ® Pla)«+—

El universo y la base de Herbrand de ‘B son:

ngp = {a, b}

By = {P(a), P(b), Qa), Qb), R(a), R(b), S(a), S(b)}

Consideraremos algunas de las $)-estructuras de P y aplicaremos para ellas el
operador de consecuencia inmediata, veamos:

€y, = {R(b)} — Tp(&s,) = {P(a), R(b), S(b), P(b)}
€5, = {R(a), P(a)} — Tp(&s.) = {P(a), R(b), S(a)}

Ey, = O — Tp(€s,) = {P(a), R(b)}

€, = {S(0), R(a)} — Tp(&s,) = {P(a), R(b), Qla), S(a)}

6-65 = {Q<a)7 Q(b)7 S(a)’ S(b)} — 7:3(6-65> - {P<a)7 R(b)}

Eo; = {P(a), Q), R(a), S(a)} — Tp(€xe) = {P(a), R(b), Q(a), S(a)}
*

A continuacién describimos dos propiedades del operador de consecuencia inme-
diata, muy importantes para la construccion de la forma equivalente al modelo
minimo de Herbrand de un programa légico. Las demostraciones se realizan de la
misma manera presentada por Emden-Kowalski[43, pdg. 739].
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Proposicién 2.2.

El operador de consecuencia inmediata Ty es continuo para cada programa légico

definido ‘.

Demostracion.

Dado que ¢ (*By) es un reticulo completo (ver pag. 56), para cada subconjunto
X(# @) de £ (By), que por definicién es una $H-estructura, existe el supremo y
el infimo. Observe que, una &g € X existe y para todo {B, ..., B,} tenemos que,
{Bi,...,B,} C &g si, ysolosi, {Bi,...,B,} Csup(X),es decir, todos los elemen-
tos que pertenezcan al supremo de X’ pertenecen a un subconjunto ($)-estructura)
de X y viceversa.

Probaremos que, Ty (sup (X)) = sup (Tu(X)), para cada X C £ (Byp).

A€ Ty (sup (X))

si, y solo si, A <— Bi,...,B, es una instancia béasica de una clausula en P y
{Bi,...,B,} Csup(X)
si, y solo si, A <— Bj,...,B, es una instancia bésica de una cldusula en B y

{Bi,...,B,} C &g, para algin €z € X
si, y solo si, A € Ty (&), para algin €z € X
si, y solo si, A € sup (Tp(X)).

Lema 1.

Sea 3 un programa logico definido y &g una $H)-estructura de P. Entonces & es
un $H-modelo de P si, y solo si, Ty (€g) C Eg.

Demostracion.

(=) Sea A € Ty (€g). Por definicién de Ty, existe una instancia béasica de una
clausula de B que tiene como cabeza el atomo A, A «— By,...,B,, tal que
{Bi,...,B,} C €. Dado que € es un H-modelo (por hipétesis), esto implica que
A € &g, y por tanto, Ty (€g) C €.

(<=) Supongamos que € no es un H-modelo de B. Entonces, existe una instancia
béasica A +— By, ..., B, de alguna clausula de 3 que es interpretada en 0 por &g.
Por consiguiente, {By,...,B,} C €5y A ¢ €, de aqui se tiene que A € Ty (Eg) y
A ¢ Eg, pero Ty (€5) C &5 (por hipdtesis), con lo cual se llega a una contradiccién
y por lo tanto, &g debe ser $-modelo de ‘B.

|
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Observacion 34. Con base en el Lema 1, para el Ejemplo /1, ninguna de las
H-estructuras de las seis exhibidas es $H-modelo de *R.

Tal como se enuncié en la pagina 64, a partir de un proceso recursivo pode-
mos calcular el modelo minimo de Herbrand. Consideremos la siguiente sucesiéon
(transfinita) creciente de $)-estructuras, la cual inicia aplicando el operador de
consecuencia inmediata al conjunto vacio, y repetimos su aplicacién sobre la $-es-
tructura obtenida, hasta llegar a un punto fijo:

Tut(i41) =Ty (Ty 14) = Tu(- - (Ty(2))) = T (2)

(i41)-veces

Tptw= |JTpti = sup {T5(2)}
i=0 €

obteniendo la siguiente sucesion creciente:

2 C Ty(2) C Ty(Ty(@)) € - C swp {T;{(2))

o de manera equivalente, empleando la notacién estandar:

TRt0CTRtlC Tat2 C- CTatw.
Observemos que si para algin ¢ se cumple que Typ 7@ = Ty 1 (2 + 1), se tiene que
T Ti=TpT(+1)=Ts(Tx T4
p T pt(i+1) ?;ff)
w q}w

entonces Ty T ¢ es un punto fijo de Ty y se cumple que Ty T w = Ty 1 4.
EJEMPLO 42. Con base en el Ejemplo 37, donde 3 es el programa logico definido

Pu,v) «— Q(u)

R(v) «—

o Plu,u)+—
R(v) «— S(v,u)
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Entonces,

Tp10=0
Tp 11 ={R(d), P(d,d)}
Tat2=Tatl=Tatw
donde, con base en el Ejemplo 40, vemos claramente que 7Tg 1 w corresponde con

mm$g.
L g

EJEMPLO 43. Con base en el Ejemplo 41, donde B es el programa logico definido

;

=
|

Entonces,
Tp10=0
Te T1=A{R(b), Pla)}
Tat2="Ty 11U {P(), SB)} = {R(b), P
Tp13="Tp120{Q(b)} ={R(b), P(a), P(b),
Tatd=Ta13=Tatw

2
EJEMPLO 44. Sea B el programa légico definido formado por la clausulas:
T = { e Qa)<+—
o Qg(9(v))) «— Q(v)
Entonces,
Tp10=0
To 11 = {Qa))
Te12="Tp T1U{Q(g(g(a)))} = {Q(a), Lg(g(a)))}
Tp 13 =Ty 12U{Q(g"(a)} = {Qla), Qg*(a)), Qlg"(a))}
Tpt4="Tp13U{Q(¢"(a)} = {Q(a), Qg*(a)), Qg*(a)), Q¢"(a))}
Tp tw={Q(¢"(a)) | k € No}
*
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Ahora, enunciaremos el Teorema de Kleene y realizaremos su prueba. Luego, apli-
cando el resultado al operador de consecuencia inmediata 7q, podremos mostrar
que el modelo minimo de Herbrand de un programa légico es precisamente un
punto fijo especial del operador 7.

El resultado de Kleene, es frecuentemente atribuido a Alfred Tarski, pero el enun-
ciado original del Teorema de punto fijo de Tarski es acerca de funciones monoto-
nas. La prueba del siguiente lema se realiza de manera analoga a la presentada
por Ramirez[33, pdg. 10].

Lema 2 (Teorema de Kleene).

Sea L un reticulo completoy 7 : £ — L una funcién continua. Entonces, el menor
punto fijo de T es el supremo de la sucesion creciente de $)-estructuras de T, es
decir,

mpf, = sup {T"(2)}.
keN
Demostracion.

Iniciamos indicando que la notacién 7*(@) empleada en el lema estd definida por:
e T°(2)=0
« TH\(2) = T(TH(2))

Dado que, para todo X € L se cumple @ C X, entonces 7°(2) = @ C TY(9);
y por la monotonia de 7 (Proposicién 2.2) se tiene que:

si TH(@) € T"™(@) entonces T (@) = T(T"(@))
C T(T"(2))
— Tk+2(®).

Por lo tanto, por induccién sobre k € N, se concluye que
TH(@) C TF(2), Vk € N.

Es decir, los elementos 7%(@) forman una cadena en £ y como £ es un reticulo
completo, el sup {’Tk(g )} existe y tiene sentido usarlo para definir mpf.
keN

Ahora, probaremos que mpf, = sup {7%(@)} es un punto fijo de 7 y luego que
keN

ese punto fijo es minimo, veamos:
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T (mpfy) = T (sup {T"(2)})

keN
=sup T (T"()) por continuidad de T
keN
= sup 7" (@) por definicién de 7%(2)
keN
= sup T"(@) pues sup & =sup X;44,Vj €N
keN keN kEN
= mpfr

De aqui, mpf, es realmente un punto fijo de 7.

Ahora, supongamos que Z es un punto fijo de 7, as{ T(Z) = Z. Como T°(2) = &,
se tiene que T°(2) C Z.

Como T es mondétona:

T (@) C 2
THo) = T(T°(@) CT(Z)=2
T 2) = T(T'(9) CT(Z)=2=2
T(2) = T(T*(9) < T(Z)=2
TH@) = T(T() € T(2)-2

sup {7 (@)} =sup {TH(@)} C T(2)=2Z

keN keN

Por lo tanto,

mpf, = sup {TFe)} C 2

Aplicando, la Proposicién 2.2, el Lema 2 y la notacion de la pagina 67; al operador
de consecuencia inmediata 7y, podemos afirmar que

y concluimos que,
“ El menor punto fijo del operador de consecuencia in-

mediata constituye el significado asociado a un programa
logico de acuerdo a la semdntica de Punto Fijo. ”
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Finalizamos esta seccién, demostrando la equivalencia entre la semantica decla-
rativa y la semantica de punto fijo, es decir, probando que el modelo minimo de
Herbrand es igual al menor punto fijo del operador de consecuencia inmediata de
un programa légico.

Teorema 10.

Para un programa logico definido B3, tenemos que

mmHyp = mpfr, = Tp tw

Demostracion.
mm$y = inf { & | €5 es un H-modelo de P} por la Definicién 2.16
= inf{ &g | Tp(€y) C Ex} por el Lema 1
= mpfr, por def. del menor punto fijo
=Tptw por la continuidad de 7y

Este capitulo finaliza con la siguiente seccion que emplea todos los conceptos de
la l6gica de Primer Orden desarrollada en el Capitulo 1 y toda la teoria semantica
desarrollada hasta ahora, para demostrar la wvalidez y completez del Principio de
Resolucion-SLD.

2.5. Validez y Completez de la Resoluciéon-SLD
para programas légicos

Desde que iniciamos los estudios de este capitulo nos hemos encaminado a desa-
rrollar nuestra teoria sobre un programa logico definido junto con la negacién de
una clausula para probar que esta unién es un conjunto insatisfacible, es decir,
mostrar que siempre que podamos encontrar una refutacion-SLD de un programa
l6gico definido junto con un objetivo, se tenga que el objetivo es una consecuencia
légica del programa légico; o de forma equivalente, que el objetivo pertenece al
modelo minimo de Herbrand.

En otras palabras, queremos probar que los cédlculos ejecutados por el algoritmo
de resolucion-SLD son correctos.

Para todas los enunciados y pruebas de esta seccién, P8 denota un programa légico
definido y O un objetivo, tal y como se dijo en las Definiciones 1.29 y 1.30.
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Teorema 11 (Validez de la Resolucién-SLD).

Cada respuesta calculada para B U {O} es una respuesta correcta para P U {O}.

Demostracion.
Sean O : «— Bi,...,B, el objetivo y 0 una respuesta calculada para PU{O},
donde 64, ...,6, es la secuencia de umg’s empleados en una refutacion-SLD de

B U{O} de longitud n.

Tenemos que probar que 8§ [By A...ABy| =6, ---0:0:[By A ... A B,] es una con-
secuencia légica de 3. Lo haremos aplicando induccién sobre la longitud n de la
refutacion-SLD.

| Paso basico |

Supongamos que n = 1, esto significa que el objetivo es de la forma O : «— B
y existe un hecho (clausula unitaria positiva), A «— , en B tal que (0 = 6,)
0[A] = 0[B]. Dado que 0[A] +— es una instancia de un hecho de 3, entonces
0[A] es una consecuencia légica de B. Por consiguiente, §[B] es una consecuencia
logica de ‘.

| Paso inductivo l

Supongamos que el resultado se cumple para respuestas calculadas obtenidas de
refutaciones-SLD de longitud (n — 1), donde el objetivo es O : — By,....B,

Supongamos que 64, ..., 0, es la secuencia de umg’s usados en una refutacion-SLD
de P U {O} de longitud n.

SeaCy:  A<+— Dy,...,D,laprimer clausula de entrada para la refutacion-SLD
v B, 1 < m < g, el literal seleccionado en O en el primer paso de la resolu-
cién-SLD, tal que 0[A] = 0[B,,].

Entonces, por la hipdtesis inductiva
Op--- 02601 [BiN.. . ABpyeit ADYA .. ADyABpg1 A ... A By

es una consecuencia logica de 3, debido a que solamente son necesarios n—1 pasos
para obtener una refutacién-SLD. Por consiguiente, 6,,--- 6026, [Dy A ... AD,] es
una consecuencia légica de P, de aqui que, 0,, - - - 05 01[A] = 0,,- - - 05 61[B,,] es una
consecuencia légica de B. Dado que cada m, 1 < m < g, es arbitrario, concluimos
que O, ---020:[By A ... A B,] es una consecuencia logica de .
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Ahora, probaremos parte de la relacién existente entre el conjunto de éxitos (De-
finicién 2.12) y el modelo minimo de Herbrand (Definicién 2.16) de un programa
l6gico; de hecho, como veremos mas adelante, estos dos conjuntos son equivalentes.

Corolario 11.1.

Para un programa légico definido B, el conjunto de éxitos de P esta contenido en
el modelo minimo de Herbrand de *J3, es decir,

SSy ={R € By | PU{-R} tiene una refutacién-SLD}
-

mm$iy = (R € By | P =R}
donde R denota un elemento tipico de By.

Demostracion.

Sea R € By y suponga que P U {< R} tiene una refutacion-SLD. Por consi-
guiente, existe una respuesta calculada 6 para P U {<- R}. Por el Teorema 11,
0 es una respuesta correcta para B U {<— R}; luego, O[R] es una consecuencia
logica de *B. Pero R es una instancia basica de una cldusula en ‘B3, debido a que
R € By, entonces §[R] = R, es decir, § = € (sustitucién identidad) y asi, R es
una consecuencia légica de B, es decir, P = R.

[

Hasta aqui, hemos probado que el algoritmo de Resolucién-SLD definido para pro-
gramas légicos es vdlido. Finalizaremos la discusion formal de la Resolucién-SLD
para programas légicos mostrando que la forma de operar es completa. Antes de
esto, definiremos una caracteristica de las refutaciones-SLD; a la cual nos referimos

en el lema siguiente, que sera de gran importancia para la prueba de completez
de la Resolucion-SLD.

Definicién 2.22. Una refutacion-SLD sin restricciones de PU{O} es una
refutaciéon-SLD de PU{O}, excepto que omitimos el requerimiento de que las
sustituciones 601, ..., 0, sean los unificadores mas generales. Solo se requiere que
ellos sean unificadores.

EJEMPLO 45. Sean B un programa légico formado por:
Ci: P(v) «— Q(g(v))
C2 : Q(U))

y O : <— P(f(x)) un objetivo. Entonces, una representacién gréfica de una

refutacion-SLD de PU{O} es:

LB =
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00t +— P(Sa) G P Q)
01 = umg (P(), P () = {500}
O Q) T G Q)

02 = umg (Q(w), Qg(f(2)))) = {“ly(sn}

v L

g

Luego, por la Definicién 2.9, la composicién § = 6201 = {*|g(s2))> *| @)} restrin-
gida a las variables de O : +— P(f(z)) es una respuesta calculada de PU{O}
y 0 = €, es decir, # es la sustitucion identidad.

Ahora, observemos la representacion grafica de una refutacion-SLD sin restriccio-
nes, donde los unificadores no son necesariamente los umg’s:

Op: +— P(f(x)) Cr: .P(v) «— Q(g(v))
01 ={"f(a)," la}

O Q@) T G Q)

02 = {"lg(@n}

Y

O

e

De aqui, por la Definicién 2.4, la composicion 6 = 0261 = {“[4(f())> "l f@) " la}
restringida a las variables de O : «— P(f(z)) es una respuesta correcta de
PU{O} y resulta en 6 = {*|,}.

L 4

Lema 3 (Lema del umg).

Sea P un programa légico definido y O un objetivo. Suponga que P U {O} tie-
ne una refutacion-SLD sin restricciones de longitud n, donde 64, ...,60, son los
unificadores empleados (no necesariamente umg’s). Entonces, U {O} tiene una
refutacion-SLD de la misma longitud, con los umg’s 07, ..., 0 y existe una susti-
tucion v, tal que 0,,--- 0,60, =~v0; --- 0507 .

La prueba del Lema 3 se encuentra en Staab-Schenk[38]. Queremos mostrar que
para un programa légico definido P junto con un objetivo O, siempre que O es
una consecuencia légica de 3, podemos encontrar una refutacién-SLD de PU{O}.
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Teorema 12 (Completez de la Resolucién-SLD).

Sea 3 un programa légico definido. El conjunto de éxitos de P es igual al modelo
minimo de Herbrand de *B, es decir,

66y = mmfHy.
Demostracion.

Por el Corolario 11.1, es suficiente probar para este teorema que mm$yp C GGyp.

Supongamos que A estd en mm$g. Por el Teorema 10, A € Ty T n, para algin
n € w. Afirmamos que A € Ty T n implica que PU {«— A} tiene una refutacion-
SLD, y por tanto, que A estd en GGy

Probaremos esta afirmacion aplicando induccion sobre la longitud n de la refuta-
cién-SLD.

| Paso basico |

Supongamos que n = 1. Entonces, A € Ty 1T 1 significa que A +—  es una
instancia basica de un hecho en ; luego, por el Algoritmo de Resolucion-SLD
(ver pagina 43), P U {<— A} tiene una refutaciéon-SLD y asi, A € GGy

| Paso inductivo l

Supongamos que la afirmacién se cumple para (n—1). Entonces, A € Ty 1T (n—1)
implica que P U {<— A} tiene una refutacién-SLD.

Sea A € Ty 1 n. Por la definicién de Ty, existe una instancia basica de una clausu-
la B <— By,...,B, de B, tal que A =0[B] y {0[Bi],...,0[B,]} C Tp T (n —1),

para algin 6.

Por la hipétesis inductiva, cada P U {«— 0[B;]}, 1 < i < g, tiene una refuta-
ci6n-SLD; y dado que cada 0[B;] es un atomo bésico, aquellas refutaciones-SLD
pueden ser combinadas en una refutacion-SLD sin  restricciones de
PBU{«—0[Bi,...,B,]} y por consiguiente, P U {<— 0[B]} también tendrd una
refutacién de este tipo.

Finalmente, dado que A = 0[B], entonces P U {+— A} tiene una refutaciéon-SLD
sin restricciones y aplicando el Lema del umg (pdg. 74), obtenemos una refuta-
cién-SLD de P U {+— A}.

|

1)



Capitulo

Logicas anotadas

Hasta este momento, desarrollamos en los dos capitulos anteriores toda la teoria
necesaria para demostrar que el Principio de Resolucion-SLD en logicas de Primer
Orden es un método deductivo wvdlido y completo, tal como lo exhibimos en la
Seccién 2.5.

Ahora, nuestro propédsito es relacionar y desarrollar toda esta teoria en un tipo de
logica diferente a la estudiada, ya que haremos uso de una anotacién adicional para
la elaboraciéon de férmulas; a estas 16gicas se les conoce como: “ldgicas anotadas”.

Las logicas anotadas son légicas no-clasicas que han contribuido fuertemente
al desarrollo de la programacion logica. Esto se debe a que el conjunto de valores
que puede tomar la interpretacién de sus términos no se reduce al clasico {0,1}
que bien conocemos, si no que lo enriquece tomando sus valores sobre un reticulo
(conjunto parcialmente ordenado), ddndole méas expresividad a las deducciones
realizadas.

Siendo su gestor Subrahmanian[16], quien constituye estas légicas luego de realizar
ciertas modificaciones a la teoria de logicas cuantitativas expuesta inicialmente por
Van Emden[42] en su articulo “Quantitative deduction and its fixpoint theory”. El
introduce un nuevo término; la férmula anotada (6 dtomo anotado) que consiste
de una férmula junto con un valor de interpretacién tomado del intervalo [0, 1].
En general, uno podria anotar con cualquier tipo de conjunto con la estructura
que se nos ocurra.

Buscando una presentacion que sirviera de base para la teoria de logicas anotadas,
se presentaron las légicas P;; haciendo referencia por P a la légica Proposicional
junto con las anotaciones en un conjunto 7 con estructura de reticulo. Un estudio
detallado de las légicas P, se encuentra en Munoz[28].

Sin embargo, como se describié en el Capitulo 1, nuestro avance en la teoria
se desarrollo en légicas de Primer Orden, por ser esta una extension, con mas
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expresividad que la légica Proposicional; por esta razon la terminologia de logicas
anotadas enunciada en este capitulo serda adecuada a légicas de Primer Orden,
justificando asi la gran relevancia del trabajo presentado con anterioridad. A este
tipo de ldgicas se le conocen como ldgicas @, (ver Ortiz[30]) y seran presentadas
en la siguiente seccion.

3.1. Lodgicas anotadas Q.

El sistema @), es la logica anotada basica de Primer Orden, debido a que todo su
desarrollo se realiza en un lenguaje de primer orden, e igual que para las logicas
P,, se considera las anotaciones en un conjunto con estructura de reticulo.

Con base al desarrollo tedrico de la légica de Primer Orden se forma la teoria
para ()., con un hecho muy importante la adjuncién de un conjunto para las
anotaciones y una funcién (negacién) que opere con ellas.

Consideramos un reticulo completo 7 fijo, y una funcién ~ : 7 — 7 también fija,
que representa una negacién para anotaciones. Tanto el reticulo como la funciéon
son en principio absolutamente arbitrarios. De esta manera, estaremos hablando
de infinitos sistemas logicos, puesto que cada sistema depende del reticulo 7 y la
funcién ~.

Definicién 3.1. Un alfabeto anotado, A, consiste de los mismos elementos
de un alfabeto de Primer Orden, es decir, variables, conectivos, cuantificadores y
simbolos auxiliares.

Observacién 35. Tal como lo indica Komendantskaya[18], se permiten varios
conectivos para representar operaciones sobre el reticulo, a saber, seis conectivos
AV, ®, D, ~, =y cuatro cuantificadores 3,V, 11, 3.

Definicién 3.2. El lenguaje de Primer Orden anotado o simplemente len-
guaje anotado, £ de Q),, es el lenguaje de Primer Orden junto con las constantes
de anotacién A, k,w, ..., pertenecientes a 7.

Observacion 36. La definicion de término se emplea con el significado conven-
cional del lenguaje de Primer Orden.
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Definicién 3.3. Si R es un simbolo de relacién de aridad n y & € 7 entonces, el
par R lo llamaremos relaciéon anotada.

Definicién 3.4. Si R es una relacién anotada de aridad n y ty,...,%, son
términos de £ entonces, Rg(t1,- - -, t,) serd llamado dtomo anotado.

Las féormulas para un lenguaje anotado son formadas exactamente como se for-
man para el lenguaje de Primer Orden, reemplazando inicamente la definicion de
atomo por la de atomo anotado, veamos:

Definicién 3.5. Una formula anotada se define inductivamente como:

e Un atomo anotado R (t1,...,t,) es una formula anotada.

e Si & y ® son dtomos anotados, entonces asi lo son (¢ V V), (& A W),(P & V),
(@ W), (~P)y (D).

e Si ¢ y ¢ son férmulas (de primer orden) y (£) es un término de anotacidn,
entonces (¢ V V), (0 A1) ey, (0 D V) ey, (¢ ® 1)y son dtomos anotados.

e Si U es un dtomo anotado y = es un simbolo de variable, entonces las férmulas
cuantificadas (VaxW), (Fz¥), (IIzV), (Xx¥) son atomos anotados.

Como podemos observar el desarrollo de la teoria de las logicas anotadas depen-
den del conjunto de anotacion. En cumplimiento con el objetivo de este trabajo,
de probar la validez y completez de la Resoluciéon-SLD sobre birreticulos, consi-
deramos apropiado describir la estructura del birreticulo en la siguiente seccion,
para luego dar paso a las definiciones de la logica anotada exactamente sobre el
conjunto de anotaciones de nuestro interés.

3.2. Birreticulos (B)

En esta seccion se hablara solamente de los conceptos basicos y algunas de las
propiedades de los birreticulos. Un desarrollo amplio de la teoria de birreticulos
se encuentra en Fitting[4].

Definicién 3.6. Un birreticulo B es una sextupla (B, V, A, @, ®,) tal que
(B,V,A) v (B,®,®) son ambos reticulos completos; y — : B — B es una
funcién que satisface las siguientes tres propiedades:
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® 10 1= ]d37
e — es un homomorfismo de (B, V,A) en (B,A,V), y

e — es un automorfismo de (B, ®, ®).

Observacion 37. La definicion de homomorfismo u homomorfismo de reticulo
se encuentra en Rodriguez[35].

Observacion 38. La funcion —: B — B definida por = (u,v) = (v, u) satisface
las condiciones de la Definicion 3.6. A la funcion — la llamaremos negacion.

Cierto tipo de birreticulos puede ser obtenido formando un producto de dos reticu-
los y esta propiedad hace més facil describir e investigar sus estructuras.

Para las siguientes definiciones, suponga que £1 = (L1, <) y L2 = (Lo, <3) son
reticulos completos, donde L; y L representan dos conjuntos no vacios. Sean
i1, fo elementos arbitrarios del reticulo £; y sean vy, 15 elementos arbitrarios
del reticulo £5. Ademas, sean Ny, U; el sup y el inf definido respectivamente en
el reticulo L£;; y sean Ny, Us el sup y el inf definido respectivamente en el reticulo

L.

Definicién 3.7. Se forma el conjunto de puntos L; X Ly y se define, el orden de
verdad <, y el orden de conocimiento <. sobre L; x Ly como sigue:

o (p1,v1) <y (H2,v2) siy solosipy <y poy va <o 1.

o (p1,11) Ze (2, Vo) siy solosipy <y pig y v1 <o 1.
Se denota la estructura resultante por £1 ® Lo = (L1 X L2, <4y <¢).
En la Definicién 3.7, convenimos en denotar como (u, v) a los elementos de Ly X Lo,
notacion que seguiremos empleando a lo largo de este trabajo, ya que, nuestro

proposito ahora es mostrar que un birreticulo se puede formar por el producto de
dos reticulos.

Habiendo definido £; ® L4, se define las operaciones entre birreticulos como sigue.

Definicién 3.8. Las cuatro operaciones entre birreticulos asociadas con los
ordenes establecidos son A, V, ®, P y se definen de la siguiente manera:
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e Para el ordenamiento <,

* (p1,v1) A (g, v2) = (pn Ny pio, vy Us 12),
* (p1,v1) V (p, v2) = (p Us pig, v1 Ny 12),

e Para el ordenamiento <.

x (1, 1) @ (Ha, v2) = (1 Ny pa, v Ny a),
s (1, 1) @ (o, v2) = (1 Uy fa, 11 Us ).

Las operaciones infinitas con respecto al v- y ¢- ordenamientos, que consisten
simplemente de la aplicaciéon iterativa de la operacién, se denotan respectivamente

por A, Vy @, D

Proposicion 3.1. Suponga que B es un birreticulo distributivo. Entonces existen
reticulos distributivos £; y L5 tal que B es isomorfo a L1 ® Ls.

El resultado de esta proposicién, es bastante significativo, ya que nos garantiza
que todos los avances alcanzados para reticulos se pueden emplear ahora como
birreticulo con la estructura definida por £; ® £5. A continuacion damos un breve
ejemplo de un birreticulo formado a partir de dos reticulos y una representacién
grafica del mismo.

EJEMPLO 46. Considere el birreticulo Bos = L1 ® Lo, definido por

3
‘Cl = ({Oa 7171}7§) :‘CQ

DN —

Y

e~ =

conog}lg

% < 1. Los dos ordenes <. y <, son determinados de acuerdo a
la Definicion 3.

<3
=7
7 para L1 ® Lo y su representacion es la Grafica 3.1.

L 2

Observaciéon 39. En general, el andlogo de los wvalores cldsicos de verdad, 1
(verdadero) y 0 (falso), en nuestro conjunto de valores de verdad son representados
por (1,0) y (0,1) respectivamente, que son el mayor y el menor de los elementos
del birreticulo respecto a <,.
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3.3. Légica anotada sobre B

Grafica 3.1.

3.3.

Birreticulo Bas; (Ejemplo 46)

Légica anotada sobre el birreticulo B

De acuerdo con el comentario de la pagina 78, en esta secciéon haremos la des-
cripcion de las definiciones restantes de la logica anotada, precisamente con sus

anotaciones sobre birreticulos.

Para todas las definiciones de esta seccion, y en adelante para este texto, B denota

un birreticulo.

Definicién 3.9. Un término de anotacion de B, se forma tunicamente de
la siguiente manera: 6 es un elemento (constante) de B, 6 es una variable de
la anotacién (que toma valores en B), 6 tiene la forma (({u1,11),. .., (tn, Vn))
donde ¢ : B" — B es una funcién de anotacion y los (p;, v;), 1 = 1,...,n, son
anotaciones variables y/o constantes.
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Definicién 3.10. Una formula anotada § en B se define inductivamente como:

e Si R es un simbolo de relacién n-ario, ti,...,t, son términos y (u,v) es
un término de anotaciéon de B, entonces Ry .y (t1,...,tn) es una férmula
anotada en B (llamada un dtomo anotado).

e Si & y U son atomos anotados en B, entonces asi lo son (¢ V W), (d A V),
(P W), (2aT), (~ &)y (-®).

e Si ¢y 1 son férmulas (de primer orden) y (u,v) es un término de anotacién
)

de 37 entonces (¢ \ 1/})<M,l/>a (¢ A 77Z))<M71/)7 (¢ S (1,v) s (¢ ® ¢)<M,V> son dtomos
anotados en B.

e Si U es un atomo anotado en B y v es un simbolo de variable, entonces las
férmulas cuantificadas (Vo), (FuW), (IToW), (Xv¥) son dtomos anotados en B.

Observacion 40. Para simplicidad de la notacion se denota arbitrariamente por
R0y al dtomo anotado Ry, (t1, ..., ty).

Definicién 3.11. Un lenguaje anotado en birreticulos £ sobre B consiste
en el conjunto de todas las férmulas anotadas en B construidas a partir de los
simbolos del alfabeto anotado y los términos de anotacién en B.

3.4. Semantica anotada en B

Sea D un dominio de interpretacién para un lenguaje anotado £ sobre el birreticulo

B.

Definicién 3.12. Una estructura anotada en B para £ es un par € = (D, T)
donde D es el dominio de interpretacion de T,y ¥ es una interpretacion
anotada en B para £ que consiste de las siguientes dos aplicaciones:

e La primer aplicaciéon J, que interpreta los elementos del lenguaje de primer
orden que conforma el lenguaje anotado £, asocia:

* a cada sfmbolo constante ¢, un elemento [c]? en D.
* a cada sfmbolo de funcién n-ario f, una funcién [f]? : D® — D, y

* a cada sfmbolo de relacién n-ario R, una funcién [R]* : D™ — B.
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e La segunda aplicacién X asocia a cada término de anotacién (u,v) de B, una
funcién X,y : B — {(0,1),(1,0)}, definida por

(1,0), si(p,v) <c(a,f),

(0,1), en otro caso.

%W,IJ)((Q@ B>) = {

para todo («, 3) € B.

Observacién 41. La aplicacion X es usada para evaluar la interpretacion de la
formula.

La asignacion A es definida de la forma convencional usada en légica de primer
orden.

Por simplicidad de la notacién, se denota por € a la estructura € = (D, %).

Observacion 42. Nuevamente, gracias al Principio de Recursion, se garantiza
la asignacion de un unico valor en D a cada término del lenguaje £.

Definicién 3.13. Sean € una estructura anotada en B y 2 una asignacion para

£. Entonces, a cada término ¢t de £ se asocia el valor T(t) = [t]>* en D como
sigue:
e para un simbolo constante ¢, T(c) = [c|>* = [¢]”.

e para una variable z, T(z) = [z]>* = [z]*.

e para un simbolo de funcién n-ario f, T(f(t1,...,t)) = [f(tr,... . t,)]"* =
[P (]2, .. [ta]™™), donde ty, . .., t, son términos de £.

Definicién 3.14. Sean € y 2l como antes, entonces a cada férmula anotada § de
L, se puede dar un valor de verdad ¥(§) en {(0,1),(1,0)} como sigue:

e Si § es un dtomo anotado R,y (1, ..., t,), entonces su valor de verdad T(g)
esta dado por

* Z(RW,W(tl? s vtn)) = x(u,u) ([R]j([tl]j’m: cee [tn]j’m»-
* T((_'R)(m'/)) T(RNWA) = T(Rmu))-
* T((Riuw))) =~ T(Riuw))-
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e Si § tiene la forma (® ® ¥), donde ® y ¥ son dtomos anotados, entonces
T(P®V)=T(P) ® T(V).

e Si § tiene la forma (¢ ® 1)), donde ¢ y 1) son féormulas de primer orden en

£, entonces ‘I((gb ® ¢)<,W>) = X(uw) (‘E(qb) ® ‘SW))

e Si § tiene la forma Ilz R, (), entonces

(U2 Ry (@) = i) (H[R]j(d)>

deD

Observacion 43. 11 denota un cuantificador en £ y [[ denota la operacion infi-
nita en B, correspondiente a 11 respecto a uno de los ordenes establecidos, ya sean
VoA VLA 6 @,0,, Q. Ademds, [R](d) recibe la interpretacién con respecto
aJ yd= 2" Note que al lado izquierdo de los dos items anteriores, el simbolo
® denota un conectivo binario en £, y al lado derecho denota una operacion del
birreticulo B.

En el primer subitem de la Definicién 3.14; si («, ), un valor constante de B,
es el valor de verdad asignado a Ry, ,)(t1,...,t,) por Jy 2, entonces T(F) =
Xy (o, 8)) = (1,0) si (u, v) <. (o, ), y T(F) = (0,1) en otro caso. En segundo
item, se debe tener cuidado a los dos sentidos en que es usado —. En un caso
se emplea de manera convencional sobre el predicado de la férmula anotada, es
decir, como un conectivo unario de £ y en otro como la funcién definida para B,
es decir, como un homomorfismo de B en B.

Observacion 44. Los conectivos A, V,®,@® y los cuantificadores 3,V, ¥, 11 del
lenguage anotado £ son puestos en correspondencia con las operaciones finitas e
infinitas definidas en el birreticulo B, respectivamente.

Definicién 3.15. Sean € y 2 como antes y x una variable arbitraria del len-
guaje de primer orden £ asociado a £. Se interpretan los cuantificadores de £
relacionados con las operaciones infinitas de B, de la siguiente forma:

o T(xRyn (7)) = Xiuw) (V [R]j(d))

deD

o T(VaRpu(2)) = Xpo (/\ [R]a@)

deD
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'Tmﬂ%w@»zxmw(®UWM0

deD

’5@ﬂ%w@»=fww<@UWW0

deD

donde Ry, ,)(z) es un dtomo anotado de £y d = [z]*.

Observacion 45. Tal como se indicé en la Observacion 39, las definiciones clasi-
cas de formulas satisfacible, insatisfacible, valido y no-valido, son estdndar si los
valores de verdad 1 y 0 en estas definiciones son reemplazadas por (1,0) y (0, 1).

Ahora, presentaremos un conjunto de propiedades semanticas de las férmulas
anotadas que involucran las operaciones entre birreticulos (ver Definicion 3.8);
propiedades que seran de gran importancia para desarrollar las pruebas de validez
y completez del Principio de Resolucion-SLD.

Proposicién 3.2. Sean F|,Fi,..., F, férmulas de primer orden, y fijemos una
interpretacion de primer orden J para ellos. Entonces cualquier interpretacion T
construida sobre J como en la definicién 3.12 tiene las siguientes propiedades:

1) Si T(Fiu.y) = (1,0), entonces T(Fi,-,+) = (1,0) para todo (u*, v*) <. (i, v).

i) T(Figm) ® - ® Fp(up,up>) = (1,0) si, y solo si,
rS"(Fjl (1,v1) D FP </J'p:1/p>) = <17 O> Si? y solo Sia
Tk () N N </~"pzyp>) = (1,0) si, y solo si,
T(F; (u;0)) = (1,0) para todo i € {1,...,p}.

11) Si T(Fy ) © - © Fpu,0,) = (1,0), entonces

T ((F1 © 0 Fp)(wl,yl)@...@wm%))) = (1,0)

donde ® es uno de los conectivos ®, &, A.

1) Para toda férmula F', T(Fo0) = (1,0).

Definicién 3.16. Sean T una interpretacion anotada en B para £ y § una férmula
anotada cerrada de £. Entonces T es un modelo para § si T(F) = (1,0). Se dice
que ¥ es un modelo para un conjunto 3 de férmulas anotadas, si ¥ es un modelo
para cada féormula anotada de 3.
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Recordemos que si § es “cerrada”, su valor de verdad no depende de la asignacion

2.

Definicién 3.17. Sean 3 un conjunto de férmulas anotadas cerradas y § una
formula anotada cerrada de £. Se dice que § es una consecuencia légica de 3
si, para cada interpretacion ¥ de £, T es un modelo para 3 implica que T es un
modelo para §.

3.5. Programas légicos anotados sobre el birre-
ticulo B

En esta seccion definiremos los conceptos necesarios de la programacion logica tal
como lo hicimos en la pagina 21 para el caso clésico, pero ahora apoyados en la
l6gica anotada sobre el birreticulo B.

Definicién 3.18. Un literal anotado es un atomo anotado o la negacién dtomo
anotado. Un literal anotado positivo es un atomo anotado. Un literal anotado
negativo es la negacién de un atomo anotado.

Definicién 3.19. Un programa légico anotado en birreticulos P consiste
de un conjunto finito de cldusulas de programa (anotadas) de la forma:

Ay < Ligwan) - Lt )

onde ») denota un atomo anotado llamado la cabeza de la clausula y
donde A, d i do llamado 1 b de la clausul
L) >y Lnqupyy denota Ly, vy @ +++ @ Ly, v, ¥ es llamado el cuer-
po de la cldusula; cada L;(,, ., es un literal anotado llamado un literal de cuerpo
de la clausula.

Observacién 46. Es necesario mencionar que cualquier programa légico dado
contiene solamente un conjunto finito de anotaciones constantes.

Procedemos a dar una caracterizacién semantica de los programas légicos anotados
en birreticulos que hemos definido.
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3.6. Resolucion-SLD anotada en B

Sean B un programa légico anotado en birreticulos y
O = Baguwn)r s Bplupan)

un objetivo anotado en birreticulos.

Convenimos, por simplicidad, referirnos a 3 simplemente como programa anotado
cuando sea un programa logico anotado en birreticulos y, por ser una caracteristica
permanente en adelante para este trabajo, todos los objetos que se enuncien son
objetos anotados, cuya anotacién pertenece a un birreticulo.

Ademas, tal como se ha empleado desde muchas secciones atras, todos los progra-
mas logicos y las clausulas, usadas en este capitulo, son definidas.

Definicién 3.20. Una respuesta O para B U {O} es, una sustitucién 6 para
las variables del lenguaje de Primer Orden y una sustituciéon X para las variables
de anotacién, presentes en O.

Definicién 3.21. Una respuesta X es una respuesta correcta para P U {O}
si, y solo si,

oA [®<31<u1m)7 s Bplupn)) | = OA By @ -+ @ By )]

es una consecuencia légica de .

Definicién 3.22 (Resolucién-SLD anotada en B).

Sean O @ +— Blwhyﬁ, o ,'Bp<
de la forma:

upovp) UL ODJetivo, conp > 1,y Cy, ..., Cp, cldusulas

Ci: Alw*{,yf) +—— cuerpoy
Co: Ay < cuerpog
Coo: Amuz, vy < cuerpop,

donde cada cuerpo; , denota el cuerpo de la cldusula C;, 7 =1,...,m.

Entonces, el objetivo O* se deriva por Resolucion-SLD anotada de O y Cq,...,Cp,
usando el umg 6\, si una de las siguientes condiciones se cumple:

Definimos a By, 1 <k < p, como el dtomo seleccionado en O para resolverse

¥

Hlka>’
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1) 0 es un umg de By, y A;, para algin j = 1,...,m, y una de las siguientes
condiciones se cumple:

a) 6 X esun umg de (ug, ) y (15, V5);

b) & A[(ur, ve)] y A[(i],v})] son instancias que reciben valores constantes
tal que (u, vr) <c (1, v5);

6
1) 0 esuna umg de By y A;p,..., Aj,,con 1 <ji,....50 <my,

a‘) 0 A es un umg de <:uk77/k> y </JJ;17V;1>7' ) <:u;ftvy;t>;

b) & A[(ur, vi)] y A5, vi)], - - A[(5,, v5,)] son instancias que reciben va-
lores constantes tal que

i) <o (U5 @@ (g wr)) = €D (5 v 0 v)
6
t44) La anotacién del dtomo seleccionado By, es nula, es decir, (ug, vx) = (0,0).

e En el caso (2), O* es el objetivo

O [% Biurn)s - - Blo=1) g1y CUETDOG s Bt a1y win))s - - 73p<ﬂp,l/p>]

y se dice que O* es derivado de Oy C; usando 0.
e En el caso (#i), O* es el objetivo

o)\ [% By - - ,3(;9_1)@%71)7,,(%1)% cuerpoj, , . ..

<oy CUETDOS, 7‘B(k+1)</‘(k+1)7’/(k+1)>’ s 7‘Bp<#p7l’p>]

y se dice que O* es derivado de Oy Cj,,...,Cj,,con 1 < ji,..., 5 < m, usando 6.

e En el caso (#4%), remueva By del objetivo y forme el siguiente objetivo O*
asi,

— Biguw)r s Bl o1y o)) BE+HD) (s osn))? - - -+ Dpltip o)

que es O excepto que este no contiene a By ).

Observacion 47. En el item (iii), la anotacion nula (0,0), se puede interpretar
como el desconocimiento total.
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3.7. Semantica operacional anotada

Definicién 3.23. Una derivacion-SLD de B U {O} esta formado por:
e una sucesion de objetivos Oy, O1, O, .. .,
e una sucesién de conjuntos finitos 81,89, ... de clausulas de B vy,
e una sucesion 011, 0o, ... de umg’s,

tal que O = Oy y cada O, i > 0, se deriva de O; y 8,11 utilizando 6; 1\ 1.

Observacion 48. Los 81,8, ... son una secuencia de conjuntos finitos de clausu-
las de P que intervienen en cada uno de los pasos de derivacion de los objetivos,
a diferencia del caso cldsico de la Resolucion-SLD (ver Definicion 2.6), que com-
prende solamente una secuencia de clausulas de 3.

Al igual que para el caso clasico, una derivacion-SLD se puede clasificar en varios
tipos (ver Definicién 2.7). Nosotros definiremos una derivacion-SLD finita que
finaliza en éxito.

Definicién 3.24. Una refutacion-SLD de B U {O} es una derivacion-SLD
finita de P U {O}, la cual tiene la cldusula vacia O como el dltimo objetivo de la
derivacion.

Observacién 49. Si el ultimo objetivo de la deriwvacion-SLD finita es O,, = 0,
diremos que la refutacion-SLD tiene longitud m.

Definicién 3.25. El conjunto de éxitos (Success Set) de 3, denotado por
&GSy, es el conjunto de todos los dtomos bdsicos tal que su negacion junto al
programa légico tienen una refutacion-SLD, es decir,

SSy ={R € By | PU {<— R} tiene una refutacién-SLD}

donde R denota un elemento tipico de By.

Definicién 3.26. Una respuesta O es una respuesta calculada para PU{O}
si es la sustitucién que se obtiene restringiendo la composicién 0, A, - - - 01 A1 a las
variables de O, donde 6y,...,6, v A\,..., \, es la secuencia de umg’s empleados
en una refutacién-SLD de PU{O} de longitud n.

89



Capitulo 3. Logicas anotadas 3.8. Semantica declarativa anotada en B

3.8. Semantica declarativa anotada en B

En esta seccién, definimos la interpretacién de Herbrand para programas logicos
anotados en birreticulos y presentamos algunas de sus propiedades. En adelante, 3
denota un programa légico anotado sobre birreticulos para £, donde £ esta ligado
al lenguaje de primer orden £ y al birreticulo B.

Definicién 3.27. Un termino bdsico es un término de £ que no contiene
variables. Un término de anotacion bdsico es un término de anotacién de
B que no contiene variables. Un dtomo anotado bdsico es un atomo anotado
de £, cuyos términos en £ y términos de anotacion en B, son basicos.

Definicion 3.28. El Universo de Herbrand ly para P es el conjunto de
todos los términos bdsicos que pueden ser formados a partir de las constantes
y simbolos de funcién de L. En el caso que £ no tenga constantes, se adiciona
alguna constante, una dicha, para formar los términos béasicos.

Observacién 50. Como en el caso cldsico, iy es finito si, y solo si, no aparecen
simbolos de funcion .

Definicién 3.29. Una #nstancia bdsica es una instancia en la cual el reemplazo
simultaneo de cada ocurrencia de una variable, en una expresién dada, se hace
por los elementos de $g.

Definicion 3.30. La Base de Herbrand anotada By para P es el conjunto
de todos los dtomos anotados bdsicos formados a partir de, las instancias basicas
de los atomos de L y los términos de anotacién basicos de B. En el caso que £
no tenga anotaciones constantes, se adiciona alguna constante de anotacién, una
dicha, para formar los términos de anotacién basicos.

Observacién 51. Igual que en el caso cldsico, By serd infinito si, y solo si, Ly
es infinito.

Definiciéon 3.31. Una estructura anotada en B de Herbrand para B es
un par € = (Ly, Ty), donde Uy es el dominio de interpretacion de Tq, y
Ty es una interpretacion anotada en B de Herbrand (o simplemente una
$Hp-interpretacion) para P que consiste de las siguientes dos funciones:
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e La primer funcién Jg, que interpreta:

x a cada simbolo constante ¢ y a cada simbolo de funcién n-ario f, por ellos
mismos, es decir, [c]™ =cy [f]"" = f, ¥

* a cada stmbolo de relacién n-ario R, una funcién [R]% : $y™ — B.

e La segunda funcion X tal como se defini6 en 3.12.

Observacion 52. Note que las constantes y las funciones tomadas pueden ser
tanto de L como de B.

Una $g-interpretacion fija el dominio y la interpretacion para los simbolos cons-
tantes y simbolos de funcién de 3, pero deja libre la interpretacion de los simbolos
de relacién. Por lo tanto, hay tantas $g-interpretaciones de 3, como interpreta-
ciones podamos definir de los simbolos de relacién.

Por esta razén se adopta, convenientemente, definir una $)g-interpretacion por
la interpretacién que se asigne a los simbolos de relacién. De esta forma cada
subconjunto de la base de Herbrand By nos definird una $)z-interpretacion.

Definicién 3.32. Una $)g-interpretacion para P, es una interpretacion
Ty : By — B, definida por:

Ty = {R<,u,u>(t17 s atn) € sB‘B | T, (Rw,zz)(th s atn)) = <170>}

donde Ry, ,y(t1,...,t,) denota un elemento tipico de By.

Una $Hp-interpretacion asocia simultdneamente cada simbolo de relacién n-ario en
B con un unico simbolo de relacién n-ario en iy.

Definiciéon 3.33. Sea P como antes. Un modelo anotado en B de Her-

brand (o simplemente un $)g-modelo) para B es una Hz-interpretacion que es
un modelo de ‘B.

Observacién 53. Cada una de las $Hg-interpretaciones constituyen un Hz-modelo
para el subconjunto de By que representa.

Observacion 54. By siempre serd un Hp-modelo de B, para todo P. & serd un
Hz-modelo de P si, y solo si, P no posee hechos.
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Dado que los $)z-interpretaciones son subconjuntos de By, se puede definir un
orden parcial en .6%3, la relaciéon de inclusion C. Entonces, .‘7)%3 tiene estructura
de reticulo bajo el orden parcial C. Esto permite pensar en la existencia de un
elemento minimo. Para el desarrollo de nuestra teoria estamos interesados en el
elemento minimo de 5513 que sea $Hp-modelo.

Definicién 3.34. Sea B como antes. La interseccién de todos los $Hg-modelos
para ‘B serd el modelo minimo de Herbrand y se denota por IMiy.

3.9. Semantica de Punto Fijo anotada en B

En esta seccién, se define el operador semantico 7y y se muestra como caracterizar
los modelos minimos de 3 usando Typ.

Para las siguientes definiciones, sean £ un reticulo completo (aunque se puede de-
finir para cualquier conjunto parcialmente ordenado) y 7 : £ — £ una funcién.

Definicién 3.35. 7 es una funcién mondtona si, y solo si, para todo a,b € L
se tiene que a < b implica T (a) < T (b), donde < denota el orden definido en L.

Definicién 3.36. 7 es una funcién continua si, y solo si, 7 es mondtona y

preserva supremos sobre cadenas, es decir, para todo cadena a; < as < ...en L
se cumple que
T ( | ] ai> = |7 (@)
i>0 i>0

donde | | se refiere al supremo de los elementos.

Definicién 3.37. Sea a un elemento de £. Diremos que a es un punto fijo de
T si, y solo si, T(a) = a.

Definicién 3.38. Sea a un elemento de £. Diremos que a es el menor punto
figo (mpf) de T si, y solo si, para todo otro punto fijo b de T, a <b.
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A continuacién, se define el operador semantico 7y , se prueba su continuidad y
se muestra que 7y calcula el modelo minimo de Herbrand, 9y, es decir, calcula
las consecuencias logicas de un programa légico anotado en birreticulos .

Sea B un programa légico anotado en el birreticulo B y .613 el conjunto de todas
las $)p-interpretaciones para ‘.

Definicién 3.39. El operador semdntico Ty para B es una funcion
Ty : 9% — 93
definida por:
Ty (93) = { Ry € By tal que se puede dar

(1) Ruywy <— Liguyn)s-- - ann vp) €5 Una instancia bésica de una clausula en 3,

tal que existen {(u], V1> ., {u,,,v,) anotaciones que satisfacen {L,, sy

Loyt € 9s, y para cada (15, ;) se tiene que (u;, vi) <. (5, v;),
0

(7i) existen dtomos anotados bdsicos Ry i), Ruzry € $Hp tal que
(ov) <c ((pi, 1) ® -+ @ (up,vi) 3

El item (7) refleja la propiedad indicada en la proposicién 3.2 item (7). El item (i)
refleja las propiedades indicadas en la proposicién 3.2 item (i) y (ii7). Ademés,
el item (7v) de la proposicién 3.2 asegura que para cada férmula F, F gy € s,
y se asume esta propiedad de $H3 para el resto de este trabajo. Por lo tanto, se
asume que cada $)p-interpretacion contiene todos los atomos anotados basicos de
la forma Fg o) antes de cualquier aplicacién del operador semantico.

Consideremos la siguiente sucesién (transfinita) creciente de $)p-interpretaciones
Tp10=0
Tp 11 ="Tp(Ty 10) =Tp(2)
Tp 12 =Ty(Ty 11) = T(Tn(2))
Tp 13 =Tp(Tp 12) = Tp(Tp(Tx(2)))

TpTi=Tp(Tp 1 (i —1))

%Tw—URTz—sup{Tk )/k € N}

=0
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siendo
Tpt0CTpt1CTpt2C - CTytiC - CTptw
o de manera equivalente,

& C Tp(@) C Tp(Ty(2)) € -+ C Tp(@) C -+ C sup { Ty (@) /k € N}

Se observa que cuando para algin i se cumple que Ty 1@ = Tp(Tp T (1 — 1)),
entonces Ty T ¢ es un punto fijo de Ty y se cumple que Ty Tw = Ty 11
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Capitulo

Validez y Completez de la
Resolucion-SLD anotada en ‘B

Hemos presentado la Resolucién-SLD en la Seccion 2.1 y se realizaron las pruebas
de validez y completez en la Seccion 2.5, todo esto sobre logicas de Primer Orden;
luego, describimos una nueva logica, llamada légica anotada, y desarrollamos su
teoria en el Capitulo 3, para lo cual decidimos emplear en el conjunto de anotacio-
nes, la estructura de birreticulo. En esta capitulo, por ser consecuencia directa de
los capitulos anteriores, emplearemos la misma notacién usada hasta el momento.

Lo que haremos serda demostrar que el Principio de Resolucién-SLD en légicas
anotadas sobre birreticulos, es vdlido y completo; con base en la Definicion 3.22,
que describe la manera de operaciéon del algoritmo de Resolucién-SLD y el desa-
rrollo presentado en el caso clasico del Capitulo 2. Todo esto presentado como una
reconstruccién del trabajo desarrollado por Komendanskaya[20, pag. 153-157].

4.1. Validez de la resolucion-SLD para progra-
mas légicos anotados en birreticulos

Tal como hemos indicado a lo largo de este trabajo, nuestra interés se enfoca en
el desarrollo tedrico de un método deductivo sobre programas légicos definidos y
por ende, sobre clausulas definidas; ademas, nuestro conjunto de anotacién es un
conjunto con estructura de birreticulo, tal como se expuso en la Seccién 3.2.

El propésito en esta seccién, es demostrar que el Principio de Resolucién-SLD
anotado sobre birreticulos es también, como el caso clasico (ver Teorema 11), un
método deductivo valido. El siguiente teorema muestra que los calculos ejecutados
por el algoritmo de resolucién-SLD anotado son correctos.
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Teorema 13 (Validez de la Resolucién-SLD anotada).

Cada respuesta calculada para B U {O} es una respuesta correcta para P U {O}.

Demostracion.

Sean O : < Bign)s -+ Bpiupyy €l objetivo y O una respuesta calculada
para P U {O}, donde 6y,...,0, v \i,..., A\, es la secuencia de umg’s empleados
en una refutaciéon-SLD de PU{O} de longitud n.

Tenemos que probar que

oA [®(Bl<u1,m>v - ,Bp<up,yp>)} = 0N [Biguy o) @+ @ Byl )]

es una consecuencia logica de . Lo haremos aplicando induccion sobre la longi-
tud n de la refutacion-SLD.

| Paso basico |

Supongamos que n = 1, esto significa que el objetivo es de la forma:
O — wa
y una de las siguientes condiciones se cumple:

i) ‘B tiene un hecho, de la forma Aj(u;w}‘) +— , para algin 1 < j < m, tal que

a) 6 A[p, )] = Al(j, v;)]
b) 6 A[(u,v)] y A[{u}, )] son instancias que reciben valores constantes tal
que </J“7 V> SC <N;7 V;)

6
1) P tiene cldusulas de la forma:

Ajiius )

Ajous, i) €

<—

Jt <M;t’u;t>

con 1 <ji,....5 <m,tal que 0[B] = 0[A; ] =---=0[A;]y,
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a) 6 Al(p, V)] = Mlpj,, i) = - = Alwj, v3,)]
b) 6 A[{u1, )] vy A[{uf, vD)], ..., A[{u}, ;)] son instancias que reciben valo-
res constantes tal que (u1,v1) <¢ @ ({15, 15), - (W5, v5)).

6
ti1) La anotacién de B es (u,v) = (0,0), es decir, el objetivo es de la forma

O: < B<070>

Supongamos que se cumple (¢.a). Dado que OA[A;(,: x| es la instancia de una
clausula C;, 1 < j <'m, de B, entonces GA[A; 3G ] es una consecuencia légica de
B; por consiguiente, OA[B,,.y| es una consecuencia légica de .

Supongamos que se cumple (¢.b). Dado que OA[A;, )] es la instancia de una

clausula C;, 1 < j < m, de B, que 0[A;] = 0[B] y que ( v) <. (uj,v}), entonces
por el item () de la Proposicién 3.2, concluimos que OA[By,,,,] es una consecuencia

logica de ‘.

Supongamos que se cumple (#2). El caso (é¢.a) se prueba andlogamente al punto
(i.a). Para el caso (i2.b), dado que todas

O\ [Aj1<“;1’l’;1> — }
O [Aj2<u;27y;2) — }

O\ [.Ajt (w3, v3,) — }

son instancias de hechos de *B, cada una de ellas son consecuencias légicas de ‘.
Aplicando la Proposicién 3.2 item (2¢) tenemos que (“431< s ) D -DA,;, “Jw”;ﬂ)
es una consecuencia logica de B. Ahora, usando primero el item (44), con el
hecho que 0[B] = 0[A;,] = --- = 0[A;,]; y luego el item (2), con el hecho que
() <o (w3, v5) @ -+ @ (u3,,v7,)), concluimos que A [By,,y| es una conse-
cuencia légica de ‘B.

Finalmente, en el caso (ii2) aplicamos el item (év) de la Proposicién 3.2 y con-
cluimos que A0 [B<W>} es una consecuencia légica de ‘P.

| Paso inductivo |

Supongamos que el resultado se cumple para respuestas calculadas obtenidas de
refutaciones-SLD de longitud (n — 1).
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Supongamos que 611, ..., 0,\, es la secuencia de umg’s usados en una refutacién-
SLD de P U {O} de longitud n.

1) Supongamos ademds que el primer paso en la refutacion-SLD de longitud n
fue hecho de la misma forma expuesta en la Definicién 3.22 item (z), y sea
A wzy $— cuerpo; la primer cldusula de entrada, tal que

en T 92 91 [Alm’l‘,ui‘)] - 9 92 91[6k ke Vi) ]

para algun By, .,y en O. Por la hipdtesis inductiva,

87’7,)\7’7, e 01>\1 |:® (Bl (p1,v1) B(k 1)( H(k—1)Y(k— 1)> y CUETPOY,

B(k+1)<u(k+1)vl’(k+1)>’ s 7Bp<#p:1’p>)]

es una consecuencia logica de 3, debido a que solamente son necesarios
(n — 1) pasos para obtener una refutacién-SLD en esta férmula. Entonces,
por la Proposicion 3.2 item (i), 0,\, - - - 01\ [cuerpol] es una consecuencia
l6gica de B. Por consiguiente, 0, - - 011 [A1(:,5)] es una consecuencia

logica de ‘P.

Ahora, por el item (2) de la Definicién 3.22, puede ser que:
6 Ao Ao Mi[(pw, vi)] = An - Ao A (g, 7))

y en este caso, evidentemente 0,A, - 01 A1[Byu, )] €8 una consecuencia
logica de P;

6 An s Ao A [(pone, V)] v A+ - Ao A [(ef, v7)] son instancias que reciben valo-
res constantes tal que (g, vx) <. (13, vf); y por la Proposicién 3.2 item (2),
se tiene que O\, - - - 01 A1 By, 1,)] €5 una consecuencia légica de B.

1) Supongamos que el primer paso en la refutacién-SLD de longitud n fue hecho
de la misma forma expuesta en el item (i) de la Definicién 3.22, y sean

Aﬂmn vz} Cuerpo;,

'AJ2<

3, ) CUETPOj,
Aji s, wr) $— cuerpo;,

con 1 < ji,...,j: < m, las clausulas de entrada. Seleccionamos By, .,) de
O para este paso de la refutaciéon-SLD. Por la hipétesis inductiva,

O\ -+ - 010 [® (31 (rn)s - - > Ble—1)( Vb (k1) (1) » CUET DOy s - .

s CUCTPOG, s Bker1) g 1y s y) s - - vawp,Vp))]
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es una consecuencia logica de 3, debido a que solamente son necesarios
(n—1) pasos para obtener una refutacién-SLD en esta férmula. Por consi-
guiente, O, - - - 01 \1[cuerpoj, & - - ® cuerpoj,] es una consecuencia logica
de *B. Lo cual implica que

O -+ 01 A |:-/4j1<,u,;1 ,y;l>:| yoey On Ay oo O |:‘Ajt<ll;tvl’;t>i|

son consecuencias légicas de . Luego, por el item (2¢) de la Proposicion 3.2,

O - 01\ [Ajlw,*-lvu;y DDAy, 7u;t>]
también es una consecuencia légica de 3; y dado que
Op - 0s01[Aj] = =0, 0301[A;,] = 0, - 0560, By]

y aplicando el item (22¢) de la Proposicién 3.2, se tiene que

O\, - 01\ [A

(g, ) @ @ (3,.07,))

es una consecuencia légica de ‘B.

Ahora, por el item (22) de la Definicién 3.22, puede ser que:

o) )\n)\z )\1[<uk,yk>] = )\n>\2 >\1[<M;17V; >] =...= )\n"')\2 )\1[<u;t,y;t>]

y en este caso, evidentemente 0,\,, - 011 [By, )] €8 una consecuencia
logica de *P;

0 >\n s )\2 )\1[<,U/k7yk>] y )\n s )\2 )\1[</L;1, V;H, ceey )\n s )\2 AlK/JJ;t’ V; >] son
instancias que reciben valores constantes tal que

</’['k7’/k:> <c (<M;17V;1> S <M;kt7yj*>)
y por el item (2) de la Proposicién 3.2, se tiene que O\, - - - 011 By )]

es una consecuencia légica de ‘B.

Finalmente, podemos aplicar el mismo argumento para el resto de los dtomos
Bl(uhw)’ s 7B(k*1)<ﬂ(k—1)w(k—1)>’ B(k+1)<ﬂ(k+1),l'(k+1)>? s >Bp<ﬂpyl’p> de O.

Por lo tanto,

A [@ (B )] = 8+ 0@ Bt By

es una consecuencia légica de 3.
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Tal como se demostré en el Corolario 11.1, parte de la relacién existente entre
el conjunto de éxitos y el modelo minimo de Herbrand de un programa légico
definido; haremos lo propio en el caso anotado.

Corolario 13.1.

Para un programa anotado B, el conjunto de éxitos de P esta contenido en el
modelo minimo de Herbrand de B, es decir, GGy C mm$Hgy.

Demostracion.
Sea R,y € By y suponga que P U {<— R,,)} tiene una refutacién-SLD.

Por consiguiente, existe una respuesta calculada X para P U {<— R,y }. Por el
Teorema 13, O es una respuesta correcta para PU{«— R,y }; luego, OA[R )] es
una consecuencia logica de . Pero R,y es una instancia basica de una clausula
en B, debido a que Ry,,) € By, entonces OA[R )] = Ry, es decir, OX = €
(sustitucién identidad) y asi, R,,) es una consecuencia légica de B, es decir,

P = R
|

Hasta aqui, hemos probado que el algoritmo de resolucion-SLD anotado para pro-
gramas 16gicos definidos anotados en birreticulos es wdlido. La siguiente seccion
finaliza la discusion formal de los programas légicos anotados en birreticulos mos-
trando que el algoritmo de resolucién-SLD para estos programas es completo.

4.2. Completez de la resolucién-SLD para pro-
gramas légicos anotados en birreticulos

Tal como lo desarrollamos en la Seccién 2.5, nuestro siguiente proposito es demos-
trar que el Principio de Resolucién-SLD anotado sobre birreticulos es también un
método deductivo completo; para esto haremos uso del Lema 3 de la pagina 74.

El siguiente teorema de completez extiende el Teorema 12 correspondiente al caso
clasico.

Teorema 14 (Completez de la Resolucién-SLD anotada).

Sea P un programa anotado. El conjunto de éxitos de B es igual al modelo minimo

de Herbrand de ‘B, es decir, EGyp = mm$yp.
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Demostracion.
Por el Corolario 13.1, es suficiente probar que mm$)y esta contenido en GGy.

Supongamos que R, ,) estd en mm$y. Por el Teorema 10, R,y € Ty T n, para
algin n € w.

Afirmamos que R,y € Ty T n implica que P U {<— R, } tiene una refuta-
cién-SLD y, por tanto, que R, estd en el conjunto de éxitos.

Probaremos esta afirmacién aplicando induccion sobre la longitud n de la refuta-
cién-SLD.

| Paso basico |

Supongamos que n = 1. Entonces R,y € Ty T 1, significa que 6 Ry, ,) «— es
una instancia bésica de un hecho en B 6 (i, v) = (0,0); y en ambos casos, por los
items (¢) y (¢¢2) de la Definicion 3.22, PU{<— R, } tiene una refutacién-SLD.

| Paso inductivo l

Supongamos que la afirmacién se cumple para (n —1). Asi, Ry € Tp T (n—1)
implica que ‘P U {<— Ry, } tiene una refutacion-SLD.

Sea R,y € Ty T n. Por la definicién de Ty, se cumple uno de los siguientes casos:

i) Existe una instancia basica de una clausula By« <— Bijuim)s -+ > Bplupay)
de % tal que R = 0[B], (1,v) = Al(u*,v")] v

0 Biisn] -0 [Bpm;;,u;)} €Tpt(n—1)
con (i3, vi), ..., (1, vy) tal que:
Mg, vi)] <e (@5, vi) , para j € {1,...,p}.

1) Existen dtomos anotados basicos R, v1)s-- - Riugwy) € Tp T (n — 1) tal que
<N7 V> <c (<M17 V1> b---b <,Ltq, l/q>).

Supongamos que se cumple (z). Por la hipétesis de induccién, cada
B U {¢— 0Bju: ]} para j € {1,...,p}, tiene una refutacion-SLD.
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Queremos probar entonces que B U {<— OA[B;,,.,)]} tiene una refutacion-SLD,
para j € {1,...,p}.

Consideremos la refutacién-SLD del objetivo O : «— 6[Bj( ,n]. De acuerdo a
la Definicion 3.22, existen dos formas en las cuales O puede ser derivado.

Caso 1

Existe una cldusula D,/ <— cuerpo en P tal que 0[B;] = 0[D] y (1}, v;) <.
A{p',v")]. Teniendo en cuenta que A[{u;, v;)] <. (17, v7), por transitividad de <.,
concluimos que A[{u1j, v;)] <. A[(it’,v)]. Pero entonces, por el item (i) de la Defi-

nicion 3.22, el objetivo  +— 6\ [Bj<“j7,,j>} recibird una refutacién-SLD.
Caso 2

Existen clausulas D, (il ]y S CUerpoy ;. ... s Do 4y € Ccuerpon, en P tal que

0[B;] = 0[Di] = - = 0Dl v (u5,5) <c (MG 11)] @+ & A [{pary, vin)])-
Dado que A (15, v5)] <. (¢}, V}), tenemos que

Mg vl <o (MG @ - @ A [ via)])

Asi, por el item (¢4) de la Definicién 3.22, el objetivo  +— 6X [Bj
bira una refutacién-SLD.

ujﬂ/j)} rect-

Supongamos que se cumple (iz). Usando la hipétesis inductiva, cada uno de
los PU {<— R<u1,u1>} e BU {<— wap)} tiene una refutacion-SLD. Esto sig-
nifica, de acuerdo a los items (2) y (¢¢) de la Definicién 3.22, que existen clausulas
(solo las necesarias) Rz .+ <— cuerpoy,... s Rz vy ¢ cuerpoy , tal que para
cada R, ;) se cumple uno de los siguientes casos:

o M(pivi)] <e M[(ul.vp)]. En este caso, P U {<— cuerpo’} tiene una refuta-
cién-SLD.

o0 A\ [(uivi)] <c AN[(ui,v;) @ - @ (uj,v})]. Entonces
P U {<— cuerpoj , ..., cuerpo;}
tiene una refutacién-SLD, para algun 7.t € {1,...,q}.

Combinando todas aquellas refutaciones-SLD para ¢ € {1,...,p}, obtenemos
una refutacion-SLD de P U {(— O [cuerpo’{, o muerpoﬂ } Pero entonces, de
acuerdo a la Definicién 3.22; items (2) y (i), existe una refutaciéon-SLD para
VU {% O [R< >] }, donde A [(u', 1/')] es alguna anotacion tal que

MW D] <e (i) @ - @ X [, 3)]) (+)
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donde, en particular,

A [(,ul,yl>] <e M5, v))] (en el caso ®) &

A [(,u/, V/>] <A v @ (u )] (en el caso ee)
para j,t € {1,...,q}.

Ahora, teniendo que:
6 cada A [(pi, 1)) <e A [(,uj, y;ﬂ,
6 cada A [(ui, vi)] <e N[5, v5) @ - @ (i, )],
parai € {1,...,p} vy j,t € {1,...,q}; se concluye, por la monotonia de @, que

A, )] @ @ My, p)]) <c (At v @ @A [{ug,v)]) (%)

Pero entonces, por la Definicién 3.22; item (), la condicién () implica que, para
cada anotacién constante (u®, v°) tal que

<MQ7V<>> = /\[<'u<>7y<>>] <c <)‘ [(MT:VD] B DA [<MZ»V;>D

existe una refutacion-SLD para B U {(— O [R<Mo7,jo>} }; de (%), vemos que en
particular se cumple, para todo (u°, v°), que

(1, v%) <e (M, )] © - @ A [, v)]) -

De acuerdo al item (¢¢) supuesto, entre tales (u°, v°) estarda (u®, v°) = X [(u, v)].
Por lo tanto, concluimos que P U {<— X [R(,,y]|} tiene una refutacion-SLD sin
restricciones. Finalmente, aplicamos el Lema 3 para obtener una refutacion-SLD

para P U {<— Ry }-

4.3. Conclusiones

Como observamos a través de todo este trabajo, el Principio de Resolucion-SLD
es una estrategia muy refinada de deduccion, soportada por la logica de Pri-
mer Orden, goza de facilidades para su implementacién y permite adecuadamente
extender todas sus propiedades a las logicas Anotadas. Ademads, empleando la
estructura de birreticulos se logré enriquecer aun mas la estrategia de deduccion
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respecto a la presentada por Kifer y Subrahmanian en Theory of Generalized
Annotated Logic Programming and its Applications[16].

Se presentd detalladamente el algoritmo de Resoluciéon-SLD anotado sobre bi-
rreticulos, se contempld el manejo de variables en las anotaciones y se generalizo la
seleccion de las clausulas elegidas para cada paso de la resolucién, a diferencia de lo
expuesto por Komendanstkaya[20], en la cual se asume un orden pre-establecido.

Al igual que para el caso clasico se define y se formalizan las seménticas Opera-
cional, Declarativa y de Punto Fijo, enriqueciéndola asi,

e Se defini6é una aplicacién X que interprete los términos del conjunto de anota-
cion, empleando primero lo presentado para el caso clasico sobre la asignacion
de valores para las férmulas de Primer Orden sobre elementos del birreticulo y
luego, con los valores obtenidos para las férmulas, interpretarlos por medio de
la nueva aplicacién con la anotacion de las férmulas en la logica Anotada; ga-
rantizando que se cumpla un minimo de informacién, visualizado como valores
en el birreticulo, para que la férmula anotada sea interpretada como verdadera.

e La inclusion de una propiedad en la definicién del operador de consecuencia
inmediata 7y, que permite para el caso anotado incluir todos las consecuencias
logicas resultantes de un conjunto definido, situacion que no alcanza a cubrir
el operador clasico y deja atomos por fuera de las posibilidades de interpreta-
cion. Este hecho resulta ser muy relevante, ya que por medio de este “nuevo”
operador es posible, como vimos en la prueba del Teorema 4.2, demostrar la
completez del Principio de Resolucion-SLD anotado.

Se enuncié como referencia el lenguaje de programacién PROLOG, que imple-
menta la estrategia de Resolucién-SLD y nos orienta en la percepcién del gran
alcance que tiene este estrategia en el campo computacional y por ende en la in-
genierfa, tal como lo exhibe en su Tesis de Doctorado Komendantskaya[17] sobre
redes neuronales.

Finalmente, con base en la teoria de birreticulos expuesta en el Capitulo 3, la
interpretacion de los valores de anotacion se realizan en general empleando el or-
den de conocimiento <., en el cual se toma siempre los valores que sean mayores
simultaneamente que otros; acordado asi por Komendantskaya para quien resulta
mas significativo tener mas informacion representada en los valores de la anota-
cién. Sin embargo, considero que es mas adecuado emplear el orden de verdad
<, en el cual se elige el valor mayor en el primer término de la anotacién y el
menor en el segundo término de la anotacion, siendo consecuente con el criterio
interpretativo asignado a los valores de las anotaciones, donde se dice que el pri-
mer termino hace referencia al valor “a favor” y el segundo término al valor “en
contra” de la posibilidad de que ocurra el evento representado por el atomo de
Primer Orden.
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Apéndice

Ejemplo Final

El propésito de este capitulo es ilustrar por medio de un ejemplo la manera en que
se utiliza el algoritmo de Resolucién-SLD para programas logicos anotados sobre
birreticulos, aprovechando el hecho, expuesto en el Capitulo 4, que este método
deductivo es valido y completo.

Komendantskaya[pag. 146][20], uso un ejemplo sencillo referente a la situacién
presentada en un aeropuerto en el cual se quiere implementar un programa que
pueda tomar decisiones, sin supervision humana, sobre si se retrasa el aeropuerto
o se cancela un vuelo. Este programa trabaja con base a los datos que se obtienen
a través de la acumulacion de informacién de las previsiones meteorologicas to-
madas de diferentes fuentes. Estas fuentes pueden dar informacién inconsistente
o incompleta, que se recoge en la base de datos del programa.

Para nuestro ejemplo, emplearemos la situacién presente en las salas de sistemas
de la Universidad del Valle, para lo cual deseamos implementar un programa que
decida, sin supervisiéon humana, cual es la posibilidad que tiene un usuario de
hacer uso de un computador. Este programa trabaja con base a los datos que se
obtienen a través de la acumulacion de informacion de los registros de las visitas
de usuarios durante un periodo establecido.

A.1. Planteamiento

La Universidad del Valle estd interesada en optimizar el servicio de los compu-
tadores institucionales. Para esto ha decidido emplear una estrategia de Reso-
lucién-SLD sobre légicas anotadas en el birreticulo Bos (ver Grafica 3.1), que
permita agilizar y priorizar el servicio dependiendo de las condiciones académicas
del estudiante y de las condiciones de servicio de la sala.

105



Apéndice A. Ejemplo Final

A.1. Planteamiento

Las decisiones realizadas por el programa son calculadas con base en el registro
historico de utilizacién de los computadores en sus respectivas salas en los dos

ultimos semestres.

Las anotaciones (u, ), tomadas del birreticulo Bos, se interpretan como: p es el
valor a favor y v es el valor en contra, de que suceda el evento.

Con este objetivo en mente, emplearemos el siguiente lenguaje:

VARIABLES CONSTANTES

[E] Estudiante  [Fy| Est. de Humanidades
[Ec| Est. de Ciencias
[E;] Est. de Ingenieria

[J] Jornada [/p] Jornada Diurna

[Jx] Jornada Nocturna

[S] Sala [Sp] Sala de Biblioteca
[Sc| Sala de Ciencias

[S;] Sala de Ingenieria

[H] Horario [H ] Horario de la Manana
[Hr] Horario de la Tarde
[Hy] Horario de la Noche

DESCRIPCION

Caracteriza al estudiante segun
la facultad que pertenece. Se des-
tacan 3 facultades: Ciencias, In-
genieria y Humanidades.

La jornada académica en la cual
el estudiante de cierta facultad
estd matriculado. Las jornadas
en estudio son:

x Ciencias: Diurna.
x Ingenieria: Diurna.

*+ Humanidades: Nocturna.

Caracteriza las salas de sistemas
en las cuales se prestara el servi-
cio. Se destacan 3 salas: Bibliote-
ca, Ciencias e Ingenieria.

Horarios establecidos en los que
presta el servicio las salas de sis-
temas; a saber:

x Ciencias: Manana.
* Biblioteca: Tarde y Noche.

x Ingenieria: Tarde.
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Apéndice A. Ejemplo Final A.2. Programa

PREDICADOS DESCRIPCION

[ S] Servicio (E, J, S, H) El estudiante de cierta jornada
académica, utiliza el servicio de una
sala de sistemas en cierto horario.

[ EJ | EstudianteJornada (E, J) El estudiante esta matriculado en
cierta jornada académica.

[JHO | JornadaHorario (J, S, H) Para determinada jornada académica
se presta el servicio de una sala en un
horario establecido.

[ HS '] HorarioSala (H, S) En un horario se puede acceder al ser-
vicio de una sala.

[ DHO | DisponibleHorario (E, J, H) El estudiante matriculado en una
jornada académica, tiene acceso a un
computador en cierto horario.

A.2. Programa

En esta seccién haremos la presentacion formal de nuestro programa légico defi-
nido anotado ‘B sobre el birreticulo Bos.

Debemos destacar tres condiciones relevantes en la interpretacion de las respuestas
calculadas por el siguiente programa,

e Primero, existen tres situaciones (que las llamaremos perfiles) que describen
la situacién ideal (entiéndase por ideal lo mas adecuado para el cumplimiento
del objetivo del programa), para cada uno de los sujetos en estudio. A estos
perfiles les asignamos la anotacién (1,0) que serd interpretada como todo a
favor y mada en contra.

e Segundo, las anotaciones nulas, a saber (0, 0), se deben interpretar como eventos
que no satisfacen ninguna de las posibilidades del programa, es decir, situacio-
nes que no existen bajo las condiciones inducidas por la base de datos.

e Por tultimo, la regla de computacion consiste en elegir el literal mas a la iz-
quierda del objetivo a resolver.
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Cr: S<1 o (Ec,Jp,Sc,Hy) «— O
Cs : o (Er,Jp,Sr,Hr) «— 0
Cs: S<0 v (B, Jn,Sc,Hyr ) +— O
Cy: S<1 o) (En,Jn,Sp,Hy) «— O
Cs - y (E,J,S,H) — EJ., (B.J),HS ., (HS),.
JHO ., (J,5, H) , DHO o) (E, JH)
Co: EJ 00 (Ec,Jn) «— b
Cr: EJ 0 (Er,JN) +— O
Cs: EJ 00 (En.Jp) «— O
Co EJ ) (E7J) +«— O
Cio: HS 00 (Hu,SB) «— O
Cii: HS o0y (Hm,Sr) «— U
Cio: HS (00 (Hn,Sc) «— U
p=1<Cs: HS ;o (Hn,Sr) «— 0
Cia: HS 00 (Hr,Sc) «— O
Cis: HS ., (H,S) «— O
Cic: JHO s, (J.S,Hy) — « O
Civ: JHO 3, (Jp,S.Hr)  «— O
Cis: JHO y,, (J, S, Hy) O
Cio: JHO 1, (Jn,S1,H) «— u
Co: JHO (3, (JIN,SB,H) «—
Co1: DHO (1 (Ec,Jp,Hr) «— O
Cop: DHO . (E,Jp Hy) +— O
Ces: DHO (1) (EI,JD,HM) «— O
Caa: DHO 1y (Er,Jp,Hr) +«— O
Css: DHO s (Eg,J,H) ¢ O

A.3. Resolucion

Objetivo 1

Oy : — S(,u,u)(EHaJNasIvHT)

. Cual es la posibilidad de que un estudiante de la facultad de humanidades de
la jornada nocturna, utilice el servicio de la sala de sistemas de ingenieria en el
horario de la tarde?
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A.3. Resoluciéon

C5Z

Oo: «— S (Eu,Jn,Sr, Hr)

91: {E‘EH 7J|JN 7S|SI ’H|HT} )‘126
01: A EJ(,LL,V)(EijN)a X
HS (., (Hr,S1), *
JHO (., (I, S1, Hr)
DHO .y (En,JNn, Hr)
0o = {5y " lon } \/\26
Oy: <— HS,, (Hr,Sr), .-
JHO (. . (JN,SI;HT)7
DHO () (Ew, In, Hr)
03 = |HT ) |SI |/\3 =c
Os: «— JHO ., (Jx, Si, Hr) =

DHO <u,u) (EH;JN;HT)

S(H’,,>(E,J,S,H)<— EJ<

94:{H‘HT} /\4:{u|é.}...,....

Y

Oy : (—DHO (EHaJNaHT)

= {J|JN 7H |HT}

05: O

Grafica A.1.

w(E,J),
HS () (H,S),
JHO (, ,y (J, 8, H),
DHO , , (E, J, H)

Co EJ ., (E,J) O
Cis: HS ) (H,S)+— O
Cio : JHO% (Jn,S, H) +— O
Cos : DHO 5y (Ep, J, H ) +— O

Resolucién-SLD Objetivo 1 (Ejemplo Final)
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Respuesta

Después de aplicar la estrategia de Resoluciéon-SLD al programa 3 junto con
nuestro objetivo Oy : «— S (Em, Jn, St, Hr ), obtenemos que la respuesta

calculada O\ = € {“|; /|3 ¢ es una respuesta correcta, de la cual podemos decir
2 4

que la posibilidad de que el estudiante de humanidades de la jornada nocturna,
utilice en la tarde un equipo de la sala de sistemas de ingenieria es de % a favor y
% en contra; y esto lo interpretamos como que este usuario tendrd poco prioridad
en la asignacién de un equipo frente a los otros usuarios.

Objetivo 2

O() : $— S(u,I/)(EI’JD?SI’HT)

. Cual es la posibilidad de que un estudiante de la facultad de ingenieria de la
jornada diurna, utilice el servicio de la sala de sistemas de ingenieria en el horario
de la tarde?

Oo: «— S (ErJp,Sr, Hr) Co: Suo(ErJdp, S, Hr) «— 0O

M={"h o} r=¢ T

"

O,: O

Grafica A.2. Resolucién-SLD Objetivo 2 (Ejemplo Final)

Respuesta

Para este ejemplo, al aplicar la estrategia de Resolucién-SLD al programa 3 junto
con nuestro objetivo Oy : «— Sy (Er1,Jp, S1, Hy ), obtenemos de manera
trivial la respuesta calculada OX = e {*|;," |0}, ya que en este caso el objetivo
corresponde con uno de los perfiles enunciados en la pagina 107. Luego, O\ es
una respuesta correcta, de la cual podemos decir que la posibilidad de que el
estudiante de ingenieria de la jornada diurna, utilice en la tarde un equipo de la
sala de sistemas de ingenieria es de 1 a favor y 0 en contra; y esto lo interpretamos
como que este usuario tendra toda la prioridad en la asignacion de un equipo frente
a los otros usuarios, ya que esta acudiendo a la sala de su facultad y en el horario
correspondiente a su programa académico.
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Lista de simbolos

Lista de simbolos

A, alfabeto
de Primer Orden, 1
anotado, 77

& v, anotacion, 78
2, B | funcion de asignacion, 6, 8
By , base de Herbrand, 52

B, birreticulo, 78

NV, &), P , operaciones infinitas en

tre birreticulos, 79

AV, ®, B, operaciones entre birreticu-j

los, 79

8 = F , F es consecuencia ldgica de
§, 11

C , conjunto de constantes, 2

D , dominio de Primer Orden, 5
=, equivalencia logica, 11

¢ ., estructura de Primer Orden, 5
¢y , estructura de Herbrand, 53, 54
GGy , conjunto de éxitos, 53, 89

& , expresion, 23

B | fin de una demostracion

@ | fin de un ejemplo

F,G , formulas de Primer Orden, 3
S, formula anotada, 82

S, conjunto
de formulas de primer orden, 10
estandar de cldusulas, 18

F , conjunto de simbolos de funcion,
2

¢ , funcion de anotacion, 81

Idg , funcion identidad de B, 78
N, inf de un reticulo, 79

inf | infimo de un conjunto, 56

Jg , interpretacion de Herbrand, 53

J , interpretacion anotada para predi-
cados, 82

J , interpretacion de Primer Orden, 5

X , interpretacion anotada para bi-
rreticulos, 82

£ | lenguaje anotado en birreticulos,

82
L(C,R,F) , lenguaje

de primer orden anotado, 77
de primer orden, 2

Q; , logica de Primer Orden anotada,

77
P, | l6gica Proposicional anotada, 76
mpfr , menor punto fijo de T, 64
MM, modelo anotado, 82

mm$y , modelo minimo de Herbrand
de B , 61, 62

-, negacion de un birreticulo, 79

8 = F , F no es consecuencia logica
de 8, 42
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Lista de simbolos

Ty , operador de consecuencia inme-
diata, 64

<., orden de conocimiento, 79
<, , orden de verdad, 79

© (), congunto de partes o conjunto
potencia, 56

B, programa logico anotado en bi-
rreticulos, 86

B, programa logico
de Horn, 22
de Primer Orden, 21, 22
definido, 22
indefinido, 22

R , simbolo de relacion, 2

R, conjunto de simbolos de relacion,
2

Ry , relacion anotada, T8

0 , respuesta, 41
correcta, 41

T, reticulo, 76

U, sup de un reticulo, 79

sup , supremo de un conjunto, 56
e,{ }, sustitucion identidad, 23
a,p,7 , sustitucion, 23

T, conjunto de términos, 23
umg , unificador mds general, 28
Uy, uniwerso de Herbrand, 50
U, clausula vacia, 21, 89

= F , formula vdlida F, 9

V | conjunto de variables, 2
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Indice alfabético

A
Alfabeto
de Primer Orden, 1
anotado, 77
Algoritmo

de Skolem, see Skolemizacion

FNC, 12

FNCP, 14

SLD, 48
Asignacion, 6

v — variantes, 8

de satisfaccion, 9

Atomo, 3
anotado, 78, 82
elegido, 43

B

Base de Herbrand, 52
Birreticulo, 78
operaciones, 79

C
Clausula, 18
cabeza de, 20
central, 34
cuerpo de, 20, 87
definida, 21
hecho, 40
objetivo, 40
regla, 40
Horn, 21
indefinida, 21
lateral, 34
mixta, 21
negativa, 20
padre, 29, 31
positiva, 20
unitaria, 20
positiva, 20
vacia, 21, 40, 89

Completez
Resolucién de Primer Orden, 32
Resolucion lineal, 36
Resolucién-SLD, 75, 100
anotada, 100
Composiciéon, see Sustitucion compo-
sicion
Conjunto
de éxitos, 47
de éxitos de B , 53
anotado, 89
de partes, 56
estandar de clausulas, 18
potencia, 56
Conjunto de éxitos, 73, 100
Consecuencia légica, 11
Constante, 2

D
Derivacion, 32

lineal, 3/

SLD, 43
algoritmo de, 43
anotada, 89
finita, 44
infinita, 44
longitud de, 44

Dominio, 5, 53

E
Equivalencia légica, 11
Estandarizacion, 30
Estructura
de Herbrand, 53, 54
de Primer Orden, 5
Exito, 44, 47, 89
Exitos
Conjunto de, 47, 53, 75, 89, 100
Expresion, 23
unificables, 27
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Indice alfabético

F
Factor, 51
FNC, see Forma normal conjuntiva
FNCP, see Forma normal conjuntiva
prenexa
Forma
clausal, see normal conjuntiva
normal
conjuntiva, 11
conjuntiva prenexa, 13
de Skolem, 16
prenexa, 13
Formula, 3
anotada, 78, §2
atomica, 3
basica, 3, 8
bien formada, 3
cerrada, 4
contradictoria, see insatisfacible
equivalentes logicamente, 11
falsificable, see no-valida
insatisfacible, 10
no-valida, 10
satisfacible, 9
universalmente valida, see valida
valida, 9
Fracaso, 44
Funcién
continua, 63
de asignacién, 6
de interpretacion, 5
de Skolem, 17

monoétona, 63

H

$H-estructura, 53, 54

H-interpretacion, 53

$H-modelo, 57

Hecho, 20, 40

Herbrand, 49
Base de, 52
Estructura de, 53, 54
Interpretacion de, 53

Modelo de, 50, 57
Modelo Minimo de, 61, 62, 73, 100}
Teoria de, 49
Teorema de, 59
Universo de, 50
Horn
Clausula de, 21
Programa de, 22

I
Instancia, 24
basica, 24
Interpretacién
anotada
birreticulos, 82
predicados, 82
Interpretaciéon
de Herbrand, 53
de Primer Orden, 5

K
Kleene
Teorema de, 69

L
Lenguaje
anotado, 77
en birreticulos, 82
de primer orden, 2
anotado, 77
Literal, 11
complementario, 11
negativo, 11
positivo, 11
resuelto, 29
Longitud
derivacion-SLD, 44

M
Matriz, 13
Menor punto fijo, 64
Modelo
de Herbrand, 50, 57
de Primer Orden, 9
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Minimo de Herbrand, 61, 62, 73,
100

N
Negacion
Birreticulos, 79

O
Objetivo, 20, 40
Operador de consecuencia inmediata,
64
Orden
de conocimiento, 79
de verdad, 79

P
Predicado, see Simbolos de relacién
Prefijo, 13
Principio de Resolucion, see Resolu-
cién
Programa logico
de Primer Orden, 21, 22
definido, 22
Horn, 22
indefinido, 22
Programa logico anotado
en birreticulos, 86
Punto fijo, 64
Menor, 64

R
Refutacion, 32
lineal, 34
SLD, 47
anotada, 89
sin restricciones, 73
Regla, 40
de Factorizacion, 31
de busqueda, 37, 41
de computacién, 37, 41
de Resoluciéon, 31
de Resoluciéon Binaria, 29
Relacién, 2
anotada, 78

Resolucion, 28
de Primer Orden
completez, 32
validez, 32
lineal, 33
completez, 36
derivacion, 34
Regla de, 31
SLD, 38, 40, 42
anotada en B, 87, 95
completez, 75
completez anotada, 100
validez, 72, 96
Resolvente, 31
binaria, 29, 42
Respuesta, 41, 87
anotada, 87
calculada, 48, 72, 96
anotada, 89, 96
correcta, 41, 48, 72, 87, 96
anotada, 96
Reticulo completo, 56

S

Sentencia, 4

Simbolos
de funcion, 2
de relacién, 2

Skolem
Algoritmo de, 16
Forma normal de, 16
Funcion de, 17
Teorema de, 18

Skolemizacién, 16

SLD, see Resolucién-SLD

Soporte, 23

Sustitucion, 23
composicion, 24
identidad, 23, 26
mas general, 26
respuesta, 41, 87

calculada, 48
calculada anotada, 89
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correcta, 41, 87
Soporte, 23
unificador, 27

T
Teorema
de Herbrand, 59
de Kleene, 69
Término, 2, 23
bésico, 2, 6
de anotacién, 81

U
umg, see unificador mas general
Unificador, 27

mas general, 28

Universo, see Dominio
Universo de Herbrand, 50

vV
Validez
Resolucién de Primer Orden, 32
Resolucién-SLD, 72, 96
anotada, 96
Variable, 2, 23
libre, 4
ligada, 4
v — variantes, see Asignacion
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