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“Some say the world will end in fire, Some say in ice...”*

'Fragmento del poema “Fire and Ice”de Robert Frost’s



Resumen

Se estudié un modelo de campo escalar con acoplamiento cinético y de Gauss-
Bonnet (GB) teniendo en cuenta singularidades futuras en el escenario del quin-
tom, en el cual la ecuaciéon de estado ha cruzado la frontera de la constante
cosmoldgica y se propone la energia oscura como responsable de la expansién
acelerada del Universo.

Considerando una accion con estos acoplamientos, haciendo uso de la métrica
de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) y suponiendo ademds un universo ho-
mogéneo, se hallaron las ecuaciones de movimiento del Universo. Las soluciones
que se propusieron para estas ecuaciones y a partir de las cuales se reconstruyé el
modelo tienen la forma:

(0.1)

Ht) :§+ <5+>\t>a

n+t
donde

H(t) : Pardmetro de Hubble dependiente del tiempo
v, A :  Constantes con dimensién de inverso del tiempo
«, B, n: Constantes adimensionales

Se analizaron los casos para @ = 1/2 y o« = 3/2 y se estudiaron los tipos de
singularidades presentes. Se encontré la ecuacién de estado efectiva (wesy) en cada
caso y mediante ella se interpreté el fenémeno de la energia oscura, permitiendo
visualizar un panorama futuro.
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CAPITULO 1

1. INTRODUCCION

Observaciones astronémicas de las distancias de luminosidad de supernovas tipo Ia[8]
y del espectro de radiacién de fondo de microondas (CMB), proporcionan evidencia
de la velocidad césmica del Universo. Observacionalmente se registra una expansion
acelerada causada por una repulsiéon gravitacional o presiéon negativa, lo cual nos lle-
va directamente a pensar en una ecuacion de estado de energia negativa, a lo cual se
le ha dado el nombre de Energia Oscura[13, 3, 7, 8, 14]. Los resultados obtenidos en
las investigaciones recientes realizadas con los datos recolectados en el proyecto Plank,
sugieren un universo espacialmente plano y formado por un 68,3% de energia oscura,
un 26,8 % de materia oscura y un 4,9% de materia bariénica?[6]. La presencia de esta
energia produce una presién que acelera la expansion del Universo, dando lugar a una
fuerza gravitatoria repulsiva.[13]

Existen diversos modelos en el estudio de la energia oscura que asumen de modos di-
ferentes el campo escalar y el potencial asociado al fenémeno, encontramos asi por
ejemplo los modelos de La Constante Cosmoldgica, Quintessence, Campo de Tachyon,
K-essence, Gas de Chaplying, A\CDM (Lamda - Cold Dark Matter) y soluciones tipo
Phantom?® [13, 16].

La Constante Cosmolégica y el modelo de Quintessence difieren basicamente en que el
segundo es un modelo dinamico que asocia a la energia oscura un determinado cam-
po escalar; la constante cosmoldgica plantea una densidad de energia constante que
permea el universo homogéneamente; dentro del modelo estandar cosmolégico es mas
aceptado el modelo de la constante cosmoldgica por plantear una solucion mas sim-
ple, pero es considerada como una de las “peores predicciones de la historia de la

2La materia bariénica hace referencia a la forma de materia detectable por radiacién
3campos escalares con término cinético negativo



fisica”[3] por la discrepancia que se presenta entre su valor experimental y el valor
esperado, ya que se tiene que el valor de A experimental, obtenido de las ltimas ob-
servaciones hechas por el WMAP, es del orden del cuadrado del parametro de Hubble
A~ H? = (2,13hx107*2GeV')? que corresponde a una energia de vacio py &~ 10717GeV*

2
(pr = Ag;”l) , mientras que por medio de la teoria cudntica de campos se predice un
valor de py = 10™GeV*, dando lugar a una diferencia de 101! érdenes de magnitud|[14].

En general se puede decir que los modelos de Quintessence, Campo de Tachyon, K-
essence, Gas de Chaplying, ACDM y soluciones tipo Phantom no consideran la presen-
cia de la constante cosmoldgica, en vez de ello se plantea un campo escalar responsable
de la expansion acelerada del Universo y de paso de la enegia oscura. Estos modelos
han logrado satisfacer las condiciones para la presencia de energia oscura ya que co-
mo campos dindmicos su densidad de energia puede variar en el tiempo y el espacio,
sin embargo estos modelos cosmoldgicos evolutivos presentan dificultades entre las que
principalmente se encuentra la presencia de singularidades en tiempo finito como lo son
Big Rip, Little Rip y singularidades tipo sudden|[13].

La singularidad tipo Big Rip quiere decir que una o més cantidades fisicas tienden a
infinito en un tiempo ¢ finito en el futuro lo cual implica integrales divergentes prove-
nientes de las ecuaciones de Friendmann; las singularidades Little Rip se caracterizan
por una densidad de energia que incrementa con el tiempo asintéticamente, por lo que se
requiere un tiempo infinito para encontrar la singularidad; las ingularidades tipo “Sud-
den”se refieren a un cambio instantaneo de la presién o de la expansién del Universo.|[26]

En este trabajo se considera un modelo de campo escalar con dos tipos de acoplamien-
to, uno cinético para la curvatura y otro de Gauss-Bonnet (GB) para el campo escalar.
El término introducido de GB es una invariante topoldgica en cuatro dimensiones y
no hace contribuciones de mas de segundo orden en las ecuaciones de movimiento [1].
Sin embargo ésta afecta la dindmica cosmolégica cuando es acoplada a la evolucion
dinamica del campo escalar a través de una funcién de campo arbitraria, dando lugar
a ecuaciones de movimiento diferenciales de segundo orden. Asi, el término acoplado
GB aparece como una generalizaciéon natural del campo escalar no-minimamente aco-
plado a la curvatura[l]. Mediante la consideracién de los acoplamientos mas generales,
se plantea el parametro de Hubble con el fin de reconstruir escenarios cosmoldgicos
apropiados que satisfagan las actuales observaciones astrofisicas considerando singula-
ridades futuras.

Las singularidades Big Rip (o Tipo I) provienen de la superaceleraciéon de un universo
en fase fantasma o “Phamton”, cuyo estado cabe dentro del rango de las observacio-
nes actuales[1]; este tipo de singularidades plantean una disociacién en la estructura
del Universo debido al incremento en la densidad de la energia oscura, por esta razon
también se le conoce como Teoria de la expansion eterna [4]; en el futuro el Univer-
so se convertiria en particulas subatémicas flotantes que permanecerian para siempre



separadas, sin cohesién gravitatoria ni energia alguna. Las singularidades relacionadas
con comportamiento tipo Phamton son muy estudiadas en la actualidad en la teoria de
evolucién del Universo [12, 18, 27].

El acierto de este modelo depende de la cantidad de energia oscura presente en el
Universo, el valor clave es la razon entre la presién de la energia oscura y su densidad
energética, lo que se representa con la variable w. Si su valor es tal que w < —1, entonces
se viola la condicién de energia nula (p + p < 0) y uno de los posibles escenarios es un
Universo donde toda la materia del Universo acabaria por disociarse.



CAPITULO 2

2. APUNTES DE RELATIVIDAD GENERAL

Relatividad significa que fisicamente es imposible detectar el movimiento absoluto, por
lo cual las ecuaciones en fisica son invariables bajo transformaciones de coordenadas. La
relatividad plantea una nueva forma de entender el espacio y el tiempo, concretamente
la relatividad general interpreta la gravedad como una estructura en el espacio-tiempo,
es por ésto que la soluciéon de las ecuaciones de campo que plantea la relatividad general
describe el universo entero.

2.1. Principio de Equivalencia

Einstein fue conducido a su experimento mental del ascensor en caida libre gracias a
la igualdad entre masa gravitacional e inercial. Se sigue de este razonamiento que la
aceleracion de cualquier particula respecto al ascensor es cero: la particula y el ascensor
tienen la misma acelaracion relativa a la tierra como resultado de la equivalencia entre
masa gravitacional e inercial.

Lo anterior se ha plasmado en un principio empirico postulado por Einstein, denomi-
nado principio de equivalencia de la gravitacion y la inercia:

Un sistema de referencia que cae libremente en un campo gravitacional es equivalente
a un sistema de referencia inercial sin gravedad.[7]

2.2. Tensor Métrico

La idea central de la geometria diferencial era que una descripcion intrinseca del espacio
pudiera ser realizada por la medida de la distancia hecha dentro del espacio fisico. Para
un sistema de coordenadas dado esa medida estd codificada en la funciéon métrica.



La métrica g;; relaciona la medida de longitud infinitesimal ds en unas coordenadas
escogidas dx*, asi

ds® = g;jdx'dx’ (2.1)

Esta métrica es simétrica g;; = g¢;;. La ecuacién (2.1) también puede ser escrita como
matriz; para un espacio en 2 coordenadas:

2 _ 1 2y (911 912 dat
ds* = (dz* dx*) (921 922) (dﬁ) (2.2)
2.3. Curvatura

El valor obtenido de la métrica no puede representar la esencia de un espacio curvado
porque este valor es dependiente de las coordenadas y puede ser transformado, local-
mente, como una métrica en espacio plano.

Segun el Teorema Egregium de Gauss, la curvatura K es la segunda derivada del tensor
métrico (9%g), si condideramos una métrica g;; = diag(gi1, g11), la curvatura se expresa
como:

K —
1 B 02911 B 02 g2 n 1 | 0g11 0922 n g1 \> n 1 | 0g11 0922 n 8922\
2911922 | (02%)2  (9x')?  2g11 | Ox! Ox! dz? 2929 | 022 Ox? ozl

Independientemente de la coordenada que se elija, K = 0 para un plano y K # 0 para
superficies curvadas. Existen tres tipos de superficies que tienen curvatura constante:

k
K = 2 k=+1,0,-1 (2.3)
donde los valores de k corresponden a una 3-esfera, un plano y una 3-pseudoesfera
(curvatura negativa), respectivamente; R equivale al radio [3].

2.4. FEcuacién de campo de Einstein

Las ecuaciones de campo permiten, dada una fuente de distribucién, encontrar el cam-
po en cualquier lugar. De la teoria Newtoniana se tiene que la segunda derivada del
potencial gravitacional ®, es directamente proporcional a la densidad de masa p, asi:

V20 = 4rGyp (2.4)

donde G es la constante de gravitacién universal de Newton. Desde el punto de vista
de la relatividad, la masa no es mas que una forma de energia y siendo la energia y
el momentum equivalentes, se puede generalizar la densidad de masa p a un objeto



llamado el tensor de energia momentum T, que describe la distribucién y flujo de
energia y momentum debido a la presencia y movimiento de la materia y radiacién
en una regién del espacio-tiempo. El momentum relativista se define como p = ymv,
donde v es el factor de Lorenz que se expresa como:

1

Y= ’
V1=p?
Las tres componenetes del momentum relativista, junto con la energia relativista £ =

ymec? forman un 4-vector p#, donde se puede ver la equivalencia entre el momentum y
la energia:

B=" (2.5)

Cc

Pt = (—yme, ymeg, ymey,, yme,)
0", 0% %) = (£,p)

En un sistema simple de particulas que no interactuan entre si, con un conjunto ar-
bitrario de coordenadas x* en el cual el cuadrivector velocidad es u”, el tensor de
energia-momentum se expresa como:

™ = putu” (2.6)

En el caso de un fluido ideal en el cual los elementos del fluido interactuan a través de
una fuerza perpendicular, es decir que no hay fuerzas de cizallamiento (T = 0,14 # j),
lo cual implica que en el sistema hay presion pero no viscosidad, el tensor de energia-
momentum se expresa asi [7]:

- p
T = p = (p + c_2> Uty — PGy (2.7a)

donde p y p corresponden respectivamente a la densidad de energia y a la presion del

fluido.

Como se puede observar, el tensor 7}, tiene 16 elementos de los cuales el primero co-
rresponde a la densidad de energfa Tyy = pc?, los tres elementos Ty corresponden a las
densidades de momentum y los 12 elementos restantes representan el flujo asociado con
la densidades de energia y momentum.



Densidad de energia Densidad de momentum

1 2
@ |T01 702 T03
Tiij Tii T]'_E T’l;i

[T"] = T2 |21 22 23
T.‘{['I T.'H TI%'..’ T."}'d
A
Flujo de energia Flujo de momentum

T, es un tensor simétrico, de modo que 7, = T,,,.

Para espacios de dimensines superiores, la curvatura Gaussiana K se generaliza al tensor
de curvatura de Riemann RY,g:

Réfa,@ = aar/)fﬁ - aﬁrga + FﬁaFK,B - Fgﬂria (28)
donde los I' corresponden a los simbolos de Christoffel:
1
qu = 59/\/)[81/9#0 + OuGvp — OpGuv) (2.9)

El tensor de curvatura de Riemann contraido en su primer y tercer indice corresponde
al tensor de Ricci R,

_ B
R/uz =9 ﬁRauBV = R[L,Bl/ (210)
el cual es un tensor simétrico R, = R,,.
Al contraer dos veces el tensor de Riemann se obtiene el escalar de Ricci:
R=g¢"R.s = R (2.11)

Hay una serie de restricciones relacionadas con el tensor de curvatura, estas restriccio-
nes reciben el nombre de identidades de Bianchi, y son satisfechas por la derivada
covariante del tensor de curvatura

D)\R#yag + D,,R)Wag + DMR,,)\ag =0 (2.12)

El tensor métrico es covariantemente constante (Dyg®® = 0), si se contrae la identidad
de Bianchi (2.12) con el tensor g*®, aplicando la contraccién de Ricci y luego con ¢g“?
(ver apéndice A.1), se obtiene:

Dy(Rg" —2R") =0 (2.13)

De aqui se define:

G = RM — %Rg‘“’ (2.14)



De modo que:

D,G"™ =0 (2.15)

G" es el denominado tensor de Einsten, tensor de rango 2, covariantemente cons-
tante y simétrico.

Todo lo anterior sugiere que la generalizacion relativista de la ecuacién de campo gravi-
tacional dada por la ecuacién (2.4) , tiene por un lado involucrado al tensor de energia-
momentum y por otro al tensor de Einstein

Newton V20 x p
RG G x T

Asi se llega finalmente a la Ecuacién de campo de Einstein, de la forma:

G =KkT, (2.16)

donde k? es una constante de proporcionalidad (c es la velocidad de la luz)

87TGN
k= — = (2.17)
Conociendo la expresién de G, la ecuacién (2.16) se puede escribir:
1
R;w - §g;wR = kT;w (218)

El limite no relativista de la ecuacién (2.18) es justamente la ecuaciéon de campo de
Newton(2.4).



CAPITULO 3

3. MODELO COSMOLOGICO ESTANDAR

El objeto de trabajo de la cosmologia es el estudio de la estructura y la evolucion del
universo, que es en si una vasta coleccion de materia y energia. En la cosmologia moder-
na el marco de referencia de la teoria Newtoniana no es adecuado, ya que estd ideada
en un campo gravitacional estatico y débil, haciéndose entonces necesaria la teoria de
relatividad; asi la dinamica del universo se puede describir mediante las ecuaciones de
campo de Einstein y las ecuaciones de Friedmann, sin dejar de vista la interpretacion
Newtoniana y tomando como base el principio cosmologico.

3.1. Principio Cosmolégico

Por medio de observaciones directas, como las hechas por “the Anglo-Australian Two
Degree Field Galaxy Redshift Survey (2dF)”, han sido medidas algunas éreas del cielo
de proporciones significativas, de un milléon de galaxias, confirmando la suposicién de
que el universo en grandes escalas de > 100 Mpc es homogéneo e isotrépico[7, 13]. De
hecho, estos estudios son una importante herramienta de la cosmologia moderna. Otra
evidencia de esta homogenidad e isotropia viene de la forma extremadamente uniforme
de los mapas de radiacién césmica de fondo CMB. Pero mucho antes de obtener esta
evidencia observacional, Einstein havia adoptado la estrategia de empezar sus estudios
en cosmologia con una hipétesis basica llamada el principio cosmologico:

En cada época el universo es homogéneo e isotropico.

Este postulado implica que no hay una posiciéon privilegiada en el universo, lo cual
resulta practico porque reduce la cantidad de parametros a tener en cuenta. El principio
cosmolégico da lugar a una imagen del universo como un sistema fisico de “fluido
césmico”, donde las particulas fundamentales son las galaxias y aunque un elemento de
volumen tenga muchas galaxias, esta cantidad sigue siendo pequena comparada con la
totalidad del sistema, el universo.



3.2. Meétrica Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walter (FLRW)

Para describir el universo como un sistema fisico que satisface el principio cosmolégico,
el espacio-tiempo debe tener una métrica que junto con las ecuaciones de Einstein y una
fuente de fluido ideal conformen un conjunto béasico de ecuaciones para la cosmologia,
estas ecuaciones son llamadas las ecuaciones de Friedmann, en honor al matematico
Ruso Alexander A. Friedmann.

La métrica usada en el modelo cosmoldgico estandar es la la FLRW - ( Friedmann-
Lemaitre-Robertson- Walker)[7]:

dr?

1— Kr2

aqui a(t) es el factor de escala en el tiempo t y en él estd contenida la dindmica del uni-
verso; 1, 0 y ¢ son coordenadas comoviles; la constante K es la encargada de describir
la geometria de la parte espacial del espacio tiempo y puede tomar los valores de -1, 0
o 1, que corresponden respectivamente a un universo abierto, plano o cerrado.

dr? = —dt? + a*(t) +r2(d6” + sin®0dg”) (3.1)

Haciendo uso de esta métrica y de las ecuaciones de Einstein (2.16) y (2.18), asi como de
la consideracién del tensor de energia-momento para un fluido homogéneo, se obtiene:

ROO = 32, (32&)
a
a 2a® 2K
R,‘j = |:a + ? + ?:| (Sij, (32b)
a o K
R=6 5—0—?4-? . (3.26)
Lo anterior en términos del parametro de Hubble, seria:
Roo = —3[H + H2], (33&)
. 2K
Ry =[H+3H*+ ?]@j, (3.3b)
. 9 K
R=6[H+2H"+ ﬁ] (3.3c)

El término H es el denominado parametro de Hubble que relaciona la velocidad de
alejamiento entre las galaxias, por unidad de separacién y corresponde a

a
H=- 4
a? (3 )

10



asi mediante este pardametro se puede estimar la rata de expansién del universo. Con-
siderado en la época actual, este parametro recibe el nombre de constante de Hubble
(Hy) y describe la velocidad de expancién del Universo en la actualidad. De la reciente
compilacién de pardmetros cosmoldgicos [7], se indica que:

Hy = (72 + Tkm/s)Mpc™! (3.5)
Mpc : MegaParsec = 10° pérsec, 1 parsec = 3.1616 afios luz.

En virtud de la identidad de Bianchi la conservaciéon de T conduce a la ecuacién de
continuidad (p densidad, p presién):
p+3H(p+p) =0. (3.6)

Las ecuaciones de Friedmann surgen de las componentes de la ecuacion de Einstein
(2.18) y de la métrica FLRW (3.1), teniendo en cuenta también las ecuaciones 3.2:

a*lt)  r’p K 2
R A — 3.7
a?(t) 3 a? (3.7)
a(t) K2 K . 5
bk SV 3 — =—H+H 3.7b
o = eI =i (3.70)
k’p = —2H — 3H> (3.7¢)

donde k2 = 87G.

Considerando la ecuacién (3.7b) se nota la presencia de aceleracién si se cumple la
condicion p + 3p < 0. Como se puede ver entonces, debido a la presencia del factor de
escala, estas ecuaciones proporcionan la dindmica y evolucion del universo en términos
de la presién y la densidad del fluido cosmico.

Se puede reescribir la ecuacién (3.7a) como:

K

Qt)— 1= —— 3.8
0 -1= (33)
donde se ha definido el parametro de densidad
p(t)
Qt) = 3.9
) pe(t) 39)
con
3H?

11



que es denominado densidad critica ya que es la necesaria para la existencia de una geo-
metria plana (K = 0), asi (¢) es la ralacién entre la densidad del universo en la época
actual y la densidad critica. De acuerdo a las ecuaciones de Einstein, la distribucién de
materia determina la geometria espacial de nuestro universo, respecto al parametro de
densidad, asf:

Q>14 p>p.— K=+1, Universo cerrado
Q=1+ p=p.— K =0, Universo plano
QN <14 p<p.— K=—1, Universo abierto

Como ya se ha dicho, las observaciones han demostrado que el universo actual se puede
considerar dominado por una geometria plana (2 ~ 1) [13], por lo cual en el resto de
este trabajo se condiderara K = 0.

También es necesario definir la ecuacion de estado del fluido barotrépico que permea el
universo:

Wefpyr =Dp/P (3.10)

donde w es una constante[13]. De acuerdo con ésto y las ecuaciones (3.7a) y (3.7¢), se
obtiene:

H= —%H2(1 + Wesf) (3.11)
C;I—}g = —g /(1 + Weps)dt
— = =t = 1)1+ wegy)
H= 2 (3.12)

3(1+ C‘)eff)(t —t,)

Aqui ty es contante y corresponde al tiempo presente. Segun la definicion de H en la
ecuacion (3.4), se puede continuar diciendo que:
2
a 31+ wers)(t —to)

Integrando respecto al tiempo se obtiene la expresién
2
a o (t—to)*Heers) (3.13)

12



De igual manera se puede proceder con la ecuacién (3.6), teniendo en cuenta que wers =
p/p, asi

p+3H(1+wep)p=0

Integrando, entonces:

p oc a3 Fwers) (3.14)

El universo dominado por radiacién corresponde a wess = 1/3, mientras que para la
época dominada por polvo (o materia no relativista) wess = 0; en estos casos:

— para radiacién

ol
s
%
@\

a(t) oc (t —to)2,
a(t) o (t — to)3, poxa — para materia no relativista

Los dos casos descritos anteriormente corresponden a expansiones desaceleradas del
universo.[13]

Volviendo a la ecuacién (3.7b), se habia dicho que la aceleracién se presentaba para
cuando p + 3p < 0, lo que corresponde a

Weff < —1/3, (315)

pero esta desigualdad se puede explicar solo con la presencia de una energia exética
dominante que es la denominada energia oscura, llamada asi debido a que la condicion
(3.15) requiere una gran presiéon negativa con el objeto de cumplir la expansion acele-
rada, algo bastante singular.

Einstein introdujo el concepto de constante cosmoldgica A para tratar de explicar el
fenémeno y obtener soluciones estaticas del universo. Luego de que Hubble mostrara
que es real la expancion del universo, se ha interpretado la constante cosmoldgica como
fuente del tensor energia-momentum, llegando asi a que w.¢s tome el valor de -1 dando
lugar a la expansiéon acelerada.

A
T = =5 59w (3.16)

De este modo la densidad y la presion tendrian la misma magnitud, pero con signo
contrario:

p=-p=c—F (3.17)
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3.3. Evidencia Observacional de la Energia Oscura

Con el objetivo de obtener evidencia observacional de cualquier razén de cambio en la
expansion del universo, se tendrian que medir grandes distacias césmicas y fuentes de
luz muy brillantes; ésto también implica medir objetos en el pasado, en un intervalo de
tiempo significativo para la edad del universo, el método debe ser aplicable a objetos
presentes en tiempos tempranos.

Distacia de Luminosidad, dr(z)

La primera aproximacion al calculo de distancia a cualquier objeto estelar es estimar
su verdadera luminosidad y compararla con el flujo observado (que se reduce con el
cuadrado de la distancia), por ésto es importante tener estrellas con una luminosidad
intrinseca (L) conocida que pueda ser usada como referencia para medir distancias as-
tronémicas, asi como las llamadas variables Cefeidas que tienen una correlacién definida
entre su luminosidad intrinseca y su frecuencia de pulsacién [7]. Partiendo del hecho
de que podemos obtener confiablemente la luminosidad de ciertos objetos, es posible
entonces medir el flujo (f) de watts por unidad de area lo cual esta relacionado con L
asi:

L
B 47TdL2

donde d;, es la distancia de luminosidad.

(3.18)

— En un universo estatico con geometria plana, la distancia de luminosidad es igual a
la distancia propia de la fuente: dps) = d.

Ya que lo que se obtiene de la observacion es la luz emitida en un pasado distante de
un universo en evolucién, nos encontramos obligados a estar atentos en la consideracion
del concepto del tiempo.

Corrimiento al Rojo, z

En la descripcién de la evolucién en el tiempo del Universo, se puede ver que el factor
de escala a(t) es un valor clave. La funcién a(t) es generalmente monétona, por lo cual
puede servir como un tipo de reloj césmico. Pero, ;Como se puede medir el factor de
escala? La cantidad observable que tiene una relacién simple con a(t) es el corrimiento
de la longitud de onda de una senal de luz.

El corrimiento espectral viene dado por:

_&_)\obs
A Aem

2 —1 (3.19)
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*Aops - Longitud de onda observada
Aem © Longitud de onda emitida

Debido a que la longitud de onda A\, que nos llega de un objeto en un instante actual
t,, en el cual el factor de escala es a,, habra sido emitida con una longitud de onda A
en un instante de tiempo ¢ en el que el factor de escala era a, la relacion entre ambas
longitudes de onda sera igual a la relacion entre los factores de escala correspondientes
a dichos instantes:

—=— 3.20
N (3.20)
Por lo tanto, de acuerdo a la ecuacion 3.19,
AO aO
1 =—=— 3.21
+ z 3 - (3.21)
El subindice cero indica las cantidades correspondientes a la época actual.
Asumiendo que en el tiempo actual ¢,, a(t,) = 1, se obtiene la relacién bésica:
14+2= (3.22)

a(tem)
La energia de la luz emitida por un objeto en un intervalo de tiempo At; es denotada
como AFE;, por lo que podemos expresar la luminosidades en L, y Lg asi:

AFE; AEj
At 7 At (3.23)
Ya que la energia es proporcional a la frecuencia de la luz (v), entonces:
/\0 141 Ato AEl
M el =1 3.24
)\1 IZ0) Atl AEO tz ( )
De acuerdo a ésto se llega a que:
Ly = Lo(1+ 2)? (3.25)

En un Universo en expansién, el flujo observado se reduce por un factor de (1+ z)%. De
la ecuacién 3.24 tenemos que vy = v(1 + z)~ y 8ty = dt(1 + z), por lo cual:
Ww I
to b
Asi, el flujo observado en un universo en expansion, en contraste con un universo estatico
(Eq. 3.18), esta dado por:

(1+2)? (3.26)

L

= drd,? (1 + 2)2

(3.27)
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Figura 1: Distancia de Luminosidad (d) en funcién del corrimiento al rojo (z), conside-
. 0 . . ..

rando diferentes valores de Qg), en un universo plano con w,, = 0 (fluido no relativista)

y wp = —1 (Constante cosmolégica). El color rojo representa el QE\O) que se considera
corresponde al estado actual del Universo.

En comparacion con la ecuacién (3.18), se ve que la distancia de luminosidad difiere de
la distancia propia en:

dy, = dy(1+ 2) (3.28)

De acuerdo a la métrica FRLW, la distancia de luminosidad también se puede expresar
como:

14+2 (% do
dy = 2
- / ey (3.20)

Con h(z') = H(2'")/Hy.

Supernovas Tipo la

Las Variables Ceféidas son la medida estandar de luminosidad mas usada en cosmo-
logia, pero hay un tipo de supernova que en sus picos produce cerca de un milléon de
veces mas luz que una variable ceféida. Este tipo de supernova se conoce como la y fue
descubierta en 1988, por un grupo danés, con un redshift z = 0,3 [7].
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Una Ia empieza como una enana blanca con una masa comparable a la del sol. Si la
enana blanca tiene una gran estrella companera, lo cual no es raro, la poderosa atrac-
cién gravitacional de la enana puede atraer masa de su compafera. Su masa incrementa
bajo el limite de Chandrasekhar ~ 1,4M,,; como ésto ya no puede ser contrarrestado
por la presion de los electrones, la contraccion gravitacional continta y el calentamiento
resultante del nicleo interior da lugar a una rafaga termonuclear, terminando en una
explosion.

Medir la luz emitida por estreallas o supernovas mas lejanas es sondear el cosmos atras
en el tiempo, debido a que la luz de galaxias distantes fue emitida hace mucho mas
tiempo que en el momento en el que se registra. En 1998 dos equipos colaboradores
estudiaron mas de 50 supernovas de tipo Ia con z entre 0.4 y 0.7, lo que corresponde a
supernovas que surgieron entre 5 y 8 billones de anos atras. Estos descubrieron que la
expansion del universo estaba acelerandose, como lo indicaba el hecho de que la medida
de luminosidad fuera en promedio un 25 % menos de lo previsto, y la curva de Hubble
se curvara hacia arriba [7, 13].

Desde la grafica de la curva de Hobble, uno puede extraer la masa y el contenido de
energia oscura en el universo en la época actual. La distancia propia de una supernova
con redshift z en la época actual a(tg) =1 es:

* ed?!
d,(z :/ —_— 3.30
9= | (3.30)
De acuerdo a la ecuacion 3.29,
* ed?
o H(Z)

Usando las ecuaciones de Friedmann, se puede expresar el parametro de Hubble en
términos del factor de escala y los pardmetros de densidad (considerando contribucio-

dr(z) =c(l+2) (3.31)

nes de radiacién w, = 1/3, polvo w,, = 0 y constante cosmoldgica wy = —1):
1/2
oY o 1-af
H(t):H0<a4 +?+QA+TO (3.32)

En funcién del redshift seria:

1/2
H(z) = Hy [0 (14 2)* + Q0 (1 + 2 4+ 0y + (1= ) (1 + 2)?] (3.33)
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Los resultados de las curvas de dL con H(z) de la forma de (3.33) arrojan los valores
de Q,, v Q4; los valores que han sido encontrados son [6, 9]:

Qo ~ 0,26 Q4 ~ 0,68 (3.34)

Lo que sugiere que la mayor cantidad de energia en nuestro universo reside en esta
misteriosa “ energia oscura ”.
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CAPITULO 4

4. MODELO DE CAMPO ESCALAR CON ACO-
PLE CINETICO Y DE GAUSS BONNET

4.1. Ecuaciones de Campo

La accion que se plantea para un campo escalar homogéneo ¢, con acople cinético
no-minimo a la curvatura y acople de Gauss-Bonnet(GB), es [1]

1

50u00"0 + F1(9)Gu,0"0" = V(9) + ()G (4.1)

1
— 4 _ _
S—/da:\/ g{lfinR

En esta ecuacién se encuentra G, que es el tensor de Einstein, R, es el tensor de Ricci;
gy €s el tensor métrico y R es el escalar de Ricci (Ver seccion 2). G es el invariante GB
cuatro-dimensional

G = R® — 4R, R"™ + Ry ps R"™"° (4.2)

y V() es el campo potencial escalar. El acople F(¢) tiene dimensiones de (longitud)?
y F3(¢) es adimensional.

El acople de GB es una derivada total, por lo tanto no se elimina en el proceso variacio-
nal, contribuyendo a las ecuaciones de campo, de ahi que su presencia en la accién sea
no lineal o acoplada a otro campo. Las contribuciones del acople GB no son mas altas
que de segundo orden en las ecuaciones de movimiento, por lo que no introduce térmi-
nos “fantasma” en la teoria, evitando problemas con derivadas de orden superior[1].
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El tensor de energia-momentum representa la variacion de los términos que dependen
del campo escalar ¢ y se escribe

T =T, + T + T3 (4.3)

donde Tfy corresponde a la variacién de los términos minimamente acoplados, Tlf,(/ co-
rresponde al acoplamiento cinético y Tﬁ,B hace referencia a la variacion del acoplamiento
con GB, asi (ver cdlculo en apéndice B)

1
T;?y = VMQSV,,QS - §guuv)\¢v)\¢ - guuv(¢) (4.4&)
T = (R/w - %QWR> Fi(@)VadV ¢ + g, VaVA(F1(9) V16V 9)

(VT4 VV(F ()Va076) + RE(6)7,07,6

AR OBV 6V, + RoaV0V,0) + g Ry () V0V 76
+ VaVu(Fi(¢)V*6V.0) + ViV, (Fi(9) V6V ,u0)

VAV E(O)V,0V.6) — VAV, (FL(6)V6770)

(4.4D)

150 = 4V, Vr(Fa(9)R — gu[V,V Fa(¢) R
— 2[VIV L (@) Ry — 2[VIV, Fo(@)| Ry + 2]V, VI Fy(0) Ry (4.4c)
+ 29, [VPVIF3(@)| Rpy — 2[VV F5(0)] Ryupus)

Haciendo la variacion del tensor respecto al campo escalar, se obtiene la ecuacion de
movimiento siguiente [1]:

N OV —9(RF1(9)0" ¢ — 2R" F1(¢)0,¢ + 0" 9)] + v
v d (4.5)
dF dF '
+ d—(;(Rauqb@“d) — 2R, 060 )) — — (;g —0

Considerando la métrica FRLW y que el campo escalar ¢ es homogéneo y dependiente
del tiempo, a partir del tensor de energia momentum (4.3) se tiene que [1]:

.\ 2 2
m=(2) =5, 4.6
(2) =50 (46)
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2

="
3

G& + V(p) +9H?F(¢)d* — 24H3‘2—?¢) (4.7)

2~ BH? = Kipg = W[50~ V(6) ~ (BH? + 20 F1(0)3?
. (48

o dEy LdFy - - dF, . .
—2H (2F1(¢)¢¢ + %qb ) +8H %gb + 16HH%¢ +16H %qﬁ]

Peff Y Pef son la densidad y presién efectiva respectivamente.

Asumiendo la dominancia del campo escalar (el término de materia estd ausente en la
accion), la ecuacién de movimiento (4.5) toma la forma:

. dv . dF, -

G+ 3Hp+ — + 3H*(2F1()p + ——¢2) + 18H>Fy ()¢
d¢ do (4.9)
+12HHF,(¢)¢ — 24(HH? + H4)Z—Zf =0

donde los tres primeros términos corresponden al acople minimo al campo. Este modelo
presenta soluciones tipo de Sitter?, independientemente de Fi(¢) si se considera Fy(¢) =
ctell].

4Solucién exacta de las ecuaciones de campo de Einstein que describen un universo en expansién
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CAPITULO 5

5. SINGULARIDADES EN UN UNIVERSO DE
ENERGIA OSCURA

5.1. Futuro de un Universo de Energia Oscura

La evolucion del universo que conocemos hoy depende de la naturaleza exacta de la
energia oscura. Existen diversos modelos que plantean diferentes expresiones dinamicas
para la densidad de energia oscura y por lo tanto diferentes panoramas con asombro-
sas singularidades futuras. En algunos modelos la densidad de energia oscura aumenta
de tal forma que puede provocar un estado asintético de expansién exponencial co-
nocido como universo de de-Siter o una expansion que supere la barrera de de-Siter
(o la constante cosmoldgica), que daria lugar en un futuro muy lejano a la disociacién
de la materia, que segiin algunos modelos se calcula en unos 20.000 millones de anos [27].

Otras teorias postulan una energia oscura que disminuye en el tiempo, lo que condu-
ciria a un universo que se contrae a si mismo. Algunos escenarios plantean incluso un
universo ciclico que se expande y contrae.

Finalmente la base de estas teorias estd en la observacion, ya que las medidas de acele-
racion son fundamentales para determinar el destino final del universo en la Teoria del
Big Bang.

5.2. Tipo de Singularidades

Dentro de un tiempo finito, diferentes tipos de singularidades pueden aparecer en un
universo de energia oscura. Estas singularidades se resumen en las siguientes cinco clases
[27]:
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» Tipol:cuandot —t5, a — 00, p > 0y |p| = ¢
» Tipo Il : cuando t — t5, a — as, p — ps y |p| = o0
» Tipo III : cuando t — t4, a — as, p = 00y |p| = 0

» Tipo IV : cuando t — t5, a — a5, p — 0y |p| — 0y las derivadas de orden
superior de H divergen.

» Tipo V : cuando t — t5, a = 00, p = ps v |p| = ps v las derivadas de orden
superior de H divergen.

En lo anterior, se tiene que ty, as, ps ¥ ps Son constantes con ag # 0.

Brevemente se puede decir que el tipo I surge de la ecuacion de estado con w < —1; el
tipo II, llamado también “sudden”, corresponde a singularidades repentinas en las que
a y p son finitas, pero p diverge. El tipo III aparece en un modelo con p = —p — Ap®,
diferenciandose del tipo II con la divergencia de p. El tipo IV plantea en un tiempo
finito un «a finito pero d"H/dt" diverge para n grande. El tipo V es llamado “ quiescent”
y aparece en el mundo de las branas.

5.3. Tipo Big Rip y Tipo III

Las singularidades tipo I reciben el nombre especial de Big Rip (Gran Desgarro), ya que
plantean un universo en el cual, como se ha dicho previamente, la aceleracién causada
por la energia oscura es de tales dimensiones que genera una fuerza efectiva que supera
con diferencia las demés fuerzas de la naturaleza (gravitacional, eléctrica, nuclear fuer-
te y débil), creando asi un escenario futuro en el que no sélo las grandes estructuras
gravitacionalmente acotadas como sistemas de galaxias y planetarios se destrozarian
sino que también la disociacion seria a nivel atémico y més ain, nuclear. Por lo tanto,
el universo visto como ahora se veria diluido en el espacio-tiempo [12].

El Big Rip se presentaria cuando la ecuaciéon de estado del universo fuera menos que -1
(w < —1), caso en el cual se violarfa la condicién de

p+p=>0 (5.1)

La singularidad tipo III es similar al Big Rip, pero con factor de escala finito.

La primera consideracién general que puede hacerse en el estudio de las singularidades
es plantear una nueva ecuacion de estado [13] dada por

p=—p—f(p) (5.2)

donde como se ve, hay una funcién f que depende de la densidad de energia.

23



Teniendo en cuenta la ecuacién de estado (5.2) en el caso en que f(p) # 0, la ecuacién
de continuidad (3.6) se puede escribir:

p= 321 ()] =0 (5.3)

en forma integral como:

TN -

donde ag es constante.

De acuerdo a la ecuacion (3.7a) con K = 0, en ausencia de cualquier fluido barotrépico
diferente de la energia oscura, se cumple que:

) -

de lo que se deduce:
dp
t= | ——C 5.5
/ k\/3pf(p) (55)

Ahora, puntualmente, los tipos de singularidades I y III aparecen cuando

f(p) = Ap® (5.6)

donde A y « son constantes. En el caso que, p — ooy a > 0, segin la ecuacién (5.4),
el parametro de escala se expresaria como:

1 / dp
a= -
aeap | 3 A

@ = ageap (% ( fl_‘;)) (5.7

Para el tiempo tendriamos, a partir de (5.5):

i
) kVBpApe

1
= —— 7a71/2d
Ak;\/§/p g
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Para a # 1/2:

Para a = 1/2:

donde ¢4 es constante.

1 pfa+1/2
t=1t,+
AkV3(1/2 = a)
1 —a+1/2
t=t P

V3 (1= 2a)

1

Ak\/3

-1

=15+ ! d
BTV p ap
Inp

Ak/3

t=1t,+

Ya que w = p/p, y p~ —p — Ap®, entonces,

w=—1—Ap*!

(5.9)

(5.10)

Segun lo planteado en los desarrollos anteriores, se presenta un singularidad tipo Big
Rip en el caso en el que o < 1, pues el factor de escala se hace infinito cuando p — oo,

para A > 0. Por lo tanto, de acuerdo con (5.10), w — —1, para A > 0.

La singularidad tipo III se obtiene para « > 1, ya que en este caso el factor de escala
se hace finito incluso si p — oo; segin (5.10) en este caso w — +oo para A < 0y

w — —oo para A > 0.
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CAPITULO 6

6. DINAMICA DE LA ENERGIA OSCURA CON
SINGULARIDADES FUTURAS

El objetivo es encontrar las soluciones de las ecuaciones (4.7) y (4.9) y con ellas ha-
cer un estudio cosmoldgico de la expansién acelerada que presenta el universo, con
singularidades futuras.

6.1. Soluciones con Singularidades Tipo I (Big Rip) y Tipo III

Se considera el importante caso en el cual el potencial escalar es nulo V' = 0, de este
modo los acoples Fi(¢) y Fy(¢), presentes en (B-19), se pueden tomar como los grados
de libertad que describen la dindmica cosmoldgica.

Siguiendo el método usado en [1], en la ecuacién (4.7) se hace ¢? = v, de este modo:

dFy

o (Lo 243
=3 (57/) + W(P)Y — %)

ya que k? =1

3H? = %w +9H?Fy(¢)t) — 24H3%

se obtiene a Fi(¢) en términos de Fy(¢)

1 F.
9H*F(¢)p = 3H* — §¢ + 24H3%

11 8 dF,
Lo, 8yt 1
3 st (6.1)

F1(¢)¢ = 3 dt
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Considerando

v A
dt — dt ¢ 99
=
. 1d
2¢ dt
Al reemplazar la expresién de é en (4.9), se obtiene:
d d dF: :
“w +6HY + 6H*Fy(¢)—— L4 + 6H?p——4) + 360 H> Fy (¢) + 24H H Fy ()1
dt dt do (6.3)
o dFy dF: '
—48HH" —ARHA =2 =
8 p—- 0 8 0 d=0
Se reemplaza ahora la expresion de Fiv, llegando a:
FydH 5
gl + 6H%) — ¢— g2 8 o s Al
dt dt dt dt (6.4)
d*F, dH '
24H* =0
MRET ra
Considerando el acople GB propuesto en [2]
dFy _ g
@ H® (6:5)
la expresién en (6.4), se reduce a:
d dH dH
H dqf + 6H%) — Yot 1229 + 1]H2E + 18[4g + 1JH* =0 (6.6)

En este trabajo se proponen soluciones para la ecuacién (6.6) de la forma general:

5+M>a 67

P
H(t) =%+
Q t (77+7t

donde «, 8, n y p son constantes adimencionales; v y A tienen dimensién de inverso de
tiempo.
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Como se puede ver en [1], si se escoge el valor de ¢ = —3/4 del acople en (6.5), y se
soluciona la ecuacién (6.6) usando el H(t) propuesto en (6.7) se obtiene que:

o=oi () T

Independientemente del valor de a. Se analizan los casos especificos de @ = 1/2 y
a=3/2

AL\ 2

Hy (1) =§+ (ii’yz) (6.9a)
A\ 372

Hy(t) = 7 + (i ivi) (6.9b)

para los dos casos en tiempos tempranos domina el primer término, dando lugar a un
comportamiento power-law H ~ p/t. En tiempos tardios:

A A\3/2
Hit) =2 vy Hb)—(2)
Ambos modelos cubren el periodo inflacionario ya que a = 0 cuando t = 0.

Se puede ver que el tiempo en el que se presenta la singularidad es t; = —n/~ para los
H (t) propuestos con 7y < 0.

Ahora se analizara cada caso para identificar el tipo de singularidad que se presenta.

6.1.1. Caso con oo =1/2

p B+ At 1/2
Hi(t) = Tt <77+7t> (6.10)
Entonces:
o D (MA=7B) [yt+n
Ht) = -5+ 20yt +n)2V B+ Mt (6.11)
p nA—~p

et 2/ (vt +0)3(8 + \t)

= H(t) — oo cuando t — t,
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De acuerdo con (3.7a) y (3.7c), también la densidad de energia y la presién divergen,
p— 00y p— 00.

Para encontrar el factor de escala, se integra (6.10) con respecto al tiempo, obteniendo:

A N (ﬁv — A
73/2\/X 273/2\/X

a; = tPExp { ) In[By 4 29Xt + An + 24] (6.12)

donde A = \/yYA(7t +1)(B + At)
Aqui cuando t — t, el factor de escala converge, a — a, de este modo tenemos que:
p— 00
p — 00
ai(ts) — as

Segun la clasificacién dada en (5.2), la singularidad que se presenta en este caso es de
tipo III.

Ahora, para encontrar el campo escalar se calcula la integral respecto al tiempo de /1.

o1 (t) = / Vbdt = / V6H?2dt (6.13)

o1(t) = V6 p(int) + ﬁ (A+ (By —nN)In(By + 2Ayt + n\ + 2A) (6.14)

Se calculan los acoples Fi(t) y Fy(t). De acuerdo a la ecuacién (6.5):

Fy(t) = /%dt (6.15)

como ya se ha dicho, se considera g = —3/4, entonces:

Fy(t) = —2/ <§ + (ii;f)m) Ca (6.16)

El acople cinético, segun (6.1), se calcula como:

1

Fi(t) = ~3 (6.17)
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1/2
Fi(t) = _% [Q + (ﬁj”t) ] (6.18)

n+t

La ecuacién de estado efectiva se expresa como:
=-1 2 . (6.19)
Weff 3 B .

En este caso:

<_£) + ;77)\*’752! Z”f‘
t t
Wepp = —1— = GV o (6.20)

3 1/2\ 2
Bt
(’f w(22) )

Se tiene que:

If - 142 6.21
i wery = =1+ 37 (6.21)

Se encuentra un universo con expansion tipo power-law, para el cual el caso de p < 1
corresponde a un universo desacelerado dominado por materia y acelerado para p > 1.

La transiciéon de una fase desacelerada a una acelerada toma lugar cuando wess(ty,.) =

—1/3, donde t,, es el tiempo en que se da la transicién; asi, con los resultados anteriores
se puede calcular ¢, como sigue:

(_L) + (nA—=B) Yter+n
1 2 2 2(yter+m)2 \ B+Ater
-3 -1 - 3 2 (6.22)
B"")\ttr
(t,‘% + <77+’7ttr> )

De este modo, despejando se llega a que:

B(tu)* + Alte)” = (1= p)*(n + 7ter) (6.23)

Es notorio entonces que el tiempo de transicion va a depender de los valores de las
constantes 3,v,ny A.
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De acuerdo con la clasificacion de las singularidades, la solucion (6.10) es de tipo 111, ya
que cumple con las condiciones de H — 0o, H — 00, @ — G, pPeff —> OO Y Peff —+ OO,
cuando el tiempo tiende al tiempo de la singularidad ()

De este modo si, n = —27, t; = 2, ya que se ha dicho que ¢t = 1 corresponde a la época
actual, entonces la singularidad se presentaria en 13Gys, aproximadamente. Los valores
de n y = se obtienen observacionalmente.

6.1.2. Caso con o = 3/2

Aqui

3/2
b At) (6.24)

b
Hz(t) = Z—l— <77+7t

3(nA — yB) /L
P (A =B/ 5 (6.25)

2 + 2(yt 4+ n)?

_ B+t
Cp  30A-B G

t2+ 2

De nuevo cuando t — t, = H(t) — oo

El factor de escala correspondiente para este caso es:

as = tPExp

B+ A\ (=287 4+ vtA + 3An) yt+n\ [ By —nA
(vt+n) ok 32 (6+At) ( VP2 )ln(B)

(6.26)

donde B = By + 2vtA + A + 24/ (yt + 1) (B + At)

Aqui, cuando t — t, el parametro de escala diverge, por lo cual nos enfrentamos a una
singularidad tipo Big Rip para v < 0, cumpliéndose:

p — 00
p — o0

ai(ts) — o0
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Procediendo como en el caso anterior se tiene que:

~1/2
6alt) = V8 [pttnt) + T (s T m(oy - i) (620

donde C' = 2+/~(8 4+ At)(—=2087 + A + 3nA) y B es como en (6.26)

De acuerdo a (6.5), el acople GB, toma la forma:

Fy(t) = —z/ (ZZ) 4 (iijﬁ)gﬂ) Ca (6.28)

Para el acople cinético se tiene:

3/27 2
_ﬂ@):_%lﬁ+(ﬁ*”“) ] (6.29)

n+t

La ecuacién de estado efectiva para este caso es:

n+yt

2 | (=) + sy

3 3/2\ 2
B+t

<$+<m) )

En este caso también w.rr — —2/3p cuando t — 0.

3(nA—vB)/ B2

(6.30)

El tiempo de transicion de fase desacelerada a acelerada se calcula igualando la ecuacion
anterior a w.sr = —1/3, obteniendo la expresion:

B(ttr)2/3 + )‘<ttr>5/3 = (1 - p)2/3<7] + W/ttr) (631)
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CAPITULO 7

7. CONCLUSIONES

Se hizo un estudio de la energia oscura con un modelo tensorial-escalar que tiene aco-
plamiento de Gauss-Bonnet y acople cinético. Las soluciones de energia oscura con
ecuacion de estado efectiva w < —1 caben dentro del rango de las observaciones actua-
les y por ésto se estudian intensamente soluciones tipo Phamton y con evolucién hacia
los diferentes tipos de singularidades.

Los modelos considerados permitieron estudiar las ecuaciones de movimiento sobre una
métrica FRW y las soluciones de tiempo tardio con transiciones de Quintessense a
Phamton.

Se obtuvieron dos tipos de singularidades, en los dos casos t; = —n/v, de modo que si
n = —N se tiene que t; = N, considerando ¢ = 1 como la época actual.

Las singularidades obtenidas fueron:

Para a = 1/2, singularidad tipo I1I, donde:
v a(ts) — as
)00y P — 0

Para a = 3/2, singularidad tipo Big Rip, donde:
» ats) = o0

" p =00y pP— 0
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En esta tultima se entiende que el universo contara con una energia tan grande que
originaria a grandes escalas la disociacion de sistemas enteros de galaxias y planetarios;
algunos autores se atreven a decir que la desintegracion tendria también efectos a nivel
atémico [4].
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APENDICES

A. Detalles Matematicos

A.1. Deducion del tensor de Einstein G*

De las identidades de Bianchi tenemos

D)\R,uuaﬁ + DI/R)\,U,OL,B + D,uRV)\a,B =0

Contraemos con gH®

Dy g"* Rvap + Dyg"* Rypap + Dypg"* Rurag = 0

D)\RV,B - DVR)\ﬁ + DuguaRV)\aB =0

Contrayendo ahora con ¢“?,
D/\gVBRVB - DugyﬂR)\,B + D,uguagyBRV)\aﬁ =0

D)\R — Dl,gyﬁR)\g — Dug“o‘R,\a =0

DyR— D,R{ —D,R\ =0

D\R — 2D, RY

Con la finalidad de subir el indice ), se contrae de nuevo con gH*

Dy\Rg" — 2D, g" R
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Agrupando

Dy(Rg"* —2R") =0 (A-5)
De aqui definimos:
1
G' = RM" — §ng (A-6)
De modo que:
D,G" =0 (A-7)

G* es el denominado tensor de Einsten

A.2. Tiempo de transiciéon ecuacién (6.23)

El tiempo de transicién de fase desacelerada a acelerada se considera en el cual wesr =
—1/3, entonces segun la ecuacion (6.22) seria:

(—&) + (MA=B) [ tetn
1 2 t7, 2(vtertm)? \) BHALer
3 3 1/2\ 2 (A-8)
D B+Ater
(E T <7]+’7t:7‘) >

D (nA—vB) Yter+n
2 2 (=) + 2007\ 5t (A0)

3 3 1/2\ 2
b 6+)\t r
(ttr _I_ < 77+’7t:r > )

H(t)

1= 1p0 (A-10)
b= [ H(0)an A-11
t /0 (t) (A-11)
B e

ty = [E + (n - 7ttr) ] (A-12)
ﬁ + /\ttr _ (1 _p)2 (A—13)

n+ Yt ti,
Bth) + At5,) = (1= p)*(n + vtw) (A-14)
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B. Calculo del tensor TH

Se considera la accién

1 1
S = [ 0v=g | 1o~ 40,000+ FGIGuPY Vo) + Fao)6| (B

y el tensor es de la forma

T =T, + T + T3 (B-2)
Teniendo en cuenta que
i (S ) s
Yy que
0S = /d4:c <%5g’“’) =0 (B-4)

Se obtienen las componentes del tensor 7}, como sigue en B.1, B.2 y B.3.
¢
B.1. T,

La accién correspondiente al acople minimo es:

5,= [ atey=3 (30,006 V(o)) (5.5

Variando respecto a la métrica se tiene:

o5, = [ da(ov=a) (30 0.00,0- V() + [ dev=ab (- 500,006 - V(o))
(B-6)

Haciendo uso de la relacién:
5V = 5V 0" (B-7)
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Se llega a

1 1 1
08, = —3 / d*z(\/=99,,09") (_59a68a¢8ﬁ¢ - V(¢)) -3 / d'z/=90g" 0,00,
(B-8)
De acuerdo a (B-3), se obtiene:
oo 2 (i\/—ggmg"”gaﬁ@awﬁqﬁ + 5V =99u09"V(9) — 5/ —959"”8u¢8y¢>
v \/_—g 5g;w
(B-9)
Por lo tanto:
1
T;w - _ig;waaqbaagb - guuv(gb) + 8u¢au¢ (B‘lO)
K
B.2. TK
Para este caso, teniendo en cuenta el acople cinético, corresponde la accion
Sic = [ a5 Fi(6)Gn0" 60" (B-11)
donde G, es el tensor de Einstein (2.18); de este modo,
1
Sic = [ d'ay=gRO)RW 600 — . [ dloy=gF(@)Rg,0"0r (B12)

Ahora se varia respecto a la métrica obteniendo:

31 = [ eV PO RW" 60" + [ s/ =gFu()3(R0"00"0)

2

38

! / A(5/ =)L () Reyu 0606 — / 027/ GF 1 (6)5(Rgu 0" 60" 6)
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Teniendo en cuenta (B-7) y desarrollando los paréntesis del segundo y cuarto término:

5 == 5 [ o/ =G,89" PO Rap"60°6 + [ s/ =gFu(0)3(R,0)0" 00"
w / 057/ ~GF () Ryabg™ 0,00% 6 + + / 023/ =G0 0g" Fi (6) RO® 60,
~ 5 [ VEIF(0)R(9.,0"00°0) 5 [ ey =gFu(0)Rog,.(0"600)
-3 / d*z\/=gF1(¢) Rgu 0 (0" 0" ¢)

(B-14)
Ya que
OR = R,,09" + R, 9" (B-15)
y que
R, 9" ==V, ,V,(6¢") + gWV,\V)‘((Sg“”) (B-16)

reemplazando las dos expresiones anteriores en (B-14) se obtiene:

35 = =5 [ 400,89 Fi@ Ras " (0)0°(0) + [ /=G (6) Runb 010007 (0)
¥ / P/ =GFL(6) Ruabg™ 0,(6)0(0) + + / 42/ =5959" Fi (6) RO(6)° ()
~ 5 [ VIR R 0. (0)5°(0) - 5 [ dtaev=aR (6)REg,(6)0,(0)
~ 5 [ VRV VUF(@00)°(0) ~ 5 [ a5V aVF(0)0,(0)0°(6)
w3 [ devmae T (00,00 0) + 5 [ 450" 5, T4Vl F(6)0°(6)0°(0)
= / Aoy =G0g YV (F1(6)0a(0)0°(6)) + | / d4e/=G89" Y,V (F1(9)Da(9)0%(6))

-3 / 27/~ g5g" G V VA (L (0)Da(6)0%(6))
(B-17)
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De acuerdo con (B-3) se obtiene T)h:

1

75 = (o = ) FUOTAOT0) + 5950 VO ROV, (07 (0)

~ S (VY 4 VVEG) VA VAG) + RE(T4(6)V,(6)
2R(6) RV O)V(0) + RrVA(6)V,(6)) + g1 ey Fy ()9 ()97 ()
VAV (F(0)V(0) 4 () + VaV(A(6)V(6)V,(6)
~ VAVAF(OVAO)VL0) - 593V (R (9)V ()7 ()
(B-18)
GB
B.3. TG

Teniendo en cuenta sélo el acople con Gauss-Bonnet, la accion es:

Sap = /d4x\/—gF2(¢)Q (B-19)
De acuerdo a 6.5 la expresion anterior se convierte en

Sap = /d4m\/—gF2(ng)(R2 — 4R, R" + R pe R"")

= / d*z/—gFy(¢)R* — 4 / d'z/—gFs (@) R, R" + / d*2\/=gFo (@) Ry pe R**°
(B-20)

De este modo

S0 = [ dS(V=IRAO)R) ~ 4 [ d'ab(V=GF(6) R B

(B-21)
+ / d426(\/ =g Pa(6) Rywpo R
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Para la primera integral se tiene que:

Som = [ ded(V=gR(0) )
— [ R@R + [ dey=aRs) (B-22)
— / d*z6(\/—g)Fa(¢)R* + 2 / d*z/—gFy(¢)RO(R)

de acuerdo con (B-15) y (B-16)

1
0Sap1 = — /d4m§\/—ggw5g“”FgR2 +2/d4x\/—gF2RRW5g“”
(B-23)

—2 / d*z/=gV ,V,(FaR)5g" + 2 / d*1\/=99,, VAV FyR)5 g
Respecto a la segunda integral de la expresién de (B-21) se tiene

S =~ [ d'ab(V=GF(0) R B
=t [ DO R~ 4 [ /G 0) Ry
=2 / d* T/~ 9G,09" Fay(¢) Ry R* — 4 / d*z/=gF(9)8 (R g"* 9"’ Rag)
=2 / d* 2/~ g9 09"" Fy(¢) R R* — 4 / d*z/=gF ()6 (R g") 9"’ Rag
~4 [ @' =gF(0) RSl R
=2 [ dtv/=40,00" Fu@) R R = 8 [ /=50 Fa0)g Rop B,
+4 / d*z\/=gdg"' VOV ,(FaRy,) + 4 / d*z\/=g8g" VOV, (FaRy,)

—4/d4x\/—g59‘“’V’\V,\(F2RW) —4/d4x\/—g5g“”guVV¢V7(Fng)
(B-24)
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Por 1ltimo la tercera integral de (B-21)

0Sap3 = /d4$5(\/__9F2(¢)RuupaRWPU)
= / d*25(v/=9) Fo @) Ryupo R*P7 + / d*2\/=gFo($)6 (R po R*P7)
_ / 4 26(\/=G) Fy(6) Ry R + / dr/ =G Fo(0)5(g7 674" " Ry Reco)
= / d*25(v/=9) Fa (@) Ry po R + 4 / d* 2\ /=g Fo($) 9?9 " Ry po Reoind (97"

2 / d*zv/=gF2(0)97"9"* 9" 9" Raond (Ryuwpo)
(B-25)

Teniendo en cuenta que

1
5Ruupa = §(VPVV59UM + Vavuégpl/ - vpvﬂégUV - VUVU&gﬂM + RZpU(Sg’YM - RchrégVW)
(B-26)

Reemplazando la expresién anterior en (B-25)

1
0Sap3 = /d4$v —g0g" F5(9) _iguvRWponpg + 2RW,00RM¢779P¢9WQW + 4VUV¢(RW¢M)
(B-27)

Por lo tanto la expresién final de (B-21) se obtiene de la suma de (B-23), (B-24) y
(B-27), ast:
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6Sgp = — / d%%\/—_gg,wégwFZR2 +2 / d'z/—gFRR,, 69"
—2 / d*z/=gV ,V,(FaR)5g" + 2 / d* v/~ 99, VAV FyR)6g"
+2/d4x\/—_ggw,5g“”F2(¢)RWRW — 8/d4x\/—_g5g“”F2((b)g7pRprM
+4 / d*r\/=gdg"" VoV (FaRy,) + 4 / d*r\/=gdg"' VOV, (FyRy,)
—4 / d*z/=gbg" NV VA (FoR,,) — 4 / d*z/=g6g" 9,, VOV (FyRy,)

1
+ /d4$ V _gégMVF2(¢) [_gguuRuupaR“Vpg + QR;UJpURaU(bngp(bgyagua + 4vav¢(Rua¢u)
(B-28)

Recordando (6.5), la anterior ecuacién toma la forma

5Sep — / 4407/ =509 (3 Fo(6)G0p — 2Fo(6) BB, — 20,0 (VY Fa(0)R)

+2(V,VuFo(¢)) R+ 4FR0R,, — 4A(VIV, Fy(9)) Ry + 4V VaF(¢)) Ry
+ 49, (VOV Fy(0)) Ry — 2F5 Ry po Ravin g™ 977 ¢"* + A(VV 4 Fo(0)) Ryosy

+ 4Fy(0) Rrpuon B7)
(B-29)

De aqui que, de acuerdo con (B-3)
T3P = AV Vv (Fa(9)IR — 9wV, VP F>(6)]R

—2[VV (@) Ry = 2[VIV, E5 ()| Ry + 2]V, VO (0)| Ry (B-30)
+ 20 [VIV F3(9)| Rog — 2[VIV ()] Ryspvo)
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