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orden mediante el método de elementos finitos lineales
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Resumen

En este trabajo consideramos un método de discretizacion de sistemas elipticos lineales
de primer orden provenientes de ecuaciones diferenciales parciales elipticas de segun-
do orden. Enunciamos aqui resultados sobre la convergencia del método descretizacion
propuesto, el cual usa elementos finitos mixtos lineales. La técnica de discretizacion
presentada aqui puede ser extendida al tratamiento de problemas no lineales. Sin em-
bargo, no abordamos dicha extension en esta presentacién. Sistemas del tipo estudiado
aqui modelan el comportamiento de fluidos a través de medios porosos.
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mixtos.

1. Introduccion

En este articulo estudiamos una discretizacion vi a elementos finitos del
problema de primer orden siguiente, bajo condiciones de elipticidad que
se formularan luego:

Encontrar (u,p) tal que:

uﬁ—bfagp =f enQ i=12,...,n
gi(etw™) =g @ fla=12un (1)
p =0 sobre 0¥}

donde € es un subconjunto abierto acotado simplemente conexo de R"
(n =23),u= (uhd...,u)T : Q > R f:Q = R y donde
f=0U%F..., 7 : Q5 R, g: Q — R son funciones dadas, y los
coeficientes bf, ¢ € L*®() (i = 1,...,n) son funciones conocidas. En
el sistema (1) asi como en el resto de este trabajo se ha usado la con-
vencion de suma de Einstein sobre indices repetidos, la cual sugerira una
suma desde 0 hasta n para indices latinos repetidos y desde 1 hasta n para
indices griegos repetidos. Por simplicidad omitiremos aqui la dependencia
explicita de z.
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Si denotamos mediante B y C los operadores diferenciales asociados a
los coeficientes bf, ¢, es decir

Bp = (=b;0ip, ..., —bloip)"

(2)
Cu = 0;(cfu®)
podemos reescribir (1) en la forma
u+Bp =f7 enQ 3)
C =g en, p=0 sobre 99

Sistemas de esta forma han sido tratados en la literatura (ver Raviart y
Thomas [6], Manteuffel et al. [5]) en el caso en que los operadores B y C
son adjuntos entre si (B* = C), es decir cuando (B, ¢) = (C¢, 1)) para
funciones adecuadas ¢ y . En este trabajo sin embargo consideraremos
condiciones mas débiles (condiciéon (9)).

Si suponemos un cierto grado de diferenciabilidad con respecto a = de
las funciones p, f y de los coeficiente bf, c, el sistema (1) es equivalente
a una ecuacién escalar de segundo orden en la variable p. En efecto,
despejando u? de cada una de las primeras n ecuaciones y reemplazando
en la ultima, obtenemos la ecuacién

—0i(cf'b50;p(z)) = il f*) — g, (4)
que supondremos estrictamente eliptica, es decir,
()& > AlE? EeR (5)

para una constante positiva A.

Ecuaciones de este tipo son de mucho interés practico por ejemplo en la
prospeccién de hidrocarburos (ver [5]) en cuyo caso p representa la presion
del fluido. Dado que en esta aplicacién no s6lo se estd interesado en el
comportamiento de la presién p, sino en el de algunas de sus derivadas, la
ecuacién (4) es transformada en un sistema de primer orden. Por ejemplo,
mediante la sustitucion uf = b;?&g;{H- B, 8=1,....,n (u=—-Bp+f)
obtenemos (1).

En su trabajo de doctorado [7], el autor ha estudiado una clase amplia de
problemas no lineales a la cual es extensible el método considerado aqui.
Tal grupo de problemas se puede describir, para funciones escalares a;,
mediante la ecuacién

2
—> " diai(z,p, Vp) =0.
i=0
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Diversas sustituciones permiten trasformar ecuaciones de este tipo en
sistemas no lineales de primer orden. Dos de tales sustituciones son: 1)
u = Vp,y 2) u=a(z,p,Vp), a := (a1,az), las cuales generan respecti-
vamente los sistemas no lineales de primer orden

Encontrar (u,p) tal que:

u—Vp =0
—0;ai(z,p,u) =0
Encontrar (u,p) tal que:

u — a(z,p, Vp) =0
divu + ao(z,p,Vp) =0.

Dado que el tratamiento del caso no lineal es bastante complejo y requiere
de la introduccién de conceptos como el de normas pesadas de Sobolev y
una técnica de deformacion (ver [3]), no abordamos en este trabajo dicha
extension. Sin embargo, en la seccion 4 presentamos un ejemplo de un
sistema que surge en la modelacién del flujo de un fluido a través de un
medio poroso. El sistema original es no lineal, pero un procedimiento de
localizacién conduce al problema (22), el cual satisface las condiciones
que seran la base de este trabajo (condiciones (9) y (10)).

En la secciéon 2 formularemos la version débil (6) de (1), cuyas soluciones,
conocidas como soluciones débiles (ver [4]), estan garantizadas por el Teo-
rema 2.1. En la seccion 3 formulamos nuestra version discreta (13) para
la formulacién débil (6). Para ello haremos uso del método de los elemen-
tos finitos ([1]). En dicha seccién enunciamos resultados de existencia
v unicidad para la formulacion discreta (Teorema 3.1) y resultados de
convergencia (Teorema 3.2).

Finalmente, en la seccién 5 presentamos algunos resultados numéricos
obtenidos al aplicar nuestra discretizacion a algunos problemas de prue-
ba. Usamos el programa MGB [2], desarrollado por el Profesor Manfred
Dobrowolski del Instituto de Mateméticas Aplicadas y Estadistica de la
Universidad Wiirzburg. Este programa, escrito en FORTRAN 77, permite
realizar aproximaciones numéricas de sistemas elipticos sobre regiones
planas.

2. Formulacién débil

Debido a que es posible que no existan soluciones clasicas suaves de (1),
orientamos nuestros esfuerzos hacia la busqueda de las llamadas solu-
ciones débiles. Introducimos primero las siguientes notaciénes. Como es
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usual denotamos mediante LP(R2), 1 < p < oo y H™P(Q), m € N los
espacios de Lebesgue y de Sobolev respectivamente, (para p < o0) con
las normas

1
[P = (/ﬂlulJD dz)'?, ulmp = Y ID"ul,

laj<m

y con la modificacién usual en el caso p = oo. Mediante el simbolo Y’
denotamos al espacio dual de Y. En especial escribiremos H 12Q :=
(H&’Q(Q))’, con la norma

s g, 2B
lpEHOL’?' ||50||1,2

donde (-,-) denota el producto interno en sobre L?(f2), es decir
W = [s@d@)ds, e IXQ).
0

Consideramos ademés los espacios X := L?(Q)", Y := H&’Z(Q) y el
espacio producto V := X x Y con la norma

1, p)llv == llull2 + llpll,2-

Por una solucidn débil de (1) entendemos una pareja de funciones (u,p) €
V tal que

Vp(u, ¢) +b(p,¢) =(f,¢) paratoda p€X
Vp — c(u, ) = —(g,%) paratoda 9 €Y,

donde b(-,-), ¢(-,-) son formas bilineares definidas en ¥ x X y X x Y
mediante

b(p, @) := —L bfﬁipqﬁﬁdx; cla, )= _./n ctu*Opdr.  (6)

El signo menos (—) en la segunda ecuaciéon de (6) se ha introducido por
conveniencia. Sumando las ecuaciones en (6) obtenemos una formulaciéon
equivalente

a((uﬂp)? (451 I!xb)) = <f7 ¢> - (gu /!lb)ﬂ para todo par ((xﬁa qu) € V1 (7)

donde a: V x V :— R es la forma bilineal

a((u,p), ($:¥)) = (w, ¢) +b(p, §) — c(u, ) . (8)
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Como mencionamos antes, en este trabajo no supondremos que C = B*.
En su lugar, supondremos que los operadores B y C en (3) satisfacen la
condicién:

(9)

Eziste una matriz invertible M€ C1(2)"*" con inversa M—1e C*(Q)"*"
tal que

(i) mall¢l3 < (¢, M) para ¢ € L*(Q)™ y una constante mq > 0.

(ii) [b(w, M) — c(d,9)| < c1llgll2ll®ll2 para ¢ € LX), 4 € Hy?*(Q)

y una constante posiliva c; .

Supondremos ademés que existe una constante ms > 0 tal que
ma||[ V4|3 < [ Bepll3 + cullv I3 (10)

para ¥ € HS‘Q(Q) v una constante ¢; > 0.

Se observa que si C = B*, la condicién (9) se verifica de manera trivial
con M = I (la matriz identidad). De otro lado, se puede mostrar que estas
condiciones tienen interpretaciones sencillas (ver [7, Lemas 2.3, 2.4]). En
términos generales se tiene que la condicién (9) equivale a que la matrix
M (z) sea uniformemente positiva definida para todo z € , es decir

my|€? < ETM(z)é paratodoz € Qy € € R™.

Esta condicién junto con (10) equivalen a la no singularidad de las ma-
trices de coeficientes B = (bf')nxn ¥ C1 = (¢f)nxn, &4, = 1,...,7n
(la parte principal de los operadores B y C* respectivamente, vistos en

forma matricial). Se verifica ademas la relacion
Cilz) = M(m)TB1 (z), para todo z € 2.

De esto se sigue que la matriz CiB; = (Cfb?)nxn es uniformemente posi-
tiva definida. Por tanto, podemos afirmar que las condiciones (9) y (10)
son equivalentes a la elipticidad uniforme de (4) (condicion (5)).

Antes de enunciar nuestro resultado sobre la existencia de soluciones dé-
biles de (3) (Teorema 2.1), recordamos que un resultado del dlgebra lineal
elemental garantiza que para un sistema de ecuaciones lineales Az = b
(con A € R"™"™ una matriz y b € R" un vector), bien el sistema no
homogéneo Az = b tiene solucién tnica para todo b 6 bien el sistema
homogéno asociado Az = 0 tiene una solucién no trivial.

Una generalizacién de este resultado a operadores compactos lineales
definidos sobre espacios de Banach se conoce como la alternativa de
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Fredholm. Sean V un espacio de Banach, T : V — V un operador lineal
compacto (es decir, si U es un subconjunto acotado de V, entonces el
conjunto T'(U) es compacto) y Ty :=T — A1, con I el operador identidad
sobre V'y A € R\{0}. La alternativa de Fredholm afirma que el sistema

Thxt="b

tiene solucion idnica para todo b € V si sdlo si el sistema homogéneo
asociado
Tyvx=0

tiene dnicamente la solucion trivial x = 0 (ver [4, Teorema 5.3]).
Con esto nuestro teorema de existencia se formula como sigue:

Teorema 2.1. Supongase que las condiciones (9) y (10) son validas. En-
tonces el problema (6) satisface la alternativa de Fredholm. Es decir, bien
el sistema (6) tiene solucién tnica para toda f € X' y g € Y' 6 bien el
sistema homogéneo asociado f = 0 y g = 0 posee una solucién no trivial.
Si ademas A = 0 no es un valor propio del operador lineal A asociado a
la forma bilineal a(-,-) en (8), entonces el problema (6) posee una tnica
solucién (u,p) € X x Y.

La idea de la demostracion se basa en la técnica estandar de perturbacion
compacta, mediante la cual modificamos el sistema (7) adicionando al la-
do izquierdo un término adecuado. Posteriormente se construye un ope-
rador diferencial de la forma Ty = T — AI, con T' un operador compacto
e I el operador identidad, para el cual vale la alternativa de Fredholm.
En efecto, consideramos el problema perturbado

(a+k)((u,p), (6, %)) = (f,¢) —(g,¥)  ($,¥) € X XY,

para la forma bilineal a(-, -) como en (8) y la forma bilineal k : VXV :— R
dada (para A > 0) por

k((u,p), (6,%)) = Mp, ) (u,p),(d,9) € V.

Usando las condiciones (9) y (10) y A suficientemente grande, se demues-
tra (de forma no trivial) que el operador diferencial

A+ K :LX(Q)" x Hy?(Q) = L2 Q)" x H Q)

asociado a la forma bilineal a + k es un isomorfismo. Nuestra afirmacion
vale entonces para el operador inverso T = (A + K)™1.

Sobre la suavidad (regularidad) de las soluciones débiles de (3) pode-
mos decir que, bajo ciertas condiciones (la frontera 99 de clase C?, f €
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HY2(Q)", g € L*(Q) y los coeficientes b? ,cg? uniformemente Lipschitz
continuos), la solucién (u,p) € L?(Q)™ x Hé‘ de (6) estd en H2(Q)" x

H?2(9) y se satisface (Ver [4])
[ullz + llpll22 < ei{llfllLz + llgll2} - (11)

Nos referiremos a este hecho como la (2, 2)-regularidad de (6).

3. Formulacién discreta y analisis de convergencia

Fl célculo explicito de una solucién débil puede ser muy dificil y en la
mayoria de los casos imposible de realizar. Se hace entonces necesario cal-
cular una buena aproximacién en algun sentido de las soluciones débiles.
Aqui nos proponemos buscar dichas aproximaciones usando el método de
los elementos finitos.

Por simplicidad consideramos una regién poligonal convexa 2 C R*,
(n =2,3). Sea II, = {A} una particién de © en poliedros cerrados, tales
que € := UA que satisface:

(12)

Dos poliedros en TI;, tienen a lo mds un punto, un lado o una cara en
comiin. Ademds, cada A contiene una bola de radio crh y estd contenido
en una de radio c_th.

Ya que nuestro interés es presentar un método de discretizacién usando
funciones lineales a trozos, consideramos los espacios

Sp = {1 € C(Q): La restriccién Yr|Aaem, es lineal}
So = Sp N Hy*(Q) = {¢hn € Sh: 1 = 0 sobre IQ}.

Se puede mostrar que si {P;} representa el conjunto de nodos de la par-
ticién IIy, las funciones 1; ;, € Sj, definidas mediante

Yin(P) = 6i5, con d;; el § de Kronecker ,

forman una base (base nodal), para Sy,. Asociados a los espacios X, Y y V,
definidos antes, consideramos los subespacios de dimensién finita X =
(Sp)™, Yy, = Sp y Vi, = X, x Y}, respectivamente. Nuestra discretizacion
de (6) toma entonces la forma:
Encontrar (up,pp) € Vi tal que

(up, dn) + b(pp, dn) = (f, én) para toda ¢y € X,
—c(up, Yp) + w{{up, BYp) + b(pp, Byp) — (f, Bip)} (13)
= —(g,%s) paratoda ¥, €Y},
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donde h > 0 es el parametro de discretizacion y w es un parametro
positivo independiente de h. Para el caso w = 0 el problema (13) es
inestable (ver [7]) y la convergencia de las soluciones discretas hacia la
solucién débil no se puede garantizar.

Observacion 3.1. El término

(un, Bapy) + b(p, By) — (f, Bty) (14)

en (13) es llamado término estabilizador y se obtiene de la primera ecuacion
en la formulacién (6) en la medida en que tomemos ¢ = Bjy,.

Mediante sustraccion de (6) v (13) obtenemos la relacion de ortogonalidad
entre (up,pp) v (u,p) dada por

(u — up, dp) + b(p — pr,dp) =0 para todo ¢ € X
—c(u — up, ¥Yp) + w{{u — up, Byp) + b(p — pp, Bypy)} = 0 (15)
para todo ¢, € Y}, .

Dado que la existencia y unicidad de la solucion (u,p) de (6) estd garan-
tizada por el Teorema 2.1, podemos reducir el estudio de (13) al de (15).
La existencia y unicidad de la soluciéon de (13) esta dada por el siguiente
teorema.

Teorema 3.1. Supoéngase que las condiciones del teorema 2.1 son validas.
Suponga ademas que el problema (6) es (2,2)-regular y que la particiéon
11, de Qy, satisface las condiciones de regularidad (12). Entonces existe
un hgy > 0 tal que para (f,g) € H2(Q)" x L?(f2) dado, existe una tinica
solucién (up,pp) de (13) para 0 < h < hg con

lu —un|* + |V (p — pa)l3 < eth?{||f

f2+lgl3} - (16)

Esquema de la demostracion: Sea (u,p) la tnica solucién de (6) y sea
(up,pr) € Vi una solucion de (15). Después de algunos calculos (no tri-
viales) se tiene la desigualdad

lu— wnl® + llp — palli 2 < erh?{[lullf2 + P32} + erllp — pall3-
Igualmente se demuestra que
[P = pull < crh{|lu —upll2 + [P — Palli,2}-
Para un h > 0 suficientemente pequenio se sigue entonces

2 2 2011112 2
lw = upl|” + |lp — pall2 < erh*{llulli 2 + llpll2,2} - (17)
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De la (2, 2)-regularidad de (6) (desigualdad (11)) se sigue
lull} 2 + 12132 < e {lIFNI” + llgli3} - (18)

La cota (16) para cada soluciéon (up,pp) de (15) se sigue entonces de las
dos ultimas desigualdades.

De otro lado, se sigue de (18) que (u,p) = 0 es la tnica solucién para
(6) cuando f = 0y ¢ = 0. De esto y de (16) se tiene entonces que
(up,pr) = 0 es la tdnica solucion de (15) y por tanto la tnica solucion
al sistema homogeneo asociado a (13) también. Dado que la alternativa
de Fredholm se satisface para sistemas de ecuaciones lineales, se tiene
entonces que el sistema (13) tiene solucién tinica. Cuando variamos el
parametro de discretizacién h obtenemos serie de problemas discretos de
la forma (13), cada uno de los cuales posee una tnica solucion (up, pp). El
siguiente teorema nos garantiza, que cuando el parametro h se acerca a
cero, las soluciones discretas (up,pr) de (13) aproximan la solucion débil
(u,h) de (6): las soluciones (up,pp) convergen, en L>®(Q)" x HL>(Q),
hacia (u,p) cuando h tiende hacia 0 |7, Teorema 3.8|.

Teorema 3.2. Supéngase que las condiciones (9) y (10) son validas. Supon-
gase ademés que la solucion débil (u,p) de (3) esté en

HY®2(Q)™ x H¥®(Q).
Para la solucién discreta (uy, pp) de (15) se tiene entonces la desigualdad

1P = Phlloo + B{llu — uplloc + [P — Phll1ec} < e:h®7C, (19)

con ¢y = (|| V| oo, || V2P|loo) ¥ €1 = c1(€) para todo € > 0.

4. Una aplicacién a medios porosos

Mediante una aplicacién queremos ahora ilustrar, sin entrar en detalles,
el procedimiento a seguir en el caso no lineal. Uno de los principales
puntos del tratamiento es la linealizacion del problema, mostrando que los
operadores diferenciales de dicha linealizacién satisfacen las condiciones
(9) y (10).

Sean f, g, ¥ > 0 funciones dadas definidas en una regién poligonal )
de R? y g el vector gravedad. Representemos con u = (u',u?) el vector
velocidad de un fluido, con p la presiéon y con ¢ la concentraciéon del mismo
(clan = 0). El flujo de un fluido a través de un medio poroso en la regién
2 se puede modelar mediante el problema:



48 Manuel Villegas

Encontrar una terna (u,p,c) tal que

u— ,_;fc)VP‘F ’ifcc g =f enQ
div(p(c)u) =g en() (20)
div(cp(c)u — p(c)De(u)Ve) =0 en
p=0, =19 sobre 082,

donde k representa la constante de permeabilidad de la regiéon y las fun-
ciones p y u representan respectivamente la densidad y la viscosidad del
fluido y estan dadas por p(c) = 1+0,2¢c y p(c) = ¢1(1 + ¢*). Finalmente
D, es la matriz

De(w) := dpI + apI(e + |u]?)'/2 + ﬁuu’r. (21)
donde I es la matriz identidad, d,,, una constante positiva y ar, ay, fun-
ciones positivas definidas a trozos en la variable espacial z.

Hemos introducido el parametro € con el fin de garantizar la diferencia-
bilidad (con respecto a p,u,c) de los operadores en (20).

Consideremos ahora los espacios X = L%(Q)?, Y = Hy*(Q), Z = H'2Q,
Zy={2€Z:z=17s0bred}, W= X xYxZyWy:=XxY x
Zy y supongamos que existe una solucién suave (u,p,c¢) € CH(Q)? x
C?(92) x C?(Q) de (20). Con el propésito de obtener la linealizacion de
(20) consideremos los operadores R, S, T definidos sobre X x Y x Z por:

5 _ . Kk kplc)
Blap.¢) = u o Vp+ 415) g
S(u,pc) = plc)u

T(u,p,¢) = —cp(c)u+ p(c)D(u)Ve.

La primera derivada de los operadores R, S, T calculada en el punto
(u,p,c) y aplicada a (v, g, z) toma la forma

Plundon) = v= v [ (g - & (50a) 7

§(wp,0)(v,q:2) = pl)v+p(c)zu
T'(u,p,c)(v, g, 2) z[p'(¢)2Dc(u)Ve — p'(c)eu — p(c)u] + p(c) De(u)Vz

—p(c)ev + g (p(c)%DE(u)Vc) vt

Podemos entonces escribir la linealizacién de (20) en (u,p,¢) como:
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Buscar una terna (v, q, 2) tal que

v+ Bg + [1995/01/05v2,2e AM S fontdefinitions]L = f en Q

Cv+ Rz =g en )
—Fv — 8z =0 enQ
g=0; 2=0 sobre 0f)

(22)

donde B, L,C,R, E y § operadores lineales dados por

B(c)g=—-pVg  B= “{1}

L(p, )z = 2l; 1=— #(c) LR (W(c)l) g,
C(c)v =vdive;  v=p(c),

R(u,e)z = div (zr); r=p'(c)u

E(c,u) = div(egv) + div(Y2, v EY);

eo = —p(c)e, By’ = p(c)giDe(u)Ve, i=1,2
8(u,c)z = div(Spz) + div(S1Vz);

So := p'(¢)De(u) Ve + p'(c)eu — p(c)u.

S1 = p(c)De(u) .

La formulacién débil de (22) es entonces:
Buscar una terna (v,q,z) € Wy tal que

Vp(v,$) +blg,¢) +1(2,¢) =Vp(f,¢) paratoda¢e X
Vpe(v, ) +r(z,9) =Vp(g,4) paratodayp €Y (23)
Vpe(v, x) + 3(z,x) =Vp0 para toda x € Zy

con las formas bilineales definidas como sigue

b(g,v) = (Bq,¢)=—(8Vq,¢),
(v, 9) (Cv, ) = —(yv, V¥),
lz,¢) = (Lz,¢) = (2l,4),

r(z,9) = (Rz,9) = —(rz, Vi),

S(Z?X) = v})_ (SZ'X) = (Slvz vX) (S{)Z VX)1

e(v,x) = Vp—(Bv,x) = (ew, Vx) + ZUE , VX)-

La condiciéon (9(ii)) se satisface trivialmente con la matriz

M:(W{Jﬁ 'r[/)ﬁ)
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puesto que
b(q, Mv) — ¢(v,q) =0 paratoda v€ X,q€Y.

Igualmente se tiene con m; < v/8 y mo < B2 las condiciones (9(i)) y
(10), ya que
(v, Mv) = %”'0”2 para toda v € X

| Bqll5 = B%||Vq|l5 para toda g € Y.

Observacion 4.1. Es claro que las estructuras de los problemas (3) y
(22) no son idénticas y podriamos afirmar incluso que el primero esta
incluido en el segundo. Este hecho sin embargo no dificulta de manera
sustancial la extensién de los Teoremas 3.2 y 3.3 al problema (22) ni
las demostraciones. En realidad los términos mas dificiles de acotar en
las demostraciones de los teoremas citados son los provenientes de la
condiciéon (9ii), estos términos sin embargo desaparecen en el caso del
problema (22).

5. Experimentacion numérica

Finalmente, queremos presentar algunos resultados numéricos obtenidos
al aplicar nuestra discretizacion, con diferentes valores del parametro w
(1073 < w < 10) a cuatro problemas de prueba definidos en la regién
Q= (0,1) x (0,1). Para ello usamos el programa MGB [2]. Dicho progra-
ma fue escrito en FORTRAN 77 y permite realizar aproximaciones numéri-
cas de sistemas elipticos sobre regiones planas.

En casi todos los casos se obtuvo convergencia y en la mayoria de ellos
el valor w = 1 se caracterizo por presentar los mejores resultados, en el
sentido de que la rata de convergencia computada fue bastante cercana
a la garantizada por la teoria, es decir, cuadrdtica para p, ¢ y lineal para
u. Las constantes oy, o, ¥y o, representan los érdenes de convergencia
respectivos, los cuales pueden ser obtenidos de la formula

v—uvp=c1th® a>0 (24)

donde ¢; representa una constante, « el orden y v corresponde a las
componentes p, Uy, uz y C.

Debido a que en (24) solo conocemos vy, hemos calculado la solucion
discreta (up, pr) (respectivamente (un, pp, cp)) sobre mallas contiguas Gy,
Gan v Gap, (G, representa la malla mas fina). Después de algunos calculos
obtenemos de (24) la relacion
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lvp — vonl|

= 2%, con ||lvpllsc:g, = méx |vp(P)].
||U2h_r”4h|| || L||00, h P | )|

En las tablas que presentamos a continuacion, el simbolo () significa que
no se pudo establecr el orden de convergencia, mientras que (**) significa
que no obtuvo convergencia.

Problema 5.1: Se busca la solucién (u,p) de

{u—Vp =0 en®

divu =—10 enQ, p=0 -sobredN.
| w [ o | o |
1073 - [1.79

1072 | 0.84 | 1.78
1071 | 0.51 | 1.79
1 1.00 | 1.89
10 | 0,88 | 1.81

TaBLA 5.1: Orden de convergencia.

Problema 5.2: Se busca la solucién (u, p) de

u—Vp =0 enf)
divu  =27’sin(nz)sin(ry) en Q;  p=0 sobre 99.

cuya soluciéon exacta es p(x,y) = sin(wz) sin(my).

Lo [ o | o |
0% | - | 180
10-2 | - | 200

10~! | 0.14 | 2.00
1 |1.90]1.99
10 | 1.96 | 1.96

TaBLA 5.2: Orden de convergencia.

Problema 5.3: Se busca la solucion (u, p) de

u—Vp =0 en
divu = 6zy® + 62y — 122y en Q; p=0 sobre 890.

cuya solucién exacta es p(z,y) = °y® — %y — oy + y.
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[ w iy ap
107° | - |2.00
1072 | - |1.99
1071 | - |1.98

1 095|198
10 (093 | 1.84

TaBLA 5.3: Orden de convergencia.

Problem 5.4: Se busca la solucién (u, p,c¢) de

U—%Vp-l-%%lg =0 enQ
div(p(c)u) =10 en

div(ep(c)u — p(c)De(u)Ve) =0en Q
p=0 c¢=1 sobre 9f.

con g = (1,0)7, p(c) =1 +0,2¢, p(c) = 1+ ¢® y la matriz

]

— 2, L T
De(u) := I+ I(0,01 + |u|“)""“+ 001 +|u|2)1(,2uu ,

L w [ou] o | o |
10—3 w3k * % *¥
1 | a4 | 207 | .79
107! [ 1.0 | 1.72 | 1.79
1 |1.0|171|179
10 = = =

TaBLA 5.4: Orden de convergencia.

FEl hecho de que en algunos casos el orden de convergencia no fue el es-
perado puede radicar en que no fue posible, por limitaciones en memoria,
trabajar con discretizaciones muy finas (b < 277). La situaciones para
las cuales no se presentd convergencia podrian quiza corregirse con una
adecuada eleccién del punto inicial.

De otro lado, dado que conocemos la solucion explicita para los problemas
5.2 y 5.3 podemos estudiar el comportamiento con respecto a w (log w)
de los errores || — up/|co ¥ |[P — Phlloo- Tal comportamiento se resume en
las figuras 5.1 y 5.2.

Una posible continuacién de este trabajo podria estar dirigida a conside-
rar la evolucién en el tiempo de flujo a través de medios porosos. Otro
estudio que se podria realizar seria el de desarrollar criterios para la se-
leccién adecuada del pardmetro w.
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0.025¢

=1 1 2

Figura 1: Error para problema 2 sobre IIj, con h = 1/2°.
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Figura 2: Error para problema 2 sobre IIj, con h = 1/26.
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Figura 3: Error para problema 3 sobre ITj, con h = 1/25.

T 1 2 3 4

Figura 4: Error para problema 3 sobre IT;, con h = 1/26.



