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Abstract
This paper continues the study of finite representability in spaces of measurable functions, which
began in Gomez et al. (2001). In particular, we are interested in Kéthe spaces, because of their
importance in the characterization of some operator ideals, (see Gomez et al. 2004). Some
properties of natural norm A, defined by Chaney for specific tensor product, are used in the
proofs of the results.
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Resumen
Este articulo contintia el estudio sobre la representabilidad finita en espacios de funciones medi-
bles, iniciado en Gomez et al. (2001). En particular, nos interesamos en los espacios de Kothe,
por su importancia en la caracterizaciéon de determinados ideales de operadores, (ver Gémez et

al. 2004). En la obtencién de los resultados se usan algunas propiedades de la norma natural A
definida por Chaney para un determinado producto tensorial.

Palabras y frases claves: Espacios de Kothe, teoria local, norma tensorial.

1 Introducciéon

Los resultados que presentaremos se enmarcan dentro de la teorfa local en espacios
de Banach, teoria que estudia determinadas propiedades de espacios de Banach
en términos o a través de sus subespacios de dimension finita. Dichos resultados
fueron obtenidos dentro de una investigacién relacionada con normas tensoria-
les e ideales de operadores, en cuyos resultados finales se pone de manifiesto la
importancia de la teoria local en el estudio de estas cuestiones, importancia que
quedé oculta en la teoria clasica a causa de las buenas propiedades de los espacios
entonces implicados, a saber, £, y L,y(p). Ver [5].

Dos instrumentos esenciales de la teoria local son la representabilidad finita
y la construccién de ultraproductos, conceptos aparentemente distintos pero que
estan estrechamente ligados, de acuerdo con un resultado de Dacunha-Castelle
y Krivine, siendo estos quienes introducen la construcciéon de ultraproductos de
espacios de Banach, basados en la construccion de ultraproductos de la teoria de
modelos. Trabajos recientes como el de S. Heinrich |7] y Haydon, Levy y Raynaud
[6], dejan ver las enormes posibilidades que estos dos instrumentos tiene en el
estudio de los reticulos de Banach.

En particular nos interesamos en la representabilidad finita en espacios de fun-
ciones de Kothe escalares K(u), con estructura de reticulo de Banach, y vectoria-
les K(u, X), cuyas definiciones precisamos mas adelante. Ampliar el conocimiento
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sobre la geometria de los espacios de K&the, nos ha permitido interpretar las
funciones del espacio K(u, X), como elementos del producto tensorial K (u)@aX
donde aparecen separadamente el correspondiente espacio escalar de funciones de
Kothe K (i) v el espacio de Banach X.

La notacion y las definiciones que utilizaremos son las comtinmente aceptadas,
pero puntualizamos algunas de éstas. Por (H, || - ||g) denotamos un reticulo de
Banach, esto es un reticulo normado, el cual es completo respecto a la norma y
tiene la propiedad de que ||z|| < ||y|| siempre que |z| < |y|.

Las definiciones en la teoria de normas tensoriales e ideales de operadores que
utilizaremos son tomadas del libro de Defant-Floret [3]. Dado un par de espacios de
Banach F'y F'y una norma tensorial a, F®, F representa el espacio F® F' dotado
de la topologia a-normada. La compleccion de E @, F es denotada por E®,F y
la normade z € E® F por a(z; E® F) o a(z) si no hay lugar a confusion. Toda
norma tensorial a es razonable, es decir, Vo € E, Vy € F [z ®@yl, = |z v,
Vol e E',Vy € F' 2/ @y € (E' @4 F') y |2/ @y, = |2/ |¥], y satisface la
propiedad métrica de los operadores, esto es, dada cualquier cuddrupla de espacios
normados E;, F;, i = 1,2, y cualquier par de operadores A; € L (E;, F}), se tiene
que Ay ® Ay € L (E1 ®q Ea, F1 ®q I2), con [[A1 @ Az < [[A1] || Azl

Sea (£, %, p) un espacio medida, denotamos por Lg(u) el espacio de clases
de equivalencia, modulo la igualdad p-a.e., de funciones de valor real p-medibles,
dotado con la topologia de la convergencia local en medida. Dado un espacio de
Banach X, el espacio de todas las clases de equivalencia de funciones pu-medibles
con valores en X lo denotamos Lo(u, X ). Por un espacio de funciones de Kothe
K(u) sobre (2, %, 1) entendemos un ideal denso en orden de Lo(p) con la norma
[ ll5c(x) que hace de éste un reticulo de Banach (si f € Lo(u) y g € K(u) |f| < gl
entonces f € K(u) con ||fllac) < llgllaqy). Similarmente, K(u, X) = {f €
Lo(. X) ¢ | FO)llx € K(u)} dotado con Ta norma. | ]l x) = 1170 1x e

Sea H un reticulo de Banach y X un espacio de Banach. La norma natural
en H ® X debida a Chaney [1], la denotamos por A(z) y se define por

A(z) = mt{|| Y llzillxhillzr - 2 =) hi © w3, hi > 0}
i=1 i=1

Se puede ver que si z € H®aX, entonces z tiene al menos una representa-
cion z = > .72, h; ® x; tal que h; > 0 para todo ¢ € N, la sucesion (h;)32; es
incondicionalmente sumable en H y {z; : i € N} es un acotado en X. Ademés
A(z) = mf{|| 3272, lzillxhillzr}, donde el infimo esta tomado en el conjunto de
todas las representaciones de z que satisfacen las condiciones anteriores.

En general, A no satisface la propiedad métrica de los operadores, y por con-
siguiente no es necesariamente una norma tensorial, ver [3], 7.5. Lo anterior tiene
respuesta positiva en el siguiente sentido: si H; y Hs son reticulos de Banach, X; y
X5 son espacios de Banach, S : H; — Hs es un operador positivo y T : X1 — Xo
es un operador cualquiera, entonces S® T : Hy QA X1 — Ho QAy, X5 es lineal
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y continua; v si ademas S y T son isometrias, entonces S ® T es también una
isometria. La prueba del ultimo caso puede consultarse en [10], proposicion 4.3.

En particular, para K(u) un espacio de Kothe de funciones reales y X un
espacio de Banach, si K(u) es o—orden continuo, entonces T(u, X), el espacio
vectorial de las funciones simples con valores en X, es denso en K(u, X), entonces
K(n) @ X es denso en K(u, X), y por consiguiente la aplicacion canénica K(u) @
X — K(u, X) tal que f @ 2 — f(.)z define una isometria K(u)&aX — K(u, X),
la cual es sobreyectiva si K(u) es orden continuo, de acuerdo con un resultado de
Lévin en [8]

Como un caso particular tenemos los espacios de Lebesgue-Bochner Ly (u, X),
1 < p < o0, de los cuales se sabe ademas que, por ser L,(p) orden continuo para
1 < p < o0, entonces Lp(,u)QAiJAX = Ly(p, X) isométricamente.

2 Elementos de la teoria local

Definicion 2.1. Sea D un conjunto. Un filtro F en D es una familia no vacia de
subconjuntos de D tal que ) ¢ F. Si A,B € F entonces ANBeF. Ysi AcTF y
A C B entonces B € F.

Dada B, una familia de subconjuntos de un conjunto M, la cual satisface
que O ¢ B y la interseccion de dos conjuntos de B contiene un conjunto de B,
siempre podemos construir un filtro &F sobre M, el cual esta formado por todos
los conjuntos de M que contienen algtn elemento de B. B se denomina una base
de filtro.

Se dice que un filtro F1 domina a otro filtro F5 si Fo C Fy. A un filtro maximal
U segiin esa relacion de orden se le llama un ultrafiltro. Un ultrafiltro U es trivial
si existe dg € D tal que A € U < dj € A.

La siguiente observacion tiene como proposito fijar la notaciéon de una clase
especial de base de filtro y ultrafiltro, que usaremos en la siguiente secciémn.

Observacion 2.2.

1. Sea (D, <) un conjunto dirigido. Para dy € D fijo, hacemos R(dy) = {d €
D :dy < d}, y entonces R := {R(d) : d € D} es una base de filtro de
subconjuntos de D. De acuerdo al lema de Zorn, existe un ultrafiltro en D
que contiene a R. Un ultrafiltro con esta propiedad lo denotaremos por Up.

2. De forma similar, si (A, <4a) y (B, <p) son conjuntos dirigidos, considera-
mos en A X B el orden natural en el producto, es decir, (a1,b1) < (ag,b2)
sty solo siay <4 az y by <p by. Es claro que (A x B, <) es un conjunto
dirigido, y por tanto denotamos por Uaxp el ultrafiltro en A x B obtenido
por un procedimiento similar al del literal 1.

Definicion 2.3. Sea {A; : d € D} una familia arbitraria de conjuntos, y supon-
gamos que tenemos un ultrafiltro U de subconjuntos del conjunto de indices D. En
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el producto cartesiano [[,cp A, definimos la siguiente relacion de equivalencia
R:
(a)aepR(Yd)aep & {d € D 1 xqg =yq} € U

Al correspondiente conjunto cociente [[;cp Aa/R se le denomina ultraproducto de
la familia de conjuntos {Ag : d € D} respecto del ultrafiliro U, y suele denotarse

(ITgep Ad)u, o simplemente (Ag)y.

En el caso especial, cuando todos los A4 son iguales a un conjunto A, entonces
su ultraproducto (Ag)y se denomina la ultrapotencia de A con respecto a U.

En el caso particular de familias {By : d € D} en las que By es un espacio
de Banach para todo d € D el ultraproducto como conjuntos no produce necesa-
riamente un espacio de Banach. Dacunha-Castelle y Krivine [2] introducen una
modificacion de la construccién de ultraproductos a fin de obtener en este caso un
espacio de Banach como resultado. Para ello es necesario introducir el concepto
de limite sobre un ultrafiltro.

Sea X un espacio topolégico y (4)4ep una familia de elementos de X indexada
por D. Diremos que (x4) converge a x € X sobre U y escribimos limy zqy = x si
para toda vecindad N de z, el conjunto {d € D : x4 € N} € U. En particular se
tiene que si X es un espacio de Hausdorff entonces el limite sobre U de una familia
(z4) si existe es tnico. Mas ain, si X es Hausdorff compacto, entonces para toda
familia (x4)qep C X existe (y es inico) un elemento x € X tal que limy x4 = .

Definicion 2.4. Sean {By : d € D} una familia de espacios de Banach y U un
ultrafiltro de subconjuntos de D. En el espacio de Banach loo(Bg, D), de todas las
(xa)dep tales que ||(xq)|| = supgep ||zall < 00, definimos la siguiente relacion de
equivalencia Rp:

(a)aepRB(Yd)deD & I%n |lza —yallB, =0

Se denomina ultraproducto de la familia de espacios de Banach {By: d € D} con
respecto al ultrafiltro U, al espacio cociente loo(Bg, D)/Rp, dotado con la topologia
de la norma candnica en el cociente

A este espacio, que resulta ser de Banach, se le denota también (By)y, a sus
elementos por (zq)w, v |[(za)ull = limy ||zq||B,. Al igual que con las familias de
conjuntos, si By = B para todo d € D, entonces (B)y es una ultrapotencia de B.

En la construcciéon del ultraproducto de una familia de espacios de Banach es
posible preservar algunas estructuras comunes a los elementos de la familia. Den-
tro de las estructuras que gozan de esta propiedad esta la estructura de reticulo,
de acuerdo con un resultado de S. Heinrich (ver Proposicion 3.2 de [7]). Otras
estructuras que también permanecen estables bajo la construccién de ultrapro-
ductos son las de espacios M-abstractos y de espacios Ly-abstractos.

Los conceptos basicos de la teoria de representabilidad finita son tomados de

7]y [6].
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Definiciéon 2.5. Un espacio (reticulo) de Banach X decimos que es (reticular)
finitamente representable en una familia de espacios (reticulos) de Banach {X; :
i € I} si para todo subespacio (subreticulo) de dimension finita M de X y para
todo € > 0 existe i € I y un subespacio (subreticulo) de dimension finita N de X; y
un isomorfismo (isomorfismo de reticulos) J : M — N tal que ||J||[|J 71| < 1+e.

Si para todo i € I, el espacio (reticulo) X; es un subespacio (subreticulo) de un
espacio (reticulo) de Banach Y, entonces se dice que X es (reticular) finitamente
representable en Y.

Un espacio de Banach E es un L y-espacio, 1 <p < ooy 1 < A < o0, si para
todo subespacio finito dimensional P de E existe un subespacio finito dimensional
@ de FE que contiene a P tal que la distancia de Banach-Mazur d(@Q, Egim(Q)) <A

Si E es un L, y-espacio para todo A > 1, entonces es finitamente representable
en {p. En particular, el espacio Ly(u) es finitamente representable en £,. Mas aiin,
de [9] capitulo 6§17, teorema 7, un espacio de Banach es finitamente representable
en (), si y solo si es isométrico a un subespacio de algtn Ly(u).

Ultraproductos y representabilidad finita estan conectados en el siguiente sen-
tido. Un espacio de Banach X es (reticular) finitamente representable en una fa-
milia de espacios (reticulos) {X; : i € I} si y solo si existe un subconjunto J C I
y un ultrafiltro U sobre J tal que X es isométrico a un subespacio (subreticulo)
de (Xj)y, ver [6].

Del principio de reflexividad local, el bidual X” de un espacio de Banach X
es finitamente representable en X. La version para reticulos de Conroy y Moore
prueba que el bidual E” de un reticulo de Banach E es reticular finitamente
representable en F.

Observacion 2.6.

1. Sea X un espacio de Banach. FIN(X) = {Ns : 6 € Ax} es la familia
de todos los subespacios de dimension finita de X. (Ax, <) es un conjunto
dirigido respecto a la inclusion, es decir, 1 < g si y sdlo si N5, C Ns,, y
por tanto, Up . representa el ultrafiltro obtenido segin la observacion 2.2(1).
Entonces, X es isométrico a un subespacio de (N5)UAX bajo la aplicacion
T : X — (Ns)u,, definida por T(x) = (zs)u,, con x5 =z stz € Ny, y
x5 =0 si x ¢ Ns, para todo x € X, la cual es una isometria inyectiva.

2. Sea X un espacio de Banach y sea H = {H; : j € J} una familia de
subespacios de dimension finita de X, tal que el conjunto de indices (J,<) es
dirigido con el orden i < j siy solo st H; C Hj y con la envolvente lineal H
de UjegH; densa en X. Entonces, la aplicacion isométrica T : H — (Hj)y,
definida de forma natural por T(x) = (vj)u, con z; = v six € Hj, y
xj =0 si x ¢ Hj para todo x € H, puede extenderse a X, y por tanto X es

isométrico a un subespacio de (Hj)y, -
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Corolario 2.7. Sea A un espacio de Banach de sucesiones reqular. Entonces \ es
finitamente representable en {\" : n € N} la familia de secciones de \.

Demostraciéon. Si denotamos por K la envolvente lineal de U,cnA™; tenemos que
K es un subespacio denso de A y por consiguiente el resultado es inmediato a
partir de la observacion 2.6(2). O

La estructura de los subespacios de dimensién finita y de los subreticulos de
dimension finita en reticulos de Banach puede presentar diferencias importantes.
El subespacio generado por una familia finita de elementos disjuntos es también
un subreticulo finito dimensional, pero eso no sucede en general. Por ejemplo
en C0,1], el subreticulo generado por las funciones f(z) = 1y g(z) = z, con
x € [0,1] es denso en C]0,1]. El siguiente lema de Haydon, Levy y Raynaud,
asegura sin embargo que en los reticulos orden completos podemos disponer de
un gran namero de subreticulos de dimension finita, mas atn, que subespacios y
subreticulos de dimensién finita “estan proximos".

Lema 2.8. (Lema 4.4 de [6]). Sea E un reticulo de Banach orden completo y
sea N5 € FIN(E). Entonces para todo € > 0 existe un subreticulo de Banach de
dimension finita NL(s.y de E y un operador Ay @ Ns — N L5,y tal que para
todo & € Ny, | Ags.e) (@) — ol < e |ja]l.

Observacion 2.9. Para un reticulo de Banach orden completo E, denotamos
'e={y=(06,1/n): € Ag,ne N}, y LFIN(E) ={NL, :v € T'g} donde cada
subreticulo finito dimensional NL, € LFIN(E) con v = (§,1/n) se ha obtenido
a partir de un subespacio finito dimensional Ng aplicando el lema anterior con
e = 1/n. Consideremos en I'g el siguiente orden: si v; = (8;,1/n;), i = 1,2,
decimos que y1 < y2 st y solo st N5, C Ns, y n1 < na. Denotamos por Ur, el
ultrafiltro en T'p obtenido de acuerdo con el resultado de la observacion 2.2(1).

Proposicion 2.10. Sea E un reticulo de Banach orden completo. Entonces E es
isométrico a un subreticulo de (N Ly, .

Demostracién. Continuando con la notacion utilizada hasta ahora, denotemos
por M = {M, € FIN(E) : v € I'g} donde si v = (,1/n) entonces M, es la
envolvente lineal de Ns U N L(s1/n)-

Sea T': B — (My)y,,, la isometria natural, tal que para todo x € E, T'(x) =
(@ up, € (My)yp, con zy =z six € My, y x4y = 0si @ ¢ My, y ademas
lzlle = @, o, -

Ahora bien, si x € E, entonces existe § € Ag tal que * € N5 en cuyo caso
4 (2) = 2l < el v por tanto [(4(2) — 23 oy, = 0. de donde
podemos concluir que

lzlle = 1Ay @Dur, e, = 1A @Dwe, love -
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3 Representabilidad finita en espacios de K6the de funciones medibles

Para los resultados que presentaremos sobre representabilidad finita en espacios de
Kothe tendremos en cuenta la notacién hasta ahora utilizada pero adicionalmente
tenemos las siguientes convenciones. Dado un espacio de medida (2, %, ), por T
representamos el conjunto de todas las funciones simples reales con soporte de
medida finito. 8§, = {S; : t € I,} es la familia de todos los subespacios S; de
funciones simples reales generados por un conjunto finito y disjunto dos a dos de
funciones caracteristicas de 7. Como antes, denotamos por Uy, el ultrafiltro en I,
obtenido usando la observacion 2.2(1); lo que es posible, ya que I, es un conjunto
de indices dirigido con el orden dado por la inclusién, es decir ¢t; < ¢y si y s6lo si
St, C Si,. Finalmente, por K(u) entenderemos un espacio de Kéthe de funciones
reales medibles, orden continuo, en cuyo caso, sabemos que K(u, E) = iK(u)@AE.

El primer resultado que presentamos hace referencia, de forma muy general,
a la representabilidad finita en algunos espacios de funciones medibles.

Teorema 3.1. Dado un espacio de medida (2,3, 1), sea X un espacio (reticulo)
de Banach de funciones medibles tal que el conjunto T, es un subconjunto denso de
X. Entonces X es isométrico (reticulo isométrico) a un subespacio (subreticulo)

de (St)uIM .

Demostracion. En efecto, definimos T : T — (St)uzu tal que para todo z € T,
T(z) = (xt)ulu conz =xsiz €S8, yx =0six¢S,. T es una aplicacion
isométrica positiva, y entonces se puede extender a X. En consecuencia X es
isométrico (reticulo isométrico) a un subespacio (subreticulo) de (St)uzu- O

Con la hipotesis de 3.1, X es (reticularmente) finitamente representable en
8# == {St it e IN}

En particular todo espacio de Kothe real de funciones medibles K(u) es (reti-
cularmente) finitamente representable en 8, = {S; : t € 1,,}.

En algunos casos existe un espacio de Banach de sucesiones Ay tal que todo
Sy es isométrico (reticulo isométrico) a algin A\, m € N, y entonces X es (re-
ticularmente) finitamente representable en Ax. Por ejemplo, si X = L,(u) para
1 < p < o0, entonces Ax = £, como lo veremos en la siguiente observacion.

Observacion 3.2. Sea (2, X, 1) un espacio de medida. Consideremos una familia
{A4; :1=1,2,....n} de subconjuntos de Q disjuntos dos a dos. Si Sy es la envol-
vente lineal de {xa, : 1 =1,2,...,n}, entonces S¢ es un subreticulo de dimension
finita de Ly(p). Definimos una aplicacion Py : Sy — € por

n

P, (ZH: aiXAi> = (ai(N(Ai))l/p)izl
i=1



10 P. Gémez

P, es una aplicacion isométrica positiva, yo que

n

Z A X A;

=1

Ly Jj=1

n

(as(ua;))

Jj=1 ‘0,
Se sigue entonces Ly(p) para 1 < p < oo es (reticularmente) finitamente
representable en {{ : n € N} y por consiguiente en €.

Los resultados obtenidos sobre representabilidad finita, tanto en espacios de
Banach como en reticulos, los presentamos a continuacién, junto con sus corola-
rios. Empezando con los resultados en términos de espacios de Banach.

Teorema 3.3. Sea X un espacio de Banach. Consideramos la familia
§= {G(t,g) : (t, (5) €, x AX}

tal que G5y = St @A Ns con Sy € 8, y Ns € FIN(X). Entonces UC(/L)@AX es
isométrico a un subespacio de (G5, -
Demostracion. Es claro que para todo (t,6) € I, x Ax, G ) es un subespacio
de dimensién finita de K(u)@AX y que el conjunto de indices I, x Ax, en la
familia {G ;) : (t,6) € I, x Ax}, es dirigido con respecto al orden natural en el
producto; y entonces, denotamos por Uy, xa el ultrafiltro obtenido utilizando el
resultado de la observacion 2.2(2).

De acuerdo con la observacion 2.6 (2), basta ver que la envolvente lineal de
Uts)er, xax G t,5) es densa en K(p)@aX.

En efecto, como X (u) es orden continuo, entonces T (i, X) es denso en K(u, X) =
K(1)®aX; luego, para todo f € K(u)®@aX, existe {Ff,,}°°, una sucesion de
elementos de T(u, X) tal que f = lim,, Fy,.

SiFyp = Zfﬁn) XAg,,.: @, tal que los conjuntos {Afnii=1,.k(f,n)}
son disjuntos dos a dos, entonces si para todo n € N denotamos por Sy, y Ny, a
los espacios generados por {xa,,, i =1,..k(z,n)} y {zpn;:i=1,.,k(f,n)}
respectivamente, es claro que Sy, € 8, y que Ny, € FIN(X). Por tanto, al
hacer Gs,, = Sgn ®a Nyy se tiene que Fyr, € Gs,, € G, y en consecuencia el
resultado esperado es inmediato. ]

Corolario 3.4. Sea X un espacio de Banach y X(u) reticularmente finitamente
representable en un reticulo de Banach H. Entonces UC(M)@AX es finitamente
representable en HOAX .
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Demostracion. Dado € > 0, para todo Sy € §,,, t € I, existen Hy, un subreticulo
de dimension finita de H y R : Sy — H; un isomorfismo de reticulos tal que
|R|I[|R7Y|| < 1+ e. Por tanto si Ing,, es la identidad en Ny para Nsi €
FIN(X), la aplicacion R®a Ing, + St®a Ngy — Hi ®a Ny €s un isomorfismo;
y entonces, Gy 5 = St ®a N4, es isomorfo al subespacio de dimensién finita
Hy®a N5y de H ®aX, con lo cual el resultado es inmediato a partir del teorema
3.3. O

Corolario 3.5. Sea X un espacio de Banach y K(u) es reticularmente finita-
mente representable en un espacio de Banach de sucesiones reqular A. Entonces
K(p)@aX es finitamente representable en {\" @A N :n € NN € FIN(X)}.

Demostracion. Sabemos que A\ es reticularmente finitamente representable en
{\* : n € N}. Con lo cual, dado € > 0 para todo ¢t € I,, Sy € §,, existen un
subespacio de dimensién finita V' de A", para algin n € N, y un isomorfismo de
reticulos R : Sy — V tal que ||R||||[R7Y|| < 1+¢. Y entonces, por un razonamiento
similar al utilizado en la prueba del corolario 3.4, el resultado es inmediato. [

Corolario 3.6. Sea X un espacio de Banach el cual es finitamente representable
en una familia {Yg : B € B} de espacios de Banach, sea K(u) reticularmente
finitamente representable en un reticulo de Banach H. Entonces K(u)@AX es
finitamente representable en la familia {H®AYp : 3 € B}.

Demostracion. Dado € > 0 para todo S; € §,, t € I, existen H; un subreticulo
de dimensiéon finita de H y R : S¢ — H; un isomorfismo de reticulos tal que
IR||||RY| < 1+ ¢e/4. Y también, para N € FIN(X) existen un subespacio de
dimensioén finita V' de Y3, , para algin Sy € B, y un isomorfismo 7': N — V tal
que | TIIT1 < 1+ /4.

Entonces el operador RQT : Sy A N — H; ®a V', es un isomorfismo tal que
IR T||(R®T) || <1+¢,y en consecuencia el resultado se sigue como en
3.4. O

Los resultados en términos de reticulos de Banach.

Teorema 3.7. Sea E un reticulo de Banach orden completo. Sea
SL = {G(tﬁ) :(t,y) € I, xI'g}

tal que G4 ) = St @A con Sy €0, Y € . Bntonces /L@A
l G(ﬁ) S NL, S;€8,yNL,c LFIN(E). E X E

es isométrico a un subreticulo de (G )y, ., -
’ 2

Demostracion. Como el conjunto de indices en la familia {G 4 ) : (t,7) € [, xT'g}
es dirigido respecto al orden natural en el producto, denotamos por Uy, xr, el
ultrafiltro en I, x I'g.

Por un procedimiento similar al utilizado en el teorema 3.3, sabemos que
para todo f € K(u)RaE, existe {Ffn}o2,, una sucesion de funciones simples,
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tal que f = lim, Fy,. Si Fy, = ng") XAfni @ Tfmi tal que los conjuntos

{Afni:i=1,.,k(f,n)} son disjuntos dos a dos, sean S¢,, ¥ Ny, los subespacios
de X(u) y E generados por {xa,,,:i=1,..k(f,n)} y{zsni:i=1,.,k(f,n)}
respectivamente.

Del lema 2.8, existe un subreticulo de Banach de dimensién finita NLy,, de
E y un operador lineal Ay, : Ny, — NLy, que satisface que

1
|Asn(x) — 2| < EHJ}H para todo x € Ny,

Si hacemos F Ay, = ngn) XAgni @ Apn(Tsni), se tiene que

k(f.n)
A(Frn—FApn) = | Y IApn(@rng) = zrnillExay,,
=1 K(p)
R
S ; Z ”mf,n,i ‘EXAf,n,i
= (k)

y por tanto,
1
1E s = FApnllxcum) < - 1 Fpnllocg,p)

Se sigue, entonces que f = lim, F'A;,, con FAz, € Sf,, A NLy, € GL, y el
resultado se sigue como en el teorema 3.3. U

Como consecuencias inmediatas del teorema, tenemos la versiéon de los coro-
larios 3.4 y 3.6 al caso en que E es un reticulo de Banach orden completo. Los
enunciados son como sigue y sus respectivas demostraciones se siguen a partir del
teorema y la demostraciéon de 3.4 y 3.6 respectivamente.

Corolario 3.8. Sea E un reticulo de Banach orden completo y X(u) es reticular-
mente finitamente representable en un reticulo de Banach H. Entonces K(pu)SaE
es reticularmente finitamente representable en HRAE.

Corolario 3.9. Sea E un reticulo de Banach orden completo el cual es reticu-
larmente finitamente representable en una familia {Yg : € B} de reticulos de
Banach, y KX(u) reticularmente finitamente representable en un reticulo de Ba-
nach H. Entonces JC(u)@AE es reticularmente finitamente representable en la
familia {H®AY3 : B € B}.

Observacion 3.10. Sean (;,%;,1;) @ = 1,2 un par de espacios de medida y
1 < p,g < o0, como un caso particular de los resultados consideramos aquel
en que K(p) es un espacio Ly(p1) y E es un espacio (reticulo orden completo)
Ly(p2). Usando la notacion convenida, se sigue de los teoremas 3.7 y 3.8 que
Ly(p1, Ly(p2)) = Lp(p1)@aLy(112) es (reticularmente) finitamente re- presentable
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en {G 1) * (t1,t2) € Iy X Iy}, donde Gy, 1,y = Sty ®A Sty con Sy, € 8y, para
i=1,2.
Pero por otro lado, la aplicacion Py, 1) @ G, 1) — Ly{0g'} tal que

Py O " aijxa, ® xs,) = ((aijp (Ai)Ppa(B;) )1 P,
i=1 j=1

es una aplicacion isométrica de reticulos, con lo cual Ly(p1, Le(p2)) es reticular-
mente finitamente representable en {€y{€;'} : n,m € N} y por consiguiente en

o{ly}
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