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Abstract
This paper continues the study of �nite representability in spaces of measurable functions, which
began in Gómez et al. (2001). In particular, we are interested in Köthe spaces, because of their
importance in the characterization of some operator ideals, (see Gómez et al. 2004). Some
properties of natural norm ∆, de�ned by Chaney for speci�c tensor product, are used in the
proofs of the results.
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Resumen
Este artículo continúa el estudio sobre la representabilidad �nita en espacios de funciones medi-
bles, iniciado en Gómez et al. (2001). En particular, nos interesamos en los espacios de Köthe,
por su importancia en la caracterización de determinados ideales de operadores, (ver Gómez et
al. 2004). En la obtención de los resultados se usan algunas propiedades de la norma natural ∆
de�nida por Chaney para un determinado producto tensorial.
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1 Introducción

Los resultados que presentaremos se enmarcan dentro de la teoría local en espacios
de Banach, teoría que estudia determinadas propiedades de espacios de Banach
en términos o a través de sus subespacios de dimensión �nita. Dichos resultados
fueron obtenidos dentro de una investigación relacionada con normas tensoria-
les e ideales de operadores, en cuyos resultados �nales se pone de mani�esto la
importancia de la teoría local en el estudio de estas cuestiones, importancia que
quedó oculta en la teoría clásica a causa de las buenas propiedades de los espacios
entonces implicados, a saber, `p y Lp(µ). Ver [5].

Dos instrumentos esenciales de la teoría local son la representabilidad �nita
y la construcción de ultraproductos, conceptos aparentemente distintos pero que
están estrechamente ligados, de acuerdo con un resultado de Dacunha-Castelle
y Krivine, siendo estos quienes introducen la construcción de ultraproductos de
espacios de Banach, basados en la construcción de ultraproductos de la teoría de
modelos. Trabajos recientes como el de S. Heinrich [7] y Haydon, Levy y Raynaud
[6], dejan ver las enormes posibilidades que estos dos instrumentos tiene en el
estudio de los retículos de Banach.

En particular nos interesamos en la representabilidad �nita en espacios de fun-
ciones de Köthe escalares K(µ), con estructura de retículo de Banach, y vectoria-
les K(µ,X), cuyas de�niciones precisamos más adelante. Ampliar el conocimiento
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sobre la geometría de los espacios de Köthe, nos ha permitido interpretar las
funciones del espacio K(µ,X), como elementos del producto tensorial K(µ)⊗̂∆X
donde aparecen separadamente el correspondiente espacio escalar de funciones de
Köthe K(µ) y el espacio de Banach X.

La notación y las de�niciones que utilizaremos son las comúnmente aceptadas,
pero puntualizamos algunas de éstas. Por (H, ‖ · ‖H) denotamos un retículo de
Banach, esto es un retículo normado, el cual es completo respecto a la norma y
tiene la propiedad de que ‖x‖ ≤ ‖y‖ siempre que |x| ≤ |y|.

Las de�niciones en la teoría de normas tensoriales e ideales de operadores que
utilizaremos son tomadas del libro de Defant-Floret [3]. Dado un par de espacios de
Banach E y F y una norma tensorial α, E⊗αF representa el espacio E⊗F dotado
de la topología α-normada. La complección de E ⊗α F es denotada por E⊗̂αF y
la norma de z ∈ E ⊗ F por α(z;E ⊗ F ) o α(z) si no hay lugar a confusión. Toda
norma tensorial α es razonable, es decir, ∀x ∈ E, ∀y ∈ F ‖x⊗ y‖α = ‖x‖ ‖y‖,
∀x′ ∈ E′, ∀y′ ∈ F ′ x′ ⊗ y′ ∈ (E′ ⊗α F ′) y ‖x′ ⊗ y′‖α = ‖x′‖ ‖y′‖, y satisface la
propiedad métrica de los operadores, esto es, dada cualquier cuádrupla de espacios
normados Ei, Fi, i = 1, 2 , y cualquier par de operadores Ai ∈ L (Ei, Fi), se tiene
que A1 ⊗A2 ∈ L (E1 ⊗α E2, F1 ⊗α F2), con ‖A1 ⊗A2‖ ≤ ‖A1‖ ‖A2‖

Sea (Ω,Σ, µ) un espacio medida, denotamos por L0(µ) el espacio de clases
de equivalencia, módulo la igualdad µ-a.e., de funciones de valor real µ-medibles,
dotado con la topología de la convergencia local en medida. Dado un espacio de
Banach X, el espacio de todas las clases de equivalencia de funciones µ-medibles
con valores en X lo denotamos L0(µ,X). Por un espacio de funciones de Köthe
K(µ) sobre (Ω,Σ, µ) entendemos un ideal denso en orden de L0(µ) con la norma
‖.‖K(µ) que hace de éste un retículo de Banach (si f ∈ L0(µ) y g ∈ K(µ) |f | ≤ |g|,
entonces f ∈ K(µ) con ‖f‖K(µ) ≤ ‖g‖K(µ)). Similarmente, K(µ,X) = {f ∈
L0(µ,X) : ‖f(.)‖X ∈ K(µ)} dotado con la norma ‖f‖K(µ,X) = ‖‖f(.)‖X‖K(µ).

Sea H un retículo de Banach y X un espacio de Banach. La norma natural
en H ⊗X debida a Chaney [1], la denotamos por ∆(z) y se de�ne por

∆(z) := ı́nf{‖
n∑

i=1

‖xi‖Xhi‖H : z =
n∑

i=1

hi ⊗ xi, hi ≥ 0}.

Se puede ver que si z ∈ H⊗̂∆X, entonces z tiene al menos una representa-
ción z =

∑∞
i=1 hi ⊗ xi tal que hi ≥ 0 para todo i ∈ N, la sucesión (hi)∞i=1 es

incondicionalmente sumable en H y {xi : i ∈ N} es un acotado en X. Además
∆(z) = ı́nf{‖∑∞i=1 ‖xi‖Xhi‖H}, donde el ín�mo está tomado en el conjunto de
todas las representaciones de z que satisfacen las condiciones anteriores.

En general, ∆ no satisface la propiedad métrica de los operadores, y por con-
siguiente no es necesariamente una norma tensorial, ver [3], 7.5. Lo anterior tiene
respuesta positiva en el siguiente sentido: siH1 yH2 son retículos de Banach,X1 y
X2 son espacios de Banach, S : H1 → H2 es un operador positivo y T : X1 → X2

es un operador cualquiera, entonces S ⊗ T : H1⊗∆H1
X1 → H2⊗∆H2

X2 es lineal
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y continua; y si además S y T son isometrías, entonces S ⊗ T es también una
isometría. La prueba del último caso puede consultarse en [10], proposición 4.3.

En particular, para K(µ) un espacio de Köthe de funciones reales y X un
espacio de Banach, si K(µ) es σ−orden continuo, entonces T(µ,X), el espacio
vectorial de las funciones simples con valores en X, es denso en K(µ,X), entonces
K(µ)⊗X es denso en K(µ,X), y por consiguiente la aplicación canónica K(µ)⊗
X → K(µ,X) tal que f ⊗ x→ f(.)x de�ne una isometría K(µ)⊗̂∆X → K(µ,X),
la cual es sobreyectiva si K(µ) es orden continuo, de acuerdo con un resultado de
Lévin en [8]

Como un caso particular tenemos los espacios de Lebesgue-Bochner Lp(µ,X),
1 ≤ p ≤ ∞, de los cuales se sabe además que, por ser Lp(µ) orden continuo para
1 ≤ p <∞, entonces Lp(µ)⊗̂∆X = Lp(µ,X) isométricamente.

2 Elementos de la teoría local

De�nición 2.1. Sea D un conjunto. Un �ltro F en D es una familia no vacía de
subconjuntos de D tal que ∅ /∈ F. Si A,B ∈ F entonces A ∩B ∈ F. Y si A ∈ F y
A ⊂ B entonces B ∈ F.

Dada B, una familia de subconjuntos de un conjunto M , la cual satisface
que ∅ /∈ B y la intersección de dos conjuntos de B contiene un conjunto de B,
siempre podemos construir un �ltro F sobre M , el cual está formado por todos
los conjuntos de M que contienen algún elemento de B. B se denomina una base
de �ltro.

Se dice que un �ltro F1 domina a otro �ltro F2 si F2 ⊂ F1. A un �ltro maximal
U según esa relación de orden se le llama un ultra�ltro. Un ultra�ltro U es trivial
si existe d0 ∈ D tal que A ∈ U⇐⇒ d0 ∈ A.

La siguiente observación tiene como propósito �jar la notación de una clase
especial de base de �ltro y ultra�ltro, que usaremos en la siguiente sección.

Observación 2.2.

1. Sea (D,≤) un conjunto dirigido. Para d0 ∈ D �jo, hacemos R(d0) = {d ∈
D : d0 ≤ d}, y entonces R := {R(d) : d ∈ D} es una base de �ltro de
subconjuntos de D. De acuerdo al lema de Zorn, existe un ultra�ltro en D
que contiene a R. Un ultra�ltro con esta propiedad lo denotaremos por UD.

2. De forma similar, si (A,≤A) y (B,≤B) son conjuntos dirigidos, considera-
mos en A × B el orden natural en el producto, es decir, (a1, b1) ≤ (a2, b2)
si y sólo si a1 ≤A a2 y b1 ≤B b2. Es claro que (A × B,≤) es un conjunto
dirigido, y por tanto denotamos por UA×B el ultra�ltro en A × B obtenido
por un procedimiento similar al del literal 1.

De�nición 2.3. Sea {Ad : d ∈ D} una familia arbitraria de conjuntos, y supon-
gamos que tenemos un ultra�ltro U de subconjuntos del conjunto de índices D. En
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el producto cartesiano
∏
d∈D Ad, de�nimos la siguiente relación de equivalencia

R:
(xd)d∈DR(yd)d∈D ⇔ {d ∈ D : xd = yd} ∈ U

Al correspondiente conjunto cociente
∏
d∈D Ad/R se le denomina ultraproducto de

la familia de conjuntos {Ad : d ∈ D} respecto del ultra�ltro U, y suele denotarse
(
∏
d∈D Ad)U, o simplemente (Ad)U.

En el caso especial, cuando todos los Ad son iguales a un conjunto A, entonces
su ultraproducto (Ad)U se denomina la ultrapotencia de A con respecto a U.

En el caso particular de familias {Bd : d ∈ D} en las que Bd es un espacio
de Banach para todo d ∈ D el ultraproducto como conjuntos no produce necesa-
riamente un espacio de Banach. Dacunha-Castelle y Krivine [2] introducen una
modi�cación de la construcción de ultraproductos a �n de obtener en este caso un
espacio de Banach como resultado. Para ello es necesario introducir el concepto
de límite sobre un ultra�ltro.

SeaX un espacio topológico y (xd)d∈D una familia de elementos deX indexada
por D. Diremos que (xd) converge a x ∈ X sobre U y escribimos ĺımU xd = x si
para toda vecindad N de x, el conjunto {d ∈ D : xd ∈ N} ∈ U. En particular se
tiene que si X es un espacio de Hausdor� entonces el límite sobre U de una familia
(xd) si existe es único. Más aún, si X es Hausdor� compacto, entonces para toda
familia (xd)d∈D ⊂ X existe (y es único) un elemento x ∈ X tal que ĺımU xd = x.

De�nición 2.4. Sean {Bd : d ∈ D} una familia de espacios de Banach y U un
ultra�ltro de subconjuntos de D. En el espacio de Banach `∞(Bd, D), de todas las
(xd)d∈D tales que ‖(xd)‖ := supd∈D ‖xd‖ <∞, de�nimos la siguiente relación de
equivalencia RB:

(xd)d∈DRB(yd)d∈D ⇔ ĺım
U
‖xd − yd‖Bd = 0

Se denomina ultraproducto de la familia de espacios de Banach {Bd : d ∈ D} con
respecto al ultra�ltro U, al espacio cociente `∞(Bd, D)/RB, dotado con la topología
de la norma canónica en el cociente

A este espacio, que resulta ser de Banach, se le denota también (Bd)U, a sus
elementos por (xd)U, y ‖(xd)U‖ = ĺımU ‖xd‖Bd . Al igual que con las familias de
conjuntos, si Bd = B para todo d ∈ D, entonces (B)U es una ultrapotencia de B.

En la construcción del ultraproducto de una familia de espacios de Banach es
posible preservar algunas estructuras comunes a los elementos de la familia. Den-
tro de las estructuras que gozan de esta propiedad está la estructura de retículo,
de acuerdo con un resultado de S. Heinrich (ver Proposición 3.2 de [7]). Otras
estructuras que también permanecen estables bajo la construcción de ultrapro-
ductos son las de espacios M-abstractos y de espacios Lp-abstractos.

Los conceptos básicos de la teoría de representabilidad �nita son tomados de
[7] y [6].
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De�nición 2.5. Un espacio (retículo) de Banach X decimos que es (reticular)
�nitamente representable en una familia de espacios (retículos) de Banach {Xi :
i ∈ I} si para todo subespacio (subretículo) de dimensión �nita M de X y para
todo ε > 0 existe i ∈ I y un subespacio (subretículo) de dimensión �nita N de Xi y
un isomor�smo (isomor�smo de retículos) J : M → N tal que ‖J‖‖J−1‖ ≤ 1 + ε.

Si para todo i ∈ I, el espacio (retículo) Xi es un subespacio (subretículo) de un
espacio (retículo) de Banach Y , entonces se dice que X es (reticular) �nitamente
representable en Y .

Un espacio de Banach E es un Lp,λ-espacio, 1 ≤ p ≤ ∞ y 1 ≤ λ <∞, si para
todo subespacio �nito dimensional P de E existe un subespacio �nito dimensional
Q de E que contiene a P tal que la distancia de Banach-Mazur d(Q, `dim(Q)

p ) < λ.
Si E es un Lp,λ-espacio para todo λ > 1, entonces es �nitamente representable

en `p. En particular, el espacio Lp(µ) es �nitamente representable en `p. Más aún,
de [9] capítulo 6§17, teorema 7, un espacio de Banach es �nitamente representable
en `p si y sólo si es isométrico a un subespacio de algún Lp(µ).

Ultraproductos y representabilidad �nita están conectados en el siguiente sen-
tido. Un espacio de Banach X es (reticular) �nitamente representable en una fa-
milia de espacios (retículos) {Xi : i ∈ I} si y sólo si existe un subconjunto J ⊂ I
y un ultra�ltro U sobre J tal que X es isométrico a un subespacio (subretículo)
de (Xj)U, ver [6].

Del principio de re�exividad local, el bidual X ′′ de un espacio de Banach X
es �nitamente representable en X. La versión para retículos de Conroy y Moore
prueba que el bidual E′′ de un retículo de Banach E es reticular �nitamente
representable en E.

Observación 2.6.

1. Sea X un espacio de Banach. FIN(X) = {Nδ : δ ∈ ΛX} es la familia
de todos los subespacios de dimensión �nita de X. (ΛX ,≤) es un conjunto
dirigido respecto a la inclusión, es decir, δ1 ≤ δ2 si y sólo si Nδ1 ⊂ Nδ2, y
por tanto, UΛX representa el ultra�ltro obtenido según la observación 2.2(1).
Entonces, X es isométrico a un subespacio de (Nδ)UΛX

bajo la aplicación
T : X → (Nδ)UΛX

de�nida por T (x) = (xδ)UΛX
con xδ = x si x ∈ Nδ, y

xδ = 0 si x /∈ Nδ, para todo x ∈ X, la cual es una isometría inyectiva.

2. Sea X un espacio de Banach y sea H = {Hj : j ∈ J} una familia de
subespacios de dimensión �nita de X, tal que el conjunto de índices (J,≤) es
dirigido con el orden i ≤ j si y sólo si Hi ⊂ Hj y con la envolvente lineal H
de ∪j∈JHj densa en X. Entonces, la aplicación isométrica T : H → (Hj)UJ

de�nida de forma natural por T (x) = (xj)UJ
con xj = x si x ∈ Hj, y

xj = 0 si x /∈ Hj para todo x ∈ H, puede extenderse a X, y por tanto X es
isométrico a un subespacio de (Hj)UJ

.
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Corolario 2.7. Sea λ un espacio de Banach de sucesiones regular. Entonces λ es
�nitamente representable en {λn : n ∈ N} la familia de secciones de λ.

Demostración. Si denotamos por K la envolvente lineal de ∪n∈Nλn; tenemos que
K es un subespacio denso de λ y por consiguiente el resultado es inmediato a
partir de la observación 2.6(2).

La estructura de los subespacios de dimensión �nita y de los subretículos de
dimensión �nita en retículos de Banach puede presentar diferencias importantes.
El subespacio generado por una familia �nita de elementos disjuntos es también
un subretículo �nito dimensional, pero eso no sucede en general. Por ejemplo
en C[0, 1], el subretículo generado por las funciones f(x) = 1 y g(x) = x, con
x ∈ [0, 1] es denso en C[0, 1]. El siguiente lema de Haydon, Levy y Raynaud,
asegura sin embargo que en los retículos orden completos podemos disponer de
un gran número de subretículos de dimensión �nita, más aún, que subespacios y
subretículos de dimensión �nita �están próximos".

Lema 2.8. (Lema 4.4 de [6]). Sea E un retículo de Banach orden completo y
sea Nδ ∈ FIN(E). Entonces para todo ε > 0 existe un subretículo de Banach de
dimensión �nita NL(δ,ε) de E y un operador A(δ,ε) : Nδ −→ NL(δ,ε) tal que para
todo x ∈ Nδ, ‖A(δ,ε)(x)− x‖ ≤ ε ‖x‖.
Observación 2.9. Para un retículo de Banach orden completo E, denotamos
ΓE = {γ = (δ, 1/n) : δ ∈ ΛE , n ∈ N}, y LFIN(E) = {NLγ : γ ∈ ΓE} donde cada
subretículo �nito dimensional NLγ ∈ LFIN(E) con γ = (δ, 1/n) se ha obtenido
a partir de un subespacio �nito dimensional Nδ aplicando el lema anterior con
ε = 1/n. Consideremos en ΓE el siguiente orden: si γi = (δi, 1/ni), i = 1, 2,
decimos que γ1 ≤ γ2 si y sólo si Nδ1 ⊂ Nδ2 y n1 ≤ n2. Denotamos por UΓE el
ultra�ltro en ΓE obtenido de acuerdo con el resultado de la observación 2.2(1).

Proposición 2.10. Sea E un retículo de Banach orden completo. Entonces E es
isométrico a un subretículo de (NLγ)UΓE

.

Demostración. Continuando con la notación utilizada hasta ahora, denotemos
por M = {Mγ ∈ FIN(E) : γ ∈ ΓE} donde si γ = (δ, 1/n) entonces Mγ es la
envolvente lineal de Nδ ∪NL(δ,1/n).

Sea T : E → (Mγ)UΓE
la isometría natural, tal que para todo x ∈ E, T (x) =

(xγ)UΓE
∈ (Mγ)UΓE

con xγ = x si x ∈ Mγ , y xγ = 0 si x /∈ Mγ , y además
‖x‖E = ‖(xγ)UΓE

‖(Mγ)UΓE

.

Ahora bien, si x ∈ E, entonces existe δ ∈ ΛE tal que x ∈ Nδ en cuyo caso
‖Aγ(x) − xγ‖ ≤ 1

n‖x‖ y por tanto ‖(Aγ(x) − xγ)UΓE
‖(Mγ)UΓE

= 0, de donde

podemos concluir que

‖x‖E = ‖(Aγ(x))UΓE
‖(Mγ)UΓE

= ‖(Aγ(x))UΓE
‖(NLγ)UΓE

.
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3 Representabilidad �nita en espacios de Köthe de funciones medibles

Para los resultados que presentaremos sobre representabilidad �nita en espacios de
Köthe tendremos en cuenta la notación hasta ahora utilizada pero adicionalmente
tenemos las siguientes convenciones. Dado un espacio de medida (Ω,Σ, µ), por T

representamos el conjunto de todas las funciones simples reales con soporte de
medida �nito. Sµ = {St : t ∈ Iµ} es la familia de todos los subespacios St de
funciones simples reales generados por un conjunto �nito y disjunto dos a dos de
funciones características de T. Como antes, denotamos por UIµ el ultra�ltro en Iµ
obtenido usando la observación 2.2(1); lo que es posible, ya que Iµ es un conjunto
de índices dirigido con el orden dado por la inclusión, es decir t1 ≤ t2 si y sólo si
St1 ⊂ St2 . Finalmente, por K(µ) entenderemos un espacio de Köthe de funciones
reales medibles, orden continuo, en cuyo caso, sabemos que K(µ,E) = K(µ)⊗̂∆E.

El primer resultado que presentamos hace referencia, de forma muy general,
a la representabilidad �nita en algunos espacios de funciones medibles.

Teorema 3.1. Dado un espacio de medida (Ω,Σ, µ), sea X un espacio (retículo)
de Banach de funciones medibles tal que el conjunto T, es un subconjunto denso de
X. Entonces X es isométrico (retículo isométrico) a un subespacio (subretículo)
de (St)UIµ

.

Demostración. En efecto, de�nimos T : T → (St)UIµ
tal que para todo x ∈ T,

T (x) = (xt)UIµ
con xt = x si x ∈ St, y xt = 0 si x /∈ St. T es una aplicación

isométrica positiva, y entonces se puede extender a X. En consecuencia X es
isométrico (retículo isométrico) a un subespacio (subretículo) de (St)UIµ

.

Con la hipótesis de 3.1, X es (reticularmente) �nitamente representable en
Sµ = {St : t ∈ Iµ}.

En particular todo espacio de Köthe real de funciones medibles K(µ) es (reti-
cularmente) �nitamente representable en Sµ = {St : t ∈ Iµ}.

En algunos casos existe un espacio de Banach de sucesiones λX tal que todo
St es isométrico (retículo isométrico) a algún λmX , m ∈ N, y entonces X es (re-
ticularmente) �nitamente representable en λX . Por ejemplo, si X = Lp(µ) para
1 ≤ p <∞, entonces λX = `p como lo veremos en la siguiente observación.

Observación 3.2. Sea (Ω,Σ, µ) un espacio de medida. Consideremos una familia
{Ai : i = 1, 2, ..., n} de subconjuntos de Ω disjuntos dos a dos. Si St es la envol-
vente lineal de {χAi : i = 1, 2, ..., n}, entonces St es un subretículo de dimensión
�nita de Lp(µ). De�nimos una aplicación Pt : St → `np por

Pt

(
n∑

i=1

aiχAi

)
:=
(
ai(µ(Ai))1/p

)n
i=1
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Pt es una aplicación isométrica positiva, ya que

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

aiχAi

∥∥∥∥∥
Lp

=




n∑

j=1

∫

Aj

(
n∑

i=1

aiχAi

)p
dµ




1/p

=




n∑

j=1

(aj)
p µ(Aj)




1/p

=
∥∥∥∥
(
aj(µ(Aj))1/p

)n
j=1

∥∥∥∥
`p

Se sigue entonces Lp(µ) para 1 ≤ p < ∞ es (reticularmente) �nitamente
representable en {`np : n ∈ N} y por consiguiente en `p.

Los resultados obtenidos sobre representabilidad �nita, tanto en espacios de
Banach como en retículos, los presentamos a continuación, junto con sus corola-
rios. Empezando con los resultados en términos de espacios de Banach.

Teorema 3.3. Sea X un espacio de Banach. Consideramos la familia

G = {G(t,δ) : (t, δ) ∈ Iµ × ΛX}

tal que G(t,δ) = St ⊗∆ Nδ con St ∈ Sµ y Nδ ∈ FIN(X). Entonces K(µ)⊗̂∆X es
isométrico a un subespacio de (G(t,δ))UIµ×ΛX

.

Demostración. Es claro que para todo (t, δ) ∈ Iµ × ΛX , G(t,δ) es un subespacio
de dimensión �nita de K(µ)⊗̂∆X y que el conjunto de indices Iµ × ΛX , en la
familia {G(t,δ) : (t, δ) ∈ Iµ × ΛX}, es dirigido con respecto al orden natural en el
producto; y entonces, denotamos por UIµ×ΛX el ultra�ltro obtenido utilizando el
resultado de la observación 2.2(2).

De acuerdo con la observación 2.6 (2), basta ver que la envolvente lineal de
∪(t,δ)∈Iµ×ΛXG(t,δ) es densa en K(µ)⊗̂∆X.
En efecto, como K(µ) es orden continuo, entonces T(µ,X) es denso en K(µ,X) =
K(µ)⊗̂∆X; luego, para todo f ∈ K(µ)⊗̂∆X, existe {Ff,n}∞n=1 una sucesión de
elementos de T(µ,X) tal que f = ĺımn Ff,n.

Si Ff,n =
∑k(f,n)

i=1 χAf,n,i⊗xf,n,i tal que los conjuntos {Af,n,i : i = 1, .., k(f, n)}
son disjuntos dos a dos, entonces si para todo n ∈ N denotamos por Sf,n y Nf,n a
los espacios generados por {χAf,n,i : i = 1, .., k(x, n)} y {xf,n,i : i = 1, .., k(f, n)}
respectivamente, es claro que Sf,n ∈ Sµ y que Nf,n ∈ FIN(X). Por tanto, al
hacer Gδf,n = Sf,n ⊗∆ Nf,n se tiene que Ff,n ∈ Gδf,n ∈ G, y en consecuencia el
resultado esperado es inmediato.

Corolario 3.4. Sea X un espacio de Banach y K(µ) reticularmente �nitamente
representable en un retículo de Banach H. Entonces K(µ)⊗̂∆X es �nitamente
representable en H⊗̂∆X.
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Demostración. Dado ε > 0, para todo St ∈ Sµ, t ∈ Iµ, existen Ht, un subretículo
de dimensión �nita de H y R : St → Ht un isomor�smo de retículos tal que
‖R‖‖R−1‖ ≤ 1 + ε. Por tanto si INδ(t) es la identidad en Nδ(t) para Nδ(t) ∈
FIN(X), la aplicación R⊗∆ INδ(t) : St⊗∆Nδ(t) → Ht⊗∆Nδ(t) es un isomor�smo;
y entonces, G(t,δ) = St ⊗∆ Nδ(t), es isomorfo al subespacio de dimensión �nita
Ht⊗∆Nδ(t) de H⊗̂∆X, con lo cual el resultado es inmediato a partir del teorema
3.3.

Corolario 3.5. Sea X un espacio de Banach y K(µ) es reticularmente �nita-
mente representable en un espacio de Banach de sucesiones regular λ. Entonces
K(µ)⊗̂∆X es �nitamente representable en {λn ⊗∆ N : n ∈ N, N ∈ FIN(X)}.

Demostración. Sabemos que λ es reticularmente �nitamente representable en
{λn : n ∈ N}. Con lo cual, dado ε > 0 para todo t ∈ Iµ, St ∈ Sµ, existen un
subespacio de dimensión �nita V de λn, para algún n ∈ N, y un isomor�smo de
retículos R : St → V tal que ‖R‖‖R−1‖ ≤ 1+ε. Y entonces, por un razonamiento
similar al utilizado en la prueba del corolario 3.4, el resultado es inmediato.

Corolario 3.6. Sea X un espacio de Banach el cual es �nitamente representable
en una familia {Yβ : β ∈ B} de espacios de Banach, sea K(µ) reticularmente
�nitamente representable en un retículo de Banach H. Entonces K(µ)⊗̂∆X es
�nitamente representable en la familia {H⊗̂∆Yβ : β ∈ B}.

Demostración. Dado ε > 0 para todo St ∈ Sµ, t ∈ Iµ, existen Ht un subretículo
de dimensión �nita de H y R : St → Ht un isomor�smo de retículos tal que
‖R‖‖R−1‖ ≤ 1 + ε/4. Y también, para N ∈ FIN(X) existen un subespacio de
dimensión �nita V de YβN , para algún βN ∈ B, y un isomor�smo T : N → V tal
que ‖T‖‖T−1‖ ≤ 1 + ε/4.

Entonces el operador R⊗ T : St⊗∆ N → Ht⊗∆ V , es un isomor�smo tal que
‖R ⊗ T‖‖(R ⊗ T )−1‖ ≤ 1 + ε, y en consecuencia el resultado se sigue como en
3.4.

Los resultados en términos de retículos de Banach.

Teorema 3.7. Sea E un retículo de Banach orden completo. Sea

GL = {G(t,γ) : (t, γ) ∈ Iµ × ΓE}

tal que G(t,γ) = St⊗∆NLγ con St ∈ Sµ y NLγ ∈ LFIN(E). Entonces K(µ)⊗̂∆E
es isométrico a un subretículo de (G(t,γ))UIµ×ΓE

.

Demostración. Como el conjunto de indices en la familia {G(t,γ) : (t, γ) ∈ Iµ×ΓE}
es dirigido respecto al orden natural en el producto, denotamos por UIµ×ΓE el
ultra�ltro en Iµ × ΓE .

Por un procedimiento similar al utilizado en el teorema 3.3, sabemos que
para todo f ∈ K(µ)⊗̂∆E, existe {Ff,n}∞n=1, una sucesión de funciones simples,
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tal que f = ĺımn Ff,n. Si Ff,n =
∑k(f,n)

i=1 χAf,n,i ⊗ xf,n,i tal que los conjuntos
{Af,n,i : i = 1, .., k(f, n)} son disjuntos dos a dos, sean Sf,n y Nf,n los subespacios
de K(µ) y E generados por {χAf,n,i : i = 1, .., k(f, n)} y {xf,n,i : i = 1, .., k(f, n)}
respectivamente.

Del lema 2.8, existe un subretículo de Banach de dimensión �nita NLf,n de
E y un operador lineal Af,n : Nf,n → NLf,n que satisface que

‖Af,n(x)− x‖ ≤ 1
n
‖x‖ para todo x ∈ Nf,n

Si hacemos FAf,n =
∑k(f,n)

i=1 χAf,n,i ⊗Af,n(xf,n,i), se tiene que

∆(Ff,n − FAf,n) =

∥∥∥∥∥∥

k(f,n)∑

i=1

‖Af,n(xf,n,i)− xf,n,i‖EχAf,n,i

∥∥∥∥∥∥
K(µ)

≤ 1
n

∥∥∥∥∥∥

k(f,n)∑

i=1

‖xf,n,i‖EχAf,n,i

∥∥∥∥∥∥
K(µ)

y por tanto,

‖Ff,n − FAf,n‖K(µ,E) ≤
1
n
‖Ff,n‖K(µ,E)

Se sigue, entonces que f = ĺımn FAf,n, con FAf,n ∈ Sf,n ⊗∆ NLf,n ∈ GL, y el
resultado se sigue como en el teorema 3.3.

Como consecuencias inmediatas del teorema, tenemos la versión de los coro-
larios 3.4 y 3.6 al caso en que E es un retículo de Banach orden completo. Los
enunciados son como sigue y sus respectivas demostraciones se siguen a partir del
teorema y la demostración de 3.4 y 3.6 respectivamente.

Corolario 3.8. Sea E un retículo de Banach orden completo y K(µ) es reticular-
mente �nitamente representable en un retículo de Banach H. Entonces K(µ)⊗̂∆E
es reticularmente �nitamente representable en H⊗̂∆E.

Corolario 3.9. Sea E un retículo de Banach orden completo el cual es reticu-
larmente �nitamente representable en una familia {Yβ : β ∈ B} de retículos de
Banach, y K(µ) reticularmente �nitamente representable en un retículo de Ba-
nach H. Entonces K(µ)⊗̂∆E es reticularmente �nitamente representable en la
familia {H⊗̂∆Yβ : β ∈ B}.

Observación 3.10. Sean (Ωi,Σi, µi) i = 1, 2 un par de espacios de medida y
1 ≤ p, q < ∞, como un caso particular de los resultados consideramos aquel
en que K(µ) es un espacio Lp(µ1) y E es un espacio (retículo orden completo)
Lq(µ2). Usando la notación convenida, se sigue de los teoremas 3.7 y 3.3 que
Lp(µ1, Lq(µ2)) = Lp(µ1)⊗̂∆Lq(µ2) es (reticularmente) �nitamente re- presentable



Representabilidad �nita 13

en {G(t1,t2) : (t1, t2) ∈ Iµ1 × Iµ2}, donde G(t1,t2) = St1 ⊗∆ St2 con Sti ∈ Sµi para
i = 1, 2.

Pero por otro lado, la aplicación P(t1,t2) : G(t1,t2) → `np{`mq } tal que

P(t1,t2)(
n∑

i=1

m∑

j=1

aijχAi ⊗ χBj ) = ((aijµ1(Ai)1/pµ2(Bj)1/q)mj=1)ni=1

es una aplicación isométrica de retículos, con lo cual Lp(µ1, Lq(µ2)) es reticular-
mente �nitamente representable en {`np{`mq } : n,m ∈ N} y por consiguiente en
`p{`q}.
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