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EXPLORACION DE LA GEOMETRIA DE LA ESTIMACION
EN UN MODELO DE REGRESION
CON VARIABLES INSTRUMENTALES

RoBeERTO BEHAR GUTIERREZ, MC.’
JOSE FRraNcisco BURGUETE H., PHD .2
FERNANDO BramBILA Paz, PHD .3

 RESUMEN .

En el modelo de regresion ortodoxo en el cual las variables predictoras son
~ no aleatorias y los errores aleatorios son independientes e idénticamente
- distribuidos, el estimador de minimos cuadrados ordinarios para los pardame-
tros del modelo posee excelentes propiedades, como consistencia e
Insesgamiento, ademas es el mejor estimador lineal insesgado.

Sin embargo cuando las variables predlctoras son aleatorias y ademds

. correlacionadas con los errores aleatorios, los estimadores de minimos
~ cuadrados ordmanos pueden perder propiedades muy deseables como la
consistencia. .

En la mvest:gacron que se presenta se pretende explorar la geometria de
~_metodos como elde variables instrumentales que pretende resolver algunas
i de las I:m:tac:ones planteadas para método de mmzmos cuadrados ordma-
rfos ' - if -
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INTRODUCCION

A IMPORTANCIA de la construccion de una geometria
alrededor de un problema estadistico, radica en
que con base en ella puedan lograrse niveles mas
7 elevados de abstraccion y por lo tanto de genera-
lizaci0n de algunos conceptos; por otro lado puede propor-
cionar elementos para la mejor comprension de una situa-
cion estadistica e inclusive puede facilitar el planteamiento
de un problema, colocando para su solucion toda la herra-
mienta gedmetrica, axiomaticamente consistente.

Sobre la geometria del método de minimos cuadrados
ordinarios asociado con el modelo de regresion ortodoxo se
ha escrito bastante aunque en nuestro medio no se ha
divulgado lo suficiente. Menor difusion ha tenido la geo-
metria asociada con el método de minimos cuadrados ge-
neralizados.

El tratamiento del modelo de regresion con variables
predictoras aleatorias, ha sido patrimonio de laeconometria,
donde se hadado sumayor aplicacion. Laintensidad de este
fenomeno es tal que paraestudiar el modeloderegresion con
- predictores aleatorios correlacionados con el error, casi
seguramente debe recurrirse alos textos de econometria, los
cuales, como es logico, desarrollan el problema alrededor
de la tematica econdmica, en ocasiones no muy accesible a
los no versados en dicho campo.

Se pretende en este articulo dar las pautas parael tratamiento
de los problemas mencionados, planteados en un contexto
estadistico e investigar algunos elementos basicos de la
geometria asociada con ellos.

Se daran algunos conceptos generales sobre geometria, que
luego seran aplicados evolutivamente a las diferentes situa-
ciones en que se presenta el modelo de regresion, como ya
se ha mencionado.

CONCEPTOS GENERALES
SOBRE GEOMETRIA

El objeto de trabajo de la geometria son los vectores enten-
didos como elementos de un conjunto en el cual se han
definido dos operaciones: “suma (+)” y “producto por un
escalar (o ), las cuales deben cumplir ciertas propiedades.
A dicho conjunto, digamos V, con sus dos operaciones
mencionadas se le conoce como espacio vectorial y se
representara por [V, +, O |.

Donde la operacion “+” es cerrada en V, conmutativa,
asoclativa; ademas en V existe un elemento neutro con
respecto a la operacidén suma (+). Por otro lado la operacion
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producto por un escalar, es tal que: KxV— V , ademas para
cualquier v, v, que pertenezcan a V se cumple que Si
d € K (campo), entonces:

o vie V.o dv)=(d), oulv,+v)=0v, + av,

b
(d+o )v, =dv, + oL,

Debe notarse que los elementos de V no son necesariamente
arreglos ordenados como los puntos de RP. La forma como
esta definido el espacio vectorial [V, +, (] da cabida a una
clase muy amplia de vectores, como podrian ser el espacio
de las matrices de orden mxn, con la suma ordinaria entre
matricesy O € R; también podria pensarse en el conjunto
de funciones reales continuas de valor real, con la suma
definida como: (f+g) (x) = f(x) + g(x) y el producto por
escalar (o 1)(x) = o f(x), el cual constituye un espacio
vectorial, una matriz de orden mxn, en el primer caso o una
funcion continua en el segundo caso.

Sin embargo, conceptos como Adngulos entre vectores,
ortogonalidad, etc. no pueden definirse con base en las
operaciones de suma (+) y producto por un escalar, siendo
necesar10o definir una nueva operacion que va a enriquecer
las propiedades del espacio vectorial; dicha operacién se
conoce como producto interno.

El producto interno es una funcion:

<>VxV — C, tal que: siv,v,,v, € Vyo €C

entonces: <v] ,V2> — <v2’1;]> donde la raya denota el

conjugado. Ademas: <V +vV,v.> = <v,v.> +
<V,v,>, <QLV,V,> = O <V,v,>; <V,v> > 0 y por

ultimo <V,V> = b =5 V= 0.

De esta manera en el espacio R", de las n-uplas con la suma
definida componente a componente y con o € R, una
definicion valida de producto interno es:

M
<X, y> = ,
V=2 %5
=1

donde x, y, son la i-ésima componente de X, y respectiva-
mente. Andlogamente en el caso del espacio de variables
aleatorias (caso particular del espacio de funciones) una
definicién viélida de producto interior es <x,y> = E (xy)
donde E(.) es el operador: valor esperado.

Puede probarse que: 0 < <v,,v? < <v,v>.<v,v >de
donde surge ladefinicion de coseno del angulo entre vectores
COmo:




<V1*V2> 1
[<V1*V1 ><V2=V2 >]A

ahora, s1tdefinimos que dos vectores son ortogonales cuando
cos Q =0, esdecir cuando <v »Vv,>=0, entonces tendriamos
que el caso del espacio vectorial R, +, o], que puede
representar el espacio de las realizaciones de una muestra
aleatoria de tamano n, la ortogonalidad entre dos vectores
X, y se da cuando ) xy. =0.

Enelespaciode variables aleatorias definidas anteriormente
la ortogonalidad entre las variables aleatorias x, y se da
cuando E (xy) = 0, notese que s1 una de las variables esta
centrada (tiene media cero), si ellas son incorrelacionadas
se cumple que: E [xy] = E [x] E [y] = 0, es decir que
incorrelacion implica ortogonalidad.

COSO =

EL MODELO DE REGRESION CLASICO:
(YJ XB: o2 I)

y = XB + €, donde X es una matriz no aleatoria,

e~ (0,02%). Se supone que X es de rango completo.
Notese que E[Xe ]| = X’E[e ] =0, lo cual significa que los
vectores en X son ortogonales con €, lo cual hace que el
estimador 3 tal que X3 es la proyeccion ortogonal de y
sobre el espacio de las columnas de X, C(X), es el mejor
estimador lineal 1insesgado.

. 4 4 o
Ademas si se supone que lim = () finita y no

n—e n

Figura 1. Interpretacion del insesgamiento del estimador de
minimos cuadrados.

‘ /\ . . g
singular, entonces f§ esun estimador consistente paral}. Si

seentiende E[ X’ € ]| =()como que la posicion promedio entre
X yrealizaciones de € es ortogonal, alalineaquerepresenta
dicha posicion se le llamara ‘““linea del error’”, como se

muestra en la Figura 1.
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El grafico puede interpretarse de la siguiente manera:
Considérese el modelo y = xB8 +€ en donde las variables
X, €y estan centradas (por eso no aparece 30). Este modelo
genera y a partir de la suma de una constante xf3 mas un
error aleator1o. Asi puede darse el caso en que se generey,

: ; - 1 . . i A
apartirdelarealizacione *,dandolaestimacion x B3, pero

como la posicion promedia debe ser la linea OA, entonces
una realizacion € * producira y,, el cual generara la esti-

e A e :
macion X f3, de tal manera que la posicion promedia de los

h e - - - -
Xﬁ es X3, mostrandose asi de una manera intuitiva el

insesgamiento.

Debe notarse que:

|[d’ =(e.©=E[€|=V e =6 Io cual significa

que los errores € se mueven en un circulo de radio ¢ .

EL MODELO DE REGRESION CON
ERRORES CORRELACIONADOS:
(Y, XB ,3)

Se conservan los supuestos del modelo clasico, excepto que
ahorae ~( 0,2 )donde 2. es no negativa definida. En este
caso, a pesar de que el estimador de minimos cuadrados
ordinarios es insesgado en esta nueva situacion, €l pierde
sus propiedades Optimas. Antes de plantear la construccion
de un nuevo estimador que recupere las propiedades de
optimalidad, se recordaran algunos conceptos que se
requeriran. S1 V, W son dos subespacios de R", la suma
se define como: V+W={y/ly=x+2z;xe V;ze W}.
Ahora, s1 V y W son disjuntos y ademas V + W = R",
entoncestodoy € R"puede descomponerse en forma unica
en un vectorxen V yun vectorzen W. Asiy=x+12z. De
esta manera puede definirse una funcion que asocie a cada
y, su correspondiente X en V, es decir:

&
R" — V de tal forma que x = Py
V %
: Q |
analogamente: R" —— W, es decir: z = Qy
Yor=t: il

con base en estas 1deas se define x como la proyeccion de
y sobre V alolargo de W. Similarmente z es la proyeccion
de y sobre W a lo largo de V. P y Q se llaman los
proyectores respectivos. Puede probarse que P es el pro-
yector sobre V a lo largo de W s1 y solo si:
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1) Px=x, paratodo x € V; 1) Pz=0paratodoze W

Este resultado es muy importante pues constituye una
caracterizacion del proyector.

Volviendo al punto de construir un estimador para B en el
modelo (y, XB, > ) que sea insesgado y que tenga propie-
dades Optimas, resulta que s1 se plantea el problema de
encontrar la matriz P, tal que el estimador lineal Py sea
insesgado para XB, resulta la restriccion PX = X.

S1 la condicion de optimalidad se plantea en términos de

minimizar la traza de V [Py], sujeto a la restriccion
PX = X, al aplicar multiplicadores de Lagrange se puede
obtener una nueva restriccion para P, que es P> X' = 0,

donde X' es la matriz de rango maximo tal que X’ X' = 0.

Recordando la caracterizacion de proyectores, se tiene que si
PX =Xy PY X! =0 entonces P es el proyector sobre C(X)
a lo largo del espacio C (X X'), que se denotard como
P x.Z.xl . El significado geométrico se ilustra en la Figura 2.

. AN
Al estimador B generado con base en el proyector Px_le ,

se le conoce como estimador de minimos cuadrados gene-
ralizados.

MODELO DE REGRESION
CON PREDICTORES ALEATORIOS

Considérese el modelo y = XB + €, con € ~(0, ¢*I) pero
ahora X es aleatoria. Asi que E [Xe] = E {E[Xe/X]}

=E [XE [e/X]],de donde se deduce que E [ Xe | =0, cuando
E [e/X] = O, lo cual se logra cuando x y € estan
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incorrelacionadas, en este caso el estimador de minimos
cuadrados ordinarios conservasus propiedades. LLos proble-
mas empiezan cuando E [e€ | 0, lo cual puede verse de la
siguiente manera: el estimador de minimos cuadrados
f}z(X’X)‘lX’.(XB+e =B + (X’ X)X’ €
el cual puede escribirse como:

pp+(22) -

14 14/

s1 se toma limite en probabilidad se obtiene:

1 - X' e
. plim —

. (XX
plim B =P + plim \—;

. . ([ X'X .
Sisesuponeque plim| ___~— | — Q no singular, entonces
n

XX\~
plim \"5
de minimos cuadrados ordinarios es consistente solo si

X' e

plim — (), esdecir si X y y son asintomaticamente
n

incorrelacionados.

-1 |
= , lo cual 1implica que el estimador

X' €

n
minimos cuadrados ordinarios es inconsistente, lo cual

#0 el estimador de

Sin embargo, cuando plim

puede ser un defecto muy grave. La Figura 3, 1lustra la

FAN

inconsistencia de [3 .
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Figura 3. llustracion geomeétrica de la inconsistencia de B,
X' e
# O

I{/

cuando

plim

Para el correcto entendimiento de esta grafica, debe tenerse
en cuenta que la situacion mostrada se da para un valor de

n, grande.

I

. |
Si plim——=F x’e = (x,€) # O entonces:

14

cos 0 = cos 0, = 0lo cual explica la posicion relativa de x y
la linea del error. Notese que en promedio la posicion del
error trasladado a continuacion de xB, debe estar en la linea
O A, lo cual significa que en promedio el vector y tiene la
direccion de la linea O A, de donde se desprende que el
promedio de las proyecciones ortogonales de y sobre x es
mayor que el de xB; esto indica que xﬁ sobreestima a xB
(cuando 0<co0s0, < 1). Sededuce de manera intuitiva que
el problema de inconsistencia se resuelve construyendo un
estimador con base en la proyeccion de y sobre C (x) a lo
largo de la linea de error, lo cual es plausible desde el punto
de vista conceptual, sin embargo no se ve claro como
calcular en forma explicita dicha proyeccion. A continua-
cion se intentara resolver este problema.

CONSTRUCCION DE ESTIMADORES
CONSISTENTES USANDO VARIABLES
INSTRUMENTALES

SupoOngase que se esta trabajando con todas las variables
centradas (con el proposito de i1gnorar o). Ademas
supongase que la matriz X consta de n observaciones sobre
k variables aleatorias, en el modelo y = XB + €.

S1 se logra encontrar k variables Z, Z,,..., Zk, linealmente
independientes las cuales se observan a los n individuos,
generandose asi la matriz Z = [Z,, Z,,..., Z ], tal que:

Z' e o> ©s decir que las variables Z son

n

plim
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asintoticamente incorrelacionadas con el error € lo cual
significa que cuando n es muy grande el espacio € del error
es ortogonal con el espacio C(Z). Algebraicamente puede
procederse, premultiplicando por Z’ ambos lados del mo-

delo: 2 _ Z“'XB E YAR=S

I{/ n M

, después de dividir por n.

Al sacar limite en probabilidad se obtiene:

plim_z;t.)_) — Q?limz_:;l)_? B+ plimz_e.

71 Fl

SI S€ asume que

ﬂiﬂz—z—)g sl RO plim—Z—’Z _y  de donde
2 ZX . o

surge en torma natural un estimador consistente para B,
como

. (Z'x\" (Z'Y)
B="% ) 7

= (ZX)Z'Y

A este estimador se le llama estimador de variables instru-
mentales, y al conjunto de variables 2,2,..,7 seles llama
variables instrumentales o instrumentos.

En forma mas general, el modelo puede incluir algun
conjunto de variables no aleatorias o no correlacionadas con

el error, asi y = XBb + Wa +€ , donde W =[W W _ .|
€ _ 0. Si hacemos T=[X W]y ¢’
M

=(3,00), el modelo puede escribirse como:y=T ¢ +€ ,debe

W ] tal que plim

Im

ahora encontrarse una matriz Z de orden n x(k+m) de

: : Z e
variables 1nstrumentales, tal que plim =0y que
n X
Y : . :
plim =3 exista y sea no singular, asi
4

5. = (Z'T )—1 (Z'Y)- Es importante notar que las varia-
bles en la matriz W pueden usarse como variables instru-
mentales, de tal manera que so6lo se requerira adicionalmen-
te deunamatrizZ =[Z, ... Z ] de variables instrumentales

yasi Z=[W:Z].

Notese que en el modelo ortodoxo y = XB +€. , en donde
X es no aleatoria, la propia matriz X contiene variables
instrumentales, por tanto el estimador de variables instru-
mentales es: B = (X’X)"' X'y, el cual coincide con el
estimador de M.C.O.
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Figura 4. Interpretacion gomeétrica de la estimacion por variables instrumentales en el modelo y = xf +€:

INTERPRETACION GEOMETRICA
DE LA ESTIMACION POR VARIABLES

INSTRUMENALES

Considérese inicialmente el modelo con un solo regresor
aleatorio: y = xB +€ , donde E[ € 1=0,E [xe]# O

O es el dnguloentre Xy € , se tiene que:

3 — (X, E

WENNE

por lo tanto s1 E(XE)-—— a==(), entonces: cosBoz 0 , lo cual
indica la posicién de no ortogonalidad entre X y € , COMO
se ilustra en la Figura 4.

COS

La linea O E define la posicidn relativa del espacio de los
errores con respecto ax, en el limite este dnguloes 0. La

linea punteada BF marca la proyeccion ortogonal dey sobre
x, determinando el estimador de minimos cuadrados ordi-

narios. La linea BC marca la proyeccion (OC) de y sobre
x a lo largo de OE, es decir, a lo largo del espacio ortogonal
a Z, la cual representa la estimacion por variables 1nstru-
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mentales. Para el ejemplo de un solo regresor, con base en
la semejanza de los tridngulos COD y HOG, resulta que

to de B hace que B = (Z’x)'(Z’y) el cual coincide con la

= |( A ’x)“] (Z 'y)l y puede probarse que el signo correc-

expresion del estimador de variables instrumentales. Asi

este estimador es la proyeccion sobre x alo largo del espacio

del error.
Regresando al modelo conregresores aleator10s,y =XB+€,

se estd proponiendo la descomposicion de y € E , en un
elemento de C(X) y un elemento del espacio del error.
Supéngase que las columnas de una matriz E son una base

para el espacio del error €.

Ahora si Z es una matriz correspondiente a k variables
A=

n
que en el limite, una base para el espacio es Z', es decir,

=(0. Asir (Z') =

n-k, es decir que el espacio del error es C(Z'). La situacion

instrumentales, entonces plim = 0, lo cual significa

la matriz de rango maximo tal que Z’Z!

se ilustra en la Fig. 5.
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E=g(Z1)

- & (x) Espacio de los
regresores aleatorios

Figura 5. llustracion de los espacios vectoriales que intervie-
nen en el metodo de estimacion por variables instrumentales.

Asi la prediccion, usando Z. como matriz de variables instru-
mentales se realiza mediante el proyector P 1= X(Z'X)"'Z’,
el cual produce estimaciones consistentes de B. Puede
notarse en la figura 5 que entre “mas cerca’ se encuentren

los espacios C(Z) y C(X) mas se aproximaP_ 1 alproyector

asociado al de minimos cuadrados ordinarios, lo cual es
muy plausible 4
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