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Titulo del trabajo

Dinamica cosmoldgica del campo escalar con acoplamientos de tipo no minimo y de
Gauss-Bonnet

Resumen: El gran suceso observacional, contrario a toda expectativa, de que la expan-
sién actual del universo es acelerada, ha abierto uno de los problemas mas enigmaticos y
profundos de la fisica. La extrana aceleracién ha sido atribuida a algo que genéricamente
se ha denominado energia oscura. Una linea de trabajo que ha buscado resolver el
problema estd basada en las teorias de campo escalar-tensorial, las cuales emplean un
campo escalar acoplado no minimamente con la geometria. En este trabajo se estudian
soluciones de energia oscura para un modelo de campo escalar con acoplamientos de
tipo no minimo (NMC) y de Gauss-Bonnet (GB). Las ecuaciones de campo de dicho
modelo se calculan bajo la hipétesis de un universo isétropo, homogéneo y espacialmente
plano. Con estas ecuaciones se desarrolla un mecanismo de reconstruccién que permite
obtener el potencial y el acoplamiento GB para cualquier escenario cosmologico. En
particular, se reconstruye explicitamente el modelo para varios escenarios cosmolégicos de
expansion acelerada, tales como las soluciones del tipo quintaesencia, phantom, De Sitter
y Little Rip. Posteriormente se estudia el modelo en ausencia de potencial, obteniendose
soluciones de tiempo tardio que pueden ser ajustadas apropiadamente para describir
escenarios con fase de quintaesencia y phantom e incluso es posible encontrar restricciones
parametricas que permiten describir transiciones entre ambas fases. Se demuestra que
estas soluciones presentan un comportamiento acorde a las cotas existentes en la ecuacion
de estado de energia oscura. Por ultimo se estudia el sistema autonomo del modelo con
acoplamientos tipo ley de potencias y exponencial. En ambos casos se obtienen puntos
criticos estables que describen escenarios asintoticos importantes de energia oscura, entre
los que se incluyen quintaesencia, phantom y De Sitter. Todas las soluciones de obtenidas
cubren una gran variedad de escenarios de energia oscura que son consistentes con los
rangos observacionales provenientes de diferentes fuentes como Planck, WMAP entre otras.

Palabras clave: Acoplamiento no minimo (NMC), Acoplamiento Gauss-Bonnet (GB),
Energia oscura
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Introducciéon

La cosmologia es el estudio del universo en su conjunto, en el que se incluyen teorias
sobre su origen, su evolucion, su estructura a gran escala y su futuro. El contexto teérico
de la cosmologia moderna es la Teoria de la Relatividad General, cuya descripcion de la
gravitacion se formula a partir de una densidad lagrangiana que contiene la curvatura
escalar como componente geométrica y una fuente asociada a la presencia de materia.
De hecho, la relatividad general es considerada como la teoria de gravitacién con maés
aceptacién hoy en dia.

Sin embargo, el descubrimiento de una disminucién inesperada en el brillo proveniente de
supernovas del tipo Ia [I, 2, 3] ha abierto uno de los problemas mds importantes de la
cosmologia moderna. Estas observaciones han sido interpretadas como evidencia sélida de
que la expansién actual del universo es acelerada por algo que genéricamente se ha deno-
minado energia oscura. De hecho, los datos han mostrado que el universo estd compuesto
de un 4 % de materia bariénica, un 26 % de materia oscura y un 70 % de energia oscura
[T, 2, Bl 41 5] 6], [7, 8]. Asi pues, actualmente el universo se expande aceleradamente y con
abundancia de un contenido de materia y energia que aun se desconoce.

Entre las diversas alternativas para explicar la aceleracion del universo, se encuentra el
modelo ACDM [9], el cual introduce la energia oscura como una nueva componente con
densidad de energia constante denominada comunmente como constante cosmologica (A).
Si bien el modelo ACDM goza de un gran éxito gracias a la precision increible con que las
observaciones més recientes se han llevado a cabo, la teoria cudntica de campos predice
un valor de A que llega a ser 120 érdenes de magnitud mayor que el valor observado,
lo que constituye uno de los enigmas que desafia a cosmélogos y fisicos en general y se
le ha dado el status de problema de la constante cosmolégica [10, [II]. Otra forma de
introducir la energia oscura es a través del campo escalar de quintaesencia [12] [13] [14],
para el cual se utiliza un potencial escalar escogido para lograr el efecto de presion negativa
que le permita tomar el papel de energia oscura. No obstante, la quintaesencia requiere
el ajuste de condiciones iniciales muy criticas para dar cuenta de los valores actuales de
energia oscura. Ademds, se necesitan potenciales extremadamente planos [15] [16] 17 18],
los cuales son dificiles de encontrar en fisica de particulas, y esto plantea un problema de
naturalidad para la cosmologia de la quintaesencia.

Paralelamente, existe una variante que ha despertado mucho interés: La evidencia de la
expansion acelerada puede ser la primera senal de un entendimiento incompleto de la
propia interacciéon gravitatoria, mas que el resultado de la presencia de alguna forma
de materia o energia oscura. Modificar la relatividad general de Einstein puede llevar-
se a cabo a través de las teorfas de gravedad modificada [19} 20} 211, 22| 23], 24], 25], las cuales

v



INTRODUCCION A\

se han propuesto como una alternativa muy promisoria para explicar la energia os-
cura. Sin embargo, existe una controversia sobre cuales propuestas satisfacen cotas
existentes en el régimen de campos gravitatorios débiles o superan los llamados tests de
sistema solar [26, 27]. Entre las diferentes clases de gravedad modificada se encuentra la
de Gauss-Bonnet (GB), la cual es inspirada en teoria de cuerdas y puede superar dichos
tests [28] 29, B0, [31]. Teniendo en cuenta que el término GB es un invariante topol6gico en
cuatro dimensiones [32], su presencia en el lagrangiano debe estar acoplada a un campo
escalalﬂ que le permita contribuir a la dindmica cosmoldgica. Este acoplamiento con el
campo escalar ha sido propuesto como fuente de energia oscura en numerosos estudios,
en los cuales se han analizado aspectos como la expansion acelerada tipo ley de potencias
[33, [34], estabilidad de soluciones de energia oscura [35], ecuaciones de estado variables
en el tiempo [30], existencia de fases de quintaesencia y phantom [37] y mecanismos para
evadir singularidades en diferentes limites asintéticos [38], 39].

Otro de los acoplamientos que ha sido ampliamente utilizado para dar cuenta de la ex-
pansion acelerada tanto en épocas tempranas como tardias es el acoplamiento no minimo
de la forma ¢ R¢? 40, 41], siendo ¢ un pardmetro adimensional y ¢ el campo escalar. El
papel de este acople en el problema de la energia oscura ha sido estudiado en diferentes
trabajos, en los cuales se analiza restricciones de £ por test de sistema solar [42], existen-
cia y estabilidad de soluciones Scaling [43| [44], atractores asintéticos de De Sitter [45],
comportamientos phantom y stper aceleracién [46, 47, 48|, [49], aspectos perturbativos e
incidencia sobre el CMB [50], [51], restricciones observacionales [52, 53] y el problema de
coincidencia [54].

En el presente trabajo se estudian las soluciones de tiempo tardio de un modelo escalar-
tensorial que contiene el acoplamiento no minimo y el acople al invariante de Gauss-
Bonnet. Este documento se ha estructurado de la siguiente manera: en el primer capitulo
se introducirdn algunos elementos de la cosmologia estandar y se presentara la evidencia
observacional de la energia oscura. En la segunda parte se explicaréd el modelo correspon-
diente y se obtendran las ecuaciones de reconstruccién, las cuales seran aplicadas a esce-
narios cosmoldgicos compatibles con la fenomenologia de la energia oscura. La dindmica
cosmoldgica se estudia a través de las ecuaciones de Friedmann modificadas en el forma-
lismo de este modelo. En el tercer capitulo se obtendran soluciones exactas en ausencia de
potencial y se encontraran restricciones paramétricas de tal manera que dichas soluciones
describan un comportamiento acorde a los datos observaciones. En la ultimo capitulo se
estudiard el sistema auténomo de modelos correspondientes a acoplamientos tipo ley de
potencias y exponencial. Finalmente, con base en los resultados obtenidos se escribieron
algunas conclusiones.

1Otra posibilidad consiste en que la presencia del invariante Gauss Bonnet en la accién sea no lineal.



CAPITULO 1

Fundamentos

1.1. Modelo estandar de la cosmologia

La cosmologia es la ciencia que estudia el origen y la evolucién del universo como un
todo. El modelo de la cosmologia estandar esta construido sobre el marco de la teoria de
la relatividad general, cuya descripcién de la gravitacién viene dada por las ecuaciones de
campo de Einstein:

G = KTy (1.1)
donde,
1
Guu = Ruu - ig/ﬂ/R (12)

es el tensor de Einstein, x? es la constante gravitacional de Einstein, R, es el tensor
de Ricci, R es el escalar de Ricci, g, es el tensor métrico correspondiente y 7T}, es el
tensor energia impulso asociado a la presencia de materia. Asumiendo que el universo es
homogéneo e isétropo a gran escala, la métrica (conocida como la métrica FRW) puede
escribirse como:

d 2
ds” = g dade” = —dt +a(t) | 7= + r(d6? + sen’0d?) (1.3)

donde a(t) es el factor de escala y k es una constante que determina la curvatura espacial
del universo. Esta constante puede tomar los valores de 0, 1 6 —1 para espacios de geometria
plana, cerrada y abierta respectivamente. Existe un gran niimero de evidencia experimental
que sugiere que el universo es espacialmente plano [8, [10, 55]. En vista de ello, a lo largo
de este trabajo se supondra que k = 0.

La hipdétesis de homogeneidad e isotropia permite ademads escribir el tensor energia
impulso en la forma de un fluido perfecto

Ty = (p+ P)uyuy, + Py (1.4)

1



CAPITULO 1. FUNDAMENTOS 2

donde u,, es la cuadrivelocidad comdvil del fluido con densidad de energia p y presién P.
Reemplazando ([1.3) y (1.4 en las ecuaciones de Einstein se obtienen las ecuaciones de
Friedmann:

a K2

- (p+3P) (1.5)
a\? K2
H? = (a> =3P (1.6)

donde H = a/a es el pardmetro de Hubble. Combinando las ecuaciones (1.5) y (1.6]), puede

escribirse la ecuacién de conservacion:

p+3H(p+P)=0 (1.7)

Para determinar completamente la dinamica del factor de escala es necesario conocer una
relacién entre la presién P y la densidad de energia p. La forma més usual es considerar
una ecuacion de estado de la forma:

P = wp, (1.8)

siendo w un parametro caracteristico de cada fluido. En este caso, las ecuaciones (1.5)),
(1.6) y (1.7) pueden escribirse de la siguiente manera:

I€2

% =% (14 3w)p (1.9)

H? = (a>2 = ’izp (1.10)

p+3Hp(l+w) =0 (1.11)

La ecuacion establece que una expansién acelerada (i@ > 0) solo ocurre para fluidos
con w < —1/3. Combinando las ecuaciones ([1.9)) y podemos escribir el parametro
de estado de la siguiente forma:

2 H
 3H?
Esta expresiéon nos permite calcular el parametro de estado a partir de una expresion
general de la funcién de Hubble. Si el pardmetro de estado es constante, entonces las
ecuaciones y pueden resolverse de manera explicita. En efecto, al integrar
estas ecuaciones, se obtiene que:

w=—1 (1.12)

2
p X q~30+w) a o t30+w)

En esta solucidn, el factor de escala tiene un comportamiento que se le conoce como Power
Law (ley de potencias). En general, estas soluciones se caracterizan por un factor de escala
de la forma a o tP, donde p es un pardmetro mayor que cero. Como H = a/a, la funcién
de Hubble correspondiente es H = p/t.
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A continuacién se describen algunas soluciones correspondientes a diferentes clases de
fluido (ver [10] 56])

e Materia no relativista (polvo). Este tipo de materia tiene una energia cinética des-
preciable y, por tanto, su densidad de energia p,, serd la correspondiente a la de su
masa en reposo. Ademds, la presién que ejerce serd despreciable, y podemos consi-
derar P,, = 0. Con esto se tiene que:

w=20 a o t?/3 poca_3

e Materia relativista (fotones). De la mecénica estadistica se conoce que P, = p,/3,
donde P, y p, designan, respectivamente, a la presiéon y la densidad de energia
relativistas. Por lo tanto, se tiene que

w=1/3 a o t1/? poca?

e Constante cosmolégica (A): El modelo de constante cosmoldgica corresponde a un
fluido con presién negativa y densidad de energia A/k. Desde el punto de vista de
la teoria cudntica de campos, la constante cosmoldgica puede ser interpretada como
la densidad de energia del vacio. Por lo tanto, tenemos un fluido caracterizado por
w=—1y ppr = A/k. Luego,

A
a = et donde Hy =1/ —=
3
e quintaesencia. Con esta denominacién se designan ecuaciones de estado del tipo (|1.8|)
con —1 < w < —1/3. Sin embargo, en este caso en general, w no necesariamente es
constante sino que puede variar con el tiempo t.

e Energia fantasma (phantom). Dicha energia puede ser modelada como un fluido
hipotético con parametro de estado w < —1. Estos modelos fantasmas tienen la
curiosa propiedad de que al ser w < —1 la densidad de energia de tal fluido crece
con la expansién del universo en vez de diluirse, prediciendo en un tiempo finito (ts)
la existencia de un Big Rip del espacio-tiempo. Una forma sencilla de describir un
fluido fantasma es utilizando una solucién Power Law de la forma a o (ts —t)7?
donde p > 0. De esta manera se tiene que:

P 2

:—1—7
ta—t " 3p

Obsérvese que los primeros dos fluidos producen expansién desacelerada, mientras que los
ultimos tres fluidos producen expansién acelerada. Una situacién méas general se presenta
cuando hay una mezcla de varios tipos de fluido. En este caso, la densidad de energia
total estd dada por

=3 n (1.13)

donde las densidades de energia p; satisfacen:
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siendo w; el parametro de estado correspondiente al i-esimo fluido. Si w; es constante,
entonces

pi = Pz‘0< ) (1.15)

ao

a 73(1+wi)
p= sz'o <a0> (1.16)

donde ag y pip son constantes de integracién. Sustituyendo ((1.16)) en ([1.10)) se obtiene la
siguiente expresion:

, K2 o\ ~30+wi)
H _3;/71‘0(%) (1.17)

De aqui en adelante el subindice (0) se utilizard para indicar que las magnitudes estén
evaluadas en la época actual (tp). Asi, las constantes ag y pip corresponderan a a(tp) y
pi(to), respectivamente. Con el fin de establecer un nexo més préximo entre las funciones
que aparecen en los modelos cosmolégicos y las observaciones, conviene introducir los
siguientes parametros:

e la densidad critica (p.)

3H?
Pe= "3~ (1.18)
e el parametro de densidad (€2;)
= P (1.19)
' pe  3H? ‘

En virtud de estos pardametros, la expresion ([1.17) puede reescribirse de la siguiente
forma:

H= Ho\/z Qi (%)3(1%) (1.20)

i

donde Hy corresponde al valor actual del pardmetro de Hubble (Hy = 70410 km s~ Mpc~*

[8]). Como se vera mds adelante, esta expresién servird para analizar las contribuciones
de energia de las diferentes especies de materia en el universo.
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1.2. Evidencia observacional de la energia oscura

Para describir la evidencia observacional de la energia oscura es necesario introducir algu-
nos elementos bésicos de cosmometria.

1.2.1. Corrimiento al rojo

Un pardametro empleado habitualmente en cosmometria es el redshift (z) [10, 57, 56], el
cual representa el cambio en la longitud de onda de un fotén debido a la expansién del
universo. Es decir,

Ao ap
1+Z—)\—a (1~21)

donde )¢ es la longitud de onda observada en el tiempo t3 y A es la longitud de onda
emitida en un tiempo t < ty. El redshift es muy importante ya que es accesible obser-
vacionalmente. Mediante observaciones espectroscépicas de objetos distantes es posible
comparar las longitudes de onda observadas para lineas conocidas y compararlas con las
longitudes de onda de laboratorio, obteniendo asi su redshift.

1.2.2. Distancia de luminosidad

Un aspecto fundamental en el modelo estandar de la cosmologia se refiere a la medicién
de distancias. De hecho, existen varias maneras de medir distancias en el universo en
expansion. Una de las formas més utiles de estimar una distancia es a través de la lumi-
nosidad de un objeto estelar. La distancia de luminosidad es definida por la relacién (ver
[10, 14}, 57, 50]):

L
- 4nF
donde L es la luminosidad absoluta de la fuente luminosa y F' es el flujo de energia radiante
(J/sm?) que llega a un detector ubicado en la tierra. Con el propésito de estudiar los efectos
observacionales de la expansién del universo, considérese una fuente luminosa situada en
la coordenada r; y un observador ubicado en el origen de coordenadas. Supéngase ademas
que la fuente emite un frente de radiacion en el instante ¢1, el cual es detectado por el
observador en el instante tg. En el momento de la observacién, es decir en el instante ¢,
el area de la esfera sobre la cual se distribuye la energia radiante estd dada por

dr? (1.22)

A = 4mr2a®(ty) (1.23)

La expansién del universo produce dos efectos que atentan el flujo de energia detectado
por el observador [57]. El primer efecto esta relacionado con el corrimiento al rojo (un
factor 1+ z), y el segundo es debido a la dilatacién del tiempo (otro factor 1 + z). Este
ultimo factor significa que la tasa a la cual llegan los fotones a la esfera es menor que la
tasa a la cual éstos dejan la fuente. El flujo radiante medido es, entonces:

L L
(14 2)%A4  4mr2a?(to)(1 + 2)*

(1.24)
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Combinando las ecuaciones ([1.22)) y (1.24]) se obtiene la siguiente expresién:

dr = a(to)rs(1+ 2z) (1.25)

Dado que la luz viaja a lo largo de una geodésica nula (ds = 0), entonces la métrica (|1.3))
relaciona las coordenada radial y temporal a través de la siguiente ecuacién

—dt? + d*(t)dr* = 0 (1.26)

donde se ha supuesto por simplicidad que df = 0 y d¢ = 0. Al integrar la ecuacién (|1.26))
entre el instante de emisién (1) y el instante de observacién (ty), se obtiene

Ts :/aﬁ) (1.27)

t1
Esta integral puede reescribirse si se tiene en cuenta que

1+2=2 = :=_H1+2)
a

De esta manera, la ecuacién ((1.27) queda de la siguiente forma:

1 [ d

Reemplazando esta expresion en la ecuacién ([1.25)) se tiene que

z

d/
dr = (14 2) :

H(Z)

(1.29)

Teniendo en cuenta ((1.20) y (1.21]), el parametro de Hubble puede ser expresado de la
siguiente forma

- HO\/Z Qio(1 + 2)30Fw) (1.30)

Con esta expresién, la ecuacién ([1.29)) queda ast:

1+z

(1.31)

/\/ZQZO 1+2 3(14w;)

Por lo tanto, es posible determinar €;p midiendo la distancia de luminosidad (d;) en
funcién del corrimiento al rojo (z). Como se vera a continuacion, la ecuacién (|1.31)) juega
un papel muy importante en el estudio de la evidencia observacional de la energia oscura.
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1.2.3. Supernovas de tipo Ia y la aceleracion del universo

Las supernovas del tipo Ia tienen una gran importancia para la cosmologia: nos
permiten medir grandes distancias a través del universo [14]. Estas explosiones estelares
se producen en sistemas binarios de estrellas masivas, y cuando ello sucede la lumi-
nosidad de la estrella que explota parece ser siempre la misma en todos estos eventos
convirtiéndolas en candelas patrones. La enorme utilidad de las supernovas reside en el he-
cho de ser capaces de rivalizar en brillo con el conjunto de estrellas de su galaxia de origen.

En astronomia suele emplearse el termino magnitud para referirse al brillo de una
fuente luminosa. En particular, la magnitud aparente (m) y la magnitud absoluta (M)
son medidas logaritmicas del flujo y la luminosidad, respectivamente. Estas magnitudes
estan relacionadas con la distancia de luminosidad dy a través de la siguiente relacién
(ver [58]):

d
m — M = 5log,, <M;C> +25 (1.32)

Una forma usual de expresar distancias en astronomia es través del moédulo de dis-
tancia pu [3], el cual se define como la diferencia entre la magnitud aparente m y la
magnitud absoluta M. Esto significa que:

d
p = 5logyg (Mf)(:) +25 (1.33)

A puertas del siglo XXI, dos grupos de trabajo liderados por Saul Perlmutter [1] y
Adam Riess [2] midieron y analizaron las distancias de luminosidad de varias supernovas
del tipo Ia para diferentes valores de corrimiento al rojo z. Al graficar estas mediciones en
un diagrama de Hubble se encuentra un panorama como el que se muestra en la Fig. [I.1]
En dicha figura se ilustran algunos datos experimentales de p vs z junto a algunas curvas
tedricas obtenidas a partir de la ecuacion . Los datos experimentales son tomados
de [3].

Al comparar los datos observacionales con las curvas tedricas se encuentra que dichas
observaciones no pueden ser ajustadas con modelos cosmolégicos que solo contemplen
la existencia de atomos y materia oscura. Sin embargo, al agregar una contribucion del
estilo de una constante cosmoldgica, los datos pueden ser perfectamente ajustados. En
la Figura la curva que mejor ajusta es la linea verde, que corresponde a un modelo
cosmologico con €, = 0,24 y Qx = 0,76, siendo €2, la contribucién a la densidad total
por parte de los atomos y de materia oscura y €2z la proporciéon correspondiente a una
constante cosmoldgica. Este fue el resultado sorprendente al que llegaron los grupos de
Perlmutter y Riess en 1998 [I, 2]. La consecuencia del agregado de este nuevo pardmetro
cosmoldgico €2z es que el universo presente estaria en una fase de expansion acelerada.
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F1GURA 1.1. Datos observacionales de p vs z [3]. Las tres curvas corresponden a modelos teoricos
con (a) Qy, =0, Q1 =1, (b) 2, =0,24, Qy = 0,76 y (¢) O =1, Qp = 0.

Asi pues, nos encontramos en un universo que se expande aceleradamente y con abun-
dancia de un contenido de energia que aun desconocemos. Aunque hoy en dia se maneja
el modelo ACDM (constante cosmolégica + materia oscura fria), se tienen sin embargo
indicios que nos llevan a desechar la constante cosmolégica. Entre estos indicios se
encuentra el problema de la constante cosmoldgica [11], el cual se refiere a la abrumadora
discrepancia entre el valor teodrico y el valor observacional de A.

Es por estos problemas que se han propuesto teorias alternativas para explicar la
expansién acelerada del universo. Una de ellas es considerar teorias de gravedad modifi-
cada, las cuales proponen modificar las leyes enmarcadas en las ecuaciones de Einstein.
En el siguiente capitulo estudiaremos un modelo de gravedad modificada que se plantea
a través de un campo escalar acoplado no minimamente con la curvatura.



CAPITULO 2

Acoplamientos no minimo y de Gauss-Bonnet

Como se mencioné anteriormente, las mediciones de los flujos de energia provenientes
de supernovas Ia muestran que el universo atraviesa actualmente una etapa de expansiéon
acelerada [1 2, B]. En los tltimos 11 anos desde este descubrimiento, muchos modelos
tedéricos han sido desarrollados para tratar de describir la verdadera naturaleza de la
energia oscura. Entre estos modelos se encuentran las teorias de gravedad modificada, las
cuales intentan explicar la aceleracién del universo a partir de distintas modificaciones (o
generalizaciones) de las ecuaciones de Einstein.

El punto de partida fundamental de las teorias de gravedad modificada consisten entonces
en los lagrangianos que describen la interaccién gravitacional. Por ejemplo, la relatividad
general utiliza la densidad lagrangiana mas sencilla para la gravedad:

1

Esta densidad lagrangiana puede ser generalizada a través de la adicién de términos
cuadréticos del tensor de Riemann (R?, R, R, R,,,0 R*P°, etc). Sin embargo, este tipo
de generalizaciones puede producir ciertas inestabilidades que son inaceptables en la fisica
actual, como por ejemplo que el gravitén sea un estado con norma negativa [59]. Otro
problema de las modificaciones cuadréticas de la gravedad es la aparicién de derivadas de
cuarto orden en la métrica, lo cual introduce mas grados de libertad en comparacién con
la relatividad general. Estas dificultades pueden subsanarse al considerar el invariante
cuadrético Gauss-Bonnet [37, [60, [61]:

G =R* — 4R, R" + Ryypo R (2.2)

Aunque este término es un invariante topoldgico (derivada total), su presencia afecta la
dindmica cosmolégica cuando es acoplado a un campo escalar, ya que no es eliminado
con el proceso variacional y contribuye con derivadas de segundo orden a las ecuaciones
de campo. Por lo tanto, este acoplamiento serd incorporado en la accién a través de un
término de la forma n(¢)G, donde n(¢) es una funcién del campo escalar. Generalmente
este término es estudiado en el marco de las teorias escalar-tensorial, las cuales describen
la gravedad a partir de un campo escalar (¢) y un campo tensorial (g, ).
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Por otra parte, uno de los acoplamientos mas populares en la literatura es el acople de la
forma £ R¢?, el cual ha sido propuesto en numerosos modelos tanto inflacionarios como de
energia oscura. Este acoplamiento surge en forma natural en el proceso de cuantizacién
sobre el espacio-tiempo curvo [62], 63]. De hecho, cuando se toman en cuenta correcciones
cuanticas del campo escalar minimamente acoplado, se producen términos divergentes, los
cuales son eliminados exactamente por la contribucién de un término de la forma &R¢?.
Por tanto, este acoplamiento no minimo es necesario para ajustar la renormalizaciéon por
sustraccién de contratérminos. Cabe mencionar que este tipo de acoplamiento también
aparece en teorias de gravedad multidimensional y en el limite de bajas energias en teoria
de cuerdas [64] [65].

A continuacién se describird explicitamente el modelo escalar-tensorial con acoplamientos
no minimo y de Gauss-Bonnet.

2.1. El modelo

Como punto de partida, considérese la acciéon que contiene los dos acoplamientos mencio-
nados anteriormente

R
5= [dov=a |5~ 30,00" - V(0) - 46k - 1(0)G (2.3

donde V(¢) es el potencial del campo escalar. Esta accién se puede descomponer de la
siguiente manera:
S =Su+Ss+Sap+ Svmc (2.4)

e fonia ()

50= [atev=g (—;ama% - V(¢>>)

donde

A%Bz—/ﬁ%¢ﬂmww

SNme = /d%m (;€¢2> R

Tomando la variacién de la accién (2.3)) con respecto a la métrica, se obtiene una expresién
general de la forma

1
Ry = 5 R = w2 (T4 + TGP + THMC) (2.5)
donde
T(¢) o 2 5S¢ TGB . 2 (SSGB NMC _ 2 6SNMC

=g g =g b e =g dgm
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Las expresiones explicitas de estos tensores son:

T = VbV — 50 VA0V 6 — gV (9) (2.6)

TGP = ~4(IVuVun(@IR — g [V, VP n(6)|R = 2097,(8)] Ry — 2V V(0)] Ry

+ 209, (D) R + 20 [V V(D) Ryr — 2V 0(6)] Ry ) 2.7

TNMC = €9, [Vo V6] — € [V, V07| +€6°C (2.8)

Por otro lado, la variacién de la accién (2.3 con respecto al campo escalar da como
resultado la siguiente ecuacién de movimiento para ¢:

- \/1_—9% [V=g(9"¢)] + (fl‘; +ER + leg =0 (2.9)

Ahora supongamos que la métrica es de la forma y el campo escalar depende tnica-
mente del tiempo. Bajo esta suposicién, la ecuaciéon de campo produce unicamente
dos ecuaciones independientes, las cuales pueden ser calculadas con las componentes (00)
y (11) [66, [67]. Dichas componentes generan el siguiente par de ecuaciones

H? =~ ppp (2.10)

—2H — 3H? = k*Ppg, (2.11)

donde ppg es densidad de energia efectiva del campo escalar con presién efectiva Ppg.
Estas cantidades efectivas tiene la forma:

ppE = %& +V(¢) +66Hoo + 3EH ¢ + 24H3§Z¢'> (212)

Pop =58~ V(6) ~ 2 (¢ + 98) — 4€H 69

. .. 2 .
¢ <2H n 3H2> 62— s T g2 L g

de dg?

~I6HH 30— 16H 310 (2.13)
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Ademss, la ecuacién de movimiento (2.9)) toma la siguiente forma

n

b43md+ W 4 6e@H + )6 + 24H2 (I +H>d¢ =

70 0 (2.14)

Como se vera a continuacién, las ecuaciones y pueden manipularse para
obtener expresiones que permiten la reconstruccién del modelo en cualquier escenario
cosmoldgico. Es importante aclarar que el conjunto de ecuaciones (2.10)), (2.11) y (2.14)
no forma un sistema de ecuaciones independientes. De hecho, es posible demostrar que la

ecuacion (2.14) puede obtenerse a partir de las ecuaciones (2.10]) y (2.11]). Por esta razén
solo se debe considerar dos de estas tres ecuaciones.

2.2. Mecanismo de reconstruccion

Como puede observarse, el caracter no lineal de las ecuaciones cosmolégicas ,
y dificulta su integracion para un conjunto particular de condiciones iniciales. Sin
embargo, es posible plantear el problema inverso: dado un escenario cosmolégico, obtener
expresiones que permiten obtener el potencial el escalar y el acoplamiento de Gauss-Bonnet
(reconstruccién del modelo) [34] [67]. Para empezar, nétese que al eliminar el potencial de

las ecuaciones (2.10) y (2.11]) se obtiene la siguiente expresién

. dn . . . d?n . . dn -
2 HGG + 8k H3 L4 126% — 2626% — 8K2H? =1 3% — 226 — 8k2H? =L =
do de do
) ) —dn -
—OF + 2K%€ P2 H + 16&2HHd—Z¢ (2.15)

Teniendo en cuenta que

dn  dn ;
it = o
Py dPn, | dy
@~ a2 1’

es posible escribir la ecuacién (2.15)) de la siguiente forma:

¢'52

d 2
EHopd + 5 £P? — Epd + % —¢H*H =4 [H2d" wom g _ psdn (2.16)

dt? dt dt

Si ademas se tiene en cuenta que:

d [H? dn 2 d°n cdn o sdn
A g2 g @ g3l
“at [ a dt] ae " dt dt

entonces la ecuacion ([2.16)) puede escribirse como
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. P . . H . d [H?dn
H — - — — —&p°H =4da— |——
EHO+ 5 — 682~ €0d+ o — 0l =day | =
Para simplificar la escritura se define la siguiente funcién:
R(t) = ¢Hod+ - — 68 — €06+ 5 — €0*M

Con esto, la ecuacién ([2.17)) se puede escribir de la siguiente manera

d [H?>d
Integrando la expresién anterior, se obtiene:
t ty
-1 fo gl

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

Para calcular el potencial, nétese que la ecuacién (2.10) se puede escribir de la siguiente

forma:

V) = S(t) — 24H3%

siendo S(t) una funcién de la forma:

S(t) = S H? — 3CH6? — 66H o — L&

Reemplazando la expresion (2.20) en la ecuacién (2.21)) se obtiene:

t

V() = S(t) — 6H(t)a(t) | dt B

a(ty)

(2.21)

(2.22)

Con el propésito de obtener expresiones de 1 y V' en funcién del campo escalar, se intro-

ducen dos nuevas funciones, f y g, definidas de la siguiente manera:

t=f(¢)
H=g(t)

Incorporando estas funciones en las ecuaciones ([2.20)) y (2.22)), se obtiene:

é1

1
"9 =7 P o)P

4 (1))
/ dérf () — / dba ' (é2)e 9T @D R f(4))

(2.23)
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¢
vw>—suw»—ﬁdqw»w“@”/d@fwMegmm”Rﬁwn> (2.24)

Estas ecuaciones permiten la reconstruir el modelo a partir de las funciones f y g. Téngase
en cuenta que estas funciones tienen incorporada la dindmica de la expansién del universo,
ya que estan directamente relacionadas con la funcién de Hubble y el campo escalar.
A continuacion se reconstruira el modelo para varias soluciones cosmolégicas de tiempo
tardio.

2.2.1. Solucién tipo ley de potencias en fase de quintaesencia

Esta solucion puede ser implementada asumiendo que:

F(9) = toe?/? y ﬂﬂ—vﬂn<;>

donde ¢, ty y p son constantes positivas. Usando la definicién de f y g se obtiene que la
funcién de Hubble y el campo escalar estan dados por:

_P _ L2
H_t y ¢—¢oln(t0>

Noétese que esta solucion describe fase de quintaesencia para p > 1. Incorporando las
funciones f y g en las ecuaciones (2.23)) y (2.24]) se obtiene la siguiente reconstruccion

n(¢) = e2/% (a% + al o + a2 ¢?) (2.25)
V(g) = e 2% (b + bl + b1¢°) (2.26)
siendo
L S i G Ut Y i UCE UGk ) e
8p(p + 1)K? 16p2(p +1)°
g (CLF 3p)to*Eo W2 - to*¢
- sp(pt1)° 7 T splp 1) (.27
b0 — 3PP F D) (FL+pB+p(£9 + 5p & 24€))) by’ ‘
7 (p£ Dto?w? 2(p + 1)3ty2 ’
pL — 120°€00 p2 — S F1)E
+ — + —

(p £ 1)%te2’ (p+1)t?

Noétese que el efecto del prefactor polinomial en el potencial es introducir un minimo local,
el cual puede ser ajustado a través de los parametros &, p, ¢o y to. Una caracteristica
de este potencial es que presenta un comportamiento run-away (es decir, V' — 0 cuando
¢ — 00), el cual es importante en la fenomenologia de la energia oscura ya que refleja
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el comportamiento Scaling del modelo. En general, la forma de este potencial corres-
ponde a la de Albrecht-Skordis [68], [69], la cual aparece en forma natural en la teorfa M
y produce escenarios interesantes de quintaesencia consistentes con rangos observacionales.

Otra forma de realizar la reconstrucciéon para soluciones de quintaesencia es asu-
miendo un comportamiento lineal del campo escalar como funcién del tiempo. En otras
palabras, es posible asumir la siguiente escogencia de las funciones f y g:

.0 _ t
fer = v a=pmn(;)
Esto conlleva a la siguientes expresiones para n y ¢:
_ t02 > 2 <t02(1+(4p_2)£)> 4 2.98
0= (gormear) - (G- trar ) (2:25)

(p+ Dt262 ) ¢2 2(p + D)to? (2.29)

Nétese que cuando ¢ — o0, el potencial es aproximadamente plano y converge a un valor
minimo diferente de cero. Cabe mencionar que los potenciales con valor minimo aparecen

en el contexto de la teoria de supergravedad y han sido propuestos para modelar la energia
oscura en fase de quintaesencia [70].

Vi = (Mo Drel) 1 (Uanle bl i)

2.2.2. Solucién tipo ley de potencias en fase phantom

Aunque este tipo de solucidén esta dentro del rango de datos observa(:iorlaleaH7 este escenario
cosmologico conlleva a una singularidad Big-Rip en tiempo finito. Dicha solucién se puede
incorporar en las funciones f y g de la siguiente manera:

F@) =t —to?™ gl =i ()

donde ¢, tg, p y ts son constantes positivas. Esto conduce a:

H=_" y ¢=%mC“¢>
to

Usando la ecuacién (1.12)) se ve claramente que esta solucién presenta comportamiento
phantom para cualquier p > 0. Reemplazando las funciones f y g en las expresiones ([2.23))
y (2.24)) se obtiene la reconstruccién:

n(¢) = e2/% (a® + al ¢ + a® ¢?) (2.30)

V() = e 2/% (1 4+ bl ¢ + b2 ¢2) (2.31)

!De acuerdo a las mediciones astrofisicas, la ecuacién de estado tiene un valor cercano —1, sin embargo,
. . 0,13y |z
las cotas observacionales no descartan ecuaciones de estado en fase phantom (wpe = —1,0247'15) [3].
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Al igual que en el caso de quintasencia, el potencial obtenido con la solucién phantom
tiene un comportamiento run-away y tiene la forma de Albrech-Skordis. Es importante
destacar que esta reconstrucciéon implica que las soluciones phantom pueden obtenerse
sin necesidad de introducir campos escalares fantasmas, lo cual es una caracteristica
importante para un modelo viable de energia oscura.

Otra manera de reconstruir el modelo en el escenario phantom es asumiendo que
el campo escalar decrece linealmente con el tiempo. Esto se puede implementar con las
siguientes funciones:

8 o ty—t
s =t—tl v gl =-pm (")

Reemplazando las expresiones anteriores en las ecuaciones (2.23)) y (2.24)), se obtiene:

(ot 2 to2(1 — (4p+2)€)\ 4
¢) = <8p(p — 1),i2¢02> ¢ < 32(p + 1)p2’ ) ¢ (2.32)

3(p+ DpP®\ 1 (1+ p(=5+6(p + 3)p))do”
N ) e

(p— Dte?k2 ) ¢2 2(p + 1)to?

Notese que la reconstruccion en los casos de quintaesencia y phantom solo difieren en los
coeficientes constantes, implicando restricciones paramétricas adicionales en el modelo.
Como se enfatizé anteriormente, la obtencién de soluciones phantom sin introducir campos
fantasmas constituye una caracteristica atractiva para un modelo viable de energia oscura.

vio - (

2.2.3. Solucidon de De Sitter

A continuacién se mostrara que la solucién de De Sitter (constante cosmoldgica) puede
satisfacer las ecuaciones cosmoldgicas del modelo. Para esto se asume lo siguiente:

ﬂ@:mj vy glt) = Hot
0

donde tg, ¢g y Hp son parametros positivos. Esto conlleva a:
t
H = Hy y ¢ = o
to

Debido a que H es constante, el parametro de estado es igual a —1, lo cual corresponde
efectivamente a la solucion de De Sitter. Reemplazando las correspondientes funciones f

y g en (2.23) y (2.24]) se obtiene:

_ (%0 RS 2
n(e) = <8H03t0> ? <8H02) ?

3Hy?2  5¢0®
/{2 2t02

vio = ( ) - (e &
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Esta reconstruccion muestra que es posible obtener soluciones de De Sitter para un modelo
en el cual el potencial y el acople GB sean funciones cuadraticas del campo escalar. Otra
forma de incorporar la solucién de De Sitter es a través de las siguientes funciones:

f(¢)=—toIn ((;Z;) y  g(t) = Hot

Esto conlleva a las siguientes expresiones para 'y V:

77(¢) _ <(1 B 2(2 + H()t())f)) 2

16H02(2 + Hytyp)
3Hy? 1 3Hy 2 2
Vv = — —3H
(9) ( ) ) < 202 +t0(2+H0t0) 0°E )9

2.2.4. Solucion Little Rip

Los modelos Little Rip [71] [72] proporcionan una evolucién para la expansién del universo
que interpola entre la expansion asintética de De Sitter y modelos con singularidades Big
Rip. Aunque estas soluciones se caracterizan por tener un parametro de estado por debajo
de —1, la funcién de Hubble en estos escenarios cosmolégicos no presenta singularidades
en tiempo finito. Fisicamente, en estas soluciones Little Rip ni el factor de escala ni la
densidad de energia llegan a infinito en tiempo finito, pero, sin embargo, tarde o temprano
dan lugar a la desintegracién de toda estructura en un tiempo finito. Para empezar la
reconstruccion del modelo con esta solucién, se asumira que:

o =gm(2) v e (e

siendo Hy, ¢g v h pardmetros constantes. Lo anterior implica que:

H=Hpe" 'y  ¢=doe

Notese que la funcién de Hubble no posee singularidades y el parametro de estado co-
rrespondiente esta por debajo de —1. Reemplazando las funciones en las ecuaciones de
reconstruccién, se obtiene

o’ h2(1—4§)¢o4> 1 <h(1—4§)¢o3> 1
A\ wmr )

n(¢) = <8H02/<52 16Hy? 2 8H,>

¢2

V($) = c10 + c20” + c36° + ca’
donde los coeficientes del potencial estan dados por:
_ 6hHy  3h3(1—4&)¢q 5 3Hy? _ 6hHo¢

— p2(Z _
c = 200 + o , ca=nh (2 12§)+l€2¢02,
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2.2.5. Solucion con fases de quintaesencia y phantom

Un escenario cosmolégico que evoluciona desde la fase de quintaesencia hacia la fase phan-
tom puede ser incorporado en las siguientes funciones [23], 34]:

fo =gy a0 = ()

De aqui que

1 1 Po
H=p(-+— — 20y
p(t+t5—t> voo=

Nétese que para tiempos ¢ < t5/2 el universo se encuentra en una fase de quintaesencia,
mientras que para tiempos t > t5/2 se encuentra dominado por energia oscura phantom.
En t = ¢4, el universo finalmente culmina en una singularidad tipo Big-Rip. En general, el
proceso de reconstruccién para un valor arbitrario de p genera funciones hipergeometricas
demasiados largas. Por lo tanto, la reconstruccién se limita al caso especial p = 2, donde
las expresiones para 1 y V estdn dadas por:

t02¢2

= G600t 2Rt 5002 k% (—1 4 26)¢* — Stotsd(—50 + 3k%(1 + 4€)¢*) oy

n(¢) =

+ 25, 2(—8 + 3k2(1 + 6€)¢%) b0 + 120t 0t k2 (1 + 4€) ¢ In ¢] (2.34)

_ bo?
2t0? K292 (tsdo — too)

V(o) 5 | t0? K2 ¢° — 150>t k23" po + tots*d(8 + k(1 + 24€)¢?) o”

+t3(8 + K2(11 + 248) %) o> + 24tot K> (1 + 4€) 3o In ¢ (2.35)

Notese que aunque el acoplamiento GB es finito para toda ¢, el potencial tiende a infinito
cuando ¢ — ‘f—gts



CAPITULO 3

Modelo en ausencia de potencial. Soluciones
exactas

En el capitulo anterior se pone de manifiesto la gran variedad de escenarios cosmolégi-
cos que pueden ser generados a partir de diversas formas funcionales del potencial y el
acoplamiento GB. Ahora se analizara el modelo en ausencia potencial y se estudiaran las
implicaciones cosmoldgicas de los acoplamientos en las soluciones de tiempo de tardio.
Para empezar, nétese que al hacer V = 0 en las ecuaciones (2.10]) y (2.14)), se obtiene:

2 _ K 2 3dn
H? =T [ $? +3§H<2¢¢+H¢)+24H dgﬂ (3.1)
¢+ 3Heo+66(2H? + H)p + 24H?(H? + H) qu 0 (3.2)

Es facil probar que la solucién de De Sitter satisface las ecuaciones anteriores. En efecto,
al asumir que la funcio’n de Hubble y el campo escalar son constantes (H = Hy y ¢ = ¢n),
las expresiones (3.1]) y (3.2) conllevan a:

2 _
Eoa + 2HAn (¢a) = 0
Esto implica que, efectivamente, la expansion asintética de De Sitter es compatible con el

modelo en ausencia de potencial. Volviendo a las ecuaciones (3.1) y (3.2]), nétese que al
cambiar la variable temporal por el numero de e-folding (x = Ina), se obtiene

H? = ”””3 [fﬁ(jﬁ) + 3¢H? <2¢Zj + ¢2) + 24H4ZZ] (3.3)

19
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dx dzx d dr ) dz
(3.4)

2
4 <H2<d¢> ) +6H2<Z¢> + 6¢ <4H2 + dH2> ¢d¢ + 24H> <2H2 + dH2> dn _

Con el propésito de integrar estas ecuaciones, se asumird la siguiente expresion para el
acoplamiento GB [67]:

dn 1

paly o) (91 + 920°) (3-5)

siendo g; y g2 constantes. Usando esta expresion, las ecuaciones (3.3) y (3.4) pueden ser
escritas de la siguiente forma:

d 6
(di) + 12§¢> d¢ 16 (€ +8g2) ¢* + 4891 — 2 =0 (3.6)
d (de ¢ d¢
- <dx> + 6<dx> + 24@3% +48(g1 + 92¢2)] H?
do\ 2 d dH?
[ (52) o002 2t it | 2 = @

Nétese que al hacer g1 = g - los tltimos términos en la ecuacién desaparecen De
esta manera, dicha ecuacién queda reducida a

d
99 = (6e+ V/6E(6E — 1)~ 18g2) 0
cuya solucion es
¢ =goe N, A=06¢++/6£(66— 1) — 48 (3.8)

Reemplazando esta solucién en la expresién ([3.7)) se obtiene la siguiente ecuacién para la
funcién de Hubble

dH?
()\2 — BEN + 2490 + 5 )

3
—— =2 (A= 3A2 4 126N — 249y — =P ) H2 =0
K2 ¢ T2, 2€ dr < + § 92 K2 d)OQ
(3.9)
Una vez resuelta esta ecuacion, el parametro de estado correspondiente se puede calcular
reescribiendo la expresién ((1.12)) en términos del nimero de e-folding

1 dH?
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Antes de presentar la solucién general de ecuacién (3.9)), se estudiaran algunos limites y
restricciones que facilitan la integracion de dicha ecuacién.

3.1. Limite de futuro lejano (z >> 1)

En este limite, algunos términos de la ecuacién (3.9)) se pueden despreciar dependiendo
del signo del parametro A. Por ejemplo, si A > 0, las constantes se vuelven despreciables
comparadas con el termino exponencial y la solucién de la ecuacion se reduce a

H2 — H026—25L‘

siendo Hy una constante de integracién. El parametro de estado para esta solucién es
w = —1/3, el cual corresponde a la divisién entre la expansién desacelerada y acelerada.
Noétese que aunque el parametro de estado en la presente época es cercano a —1, en el
futuro lejano este pardmetro serd —1/3. Por otro lado, nétese que al asumir A < 0, los
términos exponenciales en se vuelven despreciables y la solucién se reduce a

203 — 6A2 + 246\ — 48
H2:H02exp< 248 ng)

A2 — 65)\ + 24g2

cuyo parametro de estado es

1 /2X3 — 672 4 246\ — 48
< 248 92> (3.11)

— —1— —_
v 3 X2 — 6EN + 2495

Por lo tanto, dependiendo de los valores de £ y gs, el parametro de estado tiende asintética-
mente a la constante cosmoldgica si 2A% — 62 + 246\ — 48¢g9 = 0, o puede caer debajo de
la linea phantom si el segundo término de la ecuacion (3.11]) es negativo. En resumen, en
esta seccion se pone de manifiesto que el modelo en ausencia de potencial puede describir
escenarios asintéticos en fases de quintaesencia y phantom.

3.2. Restriccion 2)\3 — 6\ 4 246\ — 48¢g, = 0

Una forma de simplificar la ecuacién (3.9)) es considerando la siguiente restriccion:

203 — 6A% 4 246\ — 48g2 = 0 (3.12)
la cual permite obtener la siguiente solucién para la funcién de Hubble:

—1/A
H? = hy? [m2¢02 (A2 — 66X + 24g5) + 36”“} Y (3.13)

donde ho? es una constante de integracién. El pardmetro de estado correspondiente est4 da-
do por:
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262Ax
K202 (A2 — 6EN 4 24g7) + 3e2\e

w=—1+ (3.14)

Asumiendo que en la época actual (z = 0) el pardmetro de estado toma el valor wy, la
ecuacion [3.14] conlleva a la siguiente relacién:

_3w0—|—1

1
wo + 1 (3 5)

K2go” (A2 — 6EX + 24g0) =
Usando las ecuaciones (3.8) y (3.12)) es posible escribir la relacién anterior de la siguiente
forma:

223 —2)\2 1 3 1
S L s (3.16)
2N+ 1 K202 wo + 1

De esta relaciéon se ve que cuando wg estd en fase de quintaesencia, entonces A > 1 o
A < —1/2. Ademsds, nétese que si wy < —1 o0 wy > —1/3, entonces la constante \ estd en
el intervalo —1/2 < A < 1. Aunque en este ultimo intervalo el pardmetro estado toma
valores por debajo de la linea phantom, la funcién de Hubble no esta bien definida y por
lo tanto la solucién no describe energia oscura en fase phantom. El comportamiento
del parametro de estado actual con respecto a las condiciones iniciales del campo escalar
se ilustra en la figura , en la cual se trazan curvas wg vs k¢ para varios valores de A
dentro del rango permitido en quintaesencia.

Wo

FiGURA 3.1. Condiciones iniciales del pardmetro de estado actual como funcién k¢y para varios
valores de A. Las lineas horizontales corresponden a wy = —1/3en A = 1y a la
solucién de De Sitter wy = —1 en A = —1/2, las cuales son independientes del valor
inicial k¢g. Para que wq este en el rango de quintaesencia los valores permitidos de
Ason A>1o0A<—1/2.
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De la figura anterior se ve que para k¢g 2 2, el pardmetro wg esta dentro del rango de
los datos observacionales. Con esta restriccién se puede obtener un valor adecuado de A
que permite definir un comportamiento de w acorde a las observaciones astrofisicas. En la
figura se muestra la evolucién del parametro de estado como funcién del corrimiento
al rojo para condiciones iniciales tomadas de la figura . Notese que para A = 2.3, 3
el pardmetro de estado permanece cerca de —1, incluso en épocas tempranas (z >> 2).
En general para A > 0 el pardmetro de estado evoluciona desde —1 en el pasado hasta
—1/3 en el futuro tardio, mientras que para A < 0 ocurre justamente lo opuesto. Todas las
curvas presentan un comportamiento apropiado para la quintaesencia tanto en el pasado
cercano como en la presente época.

————— £=0.063
¢=-0.214
¢=-1.167

----- - ¢=-15

F1curA 3.2. Evolucién del pardmetro de estado de energia oscura w como funcién de z para
¢ = 0.063, —0.214, —1.167, —1.5, lo cual corresponde a A = 2.3, 3, -1, —1.5 y a
wy = —0.95, —0.98, —0.97 — 0.98, respectivamente. La condicién inicial del campo
escalar es kK¢g = 4. Aunque los valores en la época actual de w son muy similares, la
energia oscura evoluciona hacia diferentes escenarios dependiendo del valor de &.

3.3. Solucién general

Ahora se considera el caso general de la ecuacién (3.9)), cuya solucién es

H? = hoe 5 [120026 + 3¢2| 7 (3.17)
donde h% es una constante de integracién y

B =\ — 65N + 24g,
v =—2X% + 6)% — 246\ + 48¢,

El pardmetro de estado para esta solucién estd dado por

o 7(m¢0)2 + 6e2rA
w=—-1+ 35 (ndo)? 1 9622 (3.18)
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cuyos limites asintoticos dependen del signo de A y son determinados de la siguiente forma:

, _ 2 . 1
para A > 0, xhr_n w = 1—1——3/8 Y th w = 3
mientras que
A<0 I _ ! i =—-1+ i
para ;o Mm w——3 y lmow=- 35

Noétese que estos limites no dependen de la condicién inicial del campo escalar. Ademés
se ve que la solucién puede contener fase phantom si uno de los parametros, 8 o 7, es
negativo. Se analizard cada caso por separado. Si 8 < 0y v > 0 entonces el primer factor
dependiente de = en se incrementa exponencialmente, mientras la potencia del
segundo factor es negativa, lo cual conlleva a una singularidad Big Rip en algiin momento
donde B(m¢o)2 = —3e2*}. Este tipo de singularidades pueden ser evitadas al considerar
el caso B > 0y v < 0. Asumiendo estas desigualdades, el segundo factor de es
siempre positivo independientemente del signo de la potencia, conllevando a una solucién
que siempre es finita y tiene la ventaja de describir un escenario phantom. Para ilustrar el
comportamiento de la solucién , en la figura se grafica el pardmetro de estado
como funcién del corrimiento al rojo para algunos valores de los pardmetros. Se puede
ver que estas graficas se ajustan muy bien al comportamiento observado de la energia
oscura. Nétese que para la curvas con A = 1/8, 1/16, la expansién debida a la energia
oscura atraviesa actualmente una transiciéon desde la fase de phantom hacia la fase de
quintaesencia, mientras que para A = —1/8, —1/16 las curvas muestran una transicién
entre estas fases pero en sentido contrario.

w

-0.96 -

-0.98¢+ L A=‘|/8
» A=-1/8
_1.00f A=1/16
-------- A=-1/16

-1.02

-~
~—
—

L 1 L L L L L L L L L L L L
0.5 1.0 1.5 2.0

FicurA 3.3. Comportamiento del parametro de estado de energia oscura w en funcién del corri-
miento al rojo. La condicién inicial del campo escalar es kg = 2, el valor de w en la
época actual es —1 y el pardmetro go es 0.28. Para A = 1/8, —1/8, 1/16, —1/16
se obtiene que los valores correspondientes del pardametro de acoplamiento son
& =5, -5, —10, —10.
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También hay la posibilidad de obtener un comportamiento adecuado de la energia oscura
para valores pequenos de la constante de acoplamiento £ como se ilustra en las figuras
y , en las cuales se muestran soluciones cuyo parametro de estado tiene un
valor cuasiconstante o tiene una pendiente cuasiconstante en un intervalo grande de z. El
pardametro de estado muestra una evolucién muy pequefia en un amplio intervalo de z,
y su desviacién del valor cuasiconstante ocurre cerca de la época presente. De hecho, el
modelo puede simular un comportamiento muy similar a la constante cosmoldgica hasta
la época reciente.

-0.95)

STOORONC §=1/24, g,=-7/64

—_— §=1/12, g2=—1/24
§=—1/24, gz=—1 1/96
........ £=7/40, gp=11/192

-1.05}

-110}

—1.45]

F1GURA 3.4. Parametro de estado de energia oscura w en funcién del corrimiento al rojo para
valores pequenos del parametro . En todas las gréaficas se toma A > 0y k¢g = 2. Las
curvas muestran una evolucién que va desde la fase de phantom en el pasado hacia
la fase de quintaesencia en el futuro. Nétese que el pardmetro de estado actual wg en
todas las curvas es muy similar a —1.

_____ £=-0.72, g=0.1

— £=-0.38, 9,=0.015
§=-0.38, g»=0.03

........ §=-0.54, g,=0.03

———
-
-
———
——
-

="
="
am="
-
-
-

-
-
.
.
.
-
.
-
.
L e

F1GURA 3.5. Parametro de estado de energia oscura w en funcién del corrimiento al rojo para
A > 0. En todos los casos, la condicién inicial del campo escalar es kg = 4. Aunque
las curvas cubren diferentes comportamientos del pardmetro de estado, todas estan
dentro del rango aceptable de las observaciones astrofisicas. Nétese las transiciones
desde fase de quintaesencia hacia la fase phantom. La linea horizontal corresponde a
la constante cosmoldgica.



CAPITULO 4

Analisis del sistema autonomo

En los capitulos anteriores se encontraron una gran variedad de soluciones de energia
oscura que son consistentes con las restricciones observacionales. Sin embargo, no es su-
ficiente solo con saber que el modelo admite una solucién acelerada, también hay que
caracterizar el comportamiento del modelo alrededor de esta solucién. Para realizar es-
te tipo de caracterizacion, existe una herramienta matematica conocida como teoria de
sistemas auténomos [73, [74, [75], la cual permite estudiar el comportamiento asintdtico
de soluciones criticas de interés cosmoldgico. Por esta razon, primero daremos a conocer
algunos conceptos bésicos de esta teoria.

4.1. Introduccidon a la teoria de sistemas autonomos

Un sistema auténomo es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma (ver
[75]):

.@1 = fl(xl,xg, . ,xn)
x‘g = fg(wl,xg, . ,:):n)

(4.1)
j:n = fn(xthy cee 7:1771)

Este sistema se puede escribir de una manera mas compacta si utilizamos la siguiente
notacién vectorial

T fl(ﬂfl,ﬂf?,...,In)
X2 f2$1$2...x)
X — . F(X) _ ( b .7 b n
Tn fo(x1, 29, 20)

26
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De esta manera, el sistema (4.1)) se puede escribir de la siguiente forma
x = F(x) (4.2)

Un sistema auténomo, ya sea bidimensional o tridimensional, puede ser visualizado
a través de un diagrama conocido como mapa de fase. Por lo general, un mapa de
fase esquematiza el comportamiento del campo vectorial F(x) a lo largo de sus curvas
integrales (llamadas también trayectorias u orbitas).

Existen ciertas soluciones particulares de la ecuacion que son muy importan-
tes dindmicamente. Un ejemplo de ellas son los puntos criticos (Xc), los cuales son
definidos como los ceros de la funcién F. Es decir, el sistema dindamico tiene un
punto critico en x = x¢ si y solo si F(xc) = 0. Como %X, = 0, los puntos criticos también
reciben el nombre de puntos estacionarios o puntos equilibrio.

Antes de caracterizar el comportamiento del sistema dindmico alrededor de un punto
critico, definamos primero la matriz Jacobiana de F:

%A .. 9h
oz OTn
J(x)=DF(x)= [ oo
Ofn ... Ofn
o1 OTn

Supongamos que J, es la matriz Jacobiana evaluada en el punto critico x = x.. Diremos
que X es hiperbodlico cuando las partes reales de todos los autovalores de J. son diferentes
de cero, en caso contrario diremos que X es no hiperbdlico.

Los puntos criticos poseen una caracteristica muy importante: pueden ser atracto-
res. La idea intuitiva es la siguiente: cuando muchas orbitas diferentes convergen a un
punto del espacio de fases se habla de atracciéon hacia ese punto. Los atractores dan
informacién sobre el comportamiento asintético del sistema. De manera mdés precisa:
un punto critico x. se llama atractor si existe una vecindad Q¢ C R” de x. tal que
x(t =0) € Q¢ implica que x(t) = x¢ cuando t — oo.

Otra caracteristica importante de un punto critico es su estabilidad, cuyo concepto
surge al preguntar si las soluciones préximas al punto critico permaneceran cerca de él.
Dicho de manera més formal: un punto critico x. es estable si para cada € > 0 existe un
0 > 0 tal que si ||x(t = 0) — x¢|| < § entonces [|x(t) — x¢|| < € para todo ¢t > 0.

Una forma de determinar la estabilidad asintética de un punto critico es a través
del criterio de Hartman-Grobman [74], el cual plantea el uso de la matriz Jacobiana J.
para analizar la estabilidad. Dicho de manera mas precisa, el signo de los autovalores de
J. pueden ser usados para sacar conclusiones sobre la estabilidad del punto critico. A
continuacién, escribiremos el teorema que da soporte a dicho criterio.
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Teorema. Supongamos que X = X¢ e€s un punto critico del sistema auténomo . Su-
pongamos ademds que los valores propios J. son {1, e, ...}. Entonces,

e X. es asintoticamente estable si todos los autovalores de J. tiene parte real negativa.

e X. es inestable si uno o mds autovalores de J. tiene parte real positiva.

Noétese que este teorema no da ningun criterio de estabilidad cuando la parte real de todos
los autovalores es menor o tgual que cero. Por esta razon, en estos casos solo se puede
hablar de una estabilidad de tipo marginal.

4.2. Ecuaciones del sistema auténomo, puntos criticos y es-
tabilidad de las soluciones

Para estudiar la dindmica cosmolégica desde la perspectiva de los sistemas auténomos,
considérese inicialmente un modelo generalizado descrito por la siguiente accién [76, (64,

65):

5= [atev=g [;F (6) R~ 30,00°6 ~ V(6) ~1(6) G + Loy (43)

donde F'(¢) es una funcién del campo escalar que puede ser asociada a una constante
de gravitacion efectiva, K,sz = F (gi))_l, y Ly, corresponde al lagrangiano de un fluido
perfecto con densidad de energia p,, y presion P,,. Nétese que el modelo (2.3)) se obtiene
cuando F' (¢) = % — £¢2.

Asumiendo la métrica (1.3) y un campo escalar espacialmente homogéneo, la varia-
ci6n de la accién (4.3)) conlleva a las siguientes ecuaciones:

1. )

3H? (F—8H7‘7):§¢2+V—3HF+pm (4.4)

2H (F — 8Hn) = —¢* — F + HE + 8H%ij — 8H>) — (1 4 wp)pm (4.5)
. A% s o\ dF Ny

b4 3HO+ o 3<2H +H) 1 <H +H) =0 (4.6)

donde se ha supuesto que la componente de materia tiene un parametro de estado constante
wmﬂ es decir, P, = wmpm. Ahora, considérese las siguientes variables adimensionales
[76, [77]:

$? 1% F
T = S TTO 10 y = oo f = T
6H2F 3H2F HF (4.7)
_ 8H7 _pm
- F ™ 3H2F T H?

Con esto, las ecuaciones (4.4)), (4.5) y (4.6) pueden reescribirse de la siguiente forma:

LA lo largo de este capitulo se asumird que 0 < wy, < 1
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r+y—f+g+Q,=1
26(1—g)=—6z— (f' +ef+f)+f+(g —cg+9f)—g—31+wn)Qm  (48)

32’ +2ze+af) + 182+ 3(y + 2y +yf) —3f(2+¢) +3g9(1+¢) =0

donde las variables primadas denotan diferenciacién con respecto a la variable e-folding.
Para cuantificar la dominancia del campo escalar, es posible definir un pardmetro de
densidad efectivo de la forma Q4 = x +y — f + g, el cual esta relacionado con €, a través
de la ecuacién Qg + €, = 1. Cabe mencionar que el sistema anterior requiere un conjunto
adicional de ecuaciones, las cuales pueden ser obtenidas al asumir una forma especifica
del potencial y de los acoplamientos.

Sin pérdida de generalidad se puede reescribir la funciéon F(¢) de la forma
F (o) = % — h(¢), donde h(¢) es una funcién del campo escalar. Como se men-
cioné anteriormente, al especificar la forma funcional de las funciones h(¢), V(¢) v n(¢)
es posible obtener ecuaciones adicionales, las cuales permiten completar el sistema (4.8)) y
escribir el sistema auténomo correspondiente. A continuacién se estudiara un modelo en

el que dichas funciones son proporcionales a una potencia del campo escalar.

4.2.1. Sistema auténomo correspondiente a un modelo con V(¢) x ¢,

hp) x ¢V y n(¢) oc o™

Para empezar, considérese los siguientes parametros adimensionales [76, [77]:

d d dl d d dl
b:%[ln(df;)}, c=¢ ;;V, d:%[m(ﬂﬂ’ r=o¢ ;;F (4.9)

Nétese que para un modelo cuyas funciones V(¢), h(¢) y n(¢) son proporcionales a una
potencia del campo escalar, los pardmetros b, ¢ y d toman valores constantes. En otras
palabras, si V(¢) o< ¢", h(¢) < ¢ y n(¢) o< ¢, entonces b=N —1,c=nyd=m — 1.
Teniendo en cuenta esto, es posible obtener el siguiente conjunto de ecuaciones:

C
y’szy—2y€—yf
b 1 2 1
/ 2 2
= —f44 _f -
f rf 2fl: 2f (4.10)
d 1 z 1
/
= = = 4+ 92qg— =
g Fngnggch g 2gf
I'=bf+f-TFf

Las expresiones obtenidas en (4.8]) y (4.10) forman un sistema completo de ecuaciones, las
cuales conllevan al siguiente sistema auténomo:
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donde el pardmetro slow-roll, €, estd dado por:

€

/
€T

Ccfy+T(g+6x+ f(=2+2—¢)+ge + 22¢)

%fy— 2ye —yf
f(=2bfx +cfy+T(g+6x + f(—2+4 22 — €) + ge + 2x¢))

r

2z

Cg(2dfr+cfy+T(g+2f(-1+2)+ 62+ (—f+g—2z)))

=f-Tf+0bf

1

TT((f— 9 —4(—1+g)x)

2l'x

— 28— f4+g+3(1+f —gwm)x + 6(—1 4 w,y,)z* +6(1 + wm)my)}

[f(befx+2dg:U+c(f—g)y) +F(72f2+3fg—92

(4.11)

(4.12)

En vista de que este sistema de ecuaciones tiene la forma caracteristica de un sistema
autonomo, el analisis de estabilidad lineal puede ser aplicado directamente a para
estudiar el comportamiento asintético de los puntos criticos. En las tablas y (4.2)) se
muestran algunos puntos criticos y sus correspondientes autovalores. Las otras cantidades
que aparecen en la tabla son parametros que permiten dar una interpretacion cos-
moldgica al correspondiente punto critico, por ejemplo, el parametro de estado efectivo es
calculado a través de las ecuaciones y (4.12), mientras que el pardmetro de densidad
se obtiene con la relacién Qy =z +y — f +g.

TABLA 4.1. Puntos criticos y algunos pardmetros cosmoldgicos

x y f g r Weyy Qs
Al 1 0 0 0 1+0b 1 1
A2 0 0 0 1 r -1/3 1
A3 -1 0 0 6/5 1+b -1 1
A4 0 0 -1 0 1+0b 1/3 1
5+5b—c 4+44b—2c (b+1) (b+1—9¢c)+2c?
As 0 Trbre THoTe 0 1+b 3(1F5) (14 1) 1
2(1+b) 4+3b+d 2(b—d)
A6 0 0 24b+d 24b+d 1+b -1 3(2+b+d) 1
A7 0 0 1 — 3wm 0 1+0b6 1/3 —1 4 3wm
A8 0 (b+1)(0+26(21*3’wm)) _c 0 1+b cwpm —(14b) (wm +1) (b+1>(U+C§7+3wm)
c c c 2c
5 (b=d)(1+wm) 2
A9 0 0 d—;b—l ,u(d—UQb—l) 1+b -1+ 1+2b—1§ Ta
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TABLA 4.2. Autovalores correspondientes a los puntos criticos

)\1 )\2 )\3 )\4 >\5
Al —6 6 0 0 3(1 — wm)
A2 4 2 2 0 —1 — 3wm
A3 0 0 0 -3 —3(1 + wm)
b—1 54-5b—c 44-3b+d
A4 T 1 o -5 2 — 3wm
A5 20=b)(2+2b—c) 2(c—2—2b) c—5-5b 2(2+42b—c)(c+d—1—2b) 3(145)2 (14w ) +(Tct3cwa, ) (b+1) —2¢2
(14b)(1+b+c) 1+b+c 1+b (1+b)(1+b+c) (—=1=b)(1+b+c)
A6 _ 2(4+3b+4d) _2(1+b) 2(1-b) _ 2(1+42b—c—d) —8—Tb—d— 6wy, —3bwy, —3dw,
24b+d 24b+d 24+b+d 2+b+d 24+b+d
b— m— —4— m— m m m— m
A7 ¢ 1)ﬁu; 1) Swm — 2 Bwm — 1 4 5b+d+1?f;u 3dw 3+8b+c+3w 1;Lb3bw 3cw

Con el proposito de simplificar escritura en las tablas anteriores, los puntos criticos A8 y
A9 fueron escritos de la siguiente forma:

(b+1)(o+ c(1 — 3wp))
2¢2

A8 : (o, ) 1+b>
C

o oo
A9 1+5b
(O’ O T=m—1 pa—w-1 't >

donde
o=3(1+b)(1+ wp)
0 =—4+d(1 —3wy) + b(=5 + 3w,y,)

p=—24+0b(—1+3wy) —d(1 + 3wy,)

Cabe mencionar que los autovalores correspondientes a estos puntos criticos no aparecen
en la tabla debido a que tienen expresiones demasiado largas y no conducen a
escenarios de evolucién de tiempo tardio interesantes. A continuacién se analizard cada
punto critico y se discutiran sus implicaciones cosmoldgicas.

A1l: (1, 0, 0, 0, 14 b) con autovalores

[—6,6, 0, 0, 3(1 —wp,)]

Este punto es dominado por la energia cinética del campo escalar y conduce a la ecuacién
de estado caracteristica de la materia Stiff. Nétese que los autovalores implican que este
punto critico es inestable.
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A2: (0, 0, 0, 1, T") con autovalores

[4 525 25 Oa -1- me)]

Este punto es dominado por el acoplamiento GB y posee una ecuaciéon de estado
wepr = —1/3, la cual corresponde a la divisién entre la expansién desacelerada y
acelerada. De los autovalores se concluye que este punto critico es un punto de silla.

A3:(—-1/5, 0, 0, 6/5, 1+ b) con autovalores

[0 707 07 _37 _3(1+wm)]

Este punto corresponde a una solucién de De Sitter (wefy = —1) con dominancia del
campo escalar (€24 = 1). Debido a la presencia de autovalores menores o iguales a cero, la
estabilidad de este punto critico es de tipo marginal.

A4: (0, 0, =1, 0, 14 b) con autovalores

b—1 5+5b—c 443b+d
b+1" "7 b+1 7 b+1

, 2 — 3wy,

En este punto critico, cuyo pardmetro de estado corresponde a radiacién (werr = 1/3),
tanto el potencial como el acoplamiento son despreciables comparados con el acoplamiento
no minimo. Nétese que este punto es de silla para ciertos valores de los pardmetros b,
¢y d, por ejemplo, si —1 < b <1, ¢>5(1+b)yd> —4—3b, se obtienen autovalores
positivos y negativos, reflejando efectivamente el comportamiento de silla. Debido a esto,
este punto podria representar una fase transitoria de un universo dominado por radiacion.

. 5+5b—c  444b—2c .
A5: <0, Tiore 1767e 0 O 1+ b) con autovalores :

21=0b)(2+20—¢) 2(c—2—-2b) c¢—5-5b 2(2+2b—c)(c+d—1—2b)
(1+b)(1+b+c¢) " 1+b+c ' 1+b (1+b)(1+b+¢) ’

3(140)2(1 4 wp) + (T + 3cwy) (b + 1) — 2¢2
(—-1-0)(1+b+c)

En este punto critico, cuya ecuacion de estado depende de los parametros b y ¢, el potencial
y el acoplamiento minimo son dominantes en comparacion con el termino GB. El caso
¢ = 1+ b conduce a una solucién de De Sitter, cuya estabilidad se obtiene con b > 1y
d<bob< —1yd>b. Notese que para el acoplamiento no minimo estdndar (b = 1),
la solucién de De Sitter es marginalmente estable cuando b > d. También es posible
considerar ecuaciones de estado cuyos valores sean cercanos a —1 y estén dentro del rango
de las observaciones astrofisicas, por ejemplo, tomando b = 4, ¢ = 4 y d = 1 se obtiene
una solucién de quintaesencia estable con una ecuacién de estado dada por wery = —0,91,
mientras que al tomar b =2, ¢ =4 y d = 0, la solucién corresponde a una fase phantom
estable con wefy = —1,06. Por lo tanto, este punto tiene caracteristicas viables para la
descripcién de escenarios cosmolédgicos de tiempo tardio.
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A6: <0, 0, gglﬁc)l’ 42':3;’_"_'“;, 1 +b) con autovalores :

C2(4+3b+d) 2(14b) 2(1-b) —8—7b—d— 6wy — 3bwy — 3dwy,
24+b+d B 24+b+d 2+b+d 24+b+d ’

2(1+2b—-c—4d)
2+b+d

Este punto critico conduce a una ecuacién de estado que depende de los pardmetros b y d
y refleja el efecto combinado de los acoplamientos no minimo y de GB. Haciendo b = d, la
ecuacion de estado conduce al limite de De Sitter y el punto critico es un atractor cuando
b>1lyc<l4+bob< —1yc>1+4+b. Enelcasob =1, el cual corresponde al acoplamiento
no minimo estandar, el limite de De Sitter conduce a un punto marginalmente estable si
se cumple la desigualdad ¢ < 2. En general, la condicién de estabilidad del punto fijo en
fase de quintaesencia se satisface cuando

b< —1, b>1,
c>1+b, 0 c<1+b, ,
1+2b—c<d<b b<d<1l+2b—c

mientras que la condicién de estabilidad del punto critico en fase phantom se satisface
con

b< —1, b<1, b>1,
3+3b<c<1+b, o c>1+40b, 0 c<1+40Db,
14+42b—c<d<-2-b b<d<-2-0 —2-b<d<b
b>1,
0 1+b<c< 3+ 3b,

-2-b<d<1+2b—c

Nétese que al hacer b = 3, d =2y 0 < ¢ < 4, el punto critico es estable y la ecuacién
de estado corresponde a fase phantom (w.rr = —1,095), mientras que al tomar b = 3,
d =4y 0 < c<2,seobtiene un punto fijo estable en fase de quintaesencia (wers = —0,93).

AT: (0, 0, 1 — 3wy, 0, 1+ b) con autovalores :

(b—1)(Bwy, — 1) 3+ 3b+ ¢+ 3wy, + 3bwy, — 3cwy,
-2 -1
1+b , SWm, , SWm, , 1+b s

—4 — 5b + d + 3bw,, — 3dw,,
1+5b
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Este punto critico conduce a wesr = 1/3, Qg = —1+ 3wy, y Qp = 2 — 3wy, lo que implica
que existe contribucién tanto de la materia como del acoplamiento no minimo. La positi-
vidad de los pardametros de densidad Qg4 y €2, imponen la restriccién 1/3 < w,, < 2/3,
la cual excluye a la materia no relativista (w,, = 0). En el caso w,, = 1/3, el punto
fijo corresponde a una solucién Scaling y el universo en conducido a través de una era
dominada por radiacién con €24 = 0 y £, = 1. Debido a que esta solucién Scaling
corresponde a un punto fijo de silla, el sistema puede representar una fase transitoria de
dominancia de radiacién.

A8 y A9: Como se mencioné anteriormente, estos puntos no conllevan a solucio-
nes de energia oscura fisicamente aceptables. Esto se debe a que al tomar una ecuacién
de estado dentro del rango observacional, los pardametros de densidad no satisfacen la
restriccion fisica 0 < 2y < 1. Por ejemplo, para una ecuacién de estado correspondiente
al limite de De Sitter, los pardmetros de densidad toman valores por fuera de la region de
interés fisico.

4.2.2. Sistema auténomo correspondiente a el modelo exponencial

Ahora se estudiara el caso en el que V(¢), h(¢) y n(¢) son funciones exponenciales. Este
tipo de modelos surgen de forma natural como limites efectivos de teorias fundamentales
tales como supergravedad y teorfa de cuerdas [64, [65]. A diferencia del modelo visto en la
subseccién anterior, los pardmetros b, ¢, d y I' se definen de la siguiente forma [76]:

d dF _dmv . d dn _dlnF
=l (@) - mak@)] S e

Notese que el campo escalar no aparece explicitamente en estas expresiones. Asumiendo
que los parametros b, ¢ y d son constantes, las funciones del modelo son tipo exponencial.
En otras palabras, si V(¢) o e, h(¢) o< e™® y n(¢) o €™, entonces b =1, c =m y d = n.
Teniendo en cuenta esto, es posible obtener el siguiente conjunto de ecuaciones:

Y Z%fy—2y8—yf

b 1 2 1
r_ Y p2 et T2
f_rf+2fx 2f

, (4.14)
d 1 z 1
/
= — —0— 2 _
g Fgf+29$ + 2eg 29f
I'=bf—Tf

Al comparar estas ecuaciones con ([4.10)) se nota que solamente la dltima ecuacién cambia.
Esto implica que el sistema auténomo de este modelo se obtiene solamente al cambiar la
ultima ecuacion de (4.11]) por

I =bf —Tf
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En las tablas (4.3) y (4.4) se muestran los puntos criticos y los autovalores del sistema
auténomo correspondiente al modelo exponencial. Ademds se muestran los pardmetros
efectivos que reflejan las caracteristicas cosmoldgicas de las soluciones.

TABLA 4.3. Puntos criticos y algunos pardametros cosmoldgicos para el modelo exponencial

T y f g r Weyf Qg
B1 1 0 0 0 b 1 1
B2 0 0 0 1 r —-1/3 1
B3 -1 0 0 6/5 b -1 1
B4 0 0 -1 0 b 1/3 1
5b—c 4b—2c¢ 2(b—c)(2b—c)
Bs 0 e PTe 0 b =1+ e 1
2b 3b+d 2(b—d)
Be 0 0 b+d brd P R G 1
B7 0 0 1 — 3w 0 b 1/3 —1+ 3wm
BS 0 b(&+c(1;3wm)) -5 0 b 1 (b—c)(14+wm) b(&+c(723wm)
2c c c 2c
5 58 (b—d)(1+wm) 25
B9 0 0 d—(72b g(d(i%) b —1+ 2b—d 76

TABLA 4.4. Autovalores correspondientes a los puntos criticos del modelo exponencial

/\1 )\2 )\3 )\4 )\5

B1 —6 6 0 0 3(1 - wm)

B2 4 2 2 0 —1 — 3wm

B3 0 0 0 -3 —3(1 + wm)
b—1 545b—c 443b+d

B4 ey 1 I - 2 — 3w

B5 2(c—2b) 2(c—2b) c—5b 2(2b—c)(c+d—2b) —3b2 —Tbc+2¢? —3b2 Wy, —3bcwy,
b+c b+c b b(b+c) b(b+c)

Be _20Bbtd) _2b _2b 2(c+d—2b) —Tb—d—3bwy, —3dwpy,
b+d b+d b+d b+d b+d

B7 3w — 1 3w — 2 3wm — 1 75b+d+3b;um73dwm 3b+c+3bugmf$cwm

Con el propésito de simplificar la escritura en las tablas anteriores, se definieron las si-
guientes cantidades:

& = 3b(1 + wy,)
0 = d(1 — 3wp,) + b(—5 + 3wp,)
i = b(—1 + 3wy,) — d(1 + 3w,,)
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Al comparar respectivamente los puntos B1, B2, B3 y B4 con los puntos A1, A2, A3y
A4, se nota que tienen las mismas propiedades de estabilidad y conducen a los mismos
valores de Qg y weyrs. En lo que sigue se discutird las principales caracteristicas del resto
de puntos que aparecen en las tablas anteriores.

B5: (O, E}JI’J:CC, 42;30, 0, b) con autovalores :

2(c—2b) c¢—5b 2(2b—c)(c+d—2b) —3b*(1+wpy) — (Tc+ 3cwy,)b + 2¢2
b+c = b b(b+c) ’ b(b+c)

En este punto critico, la dominancia del potencial y del acoplamiento no minimo conduce
a una ecuacion de estado dependiente de los pardmetros b y c. Nétese que la solucién
Scaling, w.fs = wp,, se obtiene al tomar

c= i 9b + 3bw,, — b\/73 + 78wy, + 9wy,?
Este tipo de soluciéon conduce a un escenario cosmolégico en donde la densidad de
energia del campo escalar tiene un comportamiento similar a la densidad de energia
del fluido perfecto (radiacién o materia pulverulenta). De los autovalores se deduce
que dicha solucién Scaling corresponde a un atractor si se satisface las siguien-
tes desigualdades: b < 0y d > %[—b—3bwm—b\/73+78wm+9wm2] ob >0y
d < i [—b — 3bwy, + bV/T3 4 T8wy, + 9w, 2. Por otro lado, también es posible obtener
estabilidad de soluciones de energia oscura, por ejemplo, la solucién de quintaesencia es
estable sib < 0,b<c¢< (3+V10)byd>2b—cob>0,(3+V10)b<c<byd<2b—c,
mientras que la solucién phantom es estable si b < 0,20 < c<byd>2b—cob>0,
b<c<2byd< 2b— c. Notese que al hacer ¢ = b se obtiene la solucién de De Sitter,
la cual es estable para d < b. Debido a que los pardametros b y ¢ son reales, la ecuacién
de estado puede ser tan cercana a —1 como sea necesario, convirtiendo al punto critico
en un escenario cosmologico muy interesante para la descripcién de la expansion acelerada.

B6: (O, 0, lfde’ ?}f’%f, b) con autovalores :

_2(3b+d) 20 2(c+d—2b) —Tb—d—3bwy — 3dwp,
b+d = b+d b+d ’ b+d

Este punto critico, dominado por los acoplamientos no minimo y de GB, conduce a una
ecuacion de estado dependiente de los pardmetros b y d. El comportamiento Scaling tiene
lugar cuando el parametro d toma la forma:

_5b + 3w,
1+ 3w,

De los autovalores se ve que esta solucién Scaling corresponde a un punto de silla, lo cual
puede representar una fase transitoria donde la densidades de energia del campo escalar
y del fluido perfecto tienen comportamientos similares. Para d = b, el sistema alcanza
un punto critico de De Sitter, el cual es estable si ¢ < b. También es posible encontrar
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soluciones de energia oscura estables con ecuacién de estado por encima o por debajo de
—1, por ejemplo, el punto fijo de quintaesencia es estable si b < 0,c>by2b—c<d<b
0b>0,c<byb<d<2b— ¢, mientras que el punto critico phantom es estable si b < 0,
3b<ceLby2b—c<d<-bob<0,c>byb<d<—-bob>0,c<by-b<d<bo
b>0,b<c<3by —b<d<2b—c. Por lo tanto, es posible obtener rangos de estabilidad
para soluciones con ecuacion de estado lo suficientemente cerca de —1, haciendo que
el punto critico sea de interés en la descripcion de la expansién acelerada en tiempo tardio.

B7: (0, 0, 1 — 3wy, 0, b) con autovalores

—5b +d + 3bw,, — 3dw,, 3b+ ¢+ 3bw,, — 3cw,,
b ’ b

3wy, — 1, 3w, — 2,

Al comparar este punto con A7 se nota que tienen caracteristicas similares, por ejemplo,
los pardmetros de densidad y la ecuaciéon de estado son iguales en ambos puntos. Esto
implica que también se debe imponer la restricciéon 1/3 < wy, < 2/3, la cual garantiza la
positividad de los parametros de densidad. Si el fluido perfecto corresponde a radiacion,
entonces el punto critico conlleva a una solucién Scaling y el universo es dominado
por radiacion. En cuanto a la estabilidad, este punto Scaling es de silla, lo que puede
representar una fase transitoria de dominancia de radiacion.

B8 y B9: Al igual que A8 y A9, estos puntos carecen de interpretacién fisica de-
bido a que las restricciones 0 < Q4 < 1y 0 < €, < 1 son incompatibles con las cotas
existentes sobre la ecuacién de estado en la presente época.
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Conclusiones

En esta tesis hemos estudiado un modelo de campo escalar con acoplamientos no
minimo y de Gauss Bonnet [67, [76]. Dicho modelo fue implementado a través de la
accién (2.3)), la cual involucraba dos funciones desconocidas: n(¢), V(¢). Las ecuaciones
de campo correspondientes a dicha accion fueron calculadas bajo la suposicién de una
métrica FRW y un campo escalar espacialmente homogéneo. Con estas ecuaciones se
implementé un mecanismo de reconstruccién que permitié determinar las funciones
n(¢) y V(¢) para cualquier escenario cosmolégico dado. Se mostré ejemplos explicitos
de reconstruccion para soluciones tipo ley de potencias, donde se obtuvo potenciales
de la forma Albrecht Skordis. Este tipo de potenciales surge en el limite de bajas
energias en teoria multidimensionales y presentan caracteristicas atractivas para la
descripcién de cosmologias de tiempo tardio [68, [69]. El hecho de haber obtenido el
potencial a partir de la reconstruccién con soluciones tipo ley de potencias, implica que
el modelo con y produce soluciones Scaling, las cuales juegan un papel
importante en escenarios de quintaesencia. El modelo también se reconstruyé para
una solucion Little Rip donde la funcién de Hubble se incrementa exponencialmente
con el tiempo y el potencial escalar obtenido es un polinomio de cuarto grado. Un
escenario tipo quintom también fue implementado en el mecanismo de reconstruccion,
obteniéndose el acoplamiento GB y el potencial escalar . Cabe resaltar
que los escenarios phantom son obtenidos sin necesidad de introducir campo fantas-
mas, lo cual es una caracteristica importante para un modelo viable de energia oscura [67].

Por otro lado, en el modelo en ausencia de potencial se mostré que al restringir
apropiadamente el acoplamiento GB, se obtiene soluciones exactas que describen
apropiadamente la expansién acelerada del universo. Algunas de estas soluciones se
obtuvo bajo la restriccion , dando lugar a un comportamiento tipo quintaesencia
controlado por la condicién inicial ¢ y el acoplamiento no minimo £. En la figura
se mostré la evolucion de los parametros de estado correspondientes a dichas soluciones,
algunas de las cuales se asemejaron mucho a la constante cosmoldgica. Para el caso
general se demostré que el modelo permite la evolucién de energia oscura phantom sin
hacer frente al Big Rip o a cualquier otra singularidad. Se encontré que la ecuacién
de estado tiene comportamientos asintéticos diferentes que dependen de los pardmetros
del modelo, los cuales se pueden restringir para obtener una consistencia con los datos
observacionales. Por ejemplo, soluciones con A = 1/8, 1/16 describieron un universo con

38
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pardmetro wg = —1 que experimenta una transicién desde la fase phantom hacia la
fase de quintaesencia. Pero al cambiar de signo, es decir, tomando A = —1/8, —1/16 la
transicion va en direccion opuesta, donde el universo culmina en la fase phantom. De la
ecuacion deduce que el pardmetro de estado actual depende del producto (k¢g)?:
si v(kgo)? > —6 entonces wy > —1 (fase de quintaesencia), si y(k¢g)? < —6 entonces

wp < —1 (fase phantom) y si v(kpp)? = —6, entonces wy = —1 (constante cosmolégica).
El caso ilustrado en la figura (3.3) corresponde al caso v(k¢g)? = —6, en donde se

mostré que la energia oscura puede atravesar la barrera de la constante cosmolégica desde
las fases de quintaesencia y phantom. El modelo también proporcioné una descripcién
apropiada de la energia oscura para valores pequenos de la constante de acoplamiento
&, como se mostrd en las figuras y , las cuales describieron escenarios con fase
phantom, con transiciones desde fase phantom hacia quintaesencia y con transiciones
desde fase de quintaesencia hacia phantom [67].

En la dltima parte se considerd el estudio del sistema auténomo del modelo ,
cuya accién tenia incorporada un version generalizada del acoplamiento no minimo
[76]. Para esto fue fundamental definir las variables dindmicas de la forma , cuyas
expresiones combinan estratégicamente los diferentes acoplamientos del modelo. Al asumir
que el potencial y los acoplamientos son proporcionales a potencias enteras del campo
escalar, la dindmica fue llevada a un sistema auténomo, cuyos puntos criticos reflejaron
algunas soluciones de interés cosmolégico. Por ejemplo, se demostré que al restringir
adecuadamente los parametros enteros b, ¢, y d, los puntos A5 y A6 conduce a soluciones
estables de energia oscura en fases de quintaesencia, De Sitter y phantom, convirtiendo
a dichos puntos en escenarios cosmoldgicos viables para describir la expansién acelerada.
Otro punto critico interesante es el punto A7, el cual contiene una solucién Scaling de
radiacion con weff = wy, = 1/3. Al tener un comportamiento de silla, este punto puede
representar una fase transitoria de dominancia de radiacion. Por otro lado, el modelo
exponencial también produjo puntos criticos interesante, entre los cuales se destacan
los puntos B5 y B6, cuyos autovalores permiten obtener estabilidad de soluciones de
energia oscura. Debido a que en este modelo los parametros b, ¢ y d pueden tomar valores
reales, dichos puntos tienen la ventaja de que la ecuacién de estado puede ajustarse a
valores lo suficientemente cercanos a —1, mostrando que el modelo exponencial también
proporciona alternativas viables para describir escenarios de expansién acelerada.

Todos los resultados mencionados anteriormente cubren una gran variedad de esce-
narios de energia oscura que son consistentes con el rango de mediciones astrofisicas.
Esto permite concluir que la combinaciéon de los acoplamientos no minimo y de GB
proporcionan una buena explicacion de la dindamica del universo en tiempo tardio, y puede
desempenar un papel importante en revelar la naturaleza de la energia oscura [67, [76].



APENDICE A

Conceptos basicos de geometria

En relatividad general, el elemento infinitesimal de linea es descrito por

ds?* = g, (v)dz"dz” (A1)

donde g, () es el tensor métrico. La derivada covariante de un campo vectorial V# es
definida como

YV VY =09, VY + T,V (A.2)

donde la conexién FZ ) es escogida de tal manera que la combinacién V,V" se transforme
como un tensor. En general, la derivada covariante de un tensor de rango arbitrario puede
calcularse a través de la siguiente formula

VUTMM“'MVIVQWW :aUTuluzmukylmmyl
1 Ape- 2 A
+ TENTAZ ey H TESTHIN P iy + (A.3)

A 12 A 12
— leT Avgeyy — FUVQT iy —

Es posible escojer una conexién sin torsién (FZ = FKM) que sea compatible con la métrica
(VUI‘ZA = 0). Se puede mostrar que dicha conexién es tnica y estd dada por la formula
de Christoffel [57):

1
A

iga (a,ug)\u + augu)\ - 6)\.%“/) (A4)

En el espacio plano de Minkowski podemos ver claramente que la conexién (A.4) se anula.

Por lo tanto, en un espacio plano, las derivadas covariantes se reducen a derivadas ordi-

narias. Ahora, en un espacio curvo, la curvatura puede verse como una medida de la no

conmutatividad de la derivada covariante. Esto es

o
re, =

Vo, VB]VP =R’

0osV " (A.5)
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donde RZU 5 €s el tensor de curvatura de Riemann

RZJE

A A
= a"rgﬁ - aﬁrga + szr)\raﬁ - Fg)\raa (AG)
En general, el conmutador [V, V] puede ser aplicado sobre un tensor de rango arbitrario.
Con algo de algebra se puede mostrar que

H1p2 Pk _pH1 Ap2 g M2 g A
[vﬂv VU]T viv-yy _RApoT viv-yy + R)\paT vive-yy Tt

_ pA 112 [ _pA 112 [ _
RylpaT Avg--y RyzpaT ViAo

(A7)

Una forma usual de expresar el tensor de curvatura es mediante una representacién
completamente covariante: R),., = gp,\Réw,. Teniendo en cuenta esto podemos escribir
las siguientes propiedades del tensor de curvatura

Rpopr = —Ropuv (A.8)

Rpopw = —Rpowp (A.9)

Roopw = Ruvpo (A.10)

Ryopw + Rppwo + Rppop = 0 (A.11)
VaRaguw + ViRagry + VuRaguy =0 (A.12)

Para terminar, el tensor de Ricci R, y el escalar de Ricci R se definen de la siguiente forma:

R, =Ry, = Ry, (A.13)

R= QMVR#V = guugaﬁRa#ﬁV (A.14)

Es importante anotar que la simetria del tensor de Ricci surge como consecuencia de las
propiedades del tensor de curvatura. También vale la pena mencionar que dichas propie-
dades permiten demostrar que Rﬁ;w =0y Rﬁw\ =—Ru
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Identidades adicionales del tensor de curvatura

En este apéndice demostraremos otras identidades asociadas con el tensor curvatura.
Como se vera mas delante, estas identidades nos permitiran simplificar los calculos del
tensor energia impulso. A continuacién listamos dichas identidades:

V?Rpour = VuRey — Vi Roy (B.1)
1
VPRPH == §VNR (BQ)
1
VIV Ry = SOR (B.3)
1
VN Rupvo = VIV p Ry = 5V VR + R,»wR - R,,R) (B.4)

1
VIV R + VPV Ry = 5 (VuVu R+ Y,V R) — 2R R + 2R\ R, (B.5)

Demostracién de las identidades (B.1)), (B.2)) y (B.3)

Primero que todo, nétese que la identidad (A.12)) se puede escribir de la siguiente manera:

VARG s + V., Ry + VsRy, =0 (B.6)

Contrayendo los indices o y v se tiene que

VRgs + VaRg(;)\ —VsRgy =0
= VaRg(;)\ = V(sRﬂ)\ — V)\Rﬁ(;
= VaRag(;)\ = V(;R/B)\ — V)\Rg(s (B.7)
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De esta manera queda demostrada la identidad (B.1]). Para demostrar la identidad (B.2)),
partamos de la ecuacién (B.7)):

V*Ragsn = VsRax — ViRgs

= ¢"VRugsr = 9% (VsRan — VaRgs)
= — VR, =V°Rs\ — VoR
= QVaRa)\ = V)\R
1
= VR, = §V>\R (B.8)

Con esto queda demostrada la identidad (B.2)). Ahora, la identidad (B.3)) puede obtenerse
al aplicar el operador V* a ambos lados de la ecuacién (B.8). En efecto

1
VAVOR,) = §VAVAR

1
= VAR, = SO (B.9)

Demostracion de la identidad (B.4))

Primero escribamos la identidad (A.12])

v)\Ra,B'yé + v'yRaﬁé)\ + véRaﬂ)\'y =0 (BlO)

Contrayendo esta expresién con ¢°* nos da

9" (VARap5 + Vo Rapsy + VsRapry) =0
= VORupys + 9°* Vo Rapsa + V> Rapay = 0

= V‘SR%BW; +V, (gékRaﬁ(s)\) + VAROC/g)\7 =0
Como g‘s’\Ram,\ =0y Ragry = Rryap, entonces

VORagys + V' Ryyap = 0

Aplicando el operador V# a ambos lados de esta ecuacién, obtenemos
VPV Ragrs + VPVARyyap = 0 (B.11)

De la identidad 1} se ve que VARMaﬁ = Vol g — VgR,,. Luego, la ecuacion 1’
puede escribirse de la siguiente manera

VAV Ropys + VPVaRs — VPVER,, =0 (B.12)
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Ahora, reescribamos el termino V7 Vol de la siguiente manera

(VoVaRys —VaVeRyg+ VoV Rys)
([Vg, Vol Byg + Vo Vg Ryp)
(IV4, Vol Ryg) + Vo VPR 5

’ (_RngaRnﬁ - Rngw) + vavﬁRvﬁ

= —RiypaR?" + Rea RS + Vo VP Ry
1
= Ry pa R + ReaRE + 5VaVaR (B.13)

Con esto podemos escribir la ecuacién (B.12)) de la siguiente forma
Bod or ko L 8 _
VPV Rapys — Rinypa R + Rea RS + ivava —VPVRy o =0
5V Russ = VOV R — » R+ Ryypa R — RpaRE

Esto demuestra la validez de la identidad (B.4])

Demostracién de la identidad (B.5))

Para empezar, consideremos la identidad (B.1)):
VURU@W = VHR¢V - VVRW
Aplicando el operador V¢ a ambos lados de esta ecuacién, obtenemos
VOV Roguwr = VOV Ry — VOV, Ry, (B.14)

Por otro lado, escribamos la identidad (A.11)) de la siguiente manera

RU¢>IW + RU#W’ + R0V¢M =0
= Rogpw = —Ropvy — Rovgp

Con esto, la ecuacién (B.14)) queda asi

— VOV Ry — VOV Rypgy = VOV, Ry, — VOV, Ry, (B.15)

Por conveniencia, expresaremos el termino —VQSVVRW Ccomo —2V¢VVR¢# + V¢VVR¢M.
De esta manera, la ecuacién (B.15) queda asi

—~ VOV Ryt — VOV Royiy = VOV Ry — 2V9V, Ry + VOV, Ry, (B.16)
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En virtud de (B.1)) se tiene V' Ry, = VyRug — Vg R,,. Luego

~VOVy R, + VOV4Ru — VOV Rypgu = VPV, Ry, — 2VPV, Ry + VOV, Ry,

Agrupando términos y teniendo en cuenta que Ryp¢, = Ru¢vo, Obtenemos

VOV, Ry, + VOV, Ry, = VOV Ry, + VOV R — VOV R0 (B.17)
Ahora, de las ecuaciones (B.13) y (B.5]) se deduce que

1
VOV, Ry = =R B> + Ry R, + 5 VvVuR

VOV Ryupo = VOV Ry — %VHVZ,R + Ry u R — Ry, R)
Con esto, la ecuacién puede ser expresada de la siguiente forma
VOVuRey + VOV, Rey = — Ry R + Ry R), + %VVVMR + V*V 4R
— VOVyR, + %VMVVR — Ry R 4+ Ry, R)
Teniendo en cuenta que RMR,),‘ = RQRA,, y RAVWR”\ = RAM,,RVA7 se obtiene

1
VOV Ry + VOV Ry, = —2Ry i B + 2R Ry, + B (Vu.V.R+V,V,R)

Esto resultado demuestra la identidad (B.5)).



APENDICE C

Calculo de los tensores T NGVB y TﬁMc

En este apéndice calcularemos los tensores TfyB y TﬁM ¢,

e g dgr " V=g &g

Antes de empezar, escribamos la variaciéon de algunas cantidades que dependen de
la métrica.

59W = _gupgua(sgpa (C'l)
1
o/—q = _5‘/_99W59W (C.2)
OR = Ru,69"" + 9w Ve V79" =V, V, 69" (C.3)

1 « o (67 «
6By = 5 (910 gus VAV 99 + 9V ,u06° = 9,5 Va V09" = 0,aV5Vubg™ ) (C.4)

1
5Raﬁn/\ :i (vnvﬁég)\a + v)\vaégnﬁ - vaoc(sg)\ﬂ - v)xvﬂfsgnoc

+ Rgm‘sgva - R;C,-;Aégﬂh) (C.5)

Algunas de estas ecuaciones son demostradas en [57], [78] y [79].

Célculo del tensor T
Primero que todo recordemos que

Sap = — / d*zv/—gn ($)G = — / d'ey/=gn (8) (R? = 4Ry, RY + Rypsr RO

46
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Esta expresién se puede escribir de la siguiente manera
Sgp =51+ 52+ 53

donde
s1=— [ dav=gn() I

Sy =4 / d*z/=gn ($) Ry R
Sy = — / d*z/=gn (¢) Rgyra R

El siguiente paso consiste en calcular la variaciéon de Sgp respecto a la métrica. Para
esto calcularemos las variaciones 051, .52 v 653, y luego las sumaremos para obtener la
variacion total dSgR.

Variacién 965,

Calculemos la variacién de la accién Si:
051 = —5/d4:n\/—g77R2 = —/d4:c [775 (\/—g) R +ny/—gé (RQ)]
= / d*z [n6 (V—g) R* + 2nv/—gR4 (R)]

Ahora debemos expresar esta variacién en términos de variaciones de la métrica. Para
esto, reemplacemos (C.2) y (C.3) en la expresién anterior y utilicemos regla de Leibniz
para derivadas covariantes:

1
051 = /d4$\/jg [277R29;w — 2RR .y — 29, VVo(nR) + 2V, V. (nR)| 69"

En esta ultima expresién hemos omitido integrales superficie debido a que no contribuyen
a las ecuaciones de campo.

Variacién 65,

Calculemos la variacion de la accién Ss:
58y = 40 / d*a/—gnRy R = 4 / d*z [na(\/?g)RmRm + 1v/—g8(Ry, R?7)
Como R?Y = gng’Rgp, entonces
68y =4 / dz [WS(\/Tg)RQWMw +10vV—=98(9°° 9" Ryp Ry

=4 / dz [né(\/—g)RmRm + 214/ —gg'WRUpRm(Sg‘z’U + 2n\/—gg¢gg7pRméRO—p]
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Ahora debemos expresar esta variaciéon en términos de variaciones de la métrica. Para
esto, reemplacemos (C.2) y (C.4) en la expresién anterior y utilicemos regla de Leibniz
para derivadas covariantes:

§Sy = / d*z/=gdg"” [ — 209, Rpy R®Y + 819" Ryy Ry — 4V, (NR )
- 4V¢vu (77R¢u) + 4V>‘V)\ (URMV) + 49/u/vqsv7 (URQW)

En esta ultima expresion se ha omitido las integrales de superficie y se han renombrado
algunos indices mudos

Variacion 053

Calculemos la variacion de la accién Ss

883 = —6 / d*z/=gnRapea R

Esto es lo mismo que

355 =~ [ o0 [5 (v79) Raser RO+ y=0 (Ragon )

Como RBrA = g/\"gwgﬁ"ga"’Rpmn, entonces

583 = — / d*zn [6 (V=9) Ragra R + /=95 (gk”g"”%ﬂ 79" Raﬁm\Rpadmﬂ

Con algo de algebra tensorial se llega a la siguiente expresién

053 = — / da [775 (V=9) Rapra R + 41v/=99"% 9" §°° Ry gy Roprrdg™"

+ 20v/=99""9"° 477 *° R pir oy Reuoron

Ahora, reemplacemos (C.2) y (C.5) en la ecuacién anterior. La expresién resultante se
puede simplificar si se utilizan las propiedades del tensor de curvatura y la regla de Leibniz,

!
55’3 = / d4$\/ _g(;gu [inguuRaﬁm/\RaﬁnA - 2nRaﬂnuRpU¢ugn¢gﬁogap

+ 4VUV¢ (nRuaqbu) :|

donde se ha omitido las integrales de superficie y se han renombrado algunos indices mudos
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Variacién total §S¢5

Ahora, calculemos la variacién total §S¢B. Para esto, sumemos las variaciones 657, 655
y 6S3 v tengamos en cuenta que G = R? — 4R¢7R¢7 + RQBHAR‘J‘B”)‘. Asi,

1
5868 — / d*z/—gdg" [ﬁngguy —2nRR, — 29, V°Vs(nR) + 2V, V,(nR)
+ 809" R,y Ry — AVOV,, (NRyy) — AVOV, (nRy,) + 4V VY (NR,)
+ 49uuv(¢)v7 (77R¢7) - 27]RaﬁmuRpU¢ugH¢g’BUgap + 4vov? (URuaw)}

Desarrollando las derivadas y teniendo en cuenta las identidades (B.1])) — (B.5)), obtenemos

1
§SCGB = / d*z/—gdg" bngguy —2nRRy — 29, (V'Ven)R+2(V, V)R
+AnRE Ry — 4 (V99,n) Roy = 4 (V¥ Ro+4 (V) By

+4g, (v¢v7n) Ry — 20RapryRonon g9 g™ + 4 (vgvd’n) Ruoon

+ 477R7—,u,quwTi|

De aqui se ve claramente que el tensor TEVB es:

TG = —0G g + MR Ry + 49, (vovan) R4 (vyv,m) R—8)R.R,,
+8(VOVun) Ry + 8 (V99,n) Ry =8 (VAVa) R
— 8g, (vd’v%y) R + 40 Rapry R prin ™97 g™ — 8 (VUV%) Ruoon

— 8RRy BT

Esta expresién es valida en un espacio-tiempo de dimensiones arbitrarias. En cuatro
dimensiones, los términos proporcionales a 7 (sin derivadas) se cancelan debido a que el
invariante G es una divergencia en cuatro dimensiones. Teniendo en cuenta esto y usando
el hecho de que R4, = — R 410, Obtenemos

TMGVB = - 4([VVVM7]R - g;w [Vavaﬁ]R - 2[v¢v/ﬂ7]R¢V - 2[v¢vu7]]R¢u

+ 2V Ry + 20,0 [VOV ] Ry — 2[v0v¢n]Ru¢,,,,)

Este tensor es totalmente equivalente al dado en ([2.7]).
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Calculo del tensor Té\;Mc

La accién correspondiente al acoplamiento no minimo es:

Snare = / dey/ g (—;w?) R

La variacién de esta accion es:

SSwuc = [ da [6 (vV=9) <—§s¢2) R+y=g (—équz) 53]

Reemplazando las ecuaciones (C.2)) y (C.3|) en la variacién anterior se obtiene

1
dSnme = / d*zy/—g [ (—2§¢2> (Ruw0g" + 9 Vo V7ogh” — V, V., 6g")

1 1
D) <—25¢2> Rg#,,ég’“’

Aplicando dos veces la regla de Leibniz y omitiendo integrales de superficie, se obtiene

s = | d4x¢fg[ (56000 [V,576%] g™+ 36 9,967 g

+ <—;§¢2> (RW — ;Rg,w) (59’“’] (C.6)

Teniendo en cuenta que G, = Ry — % 9w R, la variacién anterior se puede reescribir como

O8N = / d'zy/=g [(;fgw [Vo9°¢%] + 3¢ Mwﬂ) + <;f¢2) GW] 59"

De aqui se deduce que el correspondiente tensor Tlﬁ\,[,M ¢ esta dado por

TNMC = €91 [Vo V6] — € [V, V07| +€6°C
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