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Resumen

El presente trabajo es un estudio histérico epistemoldgico acerca del surgimiento de la distribucion
normal via probabilidad, en el que se caracteriza los aportes que brindaron Jacob Bernoulli, Pierre
Simon Laplace y Abraham de Moivre a la formacion de este concepto. Como consecuencia de ese
proceso se presenta el quincux de Galton, que es una maquina que surgio a lo largo de la historia
para modelar la distribucién normal. Este trabajo se realiza con el fin de comprender algunos
aspectos que rodearon la constitucién de esta distribucion, para brindar elementos historicos y
epistemoldgicos en este caso el quincux, que aporten a la comprension y ensefianza del concepto

de distribucién normal.

Palabras Clave: distribucién normal, Historia probabilidad, Abraham Moivre, Campana de Gauss.




Introduccion
Esta propuesta surge de la experiencia obtenida en el curso de inferencia estadistica, que ofrece
la Universidad del Valle, sede Norte del Cauca, para el programa de Licenciatura en educacion
béasica con énfasis en matematicas, en donde algunos estudiantes presentaron dificultades para la

comprension del concepto de distribucion normal.

Este trabajo es un estudio histérico epistemologico que se realiza con el fin de aportar a la
formacion docente y a la educacion basica, en particular a la ensefianza de la estadistica, en el caso
del concepto de distribucion normal, debido a que este tipo de estudio, le permite al docente
comprender adecuadamente un concepto, ya que proporciona las distintas ideas que ayudaron a
forjarlo, las dificultades que tuvo en su desarrollo, el contexto en el que aparecio, las distintas
soluciones o definiciones que se le asignaron. (Urbaneja, 2004) afirma “El profesor que esté al
corriente de la Historia, ademas de aprovechar el legado historico para enriquecer su actividad
docente, al conocer y comprender las dificultades de los contenidos impartidos manifestara una
actitud prudente, precavida, paciente y encontrard sugerencias y apoyos que faciliten la

introduccion de los nuevos conceptos” (p. 24).

Este andlisis histdrico epistemoldgico expone como surgio el concepto de distribucion normal y
los distintos aportes que brindaron autores como J. Bernoulli, A. Moivre y P. Laplace, lo que
permite comprender que la distribucién normal, no es un concepto estatico, este se desarroll6 en
determinado contexto, ademas no solo se utiliza para los juegos de azar. También brinda al docente

una idea de como introducir este concepto en la educacion basica a través del quincux de Galton.




De esta manera, se aporta a la ensefianza de la estadistica, debido a que en muchas instituciones
de educacion basica y media no se ensefia o si se hace es de forma general, ya que muchas veces
se deja para el ultimo periodo del afio lectivo, y no alcanzan a abordar ya sea por la falta de tiempo
o por la formacion del docente, debido a que algunos de estos no han adquirido una comprension
adecuada de conceptos estadisticos, evitando enfrentarse a esos temas, porque no se sienten

seguros, dejando asi de un lado esta disciplina.

Asi surge el proposito de este trabajo, que es brindar herramientas para que el docente pueda
comprender y tratar de ensefiar mejor el concepto de distribucion normal. Aunque es un concepto
que no esté estipulado en los Estandares Basicos de Competencias Matematicas del 2003 (MEN
2003), no quiere decir que no se puede abordar desde la educacion bésica, al contrario se puede
introducir ya que es un concepto que tiene muchas aplicaciones, se ensefia en distintas carreras
universitarias y si se introduce desde la escuela tal vez a los estudiantes se les facilite la
comprension. (Carmen Batanero & Juan Godino, 2001) Afirman que esta distribucion modela

distintos problemas reales en distintos campos como:

e Problemas biologicos: distribucion de las tallas, pesos y otras medidas fisicas de un
conjunto numeroso de personas de una determinada edad.

e Datos psicologicos: coeficiente de inteligencia, tiempo de reaccion, puntuaciones en un
examen o test, amplitud de percepcion.

e Problemas fisicos: distribucién de los errores de observacion o medida que aparecen en los
estudios acerca de fendbmenos meteorologicos, fisicos, astrondmicos, etc.

e Datos econdmicos: distribucion de las fluctuaciones de los indices de precio o de las
cotizaciones en bolsa de un cierto valor alrededor de la linea de tendencia.

e Problemas técnicos: distribucion de las medidas de piezas manufacturadas, etc.




Este trabajo esta dividido en cuatro capitulos, el primero se denomina contextualizacion de la
problemaética, en el cual se encuentran los aspectos que se vinculan con la problematica que es el
objeto de estudio, se exponen la pertinencia de los estudios historicos epistemoldgicos, un estudio
acerca de la distribucion normal en la Educacion Matematica, y por dltimo la metodologia

empleada para llevar a cabo esta investigacion.

El segundo capitulo se titula origen general de la teoria de la probabilidad, en el cual se aborda de
manera breve el desarrollo de la teoria de la probabilidad basada en la solucién al problema del
reparto brindada por Pacioli, Tartaglia, Cardano, Pascal, Fermat y Huygens. Esto se realiza debido
a que para la constitucion del concepto de distribucion normal, se necesitod primero el desarrollo
del calculo de probabilidad, ademas en la solucién que brind6 pascal al problema del reparto
mediante el tridngulo aritmético se evidencié propiedades de la distribucion binomial y este fue el

vinculo para llegar a la distribucion normal.

El tercer capitulo, titulado pioneros en la constitucion de la distribucion normal, presenta los
aportes de J. Bernoulli, A. de Moivre y P. Laplace a la distribucion normal. Enfatizandose en el

aporte de A. de Moivre.

En el capitulo cuatro se expone a manera de reflexion, como se puede introducir el concepto de
distribucion normal desde la educacion basica con base en el quincux de Galton, aclarando que no
es una propuesta didactica ya que este no es el objetivo de este trabajo, se pretende evidenciar que
en la historia se pueden encontrar elementos que aporten a la ensefianza de la matematicas, en este
caso a la ensefianza de la estadistica y probabilidad con el concepto de distribucion normal aunque

no esteé estipulado en los estdndares de competencias matematicas.




Capitulo 1

1. Contextualizacion a la problematica del trabajo

1.1 Planteamiento del problema

La distribucién normal es un concepto probabilistico, conocida por muchos como la campana
de Gauss, sin embargo se empezé a consolidar mucho antes de Friedrich Gauss, a lo largo de la
historia se pueden evidenciar dos vias por las cuales surgio la distribucion normal, la primera es
via teoria de errores que inicid con los antiguos astrdnomos, en donde se pueden mencionar autores
como Galileo Galilei, Thomas Simpson, Daniel Bernoulli, Friedrich Gauss, quienes trabajaron y
aportaron en la busqueda de una curva que modelara los errores experimentales cometidos al
realizar distintos tipos de mediciones.

La segunda via es la de la probabilidad, en la cual se pueden encontrar personajes como Jacob
Bernoulli, Abraham de Moivre, Pierre Simén Laplace, en la que se convirtio en una herramienta
que permite calcular algunos problemas probabilisticos. Es pertinente aclarar que la distribucion
normal es el resultado de una experimentacién en la que se tratd de mejorar el trabajo que realiz6
Bernoulli con respecto a la distribucion binomial. Las pretensiones de este trabajo implican

realizarlo por la segunda via.

En muchos programas de pregrado, se dictan cursos introductorios de estadistica o inferencia
estadistica, en donde no solo se incluyen contenidos de estadistica descriptiva también abarcan
contenidos importantes de inferencia como contrastes de hipdtesis, estimacion puntual,
distribuciones, entre otros, sin embargo algunos estudiantes no logran comprender estas nociones,
(Tauber, 2001) menciona algunas de las razones por las que ocurre esto, afirma que debido a la

falta de conocimientos matematicos previos que presentan los estudiantes al llegar a la universidad
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se les dificulta la comprension de la estadistica y su estudio formal, incluyendo la distribucién
normal, ya que deben hacer uso de conceptos como: funciones, derivacion, integracion, limites

funcionales y otros temas.

Esto lleva a que el docente omita la parte formal de la matematica, para recompensar esa falta
de conocimientos previos de los estudiantes, como afirma Moore citado por (Tauber, 2001) “falto
de la posibilidad de demostrar a sus alumnos las propiedades y relaciones que les ensefia, la
estadistica se convierte en un objeto misterioso, cuyos principios se aceptan sin comprenderlos y
cuyas reglas y métodos de calculo se memorizan y aplican mecdnicamente.” Resultando asi,
profesionales que aplican la distribucién normal de forma mecanica sin comprender el concepto y

sus propiedades.

Por tal razon no solo es importante el conocimiento matematico con el que deben llegar los
estudiantes a programas de pregrado, también se hace necesario que desde la educacion media se
introduzca el concepto de distribucion normal, esto podra facilitar la comprension, pues ya los
estudiantes llegan con un conocimiento previo. Del mismo modo que esta establecido en los
lineamiento curriculares de matematicas (MEN, 1998) “Los dominios de la estadistica han
favorecido el tratamiento de la incertidumbre en ciencias como la biologia, la medicina, la
economia, la psicologia, la antropologia, la linglistica, y ain mas, han permitido desarrollos al
interior de la misma matematica”(p. 47). Esto se puede evidenciar con la distribucion normal ya
que modela adecuadamente fendmenos fisicos, bioldgicos, socioldgicos y psicoldgicos, como el
efecto de un medicamento en cierta comunidad, medidas antropométricasl, cuestionarios, etc.
siendo atil en distintas profesiones como ingenieros, psicélogos, médicos, bidlogos,
administradores y sobre todo licenciados en matematicas que son los encargados de la ensefianza

de la estadistica y probabilidad en la educacién basica y media.
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La estadistica y la probabilidad permean el pensamiento aleatorio, otra razon importante para
la introduccién del concepto de distribucion normal, ya que de acuerdo con los estdndares de
competencia basica en matematicas el pensamiento aleatorio (MEN, 2006) “Ayuda a buscar
soluciones razonables a problemas en los que no hay una solucion clara y segura, abordandolos
con un espiritu de exploracion y de investigacion mediante la construccion de modelos de
fendmenos fisicos, sociales o de juegos de azar y la utilizacion de estrategias como la exploracion

de sistemas de datos, la simulacion de experimentos y la realizacion de conteos”. (p. 64)

Para realizar este trabajo fue necesario revisar investigaciones, estudios y articulos
relacionados con el aprendizaje, ensefianza y el desarrollo del concepto de distribucién normal. Al
realizar ese rastreo bibliogréfico, se encontraron pocas investigaciones al respecto, por tal razén
se siente la necesidad de asumir una postura constructivista desde lo histérico y epistemoldgico,
para aportar a la educacion matematica, en particular a la estadistica. Por esta razon se realiza un
estudio histdrico epistemoldgico sobre la constitucién de la distribucién normal, como afirma
Anacona “Esta clase de estudios ofrece significativos aportes a la Educacion Matematica, pues
tener un conocimiento sobre los diversos aspectos y conceptos que han incidido en la construccion
de una teoria, permite formarse una idea mas completa del discurso matematico en la que aparecen
otros elementos constitutivos de las matematicas y su actividad, los cuales generalmente se ocultan
bajo una presentacion acabada y netamente formal” (Anacona, 2003 p. 33). Y asi estudiar, analizar
y comprender distintos aspectos que rodearon la construccion del concepto de distribucion normal
aportando a la educacion matematica con elementos histdricos y epistemologicos sobre este

concepto.




Originandose asi un problema relacionado con algunas de las dificultades historicas y
epistemoldgicas que se encuentran inmersas en el desarrollo del concepto de distribucién normal

para la cual surge la siguiente pregunta que serd la directriz de este trabajo:

¢Coémo inicid la distribucion normal via probabilidad?

1.2 Justificacion
Este trabajo de grado es un estudio historico epistemoldgico acerca de la constitucion de la
distribucion normal via probabilidad, por tal razon se presenta a continuacion la pertinencia de un
estudio historico epistemoldgico en la educacion matematica y la pertinencia de un estudio sobre

la distribucién normal en la educacion matematica.

1.2.1 Pertinencia de un estudio sobre la distribucion normal en la Educacion

Matematica.

Es necesario darle importancia a los conceptos de estadistica en la Educacion
Matematica, en este caso al de distribucion normal, ya que muchas veces se dejan de lado
y se enfatiza en otros como, los aritméticos, algebraicos, geométricos, etc. Esto es
necesario porque los conocimientos de estadistica se pueden aplicar a diferentes ciencias
y disciplinas, como la medicina, sociologia, psicologia, sirven para modelar fendbmenos,
etc. Y asi se resalta su importancia. A continuacion se presentan otras razones las cuales
evidencian el valor de una investigacion sobre la distribucion normal en la Educacion
Matematica:

e Falta de proyectos de investigacion en Educacion Matematica sobre la distribucion
normal en Colombia: al indagar sobre investigaciones en Educacion Matematica
relacionadas con la distribucion normal, aparecen muy pocas en Colombia, al revisar

la base de datos de la Universidad del Valle, se encuentran muy pocos estudios,
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articulos, trabajos de grado sobre este concepto, y més aun con relacionados con su
historia. Al encontrar tan poco en la base de datos de la Universidad del Valle, se
realizd una busqueda en bases de datos de distintas universidades de Colombia, y
aparecen articulos que se han presentado en algunos congresos sobre la historia de la
distribucion normal y muy pocos relacionados con la ensefianza de la distribucion
normal. Por tal razon este trabajo de investigacion sera un aporte a la Educacion
Matematica, sobre todo a la ensefianza de la estadistica y a la formacion de docentes.

e Distintas aplicaciones en otros campos: muchos de los conceptos de estadistica se
utilizan en distintas disciplinas, como la combinatoria, medidas de tendencia central,
igualmente la distribucion normal también se utiliza en otras ciencias y disciplinas, ya
que esta distribucién permite modelar distintos fendmenos de la vida real de manera
adecuada como, el efecto de un medicamento en un grupo de personas, estudios
relacionados con las medidas antropométricas, con el coeficiente intelectual,
resultados de cuestionarios o pruebas como las que realiza el Icfes, etc.

e Formacion de docente: este estudio le aportard a la formacién y autoformacion del
docente, ya que le permitira comprender la forma en que se constituyo la distribucion
normal y rastrear los aspectos culturales, politicos, sociales, matematicos, que
rodearon su constitucion, como afirma Anacona “Un estudio historico-epistemologico
acerca de la génesis y consolidacién de estos conceptos da cuenta de la complejidad

que los rodea.

A parte de las razones anteriores por las cuales es importante un estudio sobre la distribucion
normal, Tauber (2001) menciona distinta razones que dan profesores e investigadores sobre la
importancia de un proyecto de investigacion sobre este tema, a continuacion se presentan algunas

de esas razones:
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Las mencionan educadores de estadistica como como Hawkins, Joliffe y Glickman (1992) y

Wilensky (1995 b, 1997):

e Muchos fendmenos fisicos, biologicos, psicologicos o sociologicos, pueden ser
adecuadamente modelizados mediante la distribucion normal: Medidas
antropométricas, puntuaciones en test y cuestionarios, errores de medicion, etc.

e La distribucion normal es una buena aproximacion de otras distribuciones,
como la distribucion binomial, de Poisson o T de Student, para ciertos valores
de sus parametros.

e EI teorema del limite central asegura que la media y otros resumenes
estadisticos de las muestras aleatorias tienen una distribucion aproximadamente
normal, en poblaciones no normales, para muestras de suficiente tamafio.

e Muchos métodos estadisticos requieren la condicion de normalidad para su

correcta aplicacion.(Tauber, 2001, p. 16)

1.2.2 Pertinencia de un estudio histérico epistemoldgico en la Educacion
Matematica.

Desde hace varios afios se han venido realizando proyectos de investigacién, articulos,
congresos a nivel nacional e internacional destacando la importancia de la historia en la Educacion
Matemaética, ya que en muchas ocasiones solo se tienen en cuenta otros aspectos de la Educacion
Matematica como lo didactico, lo pedagogico, el lenguaje, y se deja de lado los aportes que brinda

la historia a esta.

Hay dos formas de abordar los estudios histdricos entorno al conocimiento cientifico una

internalista y otra externalista, la primera considera que el objeto de la Historia de las Ciencias,
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es la ciencia misma, es decir, se trata de hacer la historia de un concepto desde su produccion
I6gica, mientras que en la externalista se cree que las explicaciones sobre acontecimientos
cientificos se pueden obtener primordialmente desde el &mbito social, postura que se acerca mas a
una sociologia de las ciencias (Anacona 2003, p. 31). De acuerdo a esta clasificacion este proyecto
de investigacion se realizara de forma internalista, sin dejar de lado algunos aspectos sociales,

culturales y politicos que rodearon la constitucién de la Distribucion normal.

Dentro de la historia y su relacién con las matematicas hay unas posibles lineas de
investigacion: Historia y epistemologia de las matematicas, Historia y ensefianza de las
matematicas e Historia social de las matematicas, que nos menciona Anacona, este trabajo sera
realizado por la primera linea Historia y epistemologia ya que se pretende realizar el analisis
teniendo siempre en cuenta el contexto particular en el que se dio la produccion tedrica del
concepto distribucion normal, ademés un estudio histdrico epistemolégico como lo afirma
Anacona “Un estudio historico epistemoldgico acerca de la génesis y consolidacion de estos
conceptos da cuenta de la complejidad que los rodea y de los multiples aspectos que incidieron en
su construccion teorica.”(Anacona, 2013 p. 33) al analizar esa complejidad que rodea un concepto
permite visualizar las dificultades que pueden presentar los estudiantes en el aula de clase en el
momento de la ensefianza de este, ademas le permite al docente una mayor comprension de ese

concepto.

Cabe resaltar que desde los Lineamientos Curriculares de Matematicas se resalta la importancia
de la historia en la Educaciéon Matematica, “El conocimiento de la historia proporciona ademas
una vision dinamica de las matematicas y permite apreciar como sus desarrollos han estado
relacionados con las circunstancias sociales y culturales e interconectados con los avances de otras

disciplinas, lo que trae consigo importantes implicaciones didacticas: posibilidad de conjeturar
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acerca de desarrollos futuros, reflexion sobre limitaciones y alcances en el pasado, apreciacion de

las dificultades para la construccion de nuevo conocimiento”. (MEN 1998, p. 15)

Por tal razon, la historia permite dejar de lado esa percepcion que se tiene de la Educacion
Matematica, como aburrida, aislada de las demas ciencias, dificil de entender y como acabada,
porque al comprender la historia de esta se pueden evidenciar distintos contextos que rodearon la

constitucion de los conceptos y que estos son creacion del hombre.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo General.
Realizar un andlisis historico epistemologico sobre el inicio de la distribucion normal, para

brindar elementos a la Educacion Matematica que faciliten la comprension de este concepto.

1.3.2 Objetivos Especificos.
e Determinar aspectos histéricos y epistemoldgicos que rodearon la constitucion de

la distribucion normal por la via probabilidad.

e Caracterizar los principales aportes de J. Bernoulli, A. de Moivre y P. Laplace a la

distribucién normal.

e Evidenciar la posibilidad de introducir la distribucién normal desde la educacion

basica a través del quincux de Galton.
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1.4 Metodologia

Este trabajo es un estudio historico- epistemoldgico, acerca de la constitucion de la distribucion
normal, se realiza para dar cuenta de algunos aspectos que rodearon la constitucion de este
concepto, se ejecuta por la linea de formacion de Historia y Epistemologia de las Matematicas,
estipulada en la estructura curricular de la Licenciatura en Educacion Béasica con Enfasis en
Matemética ofrecida en la Universidad del Valle, sede Norte del Cauca. Un estudio historico
epistemoldgico “se realiza teniendo siempre en cuenta el contexto particular de produccion tedrica.
Aungque los estudios se realizan fundamentalmente al interior de la teoria, ellos se elaboran bajo la
consideracion de que el discurso matematico es una actividad de razonamiento que se desarrolla
en un medio sociocultural especifico” (Anacona, 2003, p. 32), es decir, en este trabajo ademas del
contexto matematico, se tiene en cuenta el contexto social, cultural que rodeo el surgimiento de la

distribucién normal.

Se conocen dos formas de abordar los estudios historicos epistemoldgicos, las cuales son,
internalista y la externalista, la primera se hace la historia del concepto, con base en su estructura
I6gica de produccion y en la segunda, se tiene en cuenta el &mbito social, ya que se cree que desde
ahi se puede obtener la historia acerca de la naturaleza de un concepto. Este trabajo se realiza desde
la internalista, que se puede evidenciar mediante una estructura cronoldgica de los aportes que
brindaron personajes para la constitucion de la distribucion normal, sin dejar de lado la
externalista, ya que al final del trabajo se menciona el uso de la distribucion normal en otros

contextos, haciendo uso del quincux.

En este trabajo se tienen en cuenta los aportes que brinda Jacob Bernoulli con su Ars

Conjectandi a la distribucion normal, luego la Doctrina del Chance de Moivre, en donde llega a la

. -, . . 1 .
aproximacion de la normal por la binomial cuando p = -, posteriormente Laplace con la
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demostracién general del teorema Laplace-Moivre, finalmente el uso que le dio Galton al quincux
para probar la distribucion normal.

Por los parametros de esta investigacion en cuanto a tiempo y extension, se enfoca en la Doctrina
del Chance de Abraham de Moivre quien fue el primero en dar con la aproximacion de la binomial por
la normal y a quien pocas veces se le reconoce el trabajo que realizo.

Este trabajo de investigacion se realiza en tres momentos, el primero consiste en realizar una
consulta y seleccion bibliografica relacionada con la problematica, que permita dar cuenta de aspectos
historicos y epistemoldgicos de la construccion del concepto de distribucién normal, y posibiliten
evidenciar de qué manera se puede llevar al aula de clase. Entre los textos seleccionados estan la The
Doctrine of Chance de Abraham de Moivre, A History of Probability ans statiscs and their applications
before 1750 de Anders Hald, la tesis doctoral La construccion del significado de la distribucion normal
a partir de actividades de analisis de datos de Liliana Tauber, entre otros.

El segundo es, analisis de los textos y escritura de capitulos, se iniciara con los que aportan aspectos
historicos y epistemoldgicos de la construccidn del concepto de distribucion normal, como el texto de
Anders Hald, A History of Probability ans statiscs and their applications before 1750, ya que este autor
hace un recorrido sobre la historia de la probabilidad hasta 1750, en el cual menciona a Jacob Bernoulli,
Moivre, sus textos y aportaciones a la probabilidad y estadistica. Se continuara con The Doctrine of
Chance analizando los problemas y casos planteados por de Moivre para llegar a la aproximacion de
la binomial por la normal entre otros que aporten a la historia.

Por ultimo se pretende analizar como se puede llevar el concepto de distribucion normal a la
educacion basica mediante el quincux, conocido como la maquina de Francis Galton, teniendo en
cuenta la tesis doctoral de Liliana Tauber La construccion del significado de la distribcion normal
a partir de actividades de analisis de datos, y los textos de Stigler the History of Statistics Statistics

on the table, the history of statistical Concepts and Methods, también se analiza A History of
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mathematical Stastistics from 1750 to 1930 de Hald, aclarando que no es una propuesta didactica, ya

que puede ser otro trabajo de grado, sino que se realiza a manera de recomendacion para que los

docentes puedan tener en cuenta en la ensefianza de la estadistica en la educacion basica. Este proceso

se resume en la figura 1.
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Capitulo 2

2. Consolidacién general de la teoria de la probabilidad como antecedente de la
distribucién normal

Muchos investigadores le atribuyen el surgimiento de la teoria de la probabilidad al
problema el reparto de la apuesta o problema del reparto, el cual trataron de resolver
diferentes matematicos, sin embargo la solucidn acertada se dio en el siglo XVII, mediante la
correspondencia entre Blaise Pascal y Pierre de Fermat, la cual fue motivada por el caballero
de Meré. El reparto de la apuesta es un ejemplo que permite identificar las dificultades que
pueden presentarse para consolidar una teoria, ya que en el bosquejo de soluciones acertadas a
este problema, los matematicos atravesaron una serie de inconvenientes y obstaculos para
hallar su solucidn y asi afianzar una teoria.

Luca Pacioli en 1494 formul6 el problema del reparto de la siguiente manera:

Un grupo juega a la pelota de modo tal que se necesita un total de 60 puntos para
ganar el juego. La apuesta es de 22 ducados. Por algtn incidente no pueden terminar el
juego y un bando queda con 50 puntos y el otro con 30. Se quiere saber qué parte del

dinero del premio le corresponde a cada bando.

2.1 Soluciones al problema del reparto

2.1.1 Solucién dada por Fra Luca Pacioli.

Es el primer conocido en intentar solucionar este problema, en su obra Summa de
arithmetica, geometria, proportioni et proportionalita (1994), afirma la dificultad para
solucionarlo: He encontrado que las opiniones sobre la solucion difieren de una persona a otra

pero, todos parecen insuficientes argumentos. Yo afirmo la verdad y doy la forma correcta de
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solucionar este problema. Pacioli propuso una solucién aritmética, la cual era dividir la apuesta

. , . . I . 5
de forma proporcional al numero de puntos obtenidos, que involucra los siguientes calculos ot
3 8 8 . P 5
TRRETE donde o equivale a los 22 ducados, por tal razon, al ganador le corresponde ' de 22

ducados y al que va perdiendo le corresponde % de la apuesta. Sanchez y Valdés (2001) afirman.

“Pacioli propone y resuelve otros problemas de este tipo y en todos utiliza un reparto proporcional
a los puntos obtenidos por cada jugador en el momento en el que el juego es interrumpido. Esta
forma de solucionar el problema se consider6 correcta en un tiempo” (p.213). Sin embargo hay
que observar que Pacioli no tiene en cuenta que el grupo que perdid puede exigir que la apuesta se
reparta por igual a los dos grupos, pues desde el inicio se pactd a un término y no hubo una cuerdo

sobre otra eventualidad del juego.

2.1.2 Solucion dada por Niccolo Tartaglia.
Tartaglia considerd que la solucion de Pacioli no era correcta y en 1556 la retoma en su obra
Trattato generale di numeri et misure, haciendo la siguiente suposicion: si en un juego un grupo

ha ganado 10 puntos y el otro 0 puntos, el grupo que tiene 10 puntos deberia recibir toda la apuesta.

Tartaglia resuelve el problema bajo la siguiente situacion: en una partida de 60 puntos A ha
ganado 50 puntos y B ha ganado 30 puntos ;Cdmo deberia repartirse la apuesta si cada jugador ha
colocado 22 ducados?

De acuerdo con (Diaz, 2012) A esta 2 juegos adelante y a 1/3 del total de juegos requeridos

para ganar. Por lo tanto A deberia tomar 1/3 del total de la apuesta; esto es 5/3:1§ , luego el

jugador A deberia recibir 5+1 g =6§ y el jugador B recibe 5 - §= 3 § Lo que finalmente da la

proporcion de 2:1.” (p.56). Se puede observar que si se continua el juego B podria lograr la
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cantidad de puntos que tiene A, también podria superarlo y ganar el juego, este es un argumento
en contra de la propuesta de Tartaglia, quien parece no haber quedado satisfecho con su solucion,
ya que concluye su exposicion con la siguiente observacion: La resolucion de tal pregunta debe
ser mas judicial que matematica, de modo que cualquiera sea la manera en que se lleve a cabo la

division, habra causa para litigar.

2.1.3 Solucion dada por Girolamo Cardano.

Retoma el problema en su obra Practica arithmeticae generalis (1539) critica la solucion
propuesta por Pacioli, brinda una nueva direccion para solucionar el problema, se trata de tener en
cuenta el nimero de juegos que a cada jugador le hace falta para ganar, en caso de que este
continuara, Sin embargo la solucién que propone no es la correcta. De acuerdo con (Garcia, 2000)

la expresion que propone Cardano para la solucion de problema es:

Parte deA 1+24+3+--+(n—q)
PartedeB 1+2+3+-+ (n—p)

Donde n es el nimero total de puntos a jugar y p y g son los nimeros de puntos ganados por A
y B, respectivamente. Esa expresion es correcta para el caso particular planteado por Pacioli, pero

no es valida de manera general.

2.1.4 Solucion dada por Blaise Pascal y Pierre de Fermat.

En la mitad del siglo XV 11 en Francia, cien afios después, empezaron a resaltar los primeros
avances de la probabilidad, uno de ellos fue en 1654 cuando se inicia una correspondencia entre
Pascal y Fermat, en donde algunas de esas cartas se han perdido, sin embargo se conserva gran
parte de la epistola. En esa correspondencia Pascal y Fermat se enfrentaron a algunos problemas
que habian sido propuestos por un personaje conocido como Chevalier de Méré. Entre los

problemas propuestos se encontraba el problema del reparto de la apuesta.
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Pascal y Fermat le dan un giro completo a los métodos utilizados por Pacioli y Tartaglia,
ellos contintian con la idea de Cardano, teniendo en cuenta lo que le hace falta a cada jugador para
ganar el juego. De acuerdo con las cartas encontradas Fermat respondié a Pascal con un método
para resolver el problema, en el cual lo enuncia de la siguiente manera: Se suponen que hay dos
jugadores A y B, al jugador A le faltan a lances para ganar y al jugador B le faltan b lances para
ganar. Hay que determinar cuantos lances necesita cada jugador para terminar el juego. El
enunciado que plantea Fermat es distinto al de los pensadores anteriores a Cardano, lo que se debe
tener en cuenta son los lances necesarios para ganar y no los puntos o partidas ganadas por cada

jugador.

De acuerdo con (Diaz, 2012). “Fermat supone que el juego terminara en a+b-1
lanzamientos. Asi, hay que suponer todas las posibles combinaciones que haran ganar al primero,
cuantas al segundo y como puede terminar este juego con dicha proporcion. Fermat calcula el
nimero posibles de combinaciones en esos a+b-1 lanzamientos como 231" (p. 66). Fermat
supone que el juego terminaré en cuatro lances con los dos jugadores, hay que determinar cuantas
combinaciones haran ganar al primero, cuantas para el segundo y asi dividir la apuesta de acuerdo

con tal proporcién. Las combinaciones posibles son:

(a,a,a,a); (a,a,a,b); (a,a,b,a); (a,b,a,a) (b,a,a,a); (b,b,a,a); (b,a,b,a); (b,a,a,b), (a,b,b,a); (a,a,b,b);
(a,b,a,b); (b,b,b,a); (b,a,b,b); (b,b,a,b), (a,b,b,b); (b,b,b,b). Estos son las combinaciones posibles,
donde aparecen 2 veces a, gana el primer jugador y donde aparece 3 veces b gana el segundo, de
donde se deducen 11 opciones de A contra 5 de B, por tal razon la apuesta debe dividirse como
1lesabs.

Pascal le hace una observacién a Fermat y a su método de combinaciones, ya que no es

necesario hacer cuatro lanzamientos para que termine el juego, pueden ser tres, dos o los cuatro, y
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si hubiese tres jugadores y al primero le falte un lance, al segundo dos lances y al tercero dos
lances, el método no es tan general para este nimero de jugadores, pascal presenta las siguientes
combinaciones para tres jugadores:

(a,a,a); (a,a,b); (a,a,c); (a,b,a); (a,b,b); (a,b,c); (a,c,a); (a.c,b); (ac,c); (b,aa); (b,ab);
(b,a,c); (b,b,a); (b,b,b); (b,b,c); (b,c,a); (b,c,b); (b,c,c); (c,a,a); (c,ab); (c,ac); (c,b,a); (c,b,b);
(c,b,c); (c,c,a); (c,c,b); (c,c.c).

Esas son las combinaciones que se pueden hacer con tres jugadores, si al primero le faltan
un lance, entonces en todas las combinaciones que haya por o menos una a son favorables para
él, y son en total 19, al segundo le faltan dos lances, entonces las combinaciones que tengan dos b
le favorecen, hay 7, igualmente para el tercero todas las combinaciones que tengan dos c son
favorables para él, también hay 7. Entonces se deberia hacer el reparto de la apuesta con la
proporcion 19:7:7, lo cual seria un error ya que un mismo resultado favorece a mas de un jugador.
Garcia (2000) afirma. “Sin embargo si se asigna la combinacion al primero que gane el juego y no
el lance parcial, entonces el método de Fermat seria valido” (p. 7). Por ejemplo en el caso bcc, el
jugador que ganaria es b ya que es el primero, sin importar cuantos lances obtenga el siguiente
jugador.

Pascal propone tres métodos para solucionar el problema de los puntos, el método
recursivo, el método alternativo y mediante el triangulo aritmético. Al colocar los datos de la
solucion que hizo por medio del tridngulo aritmético en una tabla, se puede observar un
comportamiento que fue extrafio para él, y permite evidenciar una propiedad de la distribucion
binomial, debido a que el triangulo aritmético no es el foco de este trabajo, se recomienda al lector
interesado indagar en el texto de Edwards “Pascal’'s Arithmetical Triangle: The Story of a

Mathematical Idea” 0 en Historia de La Probabilidad Y La Estadistica Il (A.H.E.P.E.).
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En la figura 2 se expone la tabulacion de los datos obtenidos mediante el triangulo

aritmético, para dos jugadores

Total para el primer Parte que se extrae del
Juego
jugador segundo jugador
(1,2) 48 16
(1,3) 56 24
(2,3) 44 12

Figura 2: reparto de la apuesta. Para dos jugadores ay b

En la primera columna denominada juego, estan las partidas que le faltan al jugador a y al
jugador b para ganar el juego, es decir, en (1,2) al jugador a le falta una partida para ganar y al b
le faltan 2, en toda la columna al jugador a tiene ventaja sobre b. en la segunda columna esta el
Total de monedas para el primer jugador que es quien tiene la ventaja, en esta se encuentra el valor
que le pertenece a a en este caso son 32 monedas mas lo que se le entrega b, en el caso de la
primera fila (1,2), el jugador a cuenta con 32 y como b lleva desventaja le entrega 16 monedas, asi
a obtiene 48 monedas en total.

Santos y Camuiiez (2007) afirman que Pascal observa el valor que le corresponde al
jugador a en cada una de las partidas de forma individualizada, por ejemplo si se toma el juego
(2,3) si el juego termina en tres partidas al primer jugador le falta 1 partida para ganar, y le
corresponden 12 puntos del segundo jugador. Si se toma las partidas de este juego como aparece

en lafigura 3.
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Partida Valor de cada partida

18 12
28 12
3 8

Figura 3: Valor de cada partida en un juego

Al jugador 1 le pertenecen 12 puntos en la primera partida, entonces mediante sustracciones
en la segunda partida le corresponden 12 y en la tercera 8. Pascal en una carta del 29 de julio
establece dos tablas, en la primera es donde aparece el valor de cada partida segun el total de
partidas necesarias para ganar el juego e incorpora como maximo 6 partidas. Establece 256 puntos
como apuesta por cada jugador para evitar fracciones. La figura 4 muestra las 6 partidas con sus

respectivos valores.
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Figura 4: Valor de cada partida vs. Numero de partidas

Santos y Camufiez (2007) afirman “Pascal comenta acerca de la tabla anterior, veréis
igualmente que, los nimeros de la primera linea aumentan siempre; 1o mismo los de la segunda;
lo mismo los de la tercera. Pero a continuacion, los de la cuarta disminuyen, los de la quinta, etc.”
(p- 42). Eso es lo que le parecia extrafio, y utilizando tres consecuencias del triangulo aritmético
Pascal justifica el comportamiento de las filas que aparece detallada en Basulto y Camuiiez (2007).
Al realizar esta justificacion se concluye:

Las observaciones empiricas sobre la tabla de Pascal nos llevan a formular y demostrar una
propiedad de la familia de distribuciones binomiales simétricas, la cual resulta tangible, como se
ha visto, al ir variando el parametro n de la distribucion, o sea, cuando se comparan distribuciones
con distinto pardmetro. Se ha visto, ademas, que la comparacion resulta natural cuando se hace

entre distribuciones con n par o con n impar. (Basulto y Camufiez, 2007, p. 46).
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2.1.5 Solucion dada por Christiaan Huygens.

Matematico Holandés, en 1655 visitd a paris por primera vez, habia leido acerca de la
correspondencia entre Pascal y Fermat, estaba muy interesado en establecer una conversacion con
ellos sobre el problema de los puntos, sin embargo, es ese viaje no pudo obtener esa reunién
personal con estos personajes que era lo que pretendia. De regreso a Holanda Huygens investiga
por su cuenta, retoma esos nuevos problemas planteados por Pascal y Fermat, resolviéendolos con

sus propios métodos.

Huygens envia a su tutor Fran van Schooten la solucién de esos problemas en un
manuscrito titulado Rekinigh in Spelen van Geluck que incluia una carta introductoria en la que
explica el contenido del manuscrito y aclara que esos problemas eran planteados por los sabios
franceses sin mostrar sus soluciones, para colocarse retos entre ellos. Van Schooten realizé la
traduccion del manuscrito al latin con el titulo de Ratiociniis in ludo aleae, “Célculo en los juegos

de azar”.

El Ratiociniis in ludo aleae es muy importante, ya que fue el primer libro impreso en la
teoria de la probabilidad, este pequefio tratado compuesto por 14 proposiciones mas cinco
problemas propuestos al lector dos de ellos pertenecen a Pascal, uno de Fermat y los propuestos
por el mismo autor. (Diaz, 2012) Menciona que estos problemas se convirtieron en un reto para

grandiosos matematicos de la época como J. Bernoulli Y A. de Moivre.

En el Ratiociniis in ludo aleae Huygens hace referencia a la solucion al problema de los
puntos, a partir de la proposicion 1V hasta la 1X en diferentes formas y con més de dos jugadores,
se puede evidenciar en sus demostraciones la misma elegancia de exposicion que tiene Pascal,
utiliza el método de recursividad, pero lo que mas se destaca en estas es la deduccién de la

esperanza matematica. (Diaz, 2012) Afirma. “Lo interesante de esta forma de demostracion o
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método es que podemos inferir el tipo de “esperanza” o valor del juego en Huygens: aparentemente
es de tipo aleatoria aunque algunos autores como Hacking afirman que hasta cierto punto Huygens
se mantiene neutral entre las aproximaciones aleatoria y epistemoldgica acerca de la probabilidad”.
De las proposiciones en las que se presenta el problema de los puntos se considera la cuarta y su

respectiva solucion. El lector interesado se puede dirigir al Ratiociniis in ludo aleae.

Proposicion 1V: Suponga que acepta jugar con otra persona bajo la siguiente condicion:
El primero que consiga ganar tres juegos, se llevaré el total de la apuesta. Yo he ganado
dos de los juegos y mi oponente solamente uno. Si aceptamos retirarnos del juego por
alguna razon de fuerza mayor, ¢como debe ser repartida o dividida la apuesta de manera

justa?

Siguiendo a Huygens afirma: para considerar la proporcién para cada jugador, se debe
considerar que pasaria si el juego continta. Si los jugadores aceptan continuar y el primero gana
la partida el juego termina y obtendria el total de la apuesta, lo que se denomina como a, y si el

oponente es quien gana la primera partida, se tendria la misma posibilidad, pues a cada uno le hace
. . 1 ..
falta un juego para terminar, este se representa como S en donde se divide la apuesta a entre dos

y asi tienen igual posibilidad de ganar o perder. Por tal razén el primer jugador tiene la posibilidad

A | . ] . . 1(1 1 3
de conseguir a 6 5 a por la primera proposicion- y aplicando esta se obtiene 3 (Ea toa=a,

-, . . 3 1
entonces la proporcion del primer jugador es 2ay de su oponente es Z'

33
1 Proposicién I: Si existe igual chance de recibir @ y D, entonces el valor del juego o expectatio es

(a+b)/2.



Uno de los impactos del Ratiociniis in ludo aleae ocurri6 en 1713, fue la publicacion del
Ars conjectandi de Jacob Bernoulli, como complemento del tratado de Huygens, cuyo objetivo era

darle mayor campo de aplicacion a lo que él define como probabilidad.

A partir del trabajo de Huygens, Jacob involucré la palabra probabilidad que no era usada por los
pensadores anteriores, ademas también plante6 un problema del reparto aungue no lo nombro asi

y lo resolvié mediante binomios.
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Capitulo 3

3. Pioneros en la constitucion de la distribucion normal via Probabilidad

De acuerdo con el articulo La distribucién normal una répida revision histérica de Gabriel
Conde, el concepto de distribucion normal se desarroll6 a lo largo de la historia por dos vias, una
es la de probabilidad y la otra la teoria de errores, este proyecto de investigacion se enfoca en el
desarrollo de la distribucion normal por la via probabilidad, en la que se encuentran autores como
Jacob Bernoulli, Abraham de Moivre, Simon Pierce Laplace. A continuacion se presentan los
aportes de cada uno a la distribucién normal, enfocandose en la contribucion de Abraham de
Moivre, quien se apoyd en lo que J. Bernoulli dejé planteado en la cuarta parte del Ars Conjectandi
y fue quien encontro la aproximacion de la binomial por la normal, y se conocié como teorema de
Moivre que luego fue generalizada por Laplace y se le dio el nombre de teorema de Moivre-

Laplace.

3.1 Jacob Bernoulli
De sus hermanos fue el primero que inicio estudios en una universidad, investigdé en las
matematicas y recibi6 un titulo de doctor. Su obra mas destacada es el Ars Conjectandi, aunque
quedd incompleta debido a su muerte. EI Ars Conjectandi fue editado por su sobrino Nicolas I,
quien invité a matematicos de la época para completar el trabajo que inicié Jacob, sin embargo
estos no aceptaron la oferta (Sanchez & Valdés, 2001). Por tal razon fue publicado en el afio 1713

incompleto y se considera una obra muy importante para la teoria de la probabilidad.

El objetivo inicial de Jacob con el Ars Conjectandi era crear un tratado que se utilizara como
manual en la teoria de la probabilidad para solucionar problemas relacionados con la toma de

decisiones, descartar juicios, problemas practicos de la vida cotidiana, situaciones morales y
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econdmicas. Aunque Jacob no logrd su objetivo inicial con su tratado, si aporté de manera
contundente a la teoria de la probabilidad, ya que muchas de las aplicaciones que se realizan con
calculo de probabilidad actualmente estdn relacionadas con la definicion estadistica de
probabilidad que aparecid por primera vez en su texto, que se relaciona con la conocida ley de los

grandes niimeros?, asi se le denomind tiempo después (Sanchez y Valdés, 2001).

El Ars Conjectandi esta dividido en dos partes, en la primera Jacob continua con la obra de
Huygens De ratiociniis in ludo aleae. La segunda parte aunque incompleta se considera la mas
importante de su obra y es la que se menciona en este trabajo, ya que en esta Jacob empieza a
desarrollar su objetivo intentando realizar un manual matematico que se pueda utilizar para la
solucién de problemas de tipo social, moral y econémico, ademas demuestra su teorema
fundamental, conocido como teorema de Bernoulli, el cual de Moivre aborda en su doctrine of

chance y llega a la aproximacion de la binomial por la normal.

En virtud de la complejidad intrinseca de la demostracién del teorema de Bernoulli, este trabajo
se centra solo en las bases que realiza Jacob en el Ars conjectandi y en un ejemplo que el mismo

utiliza para ayudar al lector a la comprension del teorema:

Supongamos que una urna contiene 3000 bolas blancas y 2000 negras, pero este dato no es
conocido del observador. Se quiere determinar la proporcién de bolas blancas y negras en la urna
por medio de la experimentacion. Para ello se extrae una bola tras otra cierto nimero de veces,

reintegrando siempre la bola antes de tomar la siguiente y se anotan los resultados obtenidos.

2 Ley de los grandes nameros: conocida también como teorema de Bernoulli, Si la probabilidad de que ocurra un 36
hecho en una prueba Unica es p, y se hacen varias pruebas, independientemente y en las mismas condiciones, la—
proporcion méas probable de que ocurran los hechos en el nimero total de pruebas es también p; aln mas, la
probabilidad que la proporcion en cuestion difiera de p en menos de una cantidad dada, por pequefia que sea, aumenta

al mismo tiempo que aumenta el ndmero de pruebas.




Actualmente el teorema de Bernoulli estableceria lo siguiente:

Dada una cantidad positiva cualquiera que denotamos por la letra € y un numero arbitrario C,

puede encontrarse un numero N (posiblemente muy grande) que depende de C, tal que la
probabilidad de que % difiera de p en no més que ¢ es mayor que C veces la probabilidad de que %

difiera de p en més que e.

De acuerdo con Sanchez y Valdés (2001) en notacion moderna, este resultado se puede escribir

a través de la desigualdad:

P2l <e)>cr (2| >)
N~ P[=° N P7®

Es decir, la probabilidad de que % este préxima a p es mayor que la probabilidad de que no lo

este. Por lo tanto, el ejemplo mencionado anteriormente quedaria:

CuandosetomaC=100y ¢ = 5—10 entonces N = 25,550. De acuerdo con el resultado habria que

tomar 25,550 observaciones para que sea suficiente tener certeza para saber la proporcién de bolas
blancas y negras, con una probabilidad menor que 0,001. Para esa época 25,550 era un nimero
muy grande, Jacob recibié muchas criticas con respecto a su teorema ya que se debe hacer un
proceso laborioso y con gran dificultad que solo pocas personas pueden realizarlo ya que el nimero
N de ensayos es demasiado grande. Sanchez y Valdés (2001) afirman. “Es Abraham de Moivre
quien intenté mejorar la forma en la que J. Bernoulli estimo el nimero de ensayos necesarios para
asegurar que la frecuencia observada se aproxime a la probabilidad buscada” (p. 232). Obteniendo
asi un resultado muy importante en la teoria de la probabilidad la aproximacion de la distribucion

binomial por la distribucion normal.
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3.2 Abraham de Moivre

Matematico que nacio en la region francesa de Champagne, se exilidé en Londres en busca de
proteccion frente una persecucion religiosa que le acechaba en Francia, hizo parte de los amigos
de Isaac Newton y Edmund Halley, perteneci6 a la Sociedad de Londres (Royal Society), a pesar
de ser miembro de diversas sociedades y academias de ciencia, nunca obtuvo una catedra de
matematicas, por tal razon, se dedico a dar clases particulares toda su vida, es famoso por haber
pronosticado el dia de su muerte, y por los trabajos matematicos que desarroll6 sobre la teoria de
la probabilidad y aspectos analiticos de la trigonometria. En la teoria de la probabilidad public6 un
tratado con el nombre Mensura Sortis, dos libros, The Miscellanea Analytica y the doctrine of

chance.

De Mensura Sortis lo publicé en el afio 1712, este tratado consta de un prefacio, una corta
introduccion, y la solucion de 26 problemas, algunos comentarios sobre cdmo establecer la
probabilidad y un caso particular del problema de los puntos. De Mensura Sortis es importante en
la historia de la probabilidad pues se considera el cuarto de los grandes tratados, siendo los tres

primeros los de Huygens (1657), Pascal (1665) y Montmort (1708). (Hald, 1990, p.402)

En el afio 1718 de Moivre publico la primera edicion de the doctrine of chances. En 1730 publica
the Miscellanea Analytica, en la cual resume muchos de sus trabajos en matematicas con una mejor
version de algunas demostraciones y brinda nuevos resultados. En 1738 la segunda edicién de the
doctrine of chances y la tercera en 1756. La primera edicion de the doctrine of chance consta de
53 problemas sobre probabilidad, la segunda de 75 problemas sobre probabilidad y 15 sobre
calculo de anualidades, la tercera edicion consta de 74 problemas sobre probabilidad y 33
problemas sobre calculo de anualidades. En este trabajo de grado se tiene en cuenta la tercera

edicion de la doctrina del chance o de las probabilidades, ya que es la mas actualizada de las tres.
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3.2.1 La doctrina del chance tercera edicion:

En esta Moivre muestra el desarrollo de la probabilidad, desde 1718 hasta 1756, teniendo en
cuenta que cada nueva edicién es una ampliacion de las anteriores y se afiaden nuevos problemas,
nuevas observaciones y corolarios para los problemas existentes, como la aproximacion de la

binomial por la normal que la incluye a partir de la segunda edicion.

De Moivre decidid escribir este texto en ingles debido a la poblacion de lectores que podia
tener. Aparentemente tomo esa decision por razones econdmicas, pues él esperaba tener una gran
cantidad de suscriptores para financiar la impresion de su texto, para demostrar su habilidad para
resolver todo tipo de problemas relacionado con juegos de azar populares y poder fortalecer su
negocio como consultor (monitor), que era a lo que se dedicaba para generar ingresos econémicos
Hald (1990). Moivre tuvo dos ejemplares a seguir para el desarrollo de su texto, uno de ellos era
el Ars Conjectandi, escrito Jacob Bernoulli y el otro el Ensayo de Montmort, €l eligio el segundo
ejemplar, asimismo incorporo a su doctrine of chance elementos conceptuales de Mensura sortis

y la seccion de juegos de azar del ensayo de Montmort.

Esta edicion de la doctrina del chance, contiene un prefacio y una introduccion que son
importantes para comprender el texto, debido a que en tiempos pasados los autores en el prefacio
escribian definiciones, y pensamientos importantes que tenian con respecto a algo, ya que el cuerpo
del texto estaba conformado por la solucion de problemas, corolarios, lemas, observaciones, etc.
Se utilizaba el prefacio o la introduccion para expresar sus ideas y opiniones. Como en el caso de
la doctrina del chance Moivre en el prefacio menciona que su texto es un tratado que puede ser Gtil
para varios fines, ademas escribe los usos que puede tener, a continuacion se mencionan algunos

de ellos:
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e Para conocer qué bases o fundamentos se tienen, cuando se involucre en el juego,
ya sea por un motivo de ganancia o solo diversion, pueden, con la ayuda de este o
del tiempo satisfacer su curiosidad... y dado por hecho que las demostraciones son
correctas. (De Moivre, 1756, p. i)

e Ayuda a tratar algun tipo de supersticion, que haya existido desde hace mucho
tiempo en el mundo, por ejemplo, que en un juego no hay cosa tal como la suerte,
buena o mala. (De Moivre, 1756, p. ii)

e Uno de los principales usos que tiene la doctrina del chance que puede ser aplicado,
es el descubrimiento de algunas verdades, que no puede dejar de complacer a la
mente, por su generalidad y su sencillez; la conexion admirable de estas
consecuencias incrementaran el placer del descubrimiento, y las aparentes
paradojas con que abunda, brindara un gran factor de sorpresa y entretenimiento a

los curiosos. (De Moivre, 1756, p. v).

En la introduccion de este texto de Moivre indica que la palabra probabilidad, incluye dos ideas,
la primera es, el numero de oportunidades de que un evento pueda ocurrir y la segunda, el nimero

de posibilidades que le permita ganar o fallar, lo explica con el siguiente ejemplo:

Si me dicen que tengo tres oportunidades de ganar una cantidad de dinero, es imposible que
solo con la afirmacion pueda juzgar si puedo obtenerlo; pero si afiado que el nimero de
posibilidades, ya sea para ganarlo o perderlo, es cinco en total, a partir de ahi se producira una
comparacion entre el numero de posibilidades que estan a favor o en contra de mi, con lo que se
forma un verdadero juicio de mi probabilidad de éxito: a partir de donde se sigue necesariamente,
que es la magnitud comparativa del nimero de oportunidades que suceda, en relacion con el

numero total de posibilidades, ya sea a ganar o fallar, lo cual es la medida de la probabilidad.
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En la tercera edicion de doctrine of chance, Moivre intenta mejorar el resultado que obtuvo
Jacob en la cuarta parte del Ars conjectandi, conocido como teorema de Bernoulli. La doctrina del
chance estd compuesto por una serie de problemas, corolarios, observaciones y lemas, al final del
libro Moivre expone un método que estd compuesto por casos, corolarios y observaciones, en el
que plasma la aproximacion de la binomial por la normal, y continua con este trabajo en

Miscellanea Analytica.

Hald (1990) afirma. “Después de 20 afios de la publicacion de los resultados de James y
Nicholas Bernoulli, de Moivre tiene éxito en la busqueda de una forma precisa y sencilla de la
aproximacion de la distribucion binomial” (p. 485) que se considera uno de los resultados méas
importantes de doctrine of chance, y aparece titulado como, “4 Method approximating the Sum of
the Terms of the Binomial (a+b) " expanded into a Series, from whence are deduced some practical

Rules to estimate the Degree of Assent which is to be given to Experiments”.

Previamente a la publicacion de este método, Moivre hace dos comentarios aparentemente
incompatibles sobre la prueba del teorema fundamental proporcionada por Nicolas Bernoulli.
Primero envia una carta a Nicolas en Marzo de 1714, en la cual expresa que “el problema de
experimentos es de infinita belleza” refiriéndose a la demostracion del teorema fundamental de
Bernoulli (Sylla, 2014). Posteriormente otros autores admiraron el rigor y la belleza de la prueba
de Bernoulli. Sin embargo, (De Moivre, 1756) en la tercera edicion de la doctrina of chance
comenta en una breve introduccion que hace a su método de aproximacion:

A pesar de crear conjeturas con base en observaciones y teniendo en cuenta el poder de la
probabilidad, un experimento podria obtener un resultado distinto al esperado, ademas un
evento puede ocurrir facilmente como no ocurrir, por lo tanto la razén es la mejor

herramienta para deducir conclusiones acerca de un experimento. (p. 242)
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En respuesta a eso Moivre, se toma la libertad e indica que este es el problema mas dificil que
se ha propuesto en el asunto del azar, y por esa razén lo ha dejado de Gltimo, ademas, pide disculpas
si la comprension de su solucion no esta al alcance de todos los lectores. También asegura que de
su solucion va a derivar algunas conclusiones que pueden ser Gtiles para cualquier persona.

Moivre (1756) afirma: Con el fin de la misma, lo haré aqui, traduciré aqui un documento mio
que fue impreso 12 de noviembre de 1733, y comunicado a algunos amigos, pero nunca lo habia
hecho publico, reservando para mi el derecho de ampliar mis propios pensamientos, cuando la
ocasion lo exigiera. (p. 242). Por un lado Moivre considera que es un problema de infinita belleza
y por el otro que es el problema més dificil en los asuntos del azar. Por esa razon lo deja de ltimo
en su texto.

Al traducir el método de aproximacién de Moivre se titula:

Un método de aproximacion de la suma de los términos del binomio (a + b)" expandido en
una serie, de donde se deducen algunas reglas practicas para estimar el grado de

aceptacion que ha de ser dado a experimentos.

Moivre menciona que la solucion de problemas de azar a menudo requiere que varios términos
del binomio (a + b)™ se sumen, sin embargo cuando son potencias muy altas se vuelve un trabajo
tan laborioso y de gran dificultad, que pocas personas han llevado a cabo la tarea porque ademas,
de James y Nicolas Bernoulli, dos grandes matematicos, €l no conoci6 alguien méas que lo haya
intentado (p.243). Moivre invita al lector a consultar Miscelanea Analytica en la que describe el

método de Bernoulli.

Moivre consideraba de infinita belleza la estructura del método utilizado por Bernoulli para la
demostracion del teorema fundamental, y creia muy dificil y tedioso calcular las cantidades

necesarias de términos. Debido a que no era un método breve y practico para calcular sumas de
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términos buscados, solo Daniel y Jacob Bernoulli lograron esta tarea. Inclusive en corolarios
Moivre se atreve a calcular por ejemplo, que si tiene un ndmero infinito de experimentos
(aparentemente no tenia problemas para trabajar con un numero infinito de experimentos), la

probabilidad de un evento que tiene la misma posibilidad de suceder o no estara dentro de los

1 1 1 . . .
o Yo T 7 ysera expresado por el decimal 0.682688 (Sylla, 2014). Al igual que

limites — +
2n
Jacob Bernoulli, Moivre estaba interesado en el desarrollo de la probabilidad matematica hacia

ambos extremo, practico y teorico.

Moivre realiz6 dos observaciones en su método de aproximacion en la primera expresa algunas

ideas coherentes con las opiniones Bernoulli:

Remark I. From what has been said, it follows, that Chance very little disturbs the Events,
which in their natural Institution were designed to happen or fail, according to some
determinate Law... But we have seen in our LXXII Problem that although Chance may
produce an inequality of appearance, and still a greater inequality according to the length
of time in which it may exert itself, yet the appearances, either one way or the other, will
perpetually tend to a proportion of Equality.....And thus in all Cases it will be found, that
although Chance produces Irregularities, still the Odds will be infinitely great, that in the
process of Time, those Irregularities will bear no proportion to the recurrency of that Order
which naturally results from original design (p. 250).

De acuerdo con (Sylla, 2014) en la segunda observacion, Moivre se refiere a la prueba de

Bernoulli, aunque la prueba que realizo Jacob de su teorema era matematica parece que Moivre

habla sobre el mundo, lo social. Lo, que se confirma con esta observacion:

Remark Il. As, upon the Supposition of a certain determinate Law according to which any
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Event is to happen, we demonstrate that the Ratio of Happenings will continually approach




to that Law, as the Experiments or Observations are multiplied: so, conversely, if from
numberless Observations we find the Ratio of the Events to converge to a determinate
quantity, as to the Ratio of P to Q; then we conclude that this Ratio expresses the
determinate Law according to which the Event is to happen... Yet there are Writers, of a
Class indeed very different from that of fames Bernoulli, who insinuate as if the Doctrine
of Probabilities could have no place in any serious Enquiry; and that Studies of this kind,
trivial and easy as they be, rather disqualify a man for reasoning on every other subject.

Let the Reader chuse. (p. 251)

Moivre termina mencionando que el razonamiento que expresa en sus observaciones se puede
aplicar en diferentes investigaciones sin necesidad de realizar una demostracion rigurosa. Afade
que muchos insintan que la doctrina del chance no tiene cabida para una investigacion seria y que
un trabajo de este tipo fécil y trivial descalifica a un hombre para trabajar sobre cualquier tema.

Moivre termina con la frase jque el lector elija!

, . . . . 1
El propdsito de Moivre fue perfeccionar el teorema de Bernoulli, para el caso en el que p = >

el trabajo que realiz6 en la doctrina del chance fue descriptivo, sin embargo en notacién moderna

demostro:

n .
Sea X ~B(n, p), P(x) = (p) p*(1 —p)™* entonces, para valores grandes de n, X sigue una

distribucién aproximadamente normal N (i, ) de media u = n p y desviacion tipica o = \/npq;

ir la variable Z = == sigue una distribucién normal N (0,1).
es decir la variable msgueu a distribucion normal N (0,1)

Moivre investigo los limites de la distribucién binomial cuando el nimero de ensayos aumenta,

., ., 2 . . ,
encontrando una relacién con la funcion e~ e intento determinar, para valores grandes del niUmero
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de ensayos n, la probabilidad de ocurrencia del valor central 2n de una distribucién binomial,

2 1

(kym “2n

aproximandola a la expresion , en donde el valor de k lo descubrio Stirling el cual es k =

v2m. La demostracion de la aproximacion de la binomial por la normal se encuentra en (Hald,
1990) para el lector interesado.

Cabe resaltar que Moivre hizo la aproximacion para p = %, este aporte fue importante en la
teoria de probabilidad pues condujo al primer teorema del limite central, luego Laplace lo

generalizd para el caso p arbitrario y es lo que se conoce como teorema de Moivre-Laplace.
3.3 Pierre Simon Laplace

Fue un astronomo, fisico y matematico, nacié en Francia en la region de Calvados en el afio
1794, en 1765 ingresa en la Facultad de Artes de Caen. A los 23 afos ya pertenece a la Academia
Francesa. En 1774 publica Memoria sobre la probabilidad de las causas por los sucesos.
Inicialmente iba a dedicarse a la carrera sacerdotal, sin embargo, descubre su inclinacion hacia las
matematicas y en 1771, apoyado por De Alambert obtiene plaza de profesor en la Ecole Militaire

donde dio clases a Napoledn.

Con referencia a la historia del célculo de probabilidades y la estadistica, los trabajos mas
destacados de Laplace son, la Memoria sobre la probabilidad de las causas por los sucesos de
1774 y la Teoria Analitica de las Probabilidades publicada en 1812, a la cual en la segunda edicion

se le agregd la obra Essai philosophique sur les probabilités escrita en 1814.

Laplace le dio un giro a los temas abordados en la probabilidad por sus antecesores, ya que
ellos esencialmente investigaban problemas sobre juegos, €l es quien inicia una formalizacion de
la teoria de la probabilidad. Como afirma (Mateos & Aparicio Morales, 2002) “Asi, en su memoria

Sur les naissances, les mariages et les morts a Paris, Laplace aborda un problema de inferencia
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estadistica sobre poblacion, inaugurando de esta manera un campo de aplicacion de la estadistica
a las ciencias sociales, que con tanto éxito se aplicaria en el futuro.” (p. 14). Ampliando asi la
aplicabilidad del calculo probabilistico a otros campos investigativos, 1o que se puede evidenciar
actualmente, ya que se utiliza la inferencia estadistica no solo en juegos de azar, sino también, en

psicologia, medicina, sociologia, investigaciones de mercadeo, control de calidad, etc.

Todo esto permite justificar la capacidad y la importancia que tuvo Laplace en esta teoria, ya que
advirtio desde el siglo XVI1II las posibles aplicaciones de la estadistica en el futuro. Con su frase
«la probabilidad es basicamente el sentido comun, reducido a calculo» afirma que estaba seguro

de la aplicabilidad universal del célculo de probabilidades.

Las contribuciones de Laplace a la Teoria de la Probabilidad que se consideran importantes son

el teorema de Moivre-Laplace y el actualmente llamado Teorema Central del Limite. El trabajo
. . 1 ., . .
que hizo Moivre parap = > Laplace lo generalizo para el caso p arbitrario y se conoce como

teorema de Moivre-Laplace (Blaiotta & Delieutraz, 2004). Actualmente se denota de la siguiente

manera:

Teorema de Moivre-Laplace: sin — ooy k esta restringido a un intervalo k < K,, tal que K3 /n? -

0, entonces para todo € > 0 y n suficientemente grande se cumple:

Ay

hqb(kh)<1+6

1—-€e<

Donde a;, = b(k + m;n,p) y mes el Gnico término central, es decir, el Unico entero de la forma:
m=np+décon—q<35<p

1

v 1pq

h =
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El teorema de Moivre-Laplace llevo a Laplace hacia la primera version del teorema del limite
central, en el que establece que cualquier suma o media (no Unicamente el nimero de éxitos en n
experimentos) serd, si el nimero de observaciones es suficientemente grande, aproximadamente
distribuido como una normal. El teorema central del limite fue el resultado de casi 40 afios de
trabajo arduo de Laplace, el cual incluye: las sumas de variables aleatorias independientes y
métodos para encontrar formulas de aproximacion adecuadas, que puede encontrarse en (Fisher,

2000).

Las sumas de variables aleatorias independientes desempefiaron un papel importante en la

constitucion del teorema, (Fisher, 2000) afirma:

Ya que anteriormente Laplace trabajo en el calculo de distribuciones de probabilidad de la suma
de angulos de inclinacion de meteoros y afrontd el problema de la desviacion entre la media
aritmética de los datos (obtenido con errores observacionales) y los valores tedricos, suponiendo
que todos estos angulos distribuidos aleatoriamente siguen una distribucion rectangular entre 0° y
90°. Debido a la considerable elevacion de cuerpos celestiales, no fue capaz de representar un
calculo exacto y asi necesito de una aproximacion. En ese proceso de encontrar una aproximacion

Laplace formul6 la otra versién del teorema de Moivre. (p. 19)

En 1810 publicé una memoria, donde probé mas formalmente la siguiente version del teorema

central del limite:
Sea X una variable aleatoria valorada entera que toma valores enteros {-q,...0,...a,}, con
probabilidad P(X = x) = (i) entonces para una muestra n grande la suma S,, = Y;i-, X; esta
2a

distribuida aproximadamente en forma normal N (u,c) de media np y desviacion tipica vno

siendo p ,o la media y desviacion tipica de la distribucion de partida.
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Laplace dio una demostracion rigurosa para el caso discreto del teorema central del limite, en
la cual desarrolla una serie que se encuentra en Fisher (2000). La demostracion en una version

actual y resumida de acuerdo con (Martinez, 2007):

Sea la probabilidad P (S n - ng = x) para x menor que n, siendo u la media de la distribucion de

partida. Despreciando los términos de orden superiores a dos, obtiene lo siguiente:

P(S,—nu=x)=

2
ﬁexp(—zzaz). Esto significa que S, —nu se aproxima

asintéticamente a la distribucion normal N(0,v/n o).

(Martinez, 2007) afirma que Laplace no logré dar demostraciones rigurosas para las siguientes

afirmaciones, por tal razon intento argumentarlas:

e Debido a que la distribucién limite es independiente de a (s6lo depende de a a través de
la media y la varianza), el resultado es valido también para una distribucion discreta con
rango infinito, en el caso de que existan los momentos finitos se puede considerar este
otro caso particular del campo de problemas.

e Probd que los resultados también se cumplen para variables aleatorias con distribucion
continua y acotada. Se considerara esta argumentacion como un nuevo campo de
problemas ya que se introducen nuevos conceptos como el de variable continua, funcién
de densidad, etc. y se utilizan nuevas herramientas, como la integral. Primero, Laplace
estudio la variable aleatoria discreta X que toma valores enteros muy grandes

{—a,...,0, ..., b}; con la probabilidad P(X = x) dada anteriormente, considerd la funcién
de densidad de la variable continua de la forma f (x) = a%, y laintegral de esta funcién

la tratd como una suma.
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En 1800 Gauss derivo la funcion de densidad f(x) = \/iﬁe"‘2 en su trabajo “Teoria motus

corporum celestium”. Su solucion recibié muchas criticas, sin embargo tuvo un impacto grande
en Laplace. Stigler (1986) sugiere que no hay indicios que Laplace haya pensado en que esta
funcidn pudiese representar una funcion de densidad para una distribucion de probabilidad, y debe

haber encontrado el resultado en el trabajo de Gauss en 1810.

Los autores mencionados en este capitulo aportaron al surgimiento de la distribucién normal,
via probabilidad, cabe aclarar que este proceso no se detuvo ahi, afios después aparecen autores
que no eran matematicos pero llevaron la aplicacién de la estadistica y del concepto de distribucién
normal a diferentes contextos, como Adolphe Quetelet, quien era socidlogo pero se intereso en
aplicar la estadistica a los estudios que realizd, por ejemplo, un estudio que realizo6 sobre la medida
del pecho de un grupo de hombres, él discute que los datos obtenidos estan normalmente
distribuidos. Luego aparece Sir Francis Galton, quien adopta las herramientas de Quetelet, el inicia
su trabajo con el libro Hereditary Genius, en el cual el busca probar que los genios se heredan en
las familias. Como él es consciente de que la excepcion a esa regla abunda, utiliza la estadistica
para mostrar que es verdad (Stahl, 2006). Galton utiliza la distribucién normal, para modelar sus
investigaciones e ide6 el quincux, dispositivo que uso para modelar el comportamiento de sus

investigaciones.

A partir del uso que se le empezd a dar a esta distribucion, es que surge el término normal. Se
cree que el nombre de "distribucion normal” fue otorgado independientemente por el americano
Charles S. Peirce en 1873, el inglés Francis Galton en 1879 y el aleman Wilhelm Lexis en 1879,
ya que ellos lo usaron para referirse a la curva del error. Sin embargo (Stahl, 2006) menciona que
su generalizado uso se debe a la influencia Karl E. Pearson quien en 1920 afirma “Hace muchos

afios [en 1893] yo Ilamé a la curva Laplace-Gaussiana la curva normal, que nombre, mientras que
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evita la cuestion de prioridad internacional, tiene el inconveniente de llevar a las personas a creer
que todas las otras distribuciones de frecuencia son en uno u otro sentido anormal” (p. 112). Tal

vez estos personajes le dieron ese nombre debido al comportamiento que tenia la distribucion.

j



Capitulo 4

4.0 Francis Galton y el Quincux.
En el capitulo anterior se hizo un breve recorrido sobre el surgimiento de la distribucion normal,
en el sentido de los aportes de J. Bernoulli, A. de Moivre y P. Laplace a esta distribucion, otros
autores los utilizaron como base para continuar el desarrollo de la distribucion normal o
investigaciones relacionadas con este concepto, uno de ellos fue Francis Galton, quien tal vez no
aportd a la construccion del concepto, pero si lo aplicé en campos distintos a los juegos de azar,
ademéas cre6 una maquina conocida como quincux, con la que realizd pruebas para sus

investigaciones. Este avance se dio casi 50 afios despues de los aportes de Laplace.

4.1 Francis Galton

Su padre fue un banquero y su madre era hija de Erasmus Darwin, por tal razon era primo de
charles Darwin, estudié medicina en Londres y luego en Inglaterra donde también estudio
matematicas, dejo Cambridge en 1843. En 1844 su padre murid y le dej6 una fortuna considerable,
con lo que logrd seguir sus intereses por el resto de su vida, los cuales no incluian la medicina,
entre los afios 1850-1852, realiz6 una expedicion a una region de africa de sudoeste, que en ese

momento era gran parte inexplorado y escribié un libro sobre sus experiencias.

En 1853 obtuvo una medalla de oro de la Real Sociedad Geogréfica, fue elegido miembro de
su consejo como explorador y gedgrafo ya que estaba interesado en los mapas y la meteorologia.
A finales de 1850 empez06 la recogida de datos de las estaciones meteorologicas en diferentes
paises europeos para la construccion de mapas del tiempo que muestran la presion, la fuerza y

direccion del viento y asi sucesivamente. Escribio un libro sobre sus resultados y fue elegido

j



miembro de un comité meteoroldgico, ademas desempefié un papel importante en la construccion

de los mapas meteoroldgicos diarios.

Se puede decir que Galton fue un polimata®, aunque no termind sus estudios académicos,
investigo por su cuenta, y aportd a diferentes ciencias y disciplinas, como a la psicologia, biologia,
estadistica etc. Galton tenia una notable habilidad para la construccion de dispositivos mecanicos,
que utilizé para hacer nuevos instrumentos de medicion y maquinas analogicas de correo, se
obsesiond por la medicién, conteo y graficar fendmenos, comenzd a estudiar antropologia,
biologia, genética, sociologia, psicologia Hald (1998). Su principal interés entre los afios 1860 a

1890 fueron estudios empiricos de leyes de la herencia por medio de métodos estadisticos.

Galton aprendié métodos estadisticos leyendo un articulo de otro gedgrafo quien aplica el
método de Quetelet de ajuste de una distribucién normal para sus datos, ya que en ese momento
resultaba muy sencillo ese método, pues solo requeria del célculo de las frecuencias relativas y la

interpolacion en la tabla de la binomial acumulativa.

Un articulo de 1875, contiene un fragmento sobre lo que Galton consider6 dos afios mas tarde
la clave para todo tipo de problema. Galton analiza qué afecta el tamafio de una fruta x, €l supone
que el tamafio se divide en tres: grande, mediana y pequefia, al recoger los datos de todas las frutas
y obtiene qué la mezcla de series radicalmente diferentes, en numerosos casos debe dar resultados
aparentemente idénticos a las de una simple serie, de acuerdo con (Stigler, 1998) en un lenguaje

moderno es ¢por qué el total de la produccion sigue la curva normal? Galton tenia dos soportes

3 Polimata: de acuerdo con la rae, es la persona con grandes conocimientos en diversas materias cientificas o

humanisticas.
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para probar el comportamiento de su estudio: uno era el resultado de extensas series de
experimentos con guisantes dulces y el otro era el uso de un dispositivo conocido como quincux
que él ideo, en este trabajo de grado se tiene en cuenta como usoé el segundo soporte (quincux). No
hay fecha exacta de la creaciéon del quincux, pero fue antes del 27 de febrero de 1874, porque

Galton lo presento en la conferencia de la Institucion Royal de esa fecha.

Hald (1998) afirma que Galton lucha para entender las propiedades de la binomial y la distribucion
normal y su importancia para explicar la ley de herencia. En virtud de que su fortaleza no eran las
matematicas de la época, involucra en 1877 un dispositivo llamado el quincux para probar las

propiedades de la binomial. (P. 604).

El quincux estd compuesto por un tablero con una tapa de cristal y un embudo en la parte superior,
debajo tiene unas filas de clavos, en la parte inferior hay unas ranuras rectangulares. En la figura

5 aparece la version original del quincux.

Figura 5 Version original del quincux, que fue aparentemente disefiado por Galton en el afio 1873.

El quincux funciona de la siguiente manera: se lanza una bola a través del embudo, esta
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atraviesa la cascada de clavos, golpeando cada uno de estos, teniendo igual posibilidad de caer




hacia la derecha o hacia la izquierda terminado en la parte inferior de las ranuras rectangulares,
teniendo en cuenta que cada lanzamiento cuenta como un evento independiente, Stigler afirma “el
lanzamiento total de una bolita desde el punto inicial del quincux es la suma de muchos eventos
independientes” (p.276). En la figura 6 se exponen tres modelos distintos del quincux, que disefid

Galton.

IS

Figura 6: Versiones del quincux disefiadas por Francis Galton.

Cada vez que se lanza una bola tiene igual probabilidad de seguir a la derecha o a la
izquierda cuando golpea los clavos, produciendo un ensayo de Bernoulli, que al repetirse n veces
de forma independiente se puede representar mediante la distribucién binomial. EI nimero de filas
de clavos es el valor de n, con p = 0.5 para cada bola lanzada. En la figura 7 se ejemplifican un

numero n de filas con sus respectivas probabilidades.
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N =

Figura 7: n filas de clavos, con su respectiva probabilidad.

La ranura donde cae una bola representa el niUmero de veces que tras golpear los clavos, la
bola se desplaza hacia la derecha desde el punto de vista del espectador. Por lo tanto la variable
aleatoria que sigue una distribucion binomial es el nimero de veces que ocurre un suceso dado dos
posibles desplazamientos (derecha o izquierda). EI razonamiento seria similar si se considera que
la bola se desplaza hacia la izquierda. En cualquiera de los dos casos la variable puede tomar
valores desde cero hasta n, es decir desde un minimo de ningin desplazamiento hacia la derecha

hasta un maximo de n desplazamientos hacia el mismo sentido. (Manolov, y otros, 2015)

Para Galton cada trayectoria aleatoria tras golpear los clavos representaba un factor de
minima incidencia y por lo tanto el namero de impactos de la bola con los clavos, representa la
desviacion total observada como resultante de la agregacion de varios factores aleatorios. Asi
cuando la ranura en la que cae la bola representa la desviacion de la caracteristica genética en cada
persona, en los casos en los que Galton en los estudios de herencia genética de Galton. En el caso

del tamario de las frutas las ranuras representan el tamafio de cada fruta.
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Ese es el recorrido que hace una bola, pero ;,como sera en el caso de muchas bolas? Para el caso
de las frutas es posible conocer ¢cudl es la distribucion para el conjunto de frutas? Para el conjunto
de frutas, se trata de determinar la probabilidad de las desviaciones en las caracteristicas de tamafio,
el resultado que muestra el quincux es la distribucion binomial que se aproxima a la distribucion
normal. Asi el quincux permite evidenciar que si existe un conjunto de factores aleatorios de escasa
incidencia el resultado agregado esta descrito por la distribucion normal de probabilidad.
(Manolov, y otros, 2015). Todo esto permite evidenciar que Galton tuvo en cuenta algunos de los
aportes que se brindaron para el surgimiento de la distribucion normal, como los de Bernoulli y

Moivre.

En la figura 8 muestra algunos dibujos que realizé Galton de las dos versiones del quincux,
explicandole a su primo George Darwin el funcionamiento de su dispositivo, en una carta del 12

de enero de 1877.

;e 5 |

A -

Figura 8: Explicacion del funcionamiento de las dos versiones del quincux.
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El dibujo que esta al lado izquierdo (1) es el quincux original, sin embargo el del lado derecho
(11) el compartimiento AB lo divide en dos partes. En la version 1l del quincux, al realizar el
lanzamiento de las bolitas caeran en AB el resultado serd una distribucion binomial que es
aproximadamente normal. Si se abre una de las ranuras del compartimiento AB como si fuera un
embudo, las bolitas caerdn en la parte inferior y se producird una pequefia curva normal, como
aparece en la figura 2. Si se abren todas las ranuras del compartimiento AB se obtendra una mezcla
de curvas de diferentes tamarios, porque el resultado de liberar todos las ranuras es el mismo que si
el lanzamiento no hubiese sido interrumpido en AB, la mezcla resultante debe ser una curva

normal.

Galton uso este dispositivo para probar el resultado de sus investigaciones, como en el caso
del tamafio de las frutas, con la version Il del quincux, el compartimiento AB se toma como los
diferentes aspectos que puede tener una fruta, y la parte inferior los diferentes tamafios que pueden

Ilegar a tener estas. Al caer todas las bolitas en la parte inferior el resultado sera una curva normal.

En muchos textos explican cdmo funciona su maquina, sin embargo, no especifican que
bases tuvo en cuenta cuando la ide6 o como lo hizo. Con todo eso, se puede considerar que Galton
cred esta maquina con bases matematicas y algunos conocimientos de probabilidad, él fue un genio
ya que la estructura de esta debe tener una ldgica para que al caer muchas bolitas se produzca una
curva normal. Empezando desde la forma en que estdn organizadas las filas de clavos, y la
trayectoria de las bolitas al ser lanzadas por el embudo, hacen un recorrido en forma de triangulo
y se cree que esta relacionada con el triangulo de Pascal, tal vez estos pequefios detalles pudo haber
tenido en cuenta Galton para idear el quincux. El aparato de Galton también se utiliza para modelar

el teorema del limite central, sin embargo esta parte se escapa de los objetivos de este trabajo.
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4.2 Recomendaciones para la ensefianza

Esta maquina se puede tomar como un recurso pedagégico para la ensefianza de las
distribuciones binomial y normal en la educacion bésica y la media. Este trabajo se enfoca en la
educacién Baésica, aunque en los estandares de competencias Matematicas no esta estipulado la
ensefianza de la distribucion normal, cabe resaltar que en estos aparece lo basico que se debe
ensefiar en el aula, y se ha mostrado desde el primer capitulo la importancia de la introduccion de

este concepto desde la escuela.

La ensefianza del concepto de distribucion normal se puede abordar desde la estadistica o la
probabilidad. (Tauber, 2001) Afirma que si se hace por la probabilidad, se presenta la distribucion
normal como parte de un conjunto mayor formado por las distribuciones de probabilidad. Si se
introduce el tema desde la estadistica, es posible comenzar directamente introduciendo la

distribucion normal desde un enfoque intuitivo. (p.17).

Asi desde la estadistica puede introducir la distribucion normal en la educacién basica,
realizando este proceso de manera intuitiva y destacando algunas propiedades de esta, ya que la
mayoria de estudiantes en este nivel educativo no tienen conocimiento del calculo de

probabilidades ni de la inferencia estadistica para abordar este concepto de manera formal.

Tal vez la introduccion de la distribucién normal en la educacion basica no sea féacil, pero
tampoco es imposible, ya que el mismo Piaget cre6 un dispositivo con base en el quincux para la
introduccion del concepto de distribucion en nifios. Utiliza 5 aparatos, de los cuales cuatro tienen
la abertura superior en la parte central y uno la tiene en el extremo superior derecho. Los aparatos
se diferencian por el nimero de divisiones que tienen las ranuras (en los dispositivos | y V tienen
dos divisiones, tres en el Il, y 4 en el 111 y un gran numero de divisiones en el aparato 1V) (ver

Figura 9). En cada una de ellos comienza introduciendo una bola, después una segunda y tercera,
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preguntando al nifio donde cree que va a caer y por qué. Una vez comprendida la experiencia, se
pide al nifio que explique la forma que tomaria la distribucion cuando se dejasen caer un gran
namero de bolas. Finalmente se dejan caer las bolas y se pide al nifio que interprete la distribucién

obtenida. (Batanero, 2013).

—

I L] L1
I Il I

Figura 9: Dispositivos de Piaget, realizados con base en el quincux.

A continuacion se presenta una reflexion acerca de la ensefianza de la distribucion normal para
la educacion basica usando el quincux. La figura 10 se ha realizado con base en el quincux, y tiene
en la parte superior una especie de embudo por el cual se lanzarian las bolas, debajo de este se
encuentran las puntillas (6valos), por las que tiene que pasar la bola para llegar a la parte inferior

que es donde estan las ranuras.
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Figura 10: Quincux

La trayectoria que realiza una bola al ser lanzada por el embudo, se puede observar en la figura
11.
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Figura 11: Recorrido de una bola cuando se lanza al quincux

Cuando la bola toca el primer clavo, tiene dos opciones para seguir su camino, con una

probabilidad de % , en la segunda fila, cuando toca alguno de los dos clavos igualmente se le

. . .- 1 .
presentan dos opciones para descender al tercer nivel pero con probabilidad de L asi

sucesivamente hasta llegar a las ranuras. Al analizarlo de esta forma se puede identificar que los
clavos que estan en el medio tienen mayor probabilidad de ser tocados por las bolas lanzadas y los
que estan en los extremos presentan menor probabilidad, por esta razén las ranuras que coinciden
con los clavos que estan en el centro siempre van a estar mas llenas que las de los extremos, como

aparece en la figura 12.
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Figural2: Lanzamiento de una cantidad x de bolas en el quincux

De esta manera se puede introducir el concepto de distribucién normal desde la educacién

basica. Se pueden realizar algunas preguntas para que los estudiantes exploren el quincux y
puedan evidenciar algunas propiedades de la distribucion normal como:
¢Al lanzar una bola en qué ranuras hay mas probabilidad de que caiga?
Al lanzar 10 bolas ¢Cuéles ranuras quedan mas llenas? ¢Qué crees que sucede con las otras
ranuras? ¢Qué forma crean todos los clavos cuando caen a las ranuras? ;Cual de las ranuras
quedaran mas llenas al lanzar una gran cantidad de bolas?, ;Qué sucede si se quita uno de los
clavos?

Con este dispositivo el estudiante puede visualizar que la forma de la grafica es
acampanada, también que la media aritmética, la moda y la mediana son iguales, la simetria

que se presenta en la grafica de la distribucion normal, se puede observar que sus colas son
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asintotas con el eje x, se acercan a él pero no lo tocan. Con esta maquina el docente puede guiar
al estudiante para que visualice y comprenda las anteriores propiedades, sin utilizar formulas,
calculo de probabilidades, y esta puede ser una manera de abordar la distribucién normal desde
la educacion bésica.

Otra forma de llevar al estudiante a la exploracion es mediante el uso de aplets como

https://www.geogebra.org/material/simple/id/45700 el cual se puede encontrar en geogebratube.

En el episodio “Racha parte II- hijas” de la serie Numb3rs hay una actividad con base en el
quincux denominada el tablero de Galton, en la que explican al estudiante la probabilidad de
que una bola siga determinado trayecto al ser lanzada en el quincux, y como se distribuye un
namero x de bolas lanzadas en la parte inferior. Inclusive el programa de television The Price
is Right hay un juego llamado “Plinko” ver figura 13. Que se vale de un tablero de Galton para

determinar qué sumas de dinero ganaré el concursante.

Figural3: Plinko
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https://www.geogebra.org/material/simple/id/45700

Este ha sido un juego utilizado en distintos programas de television y con base en este se
puede crear una situacion problema para un estudiante después de que haya realizado la
exploracion del quincux. Como ¢ Cuél es la probabilidad de ganar 10.000 lanzando una bola?
Si el docente pretende profundizar y hacer un trabajo mas complejo o formal puede tomar
como base hasta uno de los casos que investigd Galton, como el caso del tamafio de las frutas,
se pueden encontrar casos en la vida cotidiana para los que se puede utilizar el quincux, como
el ejercicio del lanzamiento de una moneda, ¢cuél es la probabilidad de obtener cara?, o en el
lanzamiento de una moneda quince veces en ¢cuantas se obtiene cara?, esto se puede realizar
en el quincux, y se ahorran los quince lanzamientos. El docente interesado en utilizar la
maquina, puede profundizar y usar su creatividad con este potencial recurso para llevar al aula
de clase el concepto de distribucién normal.

Aunque este trabajo es un estudio histérico epistemoldgico, esta reflexion, acerca de como se
podria introducir el concepto de distribucion normal en la Educacion Basica, se realizé con el
fin de mostrar que la historia puede aportar recursos manipulativos que facilitan la ensefianza

de la estadistica, aportandole a la formacidn tedrica y practica del docente.
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5. Conclusiones

El surgimiento de la distribucién normal, via probabilidad en la mayoria de casos se abarca
desde los aportes que dio J. Bernoulli, sin embargo es necesario hacer ese recorrido
histdrico desde el surgimiento de la teoria de la probabilidad, ya que en la solucién que
brinda Pascal al problema de los puntos mediante el tridngulo aritmético, se evidencian
propiedades de la distribucién binomial, la cual fue un antecedente de la distribucion
normal.

El estudio historico epistemologico acerca del surgimiento de la distribucion normal,
permite evidenciar que los aportes de J. Bernoulli, Moivre y Laplace a la distribucién
normal van enlazados, a pesar de que cada uno trabajo por su cuenta, desde el momento en
que J. Bernoulli se traz6 la meta de crear un manual probabilistico que se pudiera aplicar a
diferentes situaciones de la vida cotidiana, y a pesar de que no pudo terminar su trabajo
uno de los resultados obtenidos en él fue el teorema de Bernoulli, que fue estudiado por
de Moivre y le pareci6 fascinante el trabajo realizado por Bernoulli, pero lo consideraba
extenso y tedioso, por esta razon trato de hacerlo de manera méas préactica, para que
cualquier persona lo pudiera utilizar, obteniendo asi la aproximacién de la distribucion
normal a la binomial, que se conocié como teorema de Moivre, este se podia utilizar cuando
N es grande, luego aparece Laplace quien generaliza el teorema de Moivre y se le conoce
como teorema de Moivre-Laplace. Esto es una muestra de que en la constitucién de un
concepto en la mayoria de casos participan varios pensadores, a pesar de que se le atribuye
a un solo autor, es lo que sucede con el concepto de distribucion normal, se le atribuye a
Moivre, pero si no fuera por el trabajo que dejo Bernoulli, tal vez no hubiese realizado su

trabajo.
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e El trabajo que realizd Moivre y Laplace, con respecto a la aproximacion de la distribucion
binomial por la normal, se considera importante en la teoria de la probabilidad, ya que
condujo al primer teorema central del limite, el cual es muy importante ya que este permite
hacer aproximaciones de otras distribuciones a la distribucion normal, cuando la muestra
es muy grande.

e La distribucion normal es un concepto que continud con su desarrollo despues de los
aportes de Laplace. Esta distribucion se empezé a utilizar como herramienta en ciencias
como la sociologia, la psicologia, la biologia incluso la genética, autores como Quetelet,
Peirce, Galton que no eran matematicos la utilizaron para explicar los resultados de sus
estudios, desde ese entonces se empez0 a utilizar el término normal, para esta distribucion,
pues se podia observar que muchos fendmenos o casos de la vida real se modelaban con
esta distribucién, y se podia concluir que era algo normal.

e Francis Galton fue un pensador que aportd a diferentes disciplinas, se dedico realizar
estudios sobre la herencia, genética, biologia, botanica, etc. Utilizo métodos estadisticos
para verificar los resultados obtenidos en sus investigaciones. Ide6 un dispositivo conocido
como el quincux, que le permitia probar el comportamiento de sus investigaciones, este
aparato modelaba la distribucion binomial, la distribucion normal y se utilizé para
demostrar el teorema del limite central. Este es un gran aporte a la estadistica ya que Galton
logré pasar de lo tedrico a lo fisico (Palpable, Sensible), ideando una maquina que le
permitio probar sus estudios ya que su fuerte no eran las matematicas. Ese dispositivo era
parecido a un experimento o ensayo de Bernoulli, al lanzar una bola o un disco, tenia dos

opciones para continuar su camino, hacia la izquierda o derecha, el lanzamiento de cada
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bolita es un evento independiente, al realizarse muchos lanzamientos el resultado que se
obtiene es parecido a la distribucién normal.

La distribucion normal se puede abordar desde la educacion bésica, aunque no es un
concepto plasmado en los entandares de competencias matematicas, se puede introducir en
la educacion basica usando el quincux, pues ya se ha mostrado la importancia de esta
distribucion. La ensefianza de este concepto se puede llevar a cabo de forma intuitiva
dejando de lado la parte formal (calculo), para que el estudiante comprenda algunas
propiedades de esta distribucion, y pueda tener una idea acerca de la distribucién normal,
y tal vez cuando se le ensefie en los estudios de pregrado o superiores la comprenda con
maés facilidad.

La realizacion de este trabajo dejé como resultado, dos ponencias, la primera se denomina
Aproximacion Historica a La Constitucion de La distribucién normal, presentada en el
Enhem V, que tuvo lugar en la universidad externado de Colombia, en Bogota, los dias 4,
5y 6 de noviembre de 2015. La segunda titulada Aproximacion al origen de la distribucion
normal, via Probabilidad, en el segundo encuentro de educacién estocastica los dias 10,

11y 12 de agosto de 2016 en la ciudad de Bogota.
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