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Resumen

Dada una variedad Riemanniana suave (M, g) n—dimensional, n > 3, cuya frontera OM es
la unién de dos componentes conexas (OM); y (0M ), se plantea el problema de prescribir
tanto la curvatura escalar como la curvatura media de la frontera. El problema de estudio
consiste en demostrar la existencia de una métrica g puntualmente conforme a la métrica
g de tal manera que la curvatura escalar con la nueva métrica sea R = 0 y la curvatura
media sobre la frontera h; sea constante sobre cada una de las componentes conexas (OM);
para i = 1,2 con hy #* hs. El problema es equivalente a encontrar una solucién positiva

- 4 ., o
suave u de tal manera que g = un-2¢g donde u es soluciéon del problema de valor inicial

Au — ﬁ]{(g)u =0, en M
Bt 252 (g)u = 252hauE, sobre  (9M), o

g_z 4 ”T—2h2(g)u = n=2 B2uﬁ7 sobre (OM )y

donde R es la curvatura escalar de M, hq, hs son las curvaturas medias de las componentes

conexas (OM )y, (OM)s de OM y n es el vector normal con respecto a la métrica g.
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En el trabajo de investigacion se demostré la existencia de soluciones para el problema

subcritico
Au — 4(’;—__21)R(g)u =0, en M,
B+ M n(ghu="32hut™!, sobre  (OM),, @
by + "pthalgyu = *32haur, sobre  (9M)s,

donde 2 < g < %

Adicionalmente mostramos que el cociente de Sobolev en el exponente critico Gg (M)
esta acotado superiormente por el cociente Gy ;(R"} ). Este resultado junto con los resulta-
dos obtenidos para el problema subcritico 2 son fundamentales para resolver el problema

critico.
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Introduccion

En 1984, R. Shoen [18] mostré que una variedad compacta sin frontera es conformemente
equivalente a una variedad con curvatura escalar constante. Este teorema es conocido
como el problema de Yamabe porque Yamabe [22] en 1960 crey6é haber resuelto éste
problema. En su demostracion usé técnicas de ecuaciones diferenciales elipticas y calculo
variacional. En 1968, Trudinger [21] descubri6 un error en la prueba, lo que generé una
gran investigacién en el tema. En 1984, Schoen [18], después de los trabajos de Yamabe
[22], Trudinger [21], y Aubin [1], complet6 la prueba del asi llamado problema de Yamabe.
Después del problema de Yamabe, Escobar se planteé una pregunta similar en variedades
con frontera: Dada una variedad Riemanniana compacta y con frontera M, n > 3, existe
una métrica conforme con curvatura escalar constante en M y curvatura media constante
en OM?. Este problema llamado el Problema de Yamabe para variedades con frontera

fué resuelto por Escobar en [6] en el ano 1992.

Dada (M™, g) una variedad Riemanniana compacta n—dimensional con frontera y n > 3,

4/(n—2)

sea § = u g una métrica conforme a la métrica g. La relacién entre la curvatura

escalar de la métrica g, R(g), y la curvatura escalar de la métrica g estd dada por

4(n—1) Lu n—2

R(g) == n—9 unht2)/(n-2)’ L=A- mR(g)a (3>

donde A es el operador Laplaciano calculado con respecto a la métrica g. La relacion

entre la curvatura media de la frontera de M, M, con respecto a la métrica g, h(g), y la
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curvatura media de M, con respecto a la métrica g, h(g), estd dada por la ecuacion

N 2 Bu 0 n-—2
h(g) - n— Qun/(n,ma B= 0_77 + 92

h(g) (4)

donde 07 es la derivada normal exterior calculada con respecto a la métrica g.

Dicho problema resulta equivalente a la existencia de soluciones positivas de un sistema
de dos ecuaciones en derivadas parciales semilineales, la primera eliptica en el interior de
la variedad y la segunda del tipo condiciéon de Newmann en la frontera de la misma en el

caso de variedades con frontera.

En [6], Escobar mostré que toda variedad Riemanniana compacta con frontera es confor-
memente equivalente a una con curvatura escalar constante y curvatura media cero sobre
la frontera. Para probar ésta equivalencia, demostroé la existencia de una solucién positiva
suave a una ecuacion diferencial parcial semilineal eliptica con una condicién lineal de
frontera.

Maés precisamente, mostré que para toda variedad Riemanniana compacta (M™,g), el

problema:

Au — _481:21).R(g)u + 4(7111—_21))\u(n+2)/(n72) —0, en M

(5)
3_15 + 222h(g)u = 0, en OM
tiene una solucion positiva suave, donde A es una constante cuyo signo depende de la clase

conforme de la métrica g.

Posteriormente, Escobar en [11] demostré la existencia de una funcién positiva suave
definida sobre M que satisface las ecuaciones 3 y 4 con R(g) y h(g) constantes. Con el fin
de mostrar la existencia de dicha métrica demostré que existe una solucién positiva suave

al problema

Au — 4&:21)R(g)u + D=2 =0 en M ©)

g—z + 22h(g)u = pu/ "2, en OM
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Introduccién

donde X\ y p son constantes. Mas ain, Escobar logré demostrar que la ecuacién 6 tiene
solucién positiva suave en la norma H! que tiende a la solucién minimal del problema 5,

probado en [6].

Esta investigacién tiene como objetivo principal contribuir a la resolucion del problema de
deformacion conforme de métricas sobre una variedad Riemanniana M, de la métrica g a
una métrica § = u* 2 g con curvatura escalar R plana y curvaturas medias constantes
hi, ha, con hy =+ hs sobre (OM); y (OM)y respectivamente. Para ello tomamos como
referencia bibliografica el articulo Conformal Deformation of a Riemannian Metric del
profesor J. Escobar ([11]).

Mas especificamente, enunciamos nuestro problema a continuacién.

PROBLEMA: Dada una variedad Riemanniana n—dimensional compacta con fronte-
ra OM compuesta por dos componentes conexas (OM); y (OM)y con n > 3, queremos
demostrar las existencia de una métrica conforme a g con curvatura escalar cero y curva-
turas media constantes b, d sobre cada componente conexa de la frontera. El problema es
equivalente a encontrar una solucion positiva suave del problema de valor inicial no lineal

sobre M
Au — ﬁR(g)u =0, en M

3—5 + 220 (g)u = Sbqui™, en  (IM), (7)
2 4 12, (g)u = ddgui!, en (M),
donde A es una constante cuyo signo depende de la clase conforme de la métrica g, R es

la curvatura escalar de M, hq, ho son las curvaturas medias de las componentes conexas

(OM)1, (0M)s de OM 'y On es el vector normal con respecto a la métrica g.

Si g = u™ g, de las leyes de transformacién 3 y 4 resulta M con curvatura escalar

R = 0 y frontera con curvaturas medias constantes h; = 2ﬂ y hy = %

— sobre cada

componente conexa con respecto a la métrica g.
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Con el fin de resolver éste problema, se define para u € C*(M) la energia de u, £(u), por

-2
E(u) = / [Vul*dv + e / Ru*dv + / hyu*do + / hou?do
M 4n—1) Sy (OM), (OM)s
donde dv y do representan la medida Riemanniana sobre M y M inducida por la métrica

g. Se estudia la funcional E restringida al conjunto

Cgbd:{uecl(M):a/ |u\p—|—b/ ]u\q—i—d/ ]u\qzl}
7 M (OM)1 (OM)2

donde: 6 a > 0 y b,d son nimeros reales 6 a = 0y b > 0. Los ntimeros p = 2n/(n — 2)
y ¢ =2(n—1)/(n — 2) son criticos para el Teorema de Encaje de Sobolev. En efecto, los
encajes H' (M) — LY(M),y H\(M) — L%(OM) son compactos para 1 < p < 2n/(n — 2)
yl<g<2n—-1)/(n—2).

En éste trabajo mostramos que para 1 < g < 2(n — 1)/(n — 2), el funcional F tiene un

minimizador suave positivo con energia G, ,(M), donde
Gopa(M) =inf{E(u) : u € Cf, 4}

dicho minimizador es una solucion del problema subcritico 2.
Cuando ¢ = 2(n — 1)/(n — 2) demostramos que G§ ,(M) estd acotado superiormente por

el cociente de Sobolev G ,(R'}).

Este trabajo esta organizado como sigue: en el capitulo 1 se presentan algunos conceptos
basicos de Andlisis Variacional, Ecuaciones Diferenciales Parciales y geometria Riemma-
niana como soporte tedrico del trabajo. En el capitulo 2 se definen los cocientes de Sobolev
Goa(M), G§, (M) y Gop(M) y demostramos que G, (M) estd acotado superiormente
por Go(R" ). Finalmente, en el capitulo 3 probamos la existencia de una solucién positiva

suave para el problema subcritico 2.
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Capitulo 1
Preliminares

En éste capitulo presentamos algunos conceptos basicos de Analisis Variacional y Ecua-
ciones Diferenciales Parciales siguiendo el libro Postmodern Analysis de Jiirgen Jost [23]
y algunos conceptos de Geometria Riemanniana siguiendo el trabajo de investigacion de

Carolina Garcia [24] que seran empleados en el desarrollo de éste trabajo.

1.1. Analisis Variacional y Ecuaciones Diferenciales
Parciales

Empezamos ésta seccion definiendo qué es un espacio de Hilbert y un espacio de Sobolev.
Ademas de enunciar buenas propiedades de éstos espacios que los convierten en candida-

tos para buscar soluciones de nuestro problema.

Recordemos que un espacio de Banach es un espacio vectorial normado, el cual es completo
bajo la métrica asociada con la norma. Por ejemplo, el espacio [P es un espacio de Banach

para 1 < p < oo.



Definicién 1.1 Un espacio real (complejo) de Hilbert H es un espacio vectorial sobre

R(C) dotado con un producto escalar
(.): Hx H— R(C)

con las siguientes propiedades

1. (z,y) = (y,x)((z,y) = (y, ) respectivamente) para todo x,y € H.
2. (M1 + Ao, y) = Ai(21,9) + A2(22,9), VAL A2 € R(C), 21,20,y €H.
3. (x,x) > 0 para todo x # 0, v €H.

4. H es completo con respecto a la norma ||z|| := (z,2)Y/2, ésto es, toda sucesion de

Cauchy converge a un punto limite en H en la norma || - ||.

Ejemplos de espacios de Hilbert son:
1. El espacio L*(U) con el producto interno (f, g) = [, f(

2. Los espacios de Sobolev W*2(U) con

(Fweowy = 3 [ Daf(@)- Dagla)da

la|<k

donde U es un subconjunto abierto de R™.

Definicién 1.2 Asuma U un subconjunto abierto de R", y 1 <p<oo. Si f:U — R es
medible, se define

(fU|f\pd:L')1/p st 1<p<oo
| fllzr(wy =

ess supy|fl, st p=o0

El espacio lineal de todas las funciones medibles f : U — R tales que || f||Lr@y < o0 se

denota por LP.



Capitulo 1. Preliminares

Notemos que, para 1 < p < oo, LP(U) es un espacio de Banach.

Teorema 1.1 Si (f,,)nen converge a f en LP entonces una subsucesion de (f,) converge

puntualmente a f casi en todas partes (c.t.p).

Definicién 1.3 Sea H un espacio de Hilbert. Decimos que (x,)nen CH es débilmente

convergente a v €H si (x,,y) — (z,y) para todo y € H. En simbolos, x, — x.

Como |(zn,y) — (x,y)| < ||xn — | - ||y|| por la desigualdad de Schwarz, una sucesién
(Zn)nen que converge en el sentido usual es también débilmente convergente.
Sin embargo, una sucesién débilmente convergente no necesariamente converge en el sen-

tido usual como se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 1.2 Toda sucesion acotada (T,)nen en un espacio de Hilbert tiene una subsu-

cesion débilmente convergente.

Definicién 1.4 Semicontinuidad Inferior.
Sea X un espacio métrico, x € X. Una funcion f : X — R es llamada semicontinua
inferiormente en x si para todo ¢ € R con ¢ < f(x) existe una vecindad U de x tal que

para todo y € U, ¢ < f(y).
Teorema 1.3 Si (,),en converge débilmente a x, entonces
||| < liminf ||z,]|.
n—oo

Por tanto, (x,)nen converge a x precisamente cuando ésta converge débilmente a = y
ademads

) = Jim ]|

(Por tanto, la norma es semicontinua inferiormente con respecto a la convergencia débil.)



Teorema 1.4 Toda sucesion débilmente convergente (x,) CH es acotada.

Teorema 1.5 Si X es un espacio de Banach y E € C'(X) es acotada inferiormente,

existe una sucesion {x,} C X del funcional E tal que

E(zp,) — i%fE cuando  m — 0.
Diremos que {x,,} es una sucesion minimizante.
Definicién 1.5 Para k =0,1,2,3...,00 se define

Co(Q) := {f € C*(Q) : suppf CC Q.

Las funciones ¢ € C§°(£2) se denominan funciones de prueba.
Existe una estrecha relacién entre los conjuntos C¥(2) y LP(Q) que se enuncia en la

proposicion siguiente.
Proposicién 1.1 C§°(R2) es denso en LP(2) para 1 < p < oo.

Diremos que dos funciones f, g son iguales en L?(Q) si son iguales casi en todas partes,

esto es, si m({f # g}) = 0.

Proposicién 1.2 Sea f € L*(Q). Suponga que para toda ¢ € C3°(S2) se tiene

| @@ =o.
Entonces f = 0.

A continuacién introducimos el concepto de derivada débil, el cual juega un papel impor-
tante en el desarrollo de nuestro problema.

Las derivadas débiles son introducidas a partir de la férmula de integracion por partes.
Los espacios de funciones que estdn en LP junto con ciertas derivadas débiles son lla-
mados espacios de Sobolev. El teorema de Encaje de Sobolev dice que tales funciones
son continuas si sus derivadas en el sentido débil satisfacen propiedades de integrabilidad

suficientemente fuertes.



Capitulo 1. Preliminares

Lema 1.1 Sea €2 un subconjunto abierto de R", 1 <1¢ < n. Para toda ¢ € C&(Q) se tiene

Op(2) ,

, =0.
Q 8$Z v

Del lema anterior se deduce que para f € C'(Q), ¢ € C}(Q), (y asi fo € CL(Q)),

/933{1( /f 8351

usando la regla del producto para diferenciacién.

Por iteracién se obtiene para f € C?(2), p € C2(9),

5 f(x) _rof o@)
/Q e == [ S5 @) e / fl )d,

y sumando sobre ¢ finalmente se obtiene

[\

[ areta)ds =~ [ gradf(e) - sradp(e)ds = [ fla)Apla)da
Q Q Q
donde el punto - de la integral del medio denota el producto escalar en R".

Definicién 1.6 El conjunto de funciones localmente integrables se define por

Ll

loc

Q) :={f: Q= RU{Foo}: fe L) para todo Q' CC Q}.

Las formulas anteriores se usaran como una motivacién para introducir un concepto de
diferenciacion para funciones que no necesariamente son diferenciables en el sentido clési-

CO.

Definicién 1.7 Sea f € L} (Q). Una funcidn v € L}, (Q) es llamada la derivada débil

de f en la direccion x'(x = (2%, 2%, ..., 2") € R") si

/Q (@) p(x)dr = — /Q f(x)agg)dx

para toda ¢ € CY(Q) y se denota por v = D;f. si f tiene derivada débil para todo
i=1,2,...,n, se escribe Df = (D1f, Daf,.., D, f).

5



Obviamente, si f € C1(Q), entonces f tiene derivadas en el sentido débil, a saber

of
3@» .

Sin embargo, existen funciones que tienen derivadas en el sentido débil, pero no estan en

D f =

C(9Q). Por otra parte, no toda funcién en L}, () tiene derivada débil.
Ejemplo 1.1 Sean Q2 = (—1,1) CR y f(z) = |z|. Entonces f tiene derivada débil

1, st 0<z <1
Df(z) =

~1, si —1<z<0,

ya que para toda ¢ € C5((—1,1)) se tiene

/0(_<P($))d$ + /01 o(z)de = — /_l o' (x) - |z|dx.

—1 1
Ejemplo 1.2
1, 1 0<z<1

flz) =

0, st —1<x<0,

no tiene derivada en el sentido débil, pues D f(x) deberia entonces ser cero para x # 0 y

1
loc

por tanto, por ser una funcion en L; ((—1,1)), Df = 0. Sin embargo, no se cumple para

toda p € C}(—1,1) que

0= [ o) -var =~ [ Gty =~ [ fae= o0

1 1

El concepto de derivada débil en orden mas alto se define de forma analoga.

Definicién 1.8 Sea f € L (Q), a = (a1, q9,...;q), a; > 0 (1 = 1,...,n), |a| =

Z?:l oy > 0;
Doy = (—8 ) (_8 ) e Cll(Q)
ap = o1\ ppara @ .

1

1oe(§2) €s llamada la a—ésima derivada débil de f, en simbolos v = D, f

Una funcion v € L
st

/ pudr = (—1) / [ Dapdz Vo e C(Q).
Q Q
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Definicién 1.9 Para k € N, 1 < p < oo, se define el espacio de Sobolev W*P(Q) por
WHhP(Q) :={f € LP(Q) : Dof existe y estd en LP(Q)para todo |a| < k}. Definimos

HfHWth>>—(§Z:]£LDafV)

o<k

3=

para 1 <p < oo

[ fllwroo () = Z esssup | Do f()].

I
Los espacios Wk P(Q) son espacios normados. M4s atin, veremos que los espacios W?(£2)

son espacios de Banach.

Definicién 1.10 H*?(Q) es la clausura de C=(Q) "W P(Q) y Hy?(Q) es la clausura de

C5(2) con respecto a la norma de WP,

Por tanto f € HY?(Q) cuando existe una sucesion (f,)nen C C°(Q) tal que
lm || f = fllwer@) = 0.
n—oo

Proposicién 1.3 Sea 1 < p < 0o,k € N. El espacio W*P(Q) es completo con respecto a

la norma || - ||yr», por tanto es un espacio de Banach.
Proposicion 1.4 Sea 1 < p < 00,k € N. Entonces
Wk?(Q) = H*(Q).

Enunciamos a continuacién un importante teorema en espacios de Sobolev denominado

Teorema de Encaje de Sobolev.

Teorema 1.6 (Teorema de Encaje de Sobolev).
Sea M una variedad Riemanniana compacta n—dimensional y f € H"(M). Entonces
parap <mn
fe L (M).

Mds aiin, existe una constante ¢ = c(p,n) tal que para toda f € H"P(M)

171, 22y < CADF sy pora <.



El teorema 1.6 muestra, entre otras cosas, que para p < n el espacio H'?(M) est4 enca-
. . . _np_ , . . ., . . .
jado continuamente en el espacio Ln—7 (M), ésto es, existe una aplicacién lineal inyectiva
acotada

.o7lp s

i: HP(Q) — L»»(Q).
Recordemos que una aplicacién lineal continua es compacta si la imagen de cada sucesion
acotada contiene una subsucesion convergente.
Recordemos también que para una variedad Riemanniana compacta n—dimensional M,

existe un encaje continuo
j:L'(M)— LYM) para 1 <¢g<r <o

En particular, existe un encaje continuo

np

joi:HY(M)— LYM) para 1< q< .
n—p

El teorema de compacidad de Rellich-Kondrachov que enunciamos a continuacion establece

que éste encaje es compacto para 1 < g < n"Tpp.

Teorema 1.7 Sea M una variedad Riemanniana compacta n—dimensional. Entonces pa-

rap <n,1 <q< n”Tpp yp>mn, 1 < q < oo, respectivamente, el espacio HP(M)

estd compactamente encajado en LY(M).
Resulta a partir de éste teorema que si (fy,)nen C HY2(M) es acotada, ésto es,

||fn||W172(M) S K7

entonces (f,,) contiene una subsucesién convergente en la norma de L? y por tanto una

subsucesion que converge puntualmente casi en todas partes.

Presentamos a continuacion algunos teoremas basicos del calculo variacional usados en el
trabajo. Entre ellos, el principio del maximo, el lema punto frontera de Hopf y el teorema

de regularidad de Cherrier.
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Definicién 1.11 (Operadores Elipticos de Segundo Orden).

Un operador diferencial de sequndo orden L, es un operador de la siguiente forma:

L= Z aij (@ 8@ 895] Z bi( axz (),

,j=1 i=1

donde a;;(x),b;(z) y c(x) son funciones continuas definidas en un conjunto abierto y
conexo €} de R™.

L es llamado uniformemente eliptico sobre ), si existen A, X > 0 tal que

Alg? > Z ay(2)6& > NEPP Vo € Q, VE€R" — 0. (1.1)

i,7=1
Ejemplo 1.3 Si consideramos a;; = 6,5, b; = 0 y ¢ = 0 para todo i,j =1, ...,n tenemos el
operador L = A. Observemos que este operador es uniformemente eliptico pues tomando

A =1 se tiene la desigualdad 1.1.

Ejemplo 1.4 L = A, ” 2 R donde

A, = ﬁaj(g” V90;) = ¢”0;0; + términos de orden inferior,

es uniformemente eliptico ya que la métrica g es una métrica Riemanniana definida po-

sitiva.

Teorema 1.8 (Principio Fuerte del Mdxrimo (6 Minimo)).

Sea L un operador uniformemente eliptico, c = 0 y Lu > 0 (Lu < 0) en un dominio Q
(no necesariamente acotado). Si u alcanza su valor mdximo ¢ (minimo) en el interior de
), entonces u es constante. Si ¢ < 0 y { es acotado entonces u no puede alcanzar un
valor mdzimo no negativo (6 minimo no positivo) en el interior de Q0 a menos que u sea

constante.



Teorema 1.9 (Lema Punto Frontera de Hopf).

Suponga que L es uniformemente eliptico, c =0 y Lu > 0 en Q. Sea xq € 0N tal que:

1. u es continua en xq.

ii. u(z) < wu(zg) para todo x € €.

iii. 00 satisface la condicion de esfera interior en xg, ésto es, existe una bola B C Q) con
Ty € 0B.

Entonces la derivada normal exterior de u en xg, si existe, satisface la desigualdad estricta

Sic <0 yc/\es acotado, se tiene la misma conclusion siempre que u(xg) > 0, y i

u(zo) = 0 se tiene la misma conclusion independientemente del signo de c.

Teorema 1.10 (Teorema de Regularidad de Cherrier).

Sea (M, g) una variedad Riemanniana compacta n-dimensional con frontera y n > 3,
HeC®Rx M), LecC®RxdM)yq¢ec HXM) funciones que satisfacen para todo
(t,2,y) €ER x M x M,

[H(t, )] < c(1+[t]") y [L(ty)| < e(1+ ¢,

donde v =24 y 1= —2(::21).

Supongamos que, para toda ¢ € HE(M)

/M (9(V, V) + H(,2)¢)dv(z) + / L(w, y)odo(y).

oM

Entonces 1) € C(M) 1y satisface

A+ H(p,x) =0 en M, (12)

g—i + L(¢,y) =0 sobre OM.

10
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1.2. Resultados basicos de Geometria

Una variedad diferenciable M dotada de una métrica Riemanniana ¢ se denomina variedad
Riemanniana (M, g). Dos métricas Riemannianas son conformemente equivalentes si una
se obtiene de la otra al multiplicar por una funcién positiva. A continuacién definimos

formalmente éste concepto.

Definicién 1.12 (Métrica Conforme). Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Se di-
ce que la métrica g es conforme a la métrica g, st g = fg, para alguna funcion f suave
y positiva de valor real definida sobre M. Estas métricas tienen la propiedad de preservar
dngulos, es decir si x € M y v,v" son vectores no nulos del plano tangente en z, (T, M),

entonces
g(v,v") _ g(v,0")
[g(v, v)]2[g(v, 0)]2 [go, v)]2[g(v", o)

La siguiente definicién extiende el concepto de derivada, en el sentido de establecer una

forma para derivar un campo vectorial con respecto a otro y de poseer caracteristicas
propias de la derivada como la linealidad. Denotaremos por X(M) el conjunto de campos
vectoriales de clase C*°(M) y por D(M) el anillo de funciones de valor real de clase

C>°(M) definidos sobre M.

Definicién 1.13 (Conexion Afin). Una conexion afin V sobre una variedad diferen-

ciable M es una aplicacion,
V:X(M)xX(M)— X(M)
denotada por (X,Y) — VxY que satisface las siguientes propiedades:
i. VixigvZ = fVxZ +gVyZ.
ii. Vx(Y+2)=VxY +VxZ.
iii. Vx(fY)=fVxY + X(f)Y,
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donde XY, Z € X(M) y f,g € D(M).

En la anterior definicién X (f) denota la derivada de f en la direccién de X.
A continuacién presentamos algunos ejemplos de conexiones afines sobre R” y variedades

en general.

Ejemplo 1.5 1. Siv € T,R" y Y es un campo vectorial sobre R"
Y tv) =Y
(D,Y)(z) = lim L& 1) = V(@)

t—0 t

es una conexion.

2. La conexion V de una variedad Riemanniana M™ de R se define a partir de la
conexion natural D de R™ y la métrica g inducida sobre M, considerando el campo

normal unitario N sobre M, como sigue
VxY = DxY — g(DxY,N)N = (DxY)".

3. Sean (,) el producto escalar usual sobre R® y S? la esfera unitaria. El espacio tangente
a S? en un punto x es naturalmente identificado con el subespacio vectorial de R® confor-
mado por todos los vectores ortogonales a x. Se sigue que, un campo vectorial Y sobre S?

puede ser visto como una aplicacion Y : S? — R3 que satisface
(Y,,2) =0,Vr € S%
Denote por dY la diferencial (matriz Jacobiana) de tal aplicacion. Entonces la formula
(V2Y)e = dYo(Zs) +(Zs, Vo)
define una conexion afin sobre S*.

Teorema 1.11 (Levi-Civita).
Dada una variedad Riemanniana (M, g), existe una tunica conexion afin V sobre M la

cual satisface las condiciones:
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i. VxY -VyX =[X,Y], (Simétrica)
ii. Xg(V,2)=9(VxY,Z)+ g(Y,VxZ), (Compatible con la métrica Riemanniana)

para todo X,Y,Z € X(M), donde [X,Y] = XY — Y X es el bracket de Lie.

De ahora en adelante, utilizaremos la notacién tensorial que permite escribir de forma
mas simple y compacta las expresiones que poseen sumas sin indicar explicitamente el

simbolo de sumatorias. Por ejemplo:

a'b; = Z a'b; = atby + - - + a"b,,.

i=1
Definicién 1.14 (Simbolos de Christoffel).

En un sistema coordenado (U, p) las funciones nyq definidas sobre U y dadas por

9
Vo, 0y =T\, donde 8 — a—z,

son llamadas coeficientes de la conexion ¥V sobre U ¢ simbolos de Christoffel.
La conexién de Levi-Civita satisface que,

0= [8p, 8q] = Vapaq — Vaqap = Vapaq = Vaqap = Féq = Fép.
Ahora, si g, = 9(0,,0,) se tiene

OGpq = Okg(Oyp, 0y)
apqu = apg(aqa ak)
8quk = aqg(apa ak)

9(Va,0p,04) + 9(0p, Vi, 0y) = Ficpgql + Ficqul-
9(V6,04,0k) + 9(0q, Vo,0k) = Th g + Thygar.
9(V0,0p,0k) + (0, Vo,00) = T gt + Tl

Sumando las dos ultimas ecuaciones y restando la primera, o btenemos una expresién
clasica para los simbolos de Christoffel de la conexién Riemanniana en términos de la
métrica g

1
Fi)qgkl = §[apqu + aquk - akgpq]'
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La matriz (gx,,) tiene una matriz inversa que denotaremos por (gkm) Entonces,

m 1 m
Iy = §[apqu + 0y Gpr — 8kgpq]gk :

Definicién 1.15 (Gradiente). Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Dados un campo
vectorial X € X(M) y una funcion f € D(M), se define el gradiente de f, Vf, como el

campo vectorial sobre M que satisface
9(Vf(p),v) =dfp(v), p€MuveT,M.

Si (21,9, -+ ,x,) es un sistema de coordenadas locales en M y {0y, -+ ,0,} es el marco

local inducido, entonces el gradiente de f estda dado en coordenadas por:
gradf =V f = ff0,,

donde f? = gPif,, pues por definicién f, = g(Vf,0,) = g(f0p,0y) = [P Ypq-

Utilizando la definicién de gradiente y las propiedades de la derivada direccional se puede

ver que si f y h son funciones diferenciables en M entonces

V(f+9)=Vf+Vh
V(f-g)=hVf)+ f(Vh)

(1.3)

Definicién 1.16 (Tensor). Un r-tensor T sobre una variedad Riemanniana M es una
funcion multilineal

T:X(M) % - x X(M) — C=(M).

.

VvV
rfactores

Definicién 1.17 (Hessiano). Sea (M, g) una variedad Riemanniana con conexion Levi-

Civita. Dada f € C*°(M) se define el Hessiano de f como el 2—tensor que satisface:
Hess(f)(X.Y) = g(Vx(gradf),Y).
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Proposicion 1.5 El Hessiano de f es la forma bilineal simétrica en T, M, dada por
Hess(f)(X,Y) = X(Yf) = (VxY)[,
donde XY € T, M y V es la conexion Riemanniana sobre M.

Observacién 1.1 En un sistema local de coordenadas

foq = Hess(f)(0p, 0y) = 9,(0yf) — (vﬁpaq)f = 0,(fq) — Fl;qakf = 0p(fq) — Flgqfk- (1.4)

A continuacién enunciamos un resultado que establece una forma explicita para calcular
la traza de un operador lineal adjunto a partir de su forma bilineal asociada y que serd de

gran utilidad en la definicion de laplaciano.

Proposicién 1.6 Sea (M, g) una variedad Riemanniana. St A : T, — M es un operador

lineal autoadjunto y B : T, M x T, M — R es la forma bilineal asociada, esto es,
B(X,Y) = g(A(X),Y).

Entonces la traza de A es igual a B(X,, X,)g"? con 1 < p,q < n, donde C = {X}} es una
base de T, M .

Definicién 1.18 (Laplaciano). Sea (M, g) una variedad Riemanniana. El laplaciano

de una funcion f suave sobre M, en simbolos, A,f, es la traza del Hessiano de f.
Por la proposicién anterior se tiene

Bgf = Frag™,

donde f,, son los coeficientes del Hess(f).

Por otra parte, de la ecuacién 1.4 resulta

Agf = [0p(fs) = Tyofilg"

Con el objetivo de definir la curvatura escalar de una variedad Riemanniana, enunciamos

los siguientes conceptos.
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Definicién 1.19 (Tensor de Curvatura). La curvatura de la conezion de Levi-Civita

es el 4—tensor definido por:
R(X, Y, Z, W) = g(—VXVyZ +VyVxZ + V[X,y}Z, W)
Denotaremos por R(X,Y)Z al vector =NV xVyZ +VyVxZ 4+ Vixy|Z.

Definicién 1.20 (Tensor de Ricci). La primera contraccion del tensor de curvatura

con respecto a la métrica g es llamado el tensor de Ricci y se denota por Ric(X,Y). Asi,

RiC(X, Y) = Z R<X7 Xpa Y> Xp)>
p

donde {X,} es un conjunto de campos ortonormales.

Observacion 1.2 Debido a la simetria del tensor de curvatura resulta que el tensor de

Ricci es un 2—tensor simétrico.

Definicién 1.21 (Curvatura Escalar). Definimos la curvatura escalar R como la con-
traccion del tensor de Ricci con respecto a la métrica g. Asi que, si localmente {X,} es

un conjunto de campos ortonormales entonces,
R= Z Ric(X,, Xp) = Z R(Xp, Xq, Xp, Xg) = ZQ(R(Xqu)Xpa Xy)-
p p,q pq

Definicién 1.22 (La Segunda Forma Fundamental). La sequnda forma fundamen-

tal es un 2—tensor simétrico definido para X,Y € X(OM) por
H(Xa Y) = 9(VX777 Y)7

donde n es el campo vectorial normal hacia afuera en la frontera de M.
Para un sistema local de coordenadas (xq,x2,- - ,,) alrededor de x € OM, denotaremos

los coeficientes de la sequnda forma fundamental asi:
H(@, 8]) — hij7
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paral <1,7 <n—1.

La curvatura media en x € OM estd definida por

A continuacion introducimos el concepto de sistema de coordenadas normales en un punto
p de una variedad Riemanniana dotada de una conexién afin simétrica. Este sistema local
de coordenadas simplifica considerablemente los calculos ya que los simbolos de Christoffel

de anulan en el punto.

Definicién 1.23 (Coordenadas Normales). Dado un punto x € M y un vector v €
T, M, existe una unica geodésica v, a través de x cuyo vector tangente es v. Si 7, :
(—e,e) = M es una geodésica parametrizada port, la curva ¢ : (—e/s,e/s) — M definida

por c(t) = ,(st), es también una geodésica. Mds ain, como ¢'(0) = sv entonces ¢ = 7gy.

La aplicacién exponencial, exp, : T, M — M esta definida por exp,(v) = 7,(1),Vv € T,M
tal que 1 pertenece al dominio de ,. Dado que 7,,(t) = 7,(st), se deduce que para cual-
quier v existe un numero s > 0 tal que vs,(1) esté definido, asi se puede demostrar que
exp,(-) esta definida sobre una vecindad del origen en T, M. Si escogemos una base or-
tonormal {v,} de T, M, podemos definir una funcién ¢ que asigne a (1, ...,x,) el punto
exp, (2, Tpvp). Estas coordenadas son también llamadas coordenadas geodésicas 6 nor-
males.

La utilidad que tiene usar un sistema normal de coordenadas se resume en la siguiente

proposicion.

Proposicion 1.7 En un sistema normal de coordenadas en x € M, las componentes del

tensor métrico en x satisface:
Gpg(2) = 0pg(z) ¥ Okgpy(x) =0 Vp,q,k=1,...,n (equivalente a F’;q(x) =0).

Como estamos interesados en estudiar el problema de deformacién conforme de métricas
en variedades con frontera, es necesario definir un sistema local de coordenadas para la

frontera de M, OM, el cual simplifique algunos calculos.
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Definicién 1.24 (Coordenadas Fermi). Sea M una variedad Riemanniana con fron-
tera OM de dimensionn >3, P € OM y (x1,...,x,-1) las coordenadas normales alrededor
de P. Sea y(x3) la geodésica que parte de (xq,...,xn—1) en la direccion ortogonal a OM y
estd parametrizada por longitud de arco. Las coordenadas (1, xo,x3) son llamadas Coor-

denadas Fermi.

Las coordenadas Fermi en P satisfacen gy =1y g, =0,Vi=1,2,....n — 1.
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Capitulo 2

Laplaciano Conforme y Cocientes de

Sobolev

Un problema fundamental de la geometria Riemanniana es la deformaciéon conforme de
métricas en variedades Riemannianas a una métrica con curvatura escalar prescrita k en
el caso de variedades sin frontera, o a una métrica con curvatura escalar prescrita k sobre
M vy curvatura media prescrita h sobre OM, en el caso de variedades con frontera. Una
métrica g es conforme a la métrica g si g = ¢g donde ¢ es una funcién positiva definida
en la variedad M.

El problema matematico resulta equivalente a la existencia de soluciones positivas de
una ecuacién semilineal eliptica en el caso de variedades sin frontera, o a la existencia de
soluciones positivas de un sistema de dos ecuaciones en derivadas parciales semilineales, la
primera eliptica en el interior de la variedad y la segunda del tipo condicién de Newmann

en la frontera de la misma en el caso de variedades con frontera.
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Dada (M™, g) una variedad Riemanniana compacta n—dimensional con frontera y n > 3,
sea § = u*/("2) Stri f la métri La relacié ]
g =1u g una metrica contorme a la métrica g. La relacion entre la curvatura

escalar de la métrica g, R(g), y la curvatura escalar de la métrica g estd dada por

4(n —1) Lu n—2

donde A es el operador Laplaciano calculado con respecto a la métrica g. La relacion

R(g) = -

entre la curvatura media de la frontera de M, M, con respecto a la métrica g, h(g), v la

curvatura media de M, con respecto a la métrica g, h(g), estd dada por la ecuacion

N 2 Bu 0 n-—2
W) = — ey B—3_77+ 5 hl9)

(2.2)

donde 07 es la derivada normal exterior calculada con respecto a la métrica g.
El operador L definido en M se denomina operador laplaciano conforme y B es el operador
de frontera sobre M. Denotamos por (L, B) al operador L con respecto a la condicién

de frontera B.

Sea M una variedad Riemanniana compacta n—dimensional con frontera M compuesta
por dos componentes conexas (OM); y (OM)q, n > 3. Nuestro propdsito es encontrar una

4/("=2)g con curvatura escalar R plana y curvaturas medias constantes Ay,

métrica § = u
hs, con hy + hsy sobre (OM)y y (OM)s respectivamente. Denotemos por M el espacio de
todas las métricas Riemannianas suaves sobre M. Para g € M, denotamos por R(g) la
curvatura escalar de g y por h;(g) la curvatura media de (OM);,i = 1,2 con respecto a la
métrica g.

Recordemos que en dimensién dos el célebre teorema de Gauss-Bonnet establece que en

una variedad Riemanniana compacta orientable con frontera la curvatura de Gauss total

mas la curvatura geodésica total de la frontera es igual a 2wy (M) :

27rx(M):/MKdv+/angda.
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Para n > 3 se define el funcional de curvatura escalar total + curvatura media total por

n—2

L, m@dota) s 5= [ atpaeto)
1 2 (2.3)

donde dv y do representan la medida Riemanniana sobre M y OM inducida por la métrica

n—2 n—2

Flo) = o= [ Floivls) +

g.

Sea g € M una métrica fija y sea F la restriccion de F' a la clase conforme de g. Es
posible demostrar que el minimo de dicha funcional sujeta a determinada restriccién es
un multiplo de la solucién del problema 2.

Sea g en la clase conforme de la métrica ¢, entonces g puede escribirse como g = u* (™2,

donde u es una funcion positiva suave definida sobre M. Es posible reescribir el funcional
F cuando se restringe a la clase conforme de g. Con el fin de hacer ésto, observe que las
medidas Riemannianas sobre M y dM inducidas por la métrica g, dvg, y dog, respectiva-

mente, satisfacen que dvg = u*""=2dv y dog = u*"~1/ ("2 g

Usando las ecuaciones 2.1 y 2.2 y utilizando integraciéon por partes encontramos que
F(g) = F/"g) = B(u)
donde
n—2

-2 -2
B = [ (wupao+ 2= [ peans P22 [ atae + "2 [ s
M 4n—1) Ju (OM); (OM)2

(2.4)

Sean a > 0 y b, d numeros reales. Definamos el conjunto C*{ , por

{UGCOO(M),u>O,a/ updv—i-b/ uqda—l—d/ uqdazl},
M (OM); (OM)2

donde2<p<2n/(n—2)y2<¢g<2n-1)/(n—-2).
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Observe que la energia estd definida para toda funcién v € C'(M) y que E(u) = E(|u).

Por ésta razoén, redefinimos el conjunto C*7/ , por

{u € CI(M),a/ \ulPdv + b/ lul?do + d/ |u|?do = 1} :
M (0M)1 (0M)2

P.q P.q .
En Oy, se define Ga,bd(M) como el cociente

G’éjz,d(M) = inf E(9)

= inf E : c C’pvq )
peC\ (M) an |ulpdv + bf((,;)M)1 luldo + df(aM)Q |u|7do {E(): ¢ mb’d}
70

Observe que, para p = 2n/(n — 2), Q(M,g) = Gio0(M) y para ¢ = 2(n — 1)/(n — 2),
Q(M,0M) = Go11(M).

Con el fin de ver que el conjunto C?{ , es no vacio demostramos el siguiente lema:

Lema 2.1 Sea Fp : [0,00) — R definido por
Fp()) = AN’ + BXY,

dondep>q>1yA>006A=0yB>0. Entonces la ecuacion Fg(\) = 1 tiene una

unica solucion positiva.

Demostracion. La funcién Fg satisface que F(0) = 0y limy . F(A\) = co. En virtud de
que Fp es continua, el Teorema del Valor Intermedio garantiza la existencia de un Ay > 0
tal que Fip(Ag) = 1. Si A = 0 la proposicién es clara. Si A > 0, para demostrar la unicidad

estudiemos los intervalos de crecimiento y decrecimiento de Fiz en dos casos:

Caso 1. B > 0. Entonces

Fp(\) = pANTt +¢BA1 >0

y F(A) =0 solosi A = 0. Por lo tanto, el valor de \g € [0,00) para el cual

Fg(X\o) =1 es tnico.
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Caso 11. B < 0. Entonces

o . —qB\ 7
Fz(A)=0 siysdlosi A=0 6 )\:(p—A) :

Por otro lado, note que

—qB ﬁ —qB P —qB =
— =Al—= B|—— 0
FB((M) > (pA> i (pA> -

en donde se tuvo en cuenta que p >¢q > 1y % > 0.

Adicionalmente se tiene,

1
_B\ i
Fg(A)=0 siysélosi A=0 6 )\:<7> :

! 1

Como <_;#AB> T (’TF) »=4 ge concluye del andlisis andlisis anterior que:
Fg\, en [O, %f)
Fz 7~ en [;J—AB, oo)
Por tanto existe un tnico \g > 0 tal que Fg(\g) = 1 tal y como se queria demostrar.

Observacién 2.1 Para toda uw € C*'(M), por el lema anterior existe un tnico nimero

positivo \ tal que Mu € CUy ; siempre que p > q.

P,q ! 4 !,
En efecto, Au € Oy ; sty slo si:

a/ |>\u|p+b/ |)\u]‘1+d/ Dl = 1
M (OM), (OM)2

av/ |u|p+w/ |u|q+cw/ uf? = 1;
M (OM), (OM)2

Fp(\) = AN + BX = 1;

donde A=a [y, |[ulP y B=0b [0 [ul?+d [, [ul
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Observacion 2.2 Note que si en la observacion anterior a = 0 y b, d son numeros reales

positivos, entonces existe un dnico nimero real positivo A tal que Au € Cf, .

En lo que resta de ésta seccién tomaremos ¢ = 2(n — 1)/(n — 2) y denotaremos por (g,

a ., De igual forma escribiremos G , (M) en vez de Gy, ,(M). Asi,

, E(o )
CoalM) = s - 70~ oo EO)
(0 Jion, luledo) b

y
Cly(M) = {6 C'OD) b [ Jolrdo = 1),
(0M)
Sea R? = {(z,t) : * € R* ¢ > 0} el semiplano superior n-dimensional del espacio

Euclideano. Cuando M = R} esta dotada con la métrica Euclideana, la curvatura escalar
es cero, y JR’ tiene curvatura media cero. Por tanto el cociente de Sobolev G, (R’ )
toma la forma

|V<p|2dxdt> :
i

GL (R") = inf /
O’b( +) 0€Cop(RY) ( R
donde

Cop(R™) = {gb e C®(R) : b ( ¢<<n—2>)da> — 1} .

OR™
A continuacién demostraremos que Gy ,(M) esta acotado superiormente por el cociente

de Sobolev Gg,(R?)
Proposicién 2.1 Sean b > 0 y (M, g) una variedad Riemanniana con frontera. Entonces

00(M) < GG, (RY).

n=2 (n—2)

St a = b D

Lema 2.2 Dados e > 0 y b > 0, sea u(z,t) = a(

2(n—1)
b/ u 2z =1,
OR™
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Demostracion. En [10] J. Escobar demuestra que la funcién

n—2

c nr
= >0
¢ ((6—|—t)2+ |as—:1:0|2) &

resuelve el problema

A¢p =0, en RT.

% + (n —2)¢p™ (=2 = 0, en ORY.

Asi, la funcién u(z,t) = a¢(z,t) es solucién del problema

Au =0, en R?
(2.5)
9u 4 o 2D (p — 2)u/("2 =0,  sobre OR"
2(n—1)
Un célculo directo demuestra que |, ogn @ 7D = 1.
¥

Por tanto, si u = ag¢:

2(n—1
U ((n—2)) . . _2(n—1) 2(n—1)
— =1 implica o 2 u 2z =1
oR7 N IRTY

. _2(n=1)
Si tomamos b= a~ »-2 tenemos u € Cy(R") tal y como se deseaba demostrar.

Demostracion Proposicion 2.1

Dado € > 0, exhibiremos una funcién ¢ € Cy;(M, g) tal que E(p) < Gop(R7) + €. Para
e > 0, la funcion u definida en el lema 2.2 es bajo traslaciones en la variable x, la tinica
solucién positiva del problema 2.5 en H'(R™), (ver [10]).

Multiplicando la ecuacién 2.5 por u e integrando por partes obtenemos:

0
ou, _ / Vul? = 0. (2.6)
OR™ an R?
En OR"} se tiene que g—z = Vu -1, donde n = —e,, = (0,0,--- ,—1) es el vector normal
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unitario exterior. Por tanto, g—;; = —%, y al reemplazar en 2.6 obtenemos:

(n— 2)04("_—22) / w2y — / |Vul? = 0;
oR™ R

n
+

—92 2(n—1) 2
(n—2)a®™=2 u =2 — |[Vu|=0
oR™ R

n
+

Asi que

— 2(n—1)
/ |Vul? = (n — 2)04“17_22) / u =2 (2.7)
Rn oR™

Usando la invarianza conforme de la métrica (ver Proposicién 1,1 en [10]), cambiamos la
métrica g dentro de su clase conforme a una métrica que posea buenas propiedades en
una pequena vecindad de un punto frontera. Para ello, sea ; la primera funcién propia

del problema:

Apr = 5 R(9)pr + i1 =0, en M .

88—“21 + 222h(g)p1 = 0, sobre OM

Es bien conocido que ¢; > 0 sobre M, (ver [6]). La ley de transformacién 2.2 para la

4/(n—2)

métrica conforme g; = ¢, g implica que la curvatura media de OM con respecto a la

métrica g; es cero. en efecto,

2 1 opy n—2

Es posible cambiar ain mas la métrica de manera tal que la curvatura sea nula en una
pequena vecindad de un punto frontera. En efecto, sea v > 0 una solucién del problema
lineal Lv = 0 sobre U (donde U es una pequena vecindad de un punto frontera) que

satisface la condicién g—:; = () sobre U N oM.
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Con la métrica § = v/ 2 g, = (v)¥ ("2 g se tiene:
. —4(n-1) 1 n—2 —4(n—1)
R(g) - n_92 ymt2)/n-2) (AU - mR(gl)U) = ﬂ[ﬂ] =0 en U.

. 2 1 ov n—2 2 1 oOv 1

ya que h(g;) = 0 sobre OM y g—z =0en OUNOM.

Extendemos v a M de tal forma que v > 0. Sea 0 un punto en M. Sean (21, o, -+ ,Tp_1)
las coordenadas normales sobre dM en el punto 0.

Sea 7(t) la geodésica que sale de (z1,xs, -+ ,x,_1) en la direccién ortogonal a OM vy
estd parametrizada por longitud de arco. Entonces (21, xs,- - ,z,_1,t) definen las llama-

das coordenadas Fermi alrededor de 0 € OM.

Sea pg un nuimero positivo pequenio. Considere la semibola y el semianillo:

Bl =BH(0) ={(x,t) - af + a3+ +a)_, +1* > pj,t >0}
A;—O = B —B;J

2po

Considere ademés una funcién (s) decreciente y suave a trozos con variable |s| que
satisface ¢/(s) = 1 para [s| < po, ¥(s) = 0 para |s| > 2po y [/(s)| < py " para py < [s] <
2p0.

Sea ¢ la funcién test definida sobre M como ¢(z,t) = u(z,t)1(s), donde s* = 23 + -+ +
Ty g+t

Calculamos F(¢) como una suma de la energia sobre B,;; y A;ro. En coordenadas Fermi,

la métrica es Euclideana hasta el primer orden, por lo tanto:

/ Vl2du, < / Vp|2dwdt + ¢ / (2, 0)|| V| 2dardt (2.9)
+ + +

PO BPO BPO
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donde Vo> =i + -+ 92, o= 52, i=1,2,--- ,n—1y g, = §7.
Sobre B;ro, ¢ = u. Por tanto, al multlphcar la ecuacion 2.5 por u e integrar por partes
obtenemos:
/ uAu =0
B,
Asi,

/ \Vu|2:/ u%
B, 9By, on

Aqui las cantidades son tomadas con respecto a la métrica Euclideana.

Sabiendo que

o , (n=2)/2

u(x,t) = —(n—2)a T — X9, +1),

0 = A e Y

si |zo| < po entonces ¢ = Vu - < 0. En efecto, como 1 = (z,t) en OB} N M, entonces
(x—20,e+1t) (v, t) =ct+ 2+ ||z —20-v=ct+ps —x0-7>0 (2.10)

si y s6lo sf zg -z < et + pg. Como |zg - x| < |zo||z| < polzo| < p§ < et + p3, se obtiene la

desigualdad 2.10. Consecuentemente g—:; <0.

Teniendo en cuenta que, dB} = (0B} N M) U (0B} NOM) se tiene

/ ]Vu]Q—/ u%+/ u@ / u@ (2.11)
B, 9B ,NM an 9B, NOM on — 9B NOM an

De la ecuacién 2.5 sabemos que

/ L / w2 Z (0 — 2)a =) / (2n-1)/(n-2)
oBtnom 01 oBinom Ot OB}, oM

R’I’L
donde se usé que

/ u2(n_1>/<n_z>dx:/ WD/ g 4 O gl (2.12)
OB NOM Rn—1
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Capitulo 2. Laplaciano Conforme y Cocientes de Sobolev

Reemplazando 2.7 y 2.12 en la desigualdad 2.11 tenemos:

J

\Vu|?dzdt < (n —2)a~2 =2 / w2n=D/(=2) | g(gn=1 pl=my

+ -1
PO Rn

< / Vuldadt + O pb")
=

< Gop(RL) + O™ pp™)

Al reemplazar la ultima desigualdad en 2.9 se obtiene:

/ [Vul2dv < Gop(RY) + E,, (2.13)
+
0
donde:
ce 4+ O™ 1 pp™™), para n >4
E, = ™) (2.14)
ce ‘log (%0)‘ + ce?py?, cuando n =3

En efecto, de 2.9 se tiene

/ Vul2dv, S/ |Vu|2d:17dt—|—c/ [(z,1)||Vu|*dzdt
Bt + Bt

P0 BPO PO

< Gop(R%) + 0(5"_1p(1)_”) + c/+ |(:)3,t)HVu\2d:z:dt

BPO

Ahora, estudiamos la integral

/ (2, 8)|| V2t
B+

PO
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n-2|(p ¢ 2 2
/ \(x,t)HVu|2d:cdt§(n—2)a/ @ Ol = 2o+ E+ ) )y
. (T oy
n—2 _ 2 2
cof Sl wel ) g,
Bt ((e + s€)* + |ye — yoel?)"

(%)
61172(€2y2_i_5282)1/2(62|y_yo|2_i_€2(]__1_8)2)€n
- (2(1+ 9)2 + 2y — o)
(%)
- 2 1 2
_Cg/ |(y, s)I(ly 2yol + J;S) ) dyds
B(+m> (14 8)%+ [y — yol?)"

|(y, s)I°
< ce/ ————dyds
n |(y78>|2n

+oo
<ce+ 06/ |(y, 8)[>*"dyds = ce + Ca/ p3=2nm=1
" 1

e"dyds

=ce
Al reemplazar en 2.13 se obtiene que para n > 4:

[ 1l < Goa®2) + 0 ) e [ (w0 Tupdads
B B}

+
PO PO

< Gop(RY) + O™ ™) + ce

S GO,b(Ri) + Ena

donde E, = O(e"1py™") + ce.

Para el caso n = 3, un célculo analogo al anterior nos conduce a

— ol + (1 + s)?)
/B;O'( Vel gy (WP

po/e
=ce+ ce/ r~tdr
I
€

1
= celog (—0>
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Capitulo 2. Laplaciano Conforme y Cocientes de Sobolev

Para calcular la energfa de ¢ sobre A} = By

_ B+ :
900 — B, Observe que:

0

Vol < [Vol|* + ¢l (z,8)| [Vl < [Vel? + c(2p0) V]
= (14 2cpo)| Vo> < c|Vo|?

y a su vez, c|Vo|? < c|V(u)* < c(|Vul?y? + |V [>u?). De donde resulta:

Vily < e Vol? < e(|Vule? + VY Pu?).
Dado que 9 satisface 0 < ¢ < 1y |Vih| < py* se deduce,

/ V|2 dv, Sc/ ]Vu|2dxdt+cp52/ u?dzdt (2.15)
+ + +

PO Ao Ao
n—2

e 2|z — mo|* + (e +1)?) 5
< c/ dxdt + ¢ _2/
i (E+ 02+ [z —zoP)" P Jas (E+ 02 1 o — o)

5 dzdt

+
PO

Con el fin de acotar la expresién (& + )% + |x — x¢|?, realizamos el siguiente calculo en el

cual usamos las desigualdades de Cauchy Schwarz y de Cauchy con 4.

(e+t)+ |z —aof* >3+ |z — 20> =2 + |2)* — 27 - 20 + |70
| o]

>+ [af* = 2f|wo] + [wo* 2 £ + |af” — ddlaf* — ===+ [l

1 1 2 + |x|?
= 4 (1= el + (1= Dl = £+ Lol — aof? = D

2

Considerando |z|* < % tenemos (¢ +t)? + |z — zo|* > w — %.
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Usando ésta desigualdad en 2.15 se obtiene:

/ V| 2dv, Sc/ |Vu]2dacdt+cp62/ u?dzdt
+ + +

PO APO APO

=2 o |2 1?2
< c/ e (o 2x0| t (e +2 BL )dxdt+cp52/ 5 c v
Az e+ 1)+ |z — o)) ap ((e+ 1)+ |z — zo]?)

e+1)? + |z — xol? gn—2
< cs”_z/ (e 1)+ . n0| )dxdt + cpaz/ — dxdt
AT (M _ p_O) At (\x|2+t2 P%)n
0 2 1 O e

2 2 n—2
< CEn—Q/A;rO((e?—i-t) + |z — 20 )dxdt+cpa2/ & drdt

4 LI e

2p0
=" 2py " / (e +t)* + |z — mo|?)dzdt + cpg2"e"2 / " Ldr
AT

) PO

n—2

2po
S C€n2p02n(2p0)2/ rnfldr 4 Cpngnpg€n72 S anprgfn 4 Cpgfngan
PO

— C€n72pgfn

Como la métrica en coordenadas Fermi es Euclideana hasta primer orden, entonces

w2 dxdt + C/ |(z, 1) |u® "D dadt

+ +
PO BPO

/ U2n/(n_2)d1}g _ /
B B
E?’L

20/ (-2 it 4 cpra2 (1-2) / dadt
U €z CPox r
i ((E+1)? + [z — o)

S — 57

+
P

o

n

2n/(n—2)d dt / € n dud
(S S D

(%)

+
P

o

dyds
/(=) et + /
u X C
P Lo Ty —yo, 1+ 5)]2

(%)

po/e €
w2 D drdt + epy / r " dr = / w2 dxdt + cpg—
0 B

p Po

I
o

o

+
P

I
S 5

I+

+
PO

u?™ "D dxdt + cph e = / u?™ "D dxdt + O(ph ™).
B

+
PO
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Capitulo 2. Laplaciano Conforme y Cocientes de Sobolev

Combinando la ultima desigualdad con el estimativo 2.13 resulta:

/ |V<p|2dvg:/ |Vg0|2dvg+/ |V<p\2dvg
BY Bt AL

2p0 PO PO

< Gop(R}) + By +c=" 2™

donde E, estd dado por 2.14. Con la métrica § = v ™2 g, la curvatura escalar R = R(g)
y la curvatura media h = h(§) se anulan sobre By, (0) y By, (0) MM, respectivamente.

Por lo tanto,

n—2 n—2 n—2
E(p) :/ Vg0|2+—/ Rg02+—/ hio® + / ha?
M’ 4n—1) Ju 2 Jomn 2 Jom,

=/ |V90|2=/ V| *dv,
M Bf

2p0

< Gop(RY) + E, + ce" i,

La funcién ¢ no estd en el conjunto de restricciéon Cpp. Sin embargo, el lema 2.1 garantiza
la existencia de un nimero real A > 0 tal que Ay € Cy.

Con el fin de estimar A realizamos el siguiente anélisis:

2(n—1) 2(n—1) 2(n—1)
b YD do, =b @ "D do, +b (uyp) =2 do,
(8M) (OM)NB, (OM)NA},
Las coordenadas (x1, s, -+ ,Z,_1) son coordenadas normales. Por tanto, la métrica es

Euclideana hasta el segundo orden. Asi que

/ W20/ (=D g / w? =D dy 4 O(e)
(OM)NB, (OM)NBy,

= [ O Dds g 0 ) 4 0fe),
Rn—1

donde hemos usado el siguiente hecho:

n—1
/ (@, 8)le 4o, — / |(,t)le dyds < oo
(@ BY,

s, (€+1)% 4 & — zof?)" ((e+8)* + |y = yol?)"*

PO
€
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El mismo argumento usado antes demuestra que:

2(n—1)
o (n—2)

2(n—1) 1 1—
/ (uh) =2 < e p, ", donde c¢= .
A(oM) L=n

Estamos interesados en demostrar que Gop(M) < Gop(R?%). Para ello, tomamos ¢ = uy

y usamos el lema 2.2 para demostrar

2(n—1) 2(n—1)
b/ ¢2(n—1)/(n—2)d0.g — b/ © n—2) 2) dO’ + b/ (u¢) (n—2) do'g
(OM) (OM)NB, (OM)NAZ,

:b/ u(”l)/(n2+0(n11n)+0()+0(n11n)
]Rnfl

=14 0() +20(e" ' py™™).

Los argumentos en la prueba del Lema 2.1 implican que A = 1 + d(¢) donde 6(g) —

cuando € — 0. De aqui que:

E(\p) = NE(p)
< (14 0)*(Gop(RY) + By, +c"2p5 ")

fijando py y tomando e suficientemente pequeno, finalmente obtenemos

Gop(M) < E(Ap) < NE(p) < Gop(RY) + ce

Como ¢ fue tomado arbitrariamente, ésto demuestra el resultado.
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Capitulo 3
Teorema de Existencia

En éste capitulo demostramos la existencia de una solucién para el problema 2 cuando
2<qg<2n—1)/(n—2).
Para E(¢) definido en 2.4, estamos interesados en minimizar el funcional E(-) restringido

al conjunto

Cgbd:{uecl<ﬁ),b/ \u!qda+d/ ]u|qd0:1} con b,d> 0.
v (OM), (OM)2

Para toda ¢ : M — R se define

E
Gl (M) = d)eéqu (¢) o =, nf B(0),
ol (b Sionny, |6l1do +d [, qua) 4o

, E(¢)
Gro0(M) = inf
10.0(M) ¢€121M (J., |¢|pdv)2/p

Sea ¢ la primera funcién propia del problema de Dirichlet con condicién de frontera

Ap— H = M
¢—Ho+pp=0, en (3.1)

¢ =0, sobre OM

donde H = -2=2_R.

4(n—1)
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Escobar en [8] observé que G, (M) = inf,cca, E(p) = —oo cuando p < 0. En ésta

direccion, encontramos el siguiente resultado.

Proposicién 3.1 Sean b y d reales positivos. Gg7b7d(]\/[) es finito si y solo si p > 0.

Demostracion. Asuma p < 0. Por la caracterizacion variacional del problema anterior se

tiene

pEH> (M) Ju 2 7
p#0

donde H& ’2(M ) denota la clausura del espacio de funciones suaves de soporte compacto en
HY2(M), asf podemos tomar ¢ > 0 y usando el principio del Minimo se puede demostrar
que ¢ > 0en M\ OM.

Definamos
1+1tp
[V ol((OM)1) + dV ol ((OM)3)]}/4

Yy =

Puesto que ¢ = 0 en OM:

b Ui +d Yf
(OM)1 (OM)2

B (14 tg)e (14 tg)e

=0 /(W)l DV ol((OM),) % dVol(8M)y) T ° /(8M)2 Vol ((0M):) + dVol((OM)y)
1 1

=0 /(W)l DV ol((OM))) + dVol(aM)y) T ° /(BM)z Vol ((0M):) + dVol((9M)y)

L, Vol((OM),) Vol((9M))

= VWV ol((0M)y) + dVol(0M)) | “OVol((0M)r) + dVol((9M)a)

=1

1ASI,7 wt € Cg,b,d<M)'
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Capitulo 3. Teorema de Existencia

Adicionalmente se tiene

-2 n—2 n—2
wo = [ vl oy [t [ TR b

t2 ) H(1+ t2¢* + 2to)
= /M DVl (@M, + dvol@ e VOt /M BV ol(0M): + dVol(9M)]/s
N / hi(1 4 29 + 2t¢) N / ha(1 4 29 + 2t¢)
[BVol(OM )1 4+ dV ol (OM )s]?/4 oany, [0V Ol(OM)1 + dV ol (OM),]*/a

t2/ , 1 / - 1 1
= — | Vo2 + — [ (H+ Ht2¢? + 2Ht¢ +—/ hi+ — / h
2 | | A2 M( ) A2 oM, 1 A2 2
2 2 1 242 1 1
AQp @~ Rl (H+Ht ¢+ 2H16) + hﬁrﬁ - hy

AQp/ /H¢+A2/H¢+—2t/ﬂ¢+ /H

1
+ — hi +— ho
A2 Jiomn), A2 (0M)a
1
:—2{t2<p/ ¢2>—|—2t/ H(b—l—/ h1+/ h21
A M M (OM)1 (OM)2
donde A = [aVol(OM),+bVol(OM),)"/?, H = (—R y hemos reemplazado 22h1» nT_QhQ

por hy y ho respectivamente.

Si p < 0, tomando t — oo se tiene E (i) — —o0.

Ahora, si p = 0 entonces

1
_—2{275/}1¢+/H+/ h1+/ hQ}.
M M (OM)1 (OM)2

Dado que ¢ = 0 sobre OM, por el Lema de Hopf g—i’ < 0.
Integrando la ecuacién A¢p — H¢ = 0 y aplicando la identidad de Green se obtiene

/ - [ F<o



Tomando ¢ — oo encontramos E(1;) — —oo. De éste modo, como

) E ,
Gg’b’d - ¢€é%fﬁ) ((b) 2/(1 - ¢ec}znf (M) E(¢) S E(wt)
970 (b Jeonry, 9+ d Jioun, ¢q> 540
se concluye G, ,(M) = —oo0.
Ahora asumamos G, (M) = —oo. Entonces H es una funcién no cero. En efecto, sea

{¢;} una sucesién minimizante. Entonces:

Ewoz/ﬁwﬁ+/ﬂﬁ+/" mﬁ+/ o < i
M M (OM)1 (OM)2

/ H<P?<—i—/ |V90i|2—/ hl@?—/ ho @7
M M (@M (OM)s

< =i + [Pl [VOl(@M) )T/ 4 [yl o [Vol(DM),](=2/a
< =i+ (halloe + hallo)C

Asi que,

donde C' = max{[Vol(OM )]\ @2/9 [V ol(OM),]a=2)/a},

Tomando i — oo se tiene [, Hy? — —oo. De donde se concluye que H # 0.

Recordando que ¢ € Cf, ;(M) siy slo s
b/ !+ d/ ol =1,
(OM); (OM)s
tomemos X = f(@M)l PlI>0yY = f(aM)Q ©? >0, asi que
bX +dY = 1.
Por tanto,

/ hip® < sup h1/ @
(@M), @My, Jonry,

< sup hi(2)b YUVol((OM))]T < (i,
z€(OM)1
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Capitulo 3. Teorema de Existencia

/ hag® < sup ha()d IV ol((0M),)]'T < G,
(M) z€(OM)2

Por lo tanto

/ hp? +/ ha? < C.
(M), (OM)

En el anélisis anterior se tuvo en cuenta que para 2 < g < %, la desigualdad de Holder

con o =q/2y B =q/(q—2) implica:

(o)< L) (L) a2

2/q
< ( / g&q) [V ol(9M);] (=2
(OM);

para i = 1,2, donde ademads tenemos en cuenta que bf(aM)1 pl<ly dj‘(BM)Q p? < 1.

Asi que, tomando una sucesién minimizante {¢;}, ésto es, E(p;) — G&b’d se tiene,

E(pi) :/ |v‘pz‘!2+/ Hg@?+/ hlgaer/ hop? < —i.
M M (OM)1 (OM)2

/H90?<—i—/ hlw?—/ hz@@?—/ Vi
M (OM)1 (OM)2 M

< —H—/ h1905+/ hzsaf—/ IVil?
(OM)1 (OM)2 M

< —i+C.

Por tanto,

De éste modo tenemos:

/ ¢? — oo cuando i — 0.
M
Ahora definimos las funciones ; =

L”'
(IM‘P?) /
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Note que,

i waz?:me@?: L.

i o, V2 = iy Joan, 68 < gt (Vol@M)) 27 = 184

M Pi

2 __ _ 1 2 d=2/9(Vol(dM)z)a=2/a ¢y
iii. f(aM)z Vi = (e 2 f(aM)2 wi < T = 755,

Tomando i — oo en ii. y iii. se obtiene f(aM)1 v -0y f(aM)2 1? — 0 respectivamente.

El funcional de energia satisface F(\p) = N2E(p). Asi que

E (( | go?) m-m) — E(¢)

(/M 90?) E() = E(p) <0,

implica

Por tanto, E(1;) < 0.

Como consecuencia,

/Hw3+/ h1w§+/ h2¢3+/ Vif? < 0
M (OM)1 (OM)2 M

/!vw¢|2<—/ wa—/ hlwf—/ hot?
M M (OM)1 (OM)s

<[ Hllw / 24 e / U2 + [halloo / 02
M (OM)1 (OM)2

Para i suficientemente grande, las desigualdades i., ii. y iii. implican

/ Vi < K
M

Entonces

para alguna constante K.

De aqui que la sucesién {1;} esté acotada en H'*(M) ya que
il = [ v+ [ V0P <1+
M M
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Capitulo 3. Teorema de Existencia

Como HY2(M) es un espacio de Hilbert, existe una subsucesién de {1;} que converge
débilmente a una funcién ¢ en H'?(M). Més atin, la funcién 1 pertenece a Hy™>(M).

En efecto, para k = 1,2

/ i) 2% 0 implica / ¥? = 0.
(OM)y, (OM)y,

En el resultado anterior se usé que HY(M) < L?(OM).

Usando todo lo anterior obtenemos

p= inf fM Vel + fM He"
pEH (M) fM ©?

M
< [ o+ [ ne

< liminf E(vy)

1—00

<0.

por lo tanto, G, 4(M) = —oco implica p < 0.

Observacion 3.1 Del teorema anterior, si ngd = —oo entonces p < 0. De la caracte-
2R #0 y H(z) <0 para algin x € M.
Por tanto, st R = 0 entonces H = 0 y as? G07b7d es finito y p > 0. De modo que, para

rizacion variacional de p se sigue que H = 4(n 0

dominios de R™ (curvatura escalar R = 0) se garantiza que G&b,d es finito y p > 0.

Estamos interesados en relacionar los nimeros G¢, (M) y Gi0(M). Es conocido que
existe p € CY(M), ¢ # 0 en M tal que G199 = E(p). En la siguiente proposicién usamos
éste hecho para comparar G, ,(M) con Gy 0(M).

Proposicién 3.2 Si G < 0 entonces G&bd <0.

Demostracion. Mostraremos primero que G = 0 implica G, ; = 0. En efecto, sea ¢
tal que G100 = E(p). Entonces
E(p)
2/p
(Sar?)

41
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Asi,

G, (M) < Ele) 5 =0.
(0 ionn, 9+ fionn, )
Por tanto, G¢ , ,(M) < 0.
Ahora demostramos que G¢, (M) = 0. Supongamos que G, ;, < 0. Considere una suce-

sion minimizante {¢;}, ésto es, E(p;) — Gg, ,(M). Entonces:

E(p:)

2/
<b Joary, ©° + d Joan, QOq)

> <0 implica  E(g;) <0

Asi que,

E(gi) _
M T

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, G§ , ,(M) = 0.

Ahora supongamos que G99 < 0. Sea ¢ € C1 0 tal que G199 = E(p). Esto es,

E
Gioo = —(S0)2/p <0
(fM SOP)
Entonces E(y) < 0.
De la definicién tenemos
E(p)

q
Gopa <

Luego, G, (M) < 0.
Usando los resultados previos, a continuacién demostraremos el resultado principal de

7’ . . . q . . .7 . . q
éste trabajo: si Gy, ; es finito, entonces existe una funcién positiva ¢ € Cp, ; tal que

Gop.a(M) = E(p), es decir, el infimo se alcanza.
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Capitulo 3. Teorema de Existencia

Teorema 3.1 Sea (M™,g) una variedad Riemanniana con frontera y dimension n > 3.
Si Gg@d(M) es finito, entonces existe una funcion positiva @ € Cg’b’d tal que

Giya(M) = E(p) y satisface el problema

Ay — 4(7;_—_21)390 =0, en M
5+ 152 = 3bgp”!,  sobre  (OM), 33)

%%’ + 22hyp = 3dgei, sobre (OM),
donde 1 < ¢ <2(n—1)/(n—2)y A es una constante.
Demostracion. Inicialmente probaremos que existe una funcién ¢ € Cg,@ , tal que
G§ya(M) = E(p). Para ello consideramos tres casos:
Caso i. Primero asumamos que G&b’ 4> 0. Entonces por la proposicién anterior

G100(M) > 0. Sea {;} una sucesién minimizante de funciones en Cf, ;; ésto es,
E(pi) =% Gy 4(M).
Dado ¢ > 0 suficientemente pequeno, existe N € N tal que si i > N, entonces:
Gopa(M) < E(pi) < Giyq(M) +e. (3.4)

De aqui que
E(i) < Gg,b,d(M) +e€

(fM 90?)2/13 - (fM ‘pf)Q/p |

(/ 901‘-’>2/p<—Gg’b’d(M)+€
e = Gioo(M)

Usando la desigualdad de Holder con o = p/2 y 8 = p/(p — 2) y el resultado anterior

Groo(M) <

Por tanto,

obtenemos: 2/
[a=([a) waonF <x
M M
GE, J(M)+e p—2
donde K = %(J(M) - [Vol(M)] 7 .
Como

E(%):/ IVsoi|2+/ Hs@?+/ h190?+/ ha?
M M (OM), (OM)s
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la desigualdad 3.2 implica

/ [Vil* < —/ H@?—/ hlw?—/ haw} + Gy a(M) + €
M M (OM)1 (OM)2

<Vl [ il [ Gl [ 4G 00) 42
M (OM)1 (0M)2

Gopa(M) +¢
Gh00(M)

A\

< [[H|l AVOl(M))T + [l loeCh + 1ol ocCa + G (M) + ¢

donde € = (%)Z/q [Vol(dM),]" & y Cy = (%) 2/ [Vol(dM)s] @ . En el cdlculo anterior
usamos 3.2.

Por tanto, las funciones {¢;} son uniformemente acotadas en H?(M).

Paral < g < (" D los encajes HY2(M) < LY(OM)y H"?(M) < L*(M) son compactos;
por tanto existe una subsucesién de {¢;} que también llamaremos {;}, la cual converge

débilmente a ¢ € H"?(M) y satisface:
bf(aM 90@+dfaM llrnphcabf(aM gp—i—dfaM 7=1.
ii. fM He? = lim fM Hy?.
1—00
iii. f(aM)l h1902 = lli{g} f(BM)1 hlgﬁg

iv. f(aM)g h2g02 = Zli)l’glo f(@M)Q h2§022

Como ; — ¢ en HY2(M) y ¢; — o en L*(M), entonces por teorema 1.3

/ \Vgo|2§h’minf/ Vil
M 11— 00 M

—/ |V<p|2+/ Hg02+/ h1902+/ hag?

M M (OM), (OM)2

gh’minf/ \Vgpf%—/ Hgo?—i—/ hl@?—i-/ ho@?
=0 M (OM)1 (0M)2

= Gg,b,d(M)'

Por tanto,
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Capitulo 3. Teorema de Existencia

Luego, E(p) = Gg, 4(M).

Caso . Supongamos que G, , = 0. Entonces Gigo > 0. Si Gigo > 0 la prueba es
idéntica al caso anterior. Supongamos que G = 0, entonces existe una funcién positiva
¢ tal que E(p) = 0. Sea A > 0 tal que v = \p € Cg7b7d; de lo anterior tenemos que
E@)=0= Gg,b,d'

Caso 1ii. Ahora suponemos G, ;,(M) < 0. Sea {(;} una sucesién minimizante tal que

b/ gog—i—d/ ol = 1.
(OM)1 (OM)2

Supongamos que [, ¢? 2% 0. Dado £ > 0
Gg,b,d(M) < E(pi) < Gg,b,d(M) +¢e <0.

Considere las funciones v; = 7. Observe que para k = 1,2 la funcién v satisface:

Pi
(fM ‘Pf)

Jur=ty [ wrEmo
M (OM)y,

Por otro lado, E(A¢) = N*E(p) implica E <(fM go?)l/Q O,UZ) = E(p;) < 0 Por lo tanto,

E(y;) <0.
En consecuencia,

/Hw§+/ mw%/ h2¢3+/ V2 < 0
M (OM)1 (OM)2 M

equivalentemente,

/ Vil < — / Hy? — / B2 + / hot?
M M (OM), (OM)2
< | H / 02+ 1o / G+ (ol / 2
M (OM)1 (OM)2
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Para 7 suficientemente grande se obtiene,
/ |V;|> < K, para alguna constante K.
M

De aqui que la sucesién {v;} esté acotada en HY?(M) y por tanto existe una subsucesién
débilmente convergente a una funcién ¢ € H“2(M). Més atn, la funcién ¢ € Hy*(M).

En efecto, para k =1, 2:

/ VP50 = =0
(OM)y, (OM)

Como vab’ 4(M) es finito, entonces el primer valor propio del problema 3.1 es estrictamente

positivo, ésto es, p > 0. De aqui obtenemos que,

0<p< / [Vy|? +/ Hy? < liminf E(v;)
M M 11— 00

lo cual es una contradiccién porque E(1);) < 0.

Por lo tanto la sucesién [,, 7 estd acotada.

Razonando como en el caso i encontramos una funcién ¢ tal que G§, ,(M) = E(p).

Sea G(u) = bf(aM)1 uldo + df(aM)2 u?, dado que ¢ es el minimo del funcional E sujeto a

la restriccién G(u) = 1; usando multiplicadores de Lagrange tenemos,

E'(p)(¢) = AG'(9)(¥)

para algtin nimero real \ y para toda funcién ¢ € H?(M). Por lo tanto

/w-w+/ HW+/ huper/ hzsz{bq/ so“w+dq/ go“w}.
M M (@M), (M) (OM), (OM)

Si ¢ = ¢, entonces G§, ,(M) = E(¢) = $G(p) = 3¢ y por tanto la funcién ¢ es una so-
lucion débil del problema 3.3. Haciendo un reescalamiento en la funciéon ¢ obtenemos una
métrica conforme g = cpﬁg con curvatura escalar cero y curvaturas medias constantes b

y d sobre cada componente conexa de la frontera de M.
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Capitulo 3. Teorema de Existencia

Argumentos estandar en regularidad eliptica (Teorema de Cherrier) implican que toda
solucién en H'! es suave hasta la frontera. El minimizante puede ser tomado como una

funcién no negativa ya que, para toda funcién u € H'(M)
E(lul) < E(u).

Como la funcién minimizante ¢ estd en C&b,d? entonces ¢ # 0 y por el Principio del
Maéximo ¢ positiva en el interior de M.

Si p(z9) = 0 para algin zy € M, entonces las condiciones de frontera del problema 3.3
implican g—‘; = 0 en z, lo cual contradice el Lema de Punto Frontera.

Por lo tanto, la funcién minimizante ¢ es positiva en M.

Corolario 3.1 Seanb y d nimeros reales positivos, entonces Gg , ;> 0 sty sélo si G100 >

0y Gipqa=0 sty sdlosiGiop=0.
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Conclusiones

1. En éste trabajo:

a) Se definié el cociente de Sobolev G§, ,(M) y se dié una condicién necesaria y

suficiente para que G, ,(M) sea finito.

b) En el caso en que G¢, ,(M) es finito se demostré un teorema de existencia para

el caso subcritico del problema propuesto.

¢) Se demostré que G§ , (M) estd acotado superiormente por el cociente de Sobolev
Gg »(R™). Este estimativo proporciona un criterio para garantizar la existencia

de minimizadores cuando p y ¢ son los exponentes criticos de Sobolev.

2. Cuando a > 0, modificaciones menores en el articulo [11] demuestran que toda
métrica g es conforme a una métrica g con curvatura escalar constante y curvaturas

medias constantes en cada componente conexa de la frontera de M.

3. El problema propuesto considera una variedad Riemanniana M cuya frontera oM
tiene dos componentes conexas (0M); y (OM),. La misma demostracion es vélida

para el problema en una variedad cuya frontera tiene n componentes conexas.

4. Escobar en [11] demuestra un resultado para funciones de curvatura media prescrita
mas generales que las propuestas en éste trabajo de investigacion. Sin embargo, ésta
propuesta cubre algunos casos de variedades de dimension 4 y 5 no incluidos en el

trabajo del profesor Escobar.
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