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Resumen

Este trabajo se centra en la problemética asociada al poco énfasis que dentro de los
procesos de ensefianza y de aprendizaje de las funciones trigonométricas en la educacién media
colombiana, particularmente de la funcion seno, se da al estudio de la variacion y la dependencia
periddica. De esta manera, se propone el disefio e implementacion de una propuesta de aula en el
marco del enfoque de la Educacion Matematica Realista (EMR), que permita la caracterizacion y
modelacion de fendmenos periddicos en contextos de la fisica y el reconocimiento de elementos

fundamentales de la funcidn seno como caso concreto de este tipo de variacion.

La implementacion y el analisis de las producciones de los estudiantes de grado décimo del
Colegio Anglo Americano, deja ver la apropiacion de algunos aspectos relacionados con el
desarrollo del pensamiento variacional en torno al estudio de la periodicidad en contextos
realistas adaptado de la fisica, tales como: el reconocimiento de las matematicas como medio
para organizar la realidad, la interpretacién, uso y relacion entre los sistemas de representacion:
verbal, tabular, grafico cartesiano y algebraico y la modelacion de situaciones de naturaleza
periddica. Ademas, desde el principio de niveles de la EMR, permitié que los alumnos se
movilizaran en los distintos niveles de comprension adjuntos a la matematizacion progresiva, es
decir los procesos de matematizacion horizontal y de matematizacion vertical en los cuales
surgen diferentes estrategias informales, modelos de —representacion gréfica de la funcién seno-

y modelos para —el conteo, la representacion tabular y algebraica de esta funcién.



Introduccién

Este trabajo centra su atencion en el estudio de fendmenos de variacion periddica y la
funcién seno como caso concreto de este tipo de variacion. Esta propuesta referencia algunas
investigaciones (Santacruz (2016, p 6), Buendia, (2004) citada por Montiel (2005, p. 109),
Montiel (2005, p. 109) y Cordero (2002, p 55)) que han determinado que la periodicidad es la
propiedad analitica mas relevante de las funciones trigonométricas, a través de las cuales
adquiere sentido en ambitos escolares. No obstante, Santacruz (2005, p. 130) afirma que el
proceso de ensefianza de la trigonometria escolar, ha limitado lo funcional a una ensefianza
estatica que privilegia el enfoque de las razones o cocientes entre las medidas de las magnitudes
de los lados de un triangulo rectangulo y limita estos elementos asociados directamente al
estudio de la variacion, la covariacion y la relacion funcional, por ende la propiedad de la

periodicidad.

De esta forma, desde el enfoque de la EMR, los referentes curriculares colombianos (MEN
(1998, 2006)) vy los elementos disciplinares matematicos, se articula una propuesta de aula que
permite a los estudiantes caracterizar algunos elementos de la funcion seno, desde la
identificacion y modelacion de fendmenos fisicos de naturaleza periddica que les ayuda en el

estudio de la variacion, es decir al desarrollo del pensamiento variacional.

La implementacion de las tareas asociadas a la propuesta y el andlisis de resultados de las
producciones de los estudiantes del grado décimo Colegio Anglo Americano del municipio de
Santiago de Cali con respecto a la modelacion de fendmenos de naturaleza periddica adaptados
de la fisica hace explicito el reconocimiento de la variacion periddica y el uso de diferentes
estrategias que se generalizan a dos tipos de modelos, estos son: “modelo de” la representacion
grafica de la funcién seno y “modelos para” la nocién de periodo, el conteo, la representacion

tabular y algebraica de la funcion seno.

El primer capitulo muestra los aspectos generales de esta propuesta de aula. Se inicia con
la presentacion del problema que orienta la formulacion de los objetivos de la investigacion,
después se realiza la justificacion de la misma a partir de algunos elementos tedricos y termina

con la referencia de algunas investigaciones como antecedentes del presente trabajo.



El segundo capitulo gira en torno a los referentes tedricos que orientan este trabajo y se
constituyen en elementos fundamentales para la elaboracion de la propuesta de aula, asi como
para el analisis y el planteamiento de algunas conclusiones y reflexiones didacticas a partir de los
resultados de los estudiantes del grado decimo del Colegio Anglo Americano cuando resuelven
las situaciones en contextos realistas tomados de la Fisica, que movilizan la variacion periodica y

pueden ser modelados por la funcién seno.

El tercer capitulo presenta los elementos asociados al disefio de la propuesta de aula a
través de tres situaciones vinculadas desde los principios de la Educacion Matematica Realista
(EMR), los Lineamientos (1998), Estandares Bésicos de Competencias (2006) y referentes
matematicos. Ademas, muestra aspectos relacionados con la implementacion, aspectos
relacionados con la poblacién y la metodologia utilizada durante la aplicacion de la propuesta a
partir del analisis de las respuestas dadas por los participantes en tablas que tipifican las
preguntas con las diferentes respuestas dadas por los participantes a cada situacion planteada vy el

analisis realizado a partir de los referentes tedricos definidos en el capitulo 2.

El capitulo 4 presenta las conclusiones, a partir de los objetivos, tanto general como
especificos, el marco teorico referenciado en el capitulo 2 y el andlisis de los resultados de la
implementacién de la propuesta de aula en el grado décimo del colegio Anglo Americano.
Posteriormente, se realizan algunas reflexiones finales relacionadas con los procesos de
ensefianza y los procesos de aprendizaje de las funciones periddicas, particularmente la funcion
seno, su vinculo con situaciones en contextos propios de la fisica y modeladas por tal funcion. Al
finalizar el capitulo se presentan los referentes bibliogréficos.



Capitulo 1.

Aspectos generales de la propuesta
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Capitulo 1. Aspectos generales de la propuesta

Este capitulo muestra los aspectos generales de esta propuesta de aula. Se inicia con la
presentacion del problema que orienta la formulacion de los objetivos de la investigacion,
después se realiza la justificacion de la misma a partir de algunos elementos te6ricos y termina

con la referencia de algunas investigaciones como antecedentes del presente trabajo.

De esta manera, la presentacion del problema toma aspectos tedricos, tanto curriculares -el
MEN Lineamientos (1998) y Estandares (2006)- como del enfoque de la Educacion Matematica
Realista (EMR) -sus principios y elementos didacticos desde los analisis realizados por el Grupo
Patagonico de Didactica de las matematicas (GPDM)- con el fin de presentar una propuesta que

vincule estos elementos en pro de potenciar el pensamiento matematico de los estudiantes.

Asi, los objetivos sintetizan el disefio, implementacion y analisis de la propuesta en tanto
vincula diferentes perspectivas (curricular, didactica y matematica) al enfoque de la EMR. Por
altimo, la justificacion y los antecedentes citan investigaciones nacionales e internacionales en
torno a los procesos de ensefianza y de los procesos de aprendizaje de las funciones

trigonométricas, en particular la funcién seno, asi como el enfoque de la EMR.

1.1.Presentacion del problema
Las préacticas escolares en el area de matematicas, pese a las politicas educativas existentes
en Colombia como lo son los Lineamientos (1998) y los Estandares (2006), continGan asociadas
a procesos de ensefianza y a procesos de aprendizaje que privilegian procedimientos
mecanicistas, en la insistencia de ensefiar esta disciplina como algo terminado, al poco interés en
reconocer la construccién de la misma, ni tomar en consideracion los saberes previos del

estudiante, asi como la falta de coherencia entre lo que se ensefia y la realidad del estudiante.

Por el contrario, las matematicas ha evolucionado con las necesidades del ser humano a
través de la historia por medio de diversas investigaciones en la disciplina misma y en otras
ciencias; por ello, se espera que las practicas de ensefianza de la matematica escolar muestren el
impacto a nivel epistemoldgico e histdrico propios de estos saberes. En contraposicion, las
practicas escolares tienen aspectos que restan importancia a elementos de tipo historico,
epistemoldgico, didactico, entre otros, que han sido importantes en la construccion del saber

matematico. Tal es el caso de la nocion de funcion, la cual historicamente surge de la asignacion
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uno a uno en las relaciones propias del hombre; sin embargo, algunas practicas de la ensefianza
de la funcion inician con la definicion formal de este concepto, como relacion entre dos
conjuntos y se deja de lado todo aspecto relacionado con el cambio, la variacion y la
dependencia.

Asi, los Lineamientos (1998) y los Estandares (2006) privilegian la conexion entre los
procesos de ensefianza y los procesos de aprendizaje de las matematicas con situaciones
problema de la vida cotidiana y de otras disciplinas que favorezcan el desarrollo del pensamiento
matematico en los estudiantes. No obstante, la implementacidn de estas politicas muestra la falta
de conexidn entre lo curricular y las practicas educativas que permean actualmente el sistema
educativo. Por tanto, se hace necesario priorizar en indagaciones que potencialicen un nuevo
paradigma de la Educacién Matemaética donde se privilegie la relacion de la matematica, tanto

con otras disciplinas como con la realidad de los estudiantes.

En este sentido, esta investigacién se centra en los procesos de ensefianza y los procesos de
aprendizaje de la funcién seno; en tanto el discurso escolar para las funciones trigopnométricas
sigue ligado a una presentacion estatica y tradicional que privilegia en primer lugar, la definicién
de la funcion seno desde las razones trigonométricas en el triangulo rectangulo, luego su
redefinicion a partir del circulo trigonométrico y por altimo, ejercicios que buscan que el
estudiante logre efectuar la grafica de la funcién seno con el propdsito de ilustrar algunas
propiedades de la misma, entre las que se encuentra la propiedad de periodicidad. (Buendia,
2004; Montiel, 2005 citadas por Santacruz 2016, p 6).

Esta postura tradicional de ensefianza para las funciones trigonométricas y el hecho de que
diferentes investigaciones (Santacruz (2016, p 6), Buendia, 2004, citada por Montiel, 2005, p.
109) y Montiel (2005, p. 109)), conlleva a un escaso tratamiento del modelo funcional periddico
dentro del aula, en tanto se limitan las funciones trigonométricas a las razones o cocientes entre
los lados de un tridngulo rectangulo. Asi, la variacion periddica se presenta como una
caracteristica de las funciones trigonométricas, siendo este tipo de funcion donde, como

concepto, encuentra definicion escolar.

En este sentido, los Estandares (2006, p 67) proponen, desde los primero grados de

escolaridad actividades que buscan llevar a los estudiantes al uso de patrones numéricos,
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geomeétricos, de leyes y reglas de tipo natural que rigen los nimeros y las figuras involucran la

visualizacion, exploracion y manipulacion de los nimeros y las figuras.

Por tanto, dar relevancia al trabajo con la funcién seno desde una propuesta de aula que
permita a los alumnos la matematizacion de diferentes contextos realistas periodicos potencializa
no solo el desarrollo del pensamiento variacional, sino también de los pensamientos humerico y
métrico, en tanto los estudiantes pueden reconocer, interpretar, argumentar y proponer estrategias
que les ayuden a comprender la matematica y algunos aspectos variacionales relacionados con
este tipo de funcion. De esta forma, el enfoque de la EMR aporta, desde sus principios
fundamentales elementos didacticos, entre otros, a la eleccion de estas situaciones realistas que
sean susceptibles de ser matematizadas por los alumnos; tal proceso de matematizacién se define

como una organizacion de la realidad.

A su vez, diferentes indagaciones tedricas y practicas (Buendia & Montiel 2005, 82; Israeli
1996; Boyer 1996; Israeli, 1996; Cordero, 2002; Bell, 2003 y Camarena, 2007) muestran que la
fisica a través de la historia ha aportado a la construccion conceptual de diferentes saberes de la
matematica, entre los que se destacan, la funcion cuadrética, el célculo diferencial, ecuaciones
diferenciales y las funciones trigonométricas, particularmente la funcién seno. Asimismo, Israeli
(1996) citado por Tigreros (2009) realiza un andlisis histérico de la relacion entre el desarrollo de
la fisica y la modelaciéon matematica de algunos saberes propios de esta disciplina; estas
indagaciones parten de la explicacién de fendmenos naturales, culturales o sociales y después se

Ileva a la construccién de modelos méas formales que apuntan a generalizaciones.

En el caso historico, en la medicién y la astronomia en la edad antigua, Buendia & Montiel
(2005, p 69) afirman que las préacticas iniciales fueron actividades en diversas culturas que
muestran la importancia del contexto astronémico en la prediccion de situaciones culturales o

geogréficas.

Por lo tanto, este trabajo busca resaltar la importancia de incluir situaciones realistas
tomadas y adaptadas de diversos contextos de la fisica en la ensefianza de la funcion seno y
analizar el proceso de matematizacion progresiva realizado por los estudiantes del grado decimo
del Colegio Anglo Americano de Cali; desde el enfoque de la Educacién Matematica Realista,

propuesto por Hans Freudenthal (1973, 1991) en tanto permite entender la matematica como una
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herramienta para organizar situaciones reales’ a través del estudio de la matematizacion. En el
proceso de ensefianza y el proceso de aprendizaje de la funcion seno. Asi, este trabajo se enfoca

en responder el siguiente interrogante:

¢ Qué elementos asociados a la variacion y dependencia periddica se movilizan, desde la
implementacién de una propuesta de aula con estudiantes de Educacion Media, que utiliza la
funcion seno para modelar algunos fendmenos periodicos de la fisica, en el marco del enfoque de
la EMR?

1.2. Objetivos
1.2.1. Objetivo General

Caracterizar algunos elementos asociados a la variacién y dependencia periddica que
movilizan los estudiantes de grado décimo del Colegio Anglo Americano a través de la
implementacién de situaciones problemas, dentro de una propuesta de aula, que utiliza la funcién

seno para modelar algunos fendmenos periddicos de la fisica.

1.2.2. Objetivos Especificos

e Articular en una propuesta de aula politicas curriculares (Lineamientos (1998) y
Estandares (2006)) y elementos disciplinares (matematicos), bajo el enfoque de la EMR
para movilizar aspectos variacionales y periddicos de la funcién seno.

e Identificar algunos elementos de la variacion y dependencia periédica de la funcion seno
desde el enfoque de la Educacion Matematica Realista (EMR) y los referentes curriculares
(Lineamientos (1998) y los Estandares (2006)), a partir de las producciones de los
estudiantes de grado décimo del Colegio Anglo Americano.

e Establecer algunas reflexiones de tipo didactico con base en los analisis de los resultados
de la implementacion de la propuesta de aula, sobre la pertinencia de vincular la fisica
como una disciplina que provee contextos realistas en los procesos de ensefianza y los

procesos de aprendizaje de las funciones periddicas, en particular de la funcion seno.

1.3.Justificacion
En la actualidad la ensefianza y el aprendizaje de la matematica en Colombia son procesos

orientados por diferentes politicas educativas - Lineamientos (1998) y Estandares Basicos

! Una situacion es real o realista cuando es susceptible de ser imaginada por el sujeto.
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(2006)- que buscan desarrollar en los estudiantes el pensamiento matematico y su conexion con
las necesidades de la actualidad. Para ello proponen centrar la atencion en las formas de ensefiar

la matematica y el impacto de estas practicas en el aprendizaje de los estudiantes.

Es de aclarar que la ensefianza de la matematica es muy amplia y se estructura en
diferentes conjuntos de grados de escolaridad a través de estrategias enfocadas en el trabajo con
el contexto, el saber matemético y los procesos mateméticos que permitan a los alumnos
comprender la realidad a partir de las estrategias matematicas que utilizan cuando resuelven
situaciones problema. Por tanto, es importante centrar esta propuesta en los elementos
curriculares mencionados que se relacionan con los objetivos planteados. Asi pues, esta
investigacion busca el disefio, implementacion y andlisis de una propuesta de aula que permita
vincular, bajo el enfoque de la EMR, diferentes contexto realistas tomados de la fisica para el
desarrollo del pensamiento matematico (particularmente el pensamiento variacional) a través de

la matematizacion de fendmenos periddicos susceptibles a ser modelados por la funcion seno.

Es preciso sefialar que el enfoque de la educacion matematica realista (EMR) promueve
una ensefianza de la matematica centrada en la actividad matematica de los estudiantes a través
del proceso de matematizacion; el cual estd definido como la forma en que los alumnos
organizan matematicamente la realidad, presentada por el docente en diferentes situaciones
problematicas realistas que ayuden al estudiante a desarrollar o reinventar sus estrategias
empleadas para tal fin. De esta manera, es fundamental la eleccidn de situaciones en diferentes
contextos que sean utilizadas en la resolucion de problemas tanto de la mateméatica como de su
entorno y que les permitan -a los estudiantes- comprender la realidad misma y modelarla a través

de sus producciones.

Asimismo, diferentes posturas (Buendia & Montiel 2005, 82; Israeli 1996; Boyer 1996;
Cordero, 2002; Bell, 2003 y Camarena, 2007) muestran en sus investigaciones en cuanto a los
procesos de ensefianza y los procesos de aprendizaje de las funciones trigopnométricas, el impacto
de la fisica en el desarrollo de algunos saberes matematicos, tanto histéricamente como en la
inclusion de esta disciplina en la practicas escolares. Particularmente, esta propuesta sintetiza
estas indagaciones en la postura de la EMR, dado que el estudio del proceso de matematizacion?

permite enfocar el contexto como un mensaje que es codificado por el estudiante a través de la

2 Proceso definido como la organizacion de la realidad. Bressan (2004, p 4).
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matemética (Freudenthal 1991, citado por Bressan, 2004, p 5), indagar diversos fenémenos?,
recurrir a la evolucion histdrica de la matematica para reconocer su construccion e incluirla en el
contexto siempre que los alumnos tengan la capacidad de visualizarlo o imaginarlo y procurar
una orientacion guiada que fomente una reinvenciéon de la matemaética, dado que ni crean, ni

descubren, sino que reinventan modelos, conceptos, operaciones y estrategias matematicas.

Ademas, este proceso de reinvencion se complementa con la matematizacion progresiva
(Treffers 1987, citado por Bressan, 2006, p 6) a través del andlisis de la propia actividad
matematica, lo que permite que los alumnos pasen por distintos niveles de comprensién®. Como
afirma Bressan (2006, p 8) estos niveles son dindmicos y un alumno puede funcionar en
diferentes niveles de comprension para contenidos distintos o partes de un mismo contenido.
Mas que describir en forma exacta qué puede hacer el estudiante en cada uno, sirve para
monitorear sus procesos de aprendizaje. Asi pues, los modelos® y la reflexion colectiva se
introducen como instrumentos basicos para el cambio de nivel. Ellos son las representaciones de
las situaciones donde se reflejan aspectos esenciales de los conceptos y relaciones matematicas

que son relevantes para solucionar la situacion dada.

Dicho de otra manera, este proceso de matematizacién se basa en el analisis reflexivo del
trabajo oral y escrito de los estudiantes, con particular atencion en los momentos claves.
(Busqueda de atajos, cambios de punto de vista, creaciéon o apropiacion de modelos mas

elaborados, etc.).

® para Freudenthal algo es considerado un fenémeno cuando se tiene una experiencia de ello e
incluye como fendmenos los mismos medios de organizacién de la matematica (estrategias,
conceptos y notaciones). Bressan (2004, p 5).

* La nocién de niveles de comprensién proviene en gran medida de las ideas de Van Hiele
(1957), citado por Bressan (2004, p 7), ya que esta estrechamente vinculada al uso externo del
lenguaje y otros medios de simbolizacion (por ejemplo, modelos y formas de notacion).

> La nocién de modelo que se usa en la EMR es un intermediario, a menudo indispensable, a
través del cual una realidad o teoria compleja es idealizada o simplificada a fines de volverla
susceptible de un tratamiento matematico formal (Freudenthal 1991, citado por Bressan 2004, p
8).
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En definitiva, esta investigacion vincula politicas educativas, la fisica como disciplina que
aporta contexto realistas y la matematizacion progresiva alrededor del proceso de ensefianza de
la funcion seno, con el fin de reconocer los diferentes niveles de comprensién, desde el enfoque
de la EMR en los estudiantes del grado décimo del Colegio Anglo Americano de la ciudad de

Cali a través de la implementacion y el analisis de situaciones realista de variacion periddica.

1.4. Antecedentes
Como se presenta anteriormente, este capitulo muestra algunos aspectos generales que
diferentes posturas aportan al disefio y analisis de las respuestas dadas por los estudiantes a las
tres situaciones -con sus respectivas tareas- implementadas en la propuesta de aula y la
importancia del estudio de las variaciones periodicas, los contextos realistas, los vinculos de la

matematica con otras disciplinas, la ensefianza y el aprendizaje de la funcion seno.

1.4.1. Una propuesta de aula para la ensefianza de las funciones periédicas seno y
coseno desde un enfoque variacional

Este trabajo de maestria en educacion con énfasis en educacion Matematica busca
movilizar en los estudiantes el estudio de situaciones periddicas en las que se reconoce la
periodicidad de las funciones seno y coseno. Asi, Santacruz (2016, p 88-102) propone tres
situaciones disefiadas bajo el enfoque de la Educacion Matematica Realista (EMR). La primera,
se enfoca en el reconocimiento de la periodicidad de las fases de la luna, su relacion con el
calendario lunar y algunos efectos en la agricultura. En la segunda, se presenta la situacion de un
deportista de alto rendimiento quien realiza un movimiento periddico de subir y bajar unas
escaleras. Por ultimo, presenta a los estudiantes un contexto de medicion en el que moviliza, a
través de diferentes representaciones — tanto icénica como verbal, tabular y gréfica- elementos
que lleven a los alumnos a la identificacion de la gréfica cartesiana de las funciones seno y
coseno, asi como la periodicidad de estas funciones. Algunos de los elementos que se resaltan de

esta investigacién son:

e El uso de los principios de realidad y de actividad, de la EMR en la caracterizacion
y modelacion de fendmenos periodicos en tanto permiten a los estudiantes un

acercamiento a fenomenos de variacion periodica que hacen parte de su realidad.
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e Las estrategias de implementacion de la propuesta, en tanto se generan espacios de
trabajo en equipo, discusion y socializacién alrededor de diferentes soluciones a las
tareas tanto en la aplicacion de las situaciones como en las plenarias realizadas al
finalizar cada una de estas.

e La problematica reconocida en la Institucion Educativa Técnico Comercial
Hernando Navia Varon en torno a los procesos de ensefianza y los procesos de
aprendizaje de las funciones, particularmente de las funciones periédicas, que hace
referencia a la falta de conexién con el acercamiento previo de los estudiantes a
situaciones y fendmenos de cambio y variacion cotidianos, asi como del estudio de
patrones y regularidades periodicas de forma numérica, geométrica o gréafica, desde
el primer conjunto de grados de la Educacion Bésica, donde el énfasis se centra
como lo establecen los Estandares (2006, p. 81) en la descripcién cualitativa de este
tipo de situaciones a través de registros de representacion grafico y lengua natural,

entre otros.

La investigacion resalta que a través de contextos realistas que movilicen la variacién
periddica se puede realizar un acercamiento no tradicional a elementos propios del pensamiento
variacional en la ensefianza y el aprendizaje de las funciones trigonométricas, desde el enfoque
de laEMR.

1.4.2. Una socioepistemologia del aspecto periddico de las funciones
Este articulo (Buendia, 2006) presenta una socioepistemologia — o epistemologia de
préacticas — acerca de la periodicidad de las funciones, que tiene como aspecto principal el
reconocimiento de dicha propiedad. Ademas, de diversa problematicas del desarrollo de la
periodicidad dentro de la escuela, donde la poca coherencia entre la existencia y la aplicabilidad
de una definicion matematica de periodicidad lleva a una problematica relacionada con el poco
significado de la definicion formal de la propiedad periddica y la asociacion de esta propiedad

con cualquier tipo de repeticion que se presente una grafica.

Buendia (2006, p 233) propone una situacion (compuesta de dos secuencias, que a su vez

se conforman por dos actividades y una ultima de una sola actividad) que gira en torno al
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comportamiento repetitivo de graficas de funciones que describen movimientos y retoma

elementos identificados alrededor de la construccion de lo periddico. Algunos elementos que se

resaltan de este articulo son:

Los elementos principales se refieren al uso del comportamiento de la grafica como
una herramienta para la construccion significativa de lo periddico. asi como a la
prediccién como una practica intencional, que logra una resignificacion. Con los
ejemplos se pretendid dar cuenta de como se articulaban dichos elementos.

Al predecir el comportamiento del movil a través de su grafica, hay una busqueda
de alguna unidad fundamental para comparar los estados futuros con el presente.
Esta busqueda inicia no sélo con la tarea explicita de realizar una prediccion, sino
desde la misma descripcion del movimiento que permite entender y reconocer el
tipo de movimiento en cuestion. (Buendia 2006, p 246).

Esta necesidad de precisar el comportamiento de cada variable (tiempo distancia)
en el marco de la préctica de prediccion favorece una identificacion atil de lo
periddico dentro del contexto de las funciones, lo cual va mucho més alla de poder
aplicar o no una definicién para determinar el caracter periédico de un movimiento.
lo que perciba un alumno acerca de la repeticién de un movimiento se reformula

para dar cabida a un reconocimiento del atributo periddico.

Por consiguiente, el uso de lo gréfico, de la prediccidn, el reconocimiento de variables y la

identificacion del cambio son elementos que se privilegian en el estudio de la periodicidad.

Ademas de la inclusion explicita de contextos de movimiento espacio temporales ayudan a

generar una realidad en la que esta propiedad logre una resignificacion hacia la definicion formal

poco trabajada en la escuela.

1.4.3. Estudio socioepistemologico de la funcién trigonométrica

Este estudio de doctorado en ciencias en matematica educativa (Montiel, 2005) centra su

atencion en el fendmeno didactico relacionado con el tratamiento escolar de la funcién

trigonométrica, donde involucra aspectos cognitivos, epistemoldgicos, didacticos y aporta

fundamentos de caracter social para explicar el fenémeno en cuestion. Algunos elementos que se

resaltan de esta investigacion son:
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e La vista de las funciones trigonométricas como una extension de las razones, cuya Unica
explicacion con respecto a la unidad de medida radica en la equivalencia entre grados y
radianes en el circulo trigonométrico, de lado los usos y significados que dan origen a las
funciones trigonométricas y la relacion de las matematicas con otras areas escolares que
se contemplan en la formacién de los estudiantes.

e La relacion entre la matemaética y otras areas escolares, no se concibe como una simple
aplicacion (perspectiva tradicional), sino que por el contrario para el caso de la funcién
trigonométrica, es en esas otras areas (fisica, quimica, biologia) donde se originan las
nociones, ideas y conceptos matematicos que dotan de significado, utilidad y sentido a
este tipo de funcion.

e La matematica deben entenderse y aprenderse en la medida en que conviven en la
construccién de conocimiento relacionado con otras asignaturas escolares, como se
muestra historicamente.

e El enfoque clasico triangulo rectangulo — circulo trigonométrico — funcion
trigonométrica limita el reconocimiento de las variaciones presentes en las funciones
trigonométricas, la matematizacion de la astronomia, matematizacion de la fisica y
matematizacion de la transferencia de calor que posibilitaron la emergencia de este tipo

de funcion.

Por consiguiente, Montiel (2005) afirma que, tanto el reconocimiento como la aplicacion
de la génesis de las funciones trigonométricas y los aportes de diferentes contextos a la
conceptualizacién de las mismas en las practicas escolares potencializan el estudio de las
variaciones de las funciones trigonométricas, de las variaciones periddicas y de la importancia

que implica el estudio de diferentes contextos susceptibles a ser modelados por estas funciones.

1.4.4. La matematica en el contexto de la ciencia
Camarena (1984, 1987, 1990, 1995, 1999, 2000a, 2009), presenta la importancia de las
ciencias, en particular de la fisica, en la actividad matematica en la escuela; asi, en su teoria la
matematica en el contexto de la ciencia (MCC), sostiene que la relacion entre la matematica y el
contexto de la ciencia se debe hacer presente en diferentes momentos de la escolaridad y realiza
una comparacién entre algunos elementos matematicos con asignaturas de cursos de ingenieria

electrdnica:
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En cuanto a las ingenierias, relaciona las ecuaciones diferenciales ordinarias y los circuitos
eléctricos, el analisis de Fourier y el analisis de sefiales electromagnéticas; lo que muestra la

asociacion de casos particulares de funciones periddicas modeladas por la funcién seno.

La relacion anterior destaca la importancia de abordar situaciones problemas, en este caso
de la Fisica, en el desarrollo del pensamiento matematico; en particular, asociadas a la ensefianza
de la funcién seno en la escuela. Asi, esta revision del contexto de la Fisica y de algunas
situaciones que son modeladas por la funcion seno se citan también el Movimiento Circular
Uniforme, Sistema Masa Resorte, Péndulo Simple, los Movimientos Arménico Simples (MAS)

variaciones en la corriente alterna de un circuito, entre otras.

De esta forma, Camarena (2009, p 16), entre otras, la fase didactica, en la que plantea la
implementacion de situaciones problemas que fomenten el desarrollo de habilidades a través de
las cuales los estudiantes logren identificar el modelo a utilizar en la solucion de las tareas, dar
solucion a lo propuesto e interpretar esta solucion en términos del fendmeno y contexto

presentado.

Por lo anterior, la MCC sustenta la eleccion de la fisica como una de las disciplinas que

aportan contextos realistas a la ensefianza de la matematica.

De manera general, los antecedentes presentados muestran algunas de las investigaciones
vigentes en el campo de la didactica de las matematicas con relacion, tanto a la funcion seno -su
estudio variacional y periddico- como al vinculo de la fisica en la ensefianza de las matematicas,

particularmente de este tipo de funcién periddica.
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Capitulo 2.

Marco Teorico de Referencia
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Capitulo 2. Marco Tedrico de Referencia

Este capitulo gira en torno a los referentes tedricos que orientan este trabajo y se
constituyen en elementos fundamentales para la elaboracion de la propuesta de aula, asi como
para el andlisis y el planteamiento de algunas conclusiones y reflexiones didacticas a partir de los
resultados de los estudiantes del grado decimo del Colegio Anglo Americano cuando resuelven
las situaciones en contextos realistas provenientes de la Fisica, que movilizan la variacion

periodica y pueden ser modelados por la funcion seno.

En primer lugar, se realiza una aproximacion general a algunos elementos del enfoque de
la Educacién Matematica Realista EMR, su definicién, sus principios fundamentales y el trabajo
con modelos matematicos que propone este enfoque y su importancia en la interpretacion de
situaciones problemas en contextos reales. Luego, se hace una explicaciéon detallada de los
principios que define la EMR: el principio de actividad, de realidad, de interconexién, de
reinvencion, de interaccién y de niveles; estos dan lugar a las reflexiones teoricas del enfoque en

lo referente a la matematizacion horizontal y matematizacion vertical.

Asimismo, se presenta el uso, reinvencion y generalizacion de los modelos en la EMR y se
analiza como su adopcion y reestructuracion inicia desde la interpretacion de la situacion misma

hasta llegar a grados mayores de formalizacion.

En segundo lugar, desde los Lineamientos (1998) y los Estandares (2006), se busca resaltar
algunos puntos en comln que tiene la investigacion tedricas referenciadas anteriormente con
estas propuestas curriculares de Colombia. Mas aun, su relacion con el desarrollo del
pensamiento matematico a traves de los procesos generales, conocimientos basicos y contextos
(MEN 1998, p 19),

Dado que estos tres elementos y los intereses de la propuesta de aula, se centra la atencion
en el proceso general de modelacion matematica ya que hace referencia a la manera de como los
estudiantes logran representar mental, gestual, grafica o simbdlicamente las situaciones
propuestas. (MEN 2006, p 53). Ademas, en los conocimientos basicos, se centra la atencion,
como se presenta anteriormente, en la funcién seno; cabe resaltar, que la ensefianza de la funcion
seno se movilizan diferentes elementos propios del pensamientos variacional propuesto por los

lineamientos (1998, p 25), en particular se analiza el estudio de la variacion, las diferentes
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representaciones utilizadas para dicha variacion, el estudio de patrones, de regularidades graficas
cartesianas. MEN (1998, 2006).

Por ultimo, se presenta los referentes propios de la matematica que dan lugar a las
definiciones previamente usadas en el desarrollo de estrategias para mejorar la ensefianza vy el

aprendizaje de la funcion seno.

2.1. Aproximacion al enfoque de la Educacién Matematica Realista (EMR)

Los aspectos generales de la EMR se adoptan de las reflexiones realizadas por el Grupo
Patagonico de Didactica de las matematicas desde la postura que Bressan, Gallego, Pérez y
Zolkower (2016) y Bressan, Zolkower y Gallego (2004) asumen de las diversas obras de Hans
Freudenthal considerado el fundador de la EMR y de autores como Panhuizen, Gravemeijer y
Treffers; ademas se consideran las reflexiones e implementaciones realizadas Santacruz (2016) y
Pérez (2012).

El enfoque de la EMR surge en la década de los 70 en Holanda como respuesta al
movimiento de la matematica moderna; la vigencia del enfoque se reconoce en la inclusion de
este en diferentes paises que promueven la actividad del docente como una actividad de
investigacion que busca mejorar las practicas en el aula y motivar a los estudiantes a aprender la

matematica desde su realidad con una postura activa frente a la comprension de la misma.

Asi, se pretende que la ensefianza de la matematica tenga un nuevo paradigma, que deje a
un lado las préacticas de tradicionalistas centradas en la ensefianza de un saber y la
desarticulacion de lo ensefiado con la vida cotidiana y sus posibles aplicaciones en otras
disciplinas de formacion y que vincule el quehacer en matematica con la realidad misma del
estudiante; es decir que, el aprender esta disciplina debe ser una actividad humana incluyente que
permite al estudiante tener la libertad para desarrollar elementos matematicos nuevos, de

reinventar y reformular los que ya tiene establecidos (Bressan et al. 2016, p 2).

Cabe aclarar que la definicion de realidad suele ser relativa respecto al individuo y tiene
diferentes acepciones; la EMR adopta el termino realidad, segin Van Der Brink, (1973) citado
por Van Den Heuvel-Panhuizen (2009), como las situaciones que los estudiantes puedan
imaginar, incluso mas alla de lo tangible y de la autenticidad de estas; aunque esto no signifique

que la vida real no sea importante, esta postura elimina la restriccion a estudiar solamente lo que
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se pueda captar a través de los sentidos. Asi amplia el espectro a la inclusion eventos
imaginarios, fantasiosos o propios de la matematica misma. Este conjunto de situaciones se
toman como idéneas para movilizar lo que se quiere ensefar, siempre que el estudiante tenga la

capacidad de hacerlos reales en su mente y de comprenderlos.

Por tanto, tal como lo dice Freudenthal (1991, p. 32) citado por Bressan et al. (2016, p. 2):
“la imagen de la matematica debe ser enmarcada dentro de la imagen del mundo, la imagen del
matematico dentro de la del hombre y la imagen de la ensefianza de las matematicas dentro de la

sociedad”.

A continuacion se presentan los principios de la EMR que organizan y particularizan el
quehacer del docente y del estudiante en el aula cuando se esta buscando ensefiar y aprender

matematica.

2.2. Principios de la Educacion Mateméatica Realista

La EMR se organiza en principios relacionados entre si con el fin de orientar el anélisis de
los resultados propios de las investigaciones que usan el marco teorico; sin pretender ser una
teoria general de aprendizaje estos principios articulan tres elementos resaltados por Freudenthal
(1993) citado por Bressan (2006, p. 2), en primer lugar, pensar la matematica como una actividad
humana, de tal modo que sea una matematica incluyente; en segundo lugar, aceptar el desarrollo
de la matematica en distintos niveles donde las situaciones que propician la actividad matematica
como las estrategias que desarrollan los estudiantes para interpretar y solucionar lo presentado en
ella tienen una relevancia fuerte y por ultimo, la reinvenciéon guiada, como actividad de
matematizacion, para promover la relacion entre la realidad del alumno y la matematica a través
de dos fuentes principales: la historia de la matematica y las invenciones y producciones

matematicas de los estudiantes.

De este modo, se describen los principios de la EMR y se caracterizan sus particularidades;
asi, el principio de actividad, de realidad, de reinvencion, de niveles, de interaccién y de

interconexion, da lugar a la matematizacion relacionandose entre si.

2.2.1. Principio de Actividad
Este principio presenta que la matematica debe ser pensada como una actividad humana

incluyente y sostiene que la mejor forma de hacer matematica es haciéndola; es decir, que el
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estudiante debe descubrir la matematica desde su proceso de construccion mas no como un
producto ya terminado. En esta via, Freudenthal (1993, IX) citado por Bressan (2006, p. 2) dice:
“las cosas estan al revés si se parte de ensefiar el resultado de una actividad méas que de ensefiar
la actividad misma”. Lo que invita a pensar el hacer mateméatica como el centro mas alld del
aprendizaje del contenido acabado. Por tanto, Freudenthal (1991), citado por Bressan (2006, p. 2)
sostiene que lo significativo no es aprender algoritmos, sino el proceso de algoritmizacién, no el
algebra sino la actividad de algebrizar, no las abstracciones sino la accién de abstraer, no la

forma y la estructura sino el formalizar y el estructurar.

Igualmente, la educacién matematica, en este enfoque, se centra en que la matematica debe
ser para todos, sin la pretension de hacer matematicos a todos los estudiantes, la finalidad de la
ensefianza de esta disciplina es llegar a la mayoria de los alumnos y lograr que ellos reconozcan
su importancia en la comprension de situaciones reales propias de la cotidianeidad y

susceptibles a ser matematizadas.

2.2.2. Principio de Realidad

El principio de realidad destaca que la matematica surge como el hecho de matematizar la
realidad, el cual debe originar el aprendizaje de esta disciplina; es decir, la realidad no solo es
vista como lo tangible, sino como toda situacién apta para que el estudiante la imagine, la realice
y la razone. Se busca que el alumno sea capaz de resolver situaciones que se enmarcan en la vida
diaria y use su sentido comun, procedimientos del calculo y que tome el contexto como punto de

partida para la actividad matematica.

De esta manera, se debe fortalecer el proceso de eleccion del contexto y lograr que este en
lugar de ser una fachada que el estudiante ha de eliminar para llegar al algoritmo ya establecido,
sea una herramienta que aporte a la interpretacion de la situacion y que este inherente a la
situacion problema misma; también que aporte al mensaje que serd codificado en términos
matematicos al iniciar a interpretarse con las herramientas que posee el estudiante, algunas tales
como el uso del sentido comdn, de estrategias informales, algoritmos aprendidos anteriormente,
entre otras que le posibiliten avanzar a niveles de mayor formalizacion por sus propios medios de

acuerdo con las exigencias del contexto y de la situacion misma.

Una situacion sera realista 0 no si tiene en cuenta la experiencia previa de los estudiantes y

su capacidad de imaginarla o visualizarla para llegar al posible uso de muchas de estas
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situaciones como modelos mentales que les facilitan recordar las estrategias de resolucion de

estas.

2.2.3. Principio de Interaccion
La EMR toma la matematica como una actividad social, esto hace que la discusion acerca
de las interpretaciones de la situacion problema, distintas clases de estrategias y justificaciones

de solucidn y de la adecuacion y eficiencia de los mismos tenga un lugar central en el enfoque.

La interaccion lleva a la reflexion, lo que permite que los estudiantes reconozcan algunas
de sus habilidades asociadas a diferentes niveles de comprension, algunos bésicos y otros mas
elevados. Esto se potencializa a través de clases heterogéneas donde las situaciones propuestas
dotan diferentes espacios para que se utilicen estas habilidades. Lo que permite lograr que
puedan trabajar en equipo y que cada uno adquiera un papel principal en su aprendizaje y logre
tomar sus propias decisiones en el momento de mostrar sus destrezas al interpretar las
situaciones problema, lo que propicia un docente guia u orientador y unos estudiantes autbnomos
al momento de presentar sus habilidades para interpretar, resolver y, si se logra, generalizar lo

propuesto en la situacion de aula.

2.2.4. Principio de interconexion (estructuracion)

Para la EMR el principio de interconexion hace referencia a la relacion entre los distintos
ejes curriculares; para lo que el enfoque no hace fuertes distinciones entre ellos. Por el contrario,
busca la interrelacion entre las diferentes disciplinas ya que, segun Bressan (2011) lo importante
es permitir la coherencia entre la ensefianza y los distintos modos de matematizar las situaciones
bajo diferentes modelos y lenguajes, para lograr concordancia a travées del curriculo. Freudenthal
(1991) propone que la interrelacién debe realizarse tan pronto, tan fuertemente y con tanto
tiempo como sea posible. Justamente la interpretacion de situaciones problematicas realista a
menudo exige establecer conexion y reclama la aplicacion de un amplio rango de comprensiones

y manejo en algunas herramientas matematicas.

“Lo que realmente importa es saber como encaja el tema en todo el cuerpo de la ensefianza
matematica, si se puede 0 no integrar con todo, o si es tan estrafalario o aislado que, finalmente,

no dejaria ninguna huella en la educacion” (Freudenthal, 1982).
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2.2.5. Principio de Reinvencién

Este principio de reinvencion resalta el rol del estudiante y el docente en la construccion
del conocimiento matematico. Desde la EMR, Pérez (2012, p. 67) la matematica es considerada
como una forma de sentido comdn solo que méas organizada. El enfoque sostiene que el sentido
comun es la base para llegar a una matematica que sea mas organizada y con un nivel mas alto
de formalizacion, lo que permite que al constituir la base para una matematica de orden aun

mayor se revela una jerarquia tremenda y constituida por un notable interjuego de fuerza”.

Este principio lleva al docente a propiciar diferentes oportunidades orientadas a reinventar
la matematica y resaltar el reconocimiento de esta disciplina en el aula, donde no se crea ni se
descubre, sino que se reinventa a través de modelos, conceptos, operaciones y estrategias
matematicas, donde el educador se convierte en el mediador entre los alumnos y las situaciones
problemas. A esto se le Ilama reinvencion guiada y se presenta de manera discontinua y relativa

a los intereses de los estudiantes.

Por tanto, este principio hace explicito el papel, las responsabilidades del docente y de los
estudiantes en la interaccion llamada reinvencion guiada que para Freudenthal (1991), citado por
Pérez (2012, p. 68), no es méas que un balance sutil entre la libertad de inventar y la fuerza de

guiar.

2.2.6. Principio de Niveles

Como complemento para el principio de reinvencién, Freudenthal (1991) toma de Treffers
(1978, 1987) la matematizacion progresiva como el proceso que realizan los estudiantes cuando
interpretan la situacion en particular; este se hace presente, en primera instancia, cuando se
analiza un contenido o tema de la realidad para complementar el analisis de su propia actividad
matematica. Esta matematizacion se estudia desde dos aspectos: la matematizacion horizontal y

la matematizacion vertical.

Asi, la matematizacion horizontal consiste en convertir un problema contextual en un
problema matemaético, basandose en la intuicion, el sentido comun, la aproximacion empirica, la
observacion y la experimentacion inductiva. Ademas, los estudiantes pueden identificar y
describir la matematica que yace en el contexto, reconocer regularidades y relaciones, analogias

con otros problemas, etcétera.
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Por otra parte, matematizacion vertical se define en la matematica misma y es
caracterizada por el ajuste de los modelos, la esquematizacién conceptual y formalizacién
progresiva. De esta manera, conlleva estrategias de reflexion, esquematizacion, generalizacion
prueba, simbolizacién y rigorizacion (limitando interpretaciones y validez), con el objeto de

lograr mayores niveles de formalizacion matematica.

La EMR argumenta que en la matematizacion Progresiva los estudiantes pasan por
distintos niveles de comprension y estos ayudan a tipificar el proceso de aprendizaje de los
estudiantes quienes presentan sus producciones activas cuando comprenden una situacion real y
devela elementos como el desarrollo de modelos, su evolucion y el uso de lenguaje de distintas
categorias cognitivas; de esta forma, en estos elementos se puede reconocer el paso de “modelo
de” a “modelo para”. Bressan (2016, p.4) sostiene que “modelo de” porque es relativo a una
situacion particular y se busca llegar a “modelo para” que ya son para razonar matematicamente

en situaciones diversas dentro y fuera de la matematica misma.

Especificamente, estos niveles son: situacional, referencial, general y formal; los cuales
estan ligados al uso de estrategias, modelos y diferentes interpretaciones que se presentan en
diferentes categorias cognitivas sin querer llegar a una jerarquia estrictamente ordenada. A

continuacion se realiza una breve descripcion de cada uno.

En el nivel situacional se da la interpretacion, por parte de los estudiantes, a la situacion
problema y se hacen explicitas las estrategias vinculadas al contexto de la misma al apoyarse en
los conceptos informales, el sentido comun y la experiencia. Es un nivel vinculado al contexto de
la situacion en el que los alumnos pueden reconocer analogias con otros problemas, formular el

problema de otras maneras, descubrir relaciones y regularidades, entre otros.

El nivel referencial ya aparecen los modelos graficos materiales o rotacionales y las
descripciones, conceptos y procedimientos que esquematizan el problema, pero siempre referidos
a la situacion en particular. En este nivel los modelos emergen como “modelos de” puesto que

estan intrinsecos a la situacion que les dio origen.

El nivel general inicia de lo movilizado en el nivel anterior y logra explorarlo, reflexionarlo

y generalizarlo, enfocandose en las estrategias matematicas que superan al contexto, de alli que
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se hable de “modelo para” porque aporta a la resolucion de las situaciones problemas planteadas
y las homologas; es decir surgen aspectos generalizables.

Por altimo en el nivel formal se comprende y se actla con los conceptos, procedimientos y

notaciones convencionales propias de la matematica con que se esta trabajando.

En sintesis, en la figura 1, tomada de Santacruz (2016. P 29) se muestra el proceso de
matematizacion progresiva divido en matematizacion horizontal y vertical en términos de los

niveles de comprensidn descritos.

/ FORMAL / g Conocimiento
formal

Reflexion

/ GENERAL / ——p  "Modelo para"

Reflexion

/ REFERENCIAL /—’ “Modelo de”

Interaccion - Reinvencion
Matematizacién Vertical

Reflexién

(Historia de la Matematica - Producciones propias)

/ SITUACIONAL / ——»p Contexto

‘«———————— Matematizacion Horizontal —— 8 —p

Figura 1. Niveles de comprension en el proceso de matematizacion progresiva6

En la figura 1 se muestra el nivel situacional asociado a la matematizacion horizontal, pues
su naturaleza es relacionar las producciones del estudiante con la situacion propuesta en el
contexto. Los niveles, referencial, general y formal, estan asociados estrictamente al proceso de
matematizacion vertical, proceso en el cual la reflexion sobre la propia actividad, tiene un papel

decisivo para realizar adecuadamente un cambio de nivel.

® Figura referenciada por Bressan (2016, p. 7), Santacruz (2016, p. 29), et al. Como niveles de
matematizacion desde el enfoque de la Educacion Matematica Realista.
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Freudenthal, citado por Goffree (1993, p 16.), sostiene que la reflexion en el proceso de
aprendizaje es el reconocimiento por parte de los alumnos de qué estan haciendo y lo que es ain

maés importante, de tener la oportunidad de pensar sobre lo que ellos y sus pares han hecho.

2.3. El uso de modelos y la Modelacién Matematica

Los modelos en el enfoque de la EMR, como lo afirma Panhuizen (2003, 4), son la manera
en que se representan las situaciones problemas que refleja aspectos fundamentales de conceptos
y estructuras matematicas; es decir, son las estrategias que toma el estudiante y pueden ser:
gréficas, tablas, dibujos, esquemas, simbolos u otras formas de interpretar lo presentado;
asimismo, los modelos retnen al menos dos caracteristicas: estar arraigados en contextos
realistas imaginables y ser flexibles para ser aplicados en diferentes niveles de comprension; asi,
estos modelos permiten al estudiante realizar una matematizacion horizontal y matematizacion

vertical.

De esta forma, en la matematizacion horizontal, se espera que interprete la situacion y
algunos elementos de la misma, para después, en la matematizacion vertical se ubique en los
niveles de comprension previamente analizados, situacional, referencial, general y formal a

través de la reflexién.

Esta importancia en el cambio de nivel y en la inclusion de la reflexién del estudiante
mismo como elemento central en los procesos de matematizacion busca privilegiar el rol activo
del alumno en su proceso de aprendizaje a través del reconocimiento de estos modelos; de esta
manera, estos modelos deben ser reinventados y puestos a prueba en diferentes situaciones donde

se haga explicito como responden a las necesidades asociadas a la misma.

Estos cambios de nivel de comprension referenciados anteriormente a través de la reflexion
y en el uso de los modelos, son los que la EMR llama “modelos de” y “modelos para”. Es decir,
como se inicia el aprendizaje en la interpretacion de la situacion problema para obtener modelos
de la misma a través de la experiencia del estudiante y de sus saberes previos, y como este
modelo se constituye en relacion estrecha con el problema en cuestion; también, si este modelo
se puede llevar a grados de mayor generalizacion y desligarlo de la situacion particular entonces
ya no solo es modelo de la situacion, sino modelo para organizar situaciones que no guardan

relacién especifica sino que reflejan algo méas general.
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Estos modelos, inventados o adaptados por los estudiantes mismos, deben ser promovidos
por ambientes de aprendizaje, que son el conjunto de actividades, problemas y contextos situados
en escenarios o trayectorias, guiados por el docente que propicien la reinvencion guiada de los
mismos. Por tanto, la reinvencidn guiada ayuda a que los estudiantes tengan la iniciativa, lo que
permite que los modelos surjan y evolucionen de modo natural, a fin de que estos abran el

camino a niveles mas altos de comprension para los estudiantes.

De esta forma, las actividades y situaciones donde se privilegie los ejercicios matematicos
centrados en movilizar saberes aislados a la realidad de los estudiantes y operaciones
mecanicistas sin un objetivo claro no son elementos a tener en cuenta al momento de disefiarlas;
ya que, como afirma Panhuizen (2003, 6) estas situaciones deben movilizar la necesidad de
inventar o reinventar modelos, como planear y ejecutar etapas de solucion, generar
explicaciones, identificar semejanzas y diferencias y hacer predicciones con el fin de que los

estudiantes reconozcan estructuras y saberes matematicos en diferentes niveles de complejidad.

Por tanto, el enfoque de la EMR adopta la matematizacion como el proceso que inicia en la
situacién planteada en un contexto real y busca ascender en diferentes niveles de comprension
que van dando lugar al proceso de generalizacion en la matematica misma. Asi, la
matematizacién horizontal, que es la relativa a la situacion problema planteada y devela
“modelos de”; la matematizacion vertical, que se asocia al paso del “modelo de” la situacion al
“modelo para” representar, generalizar y, si se logra, formalizar el conocimiento matematico en
juego. De esta forma se permite que el estudiante tome un papel activo en su proceso de

aprendizaje y pueda cambiar de nivel de comprensién siempre que lo requiera la situacion.

2.4. Referente curricular

Los documentos propuestos por el Ministerio de Educacion Nacional, Lineamientos (1998)
y los Estandares (2006), promueven el analisis del quehacer docente y dan lugar a una serie de
investigaciones didacticas, epistemoldgicas, historicas, entre otras, que centran el acto de ensefiar
matematica en la actividad del estudiante y busca superar el paradigma impuesto por la
matematica moderna, hasta la década de los 70’s, donde se pensaba que ensenarla era memorizar

una serie de contenidos y ejercitarse en ellos.

De esta forma, se privilegia una nueva visién que muestra la matematica como una

construccién humana y como un resultado de la actividad grupal, la cual esta condicionada por la
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historia y la cultura (p 49). Asi, los Lineamientos (1998, p 19) proponen tres aspectos generales

que orientan la actividad académica en el aula:

Los procesos generales que se relacionan directamente con el aprendizaje, tales como
razonamiento, la resolucion y planteamiento de problemas, la comunicacion, la modelacion y la

elaboracion, comparacion y ejercitacion de procedimientos.

Los conocimientos basicos, se enmarcan en el desarrollo del pensamiento matematico por
medio de procesos especificos propios de las matematicas, y a su vez propenden por desarrollar
el pensamiento numérico, el espacial, el métrico, el aleatorio y el variacional, ente otros.
Asimismo, se relacionan con sistemas como lo son: los sistemas numéricos, geométricos, de

medida, de datos y sistemas algebraicos y analiticos.

El contexto, tiene que ver con los ambientes en que el estudiante esta inmerso y puede

imaginar una situacion real que le dé sentido al quehacer matematico.

En lo relativo a los pensamientos matematicos, centrar el interés en uno de ellos delimita la
indagacién acerca de los modelos que adoptan los estudiantes cuando resuelven una situacion
problema; asi no se elimina la importancia de los otros los pensamientos. Por lo anterior se hace
énfasis en el pensamiento variacional, ya que estd directamente asociado con el concepto de
funcion y los diferentes cambios presentes en el estudio de la misma, sea cual sea la naturaleza

de la variacion.

En cuanto a los procesos matematicos generales, se privilegia la modelacion matematica
definida por el MEN (2006, p 53) como una manera de representarla mentalmente, gestualmente,
graficamente o por medio de simbolos aritméticos o algebraicos, para poder formular y resolver
los problemas relacionados con ella. Esta eleccion se fundamenta en la relacion directa entre su
definicion, el desarrollo del pensamiento variacional y el vinculo de este proceso con diferentes
contextos, particularmente de las ciencias. Es de resaltar que los Estandares (2006, p 53) toman

como sindnimos los términos modelacion matematica y matematizacion.

De igual manera, los Estandares (2006, p 53) resaltan que la modelacion matematica tiene
diferentes acepciones desde diversas perspectivas didacticas. Particularmente, para el enfoque de
la EMR, matematizacion es diferente a Modelacion Matematica, ya que la matematizacion en la

EMR se presenta en dos formas: matematizacion vertical y matematizacién horizontal, a



33

diferencia del proceso de modelacion que se toma como el paso de los elementos que desarrolla
el estudiante para interpretar la situacion (matematizacion horizontal) que es el uso de “modelos
de” la situacion para llegar a elementos de mayor nivel de comprension que estan asociados a los
modelos para explicar otras situaciones y llegar ya sea a la generalizacién o la formalizacion de

los mismos.

En cuanto los Estandares (2006, p 16) sostienen que la relacion entre los pensamientos
mencionados anteriormente se presenta a través de la coherencia horizontal, lo que permite la
relacion entre el saber y el hacer en elementos para desarrollar las habilidades del estudiante para
interpretar, resolver y modelar diferentes situaciones. Por tanto, la coherencia horizontal es la
relacion entre los pensamientos asociados al pensamiento matematico y que se vinculan en un

mismo grupo de grados.

En otro sentido, el MEN (2006, p 15) propone los siguientes grupos: de primero a tercero,
de cuarto a quinto, de sexto a séptimo, de octavo a noveno y de décimo a undécimo; con el fin de
garantizar un mejor desarrollo de las habilidades de los estudiantes. Especificamente, esta

propuesta se enmarca en el grupo de décimo a undécimo.

Por Gltimo, respecto a los contextos que movilizan los saberes previos en diferentes
situaciones ya sean de la vida cotidiana, de las matematicas mismas o de otras disciplinas, se
aborda lo propuesto por el enfoque de la EMR: se presenta una situacion real que permita al
estudiante tomar elementos de ella para interpretar lo que necesite. Lo que significa que la
eleccién de este contexto es vital para el desarrollo del pensamiento matemaético, pues un
contexto no familiar al estudiante se puede convertir en una barrera para el aprendizaje en lugar

de un elemento que promueva la actividad matematica.

Por lo tanto, se hace prioritario incluir en esta propuesta de aula la relacion entre estos tres
elementos del curriculo Colombiano y analizar algunos elementos de la modelacion matematica,
pensamiento variacional, sistemas algebraicos y analiticos y la fisica como una de las disciplinas
que aporta situaciones en contextos realistas a los procesos de ensefianza y los procesos de

aprendizaje de las matematicas.

En este sentido, se caracterizan a continuacién los elementos curriculares de esta

implementacion que se hacen explicitas por el MEN (1998; 2006).
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2.4.1. La Modelacion Matematica en los Lineamientos y los Estandares Basicos de
Competencias en matematicas

Los Lineamientos (1998) afirman que la actividad matematica en la escuela se destaca
porque los estudiantes aprenden matematicas “haciendo matematicas”; esta tendencia, sustentada
por el enfoque de la EMR, se presenta cuando los estudiantes se enfrentan a la interpretacion de
una situacion problema planteada en un contexto real y puede usar libremente sus saberes

previos para buscar solucionarla.

El proceso que permite la relacién entre las situaciones del mundo real y los diferentes
modelos matematicos que se asocian a estas se le define como modelacion matematica. En la
figura 2 se hacen presentes los elementos que estdn en juego en el proceso de Modelacion

Matematica visto como la construcciéon de modelos.

Formulacion del
problema (problema
planteado
matemdticamente)

Situacion

—+(Chotio ) s

A

problemdtica
real

Coherencia

Interna

Figura 2. Elementos bésicos de la construccion de modelos’.

En la figura 2, los Lineamientos (1998, 97), resalta que la definicion de Modelacion
Matematica tiene su inicio en una situacion real y llega a su término cuando se reconoce un
modelo matematico o varios modelos matematicos que respondan a la exigencia que la situacion

requiera y que pueda resolver situaciones asociadas al mismo modelo matematico.

’ Fuente: Lineamientos (1998, p 76)
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Asi, esta situacion debe ser simplificada, idealizada, estructurada, sujeta a condiciones y
suposiciones, debe precisarse mas, de acuerdo a los intereses de quien resuelve la situacion; esto
permite que se pueda formular un problema y después aproximarse a traveés de medios
matematicos. Igualmente, buscar esquematizar matematicamente e interpretar la situacion son

elementos esenciales para una situacion problema real.

De este modo y al citar a Treffers y Goffree, los Lineamientos (1998, p 98) definen la
Modelacion Matematica como: “una actividad estructurante y organizadora, mediante la cual el
conocimiento y las habilidades adquiridas se utilizan para descubrir regularidades, relaciones y

estructuras desconocidas”.

De igual manera, este proceso de modelacion matematica hace referencia no sélo a una
imagen mental simplificada sino también a los Modelos Matematicos que estructuran y crean un
pedazo de realidad, dependiendo del conocimiento, intereses e intenciones del que resuelve el

problema.

El proceso que lleva de la situacién real al planteamiento matematico segun los
lineamientos citados por Santacruz (2016, p 39) es a lo que Freudenthal ha definido como
Matematizacién Horizontal y muestran que algunas actividades que pueden ayudar a este

jproceso son:

e |dentificar las matematicas especificas en un contexto general.

e Esquematizar, formular y visualizar un problema en diferentes formas.
e Descubrir relaciones y regularidades.

e Transferir un problema de la vida real a un problema matemaético.

e Transferir un problema del mundo real a un modelo matematico conocido.

Después de este proceso de Matematizacion Horizontal Freudenthal propone una
Matematizacion Vertical que consiste en la busqueda de herramientas matematicas que

respondan a actividades como:

e Representar una relacion en una formula.
e Probar o demostrar regularidades.

e Refinar y ajustar modelos.
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e Utilizar diferentes modelos.
e Combinar e integrar modelos.
e Formular un concepto matematico nuevo.

e Generalizar.

Asi, la generalizacion se posiciona como el grado mas alto de Modelacion Matematica.

Asimismo, los Estandares (2006, 54) toman como sindnimos la Modelacién Matematica y
matematizacion -aunque realizan una diferenciacion desde el enfoque de la EMR, los toma como
el mismo proceso desde una forma basica-; es de notar que, desde el principio de interconexion,
se hace la diferencia entre ambos procesos ya que la matematizacién, tanto matematizacion
horizontal como matematizacién vertical, se adopta como el proceso de interpretacion de la
situacion real hasta la generalizacion y formalizacion propias de la matematica, por otra parte, la
Modelacién Matematica se adopta como aquel que recoge los elementos del proceso de
matematizacion progresiva desde la interpretacion del contexto, el desarrollo de habilidades, el
paso a los “modelos de” y “modelos para” hasta el reconocimiento del modelo matematico

utilizado o desarrollado.

Esta diferenciacion se resalta cuando se analizan las diferentes herramientas que utilizan
los estudiantes cuando interpretan una situacion problema y permite ubicar sus respuestas en
niveles de comprension, desde el enfoque de la EMR, que ayudan al estudiante a pasar de

herramientas necesariamente sujetas a la situacion®.

Por tanto, en este trabajo se toma la modelacién matematica como el proceso que abarca

tanto la Matematizacion Horizontal como la matematizacién vertical.

Por otra parte, los Estandares Béasicos de Competencias (2006, p 54) resaltan la relacion
entre Modelacion Matemaética y el pensamiento variacional puesto que esta se interesa por el
reconocimiento de patrones, variaciones y las relaciones entre variables para conseguir

estructuras matematicas perdurables.

De esa manera, los Estandares (2006, p 66) afirman que: este pensamiento cumple un papel

muy importante cuando se resuelven situaciones problemas que centran su atencién en el estudio

®El enfoque de la EMR le denomina “modelos de” a las habilidades de los estudiantes presentes
en la Matematizacion Horizontal.



37

de la variacion y el cambio, en la modelacién de procesos de la vida cotidiana, las ciencias
naturales y sociales y las matematicas mismas. Es asi que el proceso de Modelacion Matematica
aporta a los elementos de este trabajo cuyo interés es la variacion y en el reconocimiento de la

periodicidad de la funcion seno en la escuela.

Ademas, el pensamiento variacional se desarrolla en estrecha relacion con los otros tipos
de pensamiento matematico (el numérico, el espacial, el de medida o métrico y el aleatorio o
probabilistico) y con otros tipos de pensamiento mas propios de otras ciencias, en especial a
través del proceso de modelacion de procesos y situaciones naturales y sociales por medio de

modelos matematicos como se amplia a continuacion.

2.4.2. El pensamiento variacional y los sistemas algebraicos y analiticos: el concepto de
funcion periddica.

Segln los Lineamientos (1998, 49), la ensefianza de la matematica ha superado la
ensefianza de contenidos matematicos fragmentados y busca privilegiar el estudio de conceptos y
procesos estructurados entre si; esto permite reconocer la variacion por medio de cantidades y
magnitudes en situaciones tanto de la vida practica como en un contexto cientifico; asimismo, la
variacion se muestra en las dependencias entre variables o de una sola variable que cambia. Por
lo anterior, se busca que el estudiante documente, explore, utilice lenguaje matematico, entre

otras habilidades que considere necesarias para analizar la situacion de variacidn propuesta.

El estudio del cambio y la variacién, segin los Lineamientos (1998, p 49) son las ideas
claves que orientan el estudio del pensamiento variacional y le hacen transversal a los otros
pensamientos matematicos y busca que los estudiantes logren analizar, organizar y modelar
matematicamente situaciones problemas en diferentes actividades practicas del hombre, su vida

cotidiana, las ciencias y la matematica misma.

Ademas, los Estandares (2006, p 66) afirman que el desarrollo de este pensamiento se
inicia con el estudio de regularidades y la deteccidn de los criterios que rigen esas regularidades
o las reglas de formacion para identificar el patrén que se repite periodicamente. Las
regularidades (entendidas como unidades de repeticidbn) se encuentran en sucesiones o0
secuencias que presentan objetos, sucesos, formas o sonidos, uno detras de otro en un orden

fijado o de acuerdo a un patron.
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De esta manera, la unidad que se repite con regularidad da lugar a un patrén. Al identificar
en qué se parecen y en qué se diferencian los términos de estas sucesiones 0 secuencias, se
desarrolla la capacidad para identificar en qué consiste la repeticion de mismo patrén y la
capacidad para reproducirlo por medio de un cierto procedimiento, algoritmo o férmula. Esta
descripcion del pensamiento variacional estrechamente sujeta al proceso de modelacién hace que
el estudio de los elementos de variacion y de periodicidad de la funcion seno tenga mayor
sentido cuando se realiza en la escuela, particularmente, cuando se vinculan contextos como los

de la vida cotidiana, los de la mateméatica misma y los de otras disciplinas.

2.4.3. Coherencia vertical y coherencia horizontal

Es asi como estos elementos curriculares enfocados al desarrollo del pensamiento
matematico, particularmente el pensamiento variacional estd estrechamente relacionados con el
concepto de funcion. Esta correlacidn se presenta a través de todos los conjuntos de grados en

diferente nivel de complejidad. (Estandares 2006, p 79) y se le llama coherencia vertical.

La coherencia vertical, conecta los saberes matematicos en juego con diferentes formas,
representaciones, niveles y estrategias. En la tabla 1 se presenta la coherencia vertical de
diferentes Estandares propuestos por el MEN (2006 79-89) para desarrollarse a lo largo de la

actividad matematica escolar en el aula enfocada en la ensefianza de la funcion seno.

Tabla 1. Coherencia vertical para la funcién seno en el pensamiento variacional.

De 10° a 11° Modelo situaciones de variacion

periddica con funciones trigonométricas.

De 8° a 9° Analizo en representaciones
graficas cartesianas los comportamientos de
cambio de funciones especificas
pertenecientes a familias de funciones
polindmicas, racionales, exponenciales vy

logaritmicas.

De 6° a 7° Describo y represento situaciones

de variacion relacionando  diferentes

Coherencia vertical pensamiento variacional
relacionado con la funcién seno

representaciones  (diagramas, expresiones




39

verbales generalizadas y tablas).

De 4° a 5° Analizo y explico relaciones de
dependencia entre cantidades que varian en el
tiempo con cierta regularidad en situaciones
econémicas, sociales y de las ciencias

naturales.

De 1° a 3° Describo cualitativamente
situaciones de cambio y variacion utilizando

el lenguaje natural, dibujos y gréaficas.

Es de aclarar que lo presentado en la tabla 1 corresponde a una relacion propuesta desde
los Estandares (2006, p 79) que da razon de lo que los estudiantes deben alcanzar en cada uno de
los conjuntos de grados con el desarrollo del pensamiento variacional en relacion con la funcion
seno. Asimismo, este desarrollo de la matematica esta enriquecido por la modelacion
matematica, entre otros procesos y por diferentes contextos, como lo son la matematica misma,

la vida cotidiana y otras disciplinas.

Por otra parte, el pensamiento variacional, se relaciona con los otros pensamientos, a traves
de la coherencia horizontal, propuesta por los Estandares (2006, p 79) como una forma de
relacion entre Estandares de diferentes pensamientos en un mismo conjunto de grados. Cabe
recordar que los Estandares (2006, p 57) y los lineamientos (1998, p 25) realizan la subdivision
del pensamiento matematico en pensamiento numérico y sistemas numeéricos, pensamiento
espacial y sistemas geométricos, pensamiento métrico y sistemas de medidas, pensamiento

aleatorio y sistemas de datos y pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analiticos.

Para esta propuesta de aula centrada en la ensefianza y en el aprendizaje de la funcion seno
se realiza un analisis de los Estandares de los grados décimo y undécimo relativos a los
diferentes tipos de pensamientos matematicos con el fin de rastrear la coherencia horizontal
asociada a este saber en cuestion. En la tabla 2 se presenta un estandar del pensamiento
variacional y la correlacion de este con uno o varios Estandares de los otros pensamientos

mencionados anteriormente.
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Tabla 2. Coherencia horizontal para el estandar asociado al pensamiento variacional.

De 10°a 11°

Pensamiento variacional. Modelo situaciones

de variacion periddica con funciones

trigonométricas

Pensamiento numérico: Establezco relaciones
y diferencias entre diferentes notaciones de
nameros reales para decidir sobre su uso en

una situacién dada.

Pensamiento métrico: Justifico resultados
obtenidos mediante procesos de aproximacién
sucesiva, rangos de variacion y limites en

situaciones de medicion.

Pensamiento espacial: Uso argumentos

geométricos para resolver y formular
problemas en contextos mateméticos y en
otras ciencias.

Describo y modelo fenémenos periddicos del
mundo real usando relaciones y funciones
trigonométricas.

Reconozco y describo curvas y o lugares

geométricos.

Coherencia horizontal

La tabla 2 deja ver que las politicas educativas promueven el desarrollo del pensamiento

matematico a través de diferentes pensamientos, entre ellos el pensamiento variacional; por ellos

es fundamental disefiar una propuesta de aula que dejen ver la conexién entre diferentes

situaciones de contexto, pensamientos matematicos referenciados y procesos matematicos que

permitan al estudiante el reconocimiento de sus saberes previos y como utilizarlos en la

resolucion de determinado tipo de tareas.
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2.5. Referentes matematicos

Ademas de los elementos didacticos y curriculares ya presentados, en este apartado se
consideran los aspectos disciplinares que orientan, en primer lugar, el planteamiento y disefio de
esta propuesta de aula y en segundo lugar, el andlisis y las conclusiones de los resultados de la
implementacion de la propuesta con los estudiantes de grado decimo del colegio anglo
americano. Es de notar que el disefio de la propuesta toma diferentes saberes que aportan al
desarrollo del pensamiento matematico, particularmente, lo variacional y el desarrollo del
concepto de funcion. ademéas que se abordan conceptos matematicos formales que delimitan los
saberes a movilizar a través de las situaciones planteadas, tales como el concepto de relacion,

funcién, dominio, rango, funcion periddica, funcion seno y sus representaciones.

2.5.1. Definicién de relacion y funcién.
Para Apdstol (1981, p 41) una relacién es un conjunto de pares ordenados, que se define a

partir de un conjunto A de dos elementos {a, b} donde:
(a,b) = {{a},{a, b}
(a, b) se le llama par ordenado. De la anterior expresion se comprueba el siguiente teorema:
(a,b) =(c,d)siysolosi,a=cyb=d

El anterior teorema hace referencia a una funcién; segun Apdstol (1988, p 63-67), una
funcion f es el conjunto de pares ordenados (X, y) ninguno de los cuales tiene el mismo primer
elemento. El conjunto de todas las x se le conoce como domino de fy el conjunto de todas las y

se le conoce como rango.
Es decir que para cada elemento x del dominio de f existe uno y sélo un elemento y tal que:

f)=y

Lo que implica que (X, y) pertenece al conjunto f.
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2.5.2. Definicién de funcion periodica, funcion trigonométrica y funcion seno.

2.5.2.1. Definicién de funcion periodica:

Apostol (1988, p 117) define una funcion periddica f como:
f(x) = f(x + p) para todo x que pertenece al dominio de f

Es de notar, tal como lo afirma Takeuchi (1985, p 5), que f tiene periodo en p, asi como en
2p, 3p, -2p y en general kp, donde k es un entero diferente de cero. Por tanto, el periodo p se
denomina al p > 0 para el cual se cumple la expresion anterior. Las funciones periddicas mas
comunes son las funciones circulares y las funciones trigonométricas. Por ejemplo, la funcién
seno es una funcién periddica, cuyo periodo es 2m; donde 7 es el area del circulo unitario (de
radio 1).

Apdstol (1988, p 117) resalta la importancia de la fisica en el desarrollo historico de la
nocion de periodo y toma como ejemplos diferentes situaciones: vibraciones, movimiento
planetario y ondas; lo anterior con el fin de mostrar que en la genesis de la funcion seno, los
aportes que la fisica como disciplina ha realizado al desarrollo del concepto de funcién periddica
han sido significativos a través de la historia. Tal es el caso del sonido, corrientes eléctricas

alternas, ondas electromagnéticas, etc. (Takeuchi 1985, p 5).

2.5.2.2. Acercamiento a las funciones trigonométricas:

Takeuchi (1985, p 49) llama a la correspondencia entre medidas de &ngulos y elementos
del conjunto de los nimeros reales, funciones trigonométricas. Ademas realiza el estudio de las
unidades de medida de los angulos: el sistema sexagesimal, que toma la circunferencia en 360
partes y el radian. Que divide la circunferencia en 2. De lo que se obtiene la equivalencia:

360 grados = 2m.

Apostol (1985, p 117) cita las 6 funciones trigonométricas: seno, coseno, tangente,
cotangente, secante y cosecante, como funciones que comparten la propiedad de periodicidad y
resalta que las funciones seno y coseno son la base del analisis matematico de diferentes

situaciones tomadas de movimientos planetarios, vibraciones y ondas.
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Existen diferentes formas de introducir la definiciobn de cada una de las funciones
trigonométricas mencionadas; para el interés de este trabajo, se toma en consideracion la

definicion de la funcién seno.

2.5.2.2. La funcién seno:

Takeuchi (1985, p. 17) define la funcidn seno a partir de la definicién de punto geométrico:
p(t) = (x,y), con t igual a la medida del arco desde (1, 0) hasta p y a cada nimero real t, la

funcion coordenada asocia un par de nimeros reales (x, y) tales que:

Entonces, si a cada namero real t se le asocia la segunda componente del punto p (t), se

obtiene una nueva funcién denominada funcion seno; definida como:

funcion seno = {(t,y)/p(t) = (x,y)}

seno: t —» ydonde y es la ordenada de p (t) y la imagen t bajo la funcién seno es

seno (t). La cual se escribe sen t.

Se sabe, por definicién, que el dominio de la funcion seno son todos los nimeros reales y

el rango se obtiene al analizar la expresion de la funcion seno; de lo que resulta que:
rango de seno = {y:—1 <y <1}
Es decir, los valores de sen t varian entre -1y 1.

Dado que la funcion seno tiene como periodo 2, se restringe el estudio de la gréafica a los
valores del intervalo abierto (0, 2m). Es de notar que la grafica de f(x) = sen x se obtiene al
repetir la gréafica obtenida para x € (0, 2m). La figura 3 muestra la representacion grafica de la

funcion seno en el intervalo (0, 2m).
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Figura 3. Representacion tabular y gréfica de la funcion seno.

Es de notar que la tendencia de la representacion grafica mostrada en la figura 3 esta dada
por el teorema: la funcion seno es estrictamente creciente en el intervalo (O, g) y los valores
dados por la expansion en serie de Taylor presentada en el siguiente apartado (2.5.3).

Por otra parte, Montiel (2005, p 118) presenta la figura 4 como una relacién entre la
circunferencia unitaria (circulo trigonométrico) y la representacion grafica cartesiana de la

funcién seno.
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Figura 4. Del circulo trigonométrico a la funcién trigonométrica en el plano®

La figura 4 deja ver el paso de los grados (color amarillo asignado al angulo en la
circunferencia) a los radianes (color amarillo presentado en la representacion cartesiana).

Ademas la relacion entre la circunferencia unitaria y la representacion cartesiana de la funcién.

2.5.3. Descripcién analitica y geométrica de la funcién seno.

La descripcion analitica se realiza con base al capitulo 11 de Apdstol (1985, p 532):
Sucesiones y series de funciones (citado por Santacruz (2016, p 54-57)) respecto a la funcion

Seno y su expansion en series de Taylor.

Apostol (1985, p 528) afirma que cada serie real de potencia define una funcion suma cuyo

valor en cada x del intervalo de convergencia esta dado por:

oo

)= an(x—a)

n=0

® Tomado de Montiel (2005, p 118).
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Donde la funcion f es representada por la serie en el intervalo de convergencia (a —r,a +
r). Entonces se tiene que la derivada f'(x) existe para cada x del intervalo de convergencia y se

expresa por:

o)

/@) = ) nayx -y

n=0

De esta demostracion se logra que

o)

(x)
Fo = LD oy

k!
k=0

Propiedad que se puede formular como un teorema de unicidad para los desarrollos en

series de potencias y a esta se le llama serie de Taylor generada por f en a.
De la convergencia de la serie de Taylor se presenta como condicion suficiente que:

“Si f es infinitamente derivable en un intervalo abierto I = (a —r,a + r), y si existe una
constante positiva A tal que |f™(x)| < A" paran = 1,2,3, ..., y todo x de I, entonces la serie de

Taylor generada por f en a converge hacia f (x) para cada x de I”” (Apostol, 1988, p. 533).
Lo anterior permite el desarrollo en series de potencias del seno para:
A=1sif(x)=senx

De lo que se obtiene la expansion en serie:

x3 X5 7 2n—-1

X
A A —yn-1_____ ...
senx =x 3!+5! 7!+ +(-1) (2n—1)!+ Vx € R.

Vélida para todo x real. De lo que sigue que las propiedades de la funcién seno se pueden
deducir de forma analitica y extrapolarse a las deméas funciones trigonométricas. Algunas de

estas son:
sen0 = 0; sen (—x) = —sen x; (senx)’ = cosx

Asi, la descripcion analitica de la funcién seno surge de las expansiones en serie de

potencia trabajadas. Con respecto a la descripcion geometrica se cita a Apéstol (1985)



47

En una circunferencia de radio r y centro en el origen, se asigna el punto A = (r,0) y P a
cualquier otro punto de esta. Los segmentos rectilineos OA y OP determinan el angulo AOP,

representado por el simbolo 2AOP (ver figura 6).

_ Gos veces ¢l area del sector

r

Figura 5. Angulo 2AOP de x radianes

Se quiere asignar a este angulo un namero real no negativo x que pueda verse como
medida de su magnitud. El proceso consiste en considerar la circunferencia unitaria y llamar x a
la longitud del arco AP, descrito en el sentido contrario a las manecillas del reloj y decir que la

medida de £AOP es x radianes.

Para obtener una medida independiente de la unidad de distancia se toma la medida del
2AOP como el doble del area del sector AOP dividida por el cuadrado del radio. Esta unidad de

medida obtenida recibe el nombre de radian, asi se tiene que la medida de un 2AOP es x

radianes si g es el area del sector AOP determinado en el disco circular unidad.

Dado que m designa el area de un disco circular unidad, “cuando P = (—1,0), el sector
AOP es un semicirculo de area g de modo que subtiende un angulo de m radianes. El disco

completo es un sector de 2w radianes. Si inicialmente P estd en (1,0) y se desplaza una vez
alrededor de la circunferencia en sentido contrario al de las agujas del reloj el area del sector
AOP crece de 0 a m, tomando todos los valores del intervalo [0, 7] exactamente una vez”
(Apostol, 1988, p. 127).
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El seno queda definido en términos de un numero mas que de un angulo, de tal manera que

esta funcion esta determinada sobre la recta real. Para esto, se considera un nimero x(0 < x <

2m) y un punto P de la circunferencia unitaria tal que el area del sector AOP sea igual a g donde

(a, b) son las coordenadas de P (figura 7).

b= sen x

| A=(1,0)

Figura 6. Descripcion geométrica de sen x

Los numeros a'y b estdn completamente definidos por x. En consecuencia, se tiene que:
sen x = b es decir sen x es su ordenada.

La determinacion del seno como funcion definida en el intervalo (0,2m) se realiza
mediante la asignacion de valores a x:

Cuando x = m, P = (—1,0) de tal manera que sen = = 0.

La extension de la funcion seno a todo el eje real se hace por medio de igualdades y
expresiones que involucran la propiedad de periodicidad de esta funcion.

sen0 =0, sen (x + 2m) = sen x

Takeuchi (1985, p 62) analiza estos resultados a traves de los intervalos de crecimiento y
decrecimiento; los clasifica asi:

para x € (0,

N[

) la curva es creciente

w

n 37
para x € (§,7> la curva es decreciente
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3
para x € (7, Zn) la curva es creciente

Estos referentes matematicos que resaltan la funcion desde una relacion conjuntista, de una
correspondencia variacional y covariacional se relacionan en este trabajo a través de la propuesta
de aula disefiada para que los estudiantes logren movilizar la nocion de dominio y rango de la
funcidn, la dependencia entre las variables relacionada en determinada situacion susceptible a ser
modelada por la funcién seno y que los estudiantes reconozca en esta relacion funcional
diferentes elementos geométricos, numéricos y variacionales de la funcion seno: representacion

gréfica, intervalos de crecimiento y decrecimiento,

Por tanto, todos los elementos del capitulo 2 sustentan el disefio de la propuesta de aula que
busca potenciar en los estudiantes el desarrollo del pensamiento variacional a partir del estudio
de estos elementos matematicos y curriculares desde una mirada del enfoque de la EMR. Asi, las
tres situaciones que componen la propuesta de aula articulan el enfoque de la EMR, desde sus
principios, los Lineamientos (1998) y Estandares (2006) -desde la caracterizacion del
pensamiento variacional-, los diferentes sistemas de representacion tabular, grafico, verbal y
algebraico y el contexto de las situaciones de la fisica adaptadas para promover el desarrollo de
modelos y el proceso general de modelacion. Con el fin de suscitar en los estudiantes el estudio
de las definiciones, conceptos, representaciones analiticas, algebraicas y cartesianas, que
constituyen las diversas tareas que componen la propuesta de aula y aportan tanto al andlisis

como a las reflexiones didacticas finales generadas en el presente trabajo.
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Capitulo 3.

La funcion seno en el aula



o1

Capitulo 3. La funcion seno en el aula.

Este capitulo presenta los elementos asociados al disefio la propuesta de aula a través de
tres situaciones vinculadas desde los principios de la Educacién Matematica Realista (EMR), los
Lineamientos (1998), Estandares Basicos de Competencias (2006) y referentes matematicos.
Ademas, muestra aspectos relacionados con la implementacion, aspectos relacionados con la

poblacion y la metodologia utilizada durante la aplicacion de la propuesta.

Por altimo, se analizan las respuestas dadas por los participantes en tablas que tipifican las
preguntas con las diferentes respuestas dadas por los participantes a cada situacion planteada. De
la misma manera, se presenta el analisis y algunas conclusiones realizadas desde las politicas

educativas y el enfoque de la EMR.

3.1. Disefio e implementacidn de la propuesta de aula
El disefio de las tres situaciones que contiene esta propuesta de aula se fundamenta en los
referentes tedricos que se describen en el capitulo 2, tales como los principios de la EMR,

Lineamientos (1998), Estandares (2006) y algunos referentes propios de la matematica.

La primera situacion, reconozcamos fendmenos periddicos en nuestro sistema solar, se
divide en tres tareas y busca resaltar la presencia de fendmenos periddicos en la realidad del
estudiante. Es por ello que centra la atencion en los principios de actividad y de realidad de la
EMR ya que el principio de actividad sostiene que el estudiante aprende matemaéticas cuando se
enfrenta a situaciones problemas™ de diferentes contextos que ayudan al desarrollo de diferentes
estrategias a través de sus saberes previos; ademas, el principio de realidad sostiene que se deben

proponer al estudiante situaciones problemas que sean susceptibles de ser imaginadas por él.

Segun los Lineamientos (1998, p 24) el contexto es preponderante en las diferentes fases
de la ensefianza y del aprendizaje, lo que permite que los estudiantes puedan hacer el
descubrimiento o una reinvencion de la matematica. Por su parte, los Estandares (2006, p 66) en
lo que concierne al pensamiento variacional, presentan que la caracterizacion e identificacion de

la variacion y el cambio se debe asociar a diferentes contextos, asi como su descripcion,

19 Sjtuacion problema se asume, desde el enfoque de la EMR, como los elementos del contexto
que aportan a la realidad del estudiante y que le proveen elementos que hagan explicitas las
estrategias que utiliza en su aprendizaje.
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modelacién y representacion en distintos sistemas o registros simbolicos, ya sean verbales,

iconicos, graficos o algebraicos; caracteristicas determinantes en el disefio de la situacion 1.

Cabe afiadir que, segun Montiel (2005, p 70), se presentan histéricamente diferentes
conexiones entre lo periddico y la astronomia, por ejemplo los egipcios, a través de

observaciones, predecian fendbmenos naturales que afectaban su actividad agricola, entre otras.

Por consiguiente, se plantean tres tareas que vinculan estos elementos para movilizar la
propiedad matematica de periodicidad la cual cobra sentido en el aula solamente a través de las
funciones trigonométricas, particularmente asociada a la funcion seno; como se muestra a

continuacion.

3.1.1. Situacion 1: Reconozcamos fendmenos periddicos en nuestro sistema solar
La traslacion, la inclinacién de la tierra y sus estaciones

La Tierra que esta en continuo movimiento, presenta 4 tipos de movimientos: la traslacion, la
rotacion, la precesion y la nutacién. La traslacion es el movimiento orbital que describe una
trayectoria eliptica debido a la gravitacion, alrededor del sol (ver figura 1) que realizan los
planetas. Por su parte, la Tierra tarda 365 dias, 5 horas y 57 minutos, equivalente a 365,2422 dias
en darle la vuelta al sol. Este tiempo que tarda el planeta Tierra en completar una vuelta
alrededor del sol se conoce como un afio. Asi, el afio del calendario usado hoy tiene 365 dias y se
realiza un ajuste cada cuatro afios para compensar el tiempo que tarda en darle la vuelta al sol.
En la figura 1 se muestra la traslacion de la tierra alrededor del sol, asi como los solsticios y
equinoccios generados por este movimiento.

Equinoccio de Primavera

21. Marzo
| : - —
_‘_‘-\\ Parinelio
‘ 3. Enaro
Wi {
W81 =
Solsticio de Verano ( SR—— Saolsticio de Imaermo
21. Junio ¥ 1. Diciembre

Equinoccio de Otofio

23. Septiembre

Afelio h \\__;
3. Julia
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Figura 1. Solsticios y equinoccios en el hemisferio norte de la tierra, segun su ubicacion en
la 6rbita alrededor del sol**.

De acuerdo con la figura 1, al lugar de la 6rbita donde la Tierra se encuentra méas alejada
del sol se le conoce como afelio y ocurre el dia 3 de Julio; y al lugar de la érbita donde la Tierra
se encuentra mas cerca al sol se le conoce como Perihelio y ocurre el dia 3 de Enero.

Asi, este movimiento y el grado de inclinacion del eje de rotacion de la Tierra (ver figura
2), generan los fendmenos naturales y climaticos que dan lugar a las cuatro estaciones del afo;
asi, a los dias cuando se evidencian los cambios de estaciones se les Ilama solsticios o
equinoccios, es decir, son dos solsticios y dos equinoccios. De esta forma, para el hemisferio
norte el solsticio de invierno se presenta el dia 22 de diciembre con el cambio de otofio a
invierno y el solsticio de verano se presenta el dia 21 de junio; ademas, el equinoccio de otofio se
presenta el dia 23 de septiembre y el equinoccio de primavera se presenta el dia 21 de marzo (ver
figura 1).

Vista desde el /§—«
Polo Norte, la /%
Tierra gira en e
sentido antihorario

~ee .(:/[nclinﬂcién del eje terrestre

23.5°

Figura 2. Inclinacion del eje de rotacion de la Tierra'

La figura 2 muestra que el grado de inclinacién de la tierra es de 23,5° respecto al eje
vertical, por lo que se evidencia que mientras que en el solsticio de invierno (ver figura 1) el
hemisferio norte esta mas alejado del sol, el hemisferio sur se encuentra cercano al mismo; asi, la
ocurrencia del solsticio de verano en el hemisferio sur es el mismo dia que ocurre el solsticio de

! Tomada de http://www.microsiervos.com/archivo/ciencia/por-que-ano-empieza-1-enero.html.
Referenciada el dia 14 de marzo de 2017.

12 Tomada de http://juanbascon.blogspot.com.co/2010/09/blog-de-recursos-y-material-de-
estudios.html. Referenciada el 13 de marzo de 2017.



http://juanbascon.blogspot.com.co/2010/09/blog-de-recursos-y-material-de-estudios.html
http://juanbascon.blogspot.com.co/2010/09/blog-de-recursos-y-material-de-estudios.html
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inverno para el hemisferio norte. Del mismo modo ocurre con los equinoccios, mientras que el
hemisferio norte el dia 23 de septiembre se encuentra en equinoccio de otofio, el hemisferio sur
se encuentra en equinoccio de primavera.

Tarea 1: Interpretando la traslacion de la tierra
Teniendo en cuenta la informacion dada en el texto: La traslacion, la inclinacion de la tierra'y
sus estaciones y las figuras 1 y 2, responda las siguientes preguntas:

1. a. En qué consiste el movimiento de traslacion de la tierra.

b. Explique qué es un afio bisiesto.

2. a. Complete la siguiente tabla, tomando como referencia que el afio 1600 fue bisiesto.

Afio 1789 | 1880 | 1900 | 1980 | 1990 | 2010 | 2016 | 2022 | 2030

Bisiesto

No
bisiesto

Tabla 1
b. Explique como determing la clasificacion de cada afio.
3. a. Indique los afios bisiestos comprendidos entre 1579 y 2021.
b. Explique los aspectos que tuvo en cuenta para determinar los afos bisiestos.

4. Indique verdadero (V) o falso (F). Justifique sus respuestas.
a. Todo afio bisiesto es par ().
b. Todo afio par es bisiesto ().
c. Si 1580 es bisiesto, entonces 1600 es bisiesto ().

Tarea 2. Estableciendo relaciones entre los hemisferios y las estaciones.
1. De acuerdo con el texto “La traslacion, la inclinacion de la tierra y sus estaciones” y
las figuras 1y 2, determine:
a. Qué dias se presenta el solsticio de verano y el solsticio de invierno para un pais ubicado en
el hemisferio sur.
b. Explique como determino estos dias.

2. a. Indique para cada una de las fechas dadas, si el pais se encuentra en un solsticio de

invierno o en un equinoccio de primavera.

Paises 21 de 15 de 22 de 21 de 23 de

septiembre | abril de | diciembre | junio de | septiembre
de 2019 2025 de 2030 2031 de 2028




Canada

Chile

Francia

Espana

Sudafrica

b. Explique la manera como establecio la relacion entre las fechas, los solsticios y los

equinoccios para cada pais.

Tabla 2

a. Complete la tabla 3 e indique la estacion en la que se encuentra cada pais.

Fechas

24 de

marzo

16 de

junio

15 de

febrero

25 de

diciembre

30 de

julio

29 de

septiembre

10 de

octubre

Paises

Estaciones del afio

Canada

Chile

Francia

Espafia

Sudafric

a

Madagas

car

Japén

India

Tabla 3
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b. Expliqgue como establecio la estacion para cada uno de los paises en las fechas

indicadas.

De acuerdo el texto “La traslacion, la inclinacion de la tierra y sus estaciones” y la

figura 1, realice un esquema de los solsticios y los equinoccios en la tierra para el

hemisferio sur.
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Tarea 3. Reconociendo regularidades periddicas

1.

4.

T &

134

d.

€.

5.

a. Si los afios 2000, 2008, 2012 y 2016 fueron afios bisiestos, determine 5 afios que
vayan a ser bisiestos.
b. Explique la manera como predijo estos afios.
c. Determine el tiempo que transcurre entre dos afios bisiestos consecutivos. Justifique
su respuesta.
a. Determine el tiempo que transcurrido entre cada solsticio de invierno para una persona
que se encuentre en el hemisferio norte.
Explique su respuesta.
Compare el tiempo transcurrido entre cada solsticio de invierno y tiempo transcurrido
entre cada solsticio de verano. Realice algunas conclusiones al respecto.
Transcurre entre cada solsticio de invierno (entre cada solsticio de verano) en el
hemisferio sur, el mismo tiempo que en el hemisferio norte. Explique a que se debe esta
regularidad de tiempo transcurrido.
a. Transcurre el mismo tiempo entre dos solsticios de invierno y dos solsticios de
verano consecutivos para el hemisferio norte. Justifique su respuesta.

b. Transcurre el mismo tiempo entre dos solsticios de invierno y dos solsticios de
verano consecutivos para el hemisferio sur. Justifique su respuesta.

c. Se puede decir que el tiempo que transcurre entre dos solsticios de invierno y dos
solsticios de verano consecutivos es el mismo. Explique su respuesta.

Identifique la regularidad (en meses, dias transcurridos) que se puede asociar a la
variacion de:

Los afios bisiestos.

Los solsticios de verano

Los solsticios de invierno

Los equinoccios de primavera

Los equinoccios de otofio.

a. Explique gué entiende por fenémeno periddico.

b. Determine cuales de fenomenos mencionados en el punto 4, son periodicos.
Explique su respuesta.

C. Para aquellos que sefialo como periddicos, establezca el periodo.

d. Cite tres ejemplos de fendmenos periddicos diferentes a los aqui expuestos.
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La primera tarea se centra en la traslacion de la Tierra como fendmeno de la naturaleza
periddico que da lugar al calendario y al afio bisiesto, para lo que se implementa una lectura
acompafada de una figura que ilustra los puntos espacio temporales en la érbita terrestre donde
se presentan los cambios de estaciones a lo largo de la orbita de traslacion de la Tierra alrededor
del sol. Esta informacion esta orientada a que el estudiante reconozca la periodicidad del afio

bisiesto y lo asocie a la periodicidad de este movimiento de la Tierra.

Puesto que, una de las caracteristicas de lo periddico es que permite predecir un suceso esta
tarea propone al alumno preguntas en las que se debe precisar que se entiende por afio bisiesto,
que categoricen algunos afios como bisiesto 0 no, incluso que busquen recurrencias para
identificar si un afio determinado fue, es 0 va a ser bisiesto. En otras palabras, que logren

predecir, lo que va a ocurrir o reconocer lo que ocurrio, a traves de una variacion periodica.

Las condiciones para definir si un afio es bisiesto o no en el contexto de la situacion
corresponde a modificaciones en el calendario. Es importante resaltar que entre los diferentes
calendarios (Chino, Hindd, Musulman, Hebreo, Juliano, Gregoriano, entre otros) existentes se
tienen en cuenta el Gregoriano y el Juliano; el primero se propone en el afio 1582 para realizar
una modificacion en el existente y asi, después del Jueves 4 de Octubre de 1582 se pasa al
Viernes 15 de Octubre de 1582 (estos 10 dias eliminados corresponden al acumulado de 1600
afios durante los cuales solo se intercalaron cada cuatro afios) y el segundo es el calendario que

estaba vigente desde el afio 46 Antes de Cristo hasta la instauracion del calendario Gregoriano.*.

La informacion dada por la situacion para la identificacion del afio bisiesto corresponde al
calendario juliano es decir que el afio bisiesto ocurre cada cuatro afios iniciados en un afio
bisiesto dado; por otro lado, en el calendario Gregoriano, ademas de la condicién dada para el
calendario anterior, se excluyen los afios multiplos de 100 que no sea divisible por 400, por
ejemplo 1900 es multiplo de 100, por ende divisible por 4, pero no es divisible por 400, lo que

hace que no sea un afo bisiesto.

De este modo se realiza esta eleccion para movilizar lo periddico asociado en el afio

bisiesto en el calendario Juliano con el fin de llevar al estudiante a interpretar y reconocer en la

13 Tomado de http://www.surastronomico.com/not-735-el-ano-bisiesto.html. Referenciado el dia
26 de julio de 2017.



http://www.surastronomico.com/not-735-el-ano-bisiesto.html
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realidad diferentes estrategias y habilidades movilizadas por las condiciones iniciales de la

situacion.

La segunda tarea centra su atencion en la periodicidad de los solsticios y equinoccios que
dan lugar al cambio de estacion en los hemisferios norte y sur. Aunque las estaciones ocurren por
el grado de inclinacion del eje de rotacion de la Tierra, la existencia de los equinoccios y
solsticios se da por la traslacion del planeta; es por ello que esta tarea busca que los estudiantes
reconozcan la periodicidad de las estaciones del afio, de los equinoccios y solsticios asociados a

un hemisferio especifico.

A través de una lectura y una figura, se presentan conceptos como equinoccio, solsticio
hemisferio, eje de rotacion y grado de inclinacion; por otra parte, se aclara que las estaciones de
la Tierra son un efecto del grado de inclinacion del eje de rotacion de la Tierra y no de la
traslacion misma; asi se resalta lo presentado en los Estdndares (2006, p 67) acerca de los
elementos de periodicidad y de regularidad que son representados en tablas y gréficas, lo que
relaciona al pensamiento variacional con las representaciones de diferentes sistemas; asimismo,
el estudio de los patrones esta relacionado con nociones y conceptos propios del pensamiento
variacional, como constante, variable, funcién, razén o tasa de cambio, dependencia e
independencia de una variable con respecto a otra, y con los distintos tipos de modelos
funcionales asociados a ciertas familias de funciones. Ademas se seleccionan algunos paises que
no tienen estaciones para llevar al estudiante a un proceso de indagacion y decision respecto a la
solucion de la tarea en particular. Por ejemplo la inclusion de Madagascar, que es un pais que no
presenta las cuatro estaciones y la India, que presenta las estaciones invierno, otofio y monzén
como paises que poseen las mismas estaciones relacionadas con el hemisferio al que pertenecen.
Esta inclusion aporta al desarrollo de la matemaética en diferentes contextos y resalta que su
ensefianza no es algo aislado, por el contrario, toma elementos de la vida cotidiana y de

diferentes contextos del estudiante.

La tercer tarea retoma los diferentes elementos presentados anteriormente y pretende que el
estudiante haga explicitas las estrategias que desarrolla, adopta o reinventa a partir del contexto
realista y de sus saberes previos. En consecuencia, el estudiante realiza comparaciones de lo
trabajado en las tareas anteriores y vincula lo constante, lo que varia, como lo hace y propone

algunas caracterizaciones matematicas del periodo.
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Se espera que la reflexion hecha por los estudiantes muestre estrategias usadas y que se
puedan reinventar en diferentes situaciones; no obstante, esta primera situacion busca
movilizarlas en el marco de la Matematizacion horizontal** donde estas estrategias se consideran

modelos de la situacién y asociados particularmente a la misma.

Para la segunda situacién, un caso de funcién periddica: la funcion seno, se elige como
contexto real la noria mas alta del mundo ubicada en la ciudad de Chicago llamada ferris Wheel.
Con las dos tareas que la componen, se busca movilizar la relacion entre la variacion del angulo
que barre la Capsula de la noria con la altura de esta, a través de la circunferencia unitaria, la
funcién seno y sus representaciones™ gréficas cartesianas o tabulares, elementos que los
Estandares (2006, 67) proponen como intermediarios en la construccion general de los
procedimientos, algoritmos o férmulas que definen el patron y las respectivas reglas que
permiten reproducir un saber matematico. Ademas, proponen la modelacion de situaciones de la
vida cotidiana a partir de la matematizacion de las mismas; este proceso es importante desde el

disefio mismo de la situacion.

Por ende, a las situaciones problemas desde el enfoque de la EMR, particularmente desde
el principio de realidad, se les realizan adaptaciones que respondan al saber matematico en juego,
siempre y cuando los estudiantes estén en la capacidad trabajar e imaginar los elementos del

contexto sin que estos sean una informacién adicional que se debe omitir.

Es por ello que el contexto de la ferris Wheel se ajusta para que sea modelada por la
funcion seno; puesto que es una noria de 196 pies de altura se le adiciona 4 pies de altura a la
noria, para obtener un total de 200 pies de altura —de didmetro de la noria- y se inserta un patron
de medida llamado unidad de altura denotada por la letra U a través del cual se lleva al estudiante
al reconocimiento de la equivalencia: 1 U = 100 pies. En total la altura méxima de la noria
medida desde el piso es de 200 pies (en unidades de altura tendria 2 U).

 Interpretacién de la realidad o de la situacion presentada al estudiante en términos de la
matematica asociada a sus saberes previos.

1> Diferentes registro de representacion o representaciones se adopta desde los Estandares (2006,
p 51) cuando resaltan que Utilizar diferentes registros de representacidn o sistemas de notacion
simbdlica para crear, expresar y representar ideas matematicas; para utilizar y transformar dichas
representaciones y, con ellas, formular y sustentar puntos de vista. Es decir, que el estudiante
logre dominar con fluidez distintos recursos y registros del lenguaje cotidiano y de los distintos
lenguajes matematicos.
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Ademas, se hace la aclaracion que las medidas de altura se realizan desde el nivel dado por
una plataforma que se encuentra a 100 pies de altura (es decir 1 U del piso); asi se controla que
las alturas de la Céapsula de la noria estén entre 100 pies por debajo del nivel (-1 U) y 100 pies
por encima del mismo (1 U). Inclusive, se define un sistema de coordenadas en el centro de la
noria y se plantea que el inicio del movimiento de la capsula se realiza desde el cero del eje de

las ordenadas.

En definitiva, esta situacion es controlada para que los estudiantes manipule la funcion
seno en sus diferentes representaciones, su variacion periodica y realice predicciones a través de
estrategias matematicas asociados a la situacién y empiece a mostrar cuales de estas se
convierten en “modelos de” la situacion o “modelos para” implementarse en otras situaciones

modeladas por la funcion seno.

Cabe afadir que el interés de este trabajo es resaltar la importancia de incluir situaciones
realistas tomadas y adaptadas de la fisica en la ensefianza de la funcién seno y el analisis del
proceso de matematizacidn progresiva realizado por los estudiantes, lo que hace pertinente el
ajuste a la circunferencia unitaria para modelar la funcién seno; por lo contrario, se entra a un
analisis mas general de funciones asociadas a una familia de funciones de la forma f(6) =
A sen(wb + @) donde A, wy ¢ son nimeros reales (en términos generales podrian asociarse a
cantidades que varian y f seria una funcion que depende no solo de 6, sino también de A, w y @),

con 6 en grados.

Al controlar los pardmetros A, que es el asociado al rango de la funcion f, con el trabajo en
unidades de altura, el desplazamiento ¢ con la plataforma como el lugar de inicio del
movimiento de la Capsula de la noria y la relacion de la altura de la Capsula de la noria con el
angulo barrido por la misma se garantiza que w corresponda 1 tenemos una situacion real que es

susceptible a ser modelada por la funcién seno.

En relacion con lo anterior, Montiel (2006, p 819) afirma que la construccion social de la
funcién trigonométrica seno, lleva como anticipacion el manejo de la misma en grados para
después relacionar esta variacién con los nimeros reales que es el paso de los grados a los
radianes y se logren cambios en las variables para al final, si se alcanza, interpretar la funcion

seno en tiempo real. Es decir, esta modificacion de la noria retoma los elementos de variaciones
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periddicas trabajados en la situacion 1 y busca dotar a los estudiantes de estrategias tanto propias
como reinventadas para resolver la situacién 3 enmarcada en la variacion de la funcion seno en
términos de una variable temporal que explicite el paso de los grados a los radiales, es decir de
los angulos a los numeros reales. Lo cual, desde el enfoque de la EMR, el principio de
interaccion sustenta que los estudiantes socialicen sus resultados con sus pares cuando modelan
la funcion seno desde diversos contextos con las estrategias que desarrollan cuando solucionan

las tareas propuestas.

3.1.2. Situacion 2: Un caso de funcion periodica: La funcién seno

La ferris Wheel de Chicago

Chicago tiene un largo historial en cuanto a ruedas de la fortuna se refiere, la primera fue
inaugurada en 1893 como parte de la legendaria exhibicion universal. Actualmente, en el Navy
pier se encuentra la ferris Wheel de Chicago que mide aproximadamente 200 pies de altura (196
pies). Esta rueda hace parte de una serie de atractivos que posee la ciudad de Chicago a orillas
del lago Michigan que es uno de los lagos mas grandes de Estados Unidos. En la figura 1 se
muestra una toma de esta noria™.

Figura 1.Vista de la Ferris Wheel de Chicago®’

® noria es un artilugio de feria consistente en una gran rueda con asientos que gira

verticalmente. Tomado de http://dle.rae.es/?id=QcCVYyi3. Citado el 30 de marzo de 2017
17 Tomado de: Fuente: https://navypier.com/centennial-wheel/. Citado el 30 de marzo de 2017.
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Este atractivo tiene como fin disfrutar de una vista de 360° del lago Michigan y de la ciudad de
Chicago por ello la velocidad de la noria es lo suficientemente baja para que los turistas puedan
abordarla sin que esta se detenga. Esta velocidad es tal que en 1 minuto la noria gira 10 grados.
Este giro lo realiza en sentido contrario a las manecillas del reloj.

Tarea 1: Representando la situacion

La figura 2 muestra un esquema de la noria y una estructura que se encuentra a la derecha de
esta, la cual tomara como plataforma donde los turistas abordan la ferris Wheel para su recorrido
por los aires de Chicago.

Nivel da la plataforma

Figura 2. Esquema de abordaje de los pasajeros a la noria.

Teniendo como referencia la figura 2, para una persona que aborda la capsula de la noria: sea t el
tiempo transcurrido (en minutos) desde que inici6 el recorrido y h la altura (en pies) que alcanza
la capsula sobre el nivel de la plataforma. Tenga en cuenta que la altura de la cépsula esta
determinada con respecto al nivel de la plataforma.

Por tanto, la posicion de la capsula por debajo del nivel de la plataforma, se tomara como: — h.
Asi, la altura maxima para la capsula seria de 100 pies y la altura minima para la capsula seria de
—100 pies. A cada 100 pies se le llamara 1 Unidad de altura y se denotara como U.

1. a. Complete la siguiente tabla realizando la equivalencia entre la altura en pies y la
unidad de altura U.
Tabla 1. Conversion de unidades: pies a unidades de altura.

Altura [pies] 100 48,5 | -75 65 |-654
Unidad de altura[U] 0,25 1 08 |-1

b. Explique como completd la tabla 1 para los valores de la altura en pies y en unidades
de altura U.
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c. Explique cuéles son los valores asociados a la altura maxima y a la altura minima que
alcanza la capsula de la noria durante el recorrido, en unidades de altura U.

d. Determine para qué valores de tiempo (en minutos) y para qué angulos la cépsula de
la noria alcanza la altura maxima y la altura minima. Explique coémo determino estos
valores.

La tabla 2 relaciona las medidas realizadas de diferentes alturas en unidades de altura U con el
angulo que ha recorrido la capsula de la noria durante una vuelta.

Tabla 2. Relacion entre altura y el angulo recorrido por la capsula de la noria

Altura
0,00 | 0,50 |0,71|0,87 |1,00|0.71 0,50 | 0,00 | -0.50 | -0,87 | -1,00 | 0,00
)
Angulo
0 30 |45 |60 |90 |135 |150 |180 |210 |240 |270 |360
(grados)

a. Para 2 vueltas completas de la noria determine los diferentes valores de los angulos
asociados a las alturas h de la capsula, dadas en la tabla 2.
Determine como identifico los valores de estos angulos.
Explique como determinaria los diferentes angulos asociados a la misma altura h para
la cépsula, cuando la noria realice 4 vueltas.
d. Describa el comportamiento de la noria a partir de la relacién de dependencia entre la
altura de la capsula de la noria y los &ngulos asociados a esta. Explique su respuesta.
2. Cuanto tiempo tarda la capsula de la noria en realizar una vuelta completa. Justifique su
respuesta.
3. Si la noria funciona de 9:00 AM a 6:00 PM, cuantas vueltas dara la capsula de la noria.
Justifique su respuesta.
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Tarea 2: Reconociendo elementos periodicos de la noria
Para el recorrido de la capsula de la noria, de 9 am a 6:00 pm, se tiene en cuenta que el valor
inicial para el angulo es cero y se sigue sumando hasta que se detiene a las 6:00pm, asi se puede
tener angulos mayores de 360° en el recorrido de la capsula de la noria, medidos en sentido
contrario a las manecillas del reloj.
1. a. Complete la tabla 3 para 6 vueltas de la capsula de la noria.
Tabla 3. Relacion entre alturas y angulos barridos por la capsula de la noria.

Altura Angulo Altura Angulo Altura Angulo i
capsula [U] | barrido (°) | capsula [U] | barrido (°) | capsula [U] barrido (°)
0,5000 0,7071 -1,0000
1,0000 0,8660 -0,7071
-0,5000 -0,8660 0,0000

b. Explique qué elementos tuvo en cuenta para completar la tabla.
c. Identifique la regularidad asociada a los angulos para los cuales la capsula de la
noria se encuentra a la misma altura. Explique su respuesta.
2. En un plano cartesiano realice una grafica que relacione la altura de la capsula con el
valor del angulo barrido, para 3 vueltas de la noria.
3. Determine el intervalo minimo para el cual se repite la gréafica.
Explique en qué intervalos la gréfica crece o decrece.
5. Halle el valor maximo y el valor minimo de la gréfica resultante.

&
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6. Una funcion es la relacion ordenada entre dos conjuntos A y B; donde A se le Ilama
dominio y B se le llama rango. La representacion grafica de una funcion f en el plano
cartesiano se reconoce porque para cada valor del eje x (elemento del dominio de la
funcion llamado pre imagen) existe un elemento UNICO del eje y (elemento del rango de
la funcion Ilamado imagen).

a. De acuerdo con la representacion gréfica del punto 2 y la tabla 3, muestre si a un valor fijo
de angulo barrido por la capsula de la noria se le puede asociar méas de un valor de su altura.

b. Determine si la representacion grafica resultante en la pregunta 2 corresponde a una
funcién. Justifique su respuesta.

Una funcion f es periddica si para todo x que pertenece al dominio se cumple que:

f(x) = f(x + p), donde p € R*(es decir, p es un real mayor que cero) se conoce como el
periodo de la funcién. En otras palabras, la representacion gréafica de una funcion periddica se
repite para un determinado intervalo, al menor intervalo en el cual se repite la gréfica se le llama
periodo de la funcion.

7. a. De acuerdo con la definicion anterior determine si la representacion grafica resultante
es una funcion periodica. Explique su respuesta.
b. Establezca el periodo de la funcion. ;Cémo determind este periodo?
c. ¢Se puede afirmar que el movimiento de la noria es periddico? Justifique su
respuesta. En caso de ser periddico cual es el periodo del movimiento de la noria. En
caso de NO ser periddico explique por qué.

Sea un punto P en el plano cartesiano de coordenadas (X, y), tal que la distancia de P al punto O
de coordenadas (0,0) sea constante e igual a 1. La funcion seno se define como el conjunto de las
parejas ordenadas (a, b) tales que la coordenada “a” hace referencia al angulo medido en sentido
anti horario y la coordenada b corresponde al cada uno de los valores asociados a la coordenada
y del punto P. La coordenada inicial del punto P es la coordenada (1, 0)*. De esta forma, la
representacion gréafica de la funcion seno seria:

(=1.9) « (0,1)

41ﬂ/ £ LTINS |
i [T

e (0-1) |

18 Adaptada de la definicion de la funcién seno dada por Takeuchi (1985, p 17)
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Figura 3. Representacion gréfica de la funcién seno™

8. Compare la representacion grafica obtenida en la pregunta 2 (tarea 2), con la
representacion grafica dada de la funcion seno.

a. Corresponde la representacion grafica que realizé con la representacion grafica dada de la
funcion seno en la figura 3.

b. Si corresponde, se puede afirmar que el movimiento de la capsula de la noria es modelado
por medio de la funcion seno. Si no corresponde, describa los elementos que diferencian
estas representaciones graficas.

c. Realice una explicacion de la representacion grafica de la funcion seno, en términos de la
posicién de la capsula o0 movimiento de la noria.

9. ¢A partir de la relacion entre las dos representaciones graficas se puede concluir que la
funcion seno es una funcidn periddica? Justifique su respuesta.
a. Determine el periodo de la funcion seno.
b. Compruebe para diferentes valores de la variable x que se cumple la igualdad
f(x) = sen (x) = sen (x + p) donde x pertenece a los numeros reales y p es el
periodo de la funcion seno.

En la primera tarea se busca que el estudiante realice conversiones a través de un patron de
medida propuesto -en la tabla 1- de pies a unidades de altura para determinados valores. Después
que realicen un acercamiento informal de los valores méaximos y minimos de la altura de la

capsula de la noria y el tiempo que tarda alcanzar esta posicion.

Luego, en relacion con la tabla 2, se indaga a los estudiantes acerca de la relacion entre la
altura y el angulo recorrido por la capsula de la noria para dicha posicién; en este sentido, se
pretende que los estudiantes a través de conocimientos informales identifiquen otros valores de

angulos para las vueltas siguientes.

La segunda tarea -reconociendo elementos periddicos de la noria-, hace explicitas
caracteristicas matematicas propias de las funciones como lo son su dominio, rango, maximos,
minimos y periodo a través del uso de diferentes representaciones tanto tabulares, como graficas
cartesianas, iconografias, elementos en lenguaje formal y expresiones algebraicas, a través de las
cuales se estudian las caracteristicas de las funciones, que por definicion matematica son un tipo

particular de relaciones entre dos conjuntos que tiene como elementos parejas ordenadas (Para el

19 Tomado de https://matematicaspr.com/image/l2dj/blog/graficas-funciones-

trigonometricas/grafica-funcion-seno.jpg . referenciado el dia 17 de mayo de 2017.
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caso de este contexto, la funcion seno dependiente del angulo de barrido por la capsula noria y de
la altura de la misma). Desde los Estandares (2006, p 67) vincular estos sistemas de
representacion promueven el desarrollo del pensamiento matematico, particularmente el
pensamiento variacional dado que se clasifican como una de la actividades que proponen desde

los primeros grados de escolaridad.

En términos de los principios de la EMR, el desarrollo de esta segunda tarea pretende en
primera instancia movilizar una matematizacion horizontal; es decir llevar al estudiante al
reconocimiento y uso de saberes matematicos conocidos anteriormente y asociados a la situacion
planteada. Luego que, a través de una reinvencion guiada por el docente, avance a niveles de
comprension mas generales en los que se pueda analizar el uso de elementos mateméticos usados
en la situacion 1y, cuéles de estos, puedan llegar a ser modelos para explicar la situacién u otras
situaciones modeladas por la misma funcion. Por Gltimo, analizar estas estrategias que han sido
recurrentes en las situaciones se doten de generalizacion, lo que da lugar a una matematizacion
vertical en tanto el estudiante se empieza a mover en términos, intuiciones, definiciones,

algoritmos, entre otros, cada vez mas generales.

En otras palabras, que se logre reflexionar acerca de las estrategias que utilizan en distintas
tareas e identificar cuéles de estas quedan ligadas solo a la situacion -sea la 1 o la 2- o cuales se
reinventan para dar respuesta a preguntas que se enmarquen en niveles mas generales. Desde el
enfoque de la EMR, este andlisis permite reconocer en los niveles tanto referencial como el
general, como el estudiante utiliza las habilidades mostradas en situaciones futuras tomadas de
diferentes contextos de la fisica y que con la funcién seno como funcién trigonométrica y como
funcion periddica se modelan sus elementos variacionales vinculados a las diferentes

representaciones citadas anteriormente.

Al final de la tarea dos —en la pregunta 8- se realiza un acercamiento a los radianes a
trasvés de la equivalencia de 360° = 2zrad. Con el fin de introducir el trabajo con los numeros
reales en la funcién seno. Vale destacar que los aspectos matematicos movilizados hasta el
momentos en la situacion 2 respecto a la funcidn trigonométrica se asocian a la variacion del
angulo en grados y a la altura en unidades de altura (U) y el paso de los grados a los radianes

busca que los alumnos logren la identificacion de la variable independiente en un contexto



68

diferente a la circunferencia unitaria —como se puede reconocer en la situacion 3 en lo relativo a

los movimientos arménicos simples- y que relacione las variables desplazamiento y tiempo.

Puesto que el enfoque de la EMR sostiene que los contextos son realistas siempre que el
estudiante los pueda imaginar, la Fisica se aborda como disciplina que aporta al potenciamiento

del anélisis matematico de las situaciones reales® presentadas por los estudiantes.

Finalmente para la eleccion de la situacion 3, sustentada por diversas investigaciones
(Camarena (1984, 1987, 1990, 1995, 1999, 2000a, 2009), Cordero (2002) e Israeli (1996)) que
vinculan la Fisica a los procesos de ensefianza y los procesos de aprendizaje de la funcion seno
en cuanto Cordero (2002, p 57) analizan contextos como el péndulo simple, el sistema masa
resorte y el movimiento circular uniforme a través de sus relaciones con la segunda ley de
Newton?! resalta la presencia de esta disciplina en la modelacion de diferentes saberes

matematicos.

En cuanto a la funcion seno, Montiel (2005, p 69) realiza un analisis historico en el que se
reconoce como las funciones trigonométricas surgen de las observaciones astrondmicas de
fendmenos periddicos celestes; ademas, en los trabajos de Robert Hooke, Newton, Bourbaki y
Euler se presenta el vinculo en la interpretacion de situaciones tales como la cuerda vibrando, el
sistema masa resorte, movimiento circular uniforme y resolucién de ecuaciones de la forma:

du 1 0u

Follten Donde u= u(X, t) conocida como la ecuacion de onda unidimensional.

Por tanto la tercera situacion se compone de dos movimientos armonicos simples, el
sistema masa resorte y el péndulo simple en los que se han definido las condiciones iniciales para
que sean modelados por la funcion seno. es asi que se dividen ambos movimientos en dos tareas
que buscan identificar en los estudiantes que estrategias heredan de las situaciones anteriores y

adquieran mayor generalizacion. Es decir que los estudiantes puedan modelar diferentes tareas

20 Desde el enfoque de la EMR, una situacion real (o realista) es aquella que es susceptible de ser
manipulada, trabajada e imaginada por el estudiante

21 Cordero (2002, p 58) muestra la ecuacion f = ma, que formula una ecuacion diferencial de
segundo orden con caracteristicas singulares, esta ecuacion genera un sistema de prediccion local
y global, y a su vez genera una familia de soluciones de funciones de seno con la propiedad de
ser periddica. Consecuencia por la que se controlan los contextos para generar la funcion:

f(x) = sen x.
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de diferentes contextos a través de la estrategia establecida como un “modelo para” explicar las

diversas situaciones modeladas por la funcion seno.

3.1.3. Situacion 3. Aproximandonos a fendmenos fisicos: la variacion de la funcion seno. Los
movimientos oscilatorios en la Fisica

La traslacion y la rotacién de la Tierra, el movimiento de un electron orbitando el nucleo
de un Atomo, el movimiento de un péndulo, las vibraciones de las cuerdas de un instrumento
musical, las ondas electromagnéticas tales como la luz y las ondas de radio, la corriente eléctrica
en los circuitos de corriente alterna y otros mas, son algunos ejemplos de movimientos
oscilatorios que estan asociados al desplazamiento alternante que caracteriza el objeto en accion.

Un caso particular de los movimientos oscilatorios son los Movimientos Armonicos
Simples (MAS) los cuales presentan una periodicidad, es decir, que el movimiento se repite en
un intervalo minimo llamado periodo. El péndulo simple y el sistema masa resorte son los casos
mas conocidos de MAS en la Fisica.

La figura 1 muestra un esquema de un sistema masa resorte y un péndulo simple.

F =-k=m o ‘5‘]
. | a=-am A
Estirado \ F wv=0
(a)
| ]
F=0
| a=0 |
Felajado | wo=-%m |
P 1000060 '
b
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v =10 'E
(ch |
- , | :
1 F=0 | | "
| a=0 o -
Felajado ! W= +m | 'h"“'—-— E -——""‘"‘
(dh | .
- 00000 v
! '
! [ [
|
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Figura 1. Masa resorte y péndulo simple.

Tarea 1: El sistema masa resorte

Un sistema masa resorte consta de un resorte que se encuentra fijo en uno de sus extremos y una
masa m unida al otro extremo del resorte. Un resorte se caracteriza por una constante de
elongacion K dada en [N/m]. Cuando es deformado una distancia x de su posicion de equilibrio
responde a una fuerza de restauracion igual a: F = —Kx.

Una de las caracteristicas de los MAS es que sus oscilaciones generan un movimiento periédico,
es decir, que se repite en un intervalo de tiempo llamado periodo. Asi, la ley de la conservacion
de la energia permite idealizar un sistema masa resorte cuando se desprecia la accion de la



70

Fuerza de Fricciéon o Fuerza de Rozamiento. La Frecuencia Angular w de este movimiento se
relaciona con las cantidades fisicas k y m, por medio de la siguiente expresion algebraica:

|22

Figura 2. Sistema masa resorte idea

El sistema masa resorte de esta situacion consta de una masa de 1 Kg que esta unida a un resorte
de constante 1 N/m. La deformacion méxima — A en la figura 2 — que sufre el resorte es de 1 m
(la deformacion se mide horizontalmente desde el punto de equilibrio). Después que la masa esta
oscilando, se toma la posicién de equilibrio del resorte como punto inicial, teniendo en cuenta
que la masa sigue su recorrido hacia la derecha.
1. a. Realice una representacion grafica del movimiento de la masa mostrando algunas
caracteristicas dadas para el sistema masa resorte.
b. Explique qué elementos considero en la elaboracion de la representacion grafica
anterior.
2. El periodo, denotado por la letra T, se define como el intervalo minimo de tiempo en
que se realiza una oscilacién completa y esta dado por una expresion que relaciona la
masa Yy la constante de elasticidad del resorte, asi:

T—Z\/m
_T[k

a. Identifique el tiempo aproximado que tarda una masa de 1 Kg en realizar una oscilacion.

22 Imagen tomada de http://www.fatela.com.ar/trabajo_final_svga/5pag3.htm referenciada el 21
de mayo de 2017.


http://www.fatela.com.ar/trabajo_final_svga/5pag3.htm

b. Explique en términos del sistema masa resorte, qué representa este valor de tiempo

calculado.

c. Relacione la gréfica que realizd en la pregunta 1a con el valor numérico del periodo

calculado en la pregunta 2a, de esta tarea. Qué puede concluir a partir de esta relacion.
3. a. A partir de las condiciones dadas para el sistema masa resorte, determine la
posicion maxima y la posicion minima de la masa en relacion con la figura 2.
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b. Explique si es posible determinar la posicion de la masa oscilante después de
iniciado su movimiento, respecto al punto de equilibrio, para cualquier instante de

tiempo.

4. Latabla 1 relaciona las medidas realizadas de diferentes desplazamientos de la masa

en metros con el tiempo trascurrido.
Tabla 1. Relacion entre desplazamiento y tiempo trascurrido de la masa del sistema.

Desplazamiento 0,000500,71|0,87|1,00|0.71]050]|0,00|-05)-0,87|-1,00 | 0,00
[m]

Tiempo | o | % | T | m | % 3x|5m| - [7x| 4% | 3n |,
[s] 6 | 4 | 3|2 |74 |7%6 6 | 3 2

a. Para una segunda oscilacion completa de la masa determine los valores de tiempo asociados
a cada desplazamiento dado en la tabla 1.

b. Explique como identifico estos valores.
5. a. Complete la tabla 2 usando diferentes tiempos asociados a cada desplazamiento
dado de la masa del sistema masa resorte.
Tabla 2. Relacion entre desplazamiento y tiempo transcurrido de la masa oscilante.

Desplazamiento Tlempg Desplazamiento Tlempg Desplazamiento Tlemp(?
X[m] transcurrido X[mi] transcurrido X[m] transcurrido
t[s] t[s] t[s]
0,5000 0,7071 -1,0000
1,0000 0,8660 -0,7071
-0,5000 -0,8660 0,0000
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b. Justifiqgue como completo la tabla.
c. ¢Cuantas oscilaciones tuvo en cuenta para completar la casilla de tiempo
transcurrido asociada a cada desplazamiento dado?

6. Explique la relacion entre el desplazamiento de la masa desde el punto de equilibrio y
el tiempo transcurrido.

7. Enun plano cartesiano realice la representacion grafica de la tabla 2.

. Explique por qué esta representacion grafica corresponde a una funcion.

b. Caracterice algunos elementos de la funcion mostrada en la representacion gréafica de

la pregunta 7a.

Tarea 2: El péndulo simple

El péndulo simple consta de una masa, medida en kilogramos, atada al extremo libre de una
cuerda que estd sujeta en un soporte, como muestra la figura 3. Esta cuerda (de masa
despreciable) de longitud 1 esta medida en metros. Las oscilaciones de la masa muestran un
movimiento periodico (cuando se desprecia el aire y se realizan las oscilaciones con un angulo
menor de 30°) gracias al efecto de la fuerza de gravedad de la tierra, o el planeta donde se quiera
imaginar la situacion ideal del péndulo simple. La gravedad se toma como 9,8 m/s® La
frecuencia angular de este movimiento esta dada por la relacion:

o=
1

La figura 3 muestra un péndulo simple (sin tener en cuenta la friccion).



73

Figura 3. Péndulo simple ideal®®

Condiciones iniciales del péndulo simple: Para esta situacion se va a imaginar un péndulo
simple compuesto por una cuerda de 9,8 m de longitud atada de uno de sus extremos a un
soporte (como muestra la figura 3) y con una masa de 3 Kg atada en su extremo libre. Se pone a
oscilar el péndulo simple idealizado, buscando no sobrepasar los 30° sugeridos para este tipo de
movimiento.

De esta manera, el maximo angulo desplazado hace referencia a los extremos del péndulo simple
(puntos de la trayectoria més alejados del punto de equilibrio). Cuando la variacion del angulo se
realiza en sentido de las manecillas del reloj (es decir, la masa oscila hacia la izquierda) se dice
que la variacién es negativa y viceversa. Después de tener el péndulo simple oscilando se mide el
tiempo en que realiza una oscilacion. Para ello, se inicia a medir el tiempo cuando la masa se
encuentra en el punto mas bajo del recorrido y moviéndose en sentido contrario de las manecillas
del reloj (es decir, positivo).

El periodo del péndulo simple se define como el tiempo que tarda la masa en realizar una
oscilacion completa y depende exclusivamente de la longitud de la cuerda y de la gravedad. Este
periodo se representa por medio de la siguiente expresion:

|
T=2m |-
g

1. a. Realice una representacion grafica del movimiento de la masa del péndulo simple
relacionando los elementos dados en las condiciones iniciales de la situacion.
b. compara esta representacion grafica del péndulo simple con la representacion gréafica
realizada para el sistema masa resorte en la pregunta la.

2% Imagen tomada de http://www.fatela.com.ar/trabajo_final_svga/5pag3.htm referenciada el 21
de mayo de 2017.
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2. Enlatabla 3 se presenta la relacion entre el &ngulo desplazado y el tiempo transcurrido

en una oscilacion del péndulo simple.
Tabla 3. Relacion entre angulo desplazado y tiempo transcurrido para el péndulo simple.

Angulo
desplazado 0,00 050|0,71/0,87|100|0.71|050000| -05 | -0,87 | -1,00 | 0,00
[A]
tiempo 0 T T s m 3_11 5_11 - 7_11 4_11 3_1_[ o
[s] 6 4 3 2 4 6 6 3 2

a. Para una segunda oscilacion, encuentre los valores de tiempo trascurrido para los
angulos propuestos es la tabla 3.

b. Se puede afirmar que el movimiento del péndulo simple corresponde a la misma
relacion matematica que modela el sistema masa resorte. Justifique su respuesta.

En un plano cartesiano realice una representacion gréfica del angulo desplazado respecto

al tiempo transcurrido para 2 oscilaciones del péndulo simple. Explique qué elementos

tuvo en cuenta para elaborar esta representacion grafica.

Explique porque el periodo de rotacion de la capsula de la noria, el periodo de oscilacion

del sistema masa resorte y el periodo de oscilacion del péndulo simple, corresponden a un

mismo valor numeérico.

Después de haber realizado las situaciones propuestas, describa:

a. Qué es una funcion periodica.

b. Qué es la funcién seno.

c. ¢Por qué la funcion seno es una funcion periédica?

d. ¢Queé tipo de fendmenos fisicos pueden ser modelados a través de la funcion seno?

Puesto que la funcion seno, f(x) = sen x, es periddica y modela el movimiento de la

capsula de la noria, el péndulo simple y el sistema masa resorte, halle:

a. Para qué valor de p se cumple que: sen (g + p) = \/2—5 donde p € R™, si se conoce que

sen(5) =

b. Otros valores de x que verifiquen la expresion: f(x) = sen x = sen (x + p) donde p
es el periodo de la funcion.

Realice algunas conclusiones matematicas que vinculen el trabajo realizado en las tres

situaciones (afios bisiestos, estaciones del afio, movimiento de la capsula de la noria,

sistema masa resorte y pendulo simple).

La primera tarea hace énfasis en el sistema masa resorte y la fuerza restauradora de la ley

de Hooke: f(x) = —kx donde k es la constante de elasticidad del resorte y x es el

desplazamiento de la masa respecto al punto de equilibrio del resorte; las condiciones iniciales se

presentan para que, al igual que en la situacion dos, el estudiante reconozca a través de sus
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herramientas matematicas -tanto generadas por las situaciones anteriores como de sus conceptos
informales y el sentido comun- la periodicidad del movimiento en términos de la relacién entre
el desplazamiento de la masa (respecto a su punto de equilibrio) y el tiempo transcurrido para

ello

Con el uso de tablas y representaciones graficas se pretende que el estudiante relacione el
desplazamiento de la masa respecto al punto de equilibrio con el tiempo transcurrido, tome
alguna de las estrategias que utiliza en las situaciones 1y 2, las movilice mateméaticamente para

generar modelos para explicar lo que ocurre en tareas diferentes modeladas por la funcion seno.

La segunda tarea centra que su atencién en el péndulo simple requiere que el estudiante
tenga un manejo de las estrategias que ha mostrado en las tres situaciones, compare los
elementos comunes de las mismas y logre dar respuesta a través de diversas estrategias asicadas
a elementos matematicos generales movilizados por los contextos trabajados y por las

caracteristicas matematicas de la funcién seno, particularmente su periodicidad.

De esta manera, se busca que el estudiante compare lo trabajado en las situaciones
anteriores, los diferentes contextos que pueden aportar al trabajo con la funcion seno y conjeturar
sobre el trabajo realizado en cuanto a la periodicidad de diferentes fendmenos o situaciones que
hacen explicita la periodicidad de la funcién seno como una de las propiedades méas importantes
de la misma, la cual cobra sentido en el aula solamente a través del estudio de las funciones

trigonométricas (Santacruz 2016, p 4).

En cuanto a la implementacion de la propuesta de aula, se realiza en el grado décimo del
Colegio Anglo Americano ubicado en la calle 22b No 121-111, barrio Pance; institucion
educativa de caracter privado del municipio Santiago de Cali. Este grado es conformado por 9
estudiantes entre los 15 y los 18 afios de edad; adscritos al barrio Pance de la ciudad, estrato 5;
sin embargo la institucion cuenta con estudiantes de los estratos 3, 4 y 5. La eleccion de este
grado obedece a que las propuestas curriculares del MEN (1998, 2006) establecen la ensefianza
de la funcion seno en el conjunto de grados decimo y undécimo y que el PEI del colegio ubica la
ensefianza de la misma en el grado décimo, donde el docente investigador es el mismo docente
que orienta las areas de matematicas y fisica. Cabe aclarar que los estudiantes ya habian
trabajado con las funciones trigonométricas desde una mirada tradicional (Montiel 2005, p 57) al

iniciar con las razones trigopnométricas, la circunferencia unitaria y las funciones trigonométricas.
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La propuesta se implementa entre los meses de mayo y septiembre de 2017, se cuenta con
la autorizacion de coordinacion académica y del jefe de area de matematica para articular los
elementos propios de la propuesta de aula con el plan de &rea de matemaética. La metodologia
implementada en la aplicacion fue el trabajo colaborativo en el que el estudiante resuelve las
situaciones propuestas individualmente, después se genera espacios de discusion en los que el
docente actla como guia en el debate, mientras los estudiantes exponen sus argumentos con el

fin de hacer explicitas sus ideas.

Estos espacios de plenaria realizados al final de las tareas de cada situacién fueron guiados
por el docente quien propone a los estudiantes que socialicen sus producciones en la
implementacién de la tarea y que se abra un debate acerca de las diferentes estrategias y
elementos matematicos que se movilizan en cada situacion. Asi, el docente orienta la plenaria y
registra (en algunas ocasiones con grabaciones de audio) estas interacciones con los estudiantes.
Dado que, desde el enfoque de la EMR, esto hace de la matematica una actividad incluyente y
social. Los tiempos implementados para ello fueron los mismos de las clases de fisica y
matematica que define el colegio y los espacios de plenaria se propiciaron después de cada una

de las tareas de las situaciones.

Algunas dificultades en la implementacién de la propuesta; por una parte, se asocian a
ensayos relacionados con una actividad artistica institucional. La participacion de los estudiantes
en estos ensayos hizo que la aplicacion de la propuesta se extendiera al mes de septiembre y que

uno de los 9 estudiantes no terminara la propuesta dado a su retiro de la institucion.

Ademas, el compromiso académico de dos estudiantes que tenian comprometida su
promocion al afio siguiente lo cual fue un aspecto a tener en cuenta en sus interpretaciones de la
propuesta. Esta complejidad se maneja desde las clases de matematicas Yy fisica ya que se valora

cuantitativamente el desarrollo de las situaciones.
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3.2. Resultados y analisis de resultados

Los resultados analizados de las producciones de los alumnos se clasifican en tablas que
relacionan la respuesta dada, los diferentes tipos de respuestas y el nimero de estudiantes
vinculado a determinado tipo; ademas, se realiza desde los referentes tedricos presentados en el
capitulo dos, a través de las observaciones del docente y de los espacios de discusion que se

propiciaron para socializar lo trabajado de manera individual.

Algunas de las respuestas dadas por los estudiantes se escanean para validar y justificar el
analisis dentro de cada una de las situaciones implementadas. Para facilitar la interpretacion se

organizan las situaciones por tarea y se describe cada tabla con su respectiva pregunta.

Al finalizar el andlisis de cada tarea, se realiza una recopilacion de los aspectos mas
relevantes del mismo desde los referentes tedricos propuestos en el capitulo 2, enfoque de la

EMR, propuestas curriculares y disciplinares relativos a la matematica.

3.2.1. Resultados y analisis de resultados: Situacion 1. Reconozcamos fendmenos periodicos
en nuestro sistema solar
La traslacion, la inclinacién de la tierra y sus estaciones

La Tierra que esta en continuo movimiento, presenta 4 tipos de movimientos: la traslacion, la
rotacion, la precesion y la nutacién. La traslacion es el movimiento orbital que describe una
trayectoria eliptica debido a la gravitacion, alrededor del sol (ver figura 1) que realizan los
planetas. Por su parte, la Tierra tarda 365 dias, 5 horas y 57 minutos, equivalente a 365,2422 dias
en darle la vuelta al sol. Este tiempo que tarda el planeta Tierra en completar una vuelta
alrededor del sol se conoce como un afio. Asi, el afio del calendario usado hoy tiene 365 dias y se
realiza un ajuste cada cuatro afios para compensar el tiempo que tarda en darle la vuelta al sol.
En la figura 1 se muestra la traslacion de la tierra alrededor del sol, asi como los solsticios y
equinoccios generados por este movimiento.
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Equinoccio de Primavera

21. Marzo
| .
‘_\ Parihalio
3. Enero
W {
Solsticio de Verano (— e ——— Solsticio de Invierno
21. Junio ¥ 21. Diciembre
Afelio \“ B . o
3. Julio Equinoccio de Otofio

23. Septiambra

Figura 1. Solsticios y equinoccios en el hemisferio norte de la tierra, segun su ubicacion en
la érbita alrededor del sol?.

De acuerdo con la figura 1, al lugar de la érbita donde la Tierra se encuentra mas alejada
del sol se le conoce como afelio y ocurre el dia 3 de Julio; y al lugar de la érbita donde la Tierra
se encuentra mas cerca al sol se le conoce como Perihelio y ocurre el dia 3 de Enero.

Asi, este movimiento y el grado de inclinacion del eje de rotacion de la Tierra (ver figura
2), generan los fendbmenos naturales y climaticos que dan lugar a las cuatro estaciones del afio;
asi, a los dias cuando se evidencian los cambios de estaciones se les Ilama solsticios o
equinoccios, es decir, son dos solsticios y dos equinoccios. De esta forma, para el hemisferio
norte el solsticio de invierno se presenta el dia 22 de diciembre con el cambio de otofio a
invierno y el solsticio de verano se presenta el dia 21 de junio; ademas, el equinoccio de otofio se

presenta el dia 23 de septiembre y el equinoccio de primavera se presenta el dia 21 de marzo (ver
figura 1).

24 Tomada de http://www.microsiervos.com/archivo/ciencia/por-que-ano-empieza-1-enero.html.
Referenciada el dia 14 de marzo de 2017.
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Vista desde el /§~
Polo Norte, la L
Tierra gira en >
sentido antihorario

S _(_:/Inclinacién del eje terrestre

23.5° |

Figura 2. Inclinacién del eje de rotacion de la Tierra®

La figura 2 muestra que el grado de inclinacién de la tierra es de 23,5° respecto al eje
vertical, por lo que se evidencia que mientras que en el solsticio de invierno (ver figura 1) el
hemisferio norte esta mas alejado del sol, el hemisferio sur se encuentra cercano al mismo; asi, la
ocurrencia del solsticio de verano en el hemisferio sur es el mismo dia que ocurre el solsticio de
inverno para el hemisferio norte. Del mismo modo ocurre con los equinoccios, mientras que el
hemisferio norte el dia 23 de septiembre se encuentra en equinoccio de otofio, el hemisferio sur
se encuentra en equinoccio de primavera.

% Tomada de http://juanbascon.blogspot.com.co/2010/09/blog-de-recursos-y-material-de-

estudios.html. Referenciada el 13 de marzo de 2017.



http://juanbascon.blogspot.com.co/2010/09/blog-de-recursos-y-material-de-estudios.html
http://juanbascon.blogspot.com.co/2010/09/blog-de-recursos-y-material-de-estudios.html
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Tarea 1: Interpretando la traslacion de la tierra
Teniendo en cuenta la informacion dada en el texto: La traslacion, la inclinacion de la

tierra y sus estaciones y las figuras 1 y 2, responda las siguientes preguntas:
1. a. En qué consiste el movimiento de traslacion de la tierra.

Tabla 3. Clasificacion de respuestas a la pregunta 1la.

NUmero
Tipo de Respuesta dada o
Explicacion de la respuesta de
respuesta .
estudiantes

o o La traslacion de la tierra es el
Definicion del movimiento de o ] )
. y ) movimiento orbital que realiza el
Tipo | traslacion de la Tierra dado en la . 9
planeta en una trayectoria eliptica
lectura. ) o
debido a la gravitacion.

La tabla 3 deja ver la definicion de movimiento de traslacion de la Tierra presentada por
los estudiantes donde incluyen conceptos tanto fisicos como matematicos tales como, orbita,
forma eliptica, gravitacion y trayectoria; los que aportan a la identificacion y la caracterizacion
de algunos elementos propios del contexto como la dependencia del movimiento de la Tierra a
los efectos fisicos de la gravedad y la trayectoria del planeta; Desde el enfoque de la EMR, el
principio de interconexion sustenta la eleccion de este tipo situaciones provenientes de la fisica
como disciplina que brinda contextos realistas para favorecer el inicio del proceso de

matematizacion.

Es de aclarar que el contexto se define desde Van Den Heuvel- Panhuizen (1994, p. 243)
citada por Bressan (2016, p 3) como un evento, una proposicién o situacion derivada de la
realidad, la cual es significativa para los alumnos y los conduce a usar los saberes matematicos
de su experiencia proveyéndole significado concreto, apoyo para las relaciones y operaciones

relevantes al proceso de matematizacion de esta situacion.

Los Lineamientos (1998, p 22) realzan la importancia de volver a la historia del desarrollo

de los conceptos para reconocer las preguntas que les dieron origen, de lo que se evidencian
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elementos fisicos que dan lugar a una matematica eminentemente humana. Asi pues, el espacio
de plenaria con los alumnos deja ver su interés por la lectura, la conexion que realizan entre las
caracteristicas del contexto y su sentido comdn a través de estrategias como la comparacion entre
lo eliptico y el movimiento planetario, los modelos planetarios, la traslacion de la Tierra, la
distancia de la Tierra al sol, conceptos como elipse y gravedad. Esta correlacion presentada entre
los saberes de la fisica y de la matematica revela lo propuesto por los Lineamientos (1998, p 22)
cuando argumentan que la matemaética no se ensefia como un saber aislado de la realidad del

estudiante.

Por tanto, la discusion con los estudiantes acerca de la trayectoria y Orbita de la Tierra
alrededor del sol reafirma que esta situacion hace parte de la realidad de los estudiantes en
cuanto les permite el desarrollo de estrategias tales como la comparacion de sus saberes previos
con lo presentado en la lectura, cdmo el movimiento de traslacion de la Tierra depende de la
interaccion gravitatoria entre el planeta y la estrella. Ademas, pese a que los alumnos poseen sus
saberes previos para argumenta, la discusion gira en torno a la lectura desde la cual toman las

respuestas presentadas.
1. b. Explique que es un afo bisiesto.

Tabla 4. Clasificacidn de respuestas a la pregunta 1b.

Tipo de Respuesta dada Explicacién de la respuesta Numero de
respuesta estudiantes
Tipo | Definicion de afio Un afio bisiesto es un lapso de 6

bisiesto asociadaala  tiempo de 366 dias que ocurre cada

duracion del afio. cuatro afios con el fin de compensar
el tiempo que tarda la tierra en darle
la vuelta al sol.

Tipo Il Definicion de afio Un afio bisiesto es aquel donde hay 3
bisiesto  relacionada 366 dias para compensar el 0.2422
con el dia adicional dias redondeado al aproximar los

cada cuatro afos. afios anteriores a 365 dias.
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Los dos tipos de respuesta presentadas en la tabla 4 dados por los estudiantes muestran la
definicion que corresponde a un afo bisiesto; por su parte, en las respuestas tipo | los estudiantes
se refieren a una compensacion al tiempo que tarda la tierra en darle la vuelta al sol; por otro
lado, en las respuestas tipo Il se hace manifiesto el afio bisiesto como una correccién al

calendario para compensar el error dado por la aproximacion de 365 dias por afio.

Las respuestas tipo | dejan ver la interpretacion que realizan los 6 alumnos de la situacion a
partir del tiempo que tarda la Tierra en darle la vuelta al sol; es decir, para los estudiantes en el
afio bisiesto -de 366 dias- la Tierra tarda un dia méas en hacer este trayecto y que se repite cada
cuatro afios depende de las variaciones del planeta respecto a su movimiento de traslacion. En
este sentido los estudiantes no solo reconocen e fendmeno periddico asociado a esta tarea,
ademas movilizan la nocion de periodo y la prediccion ligada a fendmenos de naturaleza

periddica.

Por otra parte, del tipo Il se analiza la compensacién de tiempo al calendario dado que el
afio de 365 dias es una aproximacioén de los 365,25 dias que tiene un afio, segln la lectura. Es de
sefialar que la discusion con los estudiantes cuya respuesta se categoriza como tipo Il se enfoca
en el reconocimiento del tiempo de traslacion de la Tierra como una constante de la que depende
la asignacion del dia adicional cada cuatro afios. Por lo anterior, se reconocen elementos
matematicos del dominio de los estudiantes como los multiplos, el conteo por grupos de cuatro y

la aproximacion de numeros decimales como causa del error que genera este dia adicional

Cabe aclarar que cada 400 afios se excluyen los afios multiplos de 100 que no sea divisible
por 400, por ejemplo el 1900. Esta condicion no es dada en la lectura puesto que el proposito de
la misma es llevar a los estudiantes a la periodicidad de un fendmeno y para ello se realiza la
aproximacion correspondiente a los 365, 25 dias para un afio. Desde el principio de realidad de la
EMR que define una situacién real como aquella que pueda ser imaginada, por ello el afio
bisiesto, fendbmeno cuyo periodo es cuatro afios aporta al reconocimiento de fenémenos
periddicos en general. Por otra parte, el principio de interaccion, que motiva la disposicién de
espacios de discusion que generan la reflexion, aprueba el trabajo en grupo guiado por el docente
donde los estudiantes socializan la interpretacion dada a conocer: incluir un dia adicional cada

cuatro afos.
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Ademas, en esta plenaria con los estudiantes respecto a la propiedad de periodicidad de los
afios bisiestos y otros fendmenos periddicos presentes en la naturaleza se concluye que se pueden
aproximar sucesos periodicos sin serlo; es asi como se reconoce la inexactitud en los fendmenos

periodicos cotidianos.

2. a. Complete la siguiente tabla, tomando como referencia que el afio 1600 fue bisiesto.

Afio 1789 | 1880 | 1900 | 1980 | 1990 | 2010 | 2016 | 2022 | 2030

Bisiesto

No
bisiesto

Tabla 1

Para la interpretacion de la tabla 1 de la tarea 1 se realiza el registro de la cantidad de

respuestas por afio en la tabla 5 bajo la caracteristica de ser bisiesto o no.
Tabla 5. Clasificacion de respuestas a la pregunta 2a.

Tipo de Respuesta dada Explicacion de la respuesta NUmero
respuesta de
estudiantes

1789 No bisiesto Dividen el afio por 4; si su resultado 9

es entero entonces es hisiesto

1880 Bisiesto Dividen el afio por 4; si su resultado 9

es entero entonces es hisiesto

1900 Bisiesto Dividen el afio por 4; si su resultado 8

es entero entonces es hisiesto

No bisiesto
Confusion entre el calendario juliano

y el gregoriano




84

1980 Bisiesto Dividen el afio por 4; si su resultado 9

es entero entonces es bisiesto

1990 No bisiesto Dividen el afio por 4; si su resultado 9

es entero entonces es hisiesto

2010 No bisiesto Dividen el afio por 4; si su resultado 9

es entero entonces es hisiesto

2016 Bisiesto Dividen el afio por 4; si su resultado 8

es entero entonces es bisiesto

Error de célculo en la division por 4

No bisiesto 1

2022 No bisiesto Dividen el afio por 4; si su resultado 9
es entero entonces es bisiesto

2030 No bisiesto Dividen el afio por 4; si su resultado 9

es entero entonces es bisiesto

La tabla 5 se caracteriza por presentar dos tipos de respuestas, el ser bisiesto o no,
condicion dada por los elementos de la lectura. Es de notar que para el afio 1900 se presenta un
alumno con respuesta diferente a los demas; es de notar que este afio entra en la condicion de ser
bisiesto desde lo planteado por la situacién; no obstante, si se analiza este afio fuera de la
adaptacion realizada del contexto, 1900 no es bisiesto. Al indagar al estudiante sobre los
parametros bajo los cuales se define si un afio es 0 no bisiesto, argumenta que ocurre cada cuatro
afios y que este afio no es bisiesto pues no es multiplo de 4, lo cual se categoriza como un error

en el procedimiento algoritmico de dividir por 4.

El uso de una representacion tabular —tabla 1- ayuda a los alumnos a clasificar los
diferentes afios dados y a reconocer las propiedades de un afio desde la variacion de las cifras
que le permite al estudiante especificar cuales cumplen o no con la propiedad de ser multiplo de

4 0 no, es decir ser bisiestos; ademas se hace presente la comparacion entre los sistemas de
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representacion presentes, la verbal, (lectura), la iconica y la tabular lo que permite a los
estudiantes una mejor comprension del contexto y las herramientas matematicas a utilizar.

2. b. Explique cémo determind la clasificacion de cada afio.

Tabla 6. Clasificacion de respuestas a la pregunta 2. b.

Tipo de Respuesta dada Explicacion de la respuesta Relacién
respuesta
Tipo | Divisiones por 4 de A partir de la definicion, se tiene que un 9

los afios presentados afio bisiesto ocurre cada cuatro afio,
en latabla 1. entonces, si el afio lo divido entre 4 y da un
namero entero entonces es bisiesto, si no

da entero entonces no es hisiesto.

La tabla 6 muestra que todos los estudiantes responden que los afios bisiestos se dan cada
cuatro afios. Las respuestas de los estudiantes no solo giran alrededor de enunciados verbales que
aluden a la definicion de afo bisiesto dada en la lectura “traslacion, inclinacion de la Tierra y sus
estaciones”, sino que ademas justifican a través estrategias numéricas tales como: el uso de los
maultiplos del cuatro, los divisores de un numero, el conteo de cuatro en cuatro y enunciados
verbales que citan la definicion y clasificacion de numeros enteros y racionales desde la
operacion division.

Es asi como el vinculo de estos resultados con las clasificaciones realizadas en las tablas 4
y 5, desde lo propuesto por Bressan (2016, p 2), se constituye en una organizacion, a través de
medios matematicos, de la realidad; en otras palabras, los estudiantes reflexionan sobre el
descubrimiento de caracteristicas comunes entre los afios bisiestos o no, los comparan con los
multiplos de cuatro, revisan que el cuatro sea un divisor de ellos, y realizan predicciones de

otros afios bisiesto.
3. a. Indique los afios bisiestos comprendidos entre 1579 y 2021.

3. b. Explique qué aspectos tuvo en cuenta para determinar los afios bisiestos.
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Tabla 7. Clasificacion de respuestas a las preguntas 3. a. y 3. b.

Tipo de Respuesta dada Explicacion de la respuesta  Numero
respuesta de
estudiantes

Tipo | 111 afios bisiestos. Organizacién en una 5
representacion tabular que

muestra los afos bisiestos.

Conteo de afios bisiestos 3
entre 1580 y 1680.
Resultado 25 afos bisiestos;

Tipo Il 175 afios bisiestos

se realiza una secuencia
hasta llegar al 2020.

Tipo 1l Respuesta verbal. No sefialan la No determinan el nimerode 1
cantidad de afos bisiestos afios. Como el afio inicial no
es multiplo de 4 entonces se
busca el siguiente multiplo
de cuatro y se le suma 4
hasta llegar al 2020. Se

sigue el patron.

En la tabla 7 se clasifican las respuestas dadas a las preguntas 3a y 3b en tanto esta ultima
presenta los argumentos considerados por los estudiantes para determinar la cantidad de afos
bisiestos. Es pertinente resaltar que al analizar las respuestas dadas por los estudiantes se hacen
explicitos diferentes sistemas de representacion tales como: el tabular, el verbal, el numérico y
algebraico; lo anterior segun Freudenthal (1973, 1991) citado por Bressan (2016, p 3) deja ver
que los estudiantes utilizan diversas estrategias desde sus saberes previos, las citan y reformulan

a partir de su interpretacion de la tarea dada en el contexto realista.
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En este sentido, el vinculo de esta pregunta con el desarrollo del pensamiento matematico,
particularmente con el pensamiento variacional, revela como los estudiantes realizan el estudio
de regularidades y la deteccion de los criterios que rigen esas regularidades o las reglas de
formacion para identificar el patron que se repite periodicamente (MEN 2006, p 66); es decir,
muestran en sus respuesta la recurrencia de 4 afios de los afios bisiestos y la utilizan para dar
razon de los interrogantes asociados a la tarea. Asimismo este analisis deja ver que la
organizacion de la variacion en tablas la usan los estudiantes en el desarrollo del pensamiento
variacional por cuanto en la solucion de la tarea involucran procesos aritméticos, lo que les

permite también el inicio de la comprension de la variable y de las formulas. (MEN 1998, p 50).

Por tanto el uso del sistema de representacion tabular es una estrategia que aporta al
desarrollo del pensamiento variacional a traves del reconocimiento de la variacion, la variable y
el cambio. Tal como lo sustenta el enfoque de la EMR, los estudiantes toman la situacion realista
propuesta para desarrollar diversas estrategias que lo llevan a interpretar la situacion, reconocer

los fendmenos, su recurrencia y los cambios presentes en ella.

Tal es el caso de las respuestas tipo | —clasificadas en la tabla 7- donde los estudiantes
utilizan representaciones tabulares para presentar los afios bisiestos que hay desde el afio 1579 al
2021; es asi como afirman que 1579 no es bisiesto ya no es divisible por 4, luego buscan el
siguiente afio bisiesto e inician con el conteo cada 4 afios dando como resultado el conjunto de

afios bisiestos entre 1579 y 2021.

Una de las estudiantes compara lo presentado en esta tarea con la regularidad de digitos 0,
4, 8, 12 y 16 lo que se reconoce como una estrategia que contribuye al reconocimiento de la
caracteristica ser bisiesto; en discusion con la estudiante surge la definicion de sucesion como
una secuencia que continla y que puede ser identificada a partir de una relacion general
controlada con una variable que pertenece a los numeros naturales, para ello propone la

expresion:

4n + ano bisiesto = aiio bisiesto

donden € N
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En contraste con la pregunta 1 de la tarea 3, la estudiante realiza algunos reemplazos para
comprobar la validez de la expresion, su dependencia de la cantidad n, del afio bisiesto dado y la
efectividad de la estrategia para responder a preguntas posteriores, como se presenta en la figura
3.

Figura 7. Respuesta 1 de la tarea 3. Reemplazo en la ecuacion propuesta.

Este proceso de validacion realizado por la estudiante le permite conjeturar que sus
resultados son coherentes y que la expresion propuesta responde tanto a la situacién como al
contexto de los afios bisiestos. Cabe mencionar que en dicha expresién no se hace diferencia

entre los dos afios bisiestos escritos, pero en el reemplazo les da un tratamiento diferente.

Es decir en la figura 7 se reconoce como la estudiante asume la n como una variable
independiente, puesto que es aquella que puede tomar un valor dado y no depende de otros
valores de la expresion. Ademas, para el afio bisiesto escrito al lado izquierdo de la igualdad
sumado al 4n ella argumenta que es un afo bisiesto dado, por tanto, una cantidad constante. En
cambio, el afio bisiesto de la derecha de la ecuacion hace referencia a la variable que depende del

valor de n, por tanto, es la variable dependiente.

En conclusion, para esta estudiante la relacion entre los afios bisiestos es lineal y responde
a la ecuacion dada en la figura 7 donde para calcular un afio bisiesto basta con tener un afio

bisiesto conocido y encontrar el valor de la variable n asociado a dicho afio.

Lo anterior deja ver que la situacion: reconozcamos fendmenos periddicos en nuestro
sistema solar, moviliza en la estudiante una estrategia de conteo sustentada verbalmente a través
de la suma de cuatro o un mdltiplo del cuatro a un afio bisiesto para obtener otro bisiesto

cualquiera y por los reemplazos realizados que se muestran en la figura 7.
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Por otra parte, el analisis de esta ecuacion planteada por la estudiante permite relacionarla

con la definicion de funcion real periodica que responde a la expresion:

fGx+p)=fx)

Donde x es cualquier niamero real y p es un namero real mayor que cero, llamado periodo.
De este modo, al tener un afio de inicio que sea bisiesto puede hacer predicciones de afos
bisiestos siguientes al sumar el valor de 4 afios (0 un multiplo de 4). En términos de la definicién
de funcion periddica, dado cualquier afio bisiesto, se le suma el periodo -4 afios- y el resultado

seria un afo hisiesto.

Es asi como esta estrategia hace explicito un reconocimiento de la variacion de los afios
bisiestos, lo cual desde el enfoque de la EMR, permite reconocer que el proceso de
matematizacion de la situacion aporta una estrategia en el nivel referencial puesto que es un
procedimiento que no se desliga del contexto en el que se plantea el problema y estéa referido a la
situacion de los afios bisiestos.

El analisis de las otras 4 respuestas categorizadas en el tipo | -la tabla 7- deja ver que dos
estudiantes acuden al conteo de los afios bisiestos desde el afio 1580 al afio 2020 agrupados en 10
columnas, que a su vez muestra filas de dos caracteristicas particulares como se presenta en la
figura 4 (una que muestra la secuencia de los nimeros naturales y la otra el afio bisiesto desde el

primero sucesivamente cada 4 afios).
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Figura 8. Respuesta tipo I, representacion tabular agrupada en 10 columnas.

La figura 8 exhibe una tabla donde las filas impares (contadas de forma descendente) son
la cantidad de afios bisiestos que van en el conteo desde el afio 1580 y las filas pares al afio. A su
vez, cuando completan hasta la fila 6, ambos estudiantes centran la estrategia en la columna 10 y
hacen explicitos los afios relativos a la cantidad correspondiente hasta llegar al afio 2016 que
equivale a la cantidad de 110 afios bisiestos y complementan con el afio que falta para
completarlos hasta el 2021. Esto deja ver que logran reformular su estrategia inicial de conteo de
cuatro en cuatro para simplificar el problema y propone una secuencia de 10 en 10 asociadas a la

variacion de 40 afos bisiestos transcurridos.

Asi, esta eleccion de ambos estudiantes busca atajos, abreviar estrategias y simbolizaciones
iniciales para esquematizarlas en la representacién tabular, algoritmizarlas a través del conteo

con el uso de multiplos de 4 y de 10; y simbolizarlas en la columna 10 al escribir lo afios



91

bisiestos y explicitar el total; sus reflexiones acerca de la actividad matematizadora lleva a
identificar que consideran los fendmenos de cambio de los afios bisiestos. (Freudenthal (1991, p.
30, pp. 35-36), citado por Bressan (2016, p 3)). Por tanto la respuesta numérica, la agrupacion en
la representacion tabular y el reconocimiento de un patron de cambio es el resultado de su
interpretacion del contexto, del uso de sus conocimientos previos y de su capacidad de
matematizar la realidad.

Por otra parte, el andlisis de las otras dos respuestas asociadas a la tabla 7 deja ver dos

representaciones tabulares mostradas en las figuras 9 y 10.

Para la figura 9, la estudiante construye una representacion tabular de los afios bisiestos y
no bisiestos a través del conteo.
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Figura 9. Respuesta tipo I. representacion tabular realizada afio por afio.

La figura 9 deja ver dos filas que referencian los afios del 1579 al 2021 donde la estudiante

marcan si el afio es bisiesto o0 no. Asi, la caracterizacién de los afios a través del conteo se
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establece como una estrategia para resolver este interrogante. Ademas, explica que no logra
predecir cuantos afios hay entre dos afios bisiestos tan separados temporalmente y que la Unica

estrategia que implementa es hacerlos uno a uno como se muestra en la figura 9.

De igual modo, otra estudiante recurre a la representacion tabular —figura 10- de los afios

bisiestos; no obstante, llega hasta el afio 2060 y no responde a la cantidad de afios que se requiere
en la pregunta.
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Figura 10. Respuesta tipo | dada en forma tabular.
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Es de notar que al indagar sobre su respuesta, la alumna expresa que basta con realizar un
conteo de los afios bisiestos que ella escribe en su tabla -hasta lo sugerido en la pregunta- para
obtener la cantidad requerida por este interrogante; ademas, afirma que siempre se puede calcular
la cantidad de afios y saber si es bisiesto 0 no a través de esta representacion tabular.

Por tanto, las respuestas tipo | dejan ver como estrategia la representacién tabular, y asi
adquiere una importancia central en el proceso de matematizacion dado que, desde la EMR, la
tarea 1 moviliza en los estudiantes asociados a las respuestas tipo | una Matematizacion
horizontal; es decir, los estudiantes logran vincular los elementos propios de la situacion con su
realidad, desarrollar una estrategia para interpretar la tarea propuesta y permiten el analisis de la
misma a través de los diversos niveles de comprension —principio de niveles-en tanto se

identifica qué tipo de matematizacién realizan los alumnos.

Asi, el anlisis de esta habilidad mostrada —representacion tabular- permite al estudiante la
interpretacion de los elementos de la situacion; desde la EMR, definidos como estrategias que
toman caracteristicas que reflejen aspectos esenciales de los conceptos y relaciones matematicas

que sean relevantes para solucionar la situacion dada. (Bressan, 2004, p 8).

En cuanto a las respuestas tipo 1l donde se sigue la misma estrategia de resolucion desde la

representacion tabular y se utiliza el patron de 4 afios como se muestra en la figura 7.
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Figura 11. Respuesta tipo 1. Representaciones tabular, numérica y verbal.
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La figura 11 muestra que la estudiante utiliza tres representaciones: la tabular, la numérica
y la verbal para dar razon de lo preguntado. En relacion con la numérica, realiza un proceso de
conteo y presenta que cada 100 afios hay 25 afios bisiestos; luego sigue la secuencia de 100 en
100 afios. No obstante, cambia esta asignacion al tomar que de 2008 a 2012, 2012 a 2016 y 2016
a 2020 hay 25 afos bisiestos igual, para un total de 175 afios bisiestos, resultado numérico que
no corresponde al total. Es necesario recalcar que la respuesta tipo Il muestra que el estudiante
presenta una estrategia de agrupacion de afios bisiestos dados inicialmente y después busca
elementos que le permitan predecir los afios que sigue sin necesidad de hacerlos uno a uno; es
decir, utiliza el conteo como su estrategia para interpretar y predecir lo que ocurren en la tarea

propuesta.

La figura 11 deja ver que el estudiante reconoce las variaciones de los afios bisiestos, 1o
gue se mantiene constante a través tiempo pese a su equivocada asignacion de afios (mostrado
anteriormente) en el proceso de agrupacidon, muestra una simplificacion de la estrategia del

conteo a través de la agrupacion de afios bisiestos.

En las respuestas tipo Il los tres estudiantes no generan una respuesta numérica a la
situacion; sin embargo presentan explicaciones verbales que responden a la solucién de la
pregunta. Los tres estudiantes citan la importancia de la recurrencia, es decir de la existencia de
un afio bisiesto cada 4 afios siempre que se inicie desde un afio bisiesto. Es de notar que una de

las respuestas tipo 111 hace referencia a la siguiente expresion:
1580 + 4 = afio bisiesto

Ademas, en la discusion propiciada con el estudiante, sustenta que: se puede sumar un maltiplo
de 4 para obtener cualquier afio bisiesto en adelante; estrategia que debe ser repetida hasta llegar
al afio 2020. Por consiguiente, propone una nueva expresion que da razén de los afios bisiestos

siguientes:
1580 + 4n = afio bisiesto

Lo anterior muestra que el estudiante reconoce un patron de variacion en el que el nimero
anterior mas cuatro afios es el numero siguiente y este es un afio bisiesto. Esta expresion se
relaciona con la figura 3 que presenta una interpretacion de la situacion desde los elementos de la

realidad del estudiante y su experiencia; es asi como ambos estudiantes muestran estrategias que
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lo ubican en un nivel referencial en cuanto escriben de forma algebraica y verbal los conceptos
propios de la situacién planteada. En otras palabras, los estudiantes no muestran un valor
numeérico de los afios bisiestos entre 1579 y 2021, sin embargo conjetura acerca de los siguientes
afios bisiesto, el uso de la expresion algebraica y las justificaciones verbales en plenaria que

sustentan la eleccion de estos afios.

El anélisis de las expresiones algebraicas propuestas por los dos estudiantes predicen afios
bisiestos siguientes, desde lo planteado en el enfoque, se sostiene que después de reformular el
conteo presentado, la representacion algebraica se categoriza como un “modelo de”, en tanto los

estudiantes dan razon de lo preguntado en la tarea;

De acuerdo con los Estandares (2006, p 53), los alumnos estdn en un proceso de
modelacién en tanto logran hacer predicciones, utilizar procedimientos numeéricos, obtener
resultado y verificar que tan razonables son segun las condiciones iniciales; asi, la pregunta 3 los
estudiantes hacen uso de sus modelos matematicos asociados a los elementos propios de la tarea

dada; es decir, “modelos de”.

Ademas, los Estandares (2006, p 66) sostienen que la relacion del pensamiento variacional
con otros pensamientos aparece con mucha frecuencia, porque la variacion y el cambio, aunque
se representan usualmente por medio de sistemas algebraicos y analiticos, requieren de
conceptos y procedimientos relacionados con distintos sistemas numéricos. Caracteristicas
presentadas en la interpretacion de las estrategias mostradas por los estudiantes, de las que se

resaltan: el conteo y el uso de la representacion tabular.

4. a. Indique verdadero (V) o falso (F). Justifique sus respuestas.

a. Todo afio bisiesto es par ().
b. Todo afio par es bisiesto ().
c. Si 1580 es bisiesto, entonces 1600 es bisiesto ().



96

Tabla 8. Clasificacion de respuestas a las preguntas4 a, by c

Tipo de Respuesta dada Explicacién de la respuesta Numero
respuesta de

estudiantes

Tipo| aVib.FicV Explicacion verbal en
términos de multiplicidad por
4.
a.V;b.V;c.V 1

La tabla 8 corresponde a un solo tipo de respuestas para los literales a, b y ¢ de la pregunta
4, donde los 9 estudiantes responden para el literal “a” verdadero; para ello justifican que el
numero asociado al afio bisiesto al ser mdltiplo de 4 debe ser par; esta pregunta pretende
movilizar en los estudiantes propiedades matematicas asociadas a lo numérico que hacen parte
de sus saberes previos, utilizan como estrategia los maltiplo de cuatro y concluyen que todo

multiplo de cuatro es maltiplo del dos y por ende par.

Para el literal “b” 8 de los 9 alumnos responden falso al argumentar que ser par no es
condicion suficiente para que el afio sea bisiesto, puesto que hay nimeros pares que no son

maltiplos del cuatro.

Asimismo es de notar que los estudiantes recurren de nuevo al conteo, el uso de la
expresion algebraica presentada anteriormente y contraejemplos que presentan afios pares no
bisiestos; es decir, que si todo afio par fuera bisiesto entonces el 2006 serian bisiestos lo cual no

es cierto.

Es de resaltar que uno de los alumnos utiliza como contragjemplo el 1900, afio que
presenta una particularidad ya que este afio segun la lectura de la tarea 1 y con la informacién
dada por la misma deberia ser bisiesto, aunque para nuestro calendario este afio no es bisiesto
puesto que es divisible por 100 pero no por 400; al indagar al estudiante acerca de su respuesta,
argumenta un error en la division por 4; desde el principio de interaccion de la EMR, se
privilegian espacios de discusion que ayudan a la reflexién alrededor de las interpretaciones; de

alli que el afio 1900 sea bisiesto pues 1900 es multiplo de 4.
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Para el literal “c” todos los estudiantes responden verdadero y justifican que al ser
divisibles por 4 entonces son afos bisiestos; esta division la realizan a los dos afios el dado como

bisiesto y el afio a comprobar si es bisiesto o no.

Hasta el momento, los estudiantes responden la tarea 1 a través de la descripcion y analisis
de la situacion que tiene elementos que hacen parte de su contexto y que han surgido de la
interaccion con la tarea, lo que promueve un proceso de reformulacion y de desarrollo de
estrategias de resolucion tanto informales como numéricas; es decir, desde el enfoque de la
EMR, Bressan (2016, p 7) afirma que al observar las producciones de los alumnos se deja ver
por medio de sus conocimientos informales, el sentido comun y su experiencia la
matematizacién del contexto, es porque la situacién hacen parte de su realidad; desde el principio

de realidad, los alumnos estan en la capacidad de imaginarla.

Es asi como la tarea 1 de la primera situacién permite reconocer a los estudiantes el
acercamiento a la dependencia entre el movimiento de traslacion de la Tierra, el tiempo que tarda
en darle la vuelta al Sol y los afios bisiestos; esta relacion de la fisica con la matematica que se
presenta en diferentes niveles de escolaridad, busca las predicciones, recurrencias y operaciones
matematicas al interpretar este contexto. Ademas, los Lineamientos (1998, p 25) argumentan que
los alumnos a través del contexto, en particular para esta tarea los afios bisiestos, identifican la
conexion entre diferentes disciplinas, la matematica y la fisica, lo que les ayuda a emplear el

sentido comun para buscar la solucion a las tareas a través de diversas estrategias.

Asi, esta primera tarea deja ver que la fisica como disciplina brinda contextos realistas para
los estudiantes, lo que permite segun el enfoque de la EMR (Freudenthal, 1978) el aprendizaje la
matematica no como un sistema cerrado, sino como una actividad, para este caso especifico la
matematizacién del movimiento de traslacion de la Tierra, sus diferentes posiciones y su efecto

en el calendario que determina el afio bisiesto.

Tarea 2: Estableciendo relacion entre los hemisferios y las estaciones.
1. De acuerdo con el texto “La traslacion, la inclinacion de la tierra y sus estaciones” y
las figuras 1y 2, determine:
a. Qué dias se presenta el solsticio de verano y el solsticio de invierno para un pais
ubicado en el hemisferio sur.
b. Explique como determino estos dias.
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Tabla 9. Clasificacion de respuestas a las preguntas la. y 1b.

Tipo de Respuesta dada Explicacion de la respuesta Numero de
respuesta estudiantes
Tipo | Solsticio de verano: diciembre 22  Interpretacion de la lecturayla 8

Solsticio de invierno: junio 21 figura 1y 2 de la situacion 1,

Tipo Il No responde fechas exactas Explica que segun la lectura 1
son las fechas contrarias al

hemisferio norte.

La tabla 9 se compone por dos tipos de respuestas; en las categorizadas como tipo | se
observa que ocho de los nueve estudiantes dan las fechas diciembre 22 y junio 21 para el
solsticio de verano y para el solsticio de invierno en el hemisferio sur, respectivamente. Esta
eleccion justificada a través de la comparacion entre la lectura propuesta y la figura 1, que exhibe
la 6rbita de la Tierra alrededor del Sol y los dias del afio donde se presentan las estaciones para el
hemisferio norte; de lo que los estudiantes pueden concluir que las estaciones son contrarias
entre los hemisferios; por ejemplo, si el hemisferio sur esta en solsticio de verano el hemisferio

norte esta en solsticio de invierno.

La estudiante que responde segun el tipo Il no hace explicita una fecha exacta y argumenta
que la ocurrencia de los solsticios depende del hemisferio; es decir que cuando ocurre solsticio

de invierno en el hemisferio norte, en el hemisferio sur estan en solsticio de verano.

El andlisis de la tabla 9 deja ver que los estudiantes responden adecuadamente al
interrogante al reconocer las estaciones del afio y los dias en que ocurre el cambio de una
estacion a otra. En plenaria con los estudiantes, en general conocen sobre el fendmeno de las
estaciones, sin embargo no reconocian que las estaciones del afio se presentan en el planeta por
el grado de inclinacion de la Tierra y no por la posicién en la 6rbita, lo que, desde el principio de
actividad de la EMR, les ayuda a mejorar sus saberes tanto matematicos como de otras

disciplinas.
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2. a. Indique para cada una de las fechas dadas, si el pais se encuentra en un solsticio de
invierno o en un equinoccio de primavera.

Paises 21 de 15 de 22 de 21 de 23 de

septiembre | abril de | diciembre | junio de | septiembre
de 2019 2025 de 2030 2031 de 2028

Canada

Chile

Francia

Espafa

Sudafrica

Tabla 2

b. Explique la manera como establecio la relacion entre las fechas, los solsticios y los
equinoccios para cada pais.

Las fechas seleccionadas en la tabla 2 de esta tarea hace referencia Unicamente a
equinoccio de primavera o solsticio de inverno, por lo que se espera que algunas de los espacios
de la representacion tabular queden en blanco o sean completados con lo contrario de acuerdo
con el hemisferio; en este caso, ambas posibilidades aportan a la interpretacion de las respuestas

que desarrollan los estudiantes y muestran lo propuesto por la tarea 2 para este numeral.

Para las respuestas a las preguntas 2a se introduce la tabla 10 donde se clasifican los
fendmenos segun las fechas dadas y los paises respectivos. Para el 2b se establece en el andlisis
posterior a la tabla 10 donde se expresa como se establecen estos fendmenos a partir de las
explicaciones dadas por los estudiantes durante la aplicacion de la propuesta y en la plenaria
realizada al final de la tarea. Lo que, desde el principio de interaccion de la EMR, ayuda a la
reflexion alrededor del proceso de matematizacion que realizan los estudiantes como una

organizacion de la realidad.

Para la sistematizacion de los resultados de las respuestas en la tabla 10 se realiza la
siguiente convencion: EO: equinoccio de otofio; EP: equinoccio de primavera; Sl: solsticio de

invierno; SV: solsticio de verano; NIN: ninguno
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Tabla 10. Clasificacion de las respuestas de la tabla 2 de la tarea 2.

Fechas dadas y numero de estudiantes asociado a la respuesta

Pals COMVENCIONeS = = sep-19  15-abr-25 22-dic-30  21-jun-31 23-sep-28
NIN 1 5 0 1 1
EO 5 1 0
Canada EP 2 2 0 1 0
S| 1 1 9 0 0
sV 0 0 0 7 0
Espafia NIN 1 5 1 1 1
EO 3 1 1 1 7
EP 3 2 0 0 0
S| 1 1 7 7 0
sV 1 0 0 0 1
Francia NIN 1 5 1 1 1
EO 4 1 1 0 7
EP 2 1 0 2 0
S| 2 2 6 0 1
sV 0 0 1 6 0
Chile NIN 1 5 1 1 1
EO 1 3 0 0 1
EP 5 1 1 0 7
S| 2 0 1 6 0
sV 0 0 6 2 0
Sudafrica NIN 2 5 2 1 1
EO 2 2 0 0 1
EP 3 2 2 1 6
S| 1 0 0 6 0
sV 1 0 5 1 1

Cabe resaltar que el dialogo con los estudiantes permite reconocer que las estaciones del
afio hacen parte de su cotidianidad, aunque Colombia sea un pais que carece de estas. Ademas, la
situacién en el contexto de la mecanica celeste ayuda a los alumnos a aclarar conceptos de la

fisica relacionados con el movimiento de la traslacion y el grado de inclinacién de la Tierra;
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particularmente, la ocurrencia de las estaciones como un suceso dado por el grado de inclinacion
de la Tierra y no como un efecto posicional de la tierra respecto al sol. Como lo propone el
enfoque de la EMR, facilita el desarrollo de estrategias que los lleven a interpretarlo, explicarlo y

por tanto, matematizarlo.

Para Canada (pais del hemisferio norte), en la fecha 21 de septiembre de 2019 se observa
que 5 estudiantes responden que esta en equinoccio de otofio, 2 alumnos responden que esta en
equinoccio de primavera, 1 en solsticio de invierno y otro lo deja en blanco. Los 5 estudiantes
que responden equinoccio de otofio argumentan que analizar la figura 1 y la lectura realizada en

les permite comparar el 21 de septiembre de 2019 con el suceso a ocurrir.

Por otra parte, los 2 estudiantes que responden equinoccio de primavera (fenémeno del
hemisferio sur para esta fecha) escriben que Canada al ser un pais del hemisferio norte debe
responder a este fendbmeno; sin embargo su respuesta no es coherente con los argumentos dados.
Ademas, los estudiantes que no responden al fendmeno de equinoccio presentan incoherencias

en sus justificaciones.

Por altimo, la estudiante que responde solsticio de invierno argumenta: un solsticio ocurre
cada nueve meses ya que cada estacion dura 3 meses; es decir, su estrategia es de conteo, no
obstante el tiempo de duracion de la estacion lo asocia al suceso equinoccio y no identifica el
periodo de un afio para los sucesos de la tarea 2. Ademas, la estudiante durante la aplicacion
argumenta que la tabla 2 se puede completar con cualquier fenémeno sin realizar la clasificacion

por hemisferios.

En los espacios de discusion propiciados con todos los estudiantes en torno a las respuestas
presentadas para este numeral, se pone en consideracién la ocurrencia de los fendmenos tanto
equinoccio de otofio como equinoccio de primavera, y los alumnos argumentan que ocurren cada
afio | y que si el hemisferio norte esta en equinoccio de otofio, el hemisferio sur esta en
equinoccio de primavera de acuerdo con las fechas dadas en la figura 1 (de la situacion 1)
presentada con la lectura; lo cual es sustentado desde el conteo. Es decir, toman la fecha dada en
la figura 1 para el equinoccio de otofio y conjeturan que cada 12 meses ocurre.

Desde el principio de interaccion, el docente juega el papel de guia en esta plenaria que

busca llevar al estudiante a diversas interpretaciones a través de la reflexion, en otros aspectos,
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del trabajo cooperativo. Asimismo, la clasificacion de los paises presentados en la tabla 2 de la
tarea 2 segun el hemisferio al que pertenece, sea norte o sur, facilita la interpretacion adecuada
de la tarea.

Para la fecha 15 de abril de 2025, donde no se presenta ni un equinoccio ni un solsticio, 5
estudiantes la dejan en blanco, 2 responden equinoccio de primavera, 1 equinoccio de otofio y 1
solsticio de invierno.

Los 5 estudiantes que dejan en blanco argumentan que es una fecha donde no ocurre ni
equinoccios ni solsticios; a partir de las interacciones con estos estudiantes se puede conjeturar
que los estudiantes reconocen la variacion periodica de los solsticios y los equinoccios, puesto
que describen el periodo como 1 afio y que el tiempo transcurrido entre un suceso determinado y
el 15 de abril no da el periodo. En cambio para los otros 4 estudiantes se da que: 1 estudiante
responde la tabla 2 sin tener en cuenta la fecha ni el hemisferio y no muestra un reconocimiento
de la variacion o el periodo relativo a cada fendmeno. Por otra parte, los otros 3 alumnos aunque
responden sucesos que no ocurren en la fecha, se resalta la clasificacion por hemisferios y la

conservacion del evento en los paises del mismo.

En la figura 12 se muestra como uno de estos 3 estudiantes escribe en el 15 de abril de
2025 solsticio de invierno y equinoccio de otofio; lo que deja ver que presenta sucesos que no
son simultaneos; en otras palabras, no ocurren en el mismo dia para hemisferios diferentes, lo
que permite conjeturar que este alumno, al igual que los otros dos, no reconocen la variacion

perioddica del mismo y no resaltan la ocurrencia del fenémeno para cada hemisferio.

Paises 21 de 15 de 22 de 21 de 23 de
septiembre | abrilde | diciembre | junio de septiembre
de 2019 2025 de 2030 2031 de 2028
Ay| Canadd .00 punaeralSanuono Svwonn [0 Pmaea @ OXONY
S| Chile S.40 e 1@ RO L. D@ D wmpeing ©: VIROUNG
V| Francia Q .00 DuateelS INUVOND SooneinQ P Vuenag Q- Q»\ﬁx\»’\.\
\| Espafia__ 0. d0Dumaveral Linvetno | S INRIOI0 Duvaner) € OAOTC
S | Sudafrica S A0 thuenmo@ VN0 |2 Dvipaner@ CLa@0l€- PamGue A
Tabla 2

Figura 12. Respuesta solsticio invierno para el 15 de abril de 2025.
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Es asi que para la fecha 15 de abril de 2025, no solo para Canada, sino para los demas
paises se cumple lo analizado anteriormente. Cabe resaltar que el completar la tabla 2 deja ver
que los ocho estudiantes que reconocen la conservacion de la recurrencia en la fecha 23 de
septiembre de 2028 logran responder acertadamente lo ocurrido y justificarlo desde la
clasificacion por hemisferios y la asignacion de sucesos simultaneos y contrarios como lo son los

equinoccio de otofio y primavera (al igual que los solsticios de invierno y de verano).

Para la fecha 22 de diciembre de 2030 los nueve alumnos responden solsticio de invierno y
sus justificaciones relacionan la estacion invierno con sus conocimientos previos e informales;
ademads, justifican que las comparaciones que realizan de los diferentes registros de
representacion presentes en la situacién (lo iconico, lo verbal y lo tabular) les ayuda en el
reconocimiento de la variacién de las estaciones, los cambios de estaciones y su dependencia con
la posicion de la Tierra. Como lo proponen los Estandares (2006, p 66) el identificar estas

dependencias y variables contribuyen al desarrollo del pensamiento variacional.

Para la fecha del 21 de junio del 2031 se reconoce que 7 estudiantes dicen que Canada esta
en solsticio de verano, 1 equinoccio de primavera y 1 ningin fenémeno. Es de notar que las
estaciones del hemisferio norte, respecto a Canada, hacen parte de sus saberes previos dado que
en sus justificaciones dejan ver la ocurrencia de estos fendmenos. Desde el enfoque de la EMR,
el manejo por parte de los estudiantes de la lectura propuesta, la tabla 2 que completan y el
conteo realizado al comparar las fechas de esta tabla con las dadas en la figura 1 —de la situacion
1 les permite desarrollar y reformular sus estrategias, que hasta el momento se materializan en la
asignacion de hemisferios a paises, la ocurrencia de un fenémeno que depende de la ubicacion

del pais y el conteo que les ayuda a reconocer la periodicidad.

De igual forma, para la fecha 23 de septiembre de 2028 8 alumnos responden equinoccio
de otofio lo que permite afirmar que los estudiantes reconocen la ocurrencia del equinoccio de

otofio en Canada.

Por tanto, los resultados de las cinco fechas analizadas para Canada dejan ver que los
estudiantes interpretan la situacion a través de la organizacion y argumentacion de sus respuestas
al vincular la comparacion entre la ocurrencia del cambio de estacién, el hemisferio del pais y la

fecha indicada con la variacién de la posicion de la Tierra respecto al Sol.
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En contraste con el analisis realizado a las respuestas asociadas a Canada, se observa que a
Espafia solo 3 estudiantes lo clasifican como un pais del hemisferio norte. En la socializacion de
las respuestas dadas se presentan interrogante acerca de la pertenencia del pais a determinado
hemisferio y si es un pais con estaciones o no. Asimismo, para la primera fecha, 3 alumnos
realizan la distincion por hemisferios y responden equinoccio de otofio, otros 3 estudiantes
responden el suceso contrario (equinoccio de primavera) y los otros 3 que responden las otras
opciones de respuesta generan un debate en torno a la ocurrencia o no del equinoccio de otofio.
Este didlogo lleva a los estudiantes a una reinvencion de sus interpretaciones y justificaciones
basada en la coherencia de sus argumentos con las respuestas dadas y los elementos presentados
en la situacion; asi, el docente motiva a la solucién de la columna final asociada a la fecha 23 de
septiembre de 2028.

Al contrastar la columna del 21 de septiembre de 2019 con la del 23 de septiembre de 2028
los estudiantes reconocen la incoherencia entre su justificacion y la respuesta final, lo que lleva a
la mayoria de los alumnos a modificar su eleccion inicial. Es por ello que para la columna del 23
de septiembre de 2028, 7 responden el suceso que ocurre en la fecha dada.

Por otra parte, uno de los otros dos estudiantes responde equinoccio de primavera puesto
que establece la relacion entre las fechas y su respectivo equinoccio o solsticio. Cuando se le
invita a revisar la lectura y la figura 1 sostiene que debe cambiar su respuesta pues presenta
confusion en la lectura de la figura 1. Desde el enfoque de la EMR, es pertinente que el
estudiante reconozca que las estrategias que desarrolla en la propuesta lo lleven a solucionar
acertadamente los interrogantes de la misma y le aporte diferentes opciones de interpretar el

contexto.

La figura 13 muestra la respuesta de uno de los estudiantes que argumenta que Espafia, al
igual que Canada y Francia, se encuentran en equinoccio de otofio y la clasificacion que realiza

de los paises segun su hemisferio.



105

2. a. Indique para cada una de las fechas dadas, si el pais se encuentra en un solsticio
de invierno o en un equinoccio de primavera.

Paises 21 de 15 de 22 de 21 de 23 de

septiembre | abril de | diciembre | junio de | septiembre

de 2019 2025 de 2030 2031 de 2028

| Canada . O | V. \on v S Neguwa L. Dbpre

| | Chile L. Fwavercs TN 5 Ve[S o[£ R moverc,
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Figura 13. Respuesta de un estudiante a la tabla 2 de la tarea 2.

Desde los lineamientos (1998, p 50), de la figura 13 se puede afirmar que el estudiante
encuentra el significado y sentido acerca de la variacion asociada a la situacion y puede
establecer la relacién entre los fendmenos de cambio, su variacién e impacto en la vida practica,
como lo son los equinoccio (o solsticios) y su dependencia con la posicién de la Tierra, aunque

sea en un pais diferente a Colombia.

Ademas, el uso de la representacion tabular en la pregunta 2 de la tarea 2 responde a lo
propuesto por los Lineamientos (1998, p 50) ya que la organizacion en tablas, puede usarse para
iniciar en los estudiantes el desarrollo del pensamiento variacional por cuanto la solucion de
tareas involucran la dependencia de sucesos a la variacion de la posicion de la Tierra, la
pertenencia a un hemisferio y la periodicidad de su ocurrencia. En otras palabras, los alumnos
matematizan la situacion desde sus saberes previos y estrategias informales para enfocarse en lo
propuesto por la tarea, que es el reconocimiento de patrones y de dependencias entre el
fendmeno y el cambio. Es decir, toma sus conceptos fisicos del movimiento de los planetas, los
fortalecen con lo presentado en la situacion, reconocen la variacion periodica de los solsticios y
equinoccios, que esta tiene como periodo 1 afio y que, tanto equinoccio como solsticio, depende

de la ubicacion del pais respecto a los hemisferios del planeta.

De la interpretacion para el pais Francia, se puede inferir que los estudiantes en su mayoria
vinculan elementos de la lectura, de las figuras 1 y 2 con la representacion tabular de la pregunta
2; lo que permite que surjan elementos en comun en sus argumentos como la variacién de los

equinoccios, de los solsticios cada afio y la dependencia de estos sucesos con la posicién de la
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Tierra respecto al sol segin su eje de rotacion (dado que las estaciones dependen de la

inclinacion de la Tierra y no de la posicion de la misma en la orbita de traslacion).

Desde el principio de interaccion y a partir de las intervenciones del docente, los
estudiantes reconocen sus estrategias a partir de los elementos propuestos por la situacion
realista. Es decir, la ubicacion geogréfica de los paises, la periodicidad de un afio de los solsticios
y equinoccios, predecir la ocurrencia de los sucesos en determinado pais al conocer su ubicacion
en determinado hemisferio de la Tierra y el conteo por el periodo para predecir futuros sucesos.
Es de notar que este proceso se presenta como matematizacion horizontal, dado que los
estudiantes pueden identificar y describir la matematica que yace en el contexto, reconocer
regularidades y relaciones, analogias con otros problemas, etcétera.

Por tanto, del analisis de los resultados dados por los alumnos en la tabla 2 para los paises
del hemisferio norte se resalta que la mayoria de ellos organizan los elementos de la tarea, los
clasifican segin una propiedad en comun, les asignan una relacion respecto a la variacion dada y
predicen la posible ocurrencia para los demas paises que tengan la misma propiedad. Desde los
Estandares (2006, p 51) esto responde al uso de la argumentacion, la prueba y la refutacion, el
ejemplo y el contraejemplo, como medios de validar y rechazar conjeturas; tal como lo realizan
con los sucesos equinoccio y solsticio en las plenarias realizadas en las que se deja ver la
reflexion entre pares, la reformulacion de posturas y el reconocimiento de habilidades para

desarrollar los interrogantes planteados.

Para Chile, en | primera fecha se observa que 5 estudiantes responden que esta en
equinoccio de primavera; desde el enfoque de la EMR y en contraste con el analisis de los paises
del hemisferio norte se puede inferir que para estos cinco alumnos la dependencia del equinoccio
con el hemisferio en que se encuentra el pais es parte de su realidad, puesto que logran
matematizar la situacion a través de la comparacion entre los dos hemisferios, sacan sus

conclusiones y llegan a definir qué fendmeno ocurre tanto para Chile como para Sudéafrica.

En cuanto a uno de los dos estudiantes que responden solsticio de invierno, conservar una
clasificacion por hemisferio, como se presenta en el analisis de los paises anteriores; por ello se
concluye que asigna a todos los paises del hemisferio sur un fendmeno que no corresponde. Sus

argumentos verbales no son correspondientes con la respuesta dada.
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Se puede apreciar en la tabla 2 presentada en la figura 13 que el estudiante clasifica
acertadamente los paises segun sus hemisferios (N: norte, S: sur); al centrar el analisis en sus
respuestas para cada fecha asociadas a Chile se observa que para el 15 de abril y el 22 de
diciembre responde equinoccios diferentes, es decir no reconoce que el 22 de diciembre hay un
solsticio; no obstante, al analizar el 21 de junio responde que este es el solsticio de invierno; por
otra parte, en la fecha 23 de septiembre de 2028 el estudiante afirma que en esta fecha hay un
equinoccio de otofio (diferente a lo dicho en la fecha 21 de septiembre de 2019) para Chile el

cual es contrario a lo que ocurre en paises del norte como Canada.

Desde el enfoque de la EMR, se afirma que este estudiante interpreta desde sus estrategias
la situacion y las replantea con los elementos dados por la misma, lo que enriquece el proceso de
matematizacion pues en el desarrollo de las tareas asociadas al contexto realiza la reformulacion
en las plenarias; asi, tanto para este alumno como para los demas, permite que retomen sus
respuestas, las expongan en debate ante sus compafieros y el docente con el fin de generar un
proceso de matematizacion que enriquece los saberes de los estudiantes y establezcan aquella
que da razén de lo preguntado en la tarea.

En lo referido a Sudéafrica se observa que 3 estudiantes tienen un reconocimiento del
suceso Yy otros 3 el contrario; aungue en sus argumentos (como se ha presentado en los analisis

previos) muestran que identifican la relacion entre hemisferios, sucesos y pais.

Es de resaltar que un estudiante, figura 13, responde los mismos fenémenos que para
Chile; asi se hace explicita la clasificacion por hemisferios que realiza y el uso que le da en la
interpretacion de la tarea, sin embargo, su respuesta no equivale al fenémeno a ocurrir en esta

fecha.

Por lo tanto, el analisis de la tabla 2 de la tarea 2 deja ver que los estudiantes realizan una
interpretacion de la tarea desde los elementos presentados tanto en la lectura como en las
representaciones iconicas, la cual se hace explicito en el reconocimiento del conteo como una de
las estrategias utilizadas para el reconocimiento de la periodicidad del suceso de las estaciones y
los dias de cambio de estas —equinoccios y solsticios- por tanto, los alumnos asocian a los
cambios presentados habilidades que les ayudan a argumentar sus respuestas. Lo anterior, deja
ver que los estudiantes estan en un proceso de matematizacién horizontal, que es la comprension

matematica del contexto presentado en la situacion.
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Conviene subrayar que la conexion entre la vida cotidiana, las ciencias naturales y la
matematica misma en este trabajo, sustentada desde el principio de interconexion del enfoque de
la EMR y elementos curriculares MEN (1998, 2006) permite que la fisica sea tomada como una
disciplina de la que se adaptan diversos contextos que aportan situaciones realistas y potencian
en los alumnos habilidades para desarrollar, reconocer o reinventar las estrategias que proponen
para interpretar la situacion planteada; lo anterior reafirma la propuesta del enfoque de la EMR,
de ver la matemaética como una actividad y no como algo estatico, ademas que vincule diferentes
disciplinas, particularmente la fisica. Especificamente responde al interés de esta investigacion
que radica en la presencia de la fisica como disciplina de la que se adaptan contextos realistas y
como a través de estos se llegan a desarrollar el concepto de la funcién seno en diferentes

niveles.

3. a. Complete la tabla 3 e indique la estacidn en la que se encuentra cada pais.

Fechas 24 de 16 de 15 de 25 de 30 de 29 de 10 de
marzo junio febrero diciembre julio septiembre octubre

Paises Estaciones del afio

Canada
Chile

Francia

Espafia

Sudéfrica

Madagascar

Japén

India

Tabla 3
b. Expliqgue como establecié la estacion para cada uno de los paises en las fechas
indicadas.

Para la interpretacion y analisis de los resultados obtenidos en la tabla 3 se realiza la
clasificacion de los paises segun la tabla 11 donde se clasifican los paises segun el hemisferio al
que corresponden; a cada fecha se le asigna un nimero que representa la cantidad de estudiantes
que responden la estacion a ocurrir en la fecha dada. Vale destacar que 2 estudiantes responden

la tabla 3 sin tener en cuenta las clasificacion especifica por estaciones y utilizan los solsticios,
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equinoccios, afelio y perihelio mostradas en la figura 1 de la situacion 1; por lo que estas
respuestas no se incluyen en la tabla 11.

Es de notar que en la tabla 11 se clasifica la respuesta de la pregunta 3a, por otra parte, la 3

b se vincula en el analisis presentado posteriormente.

Tabla 11. Clasificacion de las respuestas de los estudiantes para la pregunta 3ay 3b.

Estacion para el hemisferio norte Primavera Invierno Verano Otoio

15 25 30 29 10
24 Mar. 16 Jun. Feb. Dic. Julio Sep. oct.

Canada 7 6 7 7 6 6 6

Francia 6 7 6 6 6 5 6

hemisferio norte Espafia 6 6 6 6 7 5 5
Japén 7 6 6 6 5 6 5

India 5 6 5 6 6 5 4

Chile 7 6 6 5 6 6 5

hemisferio sur Sudéfrica 6 6 6 5 6 5 5

Madagascar 7 5 6 5 6 6 6

La tabla 11 se compone por cuatro filas que orientan el analisis de la pregunta 3a. La
primera fila esta asociada al suceso esperado para el hemisferio norte, la segunda fila muestra las
fechas dadas por la tabla 3, la tercera fila presenta los paises del hemisferio norte con la cantidad
de estudiantes que responden la estacion que ocurre de acuerdo con el dia dado y la ultima fila

los paises del hemisferio sur.

En general, al interpretar los resultados de la tabla 11, se obtiene que 5 estudiantes la
completan adecuadamente; estos alumnos responden acertadamente la pregunta anterior
relacionada con los solsticios y los equinoccios lo que permite concluir que, a través de las
comparaciones que realizaron de la pregunta 2 de esta tarea, donde definen cada cuanto ocurre
un equinoccio o un solsticio, resaltan que las estaciones que ocurren en los hemisferios son
contrarias (si un hemisferio esta en verano el otro esta en invierno y si un hemisferio dado esta en
otofio el otro esta en primavera). Es asi que esta simultaneidad entre la estacion y la pertenencia a
determinado hemisferio potencia el reconocimiento por parte de los estudiantes de la
periodicidad de cada una de las estaciones, de los solsticios y de los equinoccios, a través del

conteo por 1 afio que realizan para encontrar las variaciones de los solsticios y equinoccios.
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El anélisis de la tabla 11, en lo relativo al pensamiento variacional, desde los Estandares
(2006, p 66), deja identificar la comparacion que realizan los estudiantes de las estaciones,
solsticios y equinoccios; quienes a su vez, desarrollan la capacidad para identificar en qué
consiste la repeticion del mismo patron; es decir que cada afio ocurre ya sea una estacion dada,
un solsticio o un equinoccio de acuerdo con la fecha establecida inicialmente. A este analisis se
le puede asignar un conteo que surge en la tarea desde lo planteado en la lectura y al sumar 1 afio

se obtiene como resultado el mismo valor.

Desde el principio de niveles del enfoque de la EMR, se sustenta el andlisis de las
producciones del estudiante en el marco de una matematizacion horizontal que toma al conteo
como la estrategia que surge de la situacion y les permite extraer elementos matematicos del

contexto para llegar a matematizar otras situaciones realistas.

Ahora bien, los dos alumnos que presentan respuestas diferentes a los acontecimientos
asociados a la tabla 3 de esta tarea, realizan una socializacion de sus respuestas en plenaria, en la
que buscan argumentar sus elecciones. Este proceso colectivo da como resultado la
reinterpretacion de lo presentado a partir del debate, la lectura propuesta, las figuras 1 y 2. Por
tanto, los estudiantes reconocen hasta el momento, que estos fendmenos dependen de los
hemisferios, la fecha dada y el planeta.

Consecuentemente, desde el enfoque de la EMR, la orientacion en el reconocimiento de
sus estrategias utilizadas, la validez de estas respecto a la tarea propuesta y la posibilidad de
replantear lo presentado como incorrecto es lo que Freudenthal (1991, p 9) define como un inter
juego de fuerza que se presenta como un balance sutil entre la libertad de inventar de los
alumnos v la fuerza de guiar del docente, vinculado al principio de reinvencion donde el docente

actlia como guia del estudiante.

Aunque lo anterior permite el replanteamiento de las estrategias propuestas por los
estudiantes a partir de la interaccion entre pares y con el docente, no siempre se logra una re
interpretacion en la que todos los alumnos muestren coherencia entre sus argumentos verbales y
las repuestas dadas para la tarea asociada a la situacion. Tal es el caso de las dos respuestas que
no fueron incluidas en la tabla 11 dado que no siguen los elementos sugeridos por la pregunta y

las interacciones del docente con cada uno de ellos.
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Ambos estudiantes conjeturan que la periodicidad de los fendmenos y las estaciones no es
un afio, ademéas la falta de coherencia entre lo expuesto en los debates y lo presentado
fisicamente en la tabla 3 de la tarea 2 fue determinante para afirmar que los resultados revelan un
poco avance en cuanto al proceso de matematizacion de las situaciones dadas. Lo anterior lleva a
concluir que ambos estudiantes reconocen correctamente la variacion de los afios bisiestos, pero

la asociada a los solsticios, equinoccios y estaciones no.

Por tanto, 7 estudiantes logran identificar la variacion periddica y la expresan en el
reconocimiento de sucesos ocurridos para determinado hemisferio y paises asociados al mismo,
sin embargo dos estudiantes presentaron inconsistencias entre lo escrito en la tabla 3 y su
interpretacion de la situacion. El anélisis de las preguntas 2 y 3 deja ver que los alumnos
reconocen la periodicidad de las estaciones, de los solsticios y los equinoccios desde lo
propuesto por la situacién; lo que les aporta al analisis del contexto desde sus conceptos
matematicos; este proceso, desde el enfoque de la EMR; se le llama matematizacién horizontal y
esta relacionado con el nivel de comprension situacional dado que los estudiantes utilizan
recursos fuera de los tradicionalmente presentados por la escuela como la lectura, las figuras y

los conceptos previos adquiridos en su cotidianidad.

Por otra parte, se resalta una de las respuestas dada a la tabla 3 que representa a 7
estudiantes que responden las mismas estaciones bajo los mismos argumentos; en la figura 14 se
deja ver la asignacion de colores a las estaciones del afio para las respuestas dadas por este

estudiante.
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Figura 14. Solucion a la tabla 3 por una estudiante

La figura 14 y lo argumentado por la estudiante deja ver que la asignacién de las estaciones
en la parte izquierda de la tabla 3 se realiza a partir de la lectura realizada y lo utilizado en la
pregunta 2 de esta tarea. Ademas, asigna colores para resaltar que las estaciones del hemisferio
sur son contrarias a las del hemisferio norte. Asimismo, sostiene que por lo anterior en una
columna asociada a determinada fecha solo pueden aparecer dos colores, sea el verde o el

naranja y el azul y el amarillo grupos de colores que corresponden a la primavera, el otofio, el

inverno y el verano respectivamente.

Por tanto, el andlisis de las preguntas 2 y 3 lleva a conjeturar que los estudiantes reconocen
la regularidad anual de los sucesos estacion del afio, solsticio y equinoccio. Este conteo por 1 afio
que realizan para encontrar la siguiente ocurrencia del suceso dado muestra que los estudiantes

logran organizar la realidad desde sus saberes matematicos, lo que se define como

matematizacién horizontal.

4. De acuerdo el texto “La traslacion, la inclinacion de la tierra y sus estaciones” y la
figura 1, realice un esquema de los solsticios y los equinoccios en la tierra para el

hemisferio sur.
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Para la clasificacion de las respuestas a la pregunta 4 se incluye la tabla 12 con tres tipos de

respuestas dadas por los estudiantes. Es de notar que en los tipos 1y Il los estudiantes realizan un

esquema del hemisferio sur con diferentes caracteristicas, las que se presentan posteriormente;

por otro lado, la respuesta tipo Ill hace referencia a un estudiante que realiza el esquema del

hemisferio norte, contrario al que se le pide en la pregunta 4.

Tabla 12. Clasificacion de las respuestas de los estudiantes para la pregunta 4.

_ NUmero
Tipo de L
Respuesta dada Explicacion de la respuesta  de
respuesta )
estudiantes
Esquema eliptico que muestra las Uso de la figura 1
fechas, los equinoccios y los solsticios presentada para identificar y
Tipo | respectivos al hemisferio sur. Ademas cambiar la figura para un
muestran el dia en que la tierra pasa por esgquema que muestre el otro
el afelio y el perihelio. hemisferio
_ Uso de la figura 1
Esquema circular que presenta al sol en o
Tioo I o presentada para identificar y 3
Ipo el centro, los solsticios y los _ _
_ _ cambiar la figura para un
equinoccios  presentes  para el
o esquema que muestre el otro
hemisferio sur. o
hemisferio
Uso de la figura 1
presentada para identificar
: la figura para un esquema
Tipo - g estudiante realiza un esquema del
que muestre el otro 1

hemisferio norte.

hemisferio; no obstante, lo
estructura para el mismo

hemisferio.

Las respuestas tipo | dadas por 5 estudiantes permiten reconocer en los esquemas y

justificaciones el cambio que realizan los estudiantes de esta figura para dar lugar a lo
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preguntado en el interrogante. Asi, se reafirman en el reconocimiento, la percepcion, la
identificacion y la caracterizacion de la variacion y el cambio, que desde lo propuesto por los
Estandares (2006, p 66), les aporta a la descripcion, modelacion y representacion en distintos
sistemas de representacion —para este caso verbales e icdénicos- en tanto los realizan una
explicacion del esquema realizado y resaltan la anualidad de las variaciones asociadas a los
solsticios, los equinoccios y las estaciones. Este estudio de estas regularidades ayuda a movilizar
el pensamiento variacional en los estudiantes y hace explicito el manejo de los diferentes
cambios de representacion propuestos por la tarea y usado por los estudiantes como estrategias
que aportan al proceso de matematizacion, el cual, segun Bressan (2006, p 1) es la forma de

hacer matematica de los estudiantes, es decir de organizar la realidad.

En la figura 15 se presenta un esquema representativo segun la clasificacion tipo |

realizado por un estudiante.

QquinoLao o)

Oron0
21 mQz0
s U e .
7 penhelio
» 's
SOIShUO @ j— — — = —(()sosnen deo
Vet X e <& 77 Jerano
2L SN ; 3 - / SR C.\E":i(’wli-ﬁf'
o o
Afewo Q
2 QWD AQQUINDUC 4R
Primaura

2% e nemb®
Figura 15. Respuesta tipo | Esquema de los solsticios y equinoccio en el hemisferio sur.

La figura 15 deja ver la conservacion de las diferentes posiciones de la tierra presentadas
en el esquema inicial de la figura 1 de la situacién 1. Cabe resaltar que, el andlisis de estos
esquemas, especialmente el de la figura 15, las explicaciones verbales dadas por los estudiantes

en los debates realizados y las respuestas dadas en las preguntas anteriores permite conjeturar
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que los alumnos asocian lo comprendido respecto a los sucesos equinoccio de otofio, equinoccio
de primavera, solsticios de verano y solsticios de invierno con lo periodico, la anualidad y la
ocurrencia opuesta de los sucesos; por ejemplo el equinoccio de primavera con el equinoccio de

otofio.

Se puede concluir para este tipo de respuestas que los estudiantes encuentran la conexion
entre lo presentado por la situacion y lo que han interpretado en las dos tareas resueltas. De esta
manera, se movilizan diferentes representaciones de lo periodico y sus regularidades, lo que,
segun los Estandares (2006, p 66), ayuda al reconocimiento de las variables que cambian y la
dependencia de estas variaciones con diferentes elementos que se vinculan al pensamiento
variacional, tales como la dependencia de las variables a los sucesos, la capacidad de asociar
determinado evento con una fecha indicada y la posibilidad de comprobar si para la fecha

indicada se presenta lo respondido en el interrogante dado.

Por tanto, los cinco estudiantes que realizan sus esquemas segun el tipo | reconocen la
variacion de lo periddico de los solsticios y de los equinoccios presente en ambos hemisferios.
Asimismo, en la socializacion de sus resultados sostienen que esta periodicidad de un afio esta
asociada a las estaciones, que cada estacion dura aproximadamente tres meses y que el cambio

de estaciones se hace presente un solo dia al afio.

Por otra parte, en las respuestas tipo Il tres estudiantes representan las variaciones de los
solsticios y los equinoccios en un esquema circular, con el sol en el centro. Es de notar que
relacionan los fenémenos con el hemisferio dado. Asimismo, es importante resaltar que los

alumnos reconocen la variacion periddica de los solsticios y los equinoccios.

Como se muestra en la figura 16, este tipo de respuestas deja ver la estacion en lugar del
equinoccio o el solsticio; la fecha de los equinoccios o solsticios y no el dia especifico de dicho
acontecimiento; el estudiante que responde lo presentado en esta figura explica que por
simplificar la escritura no escribe el suceso como equinoccio o solsticio al argumentar que no es

necesario puesto que en la pregunta ya esta dicho.
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Figura 16. Esquema preguntas tipo II.

Cabe aclarar que la distincién de las respuestas tipo | y las del tipo Il pretende resaltar la
forma correcta de la érbita de la Tierra; asi, la respuesta tipo Il es aceptada en tanto muestra la
variacion de las estaciones y la fecha correspondiente a los equinoccios y solsticios, no obstante,
las tipo | corresponden exactamente a la relacion del contexto con la variacion periddica que se

quiere movilizar.

El andlisis realizado hasta el momento permite concluir que los estudiantes interpretan la
situacion a través de sus saberes previos e implementan diferentes estrategias en el desarrollo de
las tareas propuestas, tales como el conteo, las comparaciones entre sucesos que ocurren
simultaneamente, el planteamiento de expresiones algebraicas que muestran algunas
dependencias entre las variables asociadas a los fendmenos y realizar ciertas predicciones bajo el
uso de los modelos desarrollados por los estudiantes. Es asi como Bressan (2016, p 4) desde la
perspectiva de la EMR aclara que el término modelo no se refiere a modelos pre constituidos e
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impuestos desde la matematica formal, sino a modelos que emergen desde los interrogantes

movilizados en el estudiante a través de las situaciones en este contexto.

Es de notar que, el contexto de la situacién es la mecéanica celeste que, junto con la
propuesta hasta el momento, provee diferentes elementos fenomenoldgicos que permiten
aproximarse a la variacion periddica que se pretende movilizar. Es asi como se reconocen que
estas estrategias son “modelos de” puesto que su construccion como aplicacion son relativos a la

situacion planteada.

Por tanto, el anélisis de las primeras dos tareas permite inferir que los estudiantes adoptan
las caracteristicas de los solsticios y equinoccios, toman en consideracion algunos saberes
previos como estrategias informales para desarrollar formas de interpretar y resolver lo
presentado por el contexto para comprender lo sucedido y hablar de su ocurrencia cada afio de
acuerdo con el hemisferio; esto moviliza lo propuesto por los Estandares (2006, p 51) ya que a
través de diferentes registros de representacion o sistemas de notacion simbolica crean, expresan
y representan ideas matematicas; para utilizar y transformar dichas representaciones y, con ellas,

formular y sustentar sus puntos de vista.

Es decir, cuando los estudiantes explican su representacion iconica (esquema realizado) a
través de sus argumentos verbales en las discusiones promovidas en el aula de clase, las
estrategias matematicas propuestas en las tareas, tales como la adicidén sucesiva, el uso de
conceptos como mudltiplos y divisores, el planteamiento una expresion que ayuda a predecir afios
bisiestos a partir de un afio bisiesto conocido y las representacion tabular en la que organizan la

variacion de los anos bisiestos.

Tarea 3: Reconociendo regularidades periddicas.

La tarea 3 moviliza aspectos de la situacion trabajados en las tareas 1 y 2 con el fin de que
los estudiantes comprendan las variaciones periddicas trabajadas a través de las estrategias
utilizadas hasta el momento; estas son: el conteo y el uso de la representacion tabular. Estas
formas usadas por los alumnos para matematizar la realidad estan asociada especificamente al
contexto; ademas, surgen de las tareas realizadas en la implementacion y son relacionadas con

sus saberes previos, métodos informales de interpretacion con miras de predecir y conjeturar
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acerca de lo que va a ocurrir en determinado tiempo con los afios bisiestos, solsticios y

equinoccios.

El analisis de las respuestas de los estudiantes a las tareas 1 y 2, muestra el reconocimiento
de la regularidad de estos fendmenos; en otras palabras, explican los cambios de los solsticios y
los equinoccios presentes cada afio, la recurrencia de los mismos, que muestra la interpretacion
de periodo presente en sus producciones en tanto se repite para determinada fecha, ya sea cada

afio (caso de los equinoccios y solsticios) o cada cuatro afios (afio bisiesto).

Desde del enfoque de la EMR, este proceso de Matematizacion realizado por los alumnos
se enmarca en el nivel situacional dado que surgen como estrategias el conteo y el uso de la
representacion tabular para explicar el contexto; por otra parte, se conjetura que alcanzan el nivel
referencial en tanto enfatizan en el uso de elementos matematicos movilizados para dar razon de

las variaciones y regularidades presentes en el contexto.

En este sentido, el proceso de matematizacion, desde el enfoque de la EMR, da razon de la
interpretacion y organizacion de la realidad, se entiende como la forma en que los estudiantes

analizan las situaciones propuestas y se define como matematizacion horizontal.

1. a. Si los afios 2000, 2008, 2012 y 2016 fueron afios bisiestos, determine 5 afios que vayan

a ser bisiestos.

b. Explique la manera como predijo estos afios.

En la tabla 13 se agrupan las respuestas 1a y 1b dado que se complementan para un analisis
de las producciones de los estudiantes. Cabe resaltar que en la pregunta 1 se retoman elementos
trabajados en la tarea 1 respecto a los afios bisiestos y su regularidad de ocurrencia; es asi como
se espera que las estrategias presentadas por los estudiantes dejen ver su progreso en la
interpretacion de la situacion presentada; por ejemplo, que logren pasar de explicar el contexto
de forma intuitiva para llegar a matematizar y desarrollar diferentes modelos a partir de las

habilidades mostradas en la solucién de las anteriores situaciones.
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Tabla 13. Clasificacion de las preguntas 1a 'y 1b de la tarea 3.

_ NUmero
Tipo de L
Respuesta dada Explicacion de la respuesta de
respuesta ]
estudiantes
Continuacién de secuencia de Al afio 2016 dado por el
Tipo | los afios dados en la pregunta: enunciado de la pregunta 1 se le 5
2020, 2024, 2028, 2032, 2036  suma 4 afos.
La expresion dada ayuda a
] 4n + afio bisiesto encontrar cualquier tipo de afio
Tipo Il o 1
= afio bisiesto bisiesto al conocer un afio
bisiesto determinado
_ 3 Uso de afios maltiplos de 2 o
Tipo Il 2024, 2028, 2030, 2038, 2042 3

de 4.

Los 5 estudiantes que responden segun la clasificacion tipo | argumentan que los afios
bisiestos se presentan cada cuatro afios, lo que les permite inferir que al sumarle cuatro afios al
ualtimo afio dado en el enunciado de la pregunta 1a se pueden predecir otros afios bisiestos; los
procedimientos utilizados por los alumnos se asocian a estructuras de tipo aditivo y sumas
sucesivas, sin embargo no se observa el uso de lo multiplicativo. Ademas, el tipo de respuestas |
deja ver que los estudiantes predicen la operacion de sumar 4 para llegar al siguiente nimero
asociado a un afio bisiesto. Los 5 alumnos coinciden en el uso de las estrategias presentadas en la

tarea 1; asimismo, argumentan que los afios bisiestos tienen una regularidad de 4 afos.

Por otra parte, para la respuesta tipo Il la estudiante utiliza la expresion dada en la figura 3
para predecir cualquier afio bisiesto a partir de un afio bisiesto dado. En el caso de la expresion
dada en la tabla 13, la estudiante argumenta que la n representa cualquier nimero natural, el
“afio bisiesto” que se encuentra sumado al 4n es un valor constante tomado de los presentados
por la pregunta 1la y el afio bisiesto después del signo igual hace referencia al afio bisiesto a
predecir a través de esta ecuacion. Desde el enfoque de la EMR, se infiere que esta expresion se

generaliza por parte de la estudiante, puesto que en las dos tareas asociadas a la variacion del afio
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bisiesto la estudiante recurre a ella para comprender el como varia el incremento de los afios

bisiestos y la prediccion del afio requerido.

Finalmente, aunque los 3 estudiantes que responden segun la clasificacion tipo Il utilizan

numeros presentados en las respuestas tipo I, que son afios bisiestos, incluyen afios que no lo son.

El primer estudiante, utiliza la tabla dada en la pregunta 1 de la tarea 1 para generar otros
afios bisiestos; es asi como logra mostrar diferentes afios bisiestos que cumplen con la
caracteristica explicada de multiplicidad por 4. Aunque sostiene que el tiempo que pasa entre dos
afios bisiestos consecutivos es de 12 afios lo cual no corresponde a esta regularidad. En las
justificaciones verbales del estudiante explica que los afios bisiestos escritos llevan una

recurrencia de 12 afios, 10 que no se asocia con esta ocurrencia.

El segundo estudiante, presenta dos afios bisiestos consecutivos; sin embargo los otros tres
afios presentados no corresponden a afios bisiestos dado que realiza la suma por 2 -no por 4 para
conseguir un afo bisiesto-. De esta manera, al debatir con el estudiante sobre su respuesta

argumenta que la asignacion realizada no es adecuada y propone otros afos bisiestos.

Por ultimo, el tercer estudiante presenta 4 afios bisiestos y uno no bisiesto. Esto permite
que el estudiante estudie la variacion periodica de los afios bisiestos por medio de una cuenta

sucesiva de 4 en 4.

Si bien, de las respuestas tipo 111, se concluye que los estudiantes al momento de responder
el interrogante no todos los afios que escriben son bisiestos; por ellos analizan sus producciones
y verificar su validez con sus compafieros (Estandares 2006, p 55); para resaltar el
reconocimiento de la prediccion de un afio bisiesto como un nimero maltiplo del 4. Es de notar
que la escritura de afios no bisiestos corresponden a un cambio en el patron de variacion y es
justificada por los alumnos como una imprecisién al momento de resolver lo presentado en la

tarea.

En general, desde el enfoque de la EMR y el analisis del contexto presentado a través de la
situacién, se infiere que los estudiantes estan en un proceso de matematizacién horizontal, dado
que buscan explicar las tareas planteadas al hacer uso de sus elementos como conjeturan las
posibles soluciones a problemas con un mayor grado de complejidad; este proceso de

matematizacion deja ver que los estudiantes comprenden la situacion dada; ademas, que el
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fenomeno hace parte de su contexto y que logran conjeturar, explicar y generalizar sus

estrategias iniciales a otras tareas o situaciones a presentar .

Desde lo propuesto por Gravemeijer, (1994, p. 104) la generalizacion se define como la
conexion entre varias situaciones reconociendo caracteristicas similares que permiten que se
clasifique las estrategias dentro de determinado tipo. Al mismo tiempo el proceso de solucién
puede ser estructurado y por tanto toma forma de una actividad de organizacion; es decir, la
generalizacion es como una forma de matematizacion. Desde este punto de vista y lo analizado
hasta el momento, esta primera situacion lleva al estudiante a reconocer las estrategias
informales que desarrolla y, posteriormente, va a permitir identificar aquellas que sean
generalizables, es decir que se utilicen en otras situaciones de otros contextos dadas en esta

propuesta de aula.

c. Determine el tiempo que transcurre entre dos afios bisiestos consecutivos. Justifique

Su respuesta.
Tabla 14. Clasificacion de las respuestas a la pregunta 1c.

_ NUmero
Tipo de o
Respuesta dada Explicacion de la respuesta de
respuesta )
estudiantes

Es la regularidad que se observa
) Transcurren 4 afios entre dos . o
Tipo | o ) al sumar 4 afios a un bisiesto 8
afios bisiestos consecutivos
para encontrar otro.

12 afios entre cada afio bisiesto Es la cantidad de afios entre el

Tipo Il )
consecutivo. 2040 y el 2052.

La tabla 14 deja ver que para el literal ¢ de la pregunta 1 se analiza que 8 de los 9
estudiantes afirman que entre dos afios bisiestos consecutivos hay una diferencia de 4 afos. El
otro estudiante responde que hay 12 meses entre afios bisiestos consecutivos. Cabe notar que al
momento de realizar la socializacion de las respuestas, este Gltimo alumno argumenta que su
respuesta (12 afios) hace referencia a los afios que hay entre el primer y el Gltimo afio bisiesto

encontrado, es decir entre 2040 y 2052.
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De esta forma, la pregunta 1 de esta tarea, deja ver que la mayoria de los estudiantes
reconocen la periodicidad de los afos bisiestos asociada a la suma sucesiva de 4 afios a un afio
bisiesto inicial dado; no obstante, en el proceso de prediccion de afios bisiestos algunos alumnos
presentan dificultades, dado que no relacionan adecuadamente la condicion de divisibilidad por 4

gue presentan este tipo de afos.

Por otra parte, en la produccion de uno de los estudiantes se hace explicita la palabra
periodo como una interpretacion de la variacion que se presenta cada cuatro afios respecto al afio
bisiesto inicial. En el debate con el estudiante se identifica que la palabra periodo la utiliza para
referirse a un suceso que siempre ocurre; de aqui que se conjeture que este alumno lleve la
nocion de periodo a otras situaciones problemas diferentes a esta situacion en la que surge este

concepto.

Por tanto las habilidades mostradas por los estudiantes responden a un proceso de
comprension del contexto desde un nivel situacional y no se generaliza a otros contextos. Lo que
se espera es que estas habilidades mostradas adquieran un mayor grado de generalizacion para

usarse en las siguientes situaciones como “modelos de” o “modelos para”.

2. a. Determine el tiempo que transcurrido entre cada solsticio de invierno para una persona

que se encuentre en el hemisferio norte.
Explique su respuesta.

b. Compare el tiempo transcurrido entre cada solsticio de invierno y tiempo transcurrido

entre cada solsticio de verano. Realice algunas conclusiones al respecto.

C. Transcurre entre cada solsticio de invierno (entre cada solsticio de verano) en el
hemisferio sur, el mismo tiempo que en el hemisferio norte. Explique a que se debe esta

regularidad de tiempo transcurrido.

Para clasificar las respuestas a la pregunta 2 se introduce la tabla 15 donde se diferencian

cada una de las respuestas asociadas a los literales a, b y c.



Tabla 15. Clasificacion de las respuestas dadas a la pregunta 2a, 2b y 2c.
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_ NUmero
Tipo de o
Respuesta dada Explicacion de la respuesta de
respuesta )
estudiantes
a. Es el mismo tiempo entre
El eqUinOCCiO y EI SOISth'O Cada equinoccio y Cada
ocurren cada afio. solsticio.
Para  ambos  sucesos
Tipo | Es el mismo tiempo (1 transcurre el mismo tiempo | 7

afno)
c. No depende del

c. Es el mismo tiempo (1 . .
hemisferio; el tiempo que

afo ~
) transcurre es de 1 afo.

Tioo Il a, b y c. 12 afos entre cada | Es la cantidad de afios entre el )
ipo
P afio bisiesto consecutivo. 2040 y el 2052.

La tabla 15 muestra que 7 de los 9 estudiantes expresan que los solsticios, al igual que los
equinoccios ocurren cada afio para cierto hemisferio, reconocen que entre solsticio de verano y
solsticio de invierno hay aproximadamente 6 meses, que funciona igual tanto para el hemisferio
norte como para el hemisferio sur y concluyen que son situaciones anuales, es decir que se
repiten cada afio y por ende son periddicas, luego hacen la analogia con los equinoccios para lo

que afirman que la periodicidad es de 1 afio.

Desde el principio de interaccion, se puede concluir que los 7 estudiantes después de
socializar la interpretacion de sus estrategias reconocen los contrastes entre sus elecciones para
analizar y responder las tareas con lo presentado por sus compafieros. Ademas, relacionan la
ocurrencia de los fenémenos fisicos presentados en la situacion 1 y realizan la correspondencia

entre los sucesos, las fechas, las causas que los producen y algunos impactos en la cotidianidad.

Por otra parte, en las respuestas de los dos estudiantes en las que no se presenta la

comparacion entre la ocurrencia de un afio de los sucesos en cuestion, responden que entre cada
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solsticio de invierno para el hemisferio norte transcurren 9 meses. Asi, el resultado de la
interaccion con los dos estudiantes deja ver que analizan esta situacion desde el inicio del
solsticio y no cuentan los tres meses de la estacion dada. En otras palabras, el tiempo
transcurrido entre dos solsticios de invierno es de un afio, ambos estudiantes afirman que cada
estacion dura 3 meses, de lo que concluyen que la recurrencia es de 9 meses, conclusién en la
que no subyace la idea de periodo como el tiempo que transcurre para que el fendmeno se repita

desde sus condiciones iniciales.

Los jovenes logran reconocer las variaciones de los equinoccios como de los solsticios y el
periodo de estos fendmenos, lo que desarrolla el pensamiento variacional desde la movilizacién
del concepto de funciones periddicas asociado histdrica (Boyer, 1986; Montiel & Buendia 2005)
y didacticamente (Camarena 2007, Estandares 2006) a diferentes situaciones realistas tomadas de

la fisica.

De esta forma, la interpretacion de estas dos preguntas y las dos tareas iniciales permite
reconocer que los estudiantes de décimo desarrollan y modelan situaciones de variacion
periddica en un nivel basico y se conjetura que puedan realizarlo para otros contextos de la fisica
que se puedan modelar a través de funciones trigonométricas, particularmente la funciéon seno
Estandares (2006, p 79).

Por tanto, el anélisis hasta el momento permite reconocer que los estudiantes han
replanteado y comprendido la situacion a través del proceso de matematizacion progresiva que
deja ver sus estrategias para solucionar y dar razén de los interrogantes propuestos; Ademas, el
uso del contexto es un elemento que moviliza en los estudiantes la implementacion de las
estrategias informales y matematicas necesarias para la solucion de las tareas. Estas habilidades
mostradas por los alumnos les permiten movilizarse en el nivel de comprension situacional dada

la dependencia al contexto en el que estas surgen.

La tabla 16 muestra las respuestas dadas por los estudiantes a los literales a, b y ¢ de la

pregunta 3.
3.a. Transcurre el mismo tiempo entre dos solsticios de invierno y dos solsticios de

verano consecutivos para el hemisferio norte. Justifique su respuesta.
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b. Transcurre el mismo tiempo entre dos solsticios de invierno y dos solsticios de verano

consecutivos para el hemisferio sur. Justifique su respuesta.

C. Se puede decir que el tiempo que transcurre entre dos solsticios de invierno y dos

solsticios de verano consecutivos es el mismo. Explique su respuesta.

Tabla 16. Clasificacion de las respuestas a los literales 3a 3b y 3c.

_ NUmero
Tipo de o
Respuesta dada Explicacion de la respuesta de
respuesta )
estudiantes
3a. Transcurre el mismo Los solsticios y los equinoccios
tiempo y es de 1 afio se repiten cada afio
3b. Transcurre el mismo Los solsticios y los equinoccios
Tino | tiempo, es de 1 afio para cada  se repiten cada afio. No .
ipo ) .
fendmeno. dependen del hemisferio.
3c. si, pues Transcurre el Los solsticios y los equinoccios
mismo tiempo y es de 1 afio se repiten cada afio. No
dependen del hemisferio.
3a. Transcurre el mismo Los solsticios y los equinoccios
tiempo y es de 6 meses se repiten cada seis meses.
Tipo 11 3b. Transcurre el mismo Los solsticios y los equinoccios 5

tiempo, es de 6 meses para

cada fenédmeno.

3c. si, pues Transcurre el

se repiten cada 6 meses. No

dependen del hemisferio.

Los solsticios y los equinoccios
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mismo tiempo yesdeunafio se repiten cada afio. No

dependen del hemisferio.

La tabla 16 deja ver que 7 de los 9 estudiantes responden segun el tipo | y sostienen que
entre dos solsticios de verano consecutivos transcurre 1 afio y que este valor es igual para el
tiempo entre dos solsticios de invierno consecutivos. Ademas, afirman que para los equinoccios,
de otofio y de primavera, consecutivos también de 1 afio. Lo que dejan ver el acercamiento a la
nocion de periodo ligada al contexto a través de las variaciones de los solsticios y los

equinoccios.

En el debate posterior a la tarea, respecto a los literales a y b los otros 2 estudiantes
asociados al tipo Il de respuesta, sustentan la periodicidad de los solsticios y los equinoccios
cada 6 meses, puesto que, por ejemplo, si en el hemisferio norte se esta en equinoccio de otofio,
dentro de 6 meses se obtiene equinoccio de otofio para el hemisferio sur. De lo que se puede
concluir que los estudiantes reconocen la variacion de los sucesos pero no su periodicidad,
ademas, la nocidén de periodo queda limitada por la interpretacion errada del contexto al ignorar
el efecto del hemisferio en el que se ubica determinado pais. En el literal c, los estudiantes logran
una resignificacion y reinvencion de las causas del fendmeno (estaciones del afio) a traves de la

plenaria realizada en torno a los literales a y b de esta pregunta.

Dado que la evolucién de las matematicas ha dejado ver que estas dos disciplinas, tanto la
matematica como la fisica, tienen una conexion historico epistemoldgica que aporta contextos
realistas utilizados para que los estudiantes logren matematizarlos, se puede conjeturar que en el
analisis de estas 3 preguntas de la tarea 3, la fisica es una disciplina que potencia el desarrollo de
modelos matematicos de diferentes grados de generalizacion, para explicar diferentes sucesos de

variacion periddica.

Por lo anterior, el analisis de las preguntas siguientes busca rastrear como los estudiantes
resuelven y como una caracteristica enriquecida por las situaciones realistas del contexto y
provee las regularidades de los solsticios, equinoccios, estaciones del afio y el movimiento de

traslacion de la Tierra.

4. Identifique la regularidad (en meses, dias transcurridos) que se puede asociar a la

variacion de:



Los afos bisiestos.

Los solsticios de verano

Los solsticios de invierno

Los equinoccios de primavera

Los equinoccios de otofio.

Tabla 17. Clasificacion respuestas a preguntas 4 a, b, c,d y e.
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_ NUmero
Tipo de L
Respuesta dada Explicacion de la respuesta de
respuesta )
estudiantes
a, cada 4 afios ocurre Los afos bisiestos tienen una
. N 9/9
regularidad de 4 afios
Tipo | . - -
b, ¢, d ye. tiene unaregularidad  Los 5 sucesos tienen una
de 1 afio recurrencia de 1 afio. 7/9
Los 5 sucesos tienen una 1/9
Tl b, ¢, dy e. tiene una regularidad ~ egularidad 9 meses.
Ipo : ~
diferentes a 1 afio. Los 5 sucesos tienen una
1/9

regularidad 6 meses.

La tabla 17 deja ver que en los resultados dados por los estudiantes; asi, para la pregunta 4a

se registra que los 9 estudiantes afirman que los afios bisiestos tienen una regularidad de 4 afios.

Lo que permite interpretar que los estudiantes comprenden la situacion de los afios bisiestos y

pueden caracterizar el fendmeno como periddico al indicar la regularidad sefialada.

Respecto a los literales b, ¢, d y e, 7 de los 9 alumnos dicen que los solsticios y los

equinoccios ocurren un dia cada afio —respuestas tipo I-. Por otra parte, las otras dos respuestas

hacen referencia a una recurrencia diferente a 1 afio -tipo Il-; una de estas sostiene que los

fendmenos ocurren cada nueve meses y lo sustenta desde el conteo de meses a partir del mes en
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el que se termina la estacion. Por ejemplo, si es solsticio de verano para el hemisferio sur (23 de
diciembre) el fendmeno, la estudiante cuenta los meses desde marzo que termina el verano para
este lado de la Tierra, conteo que le deja como resultado 9 meses. Esta justificacion deja ver que
la estudiante no tiene clara la recurrencia de los solsticios o el equinoccio asociados a la estacion
particular, es decir confunde equinoccio de otofio con la estacion otofio; ademas, asocia la
duracion de las estaciones con su equinoccio o solsticio lo que la lleva a una falta de precision en

los tiempos de variacion de estos sucesos.

El otro estudiante argumenta que la regularidad de estos sucesos es de 6 meses pues no
explicita una distincion entre el equinoccio de otofio del hemisferio sur y el equinoccio de otofio
del hemisferio norte; es decir, toma como ciclo completo la ocurrencia del solsticio o del
equinoccio como 6 meses. En plenaria se analiza que las estaciones duran 3 meses
(aproximadamente) y el solsticio o equinoccio dura solo un dia; estas apreciaciones lleva a
ambos estudiantes a reinterpretan lo propuesto e identificar su respuesta como no adecuada para

el periodo de los solsticios y los equinoccios.

Los estudiantes sostienen que estos fendmenos son periddicos, puesto que son constantes.
Al indagar a los estudiantes sobre lo que se entiende por constante, ellos argumentan que es algo
que se repite indefinidamente; de alli que, desde el enfoque de la EMR, particularmente el
principio de interaccion, el docente lleva al analisis de la discusion presentada a través de la
comparacion de este suceso, con la funcion constante y con la idea de periodo; esta interaccion
logra que los estudiantes comprendan que el significado que le otorgan a la palabra constante
(para referirse a los sucesos que se repiten bajo las mismas condiciones) responden

matematicamente a la idea de periodicidad o patrén de cambio, el cual es infinito.

5. a. Explique qué entiende por fendmeno periddico.

Tabla 18. Clasificacion de las respuestas dadas a la pregunta 5a.

i NUmero
Tipo de o
Respuesta dada Explicacion de la respuesta de
respuesta _
estudiantes
Tipo | Es aquel en el que transcurre el Un fendmeno periddico siempre 9/9

va a ocurrir y que tiene un
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mismo tiempo. tiempo de ocurrencia siempre

igual.

La tabla 18 deja ver que los estudiantes enmarcan sus respuestas en lo verbal y sostienen
que un fendmeno periodico es aquel que ocurre en el mismo tiempo, se repite a través de los
afios, algo que pasa regularmente en determinado tiempo, un fenGmeno que siempre va a ser, que
no cambia y siempre va a estar ahi, por ejemplo los solsticios y los equinoccios. Los estudiantes
concuerdan que los fenémenos periddicos son aquellos que tienen un tiempo determinado de

ocurrencia y que no se detienen, es decir siempre van a continuar, no tiene fin.

El andlisis anterior muestra que los estudiantes realizan un acercamiento informal a la
definicion de funcion periddica f(x) = f(x + p), donde x es una variable independiente y p es
un namero real mayor que cero, dado que sefialan la periodicidad de los sucesos es un 1 afio (en
el caso de los afios bisiestos 4 afios). Es de notar que las caracteristicas periddicas de los
fendmenos son interpretadas por los estudiantes como la ocurrencia de los sucesos —equinoccios,

solsticios, estaciones y afios bisiestos- en el mismo tiempo y de forma idéntica.

b. Determine cuéles de fendmenos mencionados en el punto 4, son periddicos. Explique su
respuesta.
C. Para aquellos que sefialé como periddicos, establezca el periodo.

Para el analisis de los literales b y ¢ de la pregunta 5 se introduce la tabla 19 con los tipos

de respuestas dados por los estudiantes.

Tabla 19. Clasificacion de las respuestas dadas a las preguntas 5b y 5c.

Tipo de L Numero  de
Respuesta dada Explicacion de la respuesta ]
respuesta estudiantes

Todos los fendmenos estudiados Dado que todos se repiten 7
Tino | son periodicos. 4 afios afio infinitamente en
Ipo - o . . .
bisiesto, 1 afios los demas determinado tiempo son

sucesos. periédicos.
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Afos bisiestos, con un periodo de Dado que se repite para 2
Tino Il 4 afios; estaciones con un periodo determinado tiempo.
Ipo .
de 6 meses, solsticios Yy

equinoccios con periodo 6 meses.

Para las preguntas 5b y ¢, 7 de los 9 estudiantes (respuestas tipo 1) sostienen que los
fendmenos estudiados son periddicos pues responden a las caracteristica presentadas en la
pregunta 5a; desde el enfoque de la EMR, los estudiantes estan en un proceso de matematizacion
vertical ya que a través de sus reflexiones y analisis de las estrategias presentadas desde lo
periodico, realizan la asignacion de caracteristicas propias de las variaciones periddica; en otras
palabras, estos 7 estudiantes realizan el cambio del nivel de comprension situacional al
referencial, dado que otorgan al conteo la capacidad de predecir el siguiente suceso; esta
caracteristica matematica la vinculan con sus estrategias informales intrinsecas en el contexto de
la situacion. Por otro lado, estos alumnos en el literal ¢, hacen explicitos los periodos asociados a

los sucesos en cuestion.

Por otra parte, los 2 estudiantes con respuestas tipo Il (tabla 19) dejan ver que la nocion de
periodo no la movilizan acertadamente; ya que para ellos el periodo de los sucesos equinoccios
y solsticios es de 6 meses, el de las estaciones 3 meses y el de los afios bisiestos 4 afios. Lo que
permite concluir que estos 2 alumnos estan en el nivel situacional respecto a la nocién de periodo
la cual debe ser reformulada. En los debates propiciados con estos estudiantes reconoce que no
se tiene en consideracion la ubicacion del pais por hemisferios y esto lleva al error mostrado en

el periodo de 6 meses.
d. Cite tres ejemplos de fendmenos periddicos diferentes a los aqui expuestos.

Dado que los jovenes es este literal citan diferentes ejemplos de la cotidianeidad no se
clasifica en la representacion tabular las respuestas a este literal. Asi pues, para la pregunta 5d,
los alumnos citan: el ciclo menstrual de la mujer, el dia de cumpleafios, el afio nuevo, la rotacion
de la luna, la rotacion de la Tierra, fases de la luna, los eclipses, el péndulo de un reloj, el

movimiento de una rueda y la funcién seno.

Estos fendmenos referenciados por los estudiantes muestran que el reconocimiento de lo

periddico lo asocian a diferentes contextos; por una parte, reconocen la periodicidad en
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situaciones de la vida cotidiana como los cumpleafios y el ciclo menstrual de la mujer; por otra
parte, reconocen algunos fendémenos fisicos que muestran periodicidad como el péndulo,
movimientos circulares, las fases de la luna y los eclipses. Por Gltimo, uno de los estudiantes
expresa que la funcion seno es una funcion periodica; dado que ya han tenido un acercamiento a
las funciones trigonomeétricas desde un enfoque tradicional donde se trabaja con las razones

trigonométricas en diferentes triangulos rectangulos por medio de la definicion de seno:

cateto opuesto

senf = -
hipotenusa

Después se vincula este tridngulo al circulo unitario y finalmente se establecen las
funciones trigonométricas para los nimeros reales, en este caso la funcidén seno. Lo anterior
Montiel (2005, p 125) lo presenta como el transito de la trigonométrica clésica, que es la
relacionada a las razones trigonométricas estaticas en un triangulo rectdngulo, a la trigonometria

analitica que es el estudio de las funciones trigonomeétricas

Por tanto, en el analisis de la situacion 1 se reconoce como los estudiantes generan
diferentes estrategias para abordar las tareas propuestas desde sus conocimientos matematicos
previos e informales. De esta forma, se dejan ver relaciones entre cambios y variables, elementos
claves en la introduccion al estudio de la variacién a través de diferentes representaciones, entre
las que se destacan la tabular, la iconica, la verbal y la al algebraica; de igual manera los
lineamientos (1998, p 50) sostienen que estas ayudan a los estudiantes a potenciar
progresivamente su proceso de aprendizaje, vincularlo a su contexto y reconsiderar lo aprendido

para aproximarse a las conceptualizaciones propias de la matematica.

Ademas, la nocion de periodo y el uso del conteo para la mayoria de los estudiantes se
movilizan, desde el enfoque de la EMR, en los niveles de comprensidn situacional y referencial
ya que se analiza como esta idea intuitiva de periodo muestra algunos elementos de las funciones
periddicas como lo son la igualdad entre el suceso y el suceso después del periodo mismo; y el
conteo, dado que los alumnos lo usan para predecir tanto los afios bisiestos (suma por 4 afios) y
los demas sucesos (suma por 1 afio). Desde los Estandares (2006, p 69) estos elementos
analizados muestran la relacién entre diferentes sistemas de representacién movilizados —tabular,
iconico, verbal y algebraico-, planteada como un elementos fundamental para desarrollar

elementos del pensamiento variacional y los sistemas algebraicos, puesto que las relaciones
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funcionales movilizan la variacién que surge desde un contexto que hace parte de la realidad de
los estudiantes y les permite una mejor comprension y prediccion de los fendmenos realistas de

caracter variacional.

3.2.2. Resultados y analisis de resultados: Situacién 2. Un caso de funcion periddica: La

funcién seno.
La ferris Wheel de Chicago

Chicago tiene un largo historial en cuanto a ruedas de la fortuna se refiere, la primera fue
inaugurada en 1893 como parte de la legendaria exhibicion universal. Actualmente, en el Navy
pier se encuentra la ferris Wheel de Chicago que mide aproximadamente 200 pies de altura (196
pies). Esta rueda hace parte de una serie de atractivos que posee la ciudad de Chicago a orillas
del lago Michigan que es uno de los lagos mas grandes de Estados Unidos. En la figura 1 se
muestra una toma de esta noria®.
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Figura 1.Vista de la Ferris Wheel de Chicago®’

Este atractivo tiene como fin disfrutar de una vista de 360° del lago Michigan y de la ciudad de
Chicago por ello la velocidad de la noria es lo suficientemente baja para que los turistas puedan
abordarla sin que esta se detenga. Esta velocidad es tal que en 1 minuto la noria gira 10 grados.
Este giro lo realiza en sentido contrario a las manecillas del reloj.

% noria es un artilugio de feria consistente en una gran rueda con asientos que gira
verticalmente. Tomado de http://dle.rae.es/?id=QcCVYyi3. Citado el 30 de marzo de 2017
27 Tomado de: Fuente: https://navypier.com/centennial-wheel/. Citado el 30 de marzo de 2017.
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Tarea 1: Representando la situacion

La figura 2 muestra un esquema de la noria y una estructura que se encuentra a la derecha de
esta, la cual tomara como plataforma donde los turistas abordan la ferris Wheel para su recorrido
por los aires de Chicago.

Nivel de la plataforma

Figura 2. Esquema de abordaje de los pasajeros a la noria.

Teniendo como referencia la figura 2, para una persona que aborda la capsula de la noria: sea t el
tiempo transcurrido (en minutos) desde que inici6 el recorrido y h la altura (en pies) que alcanza
la capsula sobre el nivel de la plataforma. Tenga en cuenta que la altura de la capsula esta
determinada con respecto al nivel de la plataforma.

Por tanto, la posicion de la capsula por debajo del nivel de la plataforma, se tomard como: — h.
Asi, la altura maxima para la capsula seria de 100 pies y la altura minima para la capsula seria de
—100 pies. A cada 100 pies se le llamara 1 Unidad de altura y se denotard como U.

1. a. Complete la siguiente tabla realizando la equivalencia entre la altura en pies y la
unidad de altura U.
Tabla 1. Conversion de unidades: pies a unidades de altura.
Altura [pies] 100 48,5 | -75 65 |-654
Unidad de altura[U] 0,25 1 08 |-1

b. Explique como completé la tabla 1 para los valores de la altura en pies y en unidades
de altura U.
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La tabla 20 muestra las respuestas de los literales a y b de la pregunta 1, donde los 8
estudiantes completan adecuadamente la tabla 1 que busca la conversion entre los pies y el

patron de medida definido como unidad de altura (1 U).

Tabla 20. Clasificacion de las respuestas dada a la pregunta lay 1b

Tipo de Explicacion de la NUmero de
Respuesta dada _
respuesta respuesta estudiantes

Procedimiento matematico: Regla de tres: | jqg del procedimiento

Tipol ~ 100p - 1U;x - 0.25U matematico asociadoa 5

la regla de tres directa.

Si se necesita saber el valor en pies se
Tipo Il multiplica por 100; si se quiere saber el 4

valor en U se divide entre 100.

El analisis de las respuestas tipo | deja ver que 5 de los 9 estudiantes recurren a la regla de
tres como elemento matematicos previo y explican, tanto matematica como discursivamente el
uso de estrategias a seguir para solucionarlas. Es de resaltar que esta combinacion de las
representaciones numéricas y la verbales realizadas por los estudiantes muestra lo propuesto por
los Estandares (2006, p 50), puesto que el saber matematico se relaciona con las técnicas y
estrategias para lograr que los estudiantes lo utilicen en diferentes contextos. Desde el enfoque
de la EMR se considera que estos 5 alumnos se mueven de la informalidad relativa al nivel
situacional movilizado en la solucién de la primera situacion a la implementacion de algunos
elementos de tipo matematicos relacionados a la nueva tarea, que son caracteristicas del nivel
referencial. Este Ultimo propone que los estudiantes utilizan, entre otras estrategias, las
descripciones, conceptos y procedimientos que esquematizan la respuesta a la pregunta referida a
la tarea en particular. Asi, la figura 17 muestra una de las respuestas asociada al tipo I donde el

estudiante hace explicito el procedimiento regla de tres.
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Figura 17. Respuesta tipo I: regla de tres

Por otra parte, los otros 3 estudiantes sostienen que se debe realizar una multiplicacién o
una division para realizar la conversion de unidades de altura a pies o viceversa. Esta explicacion
verbal permite reconocer la comprension que los estudiantes tienen del procedimiento a seguir en
las conversiones de unidades. Es decir, encuentran un patrén de relacion o equivalencia y lo

utilizan como estrategia para explicar lo presentado en la tarea.

Asimismo, al analizar ambos tipos de respuestas se puede conjeturar que los alumnos
realizan el cambio de las estrategias de tipo informales a las propias de la matematica
acompafiadas con argumentos procedimentales y verbales como muestra la figura 19; desde lo
propuesto por Bressan (2011, p 8) acerca de la EMR, se interpreta que los estudiantes se mueven

en un proceso de matematizacion tanto horizontal como vertical.

En otras palabras, logran tomar elementos propios del contexto, lo que se traduce en
movilizarse del nivel de situacional al referencial. Ademas, a través de la reflexion realizada en
los debates entre pares y el docente, los jévenes comienzan a mostrar diferentes representaciones
—verbal y aritmética- de estrategias que emergen de su interpretacion de la situacion vy
enriquecidos por elementos matematicos conocidos, como lo son la regla de tres y los factores de
conversion. Del analisis se puede deducir que los estudiantes superan lo intuitivo del nivel

situacional y muestran elementos asociados al nivel referencial.

Cabe resaltar que ambos tipos contribuyen a la comprension de la situacion por parte de los
estudiantes en tanto resuelven asertivamente lo preguntado y permite que movilicen elementos

propios del pensamiento métrico dado que los alumnos reconocen el cambio de patron de
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medicion (de altura de pies a unidades de altura). A través de la plenaria dada en torno al cambio
de pies a unidades de altura U, se comparan los elementos propios de la unidad de medida con la
variacion de la altura de la c&psula de la noria y el angulo barrido para tal altura. De lo que se
sigue que los estudiantes reconocen en el movimiento de la cépsula de la noria una

circunferencia unitaria (de radio 1).

Esta asignacion de los valores iniciales de angulo y de altura de la c&psula de la noria
permite movilizar el estudio de la funcién seno, particularmente. Dado que la construccion de la
funcion f(x) = sen(x) a través de las variaciones de altura asociadas al angulo barrido pues
relaciona en la circunferencia unitaria la variacion del angulo barrido por la capsula de la noria
(punto que pertenece la circunferencia) con su distancia al eje x requiere el control de algunas
cantidades: el méximo, minimo, periodo e intervalos de crecimiento.

c. Explique cuéles son los valores asociados a la altura méxima y a la altura minima que
alcanza la capsula de la noria durante el recorrido, en unidades de altura U.

Para el literal “c” los 8 estudiantes responden que la altura méxima es 1 U y la altura
minima es -1 U a partir de la interpretacion y analisis de la figura 2 presentada en la tarea 1 En la
tabla 21 se clasifica esta respuesta y se presenta la explicacion dada a la misma.

Tabla 21. Clasificacion de las respuestas dadas al literal 1c.

Tipo de Explicacion de la NUmero de
Respuesta dada _
respuesta respuesta estudiantes

Dado que 100 pies es

Méaximo: 1; minimo: -1 1 U entonces el

Tipo | _
maximo es de 1 vy el

minimo es de -1.

La tabla 21 deja ver, como se menciona con anterioridad en el literal b, que los estudiantes
logran asociar el movimiento de la capsula de la noria con un movimiento circular uniforme de
radio 1 en el que pueden reconocer la maxima y la minima altura a la cual se la puede encontrar

la capsula. Cabe sefialar que en este literal los alumnos dejan ver la variacion funcional entre el
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valor del angulo de rotacién y la altura de la capsula de la noria; la altura obtiene valores entre [-

1,1], lo que se define en matematica como el rango de f.

Hasta el momento los alumnos hablan en términos de altura maxima y altura minima para
referirse a los maximos y minimos locales que presenta la funcidén seno; por esta razon se
interpreta, desde el principio de niveles, que los estudiantes generan reflexiones que les ayudan a
comprender la situacién y a crecer en nivel de comprension; esto lo realizan al utilizar diferentes
herramientas que se conectan entre si, tanto de naturaleza informal como matematica.

d. Determine para que valores de tiempo (en minutos) y para qué angulos la capsula de
la noria alcanza la altura méaxima y la altura minima. Explique cémo determiné estos

valores.
Tabla 22. Clasificacion de las respuestas dadas al literal 1d.

Tipo de Explicacion de la NUmero de
Respuesta dada _
respuesta respuesta estudiantes

o _ Se plantea una regla

Altura maxima: 90°, 9 minutos de 3 donde los

Tipo | Altura minima: 270°, 27 minutos estudiantes usan el 8
valor de 10° por

minuto.

Por otro lado, para el literal “d” los 8 alumnos recurren a la regla de tres para relacionar la
altura maxima y la altura minima con los angulos barridos por la capsula de la noria para llegar a
dichos lugares. Es decir, los 8 responden que para la altura maxima se rota un angulo de 90° y
dado que el problema dice que por cada 10° transcurre un minuto entonces concluyen que en 90°

han transcurrido 9 minutos y para la altura minima 27 minutos.

Desde el enfoque de la EMR, se puede afirmar que los estudiantes en esta primera pregunta
de la tarea 1 utilizan la regla de tres, al igual que en preguntas anteriores, lo que hace que se
consolide como un procedimiento ligado a la tarea en particular en tanto les permite analizarla
desde sus estrategias, enmarcada en el nivel de comprension referencial, que toman elementos

matematicos trabajados en otros grados de escolaridad para dar razén de lo que se requiere y
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explicar asertivamente la relacion entre angulo, altura de la capsula de la noria y tiempo

transcurrido.

Es de notar que esta pregunta moviliza en los estudiantes la relacion entre el contexto y sus

conocimientos informales a través de la comparacion entre la variacion de diferentes cantidades,

tanto dependientes como independientes, lo que contribuye al desarrollo del pensamiento

variacional ya que se movilizan diferentes mecanismos que, a través de la reflexion, conducen al

reconocimiento de patrones y regularidades que contribuyen a su conceptualizacion, como lo

afirman los Estandares (2006, p 55), entre estas cantidades se reconocen el tiempo, la altura de la

capsula de la noria y el &ngulo barrido.

La tabla 2 relaciona las medidas realizadas de diferentes alturas en unidades de altura U con el

angulo que ha recorrido la capsula de la noria durante una vuelta.

Tabla 2. Relacion entre altura y el angulo recorrido por la capsula de la noria

Al&‘ga 0,00 | 0,50 [ 0,71 | 0,87 | 1,00 | 0.71 | 0,50 | 0,00 | -0.50 | -0,87 | -1,00 | 0,00
Angulo | 13y |45 |60 |90 |135 |150 | 180 | 210 | 240 |270 | 360
(grados)

a. Para 2 vueltas completas de la noria determine los diferentes valores de los angulos

asociados a las alturas h de la capsula, dadas en la tabla 2.

b. Determine como identificd los valores de estos angulos.

Para responder a los literales a y b de la tabla 2 se inserta la tabla 23 que muestra las respuestas

de los estudiantes.

Tabla 23. Clasificacion de las respuestas dadas a la tabla 2

Tipo de Explicacion de la Ndmero

Respuesta dada
respuesta respuesta

estudiantes

de

Representacion tabular (ver figura 18) Construccion de una

, . representacion tabular
con los angulos relacionados a la segunda P

Tipo | con los  angulos

vuelta.
asociados a la segunda

vuelta.

9/9
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La tabla 23 y la figura 18 (una de las representaciones tabulares) dejan ver que los
estudiantes, en general, utilizan la representacion tabular para las alturas determinadas por la
tabla 2 de la tarea y los &ngulos encontrados para cada una de ellas. El andlisis de las diferentes
representaciones tabulares permite deducir que los alumnos suman a cada &ngulo dado en la tabla
2 360 grados, accién que predomina en la construccion de los 9 registros tabulares. Ademas, esta
pregunta vuelve a movilizar en los estudiantes la estrategia del conteo usada en la situaciéon 1
para dar razon de los afios bisiestos, las estaciones, los solsticios y los equinoccios; asi, desde el
enfoque de la EMR, el conteo deja de estar ligado al contexto donde surge.
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Figura 18. Representacion tabular tipo | tabla 23.

Asi mismo, se resalta la comparacion entre la tabla dada y los valores que emergen cuando
se realiza esta adicién para obtener una misma altura para diferentes angulos; es de notar que al
sumar 360 grados los estudiantes se acercan una idea basica de recurrencia ya que conjeturan que
esta variacion es constante. Esta relacion ambigua de una variacién constante se discute con
todos los estudiantes para interpretar lo que emerge al realizar esta argumentacion. De esta
manera el debate muestra que los estudiantes asumen la palabra constante: como algo continuo y
gue nunca se detiene y aungue varia se mantiene su comportamiento inicial; en términos de la
situacion, afirman que usan la palabra constante puesto que la variacion de la altura de la capsula

de la noria para la primera vuelta determina las demas vueltas.

De lo anterior se puede inferir que los alumnos hacen referencia a la nocion de periodo
para el caso de la ferris Wheel, dado que a través del estudio de la variacion de la altura de la
capsula de la noria respecto al angulo barrido por la misma (respecto a la horizontal) hacen
explicito el angulo que se le debe sumar a determinado angulo, dado en la tabla 2, para obtener la
misma altura. De aqui que los estudiantes utilizan los argumentos verbales, las representaciones
tabulares y elementos de la teoria de nUmeros para explicar el por que se debe sumar 360 grados

para obtener la misma altura para la capsula de la noria.
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Es pertinente mencionar que en los argumentos de los estudiantes no aparece de forma
explicita la palabra periodo, sin embargo sus respuestas movilizan elementos de la definicion de
la funcion seno desde su variacion periodica, es decir la expresion sen(x) = sen (x + 2m)
siendo 2m el periodo de la funcion. A su vez los alumnos utilizar 360 grados en lugar de 2 lo
que muestra que la nocién de periodo movilizada en esta pregunta esta ligada a la tarea propuesta

en el contexto de la noria.

Asimismo, los estudiantes para determinada altura (que no sea la maxima o la minima)
identifican la existencia de 2 angulos para los que se tiene la misma altura en una vuelta y que al
sumarlos se obtiene como resultado 180°, es decir son angulos suplementarios. En la figura 19,

se observa que agrupan las alturas tanto negativas como positivas.
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Figura 19. Respuesta dada al literal a de la tabla 2.

De los literales a y b propuestos en la pregunta 1, se puede concluir que los 9 estudiantes
utilizan los angulos asociados a las alturas dadas para encontrar los angulos relaciones con la
segunda vuelta; de igual manera, la figura 20 muestra una representacion tabular que deja ver las

sumas realizadas a cada uno de los angulos relacionados con cierta altura de la tabla 2.
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Figura 20. Representacion tabular para la suma de 360 grados a los angulos de la tabla 2.

Desde el enfoque de la EMR, se busca que los estudiantes a través de la reflexion y la
reinvencion guiada logren avanzar a niveles de comprension que se encuentran cada vez menos
ligados a la situacion en particular. Es asi como la figura 20 permite interpretar que los
estudiantes recurren al conteo como se presenta en la situacion 1 en la tarea 2 relacionada con los
afios bisiestos. Es decir, los alumnos le dan al conteo algunas caracteristicas generalizables dado

que puede ser implementado en diferentes contextos que proveen situaciones realistas.

c. Explique como determinaria los diferentes angulos asociados a la misma altura h para
la capsula, cuando la noria realice 4 vueltas.

La tabla 24 clasifica los diferentes tipos de respuestas dadas por los estudiantes al literal ¢

asociado a la tabla 2.
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Tabla 24. Clasificacion de las Respuestas dadas al literal ¢ relacionado con la tabla 2.

Tipo de L NUmero de
Respuesta dada Explicacion de las respuestas ]
respuesta estudiantes

o Los estudiantes menciona que
_ Multiplicar 360 grado por el
Tipo | ] numero de vuelta es y luego 7
namero de vuelta o
la multiplican por 360 grados

Los alumnos escriben en

_ Representacion  tabular  (ver forma tabular los valores de
Tipo Il ] ] ) 2

figura 20) los éangulos asociados a

determinada altura.

Del literal c, se obtiene que 6 alumnos responden de forma verbal. Dos de los estudiantes
afirman que basta con multiplicar el 360 grados por el nimero de la vuelta y sumarle el resultado
al angulo inicial para obtener el angulo asociado a la misma altura; por ejemplo, para la segunda
vuelta bastaria multiplicar por 2 los 360 grados y sumarle el resultado al angulo inicial. Los otros
4 estudiantes afirman que se debe sumar 360 grados sucesivamente para encontrar el a&ngulo de
la vuelta requerida, lo que se clasifica como un conteo en secuencia sin llegar a la agrupacion de

la multiplicacion.

Los estudiantes que responden segln el tipo | proponen sumar a cada angulo sumar 360
grados para obtener otro asociado a la misma altura hasta completar las 4 vueltas ya sea a traves
de las sumas sucesivas de 360 grados al &ngulo dado o por medio de la multiplicacion explicada

anteriormente.

Por otro lado, los otros 2 alumnos presentan dos representaciones tabulares; el primero
sostiene que para obtener los valores de la cuarta vuelta basta con multiplicar por 2 los angulos
dados por el numero de la vuelta, es decir, si el angulo es 30° y se necesita el angulo de la altura
asociada a este, para la segunda vuelta se deben multiplicar los 30° por 2, lo que no corresponde
a lo movilizado en las preguntas referenciadas a la tabla 2; ademas, la estudiante muestra en su
registro tabular nimeros diferentes a los que se calculan con la estrategia propuesta verbalmente,

de lo que obtiene nimeros decimales; lo que propicia el debate sobre lo presentado y la joven no
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reconoce la disparidad entre el argumento verbal y lo escrito matematicamente; por tanto esta

respuesta se toma como incoherente.

El segundo estudiante realiza una representacion tabular donde reconoce la suma por 360
grados y realiza una tabla para las 4 vueltas requeridas en la tabla 2. Esta respuesta se enmarca
en el uso de la representacion tabular a través del conteo por 360° expresado como una suma de

los angulos presentados en la tabla 2.

De ambos tipos de respuestas se tiene que 8 de los 9 estudiantes logran reconocer la
regularidad asociada a los angulos barridos por la cdpsula de la noria y las alturas dadas. Desde
los Estandares (2006, p 79) en relacién con la coherencia horizontal, se infiere que los
estudiantes movilizan elementos del pensamiento métrico dado que realizan la conversién de
pies a unidades de altura, lo que busca en el estudiante que llegue a comparar esta variacion en
unidades de altura con el angulo en el sistema sexagesimal y asi interpretar las variaciones del
angulo barrido, la altura de la capsula de la noria y del tiempo que tarda la noria en barrer

determinado angulo.

Ademas, los alumnos usan el conteo como una habilidad que adquiere generalidad en
cuanto recurren a ella para matematizar diferentes contextos y determinar relaciones; en este
caso, las conversiones de una unidad de medida (pies) a un patron de medida asociado al

comportamiento de la funcion seno.

Describa el comportamiento de la noria a partir de la relacion de dependencia entre la

altura de la capsula de la noria y los angulos asociados a esta. Explique su respuesta.

La relacion de dependencia entre la altura y el &ngulo barrido comprendida por los

estudiantes se clasifica en tres tipos como lo presenta la tabla 25.

Tabla 25. Clasificacion de respuestas para la pregunta 1 literal d.

Tipo de o .
Respuesta dada Explicacion de la respuesta Relacion

respuesta

Tipo | -1l cuadrante Analisis por cuadrantes de la variacion 3/9

proporcionalidad directa
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y -1V proporcionalidad

inversa

El angulo  siempre
_ aumenta y para cada o ) .
Tipo Il ) _ Variacion de angulos para una altura fija 4/9
altura se tiene diferentes

angulos.

Aumentan los angulos y
Tino 1] las cambian de acuerdo Respuestas que no relacionan la altura con
Ipo L . .
con la posicién de la los angulos explicitamente

capsula de la noria.

Es de notar que las respuestas tipo | acuden a explicaciones verbales que resaltan las
variaciones de la altura de la capsula de la noria y del &ngulo barrido por la misma en dicha
altura. De esta forma, la figura 21 presenta una de las descripciones verbales que realizan los

estudiantes cuyas respuestas estan categorizadas como tipo I.
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Figura 21. Respuesta tipo | relativa al literal d de las preguntas de la tabla 2.

De manera general, la figura 21 muestra que los estudiantes que responden segun el tipo |
reconocen la dependencia entre el angulo y la altura de la capsula de la noria en términos de la
proporcionalidad directa e inversa (indirecta), es decir el comportamiento de dependencia en los
cuadrantes tanto | y 1V, donde la altura aumenta mientras el angulo aumenta también y en los

cuadrantes Il y 11l donde la altura disminuye mientras el angulo aumenta.
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La socializacion en el aula de clase se centra en la proporcionalidad directa e inversa a la
que se refiere este estudiante; Desde el principio de interaccion del enfoque de la EMR, se
propone este espacio para debatir acerca del como los alumnos interpretan los elementos de la
situacion y el docente como la persona que guia este proceso de reinvencion. En este caso, la
relacion de las variables relacionadas no se da en proporcionalidad directa e inversa, esto permite
reconocer que la diferencia entre la proporcionalidad y la correlacion no la manejan los

estudiantes.

De esta forma, se genera un espacio para movilizar estos saberes y propiciar una
reinvencion de esta relacion entre las variables en estudio. Este proceso se lleva a cabo a través
de contraejemplos que aportan a la discusion de diferentes variables correlacionadas entre si
directa o inversamente pero que no estan en proporcionalidad ni directa ni inversa. Tal es el caso
de la funcién f(x) = x? de la que se toman las tres representaciones: la algebraica, la tabular y
la gréafica con el fin de movilizar otro tipo de variacion a través del cual se haga presente una
correlacion directa sin tener la proporcionalidad directa. De este ejemplo se resalta que la
variable “y” (f(x)) depende del cuadrado de la “x”, y que ambas variables aumentan se puede
hablar de una correlacion entre ellas, y aunque se puede hablar de una correlacién entre ellas,
dado que ambas variables aumentan, no se puede establecer una proporcionalidad como se

presenta en las funciones lineales o afines.

Por tanto, se concluye que la variable y (f(x)) se correlaciona tanto directa como
indirectamente con la x para el caso de la variacion de la altura de la capsula de la noria que
depende del angulo barrido y de cuadrante en el que se encuentre la capsula de la noria. De lo
que se obtiene que 7 de los 8 estudiantes resignifican la dependencia y llegan a que esta altura
aumenta a medida que el angulo aumenta, correlacionados directamente en los cuadrantes IV y I;
y correlacionados de forma inversa en los cuadrantes 11 y 111 dado que la altura de la capsula de

la noria disminuye cuando el angulo aumenta.

Del analisis anterior se infiere que las preguntas asociadas a la tabla 2 de esta tarea llevan a
los estudiantes al estudio de la variacion asociada al movimiento de la noria, en tanto reconocen
maximos, minimos, intervalos de crecimientos, rango, dominio y periodicidad de la dependencia
funcional que lo modela; a traveés de expresiones verbales enriquecidas por elementos del conteo

y de la covariacion. Asimismo los estudiantes usan sus saberes matematicos trabajados en
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diferentes grados de escolaridad como lo son las relaciones, correlaciones, funciones (tipos de
funciones), representaciones de funciones, entre otros para presentar un andlisis de las

variaciones presentes entre ambas variables.

Por otro lado, para las respuestas tipo Il, los alumnos resaltan que el angulo siempre esta
aumentado, que no se consideran los angulos negativos y que para cada altura se asocian
diferentes angulos que resultan de sumar 360 grados al angulo inicial; este tipo de respuestas al
igual que el tipo 111 son respuestas que no describen explicitamente la relacion de dependencia
entre el angulo y la altura de la capsula de la noria, pues la pregunta permite analizar tanto los
intervalos de crecimiento y decrecimiento como sus valores de altura asociados al angulo
determinado. Asi, esta respuesta, aunque reconoce la periodicidad cada 360° es estética en tanto
prioriza elementos de tipo numérico y limita la interpretacién funcional de las variaciones
inmersas en la tarea. Por ultimo, en las respuestas tipo Ill, las variaciones de la altura de la

capsula de la noria y del angulo dado son relacionadas pero no se hace explicita su relacion.

2. Cuanto tiempo tarda la capsula de la noria en realizar una vuelta completa. Justifique su
respuesta.

Para el analisis de las respuestas dadas a la pregunta 2 se realiza una descripcion de la
estrategia presentada y de sus diferentes resultados. Se toma la organizacion tabular de los
andlisis anteriores como un Unico tipo de respuestas dado que los estudiantes emplean la misma

estrategia matematica para dar solucién al interrogante.

Tabla 26. Clasificacion de las respuestas dadas al numeral 2.

_ NUmero
Tipo de o
Respuesta dada Explicacion de la respuesta de
respuesta )
estudiantes
Regla de tres: 1 minuto | Emplean la regla de tres para explicitar
Tipo | es a 10° entonces 360° | cuanto tarda la capsula de la noria en |9
cuantos minutos son. realizar una vuelta.
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Es asi como, los 9 estudiantes responden que la noria tarda en realizar una vuelta completa
36 minutos a través de la regla de tres directa. En la figura 22 se muestra una de las respuestas de

los alumnos a esta pregunta.

~ 2. Cuanto tiempo tarda la capsula de la Nora en realizar una vuelta completa. jusurique

su respuesta.
3. Si la Noria funciona de 9:00 AM a 6:00 PM, cuantas vueltas dara la capsula de la

Noria. Justifique su respuesta.
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Figura 22. Regla de tres: estrategia de resolucion de las preguntas 2.

Del analisis de estas respuestas, se reconoce que los estudiantes han implementado la regla
de tres en diferentes preguntas propuestas en relacion con la variacién del tiempo transcurrido
para determinado desplazamiento de la noria. De lo anterior, desde el enfoque de la EMR, se
argumenta que la regla de tres es una estrategia ligada a la situacion dado que los estudiantes
recurren a esta estrategia frecuentemente en el contexto de la noria y no se utiliza en la situacion
1.

Aunque la regla de tres se ha utilizado en las preguntas 1 de latarea 1 y 2 de la tarea 1; es
decir, surge en la conversion de pies a unidades de altura y no superan el contexto del que
surgen, por ende no adquiere caracteristicas generalizables; esto lleva a concluir que la regla de
tres es un procedimiento que los estudiantes realizan en el contexto cuando necesitan realizar un
cambio en la unidad de medida, en el caso del tiempo en que se realiza una vuelta, emerge de

nuevo.

Por tanto las respuestas dadas a la pregunta 2 permiten concluir que los estudiantes usan

sus conocimientos matematicos y cotidianos para resolver los interrogantes planteados a través
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de la matematizacion del contexto; desde el enfoque de la EMR, se mueven en el nivel

referencial, en tanto logran dotar de explicaciones matematicas la situacion presentada.

3. Si la noria funciona de 9:00 AM a 6:00 PM, cuantas vueltas dara la capsula de la noria.
Justifique su respuesta.

Para la pegunta 3 se introduce la tabla 27 en la que se clasifican las respuestas dadas por

los estudiantes. En ella se presenta dos tipos de respuestas que orientan el analisis para relacionar

la variable tiempo con la variacion de los angulos barridos por la capsula de la noria. Esta tabla

deja ver gque el conteo y la regla de tres emergen en el reconocimiento de las recurrencias a través

del estudio de la altura de la capsula de la noria y del angulo barrido por la misma.

Tabla 27. Clasificacion de respuestas para la pregunta 3.

Tipo de

respuesta

Respuesta dada

Explicacién de la respuesta

NUmero
de

estudiantes

Tipo |

Entre las 9 y las 6 hay 9
horas, se demora 36
minutos en dar una vuelta,
9x60=540 min; entonces:
36 min es 1 vuelta; 540
min cuantas vueltas son:

15 vueltas.

Regla de tres

Tipo I

1V->36min; 2V->72 min

hasta llegar a 540 minutos

Conteo cada 36 minutos

encontrar el nimero de vueltas

para

La tabla 27 permite reconocer que 2 de 9 estudiantes recurren a la regla de tres para

encontrar el nimero de vueltas dadas entre las horas 9 a.m. y 6 p.m. asi encuentran que para cada

vuelta la capsula de la noria se demora 36 minutos, ademas que entre las dos horas dadas hay

nueve horas por lo que se debe multiplicar 9 por 36 para obtienen que la capsula recorre un total
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de 540 minutos. Estos 540 minutos los relacionan con los 36 minutos por vuelta y de esta forma

llegan a que realiza 15 vueltas en este lapso.

La figura 23 deja ver la estrategia usada por una de las estudiantes asociada a las repuestas

tipo | clasificadas en la tabla 27.

Figura 23. Respuesta tipo 1 pregunta 2. Regla de tres.
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Por otra parte, las respuestas asociadas al tipo Il muestran que los estudiantes recurren al
conteo; es decir, cuentan cada 36 minutos que dura una vuelta y buscan completar los 540
minutos que duran las 9 horas. Los resultados de los cuatro estudiantes son 5, 13, 3240. 15, 16 y
17.

El estudiante que responde 5 vueltas obtiene este valor después de asignar a cada vuelta su
duracion 36 minutos por cada vuelta como muestra la figura 24; asi, sélo asigna a las 5 primeras
vueltas el tiempo transcurrido y luego, realiza la suma de los tiempos de cada una de las vueltas a
lo que da como resultado aproximado 540 minutos y por tanto asume que esta es la cantidad de

vueltas dadas en 9 horas.
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Figura 24. Conteo de las vueltas una a una con asignacion de tiempos.
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La inconsistencia de esta respuesta esta en la suma de los tiempos asociados a cada vuelta
sin tener en cuenta que cada uno de los tiempos mostrados en la figura 24 hace referencia a lo
transcurrido desde el inicio del movimiento. Esta respuesta en debate con los estudiantes
respecto a su estrategia implementada para obtener poder obtener el nimero de vueltas a partir
de la cantidad de minutos transcurridos para ello que realiza la comprobacion de estos
argumentos al multiplicar las 5 vueltas por la duracion de cada una para encontrar el tiempo
transcurrido; esta Ultima orientacion hace que el estudiante comprenda como relaciona las
vueltas y no toma el 2V, 3V, 4V y 5V como el cardinal sino como el ordinal es decir que el 2V
significa dos vueltas no segunda vuelta. Esto le lleva a escribir un valor de 5 vueltas en un

tiempo de 540 minutos.

Por otra parte para las respuestas de 13 y 17 vueltas, los estudiantes realizan un conteo del
tiempo de duracion de cada una de ellas y tienen dificultades en la suma de los minutos y la
conversion a horas. Es decir, cuando suman 9:36 mas 36 minutos tiene como resultado 10:06 lo

cual es incorrecto.

Por otro lado, la respuesta 16 vueltas que se presenta, la estudiante realiza un conteo uno a
uno de las horas y les asocia un valor de tiempo que es igual a lo que tarda la noria en realizar
una vuelta, es decir 36 minutos.
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Figura 25.respuesta tipo 11 tabla 18 a través del uso de representacion grafica.

Es de notar que este estudiante obtiene como resultado 16 vueltas dado que cuenta entre las

9 am y las 10 am dos horas, es decir, no asume la hora 9 como la hora de inicio y en ella cuenta
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la primer hora; lo que corresponde a un vuelta mas para la noria en este intervalo de tiempo.
Asimismo, la estudiante presenta inconveniente en la asignacion del tiempo de inicio de la noria
como se puede ver en la figura 25, donde la relacion uno a uno es correcta y la suma de las veces
que escribe 36 minutos para referirse a la vuelta dada es 15. Pero en su respuesta escribe 16

vueltas.

Del anélisis de la pregunta 3 se puede concluir: el uso de la regla de tres y el conteo en los
demas por parte de los estudiantes no se realiza adecuadamente en todos los casos. De donde se
infiere que los estudiantes tienen dificultad al pasar del tiempo transcurrido en el movimiento al
numero de vueltas asociado al mismo a la cantidad de vueltas dadas por la capsula de la noria;

pues las operaciones realizadas no concuerdan con sus argumentos verbales.

Lo anterior se justifica por la falta de conexion entre los diferentes pensamientos
matematicos; los Estandares (2006, p79-89) proponen organizar a través de dos estrategias de
andlisis que vinculan diferentes elementos basicos que los estudiantes deben movilizar en su
quehacer en el aula y logren conectar los saberes matematicos a través del desarrollo del
pensamiento matematico, como lo son la coherencia vertical y la coherencia horizontal. Cabe
resaltar que estos procesos deben ser orientados por el docente quien, desde el enfoque de EMR,
guia este saber matematico y la reinvencion de mismo en los estudiantes para lograr mejorar en

la relacion de los diferentes tipos de pensamiento matematico.

En cuanto a la coherencia vertical, presentada en la tabla 2, capitulo 2, hace explicitos los
elementos que aportan al desarrollo del pensamiento variacional en los estudiantes desde los
diferentes niveles de escolaridad de Colombia. En relacion con el analisis realizado hasta el
momento de las producciones de los estudiantes para la tarea 1 de la situacion 2, los Estandares
referenciados corresponden, entre otros elementos, a la descripcion de situaciones de variacion a
través de diferentes representaciones y modelacion de situaciones de variacion. Dado que la
modelacién matematica, entendida desde el enfoque de la EMR, se asume como el acto de
generar un modelo matematico ya sea modelo de la situaciébn o modelo para explicar otras
situaciones, la conexion de estos Estandares propuestos por el MEN (2006, 79) permiten
reconocer que los estudiantes se movilizan en un proceso de matematizacion horizontal, puesto
que reconocen matematicamente el contexto y, a través de la reflexion realizada en pares y con el

docente logran organizar sus estrategias en la matematizacion vertical, en el nivel referencial.
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En segundo lugar, la coherencia horizontal que es la relacion entre los diferentes
pensamientos matematicos, permite reconocer en los estudiantes como utilizan los argumentos
de la teoria de numeros para justificar las relaciones de los nimeros trabajados, describir y
modelar fendmenos periddicos del mundo real, identificar rangos de variacion, entre otras
caracteristicas propias de los pensamientos matematicos propuestos por el MEN (1998, 2006).
Asi, esta tarea 1 permite a los estudiantes movilizar diferentes saberes matematicos y conectarlos
para resolver una situacion en particular, tal es el caso del conteo y las variaciones vinculadas a
las variables &ngulo y altura de la cdpsula de la noria. En palabras de Freudenthal (1998, p6) los
estudiantes aprenden matematica haciéndolas, ademas que el vinculo entre los saberes y el
contexto logra mejorar el desarrollo del proceso de matematizacion desde el nivel situacional a

los niveles de mayor formalidad.

En conclusion, esta tarea 1 de la situacion 2 deja ver que los estudiantes se encuentran en
un nivel referencial en cuanto a sus estrategias implementadas para resolver las situaciones
propuestas en los interrogantes, tales son el conteo y las explicaciones verbales. El estudio de la
variacion, las variables y su relacion con el conteo permite una comprensién adecuada de

contexto, en general, por parte de los estudiantes.
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Tarea 2: Reconociendo elementos periddicos de la noria

Para el recorrido de la capsula de la noria, de 9 am a 6:00 pm, se tiene en cuenta que el valor
inicial para el angulo es cero y se sigue sumando hasta que se detiene a las 6:00pm, asi se puede
tener angulos mayores de 360° en el recorrido de la capsula de la noria, medidos en sentido
contrario a las manecillas del reloj.

1. a. Complete la tabla 3 para 6 vueltas de la capsula de la noria.
Tabla 3. Relacion entre alturas y angulos barridos por la capsula de la noria.

Altura Angulo Altura Angulo Altura Angulo i
cépsula [U] | barrido (°) | capsula [U] | barrido () | capsula [u] | Parrido (°)
0,5000 0,7071 -1,0000
1,0000 0,8660 -0,7071
-0,5000 -0,8660 0,0000

b. Expligue qué elementos tuvo en cuenta para completar la tabla.
c. Identifique la regularidad asociada a los angulos para los cuales la capsula de la
noria se encuentra a la misma altura. Explique su respuesta.

Para la clasificacion de las respuestas dadas por los estudiantes al completar la tabla 3, se

presenta la tabla 28 donde se categorizan las respuestas dadas a los literales a, b y c.
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Tabla 28. Clasificacion de las respuestas dadas a la tabla 3 de la tarea 2.

Tipo de o Numero de
Respuesta dada Explicacién de las respuestas _
respuesta estudiantes

b. Suma 360 al angulo dado en
la tabla 2 para completar las 6

Tipo | 0,5 U>30°, 150°, 390°, 510°... | Vueltas. 5

c. La regularidad asociada es
de 360 grados.

b. No relacionan todas las

alturas con los éngulos

Tipo I No suman 360° al angulo dado en adecuados. 5

la tabla 2 para la altura dada.
c. La regularidad asociada es

de 360 grados.

La tabla 28 muestra que los estudiantes que responden segun el tipo | a través del conteo
cada 360 grados, la nocion de angulos suplementarios y la relacién uno a uno del angulo con la
altura como las estrategias usadas para solucionar estos interrogantes. Asimismo, 7 estudiantes
completan toda la tabla para una altura determinada tanto para la misma vuelta como para
diferentes vueltas. En otras palabras, los alumnos acuden a la idea de angulo suplementario
cuando van a encontrar dos angulos asociados a una altura en la misma vuelta y suman 360

grados para los angulos de la misma altura en diferentes vueltas.

Ademaés, de la tabla 28 se establece que los estudiantes reconocen la nocién de
periodicidad de la noria, dado que para el literal ¢ establecen que es 360 grados que representa al
periodo del movimiento de la noria y logran afirmar que la capsula de la noria alcanza la misma
altura para los maltiplos de 360 al sumar consecutivamente el angulo por su periodo. Por tanto,
los estudiantes logran predecir cualquier angulo asociado a determinada altura de la noria y a su

vez, cualquier altura asociada a determinado angulo.
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Como lo afirma Vasco (2009, p 6), esta capacidad de predecir aporta al desarrollo del
pensamiento variacional dado que, es una forma de pensar dindmica, de producir sistemas que
relacionen las variables segln sus patrones de covariacion, correlacion y proporcionalidad. Para
este caso, emerge el reconocimiento por parte de los estudiantes de la invariancia de algunas de
las propiedades que caracterizan un fenomeno periddico, tales como la repeticion del
movimiento en determinado intervalo, la asignacion de una altura a diferentes valores del angulo
barrido, el valor méaximo y minimo para la altura de la capsula de la noria. De igual manera, en el
estudio de la variacion el MEN (1998, p 49) reconoce “las nociones matematicas, entre otras, el
continuo numérico, los nimeros reales, los procesos infinitos dado en su interior, su tendencia,
aproximaciones sucesivas, divisibilidad y la dependencia de variables. Ademas, la representacion
tabular se presenta como un elemento fundamental para iniciar el estudio de la funcién”. En la
tarea 1 de esta situacion, los estudiantes resuelven los interrogantes planteados en torno a la
variacion, la nocion de funcion y lo periodico; es decir movilizan caracteristicas propias del

potenciamiento del pensamiento variacional.

La figura 26 presenta el desarrollo de la tabla 3 por una estudiante quien a través de su
interpretacion muestra el uso de una recurrencia de 360 grados, para tener la misma altura y el
angulo suplementario a este. Igualmente conjetura otra regularidad, que cada 180 grados se

obtiene el opuesto aditivo de la altura determinada.
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Tabla 3. Relacion entre alturas y dngulos barridos por la cdpsula de la Noria.

Altura Angulo Altura Angulo Altura A“g,“k’ 3
capsula [U] | barrido (°) | capsula [U] | barrido (°) | capsula [U] | P2ido ()
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Figura 26. Representacion tabular de diferentes angulos asociados a una altura

determinada.

Para las alturas dadas en la tabla 3, mostrada en la figura 26, la estudiante asigna el angulo
respectivo a cada una de las vueltas de la noria. En general, el uso de la representacion tabular se
constituye en un elemento fundamental para el estudio de la variacion, MEN (1998, p 49) ya que
permite a los estudiantes el reconocimiento de patrones y regularidades, la organizacién en tablas

a través de los procesos aritméticos que dejan ver la comprension de la variable y la variacion.

En este sentido, el enfoque de la EMR, sostiene que los estudiantes al reconocer elementos
propios de la situacion a través de sus estrategias informales realizan un proceso de
matematizacion horizontal, puesto que genera interpretaciones matematicas de la misma.
Inclusive, si estas superan la informalidad y dejan ver elementos matematicos, se afirma que los
estudiantes estan en un proceso de matematizacion vertical dado por la reflexién del estudiante

que le permite compara sus habilidades con los saberes matematicos en cuestion.

A su vez, estos elementos que movilizan los estudiantes deja ver el proceso de modelacion

matematica, el cual visto desde el MEN (1998, p 77) surgen de la interaccidon con situaciones
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problemas reales que los llevan a proponer modelos que se pueden utilizar como base para hacer
predicciones acerca de la situacion problematica real u objeto modelado, para tomar decisiones y

para emprender acciones.

Por otra parte, las respuestas asociadas al tipo Il hacen referencia a la tabla 3 bajo los
mismos parametros de las respuestas tipo | de la tabla 28; no obstante, estos estudiantes en
algunas alturas no reconocen la diferencia entre los angulos asociados a las alturas positivas y las
negativas. Ademas, uno de ellos completa la tabla 3 con angulos que no se relacionan con las
alturas presentadas en la tarea, pese a que de manera verbal expresa correctamente la

dependencia entre la altura de la capsula de la noria y el &ngulo barrido por la misma.

Por tanto, la primera pregunta de esta tarea deja ver que los estudiantes, en general,
reconocen la nocion de periodicidad del movimiento de la noria pues relacionan los angulos
dados en la tabla 2, con las alturas de la tabla 3 y la sumar de 360 grados para obtener la misma
altura para diferentes angulos; no obstante, al momento de escribir en la tabla 3 las recurrencias
esperadas, 2 alumnos hacen una asignacién errada de valores de los angulos encontrados dado
que presentan dificultades en la ejecucidn de procedimientos matematicos tales como el conteo y

la multiplicacion.

2. En un plano cartesiano realice una grafica que relacione la altura de la capsula con el

valor del angulo barrido, para 3 vueltas de la noria.

La tabla 29 clasifica las respuestas obtenidas en 3 tipos a la construccion grafica de la

variacion entre el angulo barrido por la capsula de la noria y la altura alcanzada por la misma.
Tabla 29. Clasificacion de las graficas en el plano cartesiano.

_ Numero
Tipo de L
Respuesta dada Explicacion de la respuesta  de
respuesta ]
estudiantes

_ - y Variacion y asignacion de
Tipo | Gréfica de la funcion seno ] 7
ejes coordenados adecuada
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Variacion no adecuada y

Tino Il Gréfica que no corresponde a la funcién | ejes coordenado: X 1
ipo
seno. adecuado, y: error en la
escala.

Circunferencia unitaria estatica que no
Tipo 11l moviliza elementos propios de una 1

funcioén.

Es pertinente aclarar que la clasificacion de las respuestas en la tabla 29 surge a partir de
considerar la representacion gréfica cartesiana de la funcion seno; sin embargo, en las
aproximaciones gréficas realizadas por los estudiantes, ninguno de ellos asocia esta
representacion cartesiana con el nombre dado a esta funcidn. Esta eleccion se realiza dado que el

movimiento de la noria se modela graficamente a traves de la funcion seno.

En relacién con las respuestas asociadas al tipo | se infiere que los estudiantes reconocen la
dependencia entre la altura de la capsula de la noria y el angulo barrido desde la representacion
gréafica cartesiana de la funcién seno que se repite cada 360 grados. De esta forma los estudiantes
involucran en sus respuestas aspectos como: el uso comprensivo de la variable, sus diferentes
significados a través de la interpretacion de la tarea, la relacion de la representacion tabular
realizada en la pregunta 1 con el plano cartesiano y la asignacion de los ejes realizada. De ahi
que, desde el enfoque de la EMR, lo anterior potencialice en los alumnos el proceso de
matematizacioén progresiva, dado que se fomenta el desarrollo, uso y reformulacién de las
estrategias que emergen de la situacion y cudles de ellas se reconocen como “modelos de”
usados por los estudiantes tanto de caracteristicas informales como matematicas en diferentes

niveles de generalizacion.

En particular, el enfoque de la EMR propone que los conocimientos deben estar integrados
tanto al quehacer de los estudiantes como a sus contextos realistas, para ser empleado en
diferentes situaciones tanto académicas como cotidianas y aportar al desarrollo de estrategias

para comprender mejor la tarea propuesta. De tal forma y a través de una ensefianza centrada en
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la actividad del estudiante se amplian las posibilidades de fomentar el desarrollo de los diversos

modelos matematicos, es decir, el desarrollo de la modelacién matematica (Camarena, 2009).

Asi pues, la figura 27 deja ver la representacion grafica cartesiana clasificada como tipo I,
de la que se puede inferir, en general, que se reconoce la variacion tanto de la altura de la capsula
de la noria como del &ngulo barrido por la misma, la relacion entre estas variables y la prediccion

de esta variacion para diferentes vueltas.

Figura 27. Representacion gréfica tipo I, pregunta 2.

Cabe resaltar que las respuestas asociadas al tipo | dejan ver que los alumnos realizan una
clasificacion por cuadrantes (cada 90 grados), reconocen la recurrencia de la funcién seno, el
intervalo minimo en el que se repite la grafica, por tanto, su periodo expresado en el eje de las
abscisas, comparan el contexto con las covariaciones de la funcion seno y reconoce la relacion
entre la representacion gréafica y la tabular que modela el fendmeno. Este estudio del cambio y la
variacion, el reconocimiento de las variables, asi como las correlaciones entre las mismas son
algunos elementos que el MEN (2006, p 66) propone como actividades que contribuyen al

desarrollo del pensamiento variacional a través del estudio del cambio.

Asi el analisis de las respuestas tipo | no solo hacen referencia a una representacion cartesiana
correspondiente a la grafica de la funcidn seno, sino que ademas reconoce la periodicidad de la
misma y la nocién de funcién. Desde el enfoque de la EMR, el avance en los niveles de

comprension desde el nivel situacional, donde predominan estrategias informales para interpretar
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el contexto y les permite movilizarse a un nivel referencial, en el cual dotan de caracteristicas
matematicas los andlisis presentados en las tareas anteriores. De esta manera se analiza el
proceso de matematizacion vertical, desde un nivel referencial, donde los alumnos utilizan
diferentes representaciones —como la tabular, la verbal y la gréafica- que dan lugar a una mejor
comprension del saber matematico a traves de la reflexion realizada por parte de los estudiantes,
con la guia del docente al interpretar la situacion. Por tanto, que la grafica de la funcion seno

para este tipo de respuestas se categoriza como una estrategia del nivel referencial.

Por otra parte, para las respuestas tipo Il se presenta la figura 28 donde el estudiante
reconoce la variacion periodica en la noria, ubica adecuadamente las parejas ordenadas,
intervalos de crecimiento y decrecimiento de la altura de la capsula de la noria respecto a la
variacion del angulo, pero asocia estos elementos a una representacion grafica en forma diferente
a la funcién seno y muestra una dependencia lineal entre las dos variables, la altura de la capsula
de la noria y el angulo barrido. Esta grafica presenta una asignacion de la escala para los ejes sin
una secuencia determinada. Cabe resaltar que esta representacion gréafica responde a la discusion
realizada en el literal d de las preguntas asociadas a la tabla 2 de la tarea 2 (situacion 2) donde la
confusion entre correlacion y proporcionalidad se identifica como un elemento a reformular en

los saberes previos de los estudiantes.

Figura 28. Respuesta tipo 11, pregunta 2.

Esta tendencia lineal deja ver la interpretacion de intervalos de crecimiento y

decrecimiento en proporcionalidad directa, ya sea en correlacion directa o inversa. Asi la figura
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28 muestra que el estudiante toma una escala no adecuada en la representacion grafica cartesiana
dado que el estudiante compara los valores de altura de la noria con los angulos barridos por la
misma. Cabe resaltar que es necesario plantear a los estudiantes diferentes tipos de
representaciones de la funcion seno para movilizar la nocion de la misma y elementos de mayor
grado de formalizacion como lo son los limites, la continuidad, la derivada y la integral, como lo

argumentan los Estandares (2006, p 69).

Finalmente, en la respuesta tipo Il la estudiante hace uso de una circunferencia (no hace
explicito si es unitaria 0 no) para representar algunos angulos a los que no les asigna valor
alguno de la altura. Cuando se debate acerca de sus procedimientos matematicos para abordar la
pregunta, la alumna argumenta que no encuentra una continuidad en el cambio de las alturas y
los angulos para escribirlos cada uno en un eje coordenado. Es decir, estos elementos no le
permiten desligarse de la representacion de la circunferencia y no logra hacer explicitos los
valores de diferentes angulos a una altura determinada en una representacion funcional

cartesiana.

Lo que significa que el reconocimiento del fendmeno periddico y la variacion periddica del
movimiento de la noria, no le garantiza al estudiante la matematizacion del suceso a travées de
una representacion grafica que deje ver las propiedades del mismo. Desde la postura de los
Estandares (2006, p 68) esta dificultad deja ver la complejidad inmersa en el desarrollo del
pensamiento variacional en los estudiantes y el proceso de generalizacion del mismo, no obstante
se reconocen elementos como el cambio de interpretacion de lo intuitivo a lo matematico,
mostrar y probar regularidades, entre otros elementos de la variacion que se pueden manejar en

diferentes grados de complejidad.

De forma concreta, Montiel (2005) afirma que el paso de la circunferencia unitaria a la
representacion grafica de la funcion seno no es inmediato y requiere elementos matematicos mas
alla de los informales. Es asi como la produccion de la estudiante muestra un reconocimiento de
lo periddico, de la variacion de la altura respecto al angulo barrido por la capsula de la noria y su
intervalo de periodicidad, 360 grados; no obstante, el movimiento de la capsula de la noria, sus
diferentes alturas no le permite realizar una representacion grafica cartesiana de la funcion seno y

no logra desligarse del contexto de la noria.
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Ademas, la estudiante realiza el simil entre la noria y la circunferencia trigonometrica
donde varia la altura respecto al angulo barrido, pero no logra el paso de esta interpretacion al
dinamismo analitico de la funcion seno a través de la representacion grafica en un plano
cartesiano. Por su parte, Montiel (2005, p 117) expone que el uso del circulo trigonométrico
como estrategia de ensefianza obstruye la construccion de la funcion seno en un contexto
analitico. Desde el enfoque de la EMR, la estudiante que responde segun el tipo IlI, logra un
nivel de comprension situacional; en otras palabras, sus reflexiones la llevan a explicar la
situacion, entenderla bajo estrategias informales, pero al momento de introducir elementos
matematicos de un mayor grado de complejidad; es decir, la matematizacion vertical de la
situacion, se limita a una interpretacion discreta del contexto; por ende no se movilizan en el

nivel referencial.

3. Determine el intervalo minimo para el cual se repite la gréafica.
Para las respuestas dadas a la pregunta 3 se introduce la tabla 30 que clasifica las

representaciones usadas para el intervalo minimo para el cual se repite la gréfica.

Tabla 30. Clasificacion de las respuestas dadas a la pregunta 3.

_ NUmero
Tipo de L
Respuesta dada Explicacion de la respuesta  de
respuesta )
estudiantes
De 0 a 360 grados es el
Tipo | Intervalo (0,360) intervalo minimo para el | 7
cual se repite la gréafica.
_ . Escribe el valor de la
_ El intervalo minimo es 2m (0 360 | ]
Tipo Il distanciade0a2mrodeOa |2
grados)
360 grados.

Para la pregunta 3, 7 los 9 estudiantes responden segun el tipo | de la tabla 30 y concluyen
que el intervalo minimo para el cual se repite la grafica es de 0 a 360 grados. Esta respuesta la
presentan bajo descripciones verbales (4 estudiantes) y en notacion de intervalo abierto (0,360);

se ratifica asi, el uso de la nocion de periodo en las interpretaciones de los estudiantes quienes
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reconoce esta recurrencia a través de procedimientos matematicos, tales como el conteo, el
reconocimiento de la variacion a través de la dependencia de la altura de la capsula de la noria y
el &ngulo barrido, el uso de la representacion tabular y en la representaciones gréaficas cartesianas
que elaboran en interrogantes anteriores; se hace explicito el uso de la nociéon de funcion
periddica en tanto conjugan diferentes sistemas de representacion, como lo son el tabular, el
verbal y el grafico en torno al intervalo minimo en el que se repite la funcion periddica definido

como periodo.

Por su parte, las respuestas dadas segun el tipo 1l también reconocen la periodicidad de la
grafica trazada y la relacionan especificamente a un valor numérico. Estos dos estudiantes no
utilizan la notacion de intervalo y escriben el nimero tanto en radianes como en sistema

sexagesimal para resaltar su conocimiento acerca del periodo de esta funcion.

Por el andlisis anterior, se conjetura que los estudiantes se movilizan, a través de la
reflexién empleada en sus interpretaciones, en el nivel referencial; dado que la grafica de la

funcidn seno establece como estrategia para modelar el movimiento de la capsula de la noria

4. Explique en que intervalos la gréafica crece o decrece.
En la tabla

Tabla 31. Clasificacion de las respuestas dadas a la pregunta 4.

_ NUmero
Tipo de o
Respuesta dada Explicacion de la respuesta  de
respuesta .
estudiantes
Los intervalos de
0-90 crece .
variaciones se toman de la
Tipo | 90-270 decrece representacion grafica de la | 8

funcion dada en la pregunta
2..

270-360 crece

Tino |1 No establece los intervalos de | No logra interpretar su L
Ipo . - g
crecimiento y decrecimiento grafica.
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La tabla 31 muestra que 8 de los 9 estudiantes usan los intervalos de crecimiento y
decrecimiento, hacen un analisis en el que priorizan la interpretacion de sus representaciones

graficas, como lo muestra la figura 29.

W) 0°-90 crece
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o

Figura 29. Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Respuesta a pregunta 4.

Estas repuestas complementan los elementos propios de la nocion de funcidn seno que se
quiere movilizar en los estudiantes con el fin propiciar en ellos el desarrollo de modelos de la
situaciéon en particular hasta el modelo matematico en cuestion, la funcion seno; en otras
palabras, como lo expresa Gravemeijer (1994a, 1994b, 1997, 1999) citado por Heuvel-Panhuizen
(2018) el cambio de los modelos que también puede relacionarse con el proceso de crecimiento

matematico de un modo mas general.

Por otro lado, es posible afirmar que, en cuanto a la estudiante que responde en términos de
la capsula de la noria reconoce las variaciones ligadas a la situacion (el crecimiento y
decrecimiento de la capsula), pero al no realizar una representacion gréafica cartesiana adecuada,
en el numeral 3, no logra establecer los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la gréafica

cartesiana.

Asi pues, se puede afirmar que los estudiantes no solo reconocer la variacion periddica de
la funcion, también sus caracteristicas de variacion, dependencia y algunas caracteristicas
propias de lo matematico; desde el enfoque de la EMR, se deduce que los 8 estudiantes se
movilizan en el nivel referencial en cuanto a la grafica del seno, dado que han relacionado este

cambio con las variables en juego y la dependencia.

5. Halle el valor maximo y el valor minimo de la gréfica resultante.
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Para la pregunta 5, los 9 estudiantes presentan que los valores maximos y minimos de la
grafica son: 1 para el valor maximo y -1 para el valor minimo. Cabe resaltar que 8 de los 9
estudiantes, en sus justificaciones recurren a la representacion grafica realizada en el numeral 2 'y

la otra estudiante recurre al movimiento de la capsula de la noria.

Hasta el momento, los estudiantes en los numerales anteriores han movilizado diversas
representaciones de las funciones en las que se presentan elementos que aportan al desarrollo de
la nocion de funcion. Desde el enfoque de la EMR, los estudiantes se han acercado a un contexto
susceptible a ser matematizado por sus herramientas, desarrollado las mismas dotandolas de

elementos generalizable que ayuden al alumno a usarlas en diferentes contextos.

Cabe notar que los estudiantes resaltan la nocion de periodo a través de lo grafico y se
quedan ligados a la representacion gréafica cartesiana; lo que permite concluir que los estudiantes
realizan un matematizacion vertical dado que muestran aspectos de la situacién y no se limitan a
explicar en términos de la noria, antes bien, llegan a una generalizacion de la estrategia en
términos variacionales a través de los elementos funcionales presentados en las preguntas

anteriores.

Es asi como en este andlisis se ha privilegiado el vinculo entre los elementos del enfoque
de la EMR, desde el principio de niveles, con las propuestas curriculares de los Estandares
(2006) y Lineamientos (1998) —principio de interconexion- para reconocer que el aprendizaje de
la funcion seno se realiza a través del desarrollo del pensamiento variacional, al iniciar el estudio
de las variaciones y dependencias de las diferentes variables desde el contexto mismo; como se
relacionan en una situacion planteada y los aportes para las diferentes estrategias que los
estudiantes utilizan ocasionalmente o que se puedan establecen como modelos. En este sentido,
se ha privilegiado la fisica como disciplina que aporta diversos contextos no solo por su relacion
historica con las matematicas (Israeli 1996), también por la relacién entre determinados
movimientos con el modelo matematico de la funcion seno; uno de los intereses particulares de
la investigacion y la pertinencia de la misma en el proceso de modelacion matematica (Camarena
2009).

En las preguntas que se analizan a continuacion se observa como los estudiantes llevan

estos elementos del nivel referencial a un nivel mas general, centrado en las producciones de los
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alumnos y el andlisis que ellos mismos realizan de sus interpretaciones con elementos formales

que categorizan matematicamente, lo presentado hasta el momento, como la funcion seno.

6. Una funcion es la relacion ordenada entre dos conjuntos A y B; donde A se le Ilama
dominio y B se le llama rango. La representacion grafica de una funcion f en el plano
cartesiano se reconoce porque para cada valor del eje x (elemento del dominio de la
funcion llamado pre imagen) existe un elemento UNICO del eje y (elemento del rango de
la funcion Ilamado imagen).

a. De acuerdo con la representacion gréfica del punto 2 y la tabla 3, muestre si a un valor fijo
de angulo barrido por la cépsula de la noria se le puede asociar mas de un valor de su altura.

Para el numeral 6, literal “a”, se inserta la tabla 32 con el fin de clasificar las respuestas

dadas al numeral 6, literal a.

Tabla 32. Clasificacion de las respuestas dadas a la pregunta 6a.

_ NUmero
Tipo de L
Respuesta dada Explicacion de la respuesta  de
respuesta )
estudiantes
La gréfica es una funcion y
Tioo | No es posible asignar a un valor de | al trazar una linea vertical o
Ipo . . .
angulo diferentes alturas en esta, solo la corta en un
punto.
Tino |l Es posible asignar a un valor de &ngulo | Error en la lectura y lo L
Ipo .
diferentes alturas propuesto por la pregunta.

Las respuestas tipo |, dadas en la tabla 32, presentan que 8 de los 9 estudiantes responden
que no es posible asignar mas de un valor de altura a un angulo determinado; dado que la
pregunta moviliza la unicidad de la imagen para una preimagen (elemento del dominio) de la
relacion, se orienta a los estudiantes frente a la pregunta: ¢Cuando una representacion grafica es

funcion o no? A lo que 8 estudiantes afirman que basta con trazar una linea vertical en la
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representacion grafica y si esta corta a la grafica en un solo punto, se puede asegurar que es una
funcion. Esto aporta al desarrollo del concepto de funcion desde su definicion presentada en el
enunciado de la pregunta y ajustan sus respuestas a la definicion de funcion en términos de

parejas ordenadas. Es decir:

“DEFINICION DE FUNCION: una funcién f es el conjunto de pares ordenados (x, y)
ninguno de los cuales tiene el mismo primer elemento. Es decir, si (x,y) €f vy (x,2) € f,

entonces y=z

Es de notar que (x,y) € f corresponde a la definicién de pareja ordenada presentada en el

capitulo 2, la cual garantiza que: (a,b) = (c,d)siysolosi,a=cyb =d

De esta forma, los Estandares (2006, p 67) proponen que el estudio de las dependencias
funcionales pueden detectarse en la vida cotidiana, lo que permite coordinar cambios de una
magnitud Y con cambios de una magnitud X. Es importante tener en cuenta que las funciones
permiten analizar y modelar distintos fendmenos y procesos no sélo en problemas y situaciones

de la vida cotidiana, sino también de las ciencias naturales y de las matematicas mismas.

La figura 30 presenta la respuesta de una estudiante que relaciona lo verbal con la
representacion grafica al expresar que no se puede asociar un valor de angulo a una misma

altura; por el contrario, muestra una misma altura y dos angulos asociados a la misma.
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Figura 30. Respuesta a la pregunta 6, literal a. Comparacion entre lo verbal y lo grafico.

Con base en el andlisis de la respuesta de la pregunta 6a, la figura 30 deja ver, en general,

que los estudiantes corresponden a lo presentado en la figura 30 con los elementos que emergen
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de la misma, tales como, la periodicidad, la dependencia entre la altura de la capsula de la noria 'y
el angulo barrido por la misma, ya que logran comparar elementos matematicos del dominio,
rango y relacion entre variables en los argumentos presentados en este numeral. Ademas, en
plenaria con los estudiantes, uno de ellos argumenta que los &ngulos para los que se obtiene la

misma altura son infinitos, pues el movimiento de la noria periodico.

En términos del enfoque de la EMR, se reconoce que los alumnos utilizan el gréafico de la
funcidn seno realizado como un modelo de la situacion a través del cual explican lo que propone
la tarea y concluyen que esta grafica tiene la caracteristica de tener Unica relacion entre un valor
de angulo barrido con el de la altura de la cdpsula de la noria alcanzada en tal. Dicho en otras
palabras, los estudiantes realizan una matematizacion vertical que deja ver la comprension del
contexto realista, el vinculo de la grafica cartesiana de la funcion seno, la definicién de funcion,
funcidén periddica y la estrategia algoritmica de la linea vertical, paralela al eje y, que corta la

curva Unicamente en un solo punto.

No obstante, 1 de los 9 estudiantes, cuya respuesta se clasifica en al tipo 1l responde que a
una altura se le pude asociar diferentes valores de angulo barrido, lo que no corresponde a una
funcion. Luego, el alumno realiza la correspondencia entre el valor del angulo barrido por la
noria y su altura, procedimiento en el que reconoce, a través del algoritmo de la linea paralela al
eje y, que efectivamente la grafica es una funcién. Esto muestra que la estudiante no alcanza la
claridad necesaria al momento de comprender de la pregunta. Es de notar que esta estudiante no
hace referencia especifica a la periodicidad de la funcién, es decir no muestra que para una
misma altura hay infinitos angulos, dado que su estrategia que vinculada a la situacion y se

analiza como un modelo de la situacion y no se desliga de la misma.

b. Determine si la representacion grafica resultante en la pregunta 2 corresponde a una
funcién. Justifique su respuesta.

Para el literal b, dado que los 8 estudiantes responden que la grafica presentada en la
pregunta 2 corresponde a una funcion. Para el analisis de las respuestas al literal b, la tabla 21

clasifica en tres tipos de respuesta de acuerdo con la estrategia que muestran en la interpretacion.
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Tabla 33. Clasificacion de respuestas dada al literal b de la pregunta 6.

_ NUmero
Tipo de o
Respuesta dada Explicacion de la respuesta  de
respuesta ]
estudiantes
o _ Cuando una grafica es
_ Unicidad de la imagen para una pre _,
Tipo | ] funcién no puede tener dos | 3
imagen o )
pre imagenes una imagen.
Tioo Il Estrategia grafica: linea vertical que | Una linea vertical solo la A
Ipo - .
corta la funcion en un Unico punto. corta en un punto.
_ Relacion de la gréfica con la funcion | Si es una funcion, es la
Tipo 11 y 2
seno funcién seno.

Para las respuestas asociadas al tipo I, los estudiantes afirman que a cada preimagen
(4ngulo) se le asigna un dnico valor de imagen (altura) y es por ello que la gréafica realizada
representa una funcion. Desde los Estandares (2006, 67) el reconocimiento de las variables, su
dependencia y reconocimiento de elementos propios de lo funcional aportan significativamente
al desarrollo del pensamiento matematico y el inicio del estudio del cambio y la variacion en
niveles mas generales. Al indagar con los estudiantes acerca de sus respuestas (tipo 1), en la
plenaria se argumenta que es funcion porque responde a la definicidn presentada en el enunciado

de la pregunta 6. En la figura 31 se muestra la explicacion verbal de una de las respuestas tipo I.
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Figura 31. Respuesta tipo | al literal b de la pregunta 6.

La figura 31 deja ver como este estudiante, generalmente los que respondieron segun el

tipo I, hace énfasis en la necesidad de que cada angulo sea “acompanado” (relacionado)
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solamente con un elemento del eje y. Ademas, el estudiante no justifica en términos de la altura
de la capsula de la noria, sino en términos del eje de las ordenadas, y del angulo asociado al eje
de las abscisas. Lo que muestra el uso de la definicion de funcion mas alla de la dependencia y
del contexto al citar la definicion formal.

Desde el principio de niveles del enfoque de la EMR, se reconoce como el estudiante pasa
de elementos propios del contexto y llega a aspectos de la matematica misma como lo es la
relacion funcional de dependencia; de manera general, se conjetura que las respuestas tipo | se
encuentran en el nivel general o referencial, pues llegan con sus reflexiones a elementos propios
dado la necesidad de unicidad de la imagen respecto a la preimagen es un elemento propio de la
definicion de funcion presentada en el capitulo 2.

Por otra parte, el tipo Il hace referencia a estrategias asociadas a la representacion gréafica.
Es decir, los tres estudiantes afirman que basta con trazar una linea vertical y comprobar que
corta la grafica en un s6lo punto para afirmar que esta corresponde a una funcion. Esta estrategia
hace parte de sus saberes previos y aporta al desarrollo de la definicién de funcién. Aunque es
una estrategia vinculada a la representacion gréafica, corresponde a un elemento matematico que
supera el contexto de la rotacion de la capsula de la noria, pues los estudiantes lo exponen como
condicion necesaria y suficiente para ser funcion. En la figura 32 se presenta una respuesta

asociada al tipo Il presentado en la tabla 21.
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Figura 32. Respuesta tipo 11, pregunta 6, literal b.

Como se muestra en la figura 32, esta estudiante logra relacionar la representacion gréafica
realizada con la definicién de funcién, lo que garantiza la unicidad de la imagen para
determinada preimagen. Esta estrategia se clasifica como un algoritmo adquirido en el contexto
escolar y explica las variaciones presentadas en la misma; ademas, la estudiante le otorga
caracteristicas que superan la situacion, como lo son las lineas verticales y su condicion de cortar
la grafica en un punto Unico. Aungue la grafica presentada en la figura 32 deja ver una linea no
vertical, la estudiante hace referencia exclusivamente a la nocion gréfica de linea vertical para

identificar la funcionalidad de una relacion.

Por lo anterior, desde el enfoque de la EMR, el proceso de matematizacion progresiva en
esta estudiante muestra que se ha superado la situacion y la estrategia utilizada en este literal
asociado a la pregunta 6 se clasifica como un modelo para explicar cualquier gréafica que cumpla
con las condiciones presentadas en el discurso de la estudiante. De igual manera, desde el
principio de niveles, se dice que la estudiante se mueve en el nivel general respecto a la

clasificacion de una gréfica cartesiana como una funcion.
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Por ultimo, las respuestas tipo Il muestran una relacion de la funcion presentada
graficamente en el literal b de la pregunta 6 con la funcion seno. En la figura 33 se presenta una

de las respuestas clasificadas en el tipo Ill.
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Figura 33. Respuesta tipo I11. Pregunta 6 literal b.

La figura 33 deja ver que las respuestas tipo Il no caracterizan la grafica especificamente;
por el contrario, en general hace una comparacién inmediata de la grafica obtenida con la
funcidn seno, trabajada en clase de matematicas de forma tradicional. Ambos estudiantes hacen
explicita la comparacién y toman la funcién seno como modelo para explicar la situacién. Esto
permite clasificar las respuestas de los estudiantes en el nivel general dado que los argumentos
que llevan al uso de la funcion seno muestran como el periodo de la funcion y su corte con el eje

de las ordenadas son determinantes para esta eleccion.

Cabe destacar que existen infinitas funciones que cortan en cero y que su periodo es 360
grados; no obstante este estudiante categoriza su respuesta como estrategia de la situacion pero
adquiere caracteristicas matematicas que superan el contexto. Sin embargo, resalta elementos de
la funcion como punto de corte con el eje de las ordenadas y el periodo de la misma asociados

Unicamente a la representacion grafica de la funcion seno.

Una funcién f es periddica si para todo x que pertenece al dominio se cumple que:

f(x) = f(x + p), donde p € R*(es decir, p es un real mayor que cero) se conoce como el
periodo de la funcién. En otras palabras, la representacion gréafica de una funcion periddica se
repite para un determinado intervalo, al menor intervalo en el cual se repite la grafica se le llama
periodo de la funcién.

7. a. De acuerdo con la definicion anterior determine si la representacion grafica resultante
es una funcion periddica. Explique su respuesta.
b. Establezca el periodo de la funcion. ;Cémo determind este periodo?
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¢Se puede afirmar que el movimiento de la noria es periodico? Justifique su
respuesta. En caso de ser periodico cual es el periodo del movimiento de la noria. En

caso de NO ser periddico explique por qué.

Para el analisis de los literales a, b y ¢ asociados a la pregunta 7, se agrupan las respuestas

en la tabla 34 que aportan al desarrollo de la nocion de funcion periddica.

Tabla 34. Clasificacion de las respuestas dadas a la pregunta 7, literales a, b y c.

_ NUmero
Tipo de L
Respuesta dada Explicacion de la respuesta  de
respuesta )
estudiantes
Se repite igual en cada
a. La gréfica obtenida es una funcién | intervalo
eriodica. .
P Intervalo en que se repite
Tipo | 9

b. El periodo es 2w 0 360°

c. Si, el mismo periodo de la funcién

Como su funcion es
periodica  entonces el

movimiento también lo es.

El tipo | explicado en la tabla 34 deja ver que los estudiantes movilizan la nocion de

periodo y logran reconocer que la funcion seno es un modelo para explicar el movimiento de la

noria. De aqui que se realice un analisis de cada uno de los literales.

Para el caso del literal a, los 9 estudiantes responden que es una funcion periddica dado que

se repite en un intervalo de 360 grados. En las respuestas de los estudiantes emerge la palabra

constante, con el fin de explicar que este movimiento debe ser perpetuo, es decir que no se

detiene. Al comparar las respuestas con la definicion de funcidn periddica es de notar que los

estudiantes reconocen el periodo en tanto es un intervalo en el que se repite la funcion de la

misma forma, es decir, las variables en estudio (altura de la capsula de la noria, tiempo y angulo

barrido) conservan las mismas variaciones y dependencias.
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Por otra parte, para el literal b, los 9 estudiantes responden que el periodo es 360 grados
dado que es el intervalo en el que se repite el movimiento o se completa un ciclo. Ademas,
argumentan que esta eleccion es producto del trabajo realizado en la tabla 3 donde se realiza un
reconocimiento de parejas ordenadas que corresponden a la regularidad de 360. Algunos

estudiantes escriben 27 para hacer referencia a la conversion del angulo al nimero real.

De esta manera, la tarea moviliza elementos curriculares propios del pensamiento
variacional, propuesto por los Estandares (2006, p 88) y presentado en coherencia con otros
pensamientos; tales como la descripcion y modelacion de fendmenos periédicos del mundo real
usando relaciones y funciones trigonométricas, la Justificacion de resultados obtenidos mediante

procesos de aproximacidn sucesiva, rangos de variacion y limites en situaciones de medicion.

Ademas, desde el enfoque de la EMR, el mundo real se refiere a todo lo que el estudiante
puede imaginar y es susceptible de ser matematizado por el mismo. En el mismo sentido,
Panhuizen (2003, p 4) resalta que a los modelos se les atribuye la funcion de salvar la brecha
entre la comprensién informal conectada con la realidad ‘real’ e imaginada, por una parte, y la
comprension de los sistemas formales por otra. Por ello este reconocimiento explicito de lo
periddico hace que los estudiantes desarrollen el pensamiento variacional a través de modelos
generados, adaptados y generalizados por ellos mismos. Tales modelos generalizables, hasta el

momento, son el conteo y la representacion gréafica de la funcién seno.

Por tanto, los estudiantes toman la funcion seno como un modelo para explicar el
movimiento de la cépsula de la noria. Desde el enfoque de la EMR, este modelo para se puede

extrapolar a otras situaciones donde se supere el contexto del que surgid la misma.

Sea un punto P en el plano cartesiano de coordenadas (X, y), tal que la distancia de P al punto O
de coordenadas (0,0) sea constante e igual a 1. La funcién seno se define como el conjunto de las
parejas ordenadas (a, b) tales que la coordenada “a” hace referencia al &ngulo medido en sentido
anti horario y la coordenada b corresponde al cada uno de los valores asociados a la coordenada
y del punto P. La coordenada inicial del punto P es la coordenada (1, 0)%. De esta forma, la
representacion grafica de la funcion seno seria:

28 Adaptada de la definicion de la funcién seno dada por Takeuchi (1985, p 17)
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Figura 3. Representacion grafica de la funcién seno®

8. Compare la representacion grafica obtenida en la pregunta 2 (tarea 2), con la
representacion grafica dada de la funcion seno.

a. Corresponde la representacion grafica que realizd con la representacion grafica dada de la
funcién seno en la figura 3.

b. Si corresponde, se puede afirmar que el movimiento de la capsula de la noria es modelado
por medio de la funcion seno. Si no corresponde, describa los elementos que diferencian
estas representaciones graficas.

c. Realice una explicacion de la representacion grafica de la funcion seno, en términos de la
posicion de la capsula o movimiento de la noria.

La tabla 35 clasifica las respuestas dadas por los estudiantes para los literales a, b y ¢

relacionados con el numeral 8.

Tabla 35. Clasificacion de las respuestas dadas a la pregunta 8, literales a, b y c.

_ NUmero
Tipo de L
Respuesta dada Explicacion de la respuesta  de
respuesta )
estudiantes

a. Sicorresponde. Si es la funcion seno

b. Si se puede afirmar que es
Tipo | modelado por la funcién seno Si se modela por la funcian | g

seno
c. Uso de los intervalos de Respuesta a través de los
crecimiento y decrecimiento intervalos de variacion

29 Tomado de https://matematicaspr.com/image/l2dj/blog/graficas-funciones-

trigonometricas/grafica-funcion-seno.jpg . referenciado el dia 17 de mayo de 2017.
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La tabla 35 deja ver que los 9 estudiantes presentan elementos como el punto de inicio, el
periodo de la funcion y la dependencia de las variables x e y. Es de notar que, los estudiantes
realizan la comparacion entre las parejas ordenadas presentadas en la tabla 3, con la
representacion grafica cartesiana presentada en la pregunta 8; esta estrategia de comparacion uno
a uno responde a la definicion matematica de igualdad de funciones presentada en el capitulo 2.

Es decir que sean dos funciones f y g que dependen de x, son iguales si y solo si:
Dy =Dy
f(x) = g(x)para todo elemento x del Dy

En el caso de estos elementos presentados por los estudiantes, corresponden a la definicion
de igualdad de funciones antes presentada. Desde el enfoque de EMR se categorizan como
estrategias de nivel general, dado que los estudiantes realizan la comparacién de las
representaciones graficas tanto de la pregunta 2 como de la presentada en este numeral 8, sus
parejas ordenadas y sus variaciones sin tener en cuenta elementos informales de la situacion de la

capsula de la noria.

Para el literal ¢, los 9 estudiantes recurren al analisis por intervalos de crecimiento y
decrecimiento, donde muestran que los primeros 180 grados la funcion es positiva y que para los
otros 180 grados la funcion es negativa. Ademas, la figura 34 deja ver cdmo, en general, los

alumnos utilizan diferentes sistemas de representacion, como lo son el verbal y el iconico.
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Figura 34. Respuesta para literal ¢ de la pregunta 8.
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Desde la propuesta del MEN (1998, p 50) que afirma que el desarrollo del pensamiento
variacional se asume por principio que las estructuras conceptuales se desarrollan en el tiempo,
que su aprendizaje es un proceso que se madura progresivamente para hacerse mas sofisticado, y
que nuevas situaciones problematicas exigiran reconsiderar lo aprendido para aproximarse a las
conceptualizaciones propias de las matematicas. En términos del enfoque, que los estudiantes a
través de la matematizacion progresiva logren, interpretar, generar “modelos de” y “modelos

para” otras situaciones en diferentes contextos.

En definitiva, la comparacion entre el movimiento de la noria, las representaciones graficas
construida por los estudiantes y la dada en la pregunta 8 se puede comparar con la propuesta de
Montiel (2005) citada por Santacruz (2016, p 6) quien plantea la educacion tradicional de las
funciones trigonométricas desde una ausencia de contextos y situaciones que aporten al
desarrollo de estrategias por parte de los estudiantes. Asi, los alumnos logran generalizar la
representacion grafica al realizan el paso del circulo trigonométrico a la grafica cartesiana de la

funcion seno, asi:

movimiento de la noria — represetancion grafica construida

— representacién grafica con valores

9. (A partir de la relacidn entre las dos representaciones graficas se puede concluir que la
funcion seno es una funcidn periddica? Justifique su respuesta.
a. Determine el periodo de la funcion seno.
b. Compruebe para diferentes valores de la variable x que se cumple la igualdad
f(x) = sen (x) = sen (x + p) donde x pertenece a los numeros reales y p es el
periodo de la funcion seno.

Para las preguntas 9a y 9b se presenta la tabla 36 donde se clasifican las respuestas dadas

por los estudiantes.
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Tabla 36. Clasificacion de las respuestas dadas a las preguntas 9a 'y 9b.

_ NUmero
Tipo de o
Respuesta dada Explicacion de la respuesta  de
respuesta ]
estudiantes
: L, . Si es la funcién seno
a. Sies una funcion periodica
La funcion seno se repite en
Tipo | b. 2m o0 360° 2m 9

Uso de la calculadora para
sen(3 + 2m) = sen(3)
encontrar los valores.

La figura 35 y la tabla 36 dejan ver | propiedad de periodicidad de la funcion seno y su
periodo que es igual a 2w, ademas utiliza diferentes valores para comprobar si la definicion de

periodo, es decir, si f(x) = sen (x) = sen (x + 2m).
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Figura 35. Respuesta al numeral 9, literales a 'y b.

Es de aclarar que, en plenaria se generan dos elementos de discusion. El primero

relacionado con la identificacion de imagenes de la funcién seno diferentes a las trabajadas en la



179

situacion 2, para ello se recurre al uso de la calculadora para encontrar dichas imagenes. El
segundo, con la importancia de escribir el valor a calcular en grados o en radianes. Asi, a traves
de una explicacion y seleccion se aclara el modo adecuado de la calculadora para cada uno de los
estudiantes -tanto para el que utiliza radianes como para el que utiliza grados- aspecto relevante
al momento de comprobar la periodicidad de la funcion seno a través de diferentes parejas
ordenadas. Es decir, anteriormente en el andlisis no se evidencia dificultad con el uso de radianes
0 grados; no obstante, en este numeral se movilizan elementos algebraicos que requiere un uso

adecuado de la unidad de medida y su equivalencia entre ellos.

Sin embargo uno de los estudiantes presenta dificultad al momento de resolver esta
pregunta y reemplaza el valor del angulo en la calculadora para asi obtener valores diferentes y
concluir que no se cumple la periodicidad de la funcion seno. Como se muestra en la parte

superior de la figura 36.
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Figura 36. Correccion valores de la pregunta 9. sen (x) = sen (x + 2m)

Ademas, en la parte inferior de la figura 36, se presenta la respuesta del estudiante después
del dialogo orientado a aclarar la importancia de diferenciar las unidades de radianes y grados en
la calculadora; ademas, se debate sobre la periodicidad de la funcién en términos de periodo,
para lo que el estudiante afirma que el periodo es 2w 0 360 grados. Es por ello que la figura 36

deja ver en principio valores que el alumno inserta en la calculadora para calcular el seno del
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angulo dado del reemplazo y después de trazar una linea divisora para replantear lo preguntado

se encuentra la equivalencia a través de los grados y los radianes.

Como se ha dicho, la situacion 2 retoma elementos de la situacion 1 en tanto reune la idea
intuitiva de periodo y deja ver como los estudiantes heredan estrategias utilizadas tales como el
conteo y la secuencia numérica a partir de un patrén. En este caso, el periodo del fenémeno en
cuestion, sea afio bisiesto, estaciones del afio, equinoccio o solsticio y movimiento de la capsula
de la noria. Es decir, la nocion de periodo supera el contexto y es enriquecido por elementos
generalizables que permite ubicar a los estudiantes en el nivel general respecto a la nocién de
periodo; Por otro lado, la tarea 1, de la situacion 2, genera discusiones acerca de diferentes
elementos del pensamiento metrico, en tanto se discute acerca del uso o no de determinado
sistema de medicion y como la inclusion de un patrén de medida nuevo aporta al desarrollo de
este pensamiento unido con elementos de la variacién de la altura de la capsula de la noria y el
angulo barrido por la misma. (MEN 2006, p 63)

Asimismo, la tarea 2 centra su atencion en el estudio del pensamiento variacional dado que
se analizan recurrencias, dependencias y variaciones que llevan al reconocimiento de la variacién
por parte del estudiante a través de la interpretacion informal de la situacién realista —la ferris
Wheel de chicago- para después introducir elementos matematicos propios de la funcién seno.
De aqui que se presenten diferentes representaciones de la funcion seno a través de las cuales los
estudiantes no solo logran dar respuesta a interrogantes enmarcados en la comprension del
fendmeno, sino que desarrollan sus propios modelos de variacion como el uso de la

representacion grafica cartesiana para explicar el comportamiento de la capsula de la noria.

A través de la comparacion del movimiento de la capsula de la noria con los diferentes
modelos que emergen al trabajar con esta, se observa que los estudiantes comprenden la nocién
de funcion a traves de diferentes representaciones; lo anterior, segun los MEN (2006, p 50) lleva
al acto de matematizar, que no es mas que utilizar diferentes registros de representacion o
sistemas de notacion simbolica para crear, expresar y representar ideas matematicas; a utilizar y

transformar dichas representaciones y, con ellas, formular y sustentar puntos de vista.

Dicho en términos del enfoque de la EMR, los estudiantes a través de un proceso de
matematizacion progresiva desarrollan tanto estrategias informales para comprender la situacion

—matematizacion horizontal- como estrategias matematicas que adquieren un grado de
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formalizacion mayor y buscan ser cada vez mas generales e independientes del contexto —

matematizacion vertical-.

Por tanto los estudiantes en la situacion 2 muestran estrategias ligadas a la situacion tales
como la regla de tres y el conteo a través de la suma sucesiva de 360 grados; es decir realiza una
asociacion entre los numeros naturales —indicando el nimero de la vuelta- y la suma por 360
grados para cada una de las vueltas. Ademé&s presentan una estrategia que le permite hacer
explicitos elementos matematicos propios de la funcion seno y su definicion; esta es la

representacion gréafica de la funcion seno presentada en el numeral 2 de la tarea 2.

Es asi que la situacion 2 permite reconocer, desde el enfoque de la EMR, como los
alumnos avanzan en el proceso de matematizacion a través sus diferentes estrategias producto de
la reflexion entre pares, la interpretacion del contexto y la inclusion de elementos matematicos
que dejan. Este andlisis permite afirmar que la inclusion de la noria como contexto realista
moviliza el reconocimiento de la variacion, las variables en juego, el tipo de dependencia
asociada a la misma y la importancia de la periodicidad del movimiento para ser modelado por la

funcién seno.

En conclusion, la situacion 1 propone a los estudiantes diferentes contextos que presentan
fendmenos de variacion periddica (o que se pueden aproximar a ello); de alli surge el conteo
como una estrategia en el nivel situacional (para algunos estudiantes en el nivel referencial); por
otra parte, la situacion 2 centra la atencion en la comparacién entre el movimiento circular
uniforme de la capsula de una noria, el gréafico de la funcion seno y la definicion de funcion seno
como funcion periddica y trigonométrica relacionada con la circunferencia unitaria. Desde el
enfoque de la EMR, ambas situaciones no solo aportan contextos realistas que potencian el
proceso de matematizacién progresiva, sino que llevan a los alumnos a acercarse al saber a través
de diferentes representaciones que, a su vez, les permite desarrollar diferentes habilidades para
resolver las preguntas dadas y se pueden dotar de caracterisitcas generalizables para constituirlas

en “modelos de” o “modelos para”
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3.2.3. Resultados y analisis de resultados: Situacion 3. Aproximandonos a fendmenos
fisicos: la variacion de la funcién seno. Los movimientos oscilatorios en la Fisica

La traslacion y la rotacién de la Tierra, el movimiento de un electron orbitando el nucleo
de un Atomo, el movimiento de un péndulo, las vibraciones de las cuerdas de un instrumento
musical, las ondas electromagnéticas tales como la luz y las ondas de radio, la corriente eléctrica
en los circuitos de corriente alterna y otros mas, son algunos ejemplos de movimientos
oscilatorios que estan asociados al desplazamiento alternante que caracteriza el objeto en accion.

Un caso particular de los movimientos oscilatorios son los Movimientos Armonicos
Simples (MAS) los cuales presentan una periodicidad, es decir, que el movimiento se repite en
un intervalo minimo Ilamado periodo. El péndulo simple y el sistema masa resorte son los casos
mas conocidos de MAS en la Fisica.

La figura 1 muestra un esquema de un sistema masa resorte y un péndulo simple.
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Figura 1. Masa resorte y péndulo simple.

Tarea 1: El sistema masa resorte

Un sistema masa resorte consta de un resorte que se encuentra fijo en uno de sus extremos y una
masa m unida al otro extremo del resorte. Un resorte se caracteriza por una constante de
elongacion K dada en [N/m]. Cuando es deformado una distancia x de su posicion de equilibrio
responde a una fuerza de restauracion igual a: F = —Kx.

Una de las caracteristicas de los MAS es que sus oscilaciones generan un movimiento periédico,
es decir, que se repite en un intervalo de tiempo Ilamado periodo. Asi, la ley de la conservacion
de la energia permite idealizar un sistema masa resorte cuando se desprecia la accién de la
Fuerza de Friccidén o Fuerza de Rozamiento. La Frecuencia Angular w de este movimiento se
relaciona con las cantidades fisicas k y m, por medio de la siguiente expresion algebraica:
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K
W= |[—
m

La figura 2 muestra un sistema masa resorte horizontal en una superficie ideal (sin friccion).

Posicion de equilibrio

Figura 2. Sistema masa resorte ideal®

El sistema masa resorte de esta situacion consta de una masa de 1 Kg que esta unida a un resorte
de constante 1 N/m. La deformacion méxima — A en la figura 2 — que sufre el resorte es de 1 m
(la deformacion se mide horizontalmente desde el punto de equilibrio). Después que la masa esta
oscilando, se toma la posicién de equilibrio del resorte como punto inicial, teniendo en cuenta
que la masa sigue su recorrido hacia la derecha.

1. a. Realice una representacion grafica del movimiento de la masa mostrando algunas
caracteristicas dadas para el sistema masa resorte.
b. Explique qué elementos considerd en la elaboracion de la representacion gréafica
anterior.

Para la pregunta 1a se presenta en la tabla 37 la clasificacién de las respuestas dadas por
los estudiantes. Cabe aclarar que para la situacion 3 se analizan los resultados de 8 estudiantes.

El noveno estudiante no continda en la aplicacion por compromisos académicos con el colegio.

% Imagen tomada de http://www.fatela.com.ar/trabajo_final_svga/5pag3.htm referenciada el 21
de mayo de 2017.
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Tabla 37. Clasificacion de las respuestas dadas por los estudiantes para la pregunta la.

Tipo de L NUmero
Respuesta dada Explicacion de la respuesta ]
respuesta de estudiantes

a. Representacion Explican en términos de

Tino | iconica del sistema | puntos  de  equilibrio, o

ipo - , .
masa resorte (similar | elongaciéon  deformacion,

a lafigura 2) energia, amplitud y fuerza.

Del andlisis de la tabla 37 se obtiene que los 8 estudiantes realizan una representacion
iconica similar a la figura 2 presentada en esta tarea que tiene como contexto el movimiento del
sistema masa resorte y los alumnos usan las condiciones iniciales dadas por la situaciéon para
construir tal representacion y privilegian elementos de la fisica, tales como: amplitud, fuerza,

velocidad energias (cinética y potencial elastica), elongacion y deformacion, entre otros.

El literal b asociado a las justificaciones realizadas por los estudiantes a la pregunta 1 se

clasifica en la tabla 38.

Tabla 38. Clasificacion de las respuestas dadas al literal 1b.

Tipo de o NUmero
Respuesta dada Explicacion de la respuesta )
respuesta de estudiantes

Uso de elementos de la Explica en términos de
fisica para explicar la puntos de equilibrio,
Tipo | g 1

grafica. elongacion  deformacion,

energia, amplitud y fuerza.
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o Explican en términos de
_ Uso de las condiciones o
Tipo Il o puntos de equilibrio, | 7
iniciales dadas. . .
elongacion deformacion

Para la respuesta tipo | asociada a la tabla 38, se resalta que la estudiante realiza un analisis
fisico de la tarea propuesta a través de los conceptos de energia cinética y potencia, ademas de
los cambios de velocidad de la masa atada al resorte; la figura 37 deja ver la respuesta

presentada.
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Figura 37. Representacion grafica pregunta 1 tarea 1.

La figura 37 deja ver que la estudiante comprende la situacion propuesta tanto en términos
matematicos como en términos de la fisica. En cuanto a las demas respuestas se observa que los
estudiantes En general, se analiza que la mayoria de los alumnos lleva elementos de la fisica a la

explicacion en términos matematico; segin el MEN (2006, p 66) lo anterior aporta al
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reconocimiento, la percepcion, la identificacion y la caracterizacion de la variacion y el cambio
en diferentes contextos. En particular el cambio en el contexto del sistema masa resorte. Desde el
enfoque de la EMR, el principio de interconexion sostiene que la interpretacion de situaciones
problemaéticas realista a menudo exige establecer conexién y aplicacion de un amplio rango de

comprensiones y manejo en algunas herramientas tanto matematicas como de otras disciplinas.

Igualmente, para Camarena (2009, p 16) es preponderante identificar los conocimientos
previos en diferentes disciplinas y al conocer estas nociones con que cuenta el estudiante. Asi, el
enfoque de EMR desde el principio de actividad sostiene que hacer matematica es matematizar la
realidad a través de actividades que aportan a la construccion del pensamiento matematico en los

estudiantes.

2. El periodo, denotado por la letra T, se define como el intervalo minimo de tiempo en
que se realiza una oscilacion completa y esta dado por una expresion que relaciona la
masa Yy la constante de elasticidad del resorte, asi:

e [0

a. Identifique el tiempo aproximado que tarda una masa de 1 Kg en realizar una oscilacion.

b. Explique en términos del sistema masa resorte, qué representa este valor de tiempo
calculado.

c. Relacione la gréfica que realizd en la pregunta 1a con el valor numérico del periodo
calculado en la pregunta 2a, de esta tarea. Qué puede concluir a partir de esta relacion.

Para los literales a y b de la pregunta 2 se introduce la tabla 39 donde se clasifican los tipos
de respuestas, la explicacion de los estudiantes y los elementos a que se tuvieron en cuenta. Por
otra parte, para el literal ¢ se describen las respuestas dadas por los estudiantes en el analisis de la
tabla 39.
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Tabla 39. Clasificacion de las respuestas dadas a los literales a, b y ¢ de la pregunta 2

Tipo de L NUmero
Respuesta dada Explicacion de la respuesta ]
respuesta de estudiantes
a. 2ms Reemplazo en la ecuacion.
Tipo | b. Tiempo de wuna — 6
S, T = 271\/:.
oscilacion k
a. 6,28s Reemplazo en la ecuacion.
Tipo Il b. Tiempo de una — 2
L T = 271\/:
oscilacion

Para el literal a de esta pregunta, los 8 estudiantes responden que el periodo del sistema

masa resorte es de 2w s. O su aproximacion en nimeros decimales 6,28 s. Ambos resultados
surgen del uso que hacen los estudiantes de la ecuacion: T = 271\/% , después de reemplazar los

valores iniciales de masa m y de la constante del resorte k. desde los Estandares (2006, p 67) se
toman estos algoritmos como una relacién entre el pensamiento numérico, dado que realizan un
reemplazo y operaciones aritméticas simples (otros realizan una aproximacion de numeros
decimales), con el pensamiento variacional en tanto calculan el valor del periodo y lo asocian a

una variacion periodica presentada en la situacion.

En el literal b los estudiantes expresan que este tiempo calculado representa lo que tarda
una oscilacion; es decir el tiempo que tarda la masa en ir y volver al punto de equilibrio dos
veces. Es de notar que los estudiante que hacen referencia al ir y volver reconocen que no basta
con estirarse al maximo y regresar, es necesario que el sistema cumpla con una oscilacion
completa. También en sus argumentos se analiza que los estudiantes citan este valor como el
periodo del movimiento de la masa atada al resorte; asi pues, se conjetura que los alumnos
movilizan la nocién de periodo y la generalizan a otros contextos; por tanto, este literal deja ver
el acercamiento que tienen los jovenes a la expresion algebraica f(x) = f(x + p), donde p es el
periodo y que a su vez se define en la fisica como el intervalo de tiempo en el que un MAS

realiza una oscilacion.
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Figura 38. Relacion de comportamiento del sistema masa resorte. Representacion gréfica.

La figura 38 deja ver una interpretacion de la variacion del sistema masa resorte en
términos de la variacion de la funcion seno. Para esta respuesta la estudiante la clasifica como la
funcién seno y realiza la comparacion entre la grafica que aporta la situacion, la circunferencia
dividida en 4 sectores y la representacion cartesiana. Esta comparacion la lleva a comprender que
el suceso del sistema masa resorte es modelado por la funcion seno. La correspondencia de
colores muestra la comprension de los intervalos de crecimiento, decrecimiento, el significado de

una oscilacion y del periodo de la funcion representada en el plano cartesiano.

Por otra parte, para el literal c los estudiantes expresan en términos de su representacion
iconica que el valor encontrado para esta pregunta corresponde al tiempo que tarda la masa en
realizar una oscilacién, es decir que es el periodo del sistema masa resorte. Lo que significa una
oscilacion se presenta en la figura 39, donde se sintetizan los resultados de los estudiantes

quienes comparan su representacion iconica con la explicacion verbal.
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Figura 39. Comparacion entre la representacion iconica y lo verbal. Pregunta 2 c.
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En general, esta variacion que emerge de la situacion relaciona diferentes representaciones,
elementos de la fisica y del concepto matematico de periodo; por tanto, los estudiantes han
Ilevado su nocion de periodo a un nivel de comprension general al utilizar la secuencia, periodo
por periodo, para caracterizar la recurrencia de determinado fenémeno; en otras palabras, su
proceso de matematizacion vertical, a través de la reflexion entre pares y docente propicia la
interpretacion de la situacion en términos matematicos que muestra poca dependencia al

contexto.

3. a. A partir de las condiciones dadas para el sistema masa resorte, determine la
posicién maxima y la posicion minima de la masa en relacién con la figura 2.

b. Explique si es posible determinar la posicion de la masa oscilante despuées de
iniciado su movimiento, respecto al punto de equilibrio, para cualquier instante de

tiempo.

Tabla 40. Clasificacion de las respuestas dadas a las preguntas 3ay 3b.

Tipo de L NUmero
Respuesta dada Explicacion de la respuesta )
respuesta de estudiantes
Es el maximo y el minimo
desplazamiento que puede
a. 1. méaximo;  -1:|realizar la masa atada al |8
minimo. resorte
Tipo |
b. Sies posible. Al  conocer el tiempo |
transcurrido se sabe en qué
posicion esta la masa.
_ ) ) Al reemplazar en la
Tipo Il b. Si es posible. y
ecuacion: x = Acos wt 1

De la tabla 40 se analiza que los estudiantes responden que el méximo y el minimo,

corresponden tanto a la elongacion como contraccion maximas y minimas del resorte; es decir
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gue su maximo es 1 m y su minimo es -1 m. En este literal, los estudiantes utilizan la
representacion iconica al momento de explicar el maximo y minimo de la situacién pues los 8
estudiantes acuden a la figura 1 y la representacion realizada en la pregunta 1 para mostrar tales

valores.

Dado que los 8 estudiantes coinciden en las respuestas relativas al maximo y minimo del
movimiento y en las plenarias se sostienen afirmaciones que dan razén de elementos asociados al
desplazamiento de la masa en el tiempo, se afirma que los estudiantes movilizan las nociones
tanto de dominio como de rango de la funcién, elementos que permiten el estudio de estas

caracteristicas variacionales.

En cuanto al literal b, 7 de los 8 estudiantes responden que si es posible determinar la
posicion de la masa oscilante después de iniciado su movimiento. En plenaria explican que esta
posicion depende del tiempo transcurrido para ubicarse en la trayectoria mostrada en las
representaciones icénicas de la tarea y la pregunta 1. Es de notar que los estudiantes movilizan la
nocion de relacion matematica en tanto subordinan una variable a la otra; no obstante no realizan
un reconocimiento explicito de una expresion algebraica o de un valor determinado para algun
reemplazo u operacion matematica. Aunque, resaltan la importancia de tener el valor inicial de
tiempo para saber predecir la posicion de la masa en este instante. lo anterior permite
argumentar que los alumnos hacen explicita la dependencia al tiempo de la posicion de la masa

pero no reconocen el caracter funcional de esta relacion.

Por tanto, desde el enfoque de la EMR en su proceso de matematizacion progresiva se
afirma que los 7 estudiantes utilizan la reflexion y la interaccion entre pares para interpretar las
dependencias funcionales del sistema masa resorte asociadas al dominio, rango y la correlacion
del tiempo con el desplazamiento desde sus saberes pero no llegan a grados de generalizacién
que les permita identificar que esta dependencia funcional esta asociada a la funcion seno.

La otra estudiante, por su parte hace explicita la relacion funcional asociada a las ondas:
x = Acos wt y afirma que al reemplazar en esta ecuacidén se puede encontrar el valor de la
posicion dado que se conoce la amplitud y se puede calcular la velocidad angular. Cabe resaltar
que esta estudiante acude a elementos propios de la fisica para comprender el contexto y
moverse en un nivel de comprension referencia dado que logra superar el contexto y mostrar que

se puede explicitar una expresion. Es de notar que la expresion no modela la tarea presentada
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dadas las condiciones iniciales. No obstante, en los debates con la estudiante ella argumenta que
de acuerdo con las condiciones iniciales puede ser seno o coseno. Es de notar que la estudiante
muestra saberes trabajados en clase de fisica, sin embargo no relaciona estos saberes con las
condiciones iniciales de la tarea.

4. Latabla 1 relaciona las medidas realizadas de diferentes desplazamientos de la masa

en metros con el tiempo trascurrido.
Tabla 1. Relacion entre desplazamiento y tiempo trascurrido de la masa del sistema.

Desplazamiento | 0,00 | 0,50 | 0,71 | 0,87 | 1,00 | 0.71 | 0.50 | 0,00 | -0.5 | -0,87 | -1,00 | 0,00
[m]

Tiempo 0 T T T T | 3m | 5w . T | 4w 3m

[s] 6 | 4 | 3|2 |72 |7 6 | 3 | 2

2T

a. Para una segunda oscilacién completa de la masa determine los valores de tiempo asociados
a cada desplazamiento dado en la tabla 1.
b. Explique como identifico estos valores.

Para los literales 4a y 4b relacionados con la tabla 1 se muestra la clasificacion de las

respuestas dadas en la tabla 41.

Tabla 41. Clasificacion de las respuestas dadas a las preguntas 4ay 4b.

Tipo de L NUmero
Respuesta dada Explicacién de la respuesta _
respuesta de estudiantes

Se toman los mismos

valores de desplazamiento y
Tipo | Representacion tabular se completa con la suma del 8

tiempo dado en la tabla 1

mas el periodo 27 s.

El analisis de la tabla 41 deja ver que los estudiantes reconocen que el tiempo 27w s
representa al periodo, es decir el tiempo en que tarda la masa en realizar una oscilacion. Por
ende, realizan sumas sucesivas a los valores de la tabla 1 para completar los desplazamientos de

la segunda oscilacién. En la figura 40 se muestra una de las respuestas dadas por los estudiantes.
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Figura 40. Suma de reales usando la amplificacion.

De la figura 40 se observa que este estudiante (también ocurre para los demas) usa el
conteo a través de una suma sucesiva. Es de notar que la estrategia usada por los estudiantes
muestra el proceso de amplificacion de fracciones, la prediccion de estos tiempos como tiempo
de la siguiente oscilacion asociados a un mismo desplazamiento. Desde el enfoque de la EMR, se
infiere que el conteo se establece como una estrategia generalizable, dado que se realiza en la
primera situacion (afios bisiestos, estaciones, solsticios y equinoccios), en las segunda situacion
(conteo por el periodo 27 para la noria) y en esta tarea, donde el estudiante cuenta cada periodo.
Dado que el conteo supera el contexto del que surge se categoriza como modelo para explicar

diferentes situaciones de variacion periodica.

Ademas, desde el principio de niveles, se afirma que los estudiantes alcanzan el nivel de
general, en lo referente al conteo, en tanto logran utilizarlo en diferentes contextos sin heredar

propiedades de cada uno de ellos.
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5. a. Complete la tabla 2 usando diferentes tiempos asociados a cada desplazamiento
dado de la masa del sistema masa resorte.

Tabla 2. Relacion entre desplazamiento y tiempo transcurrido de la masa oscilante.

Desplazamiento Tlempg Desplazamiento Tlempg Desplazamiento Tlempg
X[m] transcurrido X[m] transcurrido X[m] transcurrido
t[s] t[s] t[s]
0,5000 0,7071 -1,0000
1,0000 0,8660 -0,7071
-0,5000 -0,8660 0,0000

b. Justifique como completo la tabla.

c. ¢Cuéntas oscilaciones tuvo en cuenta para completar la casilla de tiempo
transcurrido asociada a cada desplazamiento dado?

La pregunta 5 moviliza la prediccion del tiempo para diferentes valores de desplazamiento

de la masa en términos del contexto del sistema masa resorte. La tabla 42 clasifica las respuestas

obtenidas para estos literales; ademas, para un tipo de respuesta dadas a los literales asociados a

esta pregunta y que elementos matematicos utilizan para completar la tabla 2.



Tabla 42. Clasificacion de las respuestas a la pregunta 5, literales a, b y c.
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_ NUmero
Tipo de L
Explicacion de la de
respues Respuesta dada ]
respuesta estudiant
ta
es
Completan la tabla con los valores
obtenidos después de sumar 2ms a los | Sumandole 2mrs a los
Tipo | valores de la tabla 1. valores de tiempo dados | 6
Sumando 27 s en la tabla 1 de la tarea 1.
2 0 4 oscilaciones
Completan la tabla con los valores | Sumandole 2ms a los
Tipo Il usados en la tabla 1 valores de tiempo dados | 1
12 oscilaciones en latabla 1 de la tarea 1.
Completa la tabla con los valores usados | Sumandole 360 grados a
Tipo 111 en latabla 1. los valores de tiempos que | 1
b. 4 oscilaciones se muestran en la tabla

La tabla 42 muestra tres tipos de respuestas asociadas a la tabla 2 y los diferentes valores
de desplazamiento de la masa respecto al punto de equilibrio encontrados por los estudiantes, las

estrategias utilizadas para ello y sus justificaciones.

Asi, para las clasificaciones tipo | y tipo Il los estudiantes recurren a la suma de 2 s para
encontrar diferentes valores de tiempo; uno de ellos realiza una predicciébn mas general al
argumentar que basta con sumar el periodo a determinada vuelta para obtener la siguiente. Por
otro lado, los de tipo I buscan la respuesta a traves del conteo y no utilizan esta estrategia de
multiplicacién. Desde el enfoque de la EMR, los estudiantes se mueven en un nivel general dado
gue ambos tipos de respuestas dejan ver que los alumnos usan lo trabajado en tareas anteriores,
en lo referente a la nocién de periodo (situacién 1) y a la variacion periddica de periodo 2 rad
(situacion 2, tarea 2) y dotan sus estrategias de caracteristicas generalizables a otros contextos

(en este caso, el masa resorte).



195

Por otra parte, la respuesta tipo Il esté ligada al contexto de los grados pues la estudiante
utiliza la suma de 360 grados para completar la tabla sugerida, decision heredada de la tarea 2 de
la situacion 2, relacionada con la noria. Lo que argumenta la alumna es que al sumar por 360
grados los valores de desplazamiento dados en la tabla 1 se pueden obtener los valores de las
siguientes oscilaciones. Es de notar que la estudiante numéricamente utiliza el conteo para
responder los interrogantes planteados; no obstante, presentar la variable tiempo y el periodo de
la variacion en términos de 360 grados hace explicita la limitacion heredada de la tarea de la
noria y la joven no desliga su estrategia del contexto del que adquiere caracteristicas matematicas
del nivel referencial y no reconoce la naturaleza de la variable en juego, en este caso el tiempo y

su unidad de medida, segundos.

Por tanto, el analisis de la tabla 42 en términos del enfoque de la EMR, muestra que los
estudiantes, en general superan los contextos que enriquecen sus estrategias respecto a la nocién
de periodo, es decir alcanza un nivel general; no obstante, el reconocimiento del periodo para la

mayoria se movilizan en el nivel general; para una estudiante en el nivel referencial.

6. Explique la relacion entre el desplazamiento de la masa desde el punto de equilibrio y
el tiempo transcurrido.

Para la pregunta 6, las respuestas de los estudiantes se clasifican en un solo tipo presentado
en la tabla 43; sus argumentos verbales explican la relacion del desplazamiento de la masa
respecto al punto de equilibrio.

Tabla 43. Clasificacion de las respuestas dadas para la pregunta 6.

Tipo de )

L NUmero de
respues Respuesta dada Explicacion de la respuesta )
. estudiantes
a

A medida que pasa el tiempo, el | Argumentan la variacién en

Tino | desplazamiento varia desde el punto | intervalos de crecimiento vy o
Ipo . o . - : .

de equilibrio al punto maximo, y asi | decrecimiento sin hacer explicito

completa una oscilacion. un valor numerico
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De esta forma, las explicaciones de los estudiantes dejan ver elemento matematicos
expresados verbalmente, entre ellos el concepto de funcion y los intervalos tanto de crecimiento
como de decrecimiento asociados a la variacion del desplazamiento y al tiempo transcurrido.
Segun los Estandares (2006, p 66), identificar en qué consiste la repeticion de mismo patron y la
capacidad para reproducirlo por medio de un cierto procedimiento, algoritmo o férmula aporta al
desarrollo de estrategias que le permite a los alumnos avanzar en el procesos de matematizacion
progresiva. Ademas, el estudio del cambio aporta al reconocimiento de las funciones no lineales
pues se logra analizar y modelar distintos fendmenos, en este caso de naturaleza periodica

adaptado del contexto de un sistema masa resorte modelado por la funcion seno.

En la figura 41 se muestra una de las expresiones verbales usadas por los estudiantes para
expresar la variacion del desplazamiento de la masa en términos del tiempo transcurrido donde
los alumnos reconoce que el tiempo aumenta tanto para los desplazamientos sea positivos como
los negativos. Desde el enfoque de la EMR, se analiza la dependencia funcional entre el
desplazamiento de la masa respecto al punto de origen y el tiempo transcurrido, expresan los
intervalos de crecimiento y decrecimiento en sus argumentos verbales. De donde se resalta que
los alumnos logran relacionar la variacion del movimiento con los intervalos de variacion de la

funcién que lo modela.
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Figura 41. Respuesta tipo I, pregunta 6.

De la figura 41 y en general para las demas respuestas, se concluye que los estudiantes
logran un reconocimiento de lo funcional, la nocion de intervalos de crecimiento y
decrecimiento, desde sus argumentos verbales. Desde el enfoque de la EMR, se afirma que los
estudiantes comprenden el contexto, matematizan esta realidad y la dotan de elementos

matematicos para su interpretacion.

7. Enun plano cartesiano realice la representacion grafica de la tabla 2.



a. Explique por qué esta representacion grafica corresponde a una funcion.
b. Caracterice algunos elementos de la funcion mostrada en la representacion grafica de

la pregunta 7a.
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La tabla 44 clasifica en 3 tipos de respuestas lo presentado por los estudiantes para la

pregunta 7 respecto a la representacion grafica cartesiana. Mas adelante, en la tabla 45 de realiza

el andlisis de los literales a y b de la pregunta 7.

Tabla 44. Clasificacion de respuestas dadas al numeral 7

_ NUmero
Tipo de o
Respuesta dada Explicacién de la respuesta  de
respuesta )
estudiantes
Recurren a la
Tino | Representacion grafica cartesiana de la | representacion grafica .
Ipo , . .
funcion seno. cartesiana de la funcion
seno
o ) Recurren a la
La grafica que realizan no corresponde a » -
_ . ) __ | representacion grafica
Tipo Il la representacion cartesiana de la funcion ) |1
cartesiana de una funcion
seno. _ )
sinusoidal
No realiza una
Tipo Il | No realizan la representacion gréfica representacion grafica | 2
cartesiana.

De la tabla 44, el tipo | hace referencia a 4 estudiantes que utilizan la representacion

gréafica de la funcion seno, en la figura se muestra una de las 4 respuestas.



198

LIA1ICa Ue 1d preguiia o. a) ‘((\\\)e cara Cade €\_@Nf\@(\;\o fore
X Hhene on elehmenio de Y

1 = 5%' b)) Rov e\ nLeYo (O (oRYUCion
£ : Yeshrumientos e\l :
- Yesorve en €\ Peviodo A 21

0 e AR
g bl A Ja)S J
-4 4 2 ‘Qi

Figura 42. Respuesta tipo | relacionada con la pregunta 7.

De la figura 42 se afirma que las respuestas tipo | muestran la variacion del desplazamiento
de la masa respecto al tiempo trascurrido, el maximo y el minimo de la representacion grafica de
la funcién y el intervalo minimo en el que se repite la funcion 2m. Asi, los alumnos prueban y
muestran regularidades asociadas a las variables, refinan y ajustan sus modelos, tales como el
conteo Yy la representacion tabular y logran combinar e integrarlos en la representacion gréafica de
la funcion seno. (MEN 2006, p 77).

Asimismo, en la figura 43 se muestra una de las representaciones graficas clasificada en el
tipo I, no obstante se puede observar una incongruencia en el maximo de grafica. En debate con
este alumno se identifica que esta se debe a un error en la asignacion de los valores en la escala
del eje de las ordenadas. Por ello, esta respuesta es incluida en las de tipo | dado que, aunque el
estudiante argumenta una imprecision en la escala del eje y, reconoce la variacion del

desplazamiento de la masa respecto al tiempo transcurrido y la covariacion ambas variables.
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Figura 43. Respuesta tipo I, pregunta 7.

Por otra parte, de la figura 43 deja ver que el estudiante hace una aproximacién decimal al
valor de la abscisas y muestra que cada 6,28 s se repite la grafica, ademas realiza la asignacion

de variables a los ejes y reconoce que esta representacion grafica corresponde a la funcion seno.

Desde el enfoque de la EMR, se concluye que los estudiantes cuyas respuestas se clasifican
como tipo | se mueven en un nivel general dado que dotan su contexto de elementos matematicos
que se puede utilizar en diferentes situaciones realistas y logran diferentes procesos asociados a
la matematizacion vertical, tales como la generalizacion y el uso de diversos modelos: la

representacion tabular, el conteo y la representacion gréafica de la funcion seno.

Por otra parte, para la respuesta tipo I mostrada en la tabla 44 se tiene en consideracion la
representacion grafica de la figura 44, de la que se puede inferir que la estudiante reconoce la
variacién sinusoidal de la tarea; sin embargo presenta dificultades al momento de asignar los
valores a la escala de las abscisas.
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Figura 44. Respuesta tipo 11, pregunta 7.

Desde el enfoque de la EMR, esta estudiante al realizar la representacion grafica que no
corresponde a la situacion del movimiento del sistema masas resorte y no explica la dependencia
entre ambas variables. Es de notar que esta representacion grafica corresponde a la funcion
sinusoidal. Es de notar que la estudiante cambia las condiciones iniciales del problema. Asi su
interpretacion no se desliga de la representacion iconica y logra movilizarse en un nivel

referencia.

Cabe resalta, desde los Estandares (2006, p 68), que el trabajo aritmético realizado a traves
del conteo: cada cuatro afios para los afios bisiestos, cada afio para las estaciones, los solsticios o
los equinoccios y cada 3602, 2mrad o 2m s para los angulos barridos por la capsula de la noria y
los tiempos del sistema masa resorte; las representaciones tabulares y la grafica de la funcion
seno para los 7 estudiantes tanto del tipo | como del |1, caracterizan aspectos de la variacion tales
como lo que cambia, lo que permanece constante, las variables que intervienen, el campo de
variacion y las relaciones entre las variables. Desde el enfoque de la EMR, el conteo es una

estrategia generalizable a las situaciones periddicas trabajadas en la propuesta.

Las respuesta tipo 111 muestra dos representaciones dadas que comparan una oscilacion con
un trazo en el plano cartesiano. Es de notar que no realiza una comparacién entre lo que plantea
la situacion y lo que indaga la pregunta, por el contrario, define una oscilacion como el
desplazamiento de la masa desde el punto de equilibrio, llegar al punto maximo y su regreso —lo

que corresponde a media oscilacion-
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Figura 45. Representacion gréafica de respuesta tipo Il

Por tanto, para la respuesta referenciada en la figura 45 se afirma que la estudiante no
responde al interrogante dado en la pregunta 7; en cambio, realiza una relacion entre el masa
resorte y un semicirculo que no da razoén de la variacion de la masa ni de la dependencia
funcional de las variables. Desde el enfoque de la EMR, se concluye que la respuesta esta
limitada por una interpretacion literal del contexto del que surge (el movimiento de la noria) las
representacion graficas cartesianas para esta propuesta y no se realiza el cambio de lo circular a
lo funcional. En otras palabras, esta respuesta deja ver que el movimiento de la noria a través del
cual se introduce la dependencia funcional de las variables en juego, la circunferencia limita a la
estudiante en su proceso de desligarse del contexto y hereda las caracteristicas del mismo para

explicar la interpretacion funcional de la funcion seno.

La otra respuesta del tipo Il asociadas a la pregunta 7, mostrada en la figura 47 deja ver
que la estudiante presenta una curva que relaciona algunos tiempos presentados en la tabla 2, de
esta tarea, asociada a cada uno de los desplazamientos x —en metros- de la masa atada al resorte
propuestos en la misma.
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Figura 46. Representacion grafica respuesta tipo 11

Ademas, deja ver que no hay un reconocimiento de la periodicidad en la grafica, ademas de
la asignacion del eje de las abscisas donde se muestra la falta de una escala adecuada para poder

observar esta propiedad.

El andlisis realizado para la pregunta 7, en relacién con la representacion cartesiana,
muestra que para las respuestas asociadas al tipo |, esta estrategia permite que los 5 estudiantes
se movilicen en un nivel general, dado que han superado el contexto del que surge la variacion
sinusoidal del sistema masa resorte. Por otra parte, la tipo Il no responde acertadamente a los
interrogantes y representan graficamente un cambio que no se interpreta como la variacion de la
funcion y no hacen explicitos elementos de la funcion seno como el periodo de la funcion a
través de la representacion cartesiana. Para el caso de las respuestas tipo 111, ambas estudiantes

no llegan a la representacion grafica cartesiana de una funcion que modele al movimiento del
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sistema masa resorte ni lo explican en términos de las variables: desplazamiento y tiempo
transcurrido.

Tabla 45. Clasificacion de los literales a 'y b asociados a la pregunta 7.

Tipo de o NUmero de
Respuesta dada Explicacion de la respuesta ]
respuesta estudiantes

a. Si se traza una linea vertical,

a. Porque cada elemento de x solo corta a la curva en un
tiene un elemento de y punto
Tipo | b. El desplazamiento de la masa -
b. El tiempo siempre aumenta y depende del tiempo
el desplazamiento depende transcurrido.
del tiempo transcurrido
Tioo Il No se realiza una respuesta No se toma en cuenta en el analisis .
ipo

coherente esta respuesta.

La tabla 45 deja ver que en las respuestas tipo | los estudiantes resaltan la relacion funcional
entre las dos variables en juego, la unicidad de la preimagen necesaria para ser funcion, la
estrategia de la linea vertical para comprobar graficamente si determinada curva es funcién o no
y caracteristicas de la grafica: maximos, minimos y periodo. Es de notar que solo 1 estudiante de

los 7 hizo explicito el nombre de la funcion seno en sus argumentos.

Por tanto, se concluye que los estudiantes en la tarea 1 de la situacion 3, logran movilizar
caracteristicas matematicas propias de las funciones periddicas, particularmente de la funcion
seno, tales son: su periodo, el maximo, minimo, punto de corte con el eje de las ordenadas y la
relacion entre ambas variables. También que la interpretacion del contexto presentado -sistema
masa resorte- por parte de los estudiantes les aporta elementos que son susceptibles a ser
modeladas por la funcion seno y generalizables a diversas situaciones de variacion periédica que
se puedan relacionar con la funcion seno, tal como otros movimientos arménicos simples. Desde
el enfoque de la EMR, se hace explicito como la mayoria de los estudiantes logran desarrollar
estrategias generalizables y moverse en el nivel general ya que manipulan los saberes

matematicos, este es el nivel general, segun el principio de niveles del enfoque de la EMR.
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Asi pues, aunque no todos llegan a la representacion grafica cartesiana de la funcion seno,
es de notar que hace parte de sus argumentos algunas caracteristicas de la funcion seno, en tanto
emplean: sus maximos, minimos y periodo; esta destreza de los alumnos para matematizar el
contexto deja ver la matematizacion progresiva, segun la EMR, puesto en sus justificaciones se
identifican modelos probados, refutados y dotados de generalizacion a través de la interaccion

con la realidad, con los pares y con la guia del docente.
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Tarea 2: El péndulo simple

El péndulo simple consta de una masa, medida en kilogramos, atada al extremo libre de una
cuerda que estd sujeta en un soporte, como muestra la figura 3. Esta cuerda (de masa
despreciable) de longitud 1 esta medida en metros. Las oscilaciones de la masa muestran un
movimiento periodico (cuando se desprecia el aire y se realizan las oscilaciones con un angulo
menor de 30°) gracias al efecto de la fuerza de gravedad de la tierra, o el planeta donde se quiera
imaginar la situacién ideal del péndulo simple. La gravedad se toma como 9,8 m/s® La
frecuencia angular de este movimiento esta dada por la relacion:

(.OZT

La figura 3 muestra un péndulo simple (sin tener en cuenta la friccion).

Figura 3. Péndulo simple ideal*

Condiciones iniciales del péndulo simple: Para esta situacion se va a imaginar un péndulo
simple compuesto por una cuerda de 9,8 m de longitud atada de uno de sus extremos a un
soporte (como muestra la figura 3) y con una masa de 3 Kg atada en su extremo libre. Se pone a
oscilar el péndulo simple idealizado, buscando no sobrepasar los 30° sugeridos para este tipo de
movimiento.

De esta manera, el maximo angulo desplazado hace referencia a los extremos del péndulo simple
(puntos de la trayectoria mas alejados del punto de equilibrio). Cuando la variacion del angulo se
realiza en sentido de las manecillas del reloj (es decir, la masa oscila hacia la izquierda) se dice
que la variacion es negativa y viceversa. Despues de tener el péndulo simple oscilando se mide el
tiempo en que realiza una oscilacion. Para ello, se inicia a medir el tiempo cuando la masa se

%! Imagen tomada de http://www.fatela.com.ar/trabajo_final_svga/5pag3.htm referenciada el 21
de mayo de 2017.
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encuentra en el punto mas bajo del recorrido y moviéndose en sentido contrario de las manecillas
del reloj (es decir, positivo).

El periodo del péndulo simple se define como el tiempo que tarda la masa en realizar una
oscilacion completa y depende exclusivamente de la longitud de la cuerda y de la gravedad. Este
periodo se representa por medio de la siguiente expresion:

|
T=2m |-
g

1. a. Realice una representacion grafica del movimiento de la masa del péndulo simple
relacionando los elementos dados en las condiciones iniciales de la situacion.
b. compare esta representacion grafica del péndulo simple con la representacion gréafica
realizada para el sistema masa resorte en la pregunta 1a.

Para el analisis de la pregunta 1a se presenta la tabla 24 con dos tipos de respuestas dadas
por los estudiantes a los interrogantes planteados. De esta forma se recopilan y clasifican los

argumentos presentados interpretar el contexto del péndulo simple.

Tabla 46. Clasificacion de respuestas dadas a la pregunta la de la tarea 2.

_ NUmero
Tipo de L
Respuesta dada Explicacion de la respuesta de
respuesta )
estudiantes

Representacion iconica del péndulo _
_ _ ) Usan la figura 3 para dar
Tipo | simple como se presenta en la figura ) 6
3 respuesta al literal a.

Ademas de usar la figura 3,
_ » ) muestran  la  representacion
Tipo 1l Representacion cartesiana. . 2
gréfica usada en la pregunta 7

de la tarea 2, situacion 2.

El analisis realizado a las respuestas tipo | dadas por 6 estudiantes muestra que para
explicar las oscilaciones de la masa atada a la cuerda de longitud 9,8 m, recurren a elementos

propios de los MAS (movmientos armonicos simples) como lo son amplitud, punto maximo o
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minimo de desplazamiento y punto de equilibrio. En la figura 47 se muestra algunos elementso

tenidos en cuenta, en general, por los estudiantes cuyas respuestas se vinculan al tipo 1.
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Figura 47. Respuesta tipo I, pregunta 1a.

La figura 47 muestra una respuesta tipo | donde la estudiante analiza el movimiento de
oscilacion del péndulo simple en términos de la posicion de la masa respecto al punto de
equilibrio. Desde el enfoque de la EMR, se analiza la comprension de la realidad ya que en las
respuestas los alumnos, particularmente la mostrada en la figura 47, retoman elementos
disciplinares tanto de la matematica como de la fisica: el periodo 2m, maximos, minimos, la

gravedad, una oscilacion, masa y longitud de la cuerda.

En relacion con las respuestas tipo 11, la figura 48 compara una funcién sinusoidal con la
representacion iconica del péndulo simple; no obstante, la asignacion de la escala del eje de las
abscisas no es adecuada. Por ello, se propicia una plenaria, en torno a las respuestas tipo I y I,
donde los alumnos asocian este movimiento oscilatorio con la funcion seno y sus caracteristicas
matematicas: maximos, minimos, intervalos de crecimiento, de decrecimiento, periodo Yy

covariaciones.
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Figura 48. Respuesta tipo 11, pregunta 1a.

Ademas, la figura 48 muestra la relacion entre ambas representaciones dado que la

estudiante asocia el maximo desplazamiento de la masa del péndulo simple respecto al punto de

equilibrio, con el maximo de la representacion gréafica cartesiana. Desde el enfoque de la EMR,

las respuestas tipo 11 comparan diversas representaciones para comprender la realidad y buscar

modelos que den razén tanto de esta tarea como de otras tareas similares.

La otra respuesta que se vincula al tipo 1l muestra la representacion cartesiana de la figura

49, que deja ver que la estudiante no reconoce graficamente la periodicidad del movimiento.

Aqui vale la pena hacer una digresion, dado que la estudiante logra el reconocimiento de lo

periddico en términos verbales; sin embargo, no lo hace explicito en la representacion grafica

cartesiana mencionada.
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Figura 49. Respuesta tipo Il: representacion cartesiana

Se observa de la figura 49 que la estudiante asigna al eje de las ordenadas el tiempo y lo
toma como la variable dependiente, la longitud (el desplazamiento de la masa respecto al punto
de equilibrio del péndulo simple) la vincula al eje de las abscisas y no se hace explicita la

variacion periodica del movimiento del péndulo simple.

Del andlisis realizado a la pregunta l1a se concluye que los 8 estudiantes comprenden el
contexto del péndulo simple, lo identifican como un movimiento oscilatorio y muestran
elementos tanto de la matematica como de la fisica. Desde el enfoque de la EMR, se puede
afirmar que la mayoria de los alumnos se mueven en un nivel general respecto a la nocion de
periodo, ya que reconocen el periodo de las estaciones, afios bisiestos, solsticios, equinoccios,
movimiento de la capsula de la noria, sistema masa resorte y péndulo simple; pero, respecto a la
representacion cartesiana de la funcién seno en un nivel referencial dado que no logran el paso

de lo tabular, algebraico y situacional a los grafico cartesiano.

Para el literal b se tiene que los 8 estudiantes comparan el péndulo simple con el sistema
masa resorte a través de las caracteristicas de la funcion seno y lo generalizan a otros
movimientos armonicos simples que cumplan con las condiciones iniciales. En decir, sostienen
que el periodo del péndulo simple es igual a 2m, el maximo y el minimo es 1 y -1
respectivamente; que ambos son sucesos periodicos, el tiempo en que realizan una oscilacion.
Como se dijo en la pregunta 1la, no se asocia directamente la grafica de la funcién seno al
contexto del péndulo simple aunque ya se reconoce que este fendmeno es modelado por tal

funcion.
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Es asi como, a partir del enfoque de la EMR, los estudiantes se encuentran en un proceso

de matematizacion progresiva, dado que logran relacionar los elementos dados en cada una de

las situaciones propuestas, entre ellos prevalece el conteo por 2 en sus diferentes unidades de

medida de acuerdo con el contexto, el uso de la representacion iconica que se usa en la tarea para

hacer explicitos elementos propios del contexto, lo tabular generado por el conteo y los

argumentos verbales en los que predominan caracteristicas variacionales de la funcion seno

movilizadas y analizadas a lo largo del capitulo 3.

2. Enlatabla 3 se presenta la relacion entre el angulo desplazado y el tiempo transcurrido

en una oscilacién del péndulo simple.

Tabla 3. Relacion entre angulo desplazado y tiempo transcurrido para el péndulo simple.

Angulo
desplazado 0,00 | 0,50 0,71 |0,87 | 1,00|0.71| 050|000 -05 | -0,87 | -1,00 | 0,00
[A]
tempo | ['m [ m m [m 3w sw [ 7w [ An | 3w [
[s] 6 | 4 | 3 2 | 4 | 6 6 3 2
a. Para una segunda oscilacion, encuentre los valores de tiempo trascurrido para los
angulos propuestos es la tabla 3.
b. Se puede afirmar que el movimiento del péndulo simple corresponde a la misma

relacion matematica que modela el sistema masa resorte. Justifique su respuesta.

Para el analisis de los interrogantes, asociados a la tabla 3, se introduce la tabla que

categoriza las respuestas dadas por los estudiantes, quienes referencian lo trabajado en el sistema

masa resorte y comparan lo realizado en la tabla 1 pregunta 4 con estos literales para identificar

desde lo tabular que ambos MAS (movimientos armoénicos simples) son modelados por la

funcidn seno a través de estas representaciones tabulares.
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Tabla 47. Clasificacion de las respuestas relacionadas con la tabla 3.

_ NUmero
Tipo de L
Respuesta dada Explicacion de la respuesta de

respuesta )
estudiantes

a. Se realiza una
representacion tabular .con
a. Representacion tabular. .
los valores de tiempo
_ después de sumarle 2ms a
Tipo | 8
los valores de la tabla 3
b. Si, ambas situaciones se
b. Si. pueden modelar por medio

de la funcién seno

Desde la EMR, el uso de diferentes estrategias que los estudiantes logran generalizar a
diferentes contextos permite el estudio de la matematizacion progresiva desde el principio de
niveles; asi, la tabla 47 deja ver que los alumnos asocian los contextos: masa resorte y péndulo
simple con la funcién seno en su representacion tabular. Es decir, matematizan el contexto, lo
organizan desde los saberes matematicos trabajados en las situaciones 1 y 2; también,
generalizan la representacion tabular de la funcién seno y la relacionan con el conteo por 2m.
Cabe resaltar que una de los estudiantes afirma que no importa que variable sea, siempre que se
cumpla la misma dependencia, mismas caracteristicas matematicas tales como periodo,
maximos, minimos, puntos de corte, intervalos de crecimiento y dependencia; lo que
disciplinalmente muestra una nocion de igualdad matematica entre funciones. Es decir, si fy g

son funciones reales, se dice que:
f =gsiysolosi
para todo x que pertenece al dominio de f;

f) =g
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De esta manera, la propuesta se inicia en la situacion 1, donde se analiza la periodicidad de
sucesos como los afios bisiestos, las estaciones del afio, los equinoccios y los solsticios; luego en
la situacion 2, con la periodicidad del movimiento de la cépsula de la noria, para llevarlos a
matematizar el contexto (Freudenthal, 1991, citado pro Bressan et. al. 2016) desde sus diversas
estrategias. Ademas, desde el principio de niveles, los alumnos superan los elementos del
contexto y se generaliza a otras situaciones, tareas y realidades a través de la representacion

tabular y al conteo. Es decir ambas estrategias se categorizan como “modelos para”.

3. Enun plano cartesiano realice una representacion grafica del angulo desplazado respecto
al tiempo transcurrido para 2 oscilaciones del péndulo simple. Explique qué elementos
tuvo en cuenta para elaborar esta representacion grafica.

El anélisis de este numeral se realiza a partir de la tabla 48 en la que se clasifican las

respuestas en 3 tipos respecto a la representacion grafica mostrada por los estudiantes.
Tabla 48. Clasificacion de respuestas para el numeral 3.

_ NUmero
Tipo de L
Respuesta dada Explicacion de la respuesta de
respuesta .
estudiantes

» ) Dado que la funcién seno
_ Representacion cartesiana de la ) o
Tipo | . explica el movimiento del |5
funcion seno ) _
péndulo simple.

No se realiza la gréafica dado que

Tino |1 Argumentos verbales que | es la misma que se realiza en la 5
Ipo . . :
referencian a la funcion seno tarea 1 para el sistema masa
resorte.

Tioo 1] Representacion cartesiana de una | La gréfica se repite cada 2w y es .
Ipo - . .
semicircunferencia circular.

A partir de las respuestas de la tabla 48 se infiere que 5 estudiantes establecen una relacion
entre la representacion iconica de la pregunta 1, la representacion tabular dada en el interrogante

2 y la representacion gréafica cartesiana que se busca en esta pregunta con los elementos propios
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del sistema masa resorte (tarea 1), en tanto en sus argumentos referencian caracteristicas propias

de la funcion seno como lo son su periodo, maximos, minimos, periodo y frecuencia.

La figura 50 muestra una de las respuestas asociadas al tipo I, en la que el estudiante usa el
minimo, maximo, la grafica de la funcién seno y su intervalo de tiempo en el que se repite; cabe
resaltar que en lugar de hacer explicito el periodo 27 en la escala del eje de las abscisas escribe
la letra T asociada desde la fisica al periodo del movimiento. Ademéas en sus argumentos
verbales muestra que tanto para el sistema masa resorte como para el péndulo simple se utiliza la

funcién seno.

|
N >

Figura 50. Respuesta tipo I, pregunta 3.

La figura 50, al igual que las demas respuestas tipo |, deja ver que los 5 alumnos toman la
grafica de la funcion seno como una estrategia que se desliga del contexto y se utiliza para dar
razon de otras tareas; por ello esta estrategia adquiere elementos generalizables y la utilizan
como modelo para explicar diferentes sucesos de naturaleza periddica modelados por esta

funcioén.

Asimismo, el enfoque de la EMR permite afirmar que estas estrategias de representacion y
solucion incorporan aspectos importantes de la variacion reconocidos los Lineamientos (1998, p
49), estos son las tablas (Babilonicas), las graficas de variacion (Oresme en la Edad Media) y las
férmulas algebraicas (de origen renacentista) donde se hace necesario explicar detalladamente

los conceptos, procedimientos y métodos que involucra la variacién para poner al descubierto las
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interpelaciones entre ellos; ademéas, en los conceptos variacionales de la funcion seno

relacionados con la periodicidad, covariacion y dependencia.

Las respuestas de los alumnos asociadas al tipo Il no presentan las representaciones
graficas cartesianas; segun sus argumentos, porque es la misma que se realiza en tareas
anteriores (en la situacién 2 -movimiento de la capsula de la noria-, en la pregunta 2 de la tarea 2
y en la situacion 3 —sistema masa resorte- tarea 1, pregunta 7) y responde explicitamente a la
funcidn seno. Por ende, ambos tipos de respuestas corresponden a la representacion grafica de la
funcién seno y deja ver que los estudiantes asocian el fendmeno del péndulo simple, con el

sistema masa resorte y la noria a través de esta representacion.

Desde el principio de niveles, las respuestas asociadas a los tipos | y 1l presentados en la
tabla 48 se vinculan a las representaciones tabular y gréfica cartesiana de la funcién seno como
modelos para explicar diferentes contextos que presentan una periodicidad de 2m, cuyas
variables tengan una covariacion sinusoidal con méximos en 1 y minimos en -1; en efecto, los
estudiantes alcanzan el nivel general en las representaciones tanto grafica como tabular de la
funcion seno puesto que las utilizan para explicar diferentes tareas en diferentes contextos que
llevan al estudio de propiedades variacionales como el periodo, dominio, rango y superan el
contexto presentado al afirmar que todo fendmeno que responda a estas mismas caracteristicas

matematicas es modelado por la tal funcion.

La figura 51 deja ver la respuesta tipo Il y una representacion cartesiana dada por la

estudiante.
U AT YU WIVTY) SO T H AL
\ Y Ce) “;r* i—v'}i GrhAca ‘ )
l =0 GG _J‘t"’f‘i $ 0] A [
F 90000 Por cndq 25 e veorG
‘L_ 0, BCH0 GV oo pocde carmbion
i PBro PO COR IS PRGUARAS
o PO AECN S '
‘ }:?’?\ ',.‘,,_ ,\] 7%
| Rar
|
|
1
Mg {
LL OOy ~ o~ \m\'nf‘\rkuhn/\ P e L R /}r.mr“.(ﬂfh @8

Figura 51. Respuesta tipo 111, pregunta 3.
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La figura 51 deja ver que la alumna reconoce la periodicidad del movimiento a través de
sus argumentos verbales; sin embargo no lo hace en la representacion grafica cartesiana; desde el
principio de niveles del enfoque de la EMR, se puede conjeturar la nocion de periodo alcanza
caracteristicas generalizables y la utiliza como “modelo para” explicar diferentes situaciones de
variacion periddica; no obstante la representacion grafica cartesiana queda limitada al contexto

de la noria, por ende en un nivel referencial.

4. a. Explique porque el periodo de rotacion de la capsula de la noria, el periodo de
oscilacion del sistema masa resorte y el periodo de oscilacion del péndulo simple,
corresponden a un mismo valor numeérico.

b. De la razon por la cual la variacién de la representacion cartesiana para el caso del
movimiento de la noria, del sistema masa resorte y del péndulo simple corresponde a una
misma representacion gréafica funcional.

Para la clasificacion de las respuestas que los alumnos dan a la pregunta 4 se introduce la tabla

49 que las agrupa en un solo tipo.

Tabla 49. Clasificacion de las respuestas dadas por los estudiantes a la pregunta 4a 'y 4b

_ NUmero
Tipo de L
Respuesta dada Explicacion de la respuesta de
respuesta )
estudiantes

Dado que estos fendmenos
Tino | Porque su periodo es 2m Yy |tienen el mismo periodo y son o
Ipo . .

corresponde a la funcién seno. los mismos resultados para

diferentes variables.

La tabla 49 deja ver que los estudiantes afirman que el periodo en cada una de las
situaciones, independientemente del contexto, es el mismo, es decir 2m y se repite dado que los
fendmenos presentados por las situaciones responden a movimientos periddicos que son

modelados por la funcién seno.

Desde el principio de interconexion, se afirma que la relacion entre los contextos

seleccionados desde la Fisica y la matematizacion ayuda a los estudiantes a desarrollar
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estrategias para resolver las tareas propias de cada situacion, al desarrollo de elementos
matematicos, desde los mas informales hasta los representados en tablas o graficos cartesianos y
permite a los estudiantes generar sus propias conjeturas en cuanto al trabajo matematico en la
escuela, reformular, si es necesario, lo que se tiene establecido en sus saberes previos y
comprender aquellos que se dificultan por la ensefianza de la funcion seno desde una postura

clasica, es decir estatica.

Para el analisis de las respuestas vinculadas a la pregunta 5, se realiza una tabla para cada

uno de los literales presentados a los estudiantes.

5. Después de haber realizado las situaciones propuestas, describa:
a. Qué es una funcion periodica.
Tabla 50. Clasificacion de las respuestas dadas al literal a de la pregunta 5.

_ NUmero
Tipo de L
Respuesta dada Explicacion de la respuesta de
respuesta )
estudiantes

) Es una funcion que se repite cada ] ]
Tipo | _ Es la misma cada periodo. 6
periodo.

Tino |l Algo que se repite en un intervalo de | Es la misma en este intervalo de 5
ipo . :
tiempo tiempo

Para los 6 estudiantes que responden segun el tipo I, una funcion periddica es aquella que
se repite para un valor determinado, este valor se le conoce como periodo. Desde el principio de
niveles, en relacion con las 3 situaciones, desde diferentes fenémenos de variacién periddica, se
afirma que los estudiantes dotan de caracteristicas generalizables la nocién de periodo y la toman

como un modelo para explicar diversos contextos.

Para el tipo I, 2 estudiantes asocian la variable tiempo al periodo de la funcién; lo que
muestra que los estudiantes asocian la periodicidad con la variable tiempo incluida en el contexto
de los afios bisiestos, los equinoccios, solsticios, estaciones, sistema masa resorte y péndulo
simple. En otras palabras, los estudiantes no desligan la definicion de periodo de la variable del

contexto; desde el enfoque, hacen de la nocién de periodo un modelo de la situacion desde un
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nivel referencial, en cuanto es dotada de elementos matematicos, sin embargo esta vinculada al

contexto del que surge.

Desde el enfoque de la EMR, esto ocurre porque estos estudiantes heredan en la definicion
elementos propios del contexto realista y no llegan a elementos generalizables, por ende al nivel
general. Ademas, el principio de interconexion de la EMR, que relacion diferentes disciplinas
orientadas por los Estandares (2006, p 66) desde la inclusion del contexto realista dado que el
reconocimiento, la percepcion, la identificacion, la caracterizacion de la variacion y el cambio
aportan al desarrollo del pensamiento variacional cuando se realiza con el vinculo de diversas
disciplinas en formacion, particularmente la fisica que provee esta propuesta de contextos

realistas modelados por la funcién seno.

b. Qué es la funcion seno.

Tabla 51. Clasificacion de las respuestas dadas al literal b de la pregunta 5

_ NUmero
Tipo de o
Respuesta dada Explicacion de la respuesta de
respuesta .
estudiantes

. ) Se toman los elementos
_ Es una funcion que se repite cada ) o
Tipo | ) o o trabajados en las 3 situaciones 8
2m, continua, infinita y periodica . .
para definir la funcion seno.

La tabla 51 deja ver que los estudiantes retoman lo trabajado en las tres situaciones al
exponer que la funcion seno es aquella que tiene como periodo 2m, es infinita, continua y
periddica. En plenaria con los alumnos alrededor de estos saberes matematicos, se hacen
explicitas nociones variacionales asociadas a lo funcional como lo es las funciones infinitas y
continuas; asi, se argumenta que la funcion seno modela diferentes situaciones realistas
asociadas a contextos de la fisica, como lo son el sistema masa resorte, el movimiento circular y
el péndulo simple. Ademaés, muestran otras caracteristicas funcionales: los maximos, minimos, el
periodo y corte con el eje de las ordenadas. Esto permite modelar situaciones de cambio a traves

de las funciones, las representaciones graficas y tabulares de la funcion seno.
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Es de notar que, desde el enfoque de la EMR, se busca que los estudiantes autbnomamente,
con el docente como un guia (Bressan 2011, p 9), logren identificar las variaciones asociadas a lo
funcional, particularmente la funcién seno. Para Santacruz (2016, p 187) esto se logra a través de
diferentes sistemas de representacion —el tabular, el iconico, el grafico cartesiano y el verbal- que
aportan al reconocimiento del comportamiento repetitivo de la gréfica, la definicion de un
intervalo minimo para que se repita la grafica y el conteo; son aspectos generalizables que se

pueden aplicar en otro tipo de situaciones.

c. ¢Por qué la funcion seno es una funcion periodica?

Tabla 52. Clasificacion de las respuestas dadas al literal c de la pregunta 5.

_ NUmero
Tipo de o
Respuesta dada Explicacion de la respuesta de
respuesta .
estudiantes

y ) Porque se puede ver que se
_ Es una funcion que se repite cada ) _
Tipo | ) repite cada periodo, 2w en las 8
TC.
tareas resueltas.

La tabla 52 muestra que los 8 estudiantes pueden concluir que a través del estudio de la
variacion de diferentes sucesos que se pueden modelar con la funcion seno y sus diferentes
representaciones que es peridédica dado que se repite en un intervalo determinado, llamado

periodo.

Asimismo, afirman que el periodo de esta funcion es 2m; es de notar que no hacen
referencia a caracteristicas del contexto como la naturaleza de las variables del periodo, es decir
al tiempo y angulo barrido, por el contrario asumen el periodo como una caracteristica propia de
la funcidn; esta capacidad de mostrar lo matematico sin elementos propios del contexto, desde el
enfoque de la EMR, se categoriza como una estrategia generalizada del nivel general, ya que los
estudiantes a través de un proceso de matematizacién vertical adaptan la nocion de periodo como

un modelo para interpretar diferentes contextos.

Por tanto, la inclusion de diferentes situaciones contextos de la fisica aporta al proceso de

matematizacion vertical dado que los estudiantes logran la reinvencién de las estrategias
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mostradas en las primeras tareas y las dotan de elementos matematicos de mayor grado de
complejidad. De las que se destacan: el conteo, las representaciones tabular y algebraica de la
funcidn seno que llevan, no solo al reconocimiento de lo periddico sino a utilizarlas en diversas

situaciones de naturaleza periodica modeladas por tal funcion.

d. ¢Qué tipo de fendbmenos fisicos pueden ser modelados a través de la funcion seno?

Tabla 53. Clasificacion de las respuestas dadas al literal d de la pregunta 5.

_ NUmero
Tipo de L
Respuesta dada Explicacion de la respuesta de

respuesta )
estudiantes

Sonido, vibraciones, movimientos
oscilatorios (columpio, ventilador,

Tipo | etc) movimientos armoénicos Diferentes fendmenos fisicos 8
simples, péndulo simple, la noria y

el sistema masa resorte

La tabla 53 muestra que los estudiantes afirman que entre los diferentes sucesos modelados
por la funcion seno se destacan los movimientos arménicos simples y los movimientos circulares
que respondan a las mismas cantidades matematicas de la funcion, tales como, periodo, maximo,
minimo, corte con el eje y, intervalos de crecimiento y decrecimiento. Ademas asocian los

elementos de la funcién seno a los contextos realistas presentados.

La figura 52 muestra una respuesta en la que la estudiante interpreta que la funcién seno
puede modelar el movimiento del viento en una flauta, los rayos del sol reflejados y refractados
por la capa de ozono como cualquier situacion que tenga el mismo periodo y que responda a la

representacion gréafica del seno.
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Figura 52. Respuesta a la pregunta 5d asociada a situaciones de la Fisica.

La figura 52 deja ver que se relacionan diferentes sucesos de la realidad con lo trabajado en
las situaciones acerca de la funcion seno; desde el enfoque de la EMR, Bressan (2006, p 12)
sostiene que la interpretacion de situaciones problematicas realistas a menudo exige establecer
conexion y reclama la aplicacién de un amplio rango de comprensiones y manejo de algunas
herramientas matematicas en diferentes disciplinas. Para el caso de esta propuesta, la fisica como

disciplina de la que se adaptan situaciones para ser modeladas por la funcién seno.

Ademas, los otros estudiantes hacen referencia otros elementos propios de su realidad
como lo son el movimiento de precesion de la Tierra, el movimiento de un columpio, el
movimiento de un ventilador, el torque, interferencia de ondas, movimientos armonicos simples

y la onda de sonido.

De esta forma, desde el enfoque de la EMR, en particular el principio de niveles se
identifica el proceso de matematizacion de los estudiantes a partir de sus producciones que dejan
ver las estrategias que se han dotado, a través de los procesos de reinvencion guiada, de
elementos generalizables que las llevan a adaptarse de estrategias informales a modelos de, y a
su vez, a modelos para, tal es el caso del conteo, la representacion tabular y algebraica de la

funcion seno.
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Es de notar que el docente es fundamentalmente un guia para el estudiante y su proceso, le
aporta los elementos para la reconstruccion o resignificacion de conceptos propios de la
matematica que se han aprendido, tales como el disefio de situaciones, espacios de discusion tipo
plenaria, indagaciones matematicas en diferentes contextos y la posibilidad de presentar sus
reflexiones acerca de las tareas en particular y de sus estrategias para abordar, comprender y

resolver lo propuesto.

Ademas, el principio de niveles de la EMR muestra como los estudiantes utilizan
diferentes estrategias a través de las cuales realizan la matematizacion progresiva. En la primera
situacion se puede identificar estrategias informales de nivel situacional pues dan respuesta a lo
que presenta el contexto y estan siempre ligadas a los elementos de la misma. Emerge el conteo,
con variaciones en los algoritmos aritméticos, multiplicaciones, sumas sucesivas, asignacion uno

a uno de valores, y las representaciones icénicas.

Con respecto a los Estandares (2006), el vinculo de otras disciplinas en la ensefianza de la
matematica tiene un papel muy importante en el desarrollo del pensamiento matematico,
particularmente, el pensamiento variacional. Histéricamente, se puede reconocer el como desde
el estudio de elementos dindmicos — movimientos celestes y periédicos — en la antigiiedad
permitieron acercamiento al estudio del cambio y la periodicidad de algunos sucesos; luego el
trabajo con las gréaficas que muestran variaciones —propuestas por Oresme- hasta la actualidad

con el desarrollo del célculo diferencial e integral en las variaciones y el cambio.

6. Puesto que la funcion seno, f(x) = sen x, es periddica y modela el movimiento de la
capsula de la noria, el sistema masa resorte y el péndulo simple, halle:
, 3 .
a. Para qué valor de p se cumple que: sen (g + p) = \/2—_ donde p € R™, si se conoce

que sen (g) = ?

b. Otros valores de x que verifiquen la expresion: sen (x + p) = sen x. Donde p es el
periodo de la funcién.

Las respuestas asociadas a los literales a y b de la pregunta 6 se clasifican en la tabla 54.



222

Tabla 54.clasificacion de las respuestas dadas a los literales a'y b de la pregunta 6

Ti ’ NUmero
Ipo ae L
Respuesta dada Explicacion de la respuesta de
respuesta
P estudiantes
a. sen (g) = g
n V3
_ sen (§+27T) == Porque cada 2w se vuelve a
Tipo |

repetir el valor.

b. sen (3 + 2m) = sen (3)

La tabla 54 deja ver que los 8 estudiantes reconocen la variacion periddica de la funcién
seno a través de su expresion algebraica dado que conocen que su periodo es 27 y que el valor
de la funcién se repite. Asi, en el literal a, los alumnos dejan ver que la nocion de periodo
adquiere elementos generalizables que la ubican en un nivel de compresién general en tanto, se

desvincula del contexto y de la variable que le da origen (el tiempo).

Asi, los estudiantes para el literal a utilizan tanto el 2z como el 360 grados para referirse a
laigualdad: sen(x) = sen (x + p), argumenta que la funcion se repite segln su periodo y que se
puede usar tanto el 2z como un maltiplo entero del 2w para encontrar un mismo valor. Es decir
los alumnos reconocer que la funcién seno tiene infinitos valores para los cuales se cumple la

expresion dada.

En la figura 53 se muestra una de las respuestas dadas por los estudiantes donde realizan
diferentes reemplazos en las expresiones algebraicas propuestas en la pregunta. También,

muestra otras caracteristicas de la funcion seno: dominio, rango y periodicidad.
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Figura 53. Respuesta tipo | asociada a la pregunta 6.

Desde el principio de niveles, los estudiantes llevan la representacion algebraica al nivel
general dado que supera los contextos en los cuales se moviliza a través de las 3 situaciones. Por
ende, la expresion algebraica f(x) = sen x es un modelo para explicar diferentes situaciones de
variacion periodica modeladas por tal funcion.

Para el calculo de estos valores numéricos y su aproximacion decimal, los estudiantes
recurren al uso de la calculadora. Es de notar que en la situacion 2 (tarea 2 pregunta 9) los
estudiantes realizan este mismo procedimiento con dificultades en la interpretacion de los grados

y los radianes. En este caso, superan este problema y realizan un uso adecuado tanto de las
unidades como de la calculadora.

Y ety (\3@ en \Q
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7. Realice algunas conclusiones matematicas que vinculen el trabajo realizado en las tres
situaciones (afios bisiestos, estaciones del afio, movimiento de la capsula de la noria,
sistema masa resorte y péndulo simple).

Los estudiantes concluyen de acuerdo con lo trabajado en las tres situaciones y relacionan
los sucesos del contexto con la periodicidad en general; de lo que se puede inferir que logran
reconocer una definicion de periodicidad desde el contexto y la aplican a otras situaciones
realistas de variacion periddica como se presenta en la pregunta 5 de esta tarea. Es decir, los
estudiantes reconocen el periodo, en primer lugar, como un elemento propio del contexto y lo
utilizan para solucionar interrogantes relacionados con el mismo; lo que corresponde, desde la
mirada del enfoque de la EMR, a una estrategia propia del nivel de comprension situacional dado
que a través del conteo se matematiza el contexto —matematizacion horizontal- para la situacion
1. Luego la situacién 2, deja ver como los estudiantes toman esta nocion de periodo en un nivel
referencial, con elementos matematicos ligados a las representaciones tabulares y algebraicas de

la funcion seno

Desde el enfoque de la EMR, se analiza que todos los estudiantes logran la matematizacion
del contexto a través de diversas estrategias y las adaptan a través de elementos matematicos
para reformularlas y reinventarlas para dar razon de diferentes situaciones. Ademas, los
contextos tomados de la fisica facilitan el manejo de elementos matematicos como el periodo,
continuidad y rango, dado que se hace explicito en las condiciones iniciales del contexto y se
logra movilizar estrategias que adquieren caracteristicas generalizables a otras tareas en otras

situaciones problemas.

Por tanto, el andlisis realizado a partir del enfoque de la EMR, las politicas educativas
(Lineamientos (1998) y Estandares (2006)) permitié estudiar el proceso de matematizacion
progresiva, en tanto los estudiantes desarrollaron diversas habilidades para dar respuesta a los
interrogantes de cada una de las tareas, diferentes niveles de comprension que dejan ver que los
alumnos reinventan la matematica desde su contexto y adaptan las estrategias informales que

surgen en las primeras tareas a otras de mayor grado de complejidad como los modelos para.
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Capitulo 4.

Conclusiones y reflexiones finales
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En este capitulo se presentan las conclusiones, a partir de los objetivos, tanto general como
especificos, el marco teorico referenciado en el capitulo 2 y el analisis de los resultados de la
implementacion de la propuesta de aula en el colegio Anglo Americano. Posteriormente, se
realizan algunas reflexiones didacticas relacionadas con los procesos de ensefianza y 10s procesos
de aprendizaje de las funciones periodicas, particularmente la funcién Seno, su vinculo con
situaciones en contextos propios de la fisica y modeladas por tal funcion. Al finalizar el capitulo

se presentan las referencias bibliogréficas.

4.1. Conclusiones generales.

En relacion con el primer objetivo especifico, que oriento el disefio de una propuesta de
aula que contextualice a los estudiantes de grado décimo del Colegio Anglo Americano en
diferentes situaciones de variacion periodica desde el enfoque de la EMR y las propuestas

curriculares se concluye:

e Las tres situaciones que componen la propuesta de aula alrededor de fenémenos de
naturaleza periddica de diferentes contextos de la fisica (mecénica celeste,
movimiento circular, movimientos arménicos simples —masa resorte y péndulo
simple) lograron articular los referentes curriculares, el enfoque de la EMR vy el

marco tedrico de referencia principal de esta investigacion.

e Desde el principio de actividad y el principio de realidad del enfoque de la EMR, se
adaptaron las tres situaciones de diferentes contextos de la fisica que llevaron a los
estudiantes al uso de herramientas matematicas vistas como una forma de organizar

la realidad a través de su participacion activa y la comprension de la realidad.

e El principio de interaccion de la EMR, durante los espacios de implementacion
propicié plenarias que llevaron a los estudiantes a reflexionar y socializar sobre las
respuestas dadas. En estas plenarias se reconoce la heterogeneidad de las
producciones de los estudiantes, el trabajo en equipo y la adquisicion del papel
principal en su proceso de aprendizaje; ademas el investigador como docente
orientador de los debates y la socializacién de las experiencias durante la aplicacion

de la propuesta de aula.
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e EIl principio de interconexion al vincular algunos saberes de la fisica y de la
matematica, brindd diferentes contextos de la fisica que posibilitaron el disefio de
situaciones problema de regularidad y variacion periédica, susceptibles de ser

modeladas por la funcion seno.

e Los referentes matematicos dieron coherencia a la propuesta de aula a través del
vinculo del lenguaje simbolico y formal de las matematicas que proveen elementos
teoricos para el analisis de las producciones de los estudiantes desde lo disciplinar.
El disefio tuvo en cuenta definiciones y conceptos como: relacién, funcion, pareja
ordenada, rango y dominio de funciones, intervalos de crecimiento y decrecimiento,
funcidn periddica, funcion seno, periodo de una funcion, etc. Asimismo, el uso de
las diferentes representaciones: tabular, verbal, algebraica, grafica cartesiana e

iconica.

e Los estudiantes desarrollan algunos aspectos asociados al pensamiento variacional
tales como el reconocimiento de fendmenos de variacion periddica propios de su
cotidianidad, identificacién de patrones y regularidades que caracterizan a un
fendmeno determinado y la variacion del mismo, sea funcional o funcional
periddica que modela el contexto tomado de situaciones realistas de la fisica. Esto
les permite la interpretacion de la relacion entre las variables, sus correlaciones,
covariaciones y el uso de diferentes representaciones, tales como: la tabular, lo

gréafico, lo iconico, lo verbal y lo algebraico.

Respecto al segundo objetivo especifico que centra el estudio en el andlisis de los
diferentes niveles de comprensién desde el enfoque de la Educacion Matematica Realista y las
politicas curriculares colombianas (MEN. 1998, 2006), de las producciones de los estudiantes del

grado decimo del colegio Anglo Americano, se tiene que:

e Con respecto a la fase de implementacion, en la que se privilegiaron contextos de la
mecanica celeste, movimiento circular y movimientos armonicos simples a través

de los cuales los estudiantes reconocieron la nocion de periodo tanto para la
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relacion entre la variacion temporal (1 afio, para las estaciones, solsticios y
equinoccios y 4 afios para los afos bisiestos) y la ocurrencia del fendmeno, como
para la periodicidad del movimiento de la cépsula de la Noria, la masa atada al
resorte y el péndulo simple. Esta dependencia funcional constituye el eje
fundamental del estudio del cambio, lo que les permite a los estudiantes modelar
situaciones de naturaleza periodica. Asi pues, los alumnos llevan la nocién de
periodo mas alla del contexto y la generalizan para diferentes tipos de variables que

representan diversos cambios en fendmenos de naturaleza periodica.

Respecto al principio de niveles de la EMR, se analizé6 el proceso de
matematizacion progresiva, por un lado, como la forma de organizar la realidad a
través de la matematica, que da lugar al surgimiento de herramientas matematicas
para interpretar, estructurar las diferentes situaciones en niveles de complejidad y
por otro, como el estudio de las herramientas informales a los modelos y las

estrategias formales para resolver las situaciones planteadas.

La situacion 1: permitié la matematizacion horizontal en tanto los estudiantes se
ubican en el nivel situacional, puesto que reconocen e interpretan el contexto de la
situacion problema a traves de la intuicion, el sentido comun, la aproximacion

empirica, la observacion y la experimentacion inductiva (Bressan 2016, p 82).

La situacion 2: centrada en el proceso de matematizacion vertical, propicioé en los
estudiantes el transito entre los niveles referencial y general puesto que los alumnos
utilizan diferentes sistemas de representacion: tabular, grafico, iconico verbal y
algebraico. Donde el conteo en las diferentes tareas (afios bisiestos, estaciones,
solsticios, capsula de la noria y MAS) y la representacion tabular de la funcion seno
se establecen como estrategias para dar razon de la periodicidad de esta funcion; es
decir, se supera el contexto del que surge (la variable tiempo en la situacion 1) y se

generaliza como un modelo de la situacion.

La situacion 3: ubica a los estudiantes en un nivel general respecto al conteo, la

representacion tabular y algebraica de la funcion seno, sen(x +p) = senx y la
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nocion de periodo. En otras palabras, estas estrategias fueron generalizadas por los
estudiantes como modelo para explicar diferentes situaciones de naturaleza
periddica modeladas por la funcion seno. por otro lado, la grafica de la funcién
seno se limita al nivel referencial dado que surge en la situacion 2 con el
movimiento de la capsula de la noria pero queda ligada a este contexto. Asi, la

representacion grafica de la funcion seno se toma como modelo de.

e En cuanto a lo curricular, la propuesta de aula permitié el desarrollo de algunos
aspectos asociados al pensamiento variacional y su relacion con diferentes tipos de
pensamientos que constituyen el trabajo matematico en el aula: numérico y métrico.
De esta forma:

> Para el pensamiento numeérico, se evidencid el uso de diversos sistemas
numeéricos, el conteo asociado a nimeros naturales (situacion 1, tarea 1y 2)
y definicidon de nimeros pares (situacion 1, tarea 1, pregunta 4); la relacion
entre la cantidad y la unidad de medida (situacion 2, tarea 1), el conteo a
través de madltiplos enteros de 2mrad, la relacion de equivalencia:
2m rad = 360 grados (Situacion 2, tarea 2 y situacion 3, tareas 1y 2).

» El pensamiento métrico fue enriquecido con cambios de unidades de
medida (situacion 2, tarea 1), también con conversiones entre radianes y
grados (situacién 2, tarea 2); ademéas la asignacién de una cantidad
numeérica a una medida (situacion 2, tarea 2).

> Los elementos del pensamiento variacional que se movilizaron fueron el
manejo de las representaciones tabular, grafica (asociada a la funcién seno),
covariaciones y proporcionalidades. Ademas los estudiantes logran un
proceso de modelacion de situaciones de diversos contextos de la fisica
puesto que reconocen la misma regularidad, calculan los siguientes términos
(uso del conteo), confirman o refutan conjeturas iniciales y las
generalizarlas. (MEN 2006, p 67).

e Con respecto al concepto de funcion, funcion periodica y funcién seno movilizados

por los estudiantes se analizaron en sus producciones: el uso de la estrategia de la
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linea recta paralela al eje de las ordenadas para mostrar graficamente si es funcion o
no, el uso de la nocién de periodo cuando se comprobd que una funcién periodica
es aquella que se repite en un intervalo determinado de longitud minima p, es decir:
sen x = sen(x + 2m); ademas se hicieron explicitos intervalos de crecimiento y

decrecimiento, maximos y minimo, dominio, rango y periodo.

Del andlisis realizado a las producciones de los estudiantes en el capitulo 3, se reconocen

algunas dificultades asociadas a la implementacion y desarrollo de las tareas que componen cada

una de las situaciones:

Se realizd en el tiempo de las clases de matematica de los estudiantes del grado
décimo del Colegio Anglo Americano quienes en su momento se encontraba en
ensayos de una actividad cultural institucional, lo cual hizo necesario el uso de
diferentes sesiones para la implementacién de cada una de las situaciones. La
situacion 3 fue desarrollada por 8 estudiantes dado que uno de ellos por motivos

académicos no pudo finalizar la propuesta.

En la situacion 1, la ubicacion de los paises respecto a su hemisferio (sea norte o
sur) y si presentan estaciones o no. Ademas, algunos estudiantes afirman que el
periodo para los fendbmenos analizados en la segunda tarea (solsticios, equinoccios
y estaciones del afio) es de 6 meses y no la regularidad de 1 afo; esta dificultad se
presenta dado que la nocidn que surge de periodo estd ligada al contexto de la
situaciéon —el tiempo-. Asi, la duracion de un ciclo es de 1 afio puesto que es el
tiempo que tarda en repetirse el suceso; no obstante el fendmeno contrario se
presenta cada 6 meses, por ejemplo entre solsticio de verano y solsticio de invierno
hay 6 meses, particularidad que lleva a algunos estudiantes a afirmar que el periodo
es este intervalo de tiempo. Este lapso corresponde a la mitad del recorrido de la
Tierra en su movimiento de traslacion y es asumido por algunos alumnos como el

periodo de todo el movimiento.
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En la situacién 2, se observa la dificultad de asociar las representaciones tabular,
gréfica y algebraica relacionadas con la funcién seno; ademas, el cambio de grados
a radianes genera respuestas no validas cuando los estudiantes comprueban

algebraicamente la propiedad de periodicidad al momento de usar la calculadora.

Aunque lo periodico se desliga de la dependencia temporal, los estudiantes no
logran relacionar la periodicidad de la noria, del sistema masa resorte y del pendulo
simple con la representacion grafica cartesiana de la funcion seno; lo que ubica a
los alumnos con respecto a la representacion grafica del seno en un nivel

referencial, dentro del enfoque de la EMR.

Para la situacion 3, aunque la representacion tabular es una estrategia generalizable,
modelo para explicitar el cambio de las variables y las variables dependientes e
independientes, la gréfica de la funcion seno no se generaliza para los movimientos

armonicos simples: sistema masa resorte y péndulo simple.

Con respecto al proceso de modelacion: la primera situacion permite que los
estudiantes desarrollen estrategias informales a través de sus conceptos previos; la
segunda situacion moviliza, a partir de la reflexion, elementos generalizables que
llevan a estrategias como el conteo a desligarse del contexto del que surge; por
altimo, la situacion 3 muestra que el conteo, las representaciones tabulares y la
expresion algebraica de la funcion seno se ubican en un nivel general; mientras que

la representacion gréafica de la funcién seno en un nivel referencial.

4.2. Reflexiones finales.

Respecto al tercer objetivo especifico se determinan algunas reflexiones didacticas acerca
de la pertinencia de incluir la fisica como disciplina que aporta diferentes contextos realistas en
los procesos de ensefianza y de aprendizaje de las funciones periddicas, en particular de la

funcién Seno. Asi, se puede afirmar que:

Las situaciones realistas tomadas de diferentes contextos de la fisica, la mecénica
celeste, el movimiento circular uniforme y los movimientos armonicos simples

(sistema masa resorte y péndulo simple) propician un espacio de discusion que
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potencia el proceso de modelacion matematica dado que, en primer lugar, los
alumnos logran comprender lo presentado en cada situacion a través del proceso de
matematizacién horizontal, lo que da lugar al uso de saberes previos en respuestas
de tipo informal; luego, la reflexion y la interaccidn entre los estudiantes dan lugar
a un proceso de matematizacion vertical que deja ver estrategias con elementos
generalizables a través de las cuales llegan a responder las tareas propuestas mas
alla del contexto. Por tanto, el uso de la fisica como una de las disciplinas de las
cuales se pueden adaptar situaciones que aportan al desarrollo del pensamiento
variacional, deja ver la matematica como una actividad que permite el analisis en el
aula de diferentes niveles de comprension y adquiere diferentes grados de
generalizacion.

e En el colegio Anglo Americano los procesos de ensefianza y los procesos
de aprendizaje de las funciones, particularmente las funciones periddicas, han
desligado el vinculo de otras disciplinas que aportan fenémenos de cambio,
dependencia y variacion periodica a través de diferentes representaciones que
ayudan al estudio de los patrones y regularidades periddicas desde los primeros
grados de escolaridad. Asi, el conocimiento y adopcion de la planeacion
institucional del area de matematica no trascienden la practica docente en cuanto al
estudio de la variacion desde los primero grados de escolaridad.

e Las practicas docentes en el Colegio Anglo Americano con respecto al
concepto de funcidn, particularmente la funcion seno, son de carécter tradicional,
dado que se presenta la representacion algebraica como un producto terminado del
cual se debe llegar a las demas representaciones (tabular y grafica). Lo que permite
concluir que estas practicas no movilizan el proceso de modelacién matematica
dado que no se privilegian situaciones problemas en el contexto realista de los
alumnos.

e Se puede afirmar que la modelaciébn no es un proceso inmediato ni
evidente, asi como el disefio de tareas que la propicien; antes bien, se deben
parametrizar los diferentes contextos realistas a ser modelados por los estudiantes
para llevarlos a potenciar este proceso general; lo anterior requiere un tiempo para

analizar el contexto y las situaciones, asi como para delimitar el problema a ser
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modelado por un determinado saber disciplinar; esta falta de tiempo se constituye
en una limitante al momento de organizar la planeacion institucional.

e Es necesario replantear el plan de area de matematicas del Colegio Anglo
Americano en cuanto al desarrollo de algunos elementos del pensamiento
variacional desde la educacion basica relacionados con el reconocimiento de
patrones de cambio, variacion, invariancia, asociacion uno a uno, entre otros
elementos propuestos por los Estandares (2006). Particularmente, para el conjunto
de grados octavo y noveno, llevar a los estudiantes al reconocimiento de las
expresiones algebraicas desde diferentes contextos que logren movilizar elementos
de la variacion y el cambio a partir del estudio de las proporcionalidades,
correlaciones y el uso de diferentes sistemas de representacion. Asimismo, el
docente debe asumir el papel de guia, que mediara entre el saber matematico y los
estudiantes, en tanto la matemaética es una actividad social que permite organizar y
comprender la realidad de los alumnos.

e Las politicas curriculares, Lineamientos (1998) y Estandares (2006)
promueven el estudio del saber matematico a traveés de procesos generales y
contextos, tanto de la matematica misma, como de otras ciencias y de la vida
cotidiana. Esta relacion no es evidente ni inmediata, dado que el disefio de las
situaciones modeladas por la funcién seno exigié una serie de adaptaciones para
lograr movilizar este modelo funcional: la noria, el sistema masa resorte y el
péndulo simple. Asi, estos documentos limitan el estudio de la funcién periddica a
la caracterizacion de las funciones trigonométricas (Santacruz 2005, p 189);
quienes a su vez, estan sesgadas a un trabajo estatico en triangulos rectangulos
donde no se hace evidente el cambio de la funcion y se reduce este estudio a las
razones trigonomeétricas.

e Desde la postura de Camarena (2009, p 2), la modelacién matematica es
uno de los temas que aparecen ocultos en el trabajo con los estudiantes pues
siempre se espera que logren modelar las situaciones que se les propone. Es por ello
que se hace pertinente usar situaciones en contexto que ayuden a los alumnos a

privilegiar estrategias que se puedan generalizar a modelos.
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e La revision, aplicacion e innovacion de los procesos de ensefianza de la
matematica en los grados escolares desde basica a la media del colegio Anglo
Americano debe conllevar un estudio de la variacion y el cambio donde se supere la
presentacion tradicional de las funciones perioddicas y se enfatice en elementos
como maximos y minimos, intervalos de crecimiento (o decrecimiento), dominio,
rango, caracteristicas funcionales, tales como la periodicidad, en situaciones
contextualizadas que le permitan al estudiante realizar un proceso de
matematizacion progresiva.

e Si, tanto en el colegio Anglo Americano como en otras instituciones, se
propician estos elementos del calculo desde la educacion bésica se conjetura que
los estudiantes llegarian a mayores niveles de generalizacion, al reconocimiento de
diferentes contextos susceptibles a ser modelados por determinado saber
matematico y lograr un estudio de las familias de funciones trigonométricas; por
ejemplo:

f(x) = Asen(wt + @)



235

Referentes bibliograficos.
Apostol, T. (1988). Calculus. Célculo con funciones de una variable, con una

introduccion al algebra lineal. VVol. 1. Barcelona: Reverté.

Bressan, A. Gallego, M, Perez, Silvia & Zolkower, B. (2016). La Educacién Matematica
Realista: Bases teoricas. Buenos Aires, Argentina. http://gpdmatematica.org.ar/wp-
content/uploads/2016/03/Modulo_teoria_ EMR-Final.pdf

Bressan, A. & Gallego, M. (2011). La Educacion Matematica Realista: Bases tedricas. 111
congreso nacional de matematica y problematicas de la educacién contemporanea. Santa

Maria, Argentina.

Bressan, A., Zolkower, B., Gallego, M. (2004). La Educacion Matemaética Realista:

Principios en que se sustenta. Escuela de inverno en Didactica de la Matematica.

Buendia, G. (2004). Una epistemologia del aspecto periddico de las funciones en un
marco de practicas sociales. (un estudio socioepistemolégico). Tesis doctoral no

publicada, Cinvestav-IPN, México.

Buendia, G. (2006). Una socioepistemologia del aspecto periddico de las funciones.

Revista latinoamericana de investigacion en matematica educativa, 9 (2), 227 — 251.

Camarena, P. (2009). La matematica en el contexto de la ciencia. Innovacién educativa.
Volumen 9, nimero 46. Marzo 2009. Instituto Politécnico Nacional. Distrito Federal,

México.

Camarena, P (2012). La Matematica en el Contexto de las Ciencias y la modelacion.
Cuadernos de Investigacion y Formacion en Educacion Matematica. 2012. Afio 7.
Numero 10. pp 183-193. Costa Rica

Cordero, Francisco; Martinez, Enrique (2002). ElI comportamiento peridédico de una
funcion como un argumento contextual. La manifestacion del movimiento fuera del
instante. En Crespo, Cecilia (Ed.), Acta Latinoamericana de Matematica Educativa (pp.
55-60). México, DF: Comité Latinoamericano de Matematica Educativa.



236

Maldonado, E. (2005). Un analisis didactico de la funcion trigonométrica. Tesis de
maestria en ciencias en la especialidad de matematica educativa, Centro de Investigacion
y de Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional: Departamento de matematica

educativa, Meéxico D.F.
Ministerio de Educacion Nacional. (1998). Lineamientos: Matematicas. Bogota: MEN.

Ministerio de Educacion Nacional. (2006). Estandares Basicos de Competencias en

Lenguaje, Matematicas, Ciencias y Ciudadanas. Bogota: MEN.

Montiel, G. (2005). Estudio socioepistemoldgico de la funcién trigonométrica. Tesis de
doctorado en ciencias en matematica educativa, Instituto Politécnico Nacional: Centro de
investigacion en ciencia aplicada y tecnologia avanzada, México D.F.

Panhuizen, M. (2003). El uso didactico de modelos en la educacion matematica realista:
Un ejemplo de una trayectoria longitudinal sobre porcentaje. Educational Studies in
Mathematics, 54, 9 — 35.

Panhuizen, Marja. (2018). El uso didactico de modelos en la Educacién Matematica

Realista: Ejemplo de una trayectoria longitudinal sobre porcentaje (Segunda parte).

Pérez, |. (2012). Estudio de las aplicaciones de las conicas mediado por la modelacion
desde una vision analitica. Tesis de maestria en ensefianza de las ciencias exactas y

naturales, Universidad Nacional de Colombia, Santafé de Bogota.

Puig, L. (2001). Notas para una lectura de la fenomenologia didactica de Hans
Freudenthal. México: CINVESTAV.

Sanchez, H. (2014). Las funciones trigonométricas seno y Coseno a partir de sus
aplicaciones. Tesis de maestria en ensefianza de las ciencias exactas y naturales,

Universidad Nacional de Colombia, Santafé de Bogota.

Santacruz, O. (2005). Las funciones trigonomeétricas y el pensamiento variacional. El
caso de los textos escolares y las concepciones de los maestros. Tesis de licenciatura en

Matematicas y Fisica, Universidad del Valle, Santiago de Cali.



237

Santacruz, O. (2016). Una propuesta de aula para la ensefianza de las funciones
periddicas seno y coseno desde un enfoque variacional. Tesis de Maestria en Educacion

con énfasis en Educacion Matematica. Universidad del Valle, Santiago de Cali.

Tigreros, M. (2009). El uso de la modelacion en la ensefianza de la matematica.
Innovacion Educativa, vol. 9, nim. 46, enero-marzo, 2009, pp. 75-87. Instituto

Politécnico Nacional. Distrito Federal, México.

Vasco (2009). Pensamiento variacional y modelacion matematica. Universidad del
Valle, Universidad de Manizales. Cali, Manizales, Colombia.
Wills, D., Guarin, H., Takeuchi, Y. (1985). Hacia la Matematica Un enfoque

Estructurado 5: Segunda edicién. Santafé de Bogota: Temis.



ANEXos

UNA PROPUESTA DE AULA QUE VINCULA EL CONTEXTO
DE LA FISICA EN LA ENSENANZA DE LA FUNCION SENO

Universidad DESDE EL ENFOQUE DE LA EMR
alle
COLEGIO ANGLO AMERICANO
Nombre del estudiante: . Fecha: O 56’ 1 -1

Grado: décimo (10°)

Desarrolle de forma individual las siguientes actividades.

SITUACION 1: Reconozcamos fenémenos periédicos en nuestro sistema solar
La traslacién, la inclinacién de la tierra y sus estaciones

La Tierra que esta en continuo movimiento, presenta 4 tipos de movimientos: la traslacion,
la rotacion, la precesion y la nutacion. La traslacion es el movimiento orbital que describe
una trayectoria eliptica debido a la gravitacion, alrededor del sol (ver figura 1) que realizan
los planetas. Por su parte, la Tierra tarda 365 dias, 5 horas y 57 minutos, equivalente a
365,2422 dias en darle la vuelta al sol. Este tiempo que tarda el planeta Tierra en completar
una vuelta alrededor del sol se conoce como un afio. Asi, el afio del calendario usado hoy
tiene 365 dias y se realiza un ajuste cada cuatro afios para\compensar el tiempo que tarda en
darle la vuelta al solfl En la figura 1 se muestra la traslacion de la tierra alrededor del sol, asi
como los solsticios y equinoccios generados por este movimiento.

Penhako
3 Enero

Soisticio de invierno
21. Diciembre

Solsticio de Verano
21 Junio

Afeiio
3. ko

Eqgumacco ge (inda

23, Septembre
Figura 1. Solsticios y equinoccios en el hemisferio norte de la tierra, segiin su
ubicacion en la orbita alrededor del sol'.

! Tomada de http://www.microsiervos.com/archivo/ciencia/por-que-ano-empieza-1-enero.html.
Referenciada el dia 14 de marzo de 2017,
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De acuerdo con la figura 1, al lugar de la 6rbita donde la Tierra se encuentra mas alejada
del sol se le conoce como afelio y ocurre el dia 3 de Julio; y al lugar de la orbita donde la
Tierra se encuentra mas cerca al sol se le conoce como Perihelio y ocurre el dia 3 de Enero.

Asi, este movimiento y el grado de inclinacion del eje de rotacion de la Tierra (ver

figura 2), generan los fenomenos naturales y climaticos que dan lugar a las cuatro estaciones

del afio; asi, a los dias cuando se evidencian los cambios de estaciones se les llama solsticios
0 equinoccios, es decir, son dos solsticios y dos equinoccios. De esta forma, para el
hemisferio(norte el solsticio de invierno se presenta el dia 22 de dicie@;gkon ¢l cambio de

otofio a invierno'y €l solsticio de verano se presenta el dia 21 de junio; ademas, el equinoccio

de otofio se presenta el dia 23 de septiembre y el Wprimavem se presenta el dia

21 de marzo|(ver figura 1).

Vista desde el A
Polo Norte, la e

Tierra gira en :
senfido antihorario

sy ._,,'/lnclinacién del eje terrestre
230°

- o e

Figura 2. Inclinacion del eje de rotacién de la Tierra?

La figura 2 muestra que el grado de inclinacion de la tierra es de 23,5° respecto al eje
vertical, por lo que se evidencia que mientras que en el solsticio de invierno (ver figura 1) el
hemisferio norte esta mas alejado del sol, el hemisferio sur se encuentra cercano al mismo;
asi, la ocurrencia del solsticio de verano en el hemisferio sur es el mismo dia que ocurre el
solsticio de inverno para el hemisferio norte. Del mismo modo ocurre con los equinoccios,
mientras que el hemisferio norte el dia 23\de septiembre se encuentra en equinoccio de otofio,
el hemisferio sur se encuentra en equinoccio de primavera, >

.00 I4 de onio

2 \ )}

M\ ~

e
- nnadn <%= Pt
2 Tomada de http://juanbascon.blogspot.com.co/2010/09/blog-de-recursos-y-material-de-estudios.html.
Referenciada ef 13 de marzo de 2017. e ~N NN AD
€. 0RO 24
b & (
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Tarea 1: Interpretando Ia traslacién de la tierra

Teniendo en cuenta la informacion dada en el texto: La traslacion, la inclinacion de la tierra
Y sus estaciones y las figuras 1y 2, responda las siguientes preguntas:
V1. a. En qué consiste el movimiento de traslacion de la tierra.

b. Explique qué es un afio bisiesto.

2. a. Complete la siguiente tabla, tomando como referencia que el afio 1600 fue bisiesto.

Aifio 1789 | 1880 | 1900 [ 1980 [ 1990 | 2010 2016 | 2022 | 2030

Bisiesto e rd

No / \

bisiesto >< >< X | X X
Tabla |

b. Explique como determin la clasificacion de cada afio.
V3, a. Indique los afios bisiestos comprendidos entre 1579 y 2021,
b. Explique los aspectos que tuvo en cuenta para determinar los afios bisiestos.

V. 4 Indique verdadero (V) o falso (F). Justifique sus respuestas.
a. Todo afio bisiesto es par ().

b. Todo afio par es bisiesto (). ¥ JOEAUON S o Q.

¢. Si1580 es bisiesto, entonces 1600 es bisiesto ().
Tarea 2. Estableciendo relaciones entre los hemisferios y las estaciones.

V1. De acuerdo con el texto “La traslacion, la inclinacién de la tierra Y sus estaciones”
y las figuras 1 y 2, determine:
a. Qué dias se presenta el solsticio de verano y el solsticio de invierno para un pais
ubicado en el hemisferio sur.
b. Explique cémo determino estos dias.

2. a. Indique para cada una de las fechas dadas, si el pais se encuentra en un solsticio
de invierno o en un equinoccio de primavera.
Paises 21 de 15 de 22 de 21 de 23 de
septiembre | abrilde | diciembre Junio de | septiembre
de 2019 2025 de 2030 2031 de 2028

N[ Canadd P& puyowera S0 0] S w0 [0 Pimaea ] OX0RO

S Chile J(V: e 0 1€ oD . P :v..\w,\C'ﬂ\O 2. PamvO
N| Francia 10 (0 0uwoeals NNOIOIS O RD D Dyienand©- QSO
M Espatia [0, A Dumeveral €. inverno [ 1 NOOMOIR Paerg] ©- OHSRO
S | Sudafrica S 40 1m0, AESRO € Dvimavera |§ . nune0o]€. Do Gucal
Tabla 2
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b. Explique la manera como estableci¢ la relacion entre las fechas, los solsticios y los

_ equinoccios para cada pais. /. \( (\J\\G\(Qr 9 S Q\ “\)C ns ONQnCT on Q (

{ D U\f P Y ! \ ( N

3. a. Complete la tabla 3 e indique la estaclorg en\la que se encuentra cada pais. et o
Fechas 24de | 16de 15 de 25 de 30 de 29 de 10 de

marzo | junio | febrero | diciembre | julio | septiembre | octubre

Paises Estaciones del afio
N Canada WEOOLUVIWnOINSRae  [SSSR G S ;“S*_"j"? O GO | ,"“N‘,i"j:j‘:-‘
! PARCGL(A RO O OO [rouenO OO oD RN
“| Chile O O QQ\)\VO‘L\” SOVMAROT TREH 0 KSismuo [ECK )\v\omo (e NINTTITSS
> Oon0  JASO ARO[ yoon0 oo [PaienCNRIQL [y O
\\ | Francia [ V‘C((,\O LU0 [RITROT T\(T\00  [SOWR K GHU\Y\J(UO OQ\.\\\ oL

DU D 000 16 | INUIBIND koo [ WR@ed
) Espaﬁa cq\ﬁ‘\‘,(p\\ EONOLUDI~ oo [SOVEHi cad  POSHUO
PueeOUR0 pavaul@ oo finuieno [udono a0

A0 OO0

O

Sudéfric oo Qfl,u g*x""sa\shuo O UL | Soxnay@n
gy B B N X ( A
& Sa% g o \)@10(\0 N olls \e] OO PrpQEIA - By ¥
Madagas QC{U\MUU @}J\r_ A0O0 :}Q\S«\'\L\Q S\ SR SN0 VGunaas | QAU
ORC WD 3 - \ I
| car SASARE ik QOO MO | VD By o] Wy
N A UNOO RURIROCOTISHIORGD  [SOSA0 N PO (LD [EAUINGIO0
W | Japén QC\ o \ A0S [SATS. E&)ﬁ‘ﬁxu C_Qu\ POTD T
& OO ROV IGY U ARG ¢ ,;_;,‘.\)’v Qe S0 [OGAnOtG T
\ Indla Y § Al al 00| maeno E1 Qo e (“:‘1:};.-"\1:\,

Tabla 3

b. Explique como estableci 1a estacion para cada uno de los palses en las fechas
indieadas I RODECINCO ™ O G hOWHENT ka5 on ALp |
A0l ON0-
4. De acuerdo el texto “La traslacion, la inclinacion de la tierra y sus estaciones” y la

figura 1, realice un esquema de los solsticios y los equinoccios en la tierra para el
hemisferio sur. 1) lbu0 ot 0s.

Tarea 3. Reconociendo regularidades periédicas
1. a. Silos afios 2000, 2008, 2012 y 2016 fueron afios bisiestos, determine 5 afios que
ol 2078
> AR U onb Sues
¢. Determine el tiempo que transcurre entre dos afios bisiestos consecutivos.

Justifique su respuesta.V |\’ W(QAV\ (oue 4 CYY\D ‘jC\ Que Son bse
OV C"{ V40,

2. a. Determine el tiempo que transéumdd entre cada so]stmo de invierno para una

vayan a ser bisiestos. 1/||§ 200 200U-N040

b. Explique la manera como predijo estos afios. Y\ (i

persona que se encuentre en el hemisferio norte.

TYC“P\ COY ‘Q 4_7 C,\“(\‘\ B C\(\/\\C L (¢ \C1 SO v\ r N O (‘X) i\{\\\}\@ ii\(“
X\\ QU A Q({ <4 X\ N ON o : NS \ F A A *(»’ \‘j§~\
S‘J\Qﬂ\@"\* C oWl A Jea Qu "GR0-
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Explique su respuesta.

b. Compare el tiempo transcurrido entre cada solsticio de invierno y tiempo transcurrido

entre cada solsticio de verano. Realice algunas conclusiones al respecto.

¢. Transcurre entre cada solsticio de invierno (entre cada solsticio de verano) en el

hemisferio sur, el mismo tiempo que en el hemisferio norte. Explique a que se debe

esta regularidad de tiempo transcurrido.

3. a. Transcurre el mismo tiempo entre dos solsticios de invierno y dos solsticios de
verano consecutivos para el hemisferio norte. Justifique su respuesta.
b. Transcurre el mismo tiempo entre dos solsticios de invierno y dos solsticios de
verano consecutivos para el hemisferio sur. Justifique su respuesta.
¢. Se puede decir que el tiempo que transcurre entre dos solsticios de invierno y
dos solsticios de verano consecutivos es el mismo. Explique su respuesta.
4. Identifique la regularidad (en meses, dias transcurridos) que se puede asociar a la
variacion de:
a.  Los aflos bisiestos.
b.  Los solsticios de verano
¢.  Los solsticios de invierno
d.  Los equinoccios de primavera
e.  Los equinoccios de otofio.

5. a. Explique qué entiende por fendémeno periddico.

b.

Determine cuales de fenomenos mencionados en el punto 4, son periddicos.

Explique su respuesta.

c.
d.

Para aquellos que sefialo como periddicos, establezca el periodo.

Cite tres ejemplos de fendmenos periédicos diferentes a los aqui expuestos.
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UNA PROPUESTA DE AULA QUE VINCULA EL CONTEXTO
DE LA FiSICA EN LA ENSENANZA DE LA FUNCION SENO

Universidac DESDE EL ENFOQUE DE LA EMR
et Va
COLEGIO ANGLO AMERICANO
4 /05 110
Nombre del estudiante: _ _ Fecha: 4 O/ 1
Grado: décimo (10°)

Desarrolle de forma individual las siguientes actividades.
SITUACION 2: Un caso de funcién periddica: La funcién seno.

La ferris Wheel de Chicago

Chicago tiene un largo historial en cuanto a ruedas de la fortuna se refiere, la primera fue
inaugurada en 1893 como parte de la legendaria exhibicion universal. Actualmente, en el
Navy pier se encuentra la ferris Wheel de Chicago que mide aproximadamente 200 pies de
altura (196 pies). Esta rueda hace parte de una serie de atractivos que posee la ciudad de
Chicago a orillas del lago Michigan que es uno de los lagos mas grandes de Estados Unidos.
En la figura 1 se muestra una toma de esta Noria'.

Figura 1.Vista de la Ferris Wheel de Chicago?

! Noria es un artilugio de feria consistente en una gran rueda con asientos que gira verticalmente. Tomado

de http://dle.rae.es/?id=QcCVyi3. Citado el 30 de marzo de 2017

2 Tomado de: Fuente: https://navypier.com/centennial-wheel/. Citado el 30 de marzo de 2017.



Este atractivo tiene como fin disfrutar de una vista de 360° del lago Michigan y de la ciudad
de Chicago por ello la velocidad de la Noria es lo suficientemente baja para que los turistas
puedan abordarla sin que esta se detenga. Esta velocidad es tal que en 1 minuto la Noria gira
10 grados. Este giro lo realiza en sentido contrario a las manecillas del reloj.

Tarea 1: Representando la situacién

La figura 2 muestra un esquema de la Noria y una estructura que se encuentra a la derecha
de esta, la cual tomara como plataforma donde los turistas abordan la ferris Wheel para su
recorrido por los aires de Chicago.

Nivel de |a plataforma

Suelo

Figura 2. Esquema de abordaje de los pasajeros a la Noria.

Teniendo como referencia la figura 2, para una persona que aborda la capsula de la Noria:
sea t el tiempo transcurrido (en minutos) desde que inici6 el recorrido y h la altura (en pies)
que alcanza la capsula sobre el nivel de la plataforma. Tenga en cuenta que la altura de la
capsula esta determinada con respecto al nivel de la plataforma.

Por tanto, la posicion de la capsula por debajo del nivel de la plataforma, se tomard como:
— h. Asi, la altura méaxima para la capsula seria de 100 pies y la altura minima para la capsula
seria de —100 pies. A cada 100 pies se le llamara 1 Unidad de altura y se denotara como U.

1. a. Complete la siguiente tabla realizando la equivalencia entre la altura en pies y la
unidad de altura U.
Tabla 1. Conversion de unidades: pies a unidades de altura.
Altura [pies] 100 | s [48,5 {-75 1000 [-100{65 |-654
Unidad de alturafU]| 1 [025 [0.49{-O%j1 (08 [-1 [0.65{-0¢

1
&
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b. Explique como completo la tabla 1 para los valores de la altura en pies y en
unidades de altura U.

c. Explique cuales son los valores asociados a la altura maxima y a la altura minima
que alcanza la capsula de la Noria durante el recorrido, en unidades de altura U.

d. Determine para qué valores de tiempo (en minutos) y para qué angulos la capsula
de la Noria alcanza la altura maxima y la altura minima. Explique como determind
estos valores.

La tabla 2 relaciona las medidas realizadas de diferentes alturas en unidades de altura U con
el angulo que ha recorrido la capsula de la Noria durante una vuelta.

Tabla 2. Relacidn entre altura y el dngulo recorrido por la cdpsula de la Noria

Altura | 0,00 | 0,50 | 0,71 | 0,87 | 1,00 | 0.71 | 0,50 | 0,00 | -0.50 | -0,87 | -1,00 | 0,00
)
Angulo
(grados)

a. Para 2 vueltas completas de la Noria determine los diferentes valores de los
angulos asociados a las alturas h de la capsula, dadas en la tabla 2.

b. Determine como identificé los valores de estos angulos.

c. Explique como determinaria los diferentes angulos asociados a la misma altura h
para la capsula, cuando la Noria realice 4 vueltas.

d. Describa el comportamiento de la Noria a partir de la relacion de dependencia
entre la altura de la capsula de la Noria y los dngulos asociados a esta. Explique
su respuesta.

2. Cuanto tiempo tarda la capsula de la Noria en realizar una vuelta completa. Justifique
su respuesta.
3. Si la Noria funciona de 9:00 AM a 6:00 PM, cuantas vueltas dara la capsula de la

Noria. Justifique su respuesta.
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Tarea 2: Reconociendo elementos periodicos de la Noria
Para el recorrido de la capsula de la Noria, de 9 am a 6:00 pm, se tiene en cuenta que el valor
inicial para el angulo es cero y se sigue sumando hasta que se detiene a las 6:00pm, asi se
puede tener angulos mayores de 360° en el recorrido de la capsula de la Noria, medidos en
sentido contrario a las manecillas del reloj.
1. a. Complete la tabla 3 para 6 vueltas de la capsula de 1a Noria.
Tabla 3. Relacion entre alturas y dngulos barridos por la cdpsula de la Noria.

Altura Angulo Altura Angulo Altura Angulo .
capsula [U] | barrido (°) | capsula [U] | barrido (©) | capsula [U] | Parrido (%)
T[ORS %s’| 5557 290 1630
EREDINNE ) M 25 | Se aqn i3
0,5000 PR e e L0000 -
‘L!‘liwj\ M‘ff}"‘ l4@i ~;Cg’50 ‘.‘; !r} \i"‘ii:\'
S (U %—‘«g; 19385°
Y0 |430 J
011490 ‘
1,0000 - - 0,8660 -0,7071
13D A2A0
430 [4050
1290 [1410 -
-0,5000 -0,8660 0,0000
1650|1790
20101170
STok
~SiiTe
b. Explique qué elementos tuvo en cuenta para completar la tabla. ( !
c. Identifique la regularidad asociada a los angulos para los cuales la capsula de la : ; G

Noria se encuentra a la misma altura. Explique su respuesta.
2. En un plano cartesiano realice una grafica que relacione la altura de la capsula con el
valor del angulo barrido, para 3 vueltas de la Noria.
3. Determine el intervalo minimo para el cual se repite la grafica.
4. Explique en qué intervalos la grafica crece o decrece.
5. Halle el valor maximo y el valor minimo de la grafica resultante.

ARdq
4

1y
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6. Una funcion es la relacion ordenada entre dos conjuntos A y B; donde A se le llama
dominio y B se le llama rango. La representacion grafica de una funcion f en el plano
cartesiano se reconoce porque para cada valor del eje x (elemento del dominio de la
funcion llamado pre imagen) existe un elemento UNICO del eje y (elemento del rango
de la funcién llamado imagen).

a. De acuerdo con la representacion grafica del punto 2 y la tabla 3, muestre si a
un valor fijo de angulo barrido por la capsula de la Noria se le puede asociar
mas de un valor de su altura.

b. Determine si la representacion grafica resultante en la pregunta 2 corresponde
a una funcidn. Justifique su respuesta.

Una funcioén f es periddica si para todo x que pertenece al dominio se cumple que:

f(x) = f(x + p), donde p € R*(es decir, p es un real mayor que cero) se conoce como el
periodo de la funcion. En otras palabras, la representacion grafica de una funcion periddica
se repite para un determinado intervalo, al menor intervalo en el cual se repite la grafica se
le llama periodo de la funcion.

7. a. De acuerdo con la definicion anterior determine si la representacion grafica
resultante es una funcién periddica. Explique su respuesta.
b. Establezca el periodo de la funcién. ;Como determind este periodo?
c. (Se puede afirmar que el movimiento de la Noria es periddico? Justifique su
respuesta. En caso de ser periddico cual es ¢l periodo del movimiento de la Noria,
En caso de NO ser periédico explique por qué.

Sea un punto P en el plano cartesiano de coordenadas (x, y), tal que la distancia de P al punto
O de coordenadas (0,0) sea constante e igual a 1. La funcion seno se define como el conjunto
de las parejas ordenadas (a, b) tales que la coordenada “a” hace referencia al angulo medido
en sentido anti horario y la coordenada b corresponde al cada uno de los valores asociados a
la coordenada y del punto P. La coordenada inicial del punto P es la coordenada (1, 0)*. De

esta forma, la representacion grafica de la funcién seno seria:

> ¢ U A
1 .

W §
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Figura 3. Representacion grafica de la funcién seno?

8. Compare la representacion grafica obtenida en la pregunta 2 (tarea 2), con la

representacién grafica dada de la funcién seno.

a. Corresponde la representacion grafica que realizé con la representacion

gréfica dada de la funcion seno en la figura 3.

b. Si corresponde, se puede afirmar que el movimiento de la capsula de la Noria
es modelado por medio de la funcién seno. Si no corresponde, describa los
elementos que diferencian estas representaciones graficas.

¢. Realice una explicacion de la representacion grafica de la funcién seno, en
términos de la posicion de la capsula o movimiento de la Noria.

9. (A partir de la relacion entre las dos representaciones graficas se puede concluir que

la funcién seno es una funcion periddica? Justifique su respuesta.

a. Determine el periodo de la funcion seno.

b. Compruebe para diferentes valores de la variable x que se cumple la igualdad
f(x) = sen (x) = sen (x + p) donde x pertenece a los niimeros reales yp

es el periodo de la funcion seno.
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UNA PROPUESTA DE AULA QUE VINCULA EL CONTEXTO
DE LA FISICA EN LA ENSENANZA DE LA FUNCION SENO

Ur::evle‘r,sl‘?ad DESDE EL ENFOQUE DE LA EMR
alle
COLEGIO ANGLO AMERICANO
Nombre del estudiante: . Fecha: A1 AO A\5

Grado: décimo (10°)
Desarrolle de forma individual las siguientes actividades.

SITUACION 3: Aproximindonos a fenémenos fisicos: la variacion de la funcién seno
Los movimientos oscilatorios en la Fisica

La traslacion y la rotacion de la Tierra, el movimiento de un electrén orbitando el
nicleo de un Atomo, el movimiento de un péndulo, las vibraciones de las cuerdas de un
instrumento musical, las ondas electromagnéticas tales como la luz y las ondas de radio, la
corriente eléctrica en los circuitos de corriente alterna y otros mas, son algunos ejemplo de
movimientos oscilatorios que estan asociados al desplazamiento alternante que caracteriza el
objeto en accion.

Un caso particular de los movimientos oscilatorios son los Movimientos Armonicos
Simples (MAS) los cuales presentan una periodicidad, es decir, que el movimiento se repite
en un intervalo minimo llamado periodo. El péndulo simple y el sistema masa resorte son los
casos mas conocidos de MAS en la fisica.

La figura 1 muestra un esquema de un sistema masa resorte y un péndulo simple.

Esticado : 'F vs0
ta)
1 {
> F=0
1 a=0 |
Relajado " v =-Vm |
ﬂ» :
90.00000¢
- K
Comprimido a=+am ' {

@ :

Figura 1. Masa resorte y péndulo simple.
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El sistema masa resorte

Un sistema masa resorte consta de un resorte que se encuentra fijo en uno de sus extremos y
una masa m unida al otro extremo del resorte. Un resorte se caracteriza por una constante de
elongacion K dada en [N/m]. Cuando es deformado una distancia x de su posicion de
equilibrio responde a una fuerza de restauracion igual a: F = —Kx.

Una de las caracteristicas de los MAS es que sus oscilaciones generan un movimiento
periédico, es decit, que se repite en un intervalo de tiempo llamado periodo. Asi, la ley de la
conservacion de la energia permite idealizar un sistema masa resorte cuando se desprecia la
accién de la Fuerza de Friccion o Fuerza de Rozamiento. La Frecuencia Angular w de este
movimiento se relaciona con las cantidades fisicas K ym, por medio de la siguiente
expresion algebraica:

K

W= |—
m

La figura 2 muestra un sistema masa resorte horizontal en una superficie ideal (sin friccion).

Figura 2. Sistema masa resorte ideal’

El sistema masa resorte de esta situacion consta de una masa de 1 Kg que esta unida a un
resorte de constante 1 N/m. La deformacion maxima — A en la figura 2 — que sufre el resorte
es de 1 m (la deformacion se mide horizontalmente desde el punto de equilibrio). Después
que la masa esta oscilando, se toma la posicion de equilibrio del resorte como punto inicial,
teniendo en cuenta que la masa sigue su recorrido hacia la derecha.

1imagen tomada de http://www.fatela.com.ar/trabajo_final svga/Spag3.htm referenciada el 21 de mayo de
2017.




Tarea 1: analisis de oscilaciones en un sistema masa resorte

1. a. Realice una representacion grafica del movimiento de la masa mostrando
algunas de las caracteristicas dadas para el sistema masa resorte.
b. Explique qué elementos consideré en la elaboracion de la representacion
grafica anterior.

2. El periodo, denotado por la letra T, se define como el intervalo minimo de tiempo
en que se realiza una oscilacién completa'y estd dado por una expresion que
relaciona la masa y la constante de elasticidad del resorte, asi:

= MO, (kg
T=2n|— A
= KAonGaliom { N ..-'/"TI

a. Identifique el tiempo aproximado que tarda una masa de 1 Kg en realizar una
oscilacion.

b. Explique en términos del sistema masa resorte, qué representa este valor de
tiempo calculado.'v qu S it 2 o A o G\stn

c. Relacione la grafica que reahzé en la pregunta la con el valor numérico del
periodo calculado en la pregunta 2a, de esta tarea. Qué puede concluir a partir
de esta relacion.

3. a. A partir de las condiciones dadas para el sistema masa resorte, determine la
posicion maxima y la posicion minima de la masa en relacion con la figura 2.
b. Es posible determinar la posicion de la masa oscilante después de iniciado su
movimiento, respecto al punto de equilibrio, para cualquier instante de tiempo.
Explique su respuesta.

4. La tabla 1 relaciona las medidas realizadas de diferentes desplazamlentos de la

/

masa en metros con el tiempo trascurrido. U st
Tabla 1. Relacion entre desplazamiento y tiempo trascurrido de la masa del sistema.
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Desplazamiento | 0,00 | 0,50 | 0,71 | 0,87 | 1,00 | 0.71 [ 0.50 | 0,00 | -0.5 | 0,87 | -1,00 | 0,00

[m] Ol spilvy b dagodob bag 9] 10| W0 | 0| 40

Tiempo o B Bape B8\ B VBB | o LFE M g o
[s] b ofi Bt B 6:f3 | 2

a. Para una segunda oscilacién completa de la masa determine los valores de
tiempo asociados a cada desplazamiento dado en la tabla 1.
b. Explique cémo identifico estos valores.

-
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5. a. Complete la tabla 2 usando diferentes tiempos asociados a cada desplazamiento
dado de la masa del sistema masa resorte.
lazamiento y tiempo transcurrido de la masa oscilante.

Tabla 2. Relacion entre desp

7(;3@‘

F‘_A Ti Ti Tiemp()
Dcspl;zamiento tran;ec?xlrp:do Despl)z;zamiento tranlsecl:ln'p;?do Despl)a;zamiento transcurrido
s Loy N D3Gl-43C
20y 1390 45 1405 )G~ 63¢
: Q0| 1350
0,5000 OMO 0,7071 %5 |15 -1,0000 -
14901820 LgS €4S ~13101-207)G
21992550 LG | %S A
10 450 60 |20 283 1565
€10 176 3€0 140 -5 136 9
1,0000 0,8660 -0,7071
13201890 ONBH - 1665 [-2023
2 50610 2205|2560 - 28539
210 S5 240> | -600) 0 PO
S50 1Y -GS |- a0
-0,5000 L : -0,8660 Sl el 0,0000 1080
SO RGO 46501 104G \Q00RGO
237y 20 - 2400 | 36 25001%€0

b. Justifique como complet la tabla.

¢. (Cuantas oscilaciones tuvo en cuenta para completar los diferentes tiempos
transcurridos asociados a cada desplazamiento dado?

equilibrio y el tiempo transcurrido.

En un plano cartesiano realice la representacion gréfica de la tabla 2.

Explique la relacion entre el desplazamiento de la masa desde el punto de

a. Explique por qué esta representacion grafica corresponde a una funcion.
b. Caracterice algunos elementos de la funcién que obtuvo en la representacion
grafica de la pregunta 6.




El péndulo simple

El péndulo simple consta de una masa, medida en kilogramos, atada al extremo libre de una
cuerda que estd sujeta en un soporte, como muestra la figura 3. Esta cuerda (de masa
despreciable) de longitud [ ests medida en metros. Las oscilaciones de la masa muestran un
movimiento periédico (cuando se desprecia el aire y se realizan las oscilaciones con un
angulo menor de 30°) gracias al efecto de la fuerza de gravedad de la tierra, o el planeta donde
se quiera imaginar la situacion ideal del péndulo simple. La gravedad se toma como 9,8 m/s?.
La frecuencia angular de este movimiento esté dada por la relacién:

l
La figura 3 muestra un péndulo simple (sin tener en cuenta la friccion).

L&

. ﬁ%""‘,

Figura 3. Sistema masa resorte ideal?

Condiciones iniciales del péndulo simple: Para esta situacion se va a imaginar un péndulo
simple compuesto por una cuerda de 9,8 m de longitud atada de uno de sus extremos a un
soporte (como muestra la figura 3) y con una masa de 3 Kg atada en su extremo libre. Se
pone a oscilar el péndulo simple idealizado, buscando no sobrepasar los 30° sugeridos para
este tipo de movimiento.

De esta manera, el maximo angulo desplazado hace referencia a los extremos del péndulo
simple (puntos de la trayectoria mas alejados del punto de equilibrio). Cuando la variacién
del angulo se realiza en sentido de las manecillas del reloj (es decir, la masa oscila hacia la
izquierda) se dice que la variacién es negativa y viceversa. Después de tener el péndulo
simple oscilando se mide el tiempo en que realiza una oscilacion. Para ello, se inicia a medir
el tiempo cuando la masa se encuentra en el punto més bajo del recorrido y moviéndose en
sentido contrario de las manecillas del reloj (es decir, Ppositivo).

2Imagen tomada de httg:[[www.fatela.com.ar[trabaio final svga/Spag3.htm referenciada el 21 de mayo de
2017.

259



El periodo del péndulo simple se define como el tiempo que tarda la masa en realizar una
oscilaciéon completa y depende exclusivamente de la longitud de la cuerda y de la gravedad.
Este periodo se representa por medio de la siguiente expresion:

l
T =2m {—
J;

Tarea 2: La funcién seno, el caso del péndulo simple.

1.

a. Realice una representacion grafica del movimiento de la masa del péndulo simple
relacionando los elementos dados en las condiciones iniciales para el mismo.

b. Compare esta representacion grafica del péndulo simple con la representacion
grafica realizada para el sistema masa resorte en la pregunta 1a. concluya al respecto.
En la tabla 3 se presenta la relacion entre el angulo desplazado y el tiempo
transcurrido en una oscilacion del péndulo simple.

Tabla 3. Relacion entre dngulo desplazado y tiempo transcurrido para el péndulo simple.

260

Angulo
desplazado 0,00 0,500,71 | 0,87 | 1,00 | 0.71{0.50 | 0,00 -0.5 | -0,87 | -1,00 | 0,00
[A]
tiempo 0 E E E E 3’_75 ET_E - ﬁt. iT_t _?.’_7_1: A
[s] 6 L4 1 8. 3 g ¢ 6 3 2

a. Para una segunda oscilacion, encuentre los valores de tiempo trascurrido para los
angulos propuestos en la tabla 3.

b. Se puede afirmar que el movimiento del péndulo simple corresponde a la misma
relacion matematica que modela el sistema masa resorte. Justifique su respuesta.

En un plano cartesiano realice una representacion grafica del angulo desplazado

respecto al tiempo transcurrido para 2 oscilaciones del péndulo simple. Explique qué

elementos tuvo en cuenta para elaborar esta representacion grafica.

a. Explique porque el periodo de rotacion de la capsula de la noria, ¢l periodo de

oscilacion del sistema masa resorte y el periodo de oscilacion del péndulo simple,

corresponden a un mismo valor numeérico.

b. De la razon por la cual la variacion de la representacion cartesiana para el caso del

movimiento de la noria, del sistema masa resorte y el péndulo simple corresponde a

una misma representacion grafica y funcional.

Después de haber realizado las tres situaciones propuestas, indique:

a. Qué es una funcion periddica.

b. Qué es la funcion seno.

c. (Por qué la funcién seno es una funcién periodica?

d. (Qué tipo de fendmenos fisicos pueden ser modelados a través de la funcién seno?

Realice algunas conclusiones matematicas que vinculen el trabajo realizado en las

tres situaciones (afios bisiestos, estaciones del afio, movimiento de la capsula de la

noria, sistema masa resorte y péndulo simple).
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