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RESUMEN

Con la certeza que el curso de algebra lineal es una fuente de frustraciones para estudiantes,
maestros e instituciones educativas y con la idea de aportar elementos que orientan la reforma
del curso de algebra lineal ofrecido a la licenciatura en Matematicas de la Universidad del Valle,
en este trabajo se presenta un analisis histdrico con vocacion didactica de las raices de los

conceptos modernos sobre los que subyace el concepto de espacio vectorial.

A lo largo del trabajo se presentan dos lineas de accién que se interrelacionaran
constantemente, la linea Histdrica y la linea Didactica. Uno de los primeros momentos de este
trabajo estd enfocado en realizar una historiografia que permita conocer como se fue
consolidando el concepto de espacio vectorial, qué conceptos subyacen alrededor de éste y
coémo se relacionan; alli mismo identificaremos distintas etapas de retroceso, avance, cambios
de paradigmas, obstaculos, que aporten alguna informacion Gtil al andlisis didactico. Para esta
historiografia, centraremos nuestra atencion en la etapa comprendida entre 1545 con Girolamo
Cardano (1501-1576) situando, en medio de la teoria de ecuaciones, los primeros casos
particulares de espacio vectorial; hasta 1888 con Giuseppe Peano (1858-1932), quien presenta

la primera axiomatizacion sobre espacios vectoriales.

A partir de los resultados de estos analisis, volvemos a centrarnos en la didactica para aportar
elementos conceptuales que permitan caracterizar problemas que se dan en el momento de
ensefar. La investigacion historica- epistemoldgica, nos permite identificar obstaculos que se
dieron en la construccion del conocimiento y que, en algunos casos, al momento de ensefiar se
repiten, es asi como estas reflexiones ofrecen elementos que permiten disefiar estrategias para

la caracterizacion y superacion de obstaculos.



A lo largo de este trabajo utilizamos la metodologia que propone el historiador Jean Luc
Dorier, quien presenta una perspectiva tedrica novedosa basada en crear una dialéctica entre las
investigaciones en didactica y las investigaciones en historia, a través de una reflexién
epistemoldgica continua entre ellas. Se propone pensar la historia de las matematicas para que
permita, mediante algunos aspectos epistemologicos, tener una implicacion en la Didactica de
las matematicas, es decir, que el didacta pueda aprovechar la riqueza histérica de un concepto
a la hora de seleccionar sus variables didacticas y disefiar estrategias para intervenir en
situaciones. También se propone ver la didactica de las matematicas a través de una
epistemologia, que podriamos llamar epistemologia didactica, nos permite encontrar respuesta

de las précticas del saber que no es posible encontrarlas solo en la historia de las matematicas.

Finalmente, a modo de conclusiéon se dan algunas recomendaciones con respecto a la
formacion de profesores en cuanto a los énfasis y a quienes estan a cargo de este proceso.
También a la luz de las reformas actuales y algunos documentos rectores formulamos algunas
pautas que deberian guiar el disefio de las propuestas de curso de algebra lineal para la

licenciatura en matematicas.

Este documento se consolida como un material de consulta, tanto para estudiantes y

profesores, como para didactas e historiadores de las matematicas.

Palabras claves: Historia de las matematicas, historia del algebra, Didactica de las
matematicas, algebra lineal, espacio vectorial, Educacion matematica, formacion de profesores

de matematicas



INTRODUCCION

En el capitulo 1 se desarrolla un recorrido historico de donde se rescatan algunos elementos,
hechos y propuestas de la comunidad matematica, que sirven luego de base para consolidar los
conceptos modernos del algebra lineal. Se aborda este recorrido presentando un aparte
importante de la teoria de ecuaciones, a través del trabajo de Cardano, Tartaglia y otros. Este
relato histérico epistemologico deja ver cdmo emerge el concepto de nimero complejo y como
la influencia de lo geométrico, como paradigma de validacién, orienta la busqueda de la
representacion grafica de los nimeros complejos que desemboca en la aparicion del vector
geométrico y el posterior estatus alcanzado por estos al protagonizar la Gltima y mas aceptada
version de las demostraciones de Gauss del teorema fundamental del algebra; con ellos se
muestra también el advenimiento del conjunto y las operaciones que se convertiran en uno de

los mas importantes casos particulares de espacio vectorial.

En el capitulo 2, se continda con el recorrido historico, teniendo como objetivo ubicar hechos
histéricos importantes para la construccion de conceptos del algebra lineal, en particular
aquellos relacionados con el concepto de espacio vectorial, como, por ejemplo, independencia
lineal, rango, bases, teoria de matrices, entre otros. Se retoma la teoria de ecuaciones enfocando
nuestro interés en el punto de vista de Euler (1707 - 1783) en cuanto a la caracterizacion de la
naturaleza del conjunto solucién de un sistema de ecuaciones lineales a partir del analisis
cualitativo de la relacion existente entre las ecuaciones. En este punto del trabajo se manifiesta
claramente lo que hemos llamado analisis historico con vocacién didactica. Seguidamente se

dejar ver la emergencia de un caso particular de espacio vectorial en la teoria de matrices
10



presentada por Cayley. Por su gran valor en este analisis epistemologico y por su papel en el
camino hacia la axiomatizacion del concepto de espacio vectorial, se exhibe el trabajo de
Hermann Grassmann. Se finaliza este capitulo con la primera axiomatizacion de espacio

vectorial presentada por Peano.

En el capitulo 3 se pone a consideracion, a partir del analisis histdrico epistemologico que
se ha desarrollado en los dos primeros capitulos, algunas posturas y aspectos importantes de
caracter didactico. Se inicia este capitulo con un panorama general sobre la metodologia de
trabajo. La metodologia aplicada es la que propone Jean Luc Dorier que consiste en
interrelacionar investigaciones en Didactica e investigaciones en historia, a traves de una
reflexion epistemoldgica. Estas relaciones van en dos direcciones: en la direccion historia-
didactica de las matemaéticas, Dorier propone pensar la historia de las matematicas de tal forma
que permita, mediante algunos aspectos epistemoldgicos, tener una implicacion en la Didactica
de las matematicas, es decir, que el didacta pueda aprovechar la riqueza histérica de un concepto
a la hora de seleccionar sus variables didacticas y disefiar estrategias para intervenir en

situaciones.

En la otra direccion didactica-historia, propone ver la Didactica de las matematicas a traves
de una epistemologia, que podriamos llamar epistemologia didactica, que nos permite encontrar
respuesta de las préacticas del saber que no es posible encontrarlas solo en la historia de las

matematicas.

A lo largo de la presentacion de esta metodologia, se citan hechos de los capitulos 1y 2, de

tal forma que se rescatan aspectos interesantes que permiten recrear estas relaciones.
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Se continta con el andlisis didactico caracterizando una problemética asociada a la
ensefianza- aprendizaje del algebra lineal, el obstdculo del formalismo, que en términos
generales se asocia a la naturaleza formal de los conceptos, a la poca familiaridad con conceptos

u objetos previos y a los niveles de abstraccion que exige este curso.

En esta misma direccion se presentan los diferentes modos de descripcion por medio de los
que se puede validar el aprendizaje de un concepto, Para ello se recurre a la propuesta de Joel
Hillel, quien menciona 3 modos de descripcidn: algebraico, abstracto y geométrico; a la luz de
la propuesta de Hillel se muestra un ejercicio que se le aplica con frecuencia a los estudiantes
en el curso de algebra lineal y las interpretaciones que se pueden hacer a partir de los 3 modos

de descripcion.

Otra de las teorias de la que se habla, relacionada con los distintos tipos de razonamiento
gue presentan los estudiantes a la hora de aprender conceptos de algebra lineal, es la propuesta
por Anna Serpinska (2000); ella menciona que, en un campo general, uno de los aspectos que
afecta el razonamiento en los estudiantes es la tendencia a los calculos, por encima de estudiar
las formas teoricas del concepto; es decir, los estudiantes privilegian los algoritmos de

resolucion desconociendo la estructura que envuelve el concepto.

En los dos apartados siguientes, se caracterizan otros obstaculos identificados a partir del
analisis histdrico-epistemoldgico: privilegiar los algoritmos de solucién en los cursos de algebra

lineal y el referente geométrico en el desarrollo del concepto de espacio vectorial.

El primer obstaculo tiene que ver con el interés constante de la comunidad matematica, a lo

largo de la historia, por encontrar métodos de solucion de ecuaciones, y a raiz del éxito “parcial”

12



en esa busqueda, se fundo la idea equivoca de que, dado un problema, este se debe poder
resolver. Como se muestra, este paradigma no permite que se consideren otras posibilidades,
por ejemplo, un sistema de ecuaciones con infinitas o0 ninguna solucion. De otro lado, se
retoman algunos hechos histéricos que nos permiten ver el doble papel que juega la geometria
en el desarrollo del concepto de espacio vectorial, en algunos momentos sirve de marco de

validacion, mientras que en otros fue un obstéculo.

Al final de este capitulo, presentaremos una propuesta concreta, dirigida a los profesores,
para introducir los conceptos de dependencia e independencia lineal a partir de algunos

elementos que encontramos en el andlisis histdrico del trabajo de Euler.

Finalmente, en el capitulo 4, se presentan las conclusiones. Se sugiere a través de algunas
explicaciones la forma concreta de aprovechar este tipo de investigaciones en el acto mismo de
ensefar y aprender. Para esto mostramos el potencial que un trabajo de esta naturaleza tiene,
rescatando los aspectos filoséficos, didacticos, epistemoldgicos, entre otros. También se
describe parcialmente el cambio que actualmente sufren las licenciaturas, gracias a la Reforma
a las licenciaturas, resolucion 02041 de 2016 del Ministerio de educacion nacional. Se
argumenta una conclusion de caracter administrativo y politico que hace parte de los aspectos
claves que inciden en el buen desempefio de alumnos y maestros que se agrupan alrededor de

los procesos de ensefianza-aprendizaje que genera el curso de algebra lineal.

13



CAPITULO 0.

Contextualizacion del trabajo de investigacion.

En este capitulo, se expone, de manera general, la problematica que orienta este trabajo de

investigacion, los objetivos y la metodologia aplicada.

Planteamiento del problema

En la educacion matematica se plantea una problematica que tiene que ver con el aprendizaje
de conceptos de naturaleza abstracta en las matematicas, como es el caso del concepto de
espacio vectorial. Es un hecho que los estudiantes tienen dificultades en la transicién de la
aritmética al algebra en la educacion basica. Usualmente, se maneja la idea de que el algebra
constituye un cambio de registro elemental de nimeros a letras, desconociendo el transito
profundo que puede sintetizarse en el paso de lo concreto a lo abstracto; de los sistemas
numéricos al universo de las estructuras. Indudablemente, este aspecto no solo se presenta en
el nivel de la media y la basica, sino también en los cursos universitarios. Uno de los cursos por
excelencia, a nivel universitario, donde el estudiante se debe desprender de las representaciones
fisicas de los objetos matematicos y visualizar nuevos objetos a partir de las relaciones que se
establecen entre estos, sin importar su naturaleza en cuanto a objetos matematicos, es el curso

de algebra lineal.

Este curso representa para profesores, estudiantes e instituciones de educacion superior, una
fuente comun de frustraciones. Para los profesores, porque a pesar de que se aborda basicamente
un problema considerado elemental en las matematicas como es el caso de la linealidad, en su

practica este problema no resulta tan elemental y se con problematicas que se repiten tantas
14



veces como se enfrente a la asignatura, las cuales estan asociadas con los principales conceptos
de ésta; por citar algunos: sistemas de ecuaciones lineales, rango, dependencia e independencia
lineal, base, dimension, espacios vectoriales, etc. Para los estudiantes porgque se encuentran con
un panorama muy diferente a su experiencia anterior, encuentran la asignatura con un nidmero
importante de nuevos simbolos, al igual que de definiciones, teoremas, y muy ligada a los
procesos formales de justificacion y prueba en contextos totalmente abstractos; por ejemplo, la
teoria de los espacios vectoriales aparece como un dominio abstracto y formal. Asi también,
desde el punto de vista institucional, el algebra lineal se ha constituido en una asignatura
obligada para numerosos planes de estudio universitarios, técnicos y tecnoldgicos, como
también es motivo de preocupacion por los altos indices de estudiantes que reprueban la
asignatura, sin contar aquellos que cancelan la materia antes de terminarla, lo que afiade nuevos
componentes sociales y econdmicos al problema. En nuestro contexto local, la Universidad del
Valle, el curso de algebra lineal, ofrecido por el Departamento de Matematicas, presenta altos
indices de desercion y reprobacion: alrededor del 50% para estudiantes que lo toman por

primera vez.

Con base en los aspectos mencionados en el parrafo anterior, se puede afirmar que el algebra
lineal constituye una fuente propicia de investigacion sobre los diferentes fendmenos, asociados
a la Historia y a la didactica, que se presentan en los estudiantes, profesores y en los cursos en

general a la hora de trabajar con conceptos que exigen otro grado de abstracciones.

El concepto de espacios vectorial es tema central de nuestra investigacion dada la
importancia que tiene en el curso de algebra lineal y en el que se manifiestan muchas de las

dificultades que se han documentado sobre la ensefianza del algebra lineal, es de nuestro interés
15



estudiar desde una perspectiva histérica y didactica este concepto y algunos otros que subyacen
a él, como por ejemplo el concepto de dependencia e independencia lineal y rango, para ello,
en cuanto a la parte histérica, retomaremos algunos elementos de mi trabajo de grado titulado
“De las Ecuaciones a la teoria de Grupos, Algunos obstaculos Epistemologicos” (Chavarria
2014) en este trabajo se presenta el desarrollo historico de la resolucion de ecuaciones y se
realiza un andlisis epistemoldgico con el que se caracterizaron algunos obstaculos
epistemoldgicos, la pertinencia de retomar este trabajo esta dada por la relacion existente entre
la resolucién de ecuaciones y la consolidacion del concepto de espacio vectorial. Un elemento
importante que retomaremos de este trabajo y detallaremos a lo largo del capitulo 1y 2 es el de
la basqueda constante por la comunidad matematica del algoritmo para resolver cualquier
ecuacion, como lo mostraremos, este es un problema transversal al desarrollo histdrico del
algebra y por supuesto influye en los avances que se dieron hacia la consolidacion de la

estructura de espacio vectorial.

En esta perspectiva, nos proponemos reflexionar, a partir de una mirada histérica,
epistemoldgica y didactica, sobre la ensefianza del concepto de espacio vectorial, en nuestro
caso particular, en el curso de algebra lineal que se ofrece para los estudiantes de la Licenciatura
en Matematica de la Universidad del Valle, con el objetivo de aportar algunos elementos que

den respuesta a:

¢ Qué elementos teodricos del analisis historico epistemoldgico se pueden incorporar en la
propuesta curricular actual del curso de algebra lineal de la Licenciatura en Matematicas
de la Universidad del Valle, para ayudar a los estudiantes en el aprendizaje?

16



Metodologia.

Este trabajo de investigacion pone en juego la metodologia expuesta por Jean Luc Dorier,
matematico y doctor en Didactica de las Matematicas de la Universidad de Paris, quien
actualmente es profesor vinculado a la Facultad de Ciencias de la Educacion en la Universidad
de Ginebra, Suiza. Dorier ha investigado con especial interés los procesos de ensefianza y
aprendizaje del &lgebra lineal, involucrando la historia en sus investigaciones; entre sus obras

mas destacadas esta: Sobre la ensefianza del algebra lineal (2000).

Dorier plantea en su metodologia interrelacionar algunos elementos de investigaciones en
Historia de las Matematicas e investigaciones en Didactica de las Matematicas. Para ello

identifica dos focos o direcciones en la relacion entre Historia y la Didactica de las Matematicas:

Didactica de las Historia de las

matematicas Epistemologia de las matematicas

matematicas

llustracion 1: Investigaciones entre Didactica de las matematicas e Historia de las matematicas.

Recuperado de (Delgado C, 2005)

En la direccion historia didactica de las matematicas, Dorier propone pensar la Historia de
las matematicas para que permita, mediante algunos aspectos epistemoldgicos, tener una

implicacion en la Didactica de las matematicas, es decir, que el didacta pueda aprovechar la

17



riqueza historica de un concepto para seleccionar sus variables didacticas y disefiar estrategias

para intervenir en situaciones.

En esta misma direccion historia- didactica, Dorier considera que en el anlisis didactico se
debe estudiar la constitucion y evolucion histérica de un conocimiento matematico y su
desarrollo hasta llamarse saber ensefiado. Este proceso estd enmarcado en lo que conocemos
como “transposicion didactica”, tema que Dorier (2000) describe como un proceso complejo y

se aborda con algun detalle mas adelante.

Lo novedoso del trabajo de Dorier no solo va en la direccion historia- didactica de las
matematicas, sino que también propone un camino para ir de la Didactica de las matematicas a
la Historia: ver la Didactica de las matemaéticas a través de una epistemologia, que se puede
Ilamar epistemologia Didéctica, lo que permite encontrar respuestas de las practicas del saber

gue no son posibles encontrarlas solo en la Historia de las matematicas.

Los conceptos y fendmenos que se toman como objeto de estudio en esta investigacion de
corte historico, epistemoldgico y didactico son aquellos que tienen lugar en un sistema de
ensefianza, aun cuando es claro que la ciencia encargada del estudio de los fendbmenos que se
presentan en medio de los procesos de ensefianza aprendizaje es la Didactica de las
matematicas. Aunque el campo de observacion inicial esta en medio del dominio de
investigacion de la didactica, los analisis historico-epistemolédgicos deben velar por la
independencia, es decir, el investigador debe cuidarse de caer en el sesgo de refrendar

forzosamente en la Historia lo que se observa en los sistemas de ensefianza, es decir, el uso y
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la apropiacion de la Historia de las matematicas impone condiciones de rigor a la indagacion

historica por parte del didacta:

La labor en la investigacion historica se conduce independientemente del trabajo
didactico. En efecto, la reconstitucion de la génesis historica no depende en nada
del conocimiento de algn problema de ensefianza. En otros términos, hay que
abstenerse de un analisis demasiado superficial de la historia, que tenderia a
adaptar la realidad historica para apoyar mejor un supuesto de origen didactico.
(Dorier, 2000, pag. 33)

El andlisis de caracter epistemoldgico se toma de manera natural de la epistemologia de las
matematicas, en el sentido que se analiza la evolucion de los conceptos matematicos,
entendiendo la palabra evolucion en un sentido mas amplio, es decir, para el caso de los
conceptos matematicos esta evolucién no es lineal, por lo tanto, en el periodo de evolucion

podemos encontrar periodos de estancamiento, avance e incluso retrocesos.

Es asi como nuestra propuesta de investigacion tiene dos lineas de accion que se
interrelacionaran constantemente, la linea historica y la linea didactica. Uno de los primeros
momentos de este trabajo esta enfocado en realizar una historiografia que nos permita conocer
coémo se fue consolidando el concepto de espacio vectorial, qué conceptos subyacen alrededor
de éste y como se relacionan; alli mismo identificaremos distintas etapas de retroceso, avance,
cambios de paradigmas, obstaculos, que aporten alguna informacién Gtil a la linea de didéactica.
Para esta historiografia, centraremos nuestra atencién en la etapa comprendida entre 1545 con
Girolamo Cardano (1501-1576) hasta 1888 con Giuseppe Peano (1858-1932), quien presentd

la primera axiomatizacidn sobre espacios vectoriales. En este periodo de tiempo, se dieron los
19



mayores avances con respecto al algebra y la conceptualizacion de estructuras como la de grupo

y la de espacios vectoriales.

A partir de los resultados de estos andlisis, volveremos a centrarnos en la didactica para
aportar elementos conceptuales que permitan caracterizar problemas que se dan en el momento
de ensefar, la investigacion historica- epistemologica, nos permite identificar obstaculos que se
dieron en la construccion del conocimiento y que, en algunos casos, al momento de ensefiar se
repiten, es asi como estas reflexiones ofrecen elementos que permiten disefiar estrategias para
la caracterizacion y superacion de obsticulos. Dorier menciona que la historia le presta un
monticulo de observacion con el cual se puede ver en cualquier direccion, los momentos de
evolucidn, avance y retroceso en la constitucion de un objeto matematico, como también todos

los que a él subyacen.

Finalmente describiremos algunos aspectos generales, articulando el analisis historico con
las reflexiones didacticas realizadas al largo del trabajo, que se deben considerar en el curriculo

que orienta el curso de algebra lineal.
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Objetivos

Objetivo General:

e Presentar algunas de las bases historicas, epistemolégicas y didacticas de los elementos
conceptuales que sirvan de marco de referencia para la discusion de los procesos de reforma
curricular del curso de algebra lineal que se ofrece a los estudiantes de Licenciatura en

Matematicas ofrecida por el Instituto de Educacion y Pedagogia de la Universidad del Valle.

Objetivos Especificos:

e Realizar un andlisis historico epistemolégico desde Girolamo Cardano hasta Giuseppe
Peano de los conceptos que subyacen en el concepto de espacio vectorial.

e Caracterizar algunas etapas trascendentales en la constitucion del concepto de espacio
vectorial y los conceptos subyacentes a este.

e Realizar un analisis didactico a partir de los elementos que la Historia nos brinda para el

caso de la ensefianza y el aprendizaje del algebra lineal.
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CAPITULO 1

Raices del desarrollo historico del concepto de espacio vectorial

En éste primer capitulo se hace un recorrido histdrico por las nociones en las que se afirma
el concepto de espacio vectorial. Este recorrido nos llevara por las etapas de desarrollo,
estancamiento e incluso, mostraremos pasajes historicos en los cuales se podria juzgar, que se

presentaron retrocesos en el camino que conduce al concepto de espacio vectorial.

Siguiendo en la Historia de las matematicas el desarrollo del concepto de espacio vectorial
y con el fin de situar un punto de partida en nuestro andlisis histérico-epistemoldgico, se
encuentra un primer momento ligado con la resolucion de ecuaciones y con la evolucion

histérica del pensamiento algebraico.

La resolucidn de ecuaciones polindmicas no sélo fue objeto de estudio en si misma, sino que
también aportd ideas para construir nuevos conceptos matematicos; como es el caso del
concepto de nimeros negativos, el de nUmeros complejos y con la conexidn de estos ultimos
con la representacion geométrica de vector. Se trata de un largo proceso del cual se ponderara

aqui lo relativo al desarrollo del Algebra lineal.
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1.1 Busqueda de métodos para resolver ecuaciones.

A partir del siglo XII, Europa sufrié cambios importantes que impactaron el desarrollo de
las matematicas. Se acabaron las cruzadas con lo que también se cre6 un nuevo tipo de sociedad:
las burguesias. Estas eran personas que se dedicaban exclusivamente al comercio, lo que exigia
una mejor formacién en Matematicas. Se empezaron a formar las primeras universidades:
lugares donde las personas se dejaban ensefiar por aquellas que tenian mas conocimientos;
generalmente los que ensefiaban contaban con copias originales de libros antiguos y eran los
encargados de traducirlos y explicarlos a sus estudiantes. Hacia los siglos XIII, XIV, XV
aparecieron personajes distinguidos que aportaron al desarrollo del algebra y la aritmética, en
1545 se publicé una obra que se puede considerar una de las méas grandes aportaciones del
periodo renacentista al algebra y pieza fundamental para su desarrollo, Artis magnae, sive de
regulis algebraicis (del arte de las reglas de las ecuaciones algebraicas) de Girolamo Cardano

(1501-1576).

Cardano fue un reconocido matematico italiano que hizo importantes aportes a la estadistica
y el algebra; con respecto a la resolucion de ecuaciones logra dar un método completo para
resolver por medio de radicales la ecuacion clbica y de cuarto grado. Hasta este momento, otros
importantes matematicos, entre ellos Diofanto (280 d.C.) y Al-Khwarizmi (820 d.C.), habian
trabajado en la resolucion de problemas que se podian representar por medio de la ecuacion
cuadrética. La obra de Al-Khwarizmi deja planteada la resolucion de ecuaciones cuadraticas a
través de la completacion de cuadrados; Cardano pretendia hacer lo mismo con la ecuacion

cubica, es decir, queria encontrar un algoritmo general que resolviera este tipo de ecuaciones,
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esto se vuelve tema de interés para él y otros matematicos contemporaneos como Scipione del

Ferro (1465-1526) y Nicola Fontana (1499-1557).

La primera resolucion de una forma particular de la ecuacion cubica: “El cubo y la cosa
(incdgnita) igual a un namero”, que corresponde a:
x3+px=q
se debe a Scipione del Ferro (1465-1526), profesor de matemaéticas de Bolonia, quien no
public6 su demostracion.
Para la misma época, el matematico italiano Nicola Fontana (1499-1557) méas reconocido

como Tartaglia, present6 una solucion a los siguientes problemas:

e Encontrar un nimero cuyo cubo sumado a tres veces su cuadrado es 5. Este problema

corresponde a la ecuacion:

x3+3x*=5.
e Encontrar tres nimeros tales que el segundo de ellos supera al primero en 2, el tercero supera

al segundo también en 2, y cuyo producto es 100. Este problema corresponde a la ecuacion:

x(x+2)(x+4) =100,

Lo cual también se puede ver como:

x3 + 6x?% + 18x = 100.

Después de resolverlos, Tartaglia concluye que puede solucionar cualquier problema

asociado a la ecuacion de la forma:

x3 +px? =q.
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Tartaglia trabajod insistentemente en encontrar la solucion a la ecuacion cubica y aunque no
lo logro, en términos generales, si establecid un algoritmo para resolverlas que no tuvieran

término cuadratico, es decir de la forma:
3 —
x° +px =q.

En la obra el Ars Magna, Cardano reconoce el interés que tuvo por los algoritmos trabajados
por Tartaglia. A diferencia de Tartaglia, quien solo expone solamente el algoritmo para resolver
las ecuaciones cubicas que no tuvieran término cuadratico, Cardano lo interpreta y demuestra
tomando algunos resultados utilizando el referente geométrico, es asi como, basandose en

algunos resultados planteados por Euclides, demuestra la igualdad:

(a — b)3 = a3 — 3a®b + 3ab? — b3

e equivalente a:

(a—b)3 +3ab(a—b) =a®—-b3. (i)

Sien (i) tomamos
p = 3ab. (i)
q=a3-b3, (iii)
obtenemos:
(a—b)2+pla—>) =q.
Y por tanto se tiene que x = a — b es solucion de la ecuacion cubica:

x3+px=q, p,qE€ZT.
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Reemplazando b = % de (ii) en (iii), se tiene:

Que se puede reescribir como:

3

a3 —

—q = 0.

27a3

Multiplicando por a® obtenemos la ecuacion cuadratica:

3

27a3

(a®)? - —qa® = 0.

Aplicando la formula general para resolver ecuaciones cuadraticas, se tiene:

9
2

3

S

ad=-t |-+

q2
4

~

2

Que finalmente lleva a:

y de (ii):

3

qZ 3
b= | |+
4 +

7

=

RS

N

Tomando la soluciéon x = a — b entonces:



Después de esta demostracion de como se llega a la férmula para solucionar la ecuacién

clbica, Cardano hace la siguiente sustitucion:

Donde por (ii) y (iii) se tuvo que:

Ahora se puede escribir:

La anterior solucion ya habia sido planteada por Tartaglia en &lgebra retérica. A

continuacidn, se presenta el texto escrito por Tartaglia y su correspondiente traduccion a algebra
simbdlica:

Caso 1:

Cuando el cubo mas la cosa (incdgnita) es igual a un nimero

x3+px=q, pq€ZT,

se buscan dos numeros cuya diferencia es este nimero y cuyo producto sea igual al cubo de la

tercera parte de las cosas conocidas; la diferencia de sus raices cubicas es la cosa principal.
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Caso 2:
Cuando el cubo esté solo y es igual a la cosa mas el nimero
x3=px+q, pq€ZT,

se divide el nimero en dos partes tales que su producto sea igual al cubo del tercio de las cosas,

y entonces la suma de las raices cubicas de esas partes dara lo buscado:

wv=(Y),

u+v=gq,

x = Yu+ .

Caso 3:
Cuando el cubo mas el nimero es igual a la cosa:
x}+q=px, pqeZt.

Si se detalla detenidamente este caso, se resuelve similar al caso 2.
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Cardano no solo demuestra que las soluciones satisfacen la ecuacion, sino que presenta

algunos ejemplos (Rascén, 2003) :
Encontrar la cosa si el cubo y seis veces la cosa hace veinte.

x3 + 6x = 20.

Inicia tomando la mitad de la constante de la ecuacion, en este caso da como resultado 10 y

3 63
se eleva al cuadrado resultando 100. Se suma este resultado con Z_ que en este caso es o

8, se obtiene 108. Luego, se toma la raiz cuadrada de este valor, es decir v/108.

Ahora se establecen dos casos:

v108+10 +v108—10.

Se le llamara a la suma “binomio” y a la resta “apotoma”, luego el valor de la cosa es la resta

entre las raices cubicas del binomio y la apotoma:

x = [V108 + 10 — -|v108 — 10.

A continuacion, se comprueba que cumple con las condiciones que establecié Tartaglia:

u.v=_=8,
u—v =20
De donde la solucion es x = Yu — Vv.
Veamos:
p=6,q=20,
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u =108 + 10,
v =108 — 10,
u.v = (V108 + 10). (V108 — 10),

u.v =108+ 10v108 —10v108 — 100,
u.v =108 —100,
u.v=_=8.

Asi mismo:
u—v = (¥108 + 10) — (V108 — 10) .

u.v=20.
Efectivamente se llega a los resultados propuestos por Tartaglia.

Haciendo una observacion detallada del método propuesto por Cardano y Tartaglia para
resolver la cubica, que tiene coeficientes positivos, se encuentra que actualmente con este
algoritmo se puede resolver cualquier variacion de signos de la ecuacion cubica, es decir se

pueden resolver todas las ecuaciones de la forma:

Cardano no pudo llegar a esta conclusion, pues no se aceptaban los nimeros negativos ni las
raices complejas, a las que precisamente llamaba falsas. Ademas, cuando era necesario
establecia condiciones que se deben cumplir para llegar a resultados validos para él.

Por ejemplo, en el caso 2, Cardano establecid que se debia cumplir que:
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3 2
() =<G)-
3 2
Pues, de no ser asi, se encuentran radicales negativos. Este tema lo retomaremos mas

adelante.

Cardano le atribuye el crédito de este descubrimiento a Ludovico Ferrari (1522-1565), un

estudioso matematico que fue su secretario por un tiempo.

Del mismo modo, Cardano establecio, en el capitulo XIX, los diferentes casos para las

ecuaciones de cuarto grado, con el objetivo de no tener coeficientes negativos en una ecuacion.

A continuacién, se muestra el proceso, a partir de una mirada moderna, para solucionar la

ecuacion de cuarto grado. Si se tiene la ecuacion de la forma:
x*+ax®+bx?+cx+d=0.

El primer paso es realizar una sustitucion analoga a la de la ecuacion cubica, en este caso
para eliminar el término clbico de la ecuacion bicuadratica, para esto se hace

x=y—k:
-k*+aly-k3P+bly—-k)i?+ciy—-k)+d=0,

y* +y3(—4k + a) + y?(6k? — 3ak + b) + y(—4k3 + 3ak? — 2bk + 1) + k* — ak?®

+bk?—k+d=0,

haciendo el coeficiente del término clbico —4k + a = 0 se obtiene k = % y se llega a la

ecuacion:
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44 y2 3612+b + @ ba+1 + 3a4+ba2 a+d =0
yory 8 Y\8 ™2 256 ' 16 4 -

Que, con las sustituciones apropiadas se escribe como:
yt+py +qy+r=0,

introduciendo un parametro u,en esta Gltima ecuacién, se puede escribir:

2 2

y4+2yzg+2ﬂy2 +PM+%+#2+QJ’+T = 2uy2+pu+%+u2.
que equivale a tener:
2 2 .
(2 +2+u) =2my? —qy+ (12 +pu—r+2), (iv)

tomando el lado derecho de (iv) se puede hacer el siguiente paso:

( : 2\ |
. q W+ pp =1+
ZMKJ’ —2:0 o ,

para transformar esta expresion en un trinomio cuadrado perfecto debe pasar que:

2 2+ —r+p—2
q° KW TDH )

16u2 2u

y u debe ser la raiz de la ecuacion cubica auxiliar. Que, actualmente, se conoce como “la ctibica
resolvente” de la ecuacion cuartica:
8ud + 8pu? — 8ru+ 2p*u—q*>=0. (v)
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Esta ecuacion cubica se resuelve con los algoritmos planteados anteriormente por Cardano, sin
entrar en detalles en este paso, de la ecuacion (iv) y el razonamiento expuesto sobre la

completacion del trinomio cuadrado perfecto, se tiene que:

Si u, esunaraiz de la ecuacion:

2

2
P P
(y2+5+u) =2uy2—qy+<u2+pu—r+z>,

se puede escribir como:

()’2+§+#0 )2:2#0 (y— 1 )2.

de donde se encuentra que:

(J’2+§+ﬂo ) = /210y e

s - - a -
Y asi, se obtienen cuatro soluciones que, al reemplazaren x =y — " conducen finalmente las
soluciones de la ecuacion:
x*+ax®+bx?+cx+d=0.

Cabe sefialar que la resolucion de ecuaciones se validaba partiendo del referente geométrico.

Con respecto a esto, Cardano afirma que:

La sexta cosa a sefialar [es] que en cuanto el hombre haya llegado a conocer

todos los capitulos [ecuaciones] hasta el relativo al cubo, que son 19 [incluidos,
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hacemos notar, los de primer y segundo grado], tendra cuanto basta para
cualquier caso algebraico, porque hasta el cubo se encuentra la gradacion en la
Naturaleza: de hecho, hay lineas, superficies y cuerpos. Y las lineas
corresponden a la incdgnita lineal, las superficies a los cuadrados y los cuerpos
alos cubos. Por tanto, si sobre éstos hemos dado noticias suficientes, se conocera
todo lo que es necesario. En realidad, todo lo que afiadiremos mas alla, sera por
entretenimiento y no por el fruto que pueda obtenerse del [tal] estudio. Tales
capitulos sucesivos no existen verdaderamente de por si, sino por accidente, si
bien existen [formulas] generales (Cardano, 1993).

El éxito obtenido por Tartaglia, Cardano y Ferrari, entre otros, en la solucion por radicales
de las ecuaciones de grado tres y cuatro, deja la certeza de poder encontrar procesos por medio
de radicales que lleven a la solucion no solo de las ecuaciones de grado cinco, sino a las de
grado mayor y, por qué no, encontrar un método general, por radicales, para una ecuacién
polinémica de grado n; esto explica la razon por la cual la comunidad matematica por cerca de
tres siglos estuvo inmersa en esta tarea imposible. Sobre este hecho volveremos en repetidas
ocasiones. Mostraremos cOmo esta creencia es fuente de obstaculos para construir conceptos

como dependencia e independencia lineal.

Las técnicas empleadas por Cardano, en particular, la que consistia en reducir de término la
ecuacion mediante un cambio de variable, son consideradas en el trabajo de otros matematicos.
Un siglo después, Ehrenfried Walter von Tschirnhaus (1651-1708), plantea un método para
disminuir el grado del polinomio, generalizando de alguna forma lo propuesto por Cardano. Por
ejemplo, si se tiene el polinomio de grado tres, se hace la trasformacion de la forma,
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y =x%+ax + b,
que reduce el polinomio a la forma:
y3 =K.
Esto mismo se puede hacer para la ecuacion bicuadratica, procedimiento conocido como las

transformaciones de Tschirnhaus:

Las transformaciones de Tschirnhaus constituyeron la contribucion mas
prometedora a la resolucion de ecuaciones algebraicas durante el siglo XVII,
pero, no obstante, la eliminacién del segundo y tercer término mediante tales
transformaciones resultd ser totalmente inadecuada para la resolucion de la
quintica en general (Boyer, 2001, pag. 542).

El método que propone Cardano para la resolucién de las ecuaciones cubicas y bicuadratica,
es el motivo que impulsa a los matematicos de la época a la basqueda de resolucion de
ecuaciones de quinto grado en adelante. Estos métodos inducen, de manera natural, a los
matematicos la idea de que cualquier ecuacion se podia resolver por medio de radicales, la
busqueda de los algoritmos que completen el trabajo de Cardano es extendida por
aproximadamente dos siglos. Es Lagrange que da un cambio de perspectiva, sus
aproximaciones a la solucion de las ecuaciones de quinto grado por medio de la resolvente le
dejan la idea de la imposibilidad final de hallar el método. Con este mismo enfoque de
Lagrange, Abel y Galois determinan que no es posible establecer un algoritmo con radicales
para la resolucion de estas ecuaciones. Esta blsqueda, centrada en la emergencia de los métodos

de solucién de ecuaciones, termina desembocando en ejemplos particulares de lo que a la postre
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se convertiria en los conceptos de grupo, semigrupo, grupo normal y acercamiento a otras

estructuras principales en el algebra moderna.

1.2 Descartes y el método analitico.

Los aportes del matematico y filésofo francés René Descartes (1596-1650) marcaron el
desarrollo de las matematicas tanto en la geometria como en el &lgebra. Descartes trabajo en
matematicas, fisica y filosofia, dejando importantes ideas y propuestas para establecer cambios
y avances; fue uno de los personajes mas destacados entre la Edad Media y la Edad Moderna
por el cambio de mentalidad que propuso a partir de sus reflexiones, criticas y nuevas
propuestas; contribuyd a una nueva forma de pensar y utilizar las matematicas en la
investigacion cientifica: el método cartesiano, la geometria analitica y los avances en la
simbologia algebraica, son algunos de los aportes que impulsaron el desarrollo de las

matematicas.

Descartes aborda en su obra un problema de tipo geométrico, que lo lleva al algebra por
medio del uso de las ecuaciones y, una vez representado el problema en el lenguaje algebraico,
lo resuelve con procedimientos no geométricos. Lo que hoy Illamamos, Geometria Analitica.
Gracias a su novedoso método, los matematicos de su generacién cambiaron de manera dréastica

el paradigma del estudio de las curvas.

En resumen, el trabajo de Descartes incorpora un lenguaje simbélico que relaciona el algebra
y la geometria; el método por medio del cual estrecha esta relacion es el método analitico, que

consiste, en aceptar que esta solucion existe y, a partir de alli, remontarse por procedimientos
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l6gicos a un principio en el cual se funda tal solucion. Esta estrategia ya habia sido empleada

por Euclides, Arquimedes y Apolonio.

Descartes conocia los avances en geometria y algebra que se daban hasta ese momento.
Establecié una distincidén entre el pensamiento geométrico que apela a la representacion
figurativa, y el pensamiento algebraico que depende de la representacion general a través de un

lenguaje simbolico, en su obra célebre El discurso del método, manifiesta que:

En cuanto al anélisis de los antiguos y el algebra de los modernos, ademas de
gue no se extienden mas que a materias muy abstractas y que no parecen de
utilidad alguna, la primera esta siempre tan restringida a la consideracion de las
figuras que no puede ejercitar el entendimiento sin fatigar mucho la imaginacion;
y se esta de tal forma sometido, en la Gltima, a ciertas reglas y ciertas cifras, que
se ha hecho un arte confuso y oscuro que embaraza el espiritu, en lugar de una
ciencia que lo cultive. (Descartes, 1996)

En adelante se muestra con detalle que, en el apéndice Geometrie (1996), Descartes resuelve
problemas donde se debe buscar el lugar geométrico que satisface una condicion especifica;
para ello no solo propone encontrar una respuesta usando la geometria, sino también que la
curva, que responde al lugar geométrico buscado, debe tener una correspondencia con pares
ordenados de nimeros reales, que permitan establecer una ecuacion algebraica en dos variables;
esta correspondencia, que se basa en el método analitico, sentd las bases de lo que ahora se
conoce como “geometria analitica”. Este apéndice al igual que La Didptrica (Optica) y Los

Meteoros (Meteorologia) tenia como propdsito proveer de ejemplos sobre la aplicacion del
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"método™ de pensamiento que se presentaba en la parte principal del texto. La obra principal de

los apéndices es el “Discurso del método”. Descartes ubica la Geometria en este apendice.

Hasta este momento, las cdnicas se agrupaban en un conjunto de curvas llamadas solidas,
puesto que estaban ligadas al cono y los posibles cortes a éste. Cada una de estas curvas se
estudiaban por separado y las caracteristicas de éstas siempre eran subyacentes al corte sobre

el cono y por supuesto, a la figura geométrica.

Cabe anotar que, para Descartes, a menos que se pudiera mostrar el procedimiento por el
que se construia la curva geométricamente, el problema ain no se daba como resuelto. La
ecuacion algebraica asociada a la curva era el camino hacia la solucion, mas no era la solucién
del problema. Esta condicion que establece Descartes permite ver que la geometria seguia
teniendo un lugar privilegiado como método de validacién, aunque ya no tan preponderante
como en Euclides y sus contemporaneos, como la forma de validar cualquier conocimiento
matematico. La dificultad histdrica y epistemoldgica que por mas de diez siglos planteaba la
resolucion de este problema para los antiguos y que se advierte en la obra de Pappus, es
abordada por Descartes quien combina los métodos de la aritmética con los de la geometria.

La obra de Descartes es uno de los referentes para estudiar la constante interaccion entre el
algebra y la geometria, tema que abordaremos situando nuestra mirada didactica en el capitulo
3.

A continuacién, una descripcion del método analitico en la obra Coleccion Matematica de

Pappus:
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El andlisis es el camino que parte de la cuestion que se busca, suponiéndola
conocida, para llegar, por medio de las consecuencias que se deduzcan, a la
sintesis de lo que se dio por conocido.

Suponiendo obtenido, en efecto, lo que se busca, se considera lo que se deriva
de ello y lo que le precede hasta que, volviendo sobre los pasos dados, se llega a
una cuestion que ya se conoce o pertenece al orden de los principios; y este
camino se llama andlisis porque es una inversion de la solucién, mientras que en
la sintesis, por el contrario, suponiendo la cuestion, finalmente, conocida por el
andlisis, disponiendo sus consecuencias y causas en su orden natural y enlazando
unas y otras, se llega a construir lo que buscamos; y este método es la sintesis

(Descartes, 1947, pag. 53).

Antes de examinar en detalle el uso del método de analisis en la Geometria, se estudiara

brevemente su relacion con el método universal en el pensamiento filosofico cartesiano.

1.3 La basqueda del método universal.

La busqueda de un método universal no solo tenia una intencion desde el saber cientifico

sino también para la construccion de un saber filosofico. ElI cimulo de conocimientos

geométricos, fisicos, algebraicos y también filosoficos que tenia Descartes, se ven plasmados

en sumétodo. Para Descartes, el método es Unico independiente de la ciencia a la que se aplique,

ya que todas avanzan a través del razonamiento; el método universal se puede aplicar a

cualquier clase de datos y problemas. Para ese momento, la orientacion metodologica que tenian

los cientificos estaba fundamentada en el sistema metafisico y l0gico heredado de Aristoteles y
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los escolasticos, quienes sostenian que cada una de las ciencias debe tener un método propio

que responda a las diferentes caracteristicas de los materiales que dicha ciencia investiga.

El objetivo de Descartes al aplicar dicho método es crear una ciencia Unica y no una
coleccion de pluralidades de ciencias, separadas unas de otras. Al no encontrar dicho método
universal, Descartes se dio a la tarea de crear una matematica universal (mathesis universalis)
que se ocupara del orden y la medida independientemente de los objetos particulares como los
nameros, las figuras, los sonidos, los astros; el orden asociado a una cadena de conocimientos
donde uno sigue después de otro y, la medida a la relacion entre los objetos gracias a la unidad.

Descartes lo describe asi:

Asi pues, entiendo por método reglas ciertas y faciles, mediante las cuales el que
las observe exactamente no tomara nunca nada falso por verdadero, y, no
empleando inutilmente ningun esfuerzo de la mente, sino aumentando siempre
gradualmente su ciencia, llegara al conocimiento verdadero de todo aquello de
que es capaz. (Descartes, 1989, pag. 79)

En su obra Geometria, Descartes presenta una aplicacion de su método designado como el
“método cartesiano”. Comienza por establecer los pasos basicos que le permiten resolver
cualquier problema de caracter geométrico, es decir, una sistematizacion por medio de
principios, los que plantea en términos generales en su método: el primer principio es suponer

el problema como resuelto:
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Asi, si se quiere resolver algin problema, debe de antemano considerarse como
ya hecho, y dar nombre a todas las lineas que parecen necesarias para construirlo,

tanto a las que son desconocidas como a las otras (Descartes, 1947, pag. 53).
Este es un aporte crucial. Descartes parece mostrar que, para el establecimiento de una teoria
matematica nueva, es fundamental empezar por designar los objetos en un lenguaje y
someterlos a unos principios l6gicos para enunciar las propiedades de tales objetos. En este
punto, Descartes introduce la doble escritura para para lo conocido toma constantes a, b, c y
para lo desconocido toma variables x, y, z. Esta asignacion de simbolos que establece para las
incdgnitas, las operaciones y las potencias algebraicas, introduce el tratamiento que hoy es
habitual en las teorias matematicas que utilizan el lenguaje algebraico; lo que trae como
consecuencia que gran parte de los contenidos de los textos modernos se asemejen aun al

lenguaje usado por Descartes, tal como lo advierte Arboleda:

En términos modernos, Descartes dispone de los valores de los segmentos...en
“funcion” de x y y. Esto es, las distancias de C a cada recta participan de la forma
ax + fy +y = 0. Observemos el caracter inequivoco de la escritura que
Descartes esta introduciendo. EI procedimiento analitico le permite expresar sin
ambigledades distancias que se suponen conocidas en términos de cantidades

no conocidas x y y. (Arboleda, 2012, pag. 8)

1.4 Solucidn de Descartes al problema de Pappus
El planteamiento de Descartes para resolver el problema general de Pappus, permite

auscultar el método que aplica. Entre otros aspectos importantes, deja ver el camino para lo que
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hoy se conoce como geometria analitica. Aunque el establecimiento de una correspondencia de
lo que actualmente Ilamamos parejas ordenadas de numeros reales (con la salvedad que
Descartes no estaba en posesion ain de los nimeros reales) y los puntos del plano, le permitio
designar a las curvas del plano ecuaciones en dos variables; de lo que se deriva la construccion
de la teoria de las curvas algebraicas y la teoria de los polinomios asociada con ella. El aporte
de Descartes va mucho maés allé del instrumentalismo al que se le hace énfasis en la formacion
de profesores, donde la ensefianza de la geometria cartesiana se reduce al método instrumental
de las coordenadas, dejando de lado la comprension por parte de los docentes de aspectos

epistemoldgicos que son esenciales en la formacion de pensamiento algebraico.

Para Descartes el método filoséfico sobre las reglas del razonamiento estd intimamente
relacionado con su préactica matematica; no es algo acabado que anteceda a la matematica y que
se aplique paso a paso en la solucion del problema de Pappus; recordemos que Descartes ubica
la Geometria como apéndice del Discurso del Método. El método de analisis y sintesis, tal como
hoy se formula en Idgica y filosofia de las matematicas, tiene una adecuacion préctica en la

solucion cartesiana de Pappus.

El “problema de Pappus”, es descrito por Descartes asi:

Teniendo tres, cuatro 0 un mayor nimero de rectas dadas en su posicion, se
intenta hallar en primer lugar un punto a partir del cual se pudiesen trazar tantas
lineas rectas, una sobre cada una de las dadas, formando angulos dados, de modo
que el rectangulo formado por dos de las trazadas desde el mismo punto, guarde

una proporcion dada con el cuadrado de la tercera, en el caso de que no hay sino
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tres; o bien con el rectangulo de las otras dos sino no hay mas que cuatro; o bien,
si hay cinco, que el paralelepipedo formado por tres guarde la proporcion dada
con el paralelepipedo construido sobre las dos restantes y otra linea dada; si hay
seis, que el paralelepipedo construido sobre tres guarde una proporcién dada con
el paralelepipedo formado por las otras tres; si hay siete, que el resultado
obtenido cuando se multipliquen cuatro de ellas entre si, guarde la proporcion
dada con el resultado de las otras tres y también de una linea dada; si hay ocho,
que el resultado obtenido de la multiplicacion de cuatro guarde la proporcion
dada con el resultado obtenido de las otras cuatro. De este modo, tal cuestion
puede hacerse extensiva a cualquier otro nimero de lineas (Descartes, 1996,
pags. 400-401).

El problema se puede plantear para 3, 4 6 5 rectas, en ésta caso, se tomaran 4 lineas rectas

dadas. El problema se puede escribir en términos modernos asi:

Dados un numero par de rectas, encontrar el lugar geométrico de los puntos tales que el
producto de sus distancias, bajo angulos dados, a n de esas rectas se encuentren en una relacién
dada con el producto de las distancias, bajo angulos también dados, a las otras n rectas.
Descartes empieza llamando AB,AD,EF,GH a las lineas dadas. Una interpretacion del

problema que se quiere resolver se presenta en la siguiente figura:
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llustracion 2: Caso particular del problema de Pappus (dadas 4 rectas).

El método, mencionado en paginas anteriores, es utilizado por Descartes para resolver este
problema, por ello supone el problema como resuelto estableciendo una relacion entre las lineas

dadas y las que desea encontrar.

En lo que sigue se hace una presentacion moderna de la demostracion cartesiana teniendo
en cuenta a (Recalde, 2013; Monroy, 2011). Partiendo de la llustraciéon 2, se desea hallar el
punto C,y en general el lugar geométrico de todos los puntos C , de tal forma que después de
trazar los segmentos CB, CD, CF,CH 'y tener los angulos CBA= f, CDA=a , CFE =6,

CHG = ¢, el producto de CF, CD guarde una razon con el producto de CB, CH.

Una técnica que utiliza Descartes y que le permite llegar finalmente a ecuaciones algebraicas
a través de un problema planteado desde lo geométrico, es asignarles una longitud a los
segmentos: AB=x y BC =y. Asi toma AByBC como los principales segmentos,
seguidamente prolonga cada una de las lineas dadas hasta que se corten con la prolongacion de

BC: (ilustracion 3)

Descartes nombra los puntos de interseccion como S, R, T :
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lustracion 3: puntos de interseccion nombrados por Descartes en el problema de Pappus.

A partir de los datos que proporciona el problema, se encuentra que los triangulos
ARB,DCR,ESB,CSF,BGT y TCH son conocidos, por lo que Descartes los nombra y establece,

introduciendo un parametro z, las siguientes razones asi:

| AB_z
" BR b’
CR z

. —=-.
CD c

BE Z

. —=-=.
BS d

CcS V4

v, —=-
CF e

BG zZ

V. —==.
BT f

TC V4
VI, —=-.
CH g
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Dely AB = x , setiene BR = bx

Z

Teniendo en cuenta que BC = y, al calcular CR = BC + BR setiene CR =y + %

En este caso estamos tomando a B entre C y R. Descartes aclara (Geometria, pags. 31-32)

que si fuera R el que estuviera entre C y B, entonces CR =y — bZ—x. Asi mismo, si C estuviera

entre B y R, entonces tenemos CR = —y + bZ—x. La asignacion que establece Descartes entre

segmentos con cantidades, en la que involucra cantidades negativas, deja ver una idea implicita
de orientacién vinculada a magnitud. Esta idea no solo se ve en este momento historico, mas

adelante veremos que Wallis se apoya en esta para asignar nimeros a puntos en la recta.

Continuando con la demostracion, se tiene que de 11y el anterior resultado, se tiene que

CR bcx
y z?2

CD =

Tomando EA = k se tiene que EB = k + x.

2k+dx \, ¢S = BS + BC, de donde €S = X% ) = derdeday

Z z z

De 11l se tiene BS =

e (dk+dx+zy)
z

Con el resultado anterior y 1V, se tiene CF = - , calculando se tiene CF = gy +

dex dek
z?2 z2 '

Tomando AG = [ setiene que BG = | — x. (Teniendo en cuenta que en este caso A esta entre

By G), de V se tiene que BT = f“;l entonces CT = CB + BT — zy+1;l—fx_

Partiendo de V1 y el resultado anterior, se tiene CH = CTZ'g — 9ZyH/gl+fgx

72
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Si se reemplazan todos estos valores en la condicion que cumplen los puntos que pertenecen

al lugar geométrico del problema de Pappus, se obtiene:
CD.CF = k(CS.CH)
que corresponde a la ecuacion cuadratica general:
Ax?> + By*+ Cx+Dy+Exy+F =0.

Aungue en el caso de Descartes el término F se considera nulo, como consecuencia del
proceso de construccion que obliga a que las curvas pasen siempre por el origen. Esta expresion
analitica corresponde al lugar geométrico que resuelve el problema de Pappus de manera
general. Se trata de un objeto radicalmente diferente a los objetos euclidianos. Esta a su vez,

contiene como casos particulares todas las soluciones de las cénicas de Apolonio.

El trabajo de Descartes agota la geometria clasica y deja en evidencia un nuevo método que
asocia ecuaciones a curvas, lo que permite estudiar la naturaleza de las curvas como objetos de
caracter algebraico, ademas el objeto curva algebraica es epistemolégicamente distinto de la

geometria euclidiana a pesar de que se ha construido en el campo conceptual de ella.

La geometria clasica, como se detalla méas adelante, les presta a las matematicas en general
un cumulo de herramientas y resultados que estimulan la imaginacion, el mismo Descartes la
usa como instrumento para construir lo que a la postre se convierte en su mayor aporte, el objeto
curva algebraica. En particular, de la geometria clasica emplea la teoria general de las
magnitudes y el teorema de Tales (teoria euclidiana de la proporcionalidad). Que Descartes
apele a la geometria euclidiana es un asunto muy importante, filosofica y epistemologicamente,

para la ensefianza. El usa la geometria en el caso de la construccion del objeto que finalmente
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le permite dar un tratamiento mas general a los procedimientos euclidianos y superar varios
obstaculos de los libros aritméticos de los Elementos, como por ejemplo, el producto aritmético
de magnitudes que Euclides definia como un area, las ambigtiedades euclidianas en la teoria de
las razones y proporciones, reivindica el caracter epistemoldgico esencial del teorema de Tales

en la construccion de la ecuacion general de segundo grado, etc.:

Descartes no solamente resuelve el problema de Pappus para el caso mas general,
sino que emplea un enfoque radicalmente nuevo que le permite introducir las
curvas algebraicas y estudiar su naturaleza como objeto distinto a las curvas
euclidianas. En donde la solucion clasica del problema se reclamaba de una
conica, Descartes impone un nuevo objeto, la curva algebraica (Giusti, 2000).
Apolonio y Pappus exhiben construcciones singulares para casos particulares,
pero la solucion general estd fuera del alcance de la geometria clésica. Al
resolver el problema de manera completa, Descartes renueva la idea de lugar
geométrico. La solucidn cartesiana impone sustituir la curva como construccion
por la curva como ecuacion. (Arboleda, 2012, pag. 4)

Aunque con el trabajo de Descartes se salvan grandes obstaculos, como los que se mencionaron

anteriormente, ni €l ni sus contemporaneos consideraron los nimeros negativos abiertamente.

Con respecto a este tema, se profundizara en otro apartado.

La geometria analitica vino a imponerse después de la invencion del calculo infinitesimal con
la propuesta de Newton, es decir, 67 afios después (hacia el afio 1704) Newton utilizé de manera
sistematica la geometria analitica para la clasificacién de las curvas planas cubicas, la cual fue

publicada como uno de los apéndices de su Optica (Newton, 1704).
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1.5 El sistema coordenado cartesiano

En el problema de Pappus se puede evidenciar un sistema de coordenadas intrinseco;
Descartes designa como x al segmento AB y como y al BC (llustracion 4), ademés los nombre
como los segmentos referenciales para resolver el problema; es asi como forma un sistema de
coordenadas oblicuo en el que solo tienen lugar cantidades positivas porque no hay cambio de
orientacion de segmentos. Es claro que el sistema de coordenadas que incorpora Descartes
difiere del que actualmente se usa, lo que si se debe reconocer es que deja sentadas las ideas
para establecer el actual sistema de coordenadas. Como se pudo notar en la resolucién del
problema de Pappus, Descartes asigna letras x,y, a, b, c, ... a segmentos geométricos, mas no
las trabaja como numeros, sino que siguen siendo magnitudes geomeétricas a las que les fijé un

literal.

Para Descartes tampoco tiene sentido hablar del punto de coordenadas (0,0), ya que no
estaria asociada a ninguna magnitud; ademas el sistema de coordenadas estaba asociado a cada
curva en particular para estudiar sus propiedades, es decir, no contaba con un sistema de

coordenadas referenciales independientes de la curva a representar graficamente.

Las coordenadas cartesianas rectangulares con las que se cuenta actualmente son la
herramienta por la que la geometria analitica cobra sentido, ya que es la que permite expresar
la relacion algebra-geometria; ademas, tienen intrinseca una idea esencial de continuidad que
vale mencionar:

En la identificacion de cada punto del plano con un par ordenado (x,y) de
numeros reales que provienen de la proyeccién ortogonal en cada uno de los ejes

X'y y respectivamente, se esta asumiendo, en primer lugar, que la recta esta hecha
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de puntos, y que cada punto se identifica con un nimero real. En segundo lugar,
se presume que el plano también estd formado por puntos y cada punto se
identifica con una pareja de nimeros reales. En este sentido, el fundamento de
un sistema de coordenadas radica en el hecho de que asume el continuo
geométrico como hecho de puntos; esto es algo que no debemos olvidar si
deseamos ir al fondo en el significado y valor matematico de los sistemas de
coordenadas (Recalde, 2013, pég. 18).

El uso de los ejes ortogonales como se tienen actualmente se fue imponiendo como una
herramienta necesaria en la ubicacién de nimeros asociados a puntos. El primer uso de
coordenadas negativas se atribuye a Isaac Newton (1642-1727) en una coleccion de figuras y
graficos de los polinomios de tercer grado de su libro Enumeratio lineari tertii ordinis (Newton,
1704). Newton utilizé ejes perpendiculares y ademas incluy6 cantidades positivas y negativas.
De hecho, en algunas de las figuras utiliza la letra mayudscula X para nombrar el eje horizontal,
la letra mayUscula Y para el eje vertical y la letra mayUscula O para que designar el punto de
interseccion de ambos ejes. Aunque la autoria de Newton con respecto al sistema de
coordenadas se ha puesto en duda, pues al parecer en la traduccion en inglés hay gréficas que
difieren del tratamiento que realmente dio Newton al sistema de coordenadas, al revisar la
edicién en latin encontramos diferentes graficas que corresponden a un manejo de sistemas de
coordenadas tal como se habia mencionado. Algunas de las graficas que se encuentran en su

obra escrita en latin son las siguientes:
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lustracion 5:primer uso de coordenadas negativas

Recuperado de (Newton, 1704, p. 221-230)
Vectores y niameros complejos

En este apartado de nuestro analisis se destaca que, a partir del interés de establecer métodos
para resolver ecuaciones de tercer grado por medio de radicales, se encuentran con las raices
negativas e imaginarias; es decir, los matematicos se enfrentaron con cantidades que no se
podian asociar a segmentos, este hallazgo matematico tropieza con el método que planted
Euclides y, que, por muchos siglos, fue el paradigma de demostracion en matematicas. Aun asi,
el concepto de nimero imaginario logra superponerse al paradigma y encuentra su lugar a través
de su representacion geométrica que, tal como se mostrara en este apartado, termina dando lugar

al concepto de vector, y, mas adelante, a casos particulares de espacios vectoriales.

En el dlgebra lineal el concepto de vector adquiere su significado méas general. Esto es debido

al concepto central del algebra lineal (el de “espacio vectorial™), puesto que todo elemento de
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un espacio vectorial es Ilamado vector, sin importar su naturaleza en otros contextos
matematicos. Por ejemplo, el polinomio p(x) = x? es un “vector”, porque pertenece al espacio
vectorial P, (espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual dos). Se mostrara en
adelante el surgimiento del concepto de vector algebraico entendido como una n-upla de
nameros y su estrecha relacion con el desarrollo de la nocidn de vector geometrico. Este relato
inicia con el surgimiento de las cantidades negativas, los ndmeros complejos y sus

representaciones, nociones que lleva al concepto de vector geométrico y algebraico.

1.6 El surgimiento de los nimeros complejos, una mirada partiendo de lo algebraico.

La aceptacion de los nimeros negativos y de las raices negativas cobra un papel importante
en la evolucién de la geometria. Es a partir de los esfuerzos de representar tanto los nimeros
negativos como las raices negativas en forma geométrica que surge el concepto de vector
geométrico. Se sefialara el papel de Cardano, Wallis, Wessel, Gauss y Hamilton en relacién con

a la emergencia de vectores en el plano y el espacio

Cardano no solo trabajo en la resolucion de la cubica; también considerd varias formas de
ecuaciones cuadréticas, como, por ejemplo, x> + px = q, px — x> = q, x> = px + q

haciendo uso de nimeros negativos. Un ejemplo de ello es el siguiente problema:

Si alguien le pide a usted dividir 10 en dos partes, una que multiplicada por la
otra produzca 30 o 40, es evidente que esta clase de preguntas es imposible. No
obstante, vamos a resolverla de la siguiente manera. (Traduccion en ingles de

1968 de la obra en latin de Cardano, 1945, Capitulo XXXVII)
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Cardano se enfrenta a una solucion imposible que lo conduciria a partir de procedimientos

algebraicos a la raiz cuadrada de un nimero negativo. Cardano continda afirmando que:

Esto, sin embargo, es mas cercano a la cantidad que es verdaderamente
imaginaria (entidades sofisticadas) ya que las operaciones no se pueden realizar
con ella como con un nmero negativo puro, ni como en otros nimeros. ... Esta
sutileza resulta de la aritmética de que este punto final es como he dicho tan sutil
como inutil. (Cardano, 1993)
En la resolucion de algunas ecuaciones cubicas, en las que propone un interesante método
de resolucidn, también se encontré con nimeros negativos; para las ecuaciones cubicas que no

tenian el término cuadréatico de la forma:
x3+bx+c=0.

Establecié un método para reducir el término cuadratico y reescribirlas como una de las
formas que se vieron anteriormente. Cardano la transforma en una ecuacion equivalente que no

contenga el término cuadratico a partir de la sustitucion:
x=y—k.
Reemplazando esta igualdad en la ecuacion general x3 + ax? + bx + ¢ = 0 se obtiene:
v=—k)BP+aly—k)?+b(y—k)+c=0.

Haciendo procedimientos algebraicos:
y3 —3y%k + 3yk? — k3 + ay® — 2ayk + ak? + by — bk +c=0.

Reorganizando:
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y3 +vy%2(=3k + a) + y(3k? — 2ak + b) — k3 + ak? — bk + ¢ = 0.

Haciendo —3k +a = 0 se obtiene k = % y se llega a la ecuacion:

5 a? a 3 a3 a
y +y(3¥ —2a§+b)—¥+§—b§+c = 0,
la cual no tiene término cuadratico.
Haciendo:
a2 2a®  ba
la ecuacion anterior:
3 —
Yy +py=q,

que corresponde a una ecuacion cubica ya conocida.

Cardano enriquece su demostracién con varios ejemplos en los que reduce el término

cuadratico; a continuacion, se presenta uno de ellos:

Un oréculo le ordend a un principe construir un edificio sagrado cuyo espacio
deberia ser de 400 cubits, del cual lo largo debe ser seis mas que lo ancho y lo
ancho tres mas que la altura. Se deben encontrar estas cantidades. (Rascon, 2003,
pag. 50)
Si se llama y a la altura, entonces se tendra:
Ancho: y + 3 largo: (y + 3) + 6,
de donde se tiene la ecuacion:

vy +3)( +9) =400,
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que resulta siendo una ecuacion cubica:
y3 + 12y?% + 27y = 400.

Aplicando el procedimiento visto para eliminar el término cuadrético, se hace:
y=x—kdondek =2=2=4
3 3

Reemplazando:
(x —4)3 +12(x — 4)? + 27(x — 4) = 400,

finalmente se llega a la ecuacién cubica:
x3 =380 + 21x,

que corresponde a una ecuacion del caso 2 (pagina 29) planteado por Cardano y que tiene como

solucioén:

3
x= J190 + V35757 + 3\/190 — /35757,

De aqui se concluye que una de las raices es:

3 3
y = \/190+\/35757+ \/190—\/35757+4.

A continuacidn, se presenta otro de los problemas resueltos por Cardano que corresponde, en

términos modernos, a resolver la ecuacion:
x3 4+ 26x = 12x% + 12,

Reduciendo el término cuadratico con el método planteado por Cardano, haciendo x = y + 4,

corresponde a la ecuacion:
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x3 =22x + 36,

de la cual Cardano afirmo que:

Por lo tanto, habra tres soluciones, la primera de las cuales es V19 + 1 y es

verdadera; la segunda es falsa 'y es —(¥19 — 1); y la tercera es también falsa y

es 2. Suma estas individualmente a la tercera parte del coeficiente del cuadrado,

y tendrés tres soluciones las cuales son: (18) 5+ +/19; (22) 5 —+/19; (3?) 2
(Cardano, 1993).

Esta afirmacion permite ver que, aunque Cardano no consideraba las soluciones negativas
como validas, en algunas situaciones se encontr6 en su camino de resolucion con estas y las
manipuld, llegando finalmente a resultados admitidos a partir de sus juicios. Es importante notar
que en el trabajo de Cardano las operaciones que realizaba estaban respaldadas en una relacion
que habia encontrado entre las raices y los coeficientes de la ecuacion: de esto se evidencia que
el coeficiente del cuadrado, en los tres ejemplos en los cuales hay tres soluciones para la cosa

(término que se asocia a la variable), es siempre la suma de las tres soluciones (Cardano, 1993).
Tomando las raices de la anterior ecuacion, lo que plantea Cardano es:
(5+v19) + (5-V19) + (2) = 12.

A modo de paréntesis, es importante notar que esta relacion marca el inicio de una forma de
entender el problema de resolucion de ecuaciones a partir del estudio de sus coeficientes; esta
relacién entre las raices de una ecuacién y el coeficiente del término cuadratico es un hallazgo

remarcable no sélo por el gran movimiento matematico que se gesta, sino también porque se
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hace utilizando un lenguaje matematico limitado; comparado con el actual. La relacion
existente entre las raices de la ecuacion de grado tres y el coeficiente del término cuadratico es
un resultado que luego se extiende a los restantes coeficientes de la ecuacion por medio del
concepto de polinomios simétricos, concepto que hasta hoy prevalece. Asi mismo se vera un
poco mas adelante que Descartes también establece una relacion similar y hace un anélisis de
los signos de los coeficientes y la relacion con el nimero de raices de una ecuacion, llegando a
establecer propiedades muy préximas a lo que después se llamaria el Teorema Fundamental del

Algebra.
1.7 Aproximacion de Bombelli a las raices negativas.

Continuando con el rastreo del tratamiento y la operacion entre nimeros negativos y de las
raices negativas, como base para el surgimiento de los nimeros complejos, se encuentra a
Rafael Bombelli (1526-1573), matematico italiano que siguié muy de cerca el trabajo de
Cardano y Tartaglia. En su obra El algebra, escrita en 1572, Bombelli presenta una serie de

reglas para el manejo de cantidades negativas y positivas:

Mas veces mas hace mas
Menos veces menos marcas mas
Mas veces menos hace menos
Menos veces mas hace menos.
Note que estas reglas son las que actualmente llamamos la ley de los signos para la

multiplicacién de nimeros enteros. Con respecto a las raices negativas afirmé qué:
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... Este tipo de raiz cuadrada tiene diferentes operaciones aritméticas de los
demas y una denominacion diferente ... Pero lo llamaré 'mas de menos' cuando
se agregue, y cuando se va a sustraer llamo "menos de menos", y esta operacion
es mas necesaria. ... Esto parecera a muchos mas artificiales que reales, y sostuve
la misma opinidn, hasta que encontré la demostracion geométrica. (Bombelli,
1572)
Bombelli también examina los diferentes casos que planted Cardano, particularmente el caso
3 (pagina 30), donde las soluciones podian ser raices negativas. Bombelli trabajé con raices

negativas operandolas como cantidades, esto se puede observar en el siguiente ejemplo:

Si se tiene la ecuacion que corresponde al caso 2 (pagina 29):
x3=15x+ 4,

al aplicar el método que se presento anteriormente (pagina 29), se obtienen las expresiones:

ut+v=4.

~(2) - 1zs
u.v = 3 = .

Al aplicar el algoritmo que vimos en la pagina 29 de este documento para el caso 2, se tiene

que:

u=2++v-121 y wv=2-+v-121,

Teniendo en cuenta que una de las soluciones es:

x =3Vu+ Vv,

se obtiene:
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3 3
X = \/2 + V=121 + \/2 —+v—=121.
De donde Bombelli hace un interesante andlisis, intentando darle una nueva forma a esta

expresion. Se plantea encontrar dos numeros a y b tales que:

J2+V=12l=a+V=b.

Elevando al cubo:

<3f2+m>3 = (a +V=b)’,

se obtiene:
2 + V=121 = a® + 3a>V=b + 3a(V=b)? + (V=b),
de lo anterior se deduce que:

2 = a® — 3ab y V=121 = 3a2V=b + (V=b)’,
en donde:

V=121 = (3a? - b)(V-b).

De manera analoga, se obtiene:

3’2—m=a—\/—_b.

Sin perder el objetivo, se calcula el producto:

() ()t
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V125 =a% +b.

Remplazando en 2 = a3 — 3ab, se tiene:
2=a%-3ab(5—-a?,
2=a3—-15a + 3a3,

2 =4a®—-15a.

Ecuacion cubica con solucién real a = 2.

Finalmente se tiene que b=1, de donde se encuentra la igualdad:

2+ V12l =2+ V=1

2 V=TI = 21,

Luego la solucién de x3 = 15x + 4 que se tenia inicialmente escrita como:

3 3
x = \/2 +v—-121 + \/2 —-V-=121,
se puede reescribir asi:

x=2+V=1+2-v-1,

que corresponde finalmente a:

x=4.
Este procedimiento deja notar la habilidad de Bombelli para operar a pesar de no tener

conciencia de la naturaleza conceptual del objeto ni de la operacion. Aungue para ese momento
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no existia el objeto matematico “ntimero complejo”, si Se empiezan a crear unas condiciones
de posibilidad para el avance en la prefiguracion del objeto matemético. Este aspecto se

retomaré en el capitulo 3 a partir de una mirada didactica.

1.8 Descartes y las raices negativas.

Cardano ya habia sefialado relaciones entre las soluciones de una ecuacion y sus coeficientes;
ahora Descartes establece una “regla de signos” por medio de la cual se puede estimar el nimero
de soluciones reales de una ecuacion y en donde se hace evidente el encuentro con nimeros

negativos.

La propiedad que establece Descartes es: el nimero posible de las raices positivas de una
ecuacion es igual al nimero de cambios de signos en los coeficientes de los términos 0 menor
que los cambios de signo por un nimero par. A manera de ejemplo, se toma la ecuacion:

x3+3x2—x—x*-2=0.

Ahora, para calcular cuéntas soluciones positivas tiene, se ordenan los términos de la
ecuacion en orden descendente con respecto a los grados de los exponentes:

—x*+x34+3x*?-x-2=0,

Se observa cuéntas variaciones de signo se encuentran:

—x*+x3+3x2-x—-2=0.
Note que en este caso hay dos variaciones de signo, lo que quiere decir que esta ecuacién
tendra dos soluciones positivas 0 ninguna solucion positiva (este Gltimo resultado se obtiene de

restar un numero entero menor al nimero de soluciones que ya se tiene).
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Asi mismo se puede determinar el nimero de soluciones negativas, sustituyendo x por —x

y realizando el mismo proceso. En este caso:
—(=0)*+ (=2)° +3(-0)? = (-x) -2 =0,

Simplificando:
x*—x3-3x2+x-2=0.
Se observa que hay dos variaciones de signos, lo que significa que tendra dos soluciones

negativas o ninguna.

Finalmente, a través de esta técnica se sabe, por ejemplo, que la ecuacion x3 + 3x% — x —
x*—2 =0 tiene 4 soluciones reales (dos negativas y dos positivas) o que tendrd cuatro
soluciones complejas a las que Descartes llamaba imaginarias. Descartes era consciente de las

carencias gue tenia su método y aport6 un poco mas en esta linea, afirmando que:

Ni las verdaderas raices ni las falsas son siempre reales; algunas veces son
solamente imaginarias; esto es, mientras que siempre podemos concebir tantas
raices para cada ecuacion de la forma como ya las he asignado, no siempre existe
una cantidad definida que corresponda a cada raiz asi concebida. De esta manera,
Si bien podemos concebir que la ecuacion
x3 —6x2+13x — 10 = 0 tiene tres raices, solamente existe una raiz real, 2,
mientras que las otras dos, de cualquier manera que las incrementemos,
disminuyamos, o las multipliguemos de acuerdo con las reglas ya expresadas,

permanecen imaginarias. Traducido de (Descartes, 1954, pag 83).
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Descartes reconoce que en el analisis de las raices de una ecuacion se ha encontrado con
unos objetos matematicos que para su época aun no estaban definidos: raices falsas (los
ndmeros negativos) y raices imaginarias (raices de nimeros negativos), la correspondencia que
establece entre el grado del polinomio y el nimero de raices empieza a generar en los
matematicos una nueva perspectiva de las relaciones que se pueden encontrar entre la ecuacién
y sus raices. Este aporte va en direccion a lo que después se configuraria como el Teorema

Fundamental del algebra.

En la obra la Geometria también tiene un acercamiento a la construccion de raices de

cantidades positivas:

Para realizar la construccion inicia definiendo un segmento de recta, [lamémoslo GH:

[ 19
ox

El problema es construir una longitud igual a vGH.

Descartes extendié GH hasta F, donde FG es el segmento unidad, es decir tiene longitud

unitaria:

LR
Q
oz

El Segmento FG tiene que ser también de una longitud dada, lo que establece la longitud o
escala de la construccién. Es importante notar que, en la propuesta dada por Descartes para las
construcciones geométricas, define una operatividad para las magnitudes semejante a la de los

nimeros y para esto introduce una nueva magnitud, la cual llamé unidad. Esta le permiti6
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trasladar las operaciones de los nimeros al campo de las magnitudes, como se evidencia en esta

construccion. Asi,

FH = FG + GH =1+ GH.

Luego, utilizando el conocido método de biseccion de un segmento para ubica el punto

medio de FH al que llam¢ K:

®
o0
o

H
@

Ahora, tomando como centro K y radio KH = FK trazo el semicirculo FIH .
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Finalmente levanta una perpendicular por G que interseca al semicirculo en I (por lo que IK

es también un radio).
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A partir de lo anterior se deduce:

FG + GH = 2IK

1+ GH = 2IK,
1
S(L+GH) =1.
También
FG + GK = IK,

1
GK=IK—FG=IK—1=§(1+GH)—1,

GK = %(GH ~1).

Ahora, por al teorema de Pitagoras tenemos que
(IG)? + (GK)? = (IK)?,
1 1
(1G)? + 7 (GH - 1)% = 20+ GH)?,
(I6)? =7 [(1 + GH)? - (GH — 1)?] = G.
Por lo tanto, IG = VGH.

1.9 Prefiguracion del vector geométrico: La obra Wallis

La construccion del objeto vector se dio en medio de la consolidacion de los numeros
complejos y su necesidad de representarlos en el campo de la geometria. Despues de los
acercamientos de Descartes, una de las primeras representaciones geométricas de nimeros
negativos y de raices de nimeros negativos fue propuesta por el matematico inglés John Wallis
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(1616-1703), en su obra titulada A Treatise of algebra (Wallis, 1685). Para aquel momento
Wallis no solo habia estudiado la obra de Descartes, sino que se habia replanteado el trabajo de
éste con respecto a la solucion de la ecuacion de cuarto grado; ademés ya llevaba un largo
tiempo discutiendo con otros matematicos, como John Collins (1625-1683), sobre algunos
problemas geométricos que daban lugar a este tipo de numeros. En uno de sus escritos Collins
menciona el problema que habia trabajado con Wallis:
Wallis habia analizado un triangulo de lados 1 y 2 con base de 4. Wallis mostro
que, si uno simplemente avanza a través de los célculos algebraicos formales,
entonces los dos segmentos de la base resultan reales, aunque el tridngulo sea
imposible de construir, Collins contindia afirmando que: De haber continuado él
habria encontrado que la perpendicular debia ser imaginaria, lo cual habia
revelado la imposibilidad (Nahin, 1998, pag. 64).
Esta cita sefiala que al parecer Wallis abandond el estudio geométrico cuando no tenia una
interpretacion fisica completamente clara. Notemos que tridngulo no se puede construir porque
no cumple con la desigualdad triangular. Wallis estuvo muy cerca de establecer una conexion

entre el algebra y la geometria a través de los numeros imaginarios.

En el capitulo LXVI de su obra, Wallis hace notar que los nimeros negativos tenian un lugar
claro en el espacio fisico y que la desconfianza con la que los matematicos lo abordaban no
permitia darles este lugar. Es quizas ante la insistente aparicion de los numeros negativos en la
solucion de diferentes problemas en las matematicas, que Wallis se esfuerza por darles un lugar

en el mundo fisico:
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En cuanto a la notacion algebraica, importa la cantidad a la izquierda de la nada:
sin embargo, cuando se trata de aplicaciones fisicas, denota una cantidad tan real
como si fuera el signo+; pero debe interpretarse en un sentido contrario (Wallis,
1685, pag. 265)
En esta cita, Wallis explica como representar los nimeros negativos en la recta, considerandolos
como cantidades contrarias a las cantidades positivas y ubicandolas antes de la “nada” (el punto
cero u origen, en términos modernos). Aunque para un lector moderno, la definicion de Wallis
de nimero negativo resulta obvia 0 muy bésica, para su época es un gran avance, ya que esta

dotando de interpretacion fisica las cantidades negativas.

Hemos sido testigos, lo largo de la historia, de como los matematicos esquivaron la interpretacion
fisica de los nUmeros negativos por los paradigmas planteados en la geometria euclidiana. Wallis
enriquece su explicacion presentando una serie de ejemplos que relacionan operaciones
aritméticas con movimientos en la recta; estos ejemplos sustentan el caracter geométrico del que
estaba dotando a los nimeros negativos. A continuacidn, algunas observaciones traducidas de su

obra original:

Supongamos que un hombre ha avanzado de A a B, 5 yardas, y luego se devuelve
2 yardas (de B a C), si al llegar a C se le pregunta, ¢cuanto avanzo (en toda la
marcha)? Yo encuentro que esta avanzado 3 yardas. Pero si, habiendo avanzado
5yardas a B, de alli retrocede 8 yardas a D; Y luego se le pregunt6 cuanto avanzé
cuando estaba en D: digo -3 yardas. Es decir, estd avanzado 3 metros a la

izquierda que nada. (Wallis, 1685, pag. 265)
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La imagen que provee Wallis es la siguiente:

D A C B
!

llustracion 6: Caracter geométrico de los nimeros negativos.
Recuperado de ( Wallis,1685)

Estos ejemplos, donde se hace uso del movimiento y de la intuicidén, son muy similares, por no
decir iguales, a los ejemplos que se encuentran en algunos textos actuales para explicar la
inclusion de los nimeros negativos en la recta. Es importante distinguir que, Wallis trata a las
cantidades negativas asignando una magnitud, es decir, asocia una medida de cantidad fisica a
segmentos de la recta, mas no ubica nimeros negativos como objetos (puntos) en la recta;
establece una correspondencia entre magnitudes determinadas a partir del origen con segmentos

de recta. Actualmente, se puede evidenciar una prefiguracion del concepto de vector.

Cabe destacar el interés de Wallis por el estatuto conceptual de las cantidades negativas,
pues a pesar de darles una interpretacion geométrica como segmentos de sentido opuesto a los
positivos, no esquivé el uso de los nUmeros negativos. Este hecho marca una diferencia en el
trabajo de Descartes, quien no apeld al uso de nimeros negativos en su andlisis de curvas

algebraicas.

Adicional a esto, Wallis presenta la operacion (suma o resta) asociada a los movimientos
que genera en la recta. Resulta interesante que, actualmente, para la ensefianza de los numeros
negativos en muchos de los casos se utilice una metodologia similar a la que plate6 Wallis en

su época.

68



Para Wallis, asi como se podian representar niUmeros negativos en la recta, también habia
lugar para la representacion de las raices negativas. El método de representacion propuesto
consiste en simbolizar la parte real de un nimero complejo sobre la recta horizontal, teniendo
en cuenta que si es negativo estara a la izquierda del origen y si es positivo a su derecha. A

partir del nmero ubicado en la recta se traza un segmento perpendicular que simboliza la parte

imaginaria multiplicada por v—1 .

La siguiente imagen corresponde a lo explicado:

llustracion 7: Representacion de raices negativas

Cabe preguntarse por la dimensionalidad ausente que tiene la representacion de Wallis. Para
la época, el método de las coordenadas propuesto por Descartes ya cumplia aproximadamente
40 afios Y, al parecer, no se habia reconocido, (al menos esto deja ver la representacion de

Wallis).

1.10 Cantidades imaginarias: Wessel.

Después de mas de 100 afios de la propuesta de Wallis, el problema de la representacion de
los nimeros complejos es abordado por Casper Wessel (1745-1818), un agrimensor que se
enfrentaba a problemas practicos asociados al levantamiento de planos donde, por supuesto,

hacia uso de la geometria. Su Unica obra fue Sobre la representacion analitica de la direccion:
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un acercamiento (Wessel, 1897), dado su poco reconocimiento como matematico y el lenguaje
en que fue escrita, fue olvidada por cerca de 100 afios.

Wessel inicia presentando el objetivo de su obra:

El presente ensayo tiene por objeto la cuestion de saber como la direccion debe
representarse analiticamente; es decir, como se debia expresar los segmentos de
rectas si uno quisiera, por medio de una ecuacion unica entre un solo segmento
desconocido y otros segmentos dados, encontrar una expresion representando a
la vez la longitud y la direccion del segmento desconocido puedan ser
expresadas. (Wessel, 1897, pag. 1)

Se puede observar que Wessel tenia como objetivo determinar la forma de representar la

direccion de un segmento analiticamente.

La interpretacion de Wessel sobre lo que actualmente llamamos Nimero Complejo fue muy

practica y solo difiere en la notacion con la representacién actual; veamos:

+e

[

gfmmmeaa Ny

(o]
llustracion 8: Representacion de Wessel de lo que actualmente llamamos namero complejo.
Recuperado de (Monroy, 2011, p. 22)

Wessel construye su plano complejo trazando dos rectas perpendiculares, donde el punto de

interseccion lo llama origen. La unidad en la recta horizontal en +1 y en la vertical +¢ , en una

interpretacion moderna corresponde a v —1 (Euler es quien introduce el simbolo i para denotar
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la unidad imaginaria V—1). Asi, lo que actualmente llamamos como niimero Complejo de la
forma a + cb, era representado por un segmento de recta que une al origen O con el punto A.
En esta perspectiva, cualquier linea en un plano puede ser representada analiticamente de la

siguiente forma:

a+eb =2z(CosO + eSen B)
Donde z corresponde a la longitud del segmento OA.
Previo a estos importantes resultados, Wessel describe en su articulo las operaciones adicion,
y multiplicacién de segmentos; ésta propuesta cobra gran importancia en nuestro trabajo
porgue, como se vera, es una aproximacion de lo que se llama vector geométrico: si se tienen
dos segmentos dirigidos, ambos sobre el eje x , la suma corresponde al segmento resultante de

ubicar el punto inicial de uno de los segmentos en el punto final del otro.

En términos algebraicos, Wessel propone la suma muy similar a lo que ya habia presentado
Wallis: si se tienen dos segmentos (a, b) y (c, d) la representa como
(a,b) + (c,d) =(a+c,b+d)
El producto de segmentos lo define basado en direccidn contraria a las manecillas del reloj

a partir del producto con los operadores, asi:
+1 corresponde a una rotacion de 0°
+¢& corresponde a unarotacion 90°

—1 corresponde a una rotacion de 180°
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A partir de esto establece las siguientes reglas:
+D(H1D) =+1 (+&)(+1) = +¢
(=D(=¢) = +¢ (—&)(—¢) = +1.

1.11 Los cuaterniones: Consolidacion del concepto de vector.

William Rowan Hamilton (1805-1865) trabajo en replantear las ideas de la teoria de la luz
establecidas hasta el momento. En el seno de la fisica, Hamilton tenia la necesidad de
representar rotaciones y movimientos en el espacio tridimensional; por eso se interesé en los
trabajos de Argand y sus contemporaneos sobre la representacion de los nimeros complejos

como vectores en el plano.

Hacia la década de 1820-1830, Hamilton introduce las ecuaciones de conjugacion
(presentadas por Cauchy), donde una funcion de variable compleja es representada por dos
funciones de variables reales o funciones conjugadas. Actualmente éstas ecuaciones son una
condicion necesaria para determinar la derivabilidad de una funcién de variable compleja, en
términos modernos se define asi (Hamilton, 1853) sea f (z) una funcién compleja, con z = a +
bi. Se sabe que f(z) se puede descomponer en suma de dos funciones reales de dos variables u
y v, de manera que f(z) = f(a,b) = f(a + bi) = u(a, b) + iv(a,b). Si la funcion f(z) es
derivable en un punto z, = a, + ib, entonces deben verificarse las condiciones de Cauchy-

Riemann:

u ov
£ = (ag, by) = ET (ag, by)
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ou v
b = (ag, by) = —g(ao’bo)

A partir de este descubrimiento, Hamilton empezé a considerar los nimeros complejos como
parejas de nimeros reales de la forma a + bi.

Un aspecto importante por destacar en el trabajo de Hamilton es la forma como aborda y
estudia los nimeros complejos y su representacion. Como se mostrara a lo largo de este
capitulo, para esta época algunos matematicos como Wallis, Wessel y Gauss, habian propuesto
representaciones geométricas para los numeros complejos, sin establecer propiedades
estructurales de sus operaciones, tal como ocurria en el marco de la resolucion de ecuaciones
donde se operaban y raices negativas, y manipulaban simboélicamente, Aunque carecian de un
significado algebraico (un ejemplo de ello lo vimos en el trabajo de Bombelli). La propuesta de
Hamilton parte del interés por establecer propiedades de las operaciones entre numeros
complejos; es evidente el interés de Hamilton por precisar una estructura algebraica para los
nameros complejos:

Me sentia insatisfecho con cualquier postura que no les diera (a los nimeros
complejos) desde el principio una interpretacion clara y un significado; y
deseaba que se hiciera esto, para las raices cuadradas de los negativos, sin
introducir consideraciones tan expresamente geométricas como las que estan
involucradas en el concepto de angulo. Afirmacion de Hamilton en (Nahin,
1998, pag. 99) .

Al dotar de estructura a un nuevo conjunto de objetos matematicos se dio un avance
sustancial en las matematicas, poniendo de manifiesto que la naturaleza de las cantidades y, en

general, de los objetos matematicos, no se agotan con una representacion simbolica producto
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de operarlas o manipularlas, sino que es necesario establecer un universo donde cohabiten y

tengan un sentido por encima de su utilizacion.

Para Hamilton, el algebra tenia una relacion muy estrecha con la fisica: es en el algebra
donde se materializa toda interpretacion geométrica; Hamilton afirmaba que, asi como la
geometria es la ciencia del espacio y que habia encontrado un lugar en las Matematicas a través
de los Elementos de Euclides, seguramente el 4lgebra también tendria un lugar de ciencia en las
matematicas. Esta conviccion de la importancia del algebra, asi como de la geometria, lo llevo
a establecer conjuntos de numeros dotados de una estructura algebraica que ademas tuvieran

una representacion espacial muy Util para los trabajos en fisica.

Analogo a la notacion de numero complejo, Hamilton definié unos nimeros con la forma
P =a+ bi+cj,dondea,b,c € R peroademas que cumpliani? = j2 = —1. A estos nimeros
los llamé “tripletas”. Para Hamilton i,j,1 eran la base de todas las tripletas, y eran

perpendiculares entre si, como lo eran 1, i en el plano complejo.

Hamilton defini6 operaciones entre tripletas, la suma la definié como:

(@+ bi+cj) +a* +b'i+c'j)=(a+a’) + (b +b)i+(c+c))

Ahora, para definir la multiplicacién, estableci6 la condicion que el médulo del producto
fuera el producto de los mddulos: Si P 'y P* son tripletas, entonces: |PP*| = |P||P*|,
Al efectuarlo resulté un poco confuso:

(a+bi+cj)(a*+b'i+c*j)=(aa® — bb* — cc*) + (ab* + ba")i + (ac™ + ca")j

+(bc* + cb")ij
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Note que el producto de tripletas no resultaria ser una tripleta pues tiene cuatro componentes
i,j,1,ij. En términos geométricos esto significa que el producto se “sale” del espacio
tridimensional; de aqui Hamilton concluyo, después de largos intentos fallidos, que para que el
producto de tripletas resultara ser otra tripleta, se debia considerar ij = —ji , es decir que no
conmutaran. Este fue un Resultado sorprendente no solo por romper con los avances que se
tenian hasta el momento, sino que daria lugar a nuevas posibilidades, entre ellas al desarrollo
de nuevas algebras como: los cuaterniones, la teoria de extensiones, la teoria de matrices y el
algebra de Boole, entre otras. La decision de considerar la no conmutatividad estaba rompiendo

un paradigma de siglos. Sobre este hecho volveremos una mirada didactica.

Pero Hamilton se encontrd con otro problema: la ley de los modulos para este caso no se
cumplia; trabajo en ello a lo largo de 10 afios hasta se decidio por la construccion de otros
nimeros con una componente mas a los que llamo “cuaterniones”. Los cuaterniones son
nameros de la forma P = a + bi + ¢j + dk, donde a, b, ¢, d € R y k es unidad imaginaria,

que satisface las siguientes propiedades:

Hamilton los caracteriz6 asi:
La parte algebraicamente real puede recibir todos los valores contenidos sobre
una escala de progresion de nimeros de lo negativo a lo positivo infinitamente;
nosotros Ilamaremos entonces la parte escalar, o simplemente el escalar del
cuaternion, y designaremos este simbolo prefijando, a el simbolo del cuaternion,

la caracteristica Scal., o simplemente S., cuando no haya confusion para usar esta
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Gltima abreviatura. De otro lado, la parte algebraicamente imaginaria, la cual es
geométricamente construida por una linea recta o radio vector. En general, un
cuaternion tiene una determinada longitud y direccion en el espacio, puede ser
llamada la parte vector, o simplemente vector del cuaternion; y puede ser
denotada prefijando la caracteristica Vect, o V. (Hamilton tomado de Crowe,

1985)

A partir de este momento Hamilton es el primero en definir los términos de escalar y vector.

Las propiedades establecidas para los cuaterniones resultan similares a las que se tienen
actualmente para el producto escalar y vectorial. Veamos algunas de estas propiedades:

e El conjugado de un cuaternion P = a + bi + ¢j + dk es P* = a — bi — c¢j — dk.

e El producto entre un cuaternion P y su conjugado P* corresponde a lo que hoy conocemos

como la norma de un vector:
PP* =a? +b%*+c?*+d? =|P|* =N(P)
e El inverso multiplicativo de un cuaternion es un cuaternion no nulo de la forma:

P*

Pl =
PP

e Analogo a las tripletas, la suma y multiplicacion por un escalar, se define componente a
componente. La multiplicacion se define utilizando la propiedad distributiva del producto
respecto a la suma y las reglas que se establecieron entre la base i, j, 1, k . El producto de
cuaterniones no cumple la propiedad conmutativa. Los cuaterniones son el primer

ejemplo de un campo no conmutativo.
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e La ley de los mddulos que satisfacen los cuaterniones, junto con las propiedades
presentadas hacen que, en términos modernos, se consideren los cuaterniones como un
espacio vectorial, de dimension cuatro, sobre los reales, con base {i,j,1,k,} lo que

ademas los constituye en un algebra de division normada.

Hamilton afirma que los cuaterniones son esa poderosa herramienta para describir la
realidad. Los altimos afios de su vida, se enfoco en las aplicaciones de los cuaterniones a la
astronomia, la dindmica y la teoria de la luz. Las rotaciones en el espacio que representan los
cuaterniones, son producto de esta asociacién entre algebra, fisica y geometria. La teoria de los
cuaterniones fue adquiriendo tanta fuerza que durante la mitad del siglo XIX se expresaba el
calculo en términos de cuaterniones. Se formaron por un tiempo dos corrientes de estudio la

“corriente cuaternionista” y la “corriente vectorial”.

1.11.1 Rotaciones a través de cuaterniones

Para hablar de las rotaciones que propuso Hamilton a partir de los cuaterniones, nos
remitimos a un importante texto de caracter académico y que ha sido mencionado como un
buen ejemplo de transposicion matematica de los resultados de Hamilton: el libro escrito por el
matematico escocés Peter Guthrie Tait (1831, 1901) llamado Elementary Treatise on

Quaternions (Tait, 1873).

Tait sostuvo una relacion académica con Hamilton y se dio a la tarea de reescribir su obra,
con el objetivo de mostrar la profundidad conceptual de sus resultados, sin la complejidad que
presentaba. Intent6 mostrar la importancia de los cuaterniones en la fisica y la geometria y

organizar los conceptos de forma sistematica y causal. Es importante ademas mencionar que
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algunos historiadores afirman que el primer capitulo de la obra de Tait bien podria ser un

capitulo de un texto actual de andlisis vectorial y algebra lineal.

En el Capitulo I, Tait caracteriza el nimero v—1 como un operador, que se les aplica a las
rectas, de rotacion de 90° en el sentido contrario a las manecillas del reloj. Asi entonces se

presenta el producto de la siguiente manera:

* 1 V1 1 V1

En términos geométricos corresponde a rotar el segmento unitario en sentido contrario a las
manecillas del reloj alrededor del punto de origen. Con una rotacion de un angulo de 90° se
llega al segmento unitario imaginario y realizamos la misma operacion repetidamente, se llega

al segmento unitario real. De esta forma, en principio, se generarian las cuatro rotaciones:

Y
lustracion 9: Rotacion del segmento unitario.

Tait utiliza el concepto de segmento dirigido para representar las cantidades negativas, asi

como el plano cartesiano para el caso de las cantidades imaginarias. A las raices negativas las
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Ilamaba raices imposibles, asi como a los nameros complejos los llamaba nimeros imaginarios.

Las actuales designaciones de “niimero complejo” se le deben a Gauss (1831).

En éste primer capitulo, Tait establece las nociones y definiciones bésicas que corresponden
a la definicion actual de vector geométrico: “Todas las rectas iguales y paralelas son
susceptibles de ser representadas por un mismo simbolo, y este simbolo dependera de tres
elementos numéricos. Es bajo esta relacion que una recta se denomina vector”. (Tait, 1873, pag.

8)

Asi mismo estableci6 operaciones entre vectores como la suma que actualmente conocemos
y la multiplicacion de un escalar por un vector. Suma: “Sean A, B, C tres puntos cualesquiera,
donde AB = a,BC = ,AC =y, establezcamos la siguiente relacion: AB + BC + AC <

a+ B =y~ (Tait, 1873, pag. 9) , la interpretacion geométrica de este resultado es el mismo

método del triangulo que hoy utilizamos para sumarlos:

A

llustracion 10: Suma de vectores

Para la multiplicacion: “Si componemos un nimero cualquiera de vectores paralelos entre

si, el resultado sera un multiplo de uno de ellos por un numero abstracto.” (Tait, 1873, pag. 9)
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Un hecho importante en este primer capitulo es la definicion que da sobre componentes de
un vector: “Un vector cualquiera puede ser descompuesto en tres componentes paralelas a tres
vectores dados, no paralelos entre ellos dos a dos ni paralelos a un mismo plano. Esta

descomposicion no puede hacerse mas que de una sola manera.” (Tait, 1873, pag. 13)
C

llustracion 11: Descomposicion de un vector en sus componentes
Recuperado de (Tait, 1873, P. 13)
Tait persigue el mismo interés de Hamilton por relacionar sus resultados con la fisica. En
este capitulo define curvas en el espacio utilizando vectores y célculo diferencial al estilo de
Newton y describe la velocidad instantanea en cada punto sobre una curva, ademas presenta la

relacién del calculo vectorial con la fisica a través del movimiento que le atribuye a los vectores.

1.12 Teorema fundamental del algebra.

En este analisis historico se le dio un sitio especial a lo que actualmente se conoce como el
Teorema Fundamental del algebra, el cual, en una de sus versiones mas populares, garantiza la
existencia de n raices complejas para un polinomio de grado n con coeficientes reales. Las

aproximaciones conceptuales y las distintas demostraciones de este teorema dan como resultado
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el posicionamiento de los nimeros complejos como objetos matematicos; se hace popular su
estudio y los intentos naturales de generalizacion, en esa misma direccién su validacion

geométrica, desemboca en lo que hoy conocemos como vector algebraico y geométrico.

1.13 Polinomios simétricos.

En medio de la resolucion de ecuaciones, Cardano expuso varios ejemplos donde la suma de
las raices de una ecuacion de tercer grado era igual al opuesto del coeficiente del término de
grado 2y, en el caso de las ecuaciones de cuarto grado, la suma de estas es igual al opuesto del

coeficiente del término de tercer grado. Para el caso del polinomio de tercer grado:

3+ax’+bx+c=0.

Las raices x;,x,, x5 de esta ecuacion, cumplen que:

X1 +x, +x3 = —a. (vii)

Para mostrar la validez de su método por radicales, dio ejemplos en muchos casos

particulares de la relacion anterior y ademas de los resultados:

X1Xo + X1X3 + XoX3 = b, (Vl“)

X1X2X3 = —C. (lX)

Es importante sefialar que, Cardano no aceptaba los nimeros negativos y tampoco los
nameros complejos, pero aun asi les dio un lugar importante dentro de la teoria de ecuaciones,
opero con ellos y abrié camino para que pronto se convirtieran en los objetos matematicos que

actualmente conocemos. La actitud de la practica de matematicos como Cardano, de no aceptar
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la existencia conceptual de un objeto, pero en todo caso operar con él, es un hecho historico
que tiene implicaciones en la ensefianza, en lo relacionado con el pensamiento operatorio y

pensamiento formal. Retomaremos este asunto en el capitulo 2, en nuestro analisis didactico.

Los aportes sobre la notacion realizados por Frangois Viéte (1540, 1603) fueron de suma
importancia en la consolidacion del concepto de polinomios simétricos. Viéte muestra, de forma
general y a través de simbolos, las propiedades existentes entre las raices de un polinomio y sus

coeficientes.

Los polinomios simétricos se caracterizan por ser invariantes bajo cualquier permutacion,
Ademas, si corresponden a las sumas de todos los productos posibles de tamafio k (k =
1,2, ...,n) de las variables involucradas, se designan como polinomios simétricos elementales.
Los polinomios (vii), (viii) y (ix) son los polinomios simétricos elementales de la ecuacion de

tercer grado. Por ejemplo, si se tiene la ecuacion cuadratica:
x>+ax+b=0,
y las raices de esta ecuacion son x; y x, se puede escribir como:
(x —x1)(x—x3) =0.
Al multiplicar se obtiene:
x2—(x; +x)x +x,x, =0.

De donde se encuentra una relacion entre los coeficientes de la ecuacion y sus raices. Asi los

polinomios simétricos elementales de la ecuacion cuadratica son:

X1 +x, =—a,
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X1.X, =b.

Con este mismo proceso se pueden encontrar los polinomios simétricos elementales de la
ecuacion de cuarto grado y se puede generalizar para cualquier ecuacion de grado n. En la
busqueda de los polinomios simétricos asociados a una ecuacion encontramos un aspecto que
muestra una aproximacion al Teorema Fundamental del Algebra y es que no es necesario

conocer las raices, sino garantizar su existencia.

1.13 Aportes de Descartes

En el trabajo de Descartes se encuentran también sustanciales resultados encaminados a
establecer una relacion entre el grado de la ecuacién que modela una curva y las posibles
soluciones de ésta. Como vimos en apartados anteriores, Descartes define una propiedad
(Geometria, 1954): El nimero de raices positivas es, a lo sumo, igual al nimero de variaciones
de signos de sus coeficientes, el nimero de raices negativas es, como maximo, el nimero de
permanencias de estos signos. Con respecto a este método propuesto por Descartes, no se
desconoce el aporte en lo que respecta al desarrollo de ecuaciones, pero desde una mirada
moderna, ya conociendo el Teorema Fundamental del Algebra, no es una técnica que permita
caracterizar con certeza como son las raices del polinomio. Descartes reconoce que, en el
analisis de las raices de una ecuacion, se ha encontrado con unos objetos matematicos (niUmeros
negativos) que para su época aun no estaban definidos, tal como lo habiamos mencionado
anteriormente en el trabajo de Cardano. Descartes llama a los nimeros negativos raices “falsas”,
y a las raices negativas raices “imaginarias”; la correspondencia que establece entre el grado
del polinomio y el nimero de raices empieza a generar en los matematicos una nueva

perspectiva de las relaciones que se pueden encontrar entre la ecuacion y sus raices. Este aporte
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va en direccion de lo que después se configuraria como el Teorema Fundamental del Algebra.
Descartes dio ejemplos particulares sobre lo que constituye una de las propiedades bésicas para

el teorema fundamental, a continuacion, algunos ejemplos (Geometria, 1947, pag. 372):

Por ejemplo, si suponemos que x esigual a 2, 0 x — 2 es igual a nada; y de
nuevo x = 3,0bienx — 3 = 0; al multiplicar estas dos ecuaciones
x—2=0yx—3=0,
uno por el otro, tendremos

x>—5x+ 6 =0,
0 bien

x*=5x —6

gue es una ecuacion en la que la cantidad x es 2 y todo lo que se establece es 3.

Ahora, si de nuevo lo hacemos

y multiplica esa suma por
x>—5x+ 6 =0,

tendremos

x32 —9x%2 +26x — 24 = 0,
que es otra ecuacion en la cual x , que tiene tres dimensiones, también tiene tres
valores, que son 2,3y 4.
Pero a menudo sucede que algunas de estas raices son falsas 0 menos que
nada; como si supusiera que x también denota el defecto de una cantidad que es

5, tenemos:
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que, al multiplicarse por
x3 —9x% + 26x — 24 = 0,
Da lugar a:
x*—4x3 — 19x% + 106x — 120 = 0.
Para una ecuacion en la que hay cuatro raices, a saber, tres reales que son 2, 3,
4
y una falsa que es 5.

En el periodo de 1637 a 1828 se produjo una gran cantidad de intentos de demostracién de
este teorema sin que ninguno de ellos lograra su objetivo (por citar algunos, Leibniz en 1702,
Euler en 1742, D'Alembert en 1746, Vandermonde en 1770, Lagrange en 1772, Laplace en
1795). Estos esfuerzos sirvieron para analizar casos particulares y para explicar las propiedades

asociadas al actual teorema.

1.14 Vandermonde y las raices n-ésimas de la unidad
Hacia 1770 el matematico francés Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796) publico
su obra titulada Mémoire sur la Résolution des Equations, en la que afirma que todas las

ecuaciones, que obedecen a la forma:

xF—1=0,

donde p es primo, son resolubles por el método de radicales. Aungue esta afirmacion no pudo
ser demostrada en general, Vandermonde logro probarla para p < 11 . En la actualidad estas
ecuaciones se denominan polinomios ciclotomicos y sus n soluciones complejas se denominan

las raices n-ésimas de la unidad. A las raices complejas cuyas potencias generan todas las raices
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n-ésimas de la unidad se les llama primitiva. Por ejemplo, las raices cuartas de la unidad son
1,—1,i,—i, de las cuales s6lo i y - i son raices primitivas, obsérvese que i* =i, i? = —1,i3 =

—i, i*=1.

Hacia 1801, Karl Frederick Gauss retoma el planteamiento de VVandermonde y logra probar
que esta ecuacion es soluble por medio de radicales; la técnica empleada por Gauss se basa en
reducir de grado la ecuacion, método que actualmente conocemos como la resolvente de

Lagrange.

1.15 Aportes de Gauss

Es el mateméatico aleméan Johann Carl Friedrich Gauss (1777- 1855) quien logra una
demostracion del Teorema Fundamental del Algebra aceptada por toda la comunidad
matematica contemporanea. Las demostraciones de quienes lo precedieron encontraron criticas
precisamente en el propio Gauss. En 1799 presenta su tesis de doctorado bajo el titulo
Demostration nova theorematis omnem functionem algebraicam rationalem integram unius
variabilis in factores reales primi vel secundi gradus resolvi posse (Nuevas pruebas del
teorema donde cada funcion integral algebraica de una variable puede resolverse en factores
reales [i.e. polinomiales] de primer o segundo grado) que no es otra cosa que la primera de

cuatro demostraciones que Gauss daria del Teorema Fundamental del Algebra.

La demostracion de Gauss no encontr6 quien le hiciera criticas mas que él mismo; quizas
ésta es larazon por la cual en un periodo de 50 afios presento cuatro pruebas del mismo teorema.
El trabajo de Gauss se instala como la primera prueba de existencia, algo realmente novedoso

puesto que en las pruebas anteriores siempre se buscaba un método para hallar las raices.
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Nuestro interés lo situaremos en la primera demostracion, ya que por primera vez se utilizan
los numeros complejos y el plano complejo en un proceso matematico de tal importancia. Gauss
populariza entre la comunidad matematica los nimeros complejos, pero mas que eso, su
representacion en el plano complejo, lo que se convertiria en el camino por el que afios méas
tarde emergen los cuaterniones de Hamilton (los numeros Hipercomplejos), la definicion

general de vector y su representacion grafica.

1.15.1 Esquema de las pruebas presentadas por Gauss: primera y cuarta demostracion.
El Teorema Fundamental del Algebra como se conoce actualmente establece que toda
ecuacion polinomial de grado n con coeficientes complejos tiene n raices complejas, es decir,
si se tiene el polinomio:
p(x) = apx™ + a1 x" 1+ -+ a; +ag,
donde a;€C parai=0,1,..,n—1,n, entonces existen n ndameros complejos

Z0,Z1, -, Zn_1, Zn que cumplen que:
p(Zi) = Oll' = Or 1; (%

En otras palabras: Todo polinomio f(x) € C[x] puede ser factorizado en factores lineales

sobre los numeros complejos.

Gauss uso una formulacion alterna y mucho méas conocida:

Todo polinomio f(x) € R[x] puede ser factorizado en factores lineales y cuadraticos.
Esta Ultima version es equivalente a la primera pues si f(x) € C[x] entonces g = ff € R[x] y
una factorizacion de g(x) implica una factorizacion de f puesto que toda raiz de f también lo

esdeg.
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Gauss empez6 con un polinomio real (Cruz, 2009)
X=x"+Ax™ 1+ Bx™ 2+ -+ Lx+M

Ahora, tomando x como una cantidad indefinidamente grande, a lo que llama Gauss en su
obra unbestimmte Grale, como indeterminada. Un factor lineal real puede ser escrito como x +
r, con r > 0. Un factor cuadratico irreducible sobre los reales se puede escribir como x? —
2xrcosf + r?, considerando de nuevo r > 0, las raices serian r(cos6 + i sen), veamos si
realmente cumplen:

p(x) = (x — (r(cosf + i senf))(x — r(cosf — i senh))

= (x — (rcos8 + i rsend))(x — (rcos® — ir send))
= (x — 1 cos0)? + r? sen?6

= x2 — 2xr cos8 + r? (cos?6 + sen?0)
= x2 — 2xrcosf + r?

ahora, al sustituir x por r(cos6 * i sen8) dentro del polinomio
X=xm+Ax™ 1 +Bx™ 2+ -+ Lx+ M
tenemos:

X = (rcosf + i rsenf)™ + A(rcosf + i rsenf)™ ! + B(rcos6 + i rsen)™ 2
+--L(rcos@ +irsend) + M

Utilizando la propiedad distributiva y separando la parte real y la parte imaginaria, se tiene:
U=1r™cosmf + Ar™ 1cos(m —1)0 + ---+ Lrcosd + M
T =r™ senm + Ar™ lsen(m — 1)0 + ---+ Lrsenf + M
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Gauss nota que (r,8) satisfacen T = 0 y U = 0 juntamente, entonces el polinomio X es
divisible por x +r y x? — 2xrcos@ + r2. Para llegar a esta conclusién se basé en una
demostracion que habia hecho Euler en su obra, On an apparent contradiction in the theory of

curved lines en 1759.

Gauss considera T = 0y U = 0 como curvas algebraicas de orden m dadas en las
coordenadas polares r y 6 , dibujadas en un plano ortogonal con coordenadas
(r cosO,r senB). Para ver que las curvas son algebraicas, sélo se tiene que usar la trigonometria
basica para expresar U y T como expresiones algebraicas en r cos@ y r sen6 . Para probar el
Teorema Fundamental del Algebra, Gauss prob6 que existe un punto de interseccion entre las
doscurvasT = 0y U = 0. Ahora, note que tal interseccion seria una raiz del polinomio X,

porque si
U(@r60) = Re(X(x)) =0yT((,0) =Im((X(x)) = 0 entonces X (x) = 0.

Para determinar las intersecciones de las dos curvas, Gauss estudia sus intersecciones dentro
de un circulo de radio R y demuestra que, “Para un radio R suficientemente grande hay
exactamente 2m intersecciones del circulocon T = 0y 2m interseccionescon U = 0y cada
punto de interseccion del segundo tipo se encuentra entre dos de primer tipo.” (Van Der

Waerden, 1985, pag. 96).

Este resultado es demostrado inicialmente haciendo uso de la intuicion y después lo
demuestra formalmente: como R tiende a infinito, lascurvasT = 0y U = 0 se aproximan las
curvas Re (x™) = 0yIm (x™) = 0, las cuales son lineas rectas que pasan por el origen. De

otro lado, las lineas donde Re (x™) = 0 alternan con aquellos donde Im (x™) = 0.
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Ahora, Gauss presenta una prueba formal de este resultado, sin hacer uso del concepto de
limite. Gauss afirma que "se puede ver facilmente” que los 4m puntos de interseccion con
circulo varian muy poco cuando R cambia poco. En términos modernos, podriamos hablar de
que son funciones continuas de R, pero para aquella apoca el concepto de continuidad aun no
estaba totalmente definido. Gauss llega a la parte esencial de su prueba, que es mostrar que las
dos curvas se cruzan dentro del circulo. Para esta conclusion €l da una idea intuitiva apoyandose
en la geometria: Gauss empieza enumerando las intersecciones con el circulo secuencialmente,
empezando por 0 para el eje x negativo del plano (que siempre es parte de la solucibna T =
0), dando nimeros impares a las intersecciones de U = 0 con el circulo, y nimeros pares a
las intersecciones de T = 0. Ahora afirma que "si una rama de una curva algebraica entra en
un espacio limitado, necesariamente tiene que dejarlo de nuevo ". En una nota a pie de pagina

Gauss afiade: (Van Der Waerden, 1985, pag. 96)

Parece estar bien demostrado que una curva algebraica ni termina abruptamente
(como ocurre en la curva trascendental y = 1 / log x), ni se pierde después de
un numero infinito de devanados en un punto (como una espiral logaritmica).
Hasta donde yo se, nadie ha dudado de esto, pero si alguien lo requiere, le
presentare, en otra ocasion, una prueba indudable.

Tomando como verdadera esta observacion, entonces cada punto de interseccion impar en
el circulo esta conectado con otro punto impar a través de una rama de la curva U = 0, de
manera analoga para puntos pares y ramas de lacurva T = 0. Ahora, para mostrar que existen
tales intersecciones, Gauss presenta un analisis mas complicado, con el que concluye que

siempre existe un punto de interseccion para las curvas:
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Re(x™)=T =0y Imxx™)=U= 0.

Para ejemplificar (Chavarria, 2014), consideremos la ecuacion:
x*—4i = 0.

Gauss muestra graficamente que existe un valor z = a + bi, tal que p(z) = 0; para ello
sustituye la incognita del polinomio por a + bi, de donde separando la parte real e imaginaria,
se obtienen dos funciones de a 'y b:

a? — b? = 0 (parte real).
ab — 2 = 0 (parte imaginaria).
Realizando una representacion en un mismo sistema de coordenadas, en las abscisas la parte
real a y en las ordenadas la parte imaginaria b, se obtiene un par de rectasa + b = 0,a — b = 0,

y una hipérbola equilatera ab = 2, asi como se observa en la siguiente figura:

lustracion 12:Gauss demuestra la existencia de las raices de un polinomio de grado 2.
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Las dos curvas se cortan en dos puntos Py P con una de las rectas; estos puntos de
interseccion seran las raices de la ecuacion. Gauss basa su razonamiento en las graficas de las
curvas, garantizando siempre los puntos de interseccion, que le permiten concluir que cualquier

ecuacion polindmica tiene al menos una raiz compleja.
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CAPITULO 2.

Algunos conceptos del algebra lineal.

Linealidad y dependencia inclusiva

Partiendo de las ideas del capitulo anterior, donde la busqueda constante por parte de los
matematicos del método para solucionar cualquier ecuacion fue fortaleciendo, a medida que
tienen éxito en sus hallazgos, la idea de que cualquier ecuacion se puede resolver a través de
una formula general. En este apartado se mostrara como la concepcion filoséfica de las
matematicas parece estar ligada a la nocion generalizada de los matematicos sobre los sistemas
de ecuaciones lineales. Se pensaba que aquellos sistemas que se indeterminaban o terminaban
siendo no cuadrados provenian de sistemas mal planteados: “Todo problema que se pueda
modelar matematicamente, tiene solucion, y si tiene solucion existe el método para
encontrarla”. La aproximacion de Euler, llamada por Dorier como dependencia inclusiva,
contiene el germen de conceptos como dependencia e independencia lineal, al menos en el caso
particular de las ecuaciones lineales. Sefialando la relacion entre ellas y la naturaleza de la
solucion, pero como se verd méas adelante, el avance hacia un método mas “eficiente” para
resolver sistemas de ecuaciones lineales, como fue considerado para esa misma época la regla

de Cramer, consigue retardar la emergencia de estos nuevos conceptos por mas de un siglo.

2.1 La clasificacion de las lineas curvas.

En nuestra linea de interés, retomando lo mencionado en el capitulo anterior sobre Descartes,
otro de los aspectos que se debe resaltar de los aportes de Descartes es que, en la reclasificacion
de las curvas, separa la linea recta de su clasificacion anterior (la propuesta por Euclides) y la
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posiciona como la més sencilla, pero a su vez fundamental. Descartes deduce la ecuacion de la
linea recta como la solucidn para el caso més trivial del problema de Pappus. Con respecto a la
linea recta afirmo que: si el problema de los antiguos (...refiriéndose al problema de Pappus)
fuere puesto para cinco lineas, siendo todas paralelas, es evidente que el punto buscado se

encontrara siempre en una linea recta.

Descartes obtiene laecuacion ay? = cx? correspondiente a la linea recta, su representacion
geomeétrica estaba dada por un rayo en el primer cuadrante puesto que no se aceptaban adn los
nameros negativos; de donde se puede entrever que finalmente la ecuacién de la linea recta
debi6 haber tomado rapidamente la forma que conocemos hoy, veamos:

ay? —cx? =0

Dado que solo se consideraban los nimeros positivos, podemos escribir la expresion anterior

asi:

(Vay —Vex)(Vay +Vex) = 0

Con el mismo argumento anterior,
Ax +By =0

Ecuacion moderna de una linea recta que pasa por el origen. Donde A =+a y B =+/c.

Descartes vislumbra la importancia particular que tenia la linea recta. Por sus afirmaciones
parece ser que podia ver lo que en esencia se convertiria en el calculo de Newton y Leibniz:

Habré dado aqui todo lo que es necesario para el estudio de las curvas, una vez

que dé un método general para trazar una linea recta que forma angulos rectos

COn una curva en un punto arbitrario de ella. Y me atreveria a decir que este no
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es sblo el problema mas util y mas general de la geometria que conozco, sino

incluso de los que hubiera deseado nunca conocer. (Citado en Boyer, 2001)
Este aspecto debe subrayarse como uno de los aportes fundamentales en nuestra linea de
interés. El hallazgo de la ecuacion de la linea recta y la ubicacion privilegiada que se le otorga
marca la direccion evolutiva del algebra lineal: en medio de los sistemas de ecuaciones que mas

adelante emergen los principales conceptos de esta disciplina.

2.1.1 Estudio cualitativo de las ecuaciones en un sistema de Ecuaciones lineales. Los
aportes de Euler.

Los numerosos trabajos del matematico y fisico suizo Leonhard Euler , lo catalogan como
uno de los méas grandes y prolificos de todos los tiempos. Sus numerosos aportes a las
matematicas puras lo hacen ser reconocido como el principal matematico del siglo XVIII. En
la direccion de nuestro trabajo, se estudia uno de sus articulos escrito en 1750. Euler
complementa el trabajo que habia empezado Descartes sobre la clasificacién de curvas
algebraicas segun su orden y presenta, en este articulo, un andlisis cualitativo de las ecuaciones
en un sistema de ecuaciones lineales, a partir de una aparente contradiccion entre dos hechos

conocidos y aceptados por los matematicos de la época.

2.1.2 Sobre una aparente contradiccidn en la teoria de las lineas curvas.

En este articulo, Euler empieza haciendo dos anotaciones importantes:

e El caracter riguroso de las demostraciones en la geometria plantea que, a diferencia de

otras ciencias, en la geometria no hay lugar para las contradicciones o las controversias; si
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en algin momento se presentan dos proposiciones contradictorias, posiblemente es una

contradiccion aparente debido al desconocimiento de algunas ideas mas profundas.

e A pesar de no concebir contradicciones entre proposiciones en la geometria, Euler llama
la atencién sobre dos proposiciones conocidas y aceptadas por la comunidad
matematica, que presentan una aparente contradiccidn; una de estas proposiciones hace

parte de la teoria de lineas curvas.
Las dos proposiciones que plantea son (Euler, 1748):
Proposicion |

Una linea recta o de primer orden se puede trazar a partir de dos puntos dados; asi mismo
una linea de segundo orden o seccidn conica se puede trazar con cinco puntos dados, una linea

de tercer orden con 9 puntos y una de cuarto orden con 14 puntos dados. En general, una linea

de orden n-esimo puede ser determinada por

(n? + 3n) .
——— puntos cualesquiera.

La forma general de una linea curva de orden n-ésimo es:
Ay + (B+Cx)y" 1+ (D + Ex + Fx®*)y" 2+ (G + Hx + Ix*> + Jx3)y* 3 +---P,(x) =0

(n? +3n)

Note que la anterior expresion tiene + 1 coeficientes arbitrarios A,B,C,D,E, ...

ahora, al reemplazar cada punto dado por donde debe pasar la curva, nos dard una ecuacion.

. ) (n? + 3n) . i .
Esto quiere decir que con — puntos dados se llega al mismo ndmero de ecuaciones, lo

que significa ademas que todos los coeficientes pueden determinarse y en consecuencia la

propia curva.

96



Proposicion 11

Dos lineas rectas o de primer orden se intersecan a lo mas en un punto, hecho conocido de Los
Elementos de Euclides; asi mismo dos lineas de segundo orden o secciones cénicas se intersecan
a lo més en cuatro puntos, si tenemos dos lineas de tercer orden se interceptardn como maximo

en nueve puntos, para cuarto orden sera en 16 puntos, y asi sucesivamente.

Ahora, una linea de grado m puede ser intersectada por una linea recta en m puntos, por una
linea de segundo orden 2m puntos, de tercer orden en 3m puntos y en general una linea de

orden m puede ser intersectada por una linea de orden n en nm puntos.

Luego de este andlisis, deberia concluirse que el nimero de intersecciones de dos lineas
curvas, una de orden m con otra de orden n serd de nm puntos o menor, dado que algunos de
estos puntos pueden extenderse hasta el infinito o ser imaginarios. Algunos ejemplos que

refuerzan esta proposicion:

lustracion 13: ejemplos de intersecciones entre dos lineas curvas
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Aparente Contradiccion.

Se ha presentado la proposicion | que dice que la ecuacién polinébmica de grado n, en las

- - 2 - - - - - - 2
variables x,y, contiene N~ *+3N 4 coeficientes arbitrarios, es decir, se necesitan N~ +3N

puntos para determinar los coeficientes. Lo ejemplifica para el caso de una linea recta diciendo
que se necesitan los tres coeficientes A, B 'y C, para escribir la ecuacion dada por Ax + By +
C = 0, pero es claro que con dos puntos que no resulten iguales, se halla la relacion entre dos
coeficientes de éstos con respecto a uno de ellos tomado como arbitrario. Por ejemplo, tomando
A = 1, al sustituir por separado los dos puntos dados en la ecuacion general anterior se obtiene

un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incognitas con solucién Unica.

Euler plantea que éstas dos proposiciones son reconocidas y verdaderas, pero que hay una
sutileza de razonamiento que no es facil de identificar. Para identificar la aparente contradiccion

Euler articula éstas dos proposiciones:

La contradicciéon se presenta con las lineas curvas de tercer orden, notemos que por la
primera proposicion, una linea de tercer orden se determina a partir de nueve puntos distintos
dados o por nueve puntos distintos pasa una Unica linea curva de tercer orden; ahora, por la
proposicion 1, una linea de tercer orden se intersecta con otra linea del mismo orden en a lo
mas nueve puntos (Euler quiere destacar en éste caso, cuando las intersecciones son distintas y
todas reales), lo que significa que se pueden identificar estos puntos, por los que pasaran las
dos lineas curvas. Aqui hay una clara contradiccion. Euler, afirma su planteamiento con las
lineas curvas de cuarto orden; observemos que segun la proposicion | se necesitan catorce

puntos distintos para obtener la ecuacion de una unica linea de grado cuatro, pero por la
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proposicion 11, nos muestra que dos lineas de orden cuatro, pueden cortarse en 16 puntos. La
pregunta que surge es, ¢como escoger los 14 puntos que determinan una sola linea curva de
orden cuatro sin que éstos no sean parte de los 16 que puede compartir con otra de su mismo
grado? Teniendo en cuenta, ademas, si por éstos 14 puntos no solo pasa una curva de orden
cuatro, obligatoriamente pasaran infinitas (no se puede dar el caso que sean solo dos curvas las

que pasen por alli); esto es consecuencia de las tres posibilidades de la naturaleza de la solucion.

N

= SR

1\
Jf \_/

=

Después de un analisis similar con la ecuacion de quinto grado, Euler llega a la conclusién
gue es necesario hacer una precision en la proposicion |, es decir, que no basta con que los
puntos sean diferentes (en la figura anterior se tiene nueve puntos distintos, pero infinitas curvas
de grado tres que pasan por ellos) para poder determinar una curva de grado n con n = 1. Sin
esta precision la proposicion | no resulta verdadera en general. Euler hace las siguientes

observaciones:
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Observacion I:
En un caso sencillo de un sistema 2 x 2, podemos escribir actualmente como:

{3x—2y=5
6x —4y =10

Menciona qué: “puede ocurrir que dos ecuaciones no son suficientes para determinar el
valor de dos variables, aun cuando en ambas ecuaciones aparezca cada una de ellas”. (Euler,
1748)

Note que en el ejemplo propuesto por Euler una de las ecuaciones es multiplo de la otra.

Euler menciona que:

Cuando decimos (proposicion 1) que, para determinar dos cantidades
desconocidas, es suficiente tener dos ecuaciones, es necesario afadir a esta
proposicion la restriccion de que estas dos ecuaciones deben ser diferentes una
de la otra 0 que una ya no esté incluida en la otra, y es solo con esta restriccion
de que dicha propuesta puede ser aceptada. (Euler, 1748, pag. 6)

Esta primera observacion de Euler es de suma importancia para nuestro trabajo, pues es uno
de los primeros acercamientos de los conceptos de dependencia e independencia lineal. En el
capitulo tres se retomaré el trabajo de Euler a partir de un analisis didactico.

Observacion 11
El mismo caso con un sistema 3 X 3:

4x — 6y + 10z = 16,
3x =5y +7z =09,

2x — 3y +5Z =8,
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En el anterior sistema hay una ecuacion incluida en otra, lo que hace que realmente se tengan
dos ecuaciones y que no se puedan determinar las tres incognitas x,y, y z. Hay un caso mas
interesante

2x — 3y +5Z =8,

3x — 5y +7z =09,
X —y+ 3z =17,
En este sistema la suma de dos de las ecuaciones genera la otra ecuacion, lo que permite que
se puede omitir cualquiera de estas tres ecuaciones que deseamos y es como si s6lo hubiera dos
ecuaciones.

Euler termina afirmando de nuevo que:

De esta manera, cuando decimos que para la determinacion de tres incognitas se
requieren so6lo tres ecuaciones, es necesario afiadir la restriccion que estas tres
ecuaciones deben diferir entre si de tal manera que ninguno ya esta incluido en
los otros. (Euler, 1748, pag. 7)
2.1.3 Aportes de Euler en el desarrollo del algebra lineal
Los matematicos contemporaneos con Euler trabajaban solo con sistemas de ecuaciones
lineales cuadrados; cuando en un sistema lineal cuadrado desaparecia una de las ecuaciones,
producto del proceso de solucion o cuando no tenia solucidn, era rechazado con el argumento
de estar mal planteado, es decir, se tenia como verdadera la nocién de que n ecuaciones
bastaban para encontrar n variables:
Tambien los tratados de algebra, hasta el siglo XVIII, piensan haber cumplido

su mision, en lo que a primer grado se refiere, una vez que han expuesto reglas;
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en cuanto a los sistemas con tantas ecuaciones como incognitas (no consideran
otros) sistemas cuyos primeros miembros no sean formas linealmente
independientes, se contentan simplemente con sefialar de pasada que se trata de
un problema mal planteado. (Bourbaki N. , 1976, pag. 86)

Actualmente, con el estudio de sistemas con infinitas soluciones podemos encontrar la
relacion existente entre el nimero de ecuaciones, el nimero de variables y el nimero minimo
de soluciones que son necesarias para generar todas las demas. En efecto, los sistemas
consistentes, tales que el nimero de ecuaciones sea en medio del proceso de resolucidn, termine
siendo menor el nimero de ecuaciones que el nimero de incdgnitas, son claves; puesto que
abordando el anélisis de su solucion es que se puede aproximar a los conceptos relativos al
algebra lineal 0 méas precisamente a los preconceptos del concepto que se han sefialado como
centrales en el algebra lineal: rango, dependencia e independencia lineal y conjunto generador.
Euler, por su parte, estudia detenidamente el caso de los sistemas cuadrados en los que
finalmente se revelan una o mas variables indeterminadas y plantea el andlisis que debe hacerse

a la hora de determinar la razon por la cual un sistema de ecuaciones no tiene solucién unica:

Si uno tiene tantas ecuaciones como incognitas de un sistema de ecuaciones
lineales puede suceder que una 0 mas de las variables permanezca indeterminada
si una de la ecuacion es igual o es un multiplo de otra o si una de ellas esta

contenida entre las demas. (Euler, 1748)
Actualmente, la observacion hecha por Euler se podria tomar como una verdadera
aproximacion al concepto de dependencia lineal entre las ecuaciones de un sistema. Era de
esperarse que el concepto de dependencia e independencia lineal emergiera rapidamente gracias
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al andlisis iniciado por Euler, pero transcurrieron mas o menos cien afios para que se retomara
esta perspectiva; en adelante se intentara dar las razones para que fuera desestimado el

interesante enfoque de Euler.
Teoria de matrices

El algebra de matrices y, mas especificamente, la suma de matrices y su producto por un
escalar, dan lugar a un conjunto que dotado con estas operaciones se convierte en un caso
particular de espacio vectorial. Sin embargo, el concepto de matriz actual, aquel que es sujeto
de ensefianza, no solo da cuenta de estas como objeto matematico, sino como herramienta para
representar y resolver sistemas de ecuaciones. Histéricamente el surgimiento de las matrices
como objeto matematico se puede localizar en la obra de James Joseph Sylvester (1814-1897)
y Arthur Cayley (1821-1895) a mediados del siglo XIX, mientras que, como herramienta de
representacion, se puede ubicar en distintas y remotas épocas, como también en distintos

contextos de las matematicas como se mostrara en adelante.

2.2 Cramer y la teoria de determinantes.

En el mismo afio en que Euler presenta su trabajo, Gabriel Cramer (1704 -1752) presenta su
tratado titulado Introduction & I"analyse des Courbes Algébraiques (1750). Este fue el primer
texto que introdujo una notacion generalizada para escribir los coeficientes de un sistema de
ecuaciones lineales, como también una regla (Regla de Cramer), con la que se puede expresar
la solucién de un sistema n x n en funcion de sus coeficientes; ésta regla emplea lo que a la

postre se llamaria determinantes.
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Los determinantes se usaron en numerosos estudios e investigaciones y la teoria de
determinantes se convirtio en una linea de estudio prolija de las matemaéticas. A raiz de los
aportes de Cramer el enfoque cualitativo, iniciado por Euler, pierde interés. Cramer y los
matematicos de la época se interesaron en encontrar la solucion de los sistemas lineales
cuadrados con solucién Unica por medio de esta regla totalmente mecénica. Un siglo después
de la aparicion de la regla de Cramer encontramos el primer texto colombiano de “geometria
analitica” donde se propone el método de Bézout, que se basa en una demostracién de tipo
heuristico que llega a mostrar la validez de la regla de Cramer. Este texto llamado Lecciones de
Geometria analitica fue escrito en 1850, por Lino de Pombo O Donell (1797-1862). Lino de
Pombo, era cartagenero de padres espafioles, realizé sus estudios en Espafia y fue profesor del
Colegio Militar, Pombo afirmaba que la geometria analitica juega un importante papel en las
matematicas, nos brinda la oportunidad de establecer relaciones coherentes entre el &lgebra y

la geometria.

El texto Lecciones de Geometria escrito en 1850 por Pombo, es el primero de geometria
analitica para la ensefianza en la educacion superior escrita por un colombiano, nace del
esfuerzo por escribir notas de clase a partir de la experiencia que ya tenia al dictar el curso
durante varios semestres consecutivamente, para la época no existia un texto local que se

adaptara a lo que Pombo deseaba ensefiar.

2.3 El concepto de Rango.
Del trabajo de Euler y, mas especificamente, de lo que llama Jean Luc Dorier la dependencia
inclusiva, se podria esperar que emergiera naturalmente el concepto de rango entre los

matematicos, posiblemente alrededor de 1750, fecha de publicacion del articulo Sur une
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contradiction apparente dans la doctrine des lignes courbes. Pero la historia muestra que
debieron pasar casi 100 afios para que esto sucediera. El trabajo de tipo historico hecho por el
grupo de investigacion de Jean Luc Dorier muestra que la comunidad matematica tras el
hallazgo de la regla de Cramer enfila toda su atencion alrededor de lo que hoy llamamos la
teoria de determinantes, teoria de innegable valor tedrico dentro de las matematicas pero que,
al parecer, desvia la atencion del enfoque cualitativo que pretende explicar la razon del porqué
de los sistemas de ecuaciones lineales con infinitas soluciones e inconsistentes. La historia

muestra que es en este enfoque cualitativo, donde surge el concepto de rango.

Existen razones muy fuertes por las cuales la comunidad matematica abandona la postura
cualitativa de Euler. El interés generalizado era el de mejorar el método de resolucién de
sistemas de ecuaciones lineales, que hasta el momento estaba basado en una sucesion de

sustituciones que agobiaban a quien intentara resolver un sistema de mas de tres variables.

La regla de Cramer “alivia” esta tension, da las soluciones de un sistema cuadrado a partir

de sus coeficientes, es decir, sin manipular nunca las ecuaciones.

La razon por la que en medio del desarrollo de la teoria de los determinantes no se da
tempranamente el concepto de rango, es por el costo computacional que trae dicho método. Los
profesores Martinez y Sanabria muestran en su articulo Enfasis en la ensefianza del algebra
lineal, que este método, aunque tiene un valor tedrico importante, como algoritmo resulta

ruinoso.

En el libro de algebra lineal de Grossman se comenta que, si uno intenta resolver un sistema de

ecuaciones lineales 25 x 25 resolviendo cada uno de los determinantes que resultan
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necesarios por medio del método de cofactores y, aln con la ayuda de un veloz computador,
podria tardarse mas tiempo del que el hombre lleva en la tierra. En el texto de Jean Luc Dorier
también mencionan algunos obstaculos y dificultades que los matematicos debian superar para

la aceptacion del concepto de rango (Dorier, 2000, pég. 9):

e El reconocimiento de la invariancia que era, sino inadvertida, por lo menos asumida
sin necesidad de prueba.

e Laposibilidad de la misma definicion de dependencia entre las ecuaciones y n-uplas.

e Laanticipacion del concepto de dualidad y la consideracion de todos los sistemas de

ecuaciones que tienen el mismo conjunto de soluciones.

Aun asi, en medio del uso de los determinantes se abandoné la posicion de solo resolver
sistemas de ecuaciones cuadrados con solucién unica. Cabe sefialar nuevamente que para el afio
de 1750 existia una idea generalizada dentro de la comunidad matematica, que consistia en que
cuando un sistema no tenia solucién Unica era porque provenia de un sistema mal planteado.
De alguna manera la obra de Euler debid haber tenido algo que ver en este evento. Aungue las
largas cadenas de célculos en medio de la solucion de sistemas de ecuaciones a través de la
regla de Cramer mantenian en la penumbra el pensamiento intuitivo, y surgiendo las ideas y
nociones que anteceden al concepto de rango, como, por ejemplo, la idea de decantar el mayor
no nulo vy, a partir de él, redefinir variables dependientes e independientes (parametros), es

decir, extender la regla de Cramer adn para sistemas con infinitas soluciones:

El método clasico consistio en separar la parte de las ecuaciones

correspondientes al menor no nulo de maximo orden y luego usando la regla de
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Cramer, con las otras variables apareciendo como parametros en el segundo
miembro de las ecuaciones.
Esta manipulacion requeria justificaciones tedricas las cuales preceden los
descubrimientos hechos sobre determinantes, ademas, ésta primera fase abrid
nuevos caminos para mMas investigaciones sistematicas en sistemas de
ecuaciones. Sin embargo, fue mas la busqueda por un método practico que por
un acercamiento teorico lo que condujo a éste primer paso. (Dorier, 2000, pag.
9)
Los matematicos de la época, aunque sin prueba, ya tenian claro que el tamafio de este menor
era un invariante relativo al sistema: es decir, el rango del sistema; pero no existia teoria
alrededor de esto ni mucho menos demostraciones. Es solo a traves de un enfoque nuevamente
de tipo cualitativo como emerge el concepto de rango con todo el peso tedrico necesario para
quedar posteado en la historia del algebra; esto se da con el trabajo de Henry John Stephen

Smith (1826 —1883).

Ejemplo: Dado el sistema 3 x 3 planteado por Euler:
2x—3y+5z=8
3x =5y+7z=09,
x—y+3z=7
dado que el determinante de la matriz del sistema es nulo y el sistema resulta consistente, se

buscaba el mayor menor no nulo, que en este caso, tiene tamafio 2 X 2 y se optaba por resolver

2x—3y=8-5z

3x — 5y =9 -7z usando el método de Cramer.

el sistema{
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Al sistematizar un algoritmo general y vélido, a pesar de ser computacionalmente costoso,
para encontrar la solucion a sistemas de ecuaciones lineales cuadrados, la perspectiva de Euler
pierde interés. Este hecho lo mencionamos reiterativamente porque la historia nos muestra que
los conceptos de dependencia e independencia lineal surgen de manera més natural y temprana
si se aborda un enfoque cualitativo y haciendo uso de la intuicion.

Como lo evidenciamos en el anterior capitulo y a lo largo de este, la historia que envuelve el
desarrollo del &lgebra y, de manera mas especifica, lo concerniente a la teoria de las ecuaciones,
muestra el interés constante de los matematicos por encontrar los métodos de solucion de
ecuaciones; la regla de Cramer reafirma la creencia generalizada de que siempre se pueden
encontrar estos métodos. Estos hallazgos conducen a una idea equivocada de que el método
existe y que por lo tanto debe poder encontrarse. A partir de la linea de la Didéctica, estos
hechos recurrentes se pueden caracterizar como un obstaculo epistemoldgico, puesto que se
muestra un conocimiento, en este caso el algoritmo de solucion, que no permite reflexionar
sobre la no existencia de las soluciones o de la existencia de infinitas soluciones. Hablaremos

mas sobre este obstaculo en el capitulo dedicado a la reflexion didactica.

2.4 De los determinantes a las matrices: Arthur Cayley.

Actualmente para resolver un sistema se propone representarlo a través de una matriz, es decir,
a través de un arreglo rectangular de sus coeficientes; luego, haciendo uso del determinante del
sistema y los determinantes auxiliares de cada variable, se determina la solucion del sistema
aplicando el método de Cramer. Parece entonces natural concluir que histéricamente surgieron
primero las matrices que sus determinantes, pero no es asi; en el desarrollo historico primero se
trabajo con los determinantes y después se construyo la teoria de matrices. Para la época de
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Euler ya se habia considerado trabajar sistemas de ecuaciones solo haciendo un analisis de sus
coeficientes, en su trabajo con las formas cuadréaticas, Euler utilizdé una escritura similar a la

matricial para representar la composicion de transformaciones sobre una forma cuadratica.

En la China antigua (200 A.C.) construian arreglos cuadrados de nimeros para resolver
problemas (lo que ahora llamamos cuadrados magicos) los que, en la actualidad, corresponden
a sistemas de ecuaciones lineales; pero la matematica china no tuvo continuidad y muchos de

sus métodos solo se conservaban por transmision oral o copias clandestinas.

En 1850, el matematico Inglés James Joseph Sylvester (1814, 1897) le dio el nhombre de
matriz a un arreglo cuadrilongo de términos. Sylvester sostuvo amistad y constante
comunicacion con Arthur Cayley, a quien finalmente se le considera el creador de la teoria de
matrices. En 1858 Cayley publica su memoria sobre la teoria de matrices, la cual contiene una
definicion un poco mejorada con respecto a la dada por Sylvester: El término matriz es usado
sin asociarlo a ningun conocimiento especifico; es decir, los objetos del arreglo son magnitudes
de naturaleza cualquiera; puede ser entendido como un arreglo de cantidades en forma de un

cuadrado.

Cayley advierte que las matrices pueden ser arreglos con cualquier niumero de términos, pero

a pesar de esa afirmacion en su articulo solo trabaja con matrices cuadradas 3 X 3y 2 X 2.

2.4.1 Una memoria sobre la teoria de matrices.
(Cayley, 1858) inicia su obra definiendo una matriz como un conjunto de cantidades

dispuestas en forma de cuadrado y da un ejemplo de una matriz 3 x 3:
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Ademas, justifica que esta notacion surge naturalmente de abreviar un sistema de ecuaciones

lineales de la forma:
X=ax+by+cz
Y=ax+by+cz

Z=a'x+b"y+c"'z
XY, Z)=({a b ¢ |(xy2)
c

Agrega que ésta es la base para construir una teoria de matrices y que, si los conjuntos de
matrices de igual tamafio se consideran como un objeto en si, se comportan como cantidades
que se pueden operar. La suma de matrices es similar a la suma que se realiza entre cantidades,

mientras que la multiplicacion, a la que también llama composicién, no conmuta.

Cayley a continuacion sefiala que cualquier matriz, satisface una ecuacién algebraica de su
propio orden. Teorema que actualmente se conoce como el teorema de Cayley-Hamilton.
Hamilton lo establecio para el caso de orden 4 dentro de su estudio de cuaterniones. Sin desviar

la atencion, veamos brevemente un ejemplo en notacion moderna de este teorema:

Tomemos la matriz M = (; i) el polinomio caracteristico es:
1—vy 2 _
det ( 3 4_ y) =
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=1-NHé-v)-@@3)
=4—y—4y+y? —6=y%2+5y-2
Ahora, el teorema Cayley-Hamilton afirma que, al reemplazar M=y se satisface la ecuacion:
M?+5M—-21=0

G -5G D26 D
- 96 9-5G D26 V)
(55 2205 200G 2
=( o)

En la memoria de Cayley, la regla de formacién de esta ecuacion y las operaciones que se

aplican en el anterior teorema cobran sentido.

A continuacidn, se muestra una breve inspeccién de los 58 puntos en los que Cayley presenta
su teoria de matrices. Con el objetivo de facilitar la lectura y aportar a nuestras conclusiones
posteriores, en algunos casos, se establece un comparativo con el correspondiente tema actual.
Cayley define en términos muy proximos a los modernos, la suma de matrices, el producto por
un escalar, el producto entre matrices, potencias, las propiedades de cada una de estas
operaciones, polinomio de matrices y polinomio caracteristico. Es decir, hace una presentacion

exhaustiva del algebra matricial actual. Veamos:
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1. Aunque trabajara con matrices 3 x 3, los resultados, definiciones y conclusiones podran ser
aplicados a matrices cuadradas de cualquier tamafio y, en algunos casos, en matrices
rectangulares; ademéas cuando se establezca alguna relacion para dos o més matrices, se
debera asumir que las matrices son del mismo orden.

2. La notacién

a b c
a b ¢ |(xy2)
a” b” C”

representa el conjunto de funciones lineales

(ax + by +cz,ax+by+cza ' x+b"y+c''z)

3. Define la matriz cero, como aquella donde todos los términos son cero

0 0 O
0 0 O
0 0 O
Y la matriz unitaria como:
1 0 O
0 1 0
0O 0 1

Actualmente la llamamos matriz identidad.
4.  Define la sumay la resta de matrices tal como lo conocemos actualmente.
5. La matriz no se altera si se suma o resta con la matriz cero, es decir, si tenemos M como
matriz y llamando 0 a la matriz cero del mismo orden que M, se tiene que:
M+0=M
Asi también al restar dos matrices iguales se obtiene la matriz cero. Obsérvese que la

matriz cero, en términos modernos, es el elemento neutro en la suma.
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6. La opuesta de una matriz M se escribe como L = —M, y al sumar M con su opuesta
dara la matriz cero, M + L = 0. En términos modernos, Cayley esta definiendo el elemento
opuesto para la suma; en este caso de matrices, sera aquella matriz del mismo orden cuyos
términos tengan signo contrario.

7. Cayley define la conmutatividad y asociatividad en la suma de matrices.

8.  Define el producto de una manera equivalente a como lo hacemos actualmente, en
particular al que llamamos producto externo o producto por un escalar

X,Y,2) =
a b ¢
=ml|a b ¢ |(xy2)
& b o
ma mb mc

= ma mb mc |(x,y,2)
ma’” mb” mc”

Ademas, afirma que esta operacion cumple la propiedad conmutativa y que si se tiene
m(L + M) equivale a tener mL + mM; es decir que también cumple la distributividad.

9. De las matrices L y mL se dice que la una es similar a la otra; en particular si m = 1 son
iguales y si m = —1 son opuestas.

10. Define el envolvente de la matriz unitaria como el conjunto donde estan todas las
posibles combinaciones que se pueden hacer con la matriz identidad (a la que Cayley
Ilama unitaria), que en otras palabras son todas las multiplicaciones de esta por un
escalar.

11. Define la regla para componer matrices, en téerminos modernos la multiplicacion de

matrices, asi:
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Se establece la primera matriz como la que estd mas a la izquierda y se dice que
la primera linea de la matriz producto se obtiene combinando la primera linea de
la primera matriz con cada una de las columnas de la segunda y de manera

analoga se definen las demas filas de la matriz producto. (Cayley, 1858, pag. 21)

También, comenta que esta operacion no es conmutativa.

12.

13.

14.

15.

La composicion de una matriz con la matriz cero, siendo la matriz cero la primera o
segunda componente, sera la matriz cero.

Una matriz no se altera al hacer su composicion con la matriz unitaria y hacer la
composicion con cualquier matriz envolvente es equivalente a multiplicar por un escalar.
La regla, asi vista, es un caso particular del producto de dos matrices cuando una de las
dos matrices es multiplo de la matriz idéntica.

Cayley habla del producto de més de dos matrices: Nosotros podemos, de alguna
manera, componer tres 0 mas matrices; el orden de arreglo de los factores es importante
y nosotros podriamos distinguir luego como la primera o extremo, segunda, tercera, etc.
y la Gltima de la matriz compuesta, pero dos factores consecutivos pueden ser
compuestos y reemplazados por una sola matriz. Cayley estd afirmando la propiedad
asociativa en el producto de las matrices. El resultado es independiente del modo
particular del cual se componga el orden de las matrices.

Define las potencias enteras y positivas de una matriz. Si L es una matriz entonces

LPL? = [P*9 donde p,q € Z*.
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16. Continuando con las propiedades, Cayley define el producto LP.L° = LP donde L° = I ,
es decir, la potencia cero sobre una matriz es igual a la matriz unitaria. Ademas,
LL7'=L"Y L =1 ,alamatrizL™! lallaman inversa o matriz reciproca.

17. Define la matriz inversa asi:

a b

c
Dada una matriz (a' b’ c'), se tiene que:
& b

a b c\ ! 1 2,V 0,V 0,V
a’ b’ c’ = 6 0bV abV 6bV
a’ b” ¢ oV 9.V 9.V

Donde V denota el determinante, es decir:

a b c
V=det|a” b ¢ |,
< b o

Y cada d,, corresponde a lo que ahora conocemos como cofactor, a continuacién, un ejemplo:

0q = det (5:, CC",,,)

Notese, que en el calculo de la matriz inversa, se utiliza la matriz adjunta utilizando

cofactores, pero no lo define como tal, y utiliza una notacion diferente de la actual.

18. Cayley aclara que cuando el determinante es cero, la anterior definicion falla; en este
caso decimos que la matriz es indeterminada. Asi también la matriz cero es
indeterminada, y el producto de dos matrices puede dar como resultado cero, sin que
ninguna de las dos sea la matriz cero.

19. A partir de las definiciones anteriores, establece las potencias negativas de una matriz

como potencias positivas de su inversa.
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20. Utilizando potencias y escalares de una matriz, define el polinomio de grado n de la
matriz M, como:
P(M) =aM™ + bM™ 1 + - + zM°
21. A partir de la definicion anterior, presenta un caso particular asi:

Sea M la matriz
Al desarrollar el determinante:

tiene:
P(M)=M? - (a+ d)M + (ad — bc)M°
La cual es una funcién de M.
Ahora, al reemplazar M en la ecuacion anterior se obtiene la matriz cero, es decir, los

valores de M2, M, M° respectivamente son:

24 bc bla+d)
(ca(a+dc) d2a+bc)' (Z Z)' ((1) (i))’

Luego, realiza el calculo explicito y demuestra que al remplazar M en la ecuacion se obtiene

la matriz cero, esto es

a—M b _
c d—M

donde la matriz del determinante es

¢ -mG )
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Esta definicion hace parte de la demostracion del teorema Cayley-Hamilton que enunciamos

anteriormente.

22. Cayley introduce una notacion analoga a lo que llamamaos hoy el polinomio caracteristico

de la matriz M en funcion de sus valores propios, los que Cayley denota como:

M: Det(M —M-1) = 0.

23. Verifica el anterior teorema para el caso de una matriz 3 x 3.

24. Una matriz cualquiera siempre satisface su propia ecuacion algebraica, lo cual es la parte

sustancial del teorema enunciado en el punto 20. (Cayley, 1858, pag. 24)

25. Presenta un ejemplo (Monroy, 2011, pag. 62), Dada la matriz
_(a b
M = (c d)
Se requiere encontrar L = +/M . En este caso M satisface la ecuacion:

M? — (a+d)M + (ad — bc)M° =0

B

. X . .
ysl L= ()/ 6), entonces satisface la ecuacion:

L2 — (< +8)L+ (a6 —By)L° =0

Ahora, como L = M? podemos escribir a L en términos de M asi:

1
L=oc—_|_6[M+(°<5—ﬁV)]

Y para escribir las entradas de L en funcién de las entradas de M hace
x=x+§ y «<5-py=y

Luego
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aty b
_ x x _ _
L= ¢ d+y ,conx = /P+2,/Q, y =4/0.
X X

Donde
P=a+d y Q=ad-bc.
Hace luego la observacion que el signo de \/5 es el mismo en ambas expresiones y en

consecuencia el radical vM tiene cuatro valores.

26. Cayley ilustra un poco mas lo descrito en el punto anterior, toma L? = M2,

27. Define que las raices de un polinomio caracteristico asociado a una matriz 2 x 2 se
consideran envolventes de la matriz unitaria.

28. Un polinomio caracteristico puede tener varias matrices que satisfagan su ecuacion.

29. Define lo que actualmente se conoce como matriz nilpotente de orden k. Veamos un

ejemplo en términos modernos:

0 1

La matriz M = (0 0), es nilpotente, ya que M 2 = 0. En términos mas generales,

actualmente decimos que una matriz cuadrada cuyos elementos por encima o por debajo de
su diagonal principal son cero (matriz triangular) es nilpotente.
30. Da un ejemplo de lo anterior para una matriz 3 x 3.
31. Cayley da una definicién un poco mas general de la matriz periddica, estableciendo que
M? — k = 0 entonces M es una matriz periddica.
32. Generaliza la anterior definicion, diciendo que en algunos casos es mas conveniente

referirse a la ecuacion M™ = k, se puede decir que M es periddica de orden n.
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

40.

41.

42.

Define que My L son matrices conmutables cuando ML = LM. Ademas, presenta un
caso particular para las matrices 2 x 2.
M y L no son conmutables cuando ML = — LM. Note que esta definicion de
anticonmutatividad esta relacionada con un resultado que encontr6 Hamilton en su
trabajo con cuaterniones.
Cuando se componen dos matrices LM y ML y son similares, ellas son de signo positivo
0 negativos, entonces son conmutables o anticonmutables respectivamente.
Define lo que hoy Ilamamos transpuesta de una matriz.
Enuncia la propiedad de matrices transpuestas:

(tr.M)P = tr.(MP)

y en particular dice:
tr.(M™) = (tr.M)1

Enuncia otra propiedad:
tr.(L.M) = tr.M.tr.L

La notacion de Cayley difiere muy poco de la notacion actual

Una matriz que no se altera después de la transposicion se define como matriz simétrica.
Cayley define la matriz antisimétrica como la matriz M tal que:

tr-M =-—-M
Cayley realiza la suma de los ejemplos generales de matriz simétrica y antisimétrica que

ha dado para matrices 3x3 asi:
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a h+v g—u
h—v b f+y
gtu f-y <

Y afirma que es facil ver que cualquier matriz se puede expresar como la suma de una matriz

simétrica y otra antisimétrica, que a la luz de hoy y con su notacion seria:

_(M+¢KM>+<M—¢nM>
a 2 2 '

Se prueba facilmente la primera matriz es simétrica y la segunda es antisimétrica, lo cual
probaria la afirmacién de Cayley. (Monroy, 2011, pag. 62)
43. El producto de una matriz por su transpuesta da como resultado una matriz simétrica.
44 vy 45. Presenta una relacion entre matrices similar a la que presenté Hamilton en la teoria

de cuaterniones:

si L y M son dos matrices anticonmutativas y ademas L? = —1 M? = —1 si
llamamos N = L.M entonces N = —L.M y en consecuencia N> = —1 lo cual
dice que es un sistema de relaciones similar a la teoria de cuaterniones. (Cayley,
1858, pag. 32)
46. Las potencias enteras de una matriz M se pueden obtener a través de su ecuacion
caracteristica. Esta afirmacion hace parte de la demostracion de teorema Cayley-Hamilton que

mencionamos anteriormente.

De los puntos 47 a 51 presenta una serie de propiedades relacionadas con las potencias de

una matriz.
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52. Clasifica las matrices rectangulares en extensas cuando el nimero de columnas excede

el nimero de filas y profundas cuando el nimero de filas es mayor que el nimero de columnas.

53. la matriz cero existe para matrices rectangulares, mientras que la matriz unitaria no; asi
mismo la suma y la resta en dos matrices con igual numero de filas que de columnas se puede

extender para matrices rectangulares.

54. La operacion multiplicacion se puede realizar en aquellas matrices rectangulares que por
izquierda tengan el mismo namero de columnas igual al mismo nimero de filas de la matriz

por derecha.

55. Da varios ejemplos de composicion entre matrices rectangulares 2 X 3,3 X 2y 2 X 4.

56. Muestra ejemplos en el que se puede componer dos matrices en orden distinto.

57. Nociones como inversa y potencia de una matriz no pueden extenderse a matrices

rectangulares.

58. La matriz transpuesta si se pude aplicar a matrices no cuadradas, mientras que la matriz

simétrica y antisimétrica no.

La introduccion que hace Cayley en este documento nos deja ver como a partir de un sistema
de ecuaciones lineales cimenta la nocion de matriz del mismo tamafio. En efecto, estamos en
presencia del surgimiento de un universo de objetos matematicos a los cuales va a dotar de

operaciones, propiedades y un buen namero de resultados tedricos aln vigentes

En la direccion del algebra lineal y teniendo en cuenta los hallazgos historiograficos, Cayley
en los numerales 3, 4, 5, 6, 7 y 8 expuestos anteriormente. Da un ejemplo implicito, particular
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de espacio vectorial, sin existir, para aquel momento, la definicion de espacio vectorial. Este
ejemplo que aporta Cayley es de una naturaleza totalmente distinta a otros ejemplos que
presenta la historia, como es el caso de los numeros reales, las parejas ordenadas (R™), los
polinomios. Es decir, la historia nos muestra que primero se dota de estructura algebraica a los
objetos matematicos, como por ejemplo las matrices, polinomios, parejas ordenadas,
cuaterniones etcétera, y después esa estructura algebraica comin a diversos conjuntos de
objetos de distinta naturaleza, necesita de una nuevo “levantamiento” 0 abstraccion para

etiquetarlos a todos como: “espacios vectoriales”.

En la obra de Cayley, el principio de permanencia, ya salvado por Hamilton diez afios antes,

cobra el mismo lugar importante y estabilizador que tuvo en la teoria de cuaterniones.

Hacia finales del siglo XIX se fueron desarrollando las primeras prefiguraciones axiomaticas
asociadas al concepto de espacio vectorial. Para aquel momento, las relaciones y la red que se
habia entretejido entre la geometria y el algebra habian cobrado importancia por la proliferacion

de muchos desarrollos matematicos.

Axiomatizacion del concepto de espacio vectorial

Todo conjunto no vacio dotado de dos operaciones cualesquiera (+,-), que cumplan una
suerte de propiedades que mas adelante especificaremos, recibe el nombre de espacio vectorial.
Ademas, sin importar su naturaleza, sus objetos (funciones, polinomios, matrices, etcétera)
pasaran a llamarse vectores. Debe entenderse que el antiguo vector algebraico o geométrico
pasa a ser un caso particular de vector en este nuevo sentido. Este nombre es un mero capricho

del lenguaje matematico, bien podria ser espacio matricial, y en este caso los elementos pasarian
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a ser matrices. Grassmann, un adelantado a su época, intuye los problemas que este tipo de
nombres traeria para la mayoria de las personas que intenten acercarse al concepto y, en su
obra, propone lo que considera un nombre mas apropiado a los elementos de un conjunto con
estas caracteristicas, pero no logra hacerse entender de sus contemporaneos. Es solo en el inicio
de la época del estructuralismo en las matematicas que su trabajo es retomado por Peano y

surge, al menos en el caso finito, el concepto central del algebra lineal

2.5 La complejidad en el trabajo de Hermann Grassmann
Herman Grassmann (1809-1877) nacié en 1809 en Stettin Alemania; no tuvo formacion
universitaria formal en matematicas; en los afios de su secundaria, su padre consideré que no

tenia habilidades para las ciencias y lleg6 a pensar que dedicaria su vida al arte.

Entre los afios 1832 a 1864, Grassmann desarrolla sus primeros descubrimientos en el campo
de las matematicas. Una de sus primeras contribuciones a las matematicas fue su ensayo
Theorie der Ebbe und Flut de 1840, basado en su interés por matematizar los fendémenos de las
turbulencias 'y las mareas. Al parecer su trabajo se basé en la Mécanique
analytique de Lagrange y la Mécanique céleste de Laplace, pero exponiendo toda su teoria por

métodos vectoriales.

Su obra mas significativa fue escrita en 1844 titulada Die Lineale Ausdehnungslehre, ein
neuer Zweig der Mathematik, mas conocida como Ausdehnungslehre, que se puede traducir
como Teoria de la extensidn o Teoria de las magnitudes extensivas. Para esta obra, Grassmann
recurrié a sus habilidades como linguista profesional y a sus conocimientos filoséficos para

dotarla de una extensa introduccion, justificando cualquier idea desde su postura filoséfica y

123



definiendo todos los conceptos con palabras del lenguaje aleman, recurriendo a novedosos
simbolos, que incluso ni los mismos matematicos alemanes conocian. La comunidad
matematica de la época, incluyendo los matematicos alemanes, criticaron fuertemente su obra.
Como consecuencia, pocas personas la leyeron con detalle. Fue afios después de su muerte en

1877 que se reconocid el valor matematico de esta.

Para la época, esta teoria ofreci6 una perspectiva totalmente nueva de la geometria, asi como
la relacion entre lo que después se llamaria algebra lineal y la geometria. Aunque su trabajo
estaba fundamentado en la intuicion geométrica, Grassmann adopté un punto de vista
formalista. Su texto se caracteriza por capitulos meramente formales, cargados de largas listas
de nuevos conceptos, con ideas desarrolladas desde lo abstracto y con algunas aplicaciones al
final de cada capitulo. Grassmann plantea que la geometria, solo deberia constituir una mera
aplicacion de una teoria formal en una nueva rama de las matematicas: construy6 un vasto
edificio algebraico-geométrico, basandose en una concepcion geométrica “intrinseca” (ya mas
0 menos axiomatizada) del espacio vectorial de n dimensiones. (Bourbaki N. , 1976, pag. 93).
Esta perspectiva va en la misma direccion de lo que hemos rastreado a lo largo de varios
matematicos y tiene que ver con el replanteamiento que se dio entre la relacion de la geometria
y las matematicas en general. Como lo hemos reiterado, la geometria fue por mucho tiempo el

lugar de validacion de las construcciones matematicas.

El trabajo de Grassmann influencid indirectamente el desarrollo de la geometria, la teoria de
espacio vectorial y por ende la evolucion del algebra lineal. Aunque no cabe duda de que tenia
clara la definicion actual de espacio vectorial, no presentd ninguna definicion formal

explicitamente. Su obra es retomada cincuenta afios después por distintos matematicos, entre
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ellos Giuseppe Peano, dandose la primera axiomatizacion del concepto de espacio vectorial de
dimension finita; la definicion general de espacio vectorial se la debemos a Hermann Weyl, en
1920. Las concepciones filos6ficas que soportan toda su propuesta matematica permiten
entenderla y justificar el por qué del rechazo de la comunidad matematica de la época a sus
ideas. Antes de dar una mirada a algunos aspectos importantes de su obra, hablaremos sobre las

concepciones filosoficas que soportan toda su propuesta matematica.

2.5.1 Concepciones filosoficas de Grassmann

El lenguaje en el que Grassmann presenta sus ideas esta permeado por su formacion como
linguista y por sus concepciones filosoficas sobre la ciencia. Estas dos circunstancias, que
complejizaron su trabajo, no favorecieron que su obra despertara algin interés en sus
contemporaneos. En la obra Ausdehnungslehre exhibio su teoria sin dar explicaciones sobre el
estilo que utilizaria en la presentacién de cada uno de los capitulos, con el objetivo de poder
llegar a ser leido; pero afiadié un prélogo en la que intenta explicar la teoria filosofica que
justifica la presentacion de cada uno de los conceptos. Aun asi, su obra no logré un impacto

inmediato, pero medio siglo después y aun hoy sigue siendo estudiada.

Una de las preguntas a resolver por la comunidad matematica con respecto a Grassmann, era
el porqué de sus concepciones filosoficas frente a la matematica y la ciencia en general, cuestion
gue no fue facil de resolver pues Grassmann no dejo muchas pistas sobre ello en ninguna de las

dos ediciones de su obra (1844 y 1862).

Fue Albert Lewis quien expuso un analisis detallado, en los Anales de Science (1977), sobre

las marcadas coincidencias que tenia la postura filosofica de Grassmann con la propuesta
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tedrica de Friedrich Schleiermacher (1768-1834), quien era fil6sofo, religioso y ademés

profesor de filosofia de Grassmann en una clase que habia tomado junto a su hermano.

La dialéctica de Schleiermacher se explica como (Petsche, 2014):

Ese pensamiento que estad en camino a ser conocimiento; aparece como la teoria
del arte de establecer conocimiento, pero no esto como el conocimiento mismo,
y como esa teoria del arte del pensamiento, que trata del pensamiento que se
esfuerza por el conocimiento o trata con el conocimiento a medida que se
convierte en conocimiento, [y] problematiza el lugar sistematico de la unidad de
los opuestos (relativos) en el especial, individualidad inalienable de un sujeto

pensante que esta en proceso de construir su conocimiento.

Ademas, el método dialéctico de proceder por medio de los opuestos se ve reflejado en la

obra de Grassmann, Lewis explica este método a la luz de la organizacién de conceptos en el

Ausdehnungslehre y siguiendo los objetivos de la dialéctica de Schleiermacher, que pretende

ser la herramienta para la construccién de nuevos conocimientos (Petsche, 2014, pag. 556):

El Uno y los muchos aparecen en algin aspecto en cada contraste, por ejemplo,
general y particular, continuo y discreto, e igual y diferente.

Relativismo: cada una de las dos cualidades opuestas depende de la otra para su
definicion y no se debe pensar que describe un existente puro que tiene esta cualidad

solo.
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e Falta de resolucion: la esencia de la realidad esta representada por la tension entre
elementos opuestos en lugar de su sintesis o resolucion; y

e Los contrastes se utilizan como determinantes de los conceptos y del género de la
especie relaciones entre esos conceptos. En la mayoria de los casos, estas
caracteristicas serdn evidente por si mismo cuando se presentan los pasajes relevantes
de Ausdehnungslehre

e Estos cuatro puntos podrian complementarse con un quinto, que también corresponde
especificamente a la dialéctica de Schleiermacher. A saber, la construccién del

conocimiento se produce mediante el doble cruce de los opuestos.
Lewis afirma que (Lewis, 1977)

La complementariedad de rigor y visioén general proporciona el contraste final
que hace que el Ausdehnungslehre sea un todo consistente en su metodologia.
Este contraste lo ilustra Schleiermacher donde presenta el original significado
de 'heuristico' (...) El dio a entender que una de las principales ventajas de este
método fue su referencia frecuente a la original intuicion. Grassmann deja claro
en su obra que el desarrollo riguroso de la ciencia se desarrolla desde los
conceptos elementales, mientras que la vision general se establece relacionando
constantemente la deduccion de nuevos conceptos a la geometria "la cual es la
base de nuestra ciencia".
Grassmann presenta esta oposicion de conceptos haciendo la distincion entre la dialéctica
que estaria asociada a la logica y lo opuesto que seria la teoria de formas relacionado con la

matematica pura; (Dorier, 2000, pag. 23) explica el uso de los opuestos asi:
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Un opuesto hace un antagonismo entre dos polos, pero ellos son dos lados de
una sola idea. Por ejemplo, dos objetos no pueden pensarse como iguales si ellos
no han estado previamente opuestos de tal manera que ellos pudieran aparecer
como distintos. Por consiguiente, la nocidn de opuesto no es absoluta, pero, al
contrario, refleja la relatividad del pensamiento que lleva sisteméaticamente a
analizar cosas desde angulos opuestos y complementarios, de esta manera es un

componente dialectico esencial del proceso de pensamiento.

2.5.2 La teoria de extension por Hermann Grassmann

Sin el &nimo de atribuir mas valor del que ya tiene la obra de Grassmann de 1844, se presenta

en esta parte, entre otros, los conceptos que se pueden cotejar con los actuales conceptos de:

dependencia lineal, independencia lineal, conjunto generador, conjunto generado, vector de

coordenadas y, por supuesto, espacio vectorial

En su primer capitulo encontramos las definiciones que dan cuerpo a la teoria de espacio

vectorial. Grassmann inicia dando una nocién muy proxima al concepto de combinacion lineal

asi:

digo que una magnitud a se deriva de las magnitudes b, c, ... por los nimeros
B,v, ... Si

a=pfb+yc+--
donde S, v, ... son numeros reales, racionales o irracionales, diferentes o no de

cero. También digo que a es numéricamente derivado de b, c, ...

Seguidamente define lo que actualmente llamamos el concepto de dependencia lineal:

128



Es maés, digo que dos 0 mas magnitudes extensas a, b, c, ... estan sujetas a una
relacion numeérica o que el conjunto de magnitudes extensas a, b, c, ... esta sujeto
a una relacion numerica, si puede derivarse cualquiera de ellos numéricamente
de los otros, es decir si no se puede escribir, por ejemplo: a = b + yc + -+
Donde 8, y, ... son numeros reales. En caso en que el conjunto contiene s6lo una
magnitud a, diremos que el conjunto esta sujeto a una relacion numeérica, sélo si
a=0.

A continuacion, Grassmann define la unidad asi:

Llamo unidad a cualquier magnitud que permite derivar una serie de magnitudes
numéricamente y llamo a esta unidad primitiva, si no puede derivarse
numéricamente de cualquier otra unidad. Llamo la unidad de numeros, que es
uno, unidad absoluta y las otras las llamo unidades relativas. Cero nunca puede
servir como una unidad.

Como se habia mencionado, Grassmann tenia la fuerte intencion de separar las matematicas
de las aplicaciones; la geometria la consideraba como un contexto de aplicacion de las
matematicas; esta afirmacion se puede ver en la cita anterior donde define unidad. Parte de la
unidad numérica uno, reales diferentes de cero pueden ser unidad; el uno lo llama unidad
absoluta y a los otros (diferentes de cero) unidades relativas. La unidad relativa que define

Grassmann es equivalente al papel del elemento generador en un espacio vectorial.

En la siguiente afirmacion, define conjunto linealmente independiente y base:
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Llamo sistemas de unidades cualquier conjunto de magnitudes, que no estan en

relacibn numérica una con otra. Esto permite derivar otras magnitudes
numéricamente por medio de numeros arbitrarios.

A continuacién, define como magnitud extensiva lo que equivale a la definicion de vector

en términos de espacios vectoriales, es decir, pueden tratarse de funciones, polinomios, matrices

cuadradas, etc. Los numeros que pertenecen a las unidades corresponden a los vectores de

coordenadas.

Llamo magnitud extensa cualquier expresion que se deriva numéricamente de

un sistema de unidades (aun no reducida a la unidad absoluta), y llamo a los

nameros que pertenecen a las unidades, la derivacién numérica de esta magnitud.

Grassmann define la multiplicacion exterior y después la multiplicacion interior, con lo cual
proporciona las herramientas para resolver problemas propios del algebra lineal, ademas define
todas las operaciones que se pueden realizar entre magnitudes y sus propiedades, aungue uso

otros nombres dedujo de manera precisa lo que hoy Illamamos espacios vectoriales.

2.6 Hacia una axiomatizacion de espacios vectoriales.

Basado en el trabajo de Grassmann, el matematico, légico y fildsofo italiano Giuseppe
Peano (1858 - 1932) presenta uno de los primeros acercamientos axiomaticos a la teoria de
espacios vectoriales. En su obra titulada Calcolo Geometrico secundo |I"Ausdhenungslehre di
H. Grassmann e precedutto dalle Operozioni della I6gica Deduttiva en el que presenta con
mas claridad los aspectos basicos del trabajo de Grassmann, aunque también limitado a la

geometria.

130


https://es.wikipedia.org/wiki/Italia

Este es un importante aspecto que destacar ya que el referente geométrico, del que incluso
Peano no logré desprenderse, oculté en parte la riqueza y la naturaleza propia de su obra. En la
obra de Peano hay dos capitulos que parecen desvinculados de toda la obra, el primero y el
ultimo. El primer capitulo esta dedicado a los fundamentos de légica deductiva, cuyo desarrollo
presenta muchas similitudes con el algebra y el calculo geométrico. Este capitulo es en si mismo
una herramienta base para consolidar un lenguaje propio de las matematicas y para el desarrollo

de muchas ramas matematicas.

Los siguientes ocho capitulos tratan sobre la clasificacién de objetos geométricos y sus
operaciones, asi como la aplicacion de éstas en el célculo infinitesimal. El octavo capitulo tiene
relacion con una obra que ya habia publicado (Peano, 1887) Aplicaciones geométricas del
célculo infinitesimal; el tltimo capitulo, el de nuestro mayor interés presenta una organizacion
axiomatica de lo que él llamé sistema lineal que, en términos modernos, corresponde al

concepto de espacio vectorial.
Vemos los axiomas que presenta Peano (Traduccion de su obra original):
Existen sistemas de entidades para los que se dan las siguientes definiciones:

1. Se define la igualdad de dos entidades a y b del sistema: significa que se define una
proposicion, escrita como a = b, que expresa una condicion entre las dos entidades del
sistema, satisfecho por algunos pares de entidades y no satisfecho por otros pares, y que
satisface las ecuaciones légicas:

(a=b)=(Mb=a),(a=b)n(b=c)<(a=7c)
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2. La suma de dos entidades a + b es definida asi: significa que se define una entidad,
escritaa + b, que pertenece nuevamente al sistema dado y que cumple las condiciones:

(a=b)<(a+c=b+c), a+b=b+a,a+(b+c)=((@+b)+c
y se escribira el valor comdn de los dos lados de la ultima igualdad a + b + c.

3. Que a sea una entidad del sistema, y m un entero positivo, con la expresion m a
designamos la suma de m entidades igual a a. es facil de ver, dado a, b ... entidades del

sistema, m, n, ... enteros positivos, que
(a = b) < (ma = mb);
m(a + b) = ma + mb;
(m +n)a = ma + na;
m(na) = (mn)a;la =a

suponemos que se da un significado a la expresion ma, para cualquier nimero real m, de

modo que las ecuaciones anteriores todavia se satisfacen. La entidad ma se llamaréa el producto

del namero (real) m por la entidad a.

4. Finalmente suponemos que existe en el sistema una entidad, a la que llamamos entidad
cero, y designamos por 0, de modo que, para cualquier entidad a, el producto del nimero
0 por la entidad a siempre hara que la entidad 0, 0Oa = 0. Si le damos a la expresién
a — b el significado de a + (— 1) b, se deduce que
a—a=0;
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a+0=a

Definicion: Los sistemas de entidades para los cuales las definiciones 1, 2, 3, 4 se dan de tal

manera que se satisfacen las condiciones dadas, se llaman sistema lineal.
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CAPITULO 3

Aspectos historicos didacticos

3.1 Panorama general

A lo largo de este trabajo se utiliza la metodologia que propone el historiador Jean Luc
Dorier, quien presenta una perspectiva teorica novedosa basada en crear una dialéctica entre las
investigaciones en Didactica y las investigaciones en Historia, a través de una reflexion
epistemoldgica continua entre ellas. Dorier identifica dos focos o direcciones en la relacion

entre Historia y la Didactica de las matematicas:

Procesos de ensefianza relativos a asignaturas o partes de ellas
en donde se observan fenomenos ya clasificados como de interés

Diddctica de las Matemadticas Historia de las Matematicas

Epistemolog ia de las Matematicas

Analisis Historico-epistemologico

lustracion 15: Interacciones entre la Didactica de las matematicas y la historia.

Nota. Modificado por Sandra Chavarria, tomado de “Investigaciones en Historia y en Didactica de
las Matematicas Sobre Algebra Lineal: Perspectivas Tedricas sobre sus interacciones ”, Traduccion de
Delgado C., (2005) al documento Recherche en Histoire et en Didactique des Mathématiques sur
[’Algebre linéaire —Perspectives théorique sur leurs interactions de Dorier J.L. (2000)
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Por un lado, en la direccion historia- didactica de las matematicas, Dorier propone pensar la
Historia de las mateméticas de tal forma que permita, mediante algunos aspectos
epistemoldgicos, tener una implicacion en la Didactica de las matematicas, es decir, que el
didacta pueda aprovechar la riqueza histdrica de un concepto a la hora de seleccionar sus

variables did4cticas y disefiar estrategias para intervenir en situaciones.

En esta misma direccion historia- didactica, Dorier considera que en el anélisis didactico se
debe estudiar la constitucion y evolucion histérica de un conocimiento matematico y su
desarrollo hasta llamarse saber ensefiado. Este proceso est4 enmarcado en lo que conocemos
como “transposicion didactica”, tema que abordaremos mas adelante y del que Dorier (2000)

habla como un proceso complejo.

Lo novedoso del trabajo de Dorier no solo va en la direccidn historia- didactica de las
matematicas, sino que también propone un camino para ir de la Didactica de las matematicas a
la Historia: ver la Didactica de las matematicas a través de una epistemologia, que podriamos
Ilamar epistemologia didactica, nos permite encontrar respuesta de las practicas del saber que

no es posible encontrarlas solo en la historia de las matematicas.

Para ejemplificar el modelo de Dorier, es necesario presentar algunas ideas del concepto de
transposicion didactica. Este concepto, introducido por Yves Chevallard (1991), consiste
basicamente en el anélisis de la transformacion que sufre un objeto matematico desde su
emergencia como saber sabio o académico, validado por la comunidad matematica, pasando

por el proceso de constitucion en objeto de ensefianza, hasta convertirse en objeto ensefiado.
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En una fase inicial, encontramos una presentacion axiomatica formal de los saberes
academicos (teoria) que explican el objeto matematico. En nuestro caso, la teoria de espacios
vectoriales. Un ejemplo de esta fase es la propuesta que hizo el grupo Bourbaki a la comunidad
matematica en 1943 sobre el estado del arte de la teoria de espacios vectoriales que fue
presentada en el capitulo Il de lo que corresponde a la primera parte de &lgebra abstracta. Este
capitulo, aunque se titula algebra lineal, en su introduccion advierte que serd dedicado al estudio
de un tipo especial de grupos conmutativos con operadores, llamados mddulos. En este sentido
los Bourbaki sefialan en el texto de historia EIéments d”histoire des Mathématiques (1972), que
el algebra lineal habia sido relegada a la resolucion de ecuaciones de primer grado y es solo
hasta el reconocimiento de la linealidad presente en general en las estructuras algebraicas que
hacian parte del algebra abstracta, que para aquel entonces, se le da un trato especial

incluyéndolo en un capitulo:

...Por otra parte, no solamente estas cuestiones, sino casi todo lo referente a las
ecuaciones de primer grado, habian sido relegadas hacias mucho tiempo a la
ensefianza elemental, cuando el desarrollo moderno de las nociones de cuerpo,
de anillo, de espacio vectorial topoldgico, etc., vino a poner en evidencia y a
valorar las nociones esenciales del Algebra lineal (por ejemplo: dualidad); es
entonces cuando se percibié el caracter esencialmente lineal de casi toda el
algebra moderna, de la que esta “linealizacion” es una de las propiedades mas
caracteristicas, y cuando se volvio a situar el algebra lineal en el lugar que le

correspondia. (Bourbaki N. , 1976, pag. 85)
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A pesar del reconocimiento que encontramos en el texto de historia de los Bourbaki al
algebra lineal, el concepto central (espacio vectorial) se presenta subordinado por un concepto

mas general del &lgebra abstracta como es el concepto de médulo (Bourbaki N. , 1943):

Dado un anillo 4, un médulo a izquierda de A es un conjunto E con una estructura dada por:

1. Un grupo aditivo conmutativo en E ;
Tomando de capitulos anteriores de este mismo libro de Bourbaki, lo anterior significa que:
Dados x, y, z:
l. x+y€EE

Il. Existe un elemento e € E tal que ex = x.

1. x+y=y+x Vx,y € E.
V. x+@+2)=Wk+y)+z Vx,y €EE.
V. Existe un —x para todo x tal que x + (—x) = e.

2. Una ley de accion. (a,x) — aTx, donde Tx € A la cual satisface los siguientes axiomas:
M;:aT(x+y) =aTx+ aTyparatordoa e Ayx€EyyE€E.
My (a+ B)Tx = aTx + fTx.
M- aT(BTx) = (aB)Tx paratodo aeA, feAy x € E.
M,,:1Tx = x paratodo x € E.
Para definir un mddulo por derecha, basta con reemplazar el axioma M;; por M!;;:
aT (BTx) = (Ba)Tx.

Cuando se habla de A —mddulos por derecha o izquierda los elementos de A son habitualmente

Ilamados escalares.
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Usualmente la operacion externa de un A mddulo por izquierda o derecha se expresa
multiplicativamente, es decir, M;;;:a(Bx) = (aB)x por M!,;: (aB)x = x(Ba). En
consecuencia, si el producto en A es conmutativo un modulo por derecha también lo es por

izquierda.

Después de describir la operacion como un homomorfismo y mencionar varias propiedades
que se desprenden de los axiomas de A- médulo se define a partir de los términos ya dados, un

espacio vectorial, asi:
Un espacio vectorial a izquierda sobre un campo K es un K-mddulo a izquierda.

Es decir, un espacio vectorial es un A-modulo donde A es un campo Yy se insinua, sin llegar

a definirse, que los elementos de un espacio vectorial son a veces llamados vectores.

La diferencia entre la presentacion del concepto de espacio vectorial dado en la obra de los
Bourbaki y la forma como es presentado hoy en los libros clésicos de algebra lineal, nos proveen
un ejemplo concreto y situado del concepto de transposicion didactica. Es clave sefialar que la
presentacion axiomatica formal de la teoria sobre un objeto esconde las transformaciones que
ha sufrido. Por ejemplo, cuando definimos un concepto en la teoria de espacio vectorial como
la dependencia e independencia lineal, la teoria presenta las definiciones sin importar lo que
pasé en la historia, se deja de lado las dificultades que se tuvieron en la historia para su
constitucion y las particularidades de la génesis historica del proceso, es decir que la teoria sufre

un proceso de descontextualizacion historica.
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El producto final, la definicion en la teoria o el enunciado del teorema en la teoria, esconde
todas las heuristicas empleadas por el o los autores, los errores cometidos, los caminos erréneos

0 inocuos que se dan:

Antes de comunicar lo que piensa que ha encontrado, un investigador tiene que
determinarlo: no es facil distinguir, en el laberinto de las reflexiones, cuéles son
susceptibles de convertirse en un saber nuevo, e interesante para los otros; las
demostraciones obtenidas, pocas veces coinciden con las conjeturas previas; hay
que proponerse toda una reorganizacion de los conocimientos mas préximos,
anteriores o nuevos. (Brousseau, 1986, pag. 2)

Ademaés, antes de comunicar a la comunidad matemaética se debe realizar una tarea no menos

onerosa; sintetizar, decantar y comunicar el hallazgo conceptual libre de errores:

También es necesario suprimir todas las reflexiones inutiles, la huella de los
errores cometidos y los caminos erraticos. Es necesario esconder las razones que
han conducido en una determinada direccién y las condiciones personales que
han presidido el éxito, problematizar habilmente ciertos logros, incluso los mas
triviales, evitando, a la vez, las trivialidades... Es necesario ademas encontrar la
teoria mas general en la que los resultados sigan siendo validos... De esta manera,
el productor de saber despersonaliza, descontextualiza y destemporaliza lo mas
posible sus resultados. (Brousseau, 1986, pag. 2)
Por el contrario, si el productor del saber sabio descontextualiza, uno de los propositos del
historiador con vocacion didactica, es el de desmontar el formalismo propio del objeto y mas

bien restituirle las heuristicas asociadas a cada etapa crucial de su construccién, entendiendo
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que en estas heuristicas estan las ideas y preconcepciones que movilizaban a los matemaéticos,
cémo trabajaban con los objetos, sus practicas, su creatividad para llegar al objeto, las
concepciones en ciertos momentos; conocer esta informacion da cuenta de la reorganizacion

del objeto en el contexto matematico y su relacion con otros objetos.

En el capitulo 1 y 2 se tienen varios ejemplos de momentos historicos donde las creencias,
las concepciones, los preconceptos son los que movilizan las practicas de los matematicos y
aungue en algunos de ellos no se consolida el concepto, el didacta debe conocer ese proceso

heuristico y entender la importancia del camino que se recorrio.

Uno de estos ejemplos es el trabajo de Hermann Grassmann. Tal como se presento en el
apartado del capitulo 2, sus aportes no fueron reconocidos como una aproximacion a la
axiomatizacion del concepto de espacio vectorial ni logré una posicion social importante. Al
parecer, la razon de ese rechazo fue la poca claridad en sus posturas filosoficas y las
redefiniciones de algunos conceptos, los cuales argumento partiendo de la linguistica, es decir,
el interés de Grassmann por darle un soporte filoséfico amplio y por definir con nuevas palabras
algunos conceptos, se debid a su experticia como linguista y especialista en literatura. En efecto,
sus ideales y sus conocimientos permearon fuertemente sus aportes al concepto de espacio
vectorial. Su obra es retomada cincuenta afios después por distintos matematicos, entre ellos
Giuseppe Peano, dandose la primera axiomatizacion del concepto de espacio vectorial de

dimensién finita.

Ahora bien, el objeto del saber matematico sufre cambios adaptativos cuando es incluido en

los curriculos académicos y es considerado como un contenido importante a ensefiar. Es aqui
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donde el saber recibe el nombre de “saber a ensefiar’: es aquel que la comunidad (agentes de la
ensefianza de las matematicas) considera integrar a la ensefianza escolarizada. Los textos y las
publicaciones son la fuente principal en el analisis del saber a ensefiar, ya que son productos
tangibles de la transformacion que sufre el saber, en ellos encontramos una propuesta de como

ensefar cierto saber matematico, una organizacion “lineal” y “logica™:

El saber matematico inscrito en el texto escolar es susceptible de una valoracion
sociocultural que grosso modo depende de la valoracion que la época hace de las
matematicas como discurso con determinada estructura interna, su funcion
social, su capacidad explicativa, sus aplicaciones, etc. Estas valoraciones
influyen en el saber ensefiado. (Arboleda & Castrillon, 2007, pag. 16)

Es asi como los textos tienen caracteristicas generales que permiten ser analizados con el fin

de describir el objeto como saber a ensefiar:

1. Los textos se elaboran con una clara y explicita intencién didactica; esto es,
sus autores tienen el propoésito de ensefiar, y sus lectores el de aprender.

2. Los textos son una fuente central de consulta para la preparacion de clases por
parte del docente, y de estudio para los alumnos.

3. En los textos se desarrollan explicaciones de saberes a ensefiar especificados
en su contenido.

4. Los autores de los textos eligen y elaboran una forma especifica de discurso
explicativo de los conceptos. Forma que expresa su experiencia y conocimiento

didacticos. (Bravo & Cantoral, 2012)
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Una vez el profesor prepara el temay lo pone en marcha en el aula, el saber se constituye en
lo que denomina Chevallard como “saber ensefiado”. Como lo mencionan Arboleda y Castrillon
(2007), el profesor deberia estar preparado para adaptar el objeto a ensefiar, recontextualizarlo,
repersonalizarlo y actualizarlo en clase, generando asi un medio para acercar al estudiante al
objeto. El trabajo del profesor es, en cierta medida, el proceso inverso al que realiza el cientifico;
debe buscar para sus estudiantes los problemas de donde surja el saber como objeto matematico,
para esto debe recontextualizarlo, creando escenarios para adaptar estos problemas a la realidad,

de modo que tengan sentido para ellos.

El esquema a continuacion muestra de manera grafica las diferentes etapas de la
transposicion didactica, lo que consideramos una ayuda para que el lector aclare las ideas que

hemos presentado:
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Mundo de o actividod matematica

Constitucion historica de la Teoria de Espacios Vectoriales

Mundo de los Matemdticos

Presentacion axiomatica formal de la TEV

Saber gcadémico (“sabio”)

| El saber gcodémico se
 dirige @ un horizonte de
enseRgnzg

Mundo de los "ggentes” de lo ensefianza

nagtemdticas de las matemdticas

HRistoriodores .

Didactas Depende del estada de lo
—  ensencnzg en un

Profesares Presentacidn de la TEV para su ensefianza MOMmEnEs Concreto.

Saber o ensefar

Mundo de la diddctica de las matemdticas
(El awla)

Descripcion de la TEV en el aula

Saber enseriado o de enseRanza

llustracion 16: Etapas en la transposicion didactica.

Nota. Elaborado por Luis Carlos Arboleda y Sandra Chavarria (2018)
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La organizacion logica de los conceptos matematicos a través de un discurso axiomatico-
formal como aparecen en los textos y en las publicaciones, como también en las explicaciones
que tradicionalmente realiza el profesor a través de las cuales intenta hacer emerger el
conocimiento en juego, se denomina “génesis ficticia”. Es ficticia, porque esta presentacion
axiomatica formal oculta las heuristicas del proceso de su construccion en la actividad
matematica. De otro lado, al conjunto de hechos que se dan en la historia, de los cuales
finalmente emerge el saber sabio relacionado, se le conoce como “génesis natural”, en nuestro

caso particular, corresponde a la constitucion histérica de la teoria de espacio vectorial.

Con el concepto de espacio vectorial, podemos distinguir las dos definiciones mencionadas
en el anterior parrafo. La presentacion axiomatica formal de la teoria de espacio vectorial en
los cursos de algebra lineal podemos denominarla génesis ficticia, en esta presentacion se
menciona un conjunto no vacio cualquiera dotado de dos operaciones que cumplen una lista de
ocho propiedades que en adelante se Ilamara espacio vectorial y sus elementos vectores, a partir
de esto se da una lista de definiciones y teoremas, desarrollando la teoria gruesa del algebra
lineal de una forma axiomatico- deductiva. Se privilegia esta presentacién axiomatica por su
simplicidad y economia en el lenguaje, organizacion logica y coherente que no da lugar a

contradicciones, redundancias ni equivocos:

Asi llegamos a la época moderna, en la que el método axiomatico y la nocion de
estructura (primeramente, intuida, y definida solo muy recientemente) nos
permiten distinguir conceptos que hasta entonces habian estado

indisolublemente unidos, formular con precisién lo que era vago o inconsciente,
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y demostrar con la generalidad que les corresponde teoremas que solamente eran

conocidos en casos particulares. (Bourbaki N. , 1976, pag. 97)
Esta simplicidad entra en conflicto con la dificultad que se le presenta a quien recibe la
instruccion, la indicacion no puede ser capturada por todo el mundo, la dimension subjetiva del
estudiante debe ser preparada para tener un estado cognitivo apropiado para entender la

simplicidad de esta teoria.

De otro lado, para llegar a esta presentacion axiomatica se pasé por un proceso complejo de
constitucién histdrica (génesis natural), que no es llevado a la escuela, pero que si es necesario

que el profesor o investigador en didactica lo conozca.

Otro ejemplo se encuentra en el caso del concepto de rango, su desarrollo histdrico tal como
se muestra en el capitulo 2 se da inicialmente, sin mucho éxito, en los sistemas de ecuaciones
lineales y luego se vuelve a mostrar dentro de la teoria de los determinantes, para finalmente
aparecer de forma general 100 afios después de su asomo inicial. De otro lado, su presentacion
axiomatica formal se da, en general, en medio del algebra matricial, aparece como el nimero
de pivotes de lo que se conoce como una matriz escalonada. Luego, mas adelante, el concepto
de rango es asociado con el de dimension de un espacio vectorial, al menos en el caso particular
de los espacios vectoriales finitos que son basicamente los que tienen lugar en el curso que

analizamos.

A la luz de la teoria de transposicion didactica, es necesario sefialar que el profesor se
encuentra ante el saber a ensefiar con ciertas limitaciones, y que para enriquecer el panorama y

contar con mas variables didacticas que las locales, el profesor o el investigador en didactica
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debe remontarse a fuentes de la produccién del conocimiento sabio, es decir, debe hacer uso de
la historia en el disefio didactico a traves del cual pretende hacer emerger un concepto o
conceptos particulares. Tal como lo menciona Artigue, cuando contamos con la génesis
historica o natural narrada con una intencion didactica, tenemos un panorama mas amplio, lo

que Ilama “promontorio de observacion”:

Por cierto, las restricciones que gobiernan estas génesis (artificiales) no son
idénticas a aquellas que han gobernado la génesis historica, pero esta ultima
permanece, sin embargo, para el didacta, como un punto de anclaje del anélisis
didactico, una clase de promontorio de observacion, cuando se preocupa por
analizar un proceso de ensefianza dado, o base de trabajo, si de lo que se trata es
la elaboracion de tal génesis. (Artigue, 1990, pag. 244)

En el caso particular del algebra lineal, en el capitulo 1 y 2 detectamos algunos conceptos,
como por ejemplo el de dependencia e independencia lineal, o0 como el de espacio vectorial,
para los cuales su emergencia se da después de periodos de evolucidn, estancamiento e incluso
retrocesos; estos momentos nos dan luces de coémo se debe tratar un concepto a la hora de
ensefiarlo. Estos conceptos no solo tienen que ver con el algebra lineal, sino con las
concepciones matematicas en general. Por citar uno de los ejemplos, la solucion de sistemas de
ecuaciones lineales se ensefia de manera muy algoritmica, en la mayoria de los textos de algebra
lineal, para mencionar el caso mas trivial de sistemas cuadrados homogéneos n x n, se lleva
al alumno a reconocer un sistema con infinitas soluciones como aquel donde resultan menos

de n pivotes.

146



Ahora, si nos vamos a la historia y especificamente al trabajo de Euler, se sugeriria que quien
ensefia algebra lineal deberia centrar el hallazgo de las infinitas soluciones en la relacion
existente entre lasn ecuaciones del sistema, es decir, deberia asociarse la naturaleza de la
solucién a la dependencia o no entre las ecuaciones que es lo que nos muestra la génesis

historica.

3.2 Espacios vectoriales reales de dimension finita.

Alrededor del afio 1960, la ensefianza del algebra lineal en Francia sufri6 un cambio
considerable debido a la famosa Reforma de las Matematicas modernas. De manera natural, en
todos los paises de influencia occidental se present6 una reforma similar; uno de los cambios
fue la incorporacion de la teoria de espacios vectoriales de dimension finita en la ensefianza del
algebra basica. En nuestro medio, en la educacion secundaria, no solo se replante6 el papel de
la geometria en la ensefianza de las matematicas en general, sino que también se propuso un
acercamiento al algebra por la via estructuralista. Citemos un ejemplo en el algebra lineal para
aclarar en qué consiste: “se presenta el concepto de espacio vectorial y como tarea se espera
que, a partir de los axiomas dados, se puedan deducir teoremas importantes, como la unicidad
del elemento neutro, sin necesariamente recurrir a los ejemplos particulares”. A pesar de que la
introduccién del estructuralismo se hizo con la intencion de simplificar modelos y volverlos
mas accesibles a los estudiantes, los resultados de esta reforma se reconocen ampliamente como
desastrosos, lo que condujo rapidamente a abandonar esta propuesta. La mencion sobre el
descontento de Louis Francois Antoine Arbogast con esta reforma, hecha por Fréchet en medio
de un discurso, nos puede dar claridad del por que fracasa en general el estructuralismo como

método de ensefianza:
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Lo que él [Arbogast] deseaba, ante todo, es proscribir el método que presenta la
ciencia como una revelacion divina, organizada en lemas, teoremas, corolarios,
cada uno perfectamente demostrado, pero cuya sucesion se desarrolla de acuerdo
con una ley misteriosa e inaccesible. (Arboleda, 2002, pag. 63)

La cita anterior muestra que la génesis ficticia es una forma de presentar el conocimiento
mas no una forma de ensefiar. La comprension es una construccion de conocimiento por parte
del sujeto, que parte de intuiciones y se transforma en pensamiento formal. La comprensién del
sujeto no se logra con la transmision de los conceptos en el orden légico de los textos (génesis
ficticia), es decir, la ensefianza consiste en el disefio de una secuencia didactica que emule la
génesis natural en cuanto a que pondra en juego por parte del estudiante las heuristicas y

estrategias propias del matematico como cientifico, guardando las proporciones.

Se abandona entonces el estructuralismo en la ensefianza secundaria y aunque se proponen
nuevas metas, el énfasis en la ensefianza se centra en los procesos algoritmicos sin acercar al
estudiante a las nociones previas a las que el estructuralismo apostaba alcanzar de manera lineal.
Por tanto, aunque el enfoque estructuralista del algebra moderna se traslade al primer afio de la
educacién terciaria, el problema persiste, puesto que los individuos que deben abordar estos
temas se enfrentan nuevamente a presentaciones de parte de sus profesores del tipo génesis
ficticia.

En consecuencia, los estudiantes de la mayoria de los cursos de matematicas y en especial
los de los cursos de algebra lineal manifiestan estar abrumados después de cada clase; debido a
la gran cantidad de nuevas definiciones, teoremas, las diferencias a veces imperceptibles entre

dos conceptos distintos, las estrechas relaciones de cada nuevo concepto con sus predecesores,
148



lo dificil que resulta demostrar, reconocer los distintos metodos y la mecéanica que esta
importante practica envuelve. Por su parte los profesores se quejan de la poca formacién que
tienen los estudiantes en Idgica, teoria de conjuntos, geometria y coinciden en afirmar que, los
nuevos conceptos abordados en el algebra lineal no poseen conexiones con sus saberes previos

de matemaéticas. En cuanto a los que hemos estado mencionado, Dorier sefiala que:

Los conocimientos de los estudiantes pueden ser muy limitados, para que lleguen
a abstraer de los ejemplos que conocen, la estructura de espacio vectorial... Para
la mayoria de los estudiantes, el algebra lineal no es mas que 'un catalogo de
nociones muy abstractas, que no se llegan a representar; ademas esas nociones
estan sumergidas bajo una avalancha de palabras nuevas, de simbolos nuevos,
de definiciones nuevas y de teoremas nuevos’. (Dorier, 1997)

Dorier aclara que los problemas de aprendizaje del algebra lineal y el formalismo no estan
tan claramente ligados, él llega a esta conclusion después de que en 1990 probd con
herramientas estadisticas y en diferentes contextos que el problema principal se debia a la falta
de interpretacion de los principales conceptos, en contextos mas intuitivos como los que ofrece
la geometria y los sistemas de ecuaciones lineales, en los cuales estos conceptos emergen

histéricamente.

Para ejemplificar lo que sefiala Dorier podemos volver a traer el caso que hemos mostrado
sobre el concepto de rango, pues su génesis natural se da en medio de las ecuaciones lineales y
particularmente con el trabajo de Euler como ya lo hemos sefialado, mientras que este concepto
se asocia inicialmente en los cursos de algebra lineal en medio del algebra de matrices. En

consecuencia, se pone en escena el concepto de rango de manera muy formal y en medio de
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objetos muy abstractos y poco familiares para los estudiantes. Ahora, para mostrar un caso
donde podamos ver el sentido de la afirmacidn de Dorier en cuanto que la geometria nos ofrece
contextos mas intuitivos, iniciemos por la idea de envolvente lineal cuando se trata de un solo
vector, en este caso, la geometria y mas especialmente un software de geometria dinamica nos
permite asociar a través de la operacién multiplicacion por un escalar que la envolvente lineal
de un conjunto unitario no trivial (con elementos distintos de cero) es desde el punto de vista
geométrico, una linea recta. Si al conjunto anterior (conjunto generador) le adicionamos un
vector que no esté en su envolvente lineal e iniciamos el proceso de visualizar los elementos
que se forman a partir de las combinaciones lineales, la geometria nos permite intuir que se
trata de un plano. Por otro lado, ese campo que nos ofrece la geometria para presentar de manera
tan natural las primeras nociones de envolvente lineal, se transforma también en el sitio donde
queda cautiva la imaginacion. Po ejemplo, una vez el profesor ha mostrado que dos vectores
ortogonales a un mismo plano deben ser paralelos, sentencia que es cierta solo en el caso del
espacio, con el que naturalmente estamos familiarizados, pero en general es falsa. Es imposible
imaginar dos vectores perpendiculares a un mismo plano que no sean paralelos, lo que resulta
ser posible en R™ cuando n es mayor que tres. ES necesario recurrir a otros escenarios para
mostrar que los vectores, aunque se puedan imaginar siempre como flechas, viven también en
mundos donde la geometria euclidiana deja de ser nuestra mejor aliada, para convertirse en un
obstaculo, es alli donde Dorier sefiala que se deben poner en juego herramientas de la didactica

para no caer en ligerezas, para tal efecto cita a Brousseau asi:

para organizar una génesis experimental que dé un sentido conveniente a la
nocion de, hay que hacer un estudio epistemoldgico con el fin de poner en
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evidencia las formas bajo las cuales la nocion se manifestd y establecer su
estatuto cognitivo. [...]. Hay un equilibrio a encontrar entre una ensefianza
"histérica" que restauraria un bosque de distinciones y de puntos de vista
precarios en los cuales se perderia el nifio, y una ensefianza directa de lo que se
sabe hoy es una estructura Unica y general, sin preocuparse de unificar las
concepciones del nifio, necesaria y naturalmente diferentes. La blsqueda de las
condiciones de tal equilibrio es uno de los grandes problemas que se plantea
actualmente a la didactica. (Brousseau 1981, 48).

Lo que dice Brousseau es que, siendo la historia muy importante para la didactica, hay que
planear su uso en cada caso en funcién de la ensefianza; que la erudicién de la génesis natural
(los detalles del proceso complejo que han seguido las ideas sobre un concepto cualquiera del
algebra lineal), por ella misma, no tiene valor didactico; que no ayuda directamente a la
comprension del concepto por parte del alumno; que el profesor debe saber como le da sentido
didactico a la explicacion histdrica de tal o cual explicacion sobre la manera como se construyé
el concepto; por ejemplo, el profesor que conoce el "obstaculo epistemolégico” ( por ejemplo,
la geometria euclidiana), estd tal vez mejor preparado para entender las dificultades de
comprension del alumno, pero no es la simple erudicion historica, sino una manera de ver la
historia a partir de la ensefianza en el aula, lo que le permite su aprovechamiento para proceder
a darle el tratamiento didactico adecuado a tales dificultades. Eso se Ilama saber apropiarse de
la historia en las condiciones didacticas del aula en funcion del estado de conocimiento del

alumno: a lo que se refiere Brousseau como la "busqueda de las condiciones de equilibrio".
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La geometria analitica en dos o tres dimensiones hace parte de los conocimientos previos
que debe tener quien enfrenta el estudio del &lgebra lineal, pues esta le sirve de campo de
imaginacion de las primeras nociones de los conceptos basicos e incluso del concepto central
de espacio vectorial, pero cuando se trabaja con espacios vectoriales de dimension mayor que
tres, la intuicion geométrica se convierte en una fuente de errores recurrentes que resultan
rezagando la aparicion de los conceptos en su forma mas general, es decir, para espacios
vectoriales de dimension n. Este se denomina obstéculo epistemoldgico llamado “ el referente

geométrico”, volveremos con mas detalle sobre este tema en el apartado 2.6.

El capitulo 1 de este trabajo se ubica en la zona de interseccion entre la Historia de las
matematicas y la Epistemologia. Este andlisis historico epistemoldgico tiene una clara intencion
de servir de insumo en el campo didactico de las matematicas, en cuanto que, en este caso,
muestra el proceso heuristico de constitucion tedrica del concepto de espacio vectorial y de la
gran red de conceptos que le son constitutivos. Ahora bien, la propuesta de Dorier en la
direccidn historia-didactica se pone de manifiesto si se contrastan todas las variables didacticas
que puede tener en cuenta el profesor, una vez conoce el proceso presentado en el capitulo 1y

2 frente al saber sabio.

El concepto de espacio vectorial y las nociones que lo subyacen son, en general, de dificil
comprension para los estudiantes. Recordemos que los espacios vectoriales sobre los cuales nos
hemos enfocado son aquellos de dimensién finita, la razén méas importante para abordarlos es
gue son precisamente sobre los que se trabaja en los cursos de algebra lineal de primer afio
universitario. Algunos ejemplos de espacios vectoriales de dimension infinita son por ejemplo

el conjunto de todos los polinomios de x con coeficientes reales (racionales o complejos), el
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conjunto €°[0, 1] de todas las funciones continuas definidas en el intervalo [0, 1], El conjunto

de todas las series convergentes, etcétera.

Un espacio vectorial se define sobre un cuerpo cualquiera. Para nuestro caso, podemos
escoger el conjunto de los numeros reales, aunque podrian ser los racionales o los complejos,
en consecuencia, se llamaré espacio vectorial real o como habitualmente lo hacen los textos de

ensefianza, que, si los escalares son reales, simplemente diremos espacio vectorial.

Un espacio vectorial real V se define como un conjunto no vacio en el cual se definen dos
operaciones, llamadas suma y producto por escalar (dados los elementos u y v de VV y un escalar
Ade R, la suma de uy v la denotamos u + v y el producto por escalar de A por u la
denotamos AU ). Si las siguientes propiedades o axiomas se satisfacen para todo u, vy w de

IV es un espacio vectorial real y sus elementos se llaman vectores.

1. u+v)eV Propiedad clausurativa

2. utv=v+u Propiedad conmutativa para la suma.

3. (u+v)+w=u+ (v+ w) Propiedad asociativa para la suma.

4. Existeunelemento0 €V,talqueu+ 0 =u,paratodou €V.
Propiedad modulativa para la suma.

5. Paracadau € V,existeun elementov € V,talqueu+v =0

Propiedad del opuesto para la suma.

6. luev Propiedad clausurativa del producto externo
7. a(u+v)=au+av Propiedad distributiva respecto la suma de vectores.
8. (a+Pu=au+pv Propiedad distributiva respecto la suma de escalares.
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9. a(fu) = (af)u Propiedad asociativa para el producto externo

10. lu=u Propiedad del neutro del producto

Ahora bien, la estructura de espacio vectorial, redefine la naturaleza de los objetos que la

cumplen, estos objetos se unifican y adquieren el caracter general de vectores.
Veamos algunos ejemplos de Espacios Vectoriales:

e Sea P, el conjunto de todos los polinomios (en algebra lineal son vectores) de grado menor
o igual a 2. Es decir,
P, ={p(x) =ay+a;x +a,x*:a; €ER,i =0,1,2}
Tomando la suma y el producto por escalar de polinomios como se hace habitualmente; esto
es, dados

p(x) =ag+a;x+a,x? 'y q(x)=by+ byx + byx?,

Dos polinomios de grado menor o igual a 2, y a, un escalar, entonces
p(x) + q(x) = (ag + by) + (a; + by)x + (a+by)x?
ap(x) = (aap) + (aar)x + (aaz)x’
¢ El conjunto de las funciones contintas definidas en R, tomando la suma dos funciones, y
el producto de una funcién por un escalar real como es habitual.
e Sea F[0,1], el conjunto de todas las funciones de valor real definidas en el intervalo [0,1].
Si definimos suma y producto por escalar como lo hacemos habitualmente en calculo: dadas

f'y g, dos funciones de valor real definidas en [0,1] , tenemos que:

f+9)x) =f)+gx)y (@f)(x) = alf(x)]
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Notamos en estos ejemplos que la teoria de espacios vectoriales requiere un grado de
abstraccion mayor, ya que sobre nuevos dominios de objetos abstractos, se definen nuevas
propiedades de estos objetos, lo que exige de los profesores y de los estudiantes un nivel mas
profundo en las operaciones mentales. Dorier menciona que los espacios vectoriales son un

concepto que generaliza y unifica varios saberes para crear un todo:

Es importante recalcar que la axiomatizacion (... en algebra lineal) en si misma
no permitié a los matematicos solucionar nuevos problemas, pero permitié un
acercamiento y un lenguaje mas universal que fue utilizado en una variedad de
contextos (analisis funcional, formas cuadréticas, aritmética, geometria, etc.).
Este acercamiento marcé un nuevo nivel en la abstraccion, el concepto de
espacio vectorial que es una abstraccion de un dominio de objetos abstractos:
vectores geométricos, n-uplas, polinomios, series o funciones. Esto representa
un cambio de perspectiva que induce un cambio sofisticado a nivel de las
operaciones mentales. De hecho, uno puede distinguir dos fases en la
construccion de un concepto: unificacion (poner juntos varios saberes para crear
un todo) y generalizacion (Dorier y Serpinska, 2001).
3.3 Modos de describir y validar conceptos y sus relaciones.
Con respecto a las diferentes interpretaciones que se le pueden dar a una misma definicion,
Joel Hillel, miembro investigador del grupo Dorier y profesor de Matematicas en Canada,
menciona (Dorier, 2000) tres modos de descripcion que se presentan en el algebra lineal; estos

modos coexisten, pero no necesariamente son siempre equivalentes:
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e Modo abstracto: Se presenta cuando se hace uso del lenguaje y conceptos de la teoria
formal; se refiere a las abstracciones que se puede hacer sobre las definiciones, por
ejemplo, espacios vectoriales, subespacios, dimensiones.

e Modo algebraico: Usando el lenguaje y conceptos de R™ como matrices, rango, n-uplas,
sistemas de ecuaciones, etc.

e Modo geométrico: Se hace uso del lenguaje y conceptos asociados al plano y al espacio

con segmentos dirigidos, lineas, puntos, transformaciones geométricas, etc.

A continuacién, un ejemplo de todas las conexiones entre los distintos modos que debe hacer

un estudiante a partir de un sencillo ejercicio:

Tenemos un sistema homogéneo con tres ecuaciones Yy tres incognitas; supongamos que el
estudiante, al resolver el sistema, encuentra que una de las ecuaciones desaparece, es decir, al
escalonar quedan dos pivotes. Se espera que el estudiante sea consciente de los siguientes

hechos:

Modo geométrico: el conjunto solucién son todos los multiplos de un vector; éste vector a
su vez es ortogonal al plano generado por los tres vectores renglén o por los dos vectores
renglén pivotales. Modo abstracto: el espacio generado por el vector ortogonal es el espacio
ortogonal del espacio renglén de la matriz del sistema. Modo algebraico: la matriz tiene rango
dos y nulidad uno, el espacio columna de la misma matriz tiene dimension dos igual al del
espacio renglén, pero estos espacios son diferentes. Este discurso y las conexiones que debe

hacer no terminan alli, se pueden derivar muchas otras afirmaciones.
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En esta misma direccién, otra de las teorias que habla sobre los distintos tipos de
razonamiento que presentan los estudiantes a la hora de aprender conceptos de algebra lineal,
es la propuesta por Anna Serpinska (2000); aunque inicialmente esta propuesta fue planteada
para estudiantes de algebra lineal, actualmente su teoria ha sido aplicada a otras areas de las
Matematicas. Serpinska menciona que, en un campo general, uno de los aspectos que afecta el
razonamiento en los estudiantes es la tendencia a los célculos, por encima de estudiar las formas
tedricas del concepto; es decir, los estudiantes privilegian los algoritmos de resolucion
desconociendo la estructura que envuelve el concepto. En un campo mas especifico, hay tres
modos de razonamiento que se pueden reconocer en las interacciones con el lenguaje: el
lenguaje visual-geométrico, el lenguaje aritmético y el lenguaje estructural. En los estudiantes
no solo se presenta una resistencia a la parte estructural sino también poca flexibilidad entre
estos lenguajes, es decir, un estudiante puede razonar sobre un objeto en un determinado
lenguaje, pero no logra conectar esto con lo que razona en otro de los lenguajes. Por ejemplo,
un estudiante puede reconocer en un sistema de ecuaciones lineales 3x3 que cuando, en medio
del proceso de solucion, se obtiene una ecuacion de la forma 0x + 0y + 0z =bconb # 0, el
sistema original no tiene solucién; pero posiblemente lo que geométricamente esto significa no
le queda claro: tenemos tres planos que no tienen un punto en comdn, como se muestra en la

figura siguiente:
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lustracion 17: Tres planos que no tienen punto en comdn.

Estos tipos de lenguajes, que Serpinska los llama modos de aprendizaje, estan basados en un
analisis historico y un estudio a los diferentes lenguajes que se usan en la teoria del algebra
lineal. Las distinciones que hace Serpinska son similares a varias perspectivas tedricas que han
propuesto otros sicologos, educadores matematicos, filésofos, sobre la comprension en
Matematicas; por citar algunos ejemplos, esta el que vimos anteriormente con Hillel, como
también estd Ana Sfard (1987) con su teoria de la reificacion que sostiene que hay dos tipos de
razonamiento en la comprension del significado de los conceptos matematicos: el razonamiento
procedimental u operatorio y el razonamiento conceptual; éstos dos tipos de razonamiento son
necesarios, pero el paso de un razonamiento a otro, es decir, ver un proceso como un objeto, es

gradual y evolutivo.

Afos atras, Richard Skemp (1978), psicologo y matematico, habia hecho una distincién entre
la comprensién y el conocimiento, sefialando que la comprensién estaba clasificada en dos
categorias: la comprension instrumental y la relacional; la primera se refiere al conjunto de
reglas sin conocer la justificacion, estas reglas permiten realizar procesos para resultados a corto

plazo (procedimiento que se usan para resolver problemas de inmediato). La comprension
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relacional se refiere a reconocer qué se debe hacer y por qué se hace; se podria decir que esta

asociada a la justificacion de las reglas o procedimientos que se usan.

Serpinska clasifica los modos de pensamiento en dos categorias mas generales: pensamiento
préactico y pensamiento tedrico; para la identificacion de las caracteristicas que suponen estos
dos pensamientos incorporo, en su marco tedrico, las ideas de Vygotsky (1896-1934) sobre

conceptos cotidianos y conceptos cientificos:

Aun en el mas minimo nivel de desarrollo el discurso escrito requiere un alto
grado de abstraccion... El discurso escrito es discurso en pensamiento, en
representaciones... El discurso escrito difiere del discurso hablado en la misma
forma que el pensamiento abstracto difiere del pensamiento gréfico...El discurso
escrito es mas abstracto que el discurso hablado en cuanto que es un discurso sin
interlocutor. [...]

El discurso que carece de sonio real (discurso que esta solamente representado o
pensado y ademas requiere de simbolizacion del sonido - un segundo orden de
simbolizacion) serd mas dificil que el discurso hablado en el mismo grado que
el algebra es mas dificil que la aritmética. Es un plano nuevo y superior en el
sistema desarrollado del discurso hablado...EI discurso hablado esta regulado
por la dinamica de la situacion ... Con el discurso escrito, por otra parte, nos
vemos obligados a crear la situacién o, mas precisamente, a representarla en el
pensamiento. ElI uso del discurso escrito presupone una relacién
fundamentalmente diferente con la situacion, mas libre, mas independiente, mas

voluntaria. (Vygotski, 1987, pag. 203)
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El pensamiento tedrico se refiere a una reflexion concisa de los significados semidticos de
la representacion del conocimiento y a las conexiones logicas y seméanticas entre conceptos.
Estas conexiones son hechas sobre las bases de sus relaciones con conceptos méas generales, de
los cuales ellos pueden ser casos especificos; no se hacen asociaciones empiricas. Las relaciones
entre conceptos, a las que se refiere Serpinska, son mediadas por diferencias y comparaciones
entre conceptos y no sobre ejemplos que cumplen con las condiciones del concepto; para
desarrollar pensamiento tedrico, no se puede formar un concepto a traves de ejemplos tipicos:
es necesario hacer abstracciones mentales a partir de un ambiente semi6tico. Los simbolos,

aislados de la accion, se vuelven objetos de reflexion y analisis.

De otro lado, el pensamiento practico, estd acompafiado y guiado por acciones fisicas; su
prueba esta asociada y condicionada a la accion y a la estructura de los sistemas de signos: el
lenguaje estd condicionado por el contexto. Serpinska (2000) Sefiala que los modos de
pensamiento tedrico y practico difieren fuertemente en la manera en que organizan el

significado de las palabras:

Para la mente préactica, los objetos matematicos son "objetos naturales", no
"objetos discursivos" (a estos Ultimos s6lo las definiciones y teorias pueden
describirlos, no crearlos o construirlos). Consecuentemente, un término
matematico es interpretado, primariamente, a través de su denotacién o referente,
como representacion de una coleccién de objetos particulares, y la connotacion,
o0 propiedad de definicion, aparece asi solamente como una propiedad
(Serpinska, 2000).

Es importante mencionar que Serpinska basa su teoria en una evidencia historica:
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La evolucion del algebra lineal inicié como un proceso de pensar analiticamente
acerca del espacio geométrico. Tomando una perspectiva muy general, se
podrian distinguir, en esta evolucidn, los grandes pasos referidos a dos procesos.
Uno fue la aritmetizacion del espacio, que tuvo lugar al pasar de la geometria
sintética a la geometria analitica en R™. El otro fue la desaritmetizacion del
espacio o su estructuralizacion, con la que los vectores abandonan las
coordenadas que los anclaban al dominio de los nimeros y se convierten en
elementos abstractos cuyo comportamiento esta definido por un sistema de
propiedades o axiomas. (Serpinska, 2000)

3.4 Privilegiar los algoritmos de solucion en los cursos de algebra lineal.

Como se menciond anteriormente, el enfoque algoritmico de los profesores ha generado en los

estudiantes la percepcién de que el algebra lineal es un curso donde se aprende a resolver

sistemas de ecuaciones lineales o simplemente a escalonar matrices. Dado el lugar privilegiado

que se le da a los métodos de resolucion, se pierde la idea central del curso de algebra lineal.

En nuestro andlisis historico se mostré que en el estudio de las ecuaciones lineales y
cuadraticas hubo una insistente busqueda de métodos de solucidn. En los trabajos de Tartaglia,
Cardano y Ferrari se encontrd la solucion por medio de radicales de la ecuacion cubica y de
cuarto grado; estos métodos estimulan a los matematicos de la época a la bldsqueda de los
algoritmos que completen este trabajo; se dan la tarea de buscar la solucion de ecuaciones de

grado n > 5.

En este contexto aparece la aproximacion que dio Descartes al teorema fundamental del

algebra y, mas adelante, la formalizacion de éste que dio Gauss; este teorema garantiza la
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existencia de las raices y caracteriza su naturaleza (reales, complejas), lo que invita a pensar

que solo falta encontrar el método para hallarlas.

En el caso de los sistemas de ecuaciones lineales, el uso de los determinantes como algoritmo
para encontrar las soluciones trae como consecuencia una alta complejidad en los célculos y
computacionalmente resulta costoso. En la perspectiva de la ensefianza actual, cuando se
incorpora el método de Cramer para la solucion de sistemas de ecuaciones, no solo se muestra
el desconocimiento de la busqueda del método para resolver cualquier ecuacién, que hemos
sefialado arriba, sino que se hace uso de un ineficiente método, con un alto su costo

computacional comparado con el método de eliminacién Gaussiano:

El algebra lineal es una de las bases de la matematica en general,
desafortunadamente, muchos textos (y por lo tanto los cursos que lo usan) dan
un énfasis “computacional” a la teoria y la notacidon, no solo descuidando el
verdadero aspecto computacional y numérico, sino que también desorientan al
lector o al estudiante en lo que a calculos se refiere. (Martinez & Sanabria, 1996,
pag. 23)

Este no es el Unico caso en el que un objeto matematico, potente por su valor tedrico, se usa

forzosamente como algoritmo, sin ser esa su esencia e importancia dentro de las matematicas.

Volviendo a la época de Euler, la regla de Cramer significé un algoritmo general y valido
gue los matematicos adoptaron fuertemente. En consecuencia, la perspectiva de Euler pierde

interés. El punto es que la historia nos sugiere que los conceptos de dependencia e
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independencia lineal surgen de manera natural en medio del estudio de los sistemas de

ecuaciones donde resulten infinitas soluciones, abordando éstos desde un enfoque cualitativo.

Como lo hemos expuesto, la historia que envuelve el desarrollo del &lgebra en general
muestra el interés constante de los matematicos por encontrar los métodos de solucion de
ecuaciones. Estos ejemplos y otros, que se abordaron en los dos anteriores capitulos, muestran
que la comunidad matematica se conducia con la idea equivocada: dado un problema, se debe
poder resolver; dada una ecuacion, debe existir el método para encontrar sus raices; dado un
sistema de n ecuaciones con n variables, éstas deben ser suficientes para hallar las n variables.
El problema es que estas concepciones son validas en muchos contextos y se creian validas en
general. Euler para el caso de los sistemas de ecuaciones lineales y Abel para el caso de los
polinomios de grado mayor o igual que 5 sefialaron el error. Abel, en su articulo titulado
Mémoire sur les equations algébriques, oul” on demontres |I"impossibilité de la resolution de

I"aquation générales du cinquiéne degré (1824) menciona:

Los gedmetras se han ocupado mucho de la solucion general de las ecuaciones
algebraicas y varios de ellos trataron de probar la imposibilidad. Pero, si no estoy
equivocado, no han tenido éxito hasta ahora. Por eso, espero que acojan con
agrado esta memoria, la cual esta destinada a llenar el hueco existente en la teoria
de ecuaciones algebraicas. (Abel, 1824, pag. 3)
Dado que, en la perspectiva de la ensefianza, las concepciones equivocadas se repiten con
pasmosa similitud, podemos concluir que estamos frente a lo que Brousseau llamo un obstéculo

de tipo epistemoldgico: un conocimiento que resulta efectivo en un contexto, pero que en algun
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momento se convierte en un obstaculo para adquirir un nuevo conocimiento. En otras palabras,

el conocimiento eficaz en un contexto es disfuncional dentro de otro més amplio.

El algoritmo general de la regla de Cramer produce el estancamiento de conceptos como
rango, dependencia e independencia lineal. Fue solo después de mas de un siglo que la
perspectiva de Euler dio lugar a la aparicion de estos conceptos gracias a Frobenius, quien
retomo las ideas de Euler del ambiente de las ecuaciones lineales y las extendio a las n-uplas.
Este hecho, que pudiese parecer irrelevante, es el que da lugar a una conceptualizacion mas
clara de lo que ahora llamamos rango. Frobenius no sélo definid lo que actualmente conocemos
como base de soluciones, sino que también asocié un sistema de ecuaciones para tal base, es
decir cada n-upla se transforma en una ecuacion, resultando lo que conocemos como el sistema
escalonado asociado a un sistema inicial (Dorier, 1997, pag. 7) Luego, Frobenius deja claro que
esta base de soluciones no es Unica, pero que cada una de ellas tiene a su vez un sistema
asociado con el mismo conjunto de soluciones que el sistema inicial, lo que en la bibliografia

utilizada en nuestro entorno se conoce como sistemas equivalentes.

Este primer resultado sobre la dualidad en espacios vectoriales de dimension finita mostré
la relacion invariante entre el nimero de variables, el nimero de variables indeterminadas el
namero de elementos de la base de soluciones y la base del conjunto solucion del mismo
sistema. De otro lado, el enfoque de Frobenius permitié que un sistema fuera visto como un
elemento de la clase de equivalencia de todos los sistemas equivalentes con él, lo que constituye
un paso fundamental hacia la representacion de un subespacio por medio de expresiones

algebraicas.
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Este hecho, que resume méas de un siglo de historia, muestra como la adopcién de una
definicién formal (aqui de dependencia e independencia lineal) puede ser un paso fundamental
en la construccion de una teoria y, por lo tanto, constituyente esencial de esta teoria. Es s6lo
hasta que Frobenius retoma la perspectiva cualitativa propuesta por Euler que se logra avanzar

en esta direccion.

Con respecto a la busqueda de algoritmos se puede destacar, partiendo de una postura
filosofica de las matemaéticas, que el hecho de que los matematicos consideren que los
algoritmos existen y que simplemente no se habia encontrado un algoritmo para resolver
ecuaciones en general, va de la mano con la concepcién platénica de las matematicas, que
afirma que los objetos matematicos no son producto de la mente humana sino que son verdades
preexistentes que habitan en un mundo distante de la condicion humana, el mundo de la ideas,
nacleo de la filosofia platonica caracterizado, en muchos de sus didlogos; en otras palabras, la
bdsqueda de algoritmos, suponiéndolos ya existentes, se asocia con que no son invenciones
humanas sino que existen por si mismos en un mundo ya terminado al que los matematicos

deseaban llegar.

3.5 El referente geométrico en el desarrollo del concepto de espacio vectorial

Una de las formas como los estudiantes aprenden conceptos matematicos es a través de la
construccién de objetos mentales a partir de su intuicién; es asi como lo describe Efraim
Fischbein (1920,1998) quien estudié la importancia de la intuicién en los razonamientos

matematicos y sus consecuencias:
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El estudiante tiende a olvidar las propiedades formales y tiende a mantener
aquellas impuestas por un modelo intuitivo. La explicacién perece ser muy
simple: las propiedades impuestas por el modelo concreto constituyen una
estructura coherente, mientras que las propiedades formales aparecen, al menos
a primera vista, mas bien como una coleccion arbitraria. (Fischbeim, 1989, pag.
10)

Hemos recurrido a la explicacién propuesta por Fischbein, ya que la intuicién guarda una
estrecha relacién con la geometria que tiene un fuerte impacto en el desarrollo del algebra lineal;
Aunque es quizads R™, el caso mas sencillo de espacio vectorial, es con objetos que “habitan”
en el plano o en el espacio ( R?, R® respectivamente) que se describen la gran mayoria de los
elementos de R™, es decir, cuando trabajamos en algebra lineal, es habitual que al presentar
propiedades de R™, recurramos a R? 6 R3 para tener el referente geométrico e intentar imaginar

en “dimensiones mayores”.

Fischbein hace una caracterizacién de varios términos asociados a la intuicién. Uno de los
que nos llama la atencion es la “coercion”, que se define como las nociones intuitivas que tiene
el sujeto y que las considera como representaciones absolutas y Unicas, a pesar de entrar en
contradiccion con la teoria formal. Un ejemplo de ello en &lgebra lineal en un primer nivel es
el caso de las rectas no paralelas en el plano, las cuales sin remedio se cortan; el estudiante
termina tomando como representacion absoluta de las rectas no paralelas aquellas que se cruzan.
En el espacio este hecho no es verdad y, aunque cuesta alguna dificultad, puede ser superado
por la mayoria de los estudiantes, puesto que contamos con ejemplos que podemos visualizar

en nuestro entorno natural. En esta misma linea, pero en otro nivel, en el espacio se toman como
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representacion absoluta de planos distintos no paralelos aquellos que se cruzan formando una
linea recta; dicho de otra manera, la ecuacion de una linea recta en el espacio esta dada por un
sistema de dos planos no paralelos. Una vez planteamos éste mismo problema en un espacio de
dimension mayor a tres, nos podemos encontrar con el caso de que dos planos no paralelos
nunca se intersectan; un matematico veria este fendmeno como una especie de generalizacion

del caso que mencionamos como de primer nivel.

Otro de los rasgos de la intuicion al que haremos referencia es de “Implicidad” que se define

como la inconciencia que tiene el sujeto sobre sus nociones intuitivas.

Como se caracterizo antes, hay un rasgo transversal al algebra lineal: su formalismo. Este
hace que con frecuencia los estudiantes busquen caminos familiares para ellos con el objetivo
de entender el caracter abstracto del algebra lineal; uno de los caminos que toman es el de
asociar a ideas intuitivas las propiedades, definiciones o teoremas con los que trabajan. Este
hecho no es inaceptable en si mismo, sino que, en la necesidad, a veces inconsciente, de plasmar
en un modelo intuitivo una idea formal, el nivel de abstraccidn se puede ver reducido y mal
interpretado (Fischbein, 1987). La mayoria de los modelos tacitos o intuitivos son mediadores

imperfectos, llevando algunas veces a interpretaciones incorrectas e incompletas.

La intuicion geométrica se desarrolla a partir de un conjunto de acciones
interiorizadas. Se realiza alli una captura del objeto fisico mediante el lenguaje.
Los objetos matematizados pueden tener una cierta autonomia ldgica, pero,
ontol6gicamente, permanecen dependientes de los objetos fisicos y, en

consecuencia, aquellos objetos estan obligados a respetar los limites impuestos
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a los objetos fisicos. En esta perspectiva, el objeto magnitud matematica
permanece subordinado al objeto magnitud fisica. Por ejemplo, la magnitud

matematica sélo puede ser infinita en potencia (Moreno-Waldegg, 1995).
La conclusion que se quiere ubicar aqui es que, aunque los modelos intuitivos en una primera
etapa aportan hacia la construccién de conocimientos, dado el caracter abstracto del &lgebra
lineal es necesario desprenderse de estos, como también de la geometria, ya que al tender a

generalizar hay problemas.

En la historia de las matematicas vemos la constante interaccién entra la geometria y el
algebra; esta interaccion se caracteriza por diferentes momentos en los que el ambiente
geométrico posibilita al algebra a avanzar en la conceptualizacion de objetos matematicos y
viceversa, como también otros en los que los limites que le impone el mundo fisico a la

geometria no permiten, a su vez, progresos en la linea algebraica.

La axiomatica propuesta en la obra de Euclides fue un hecho transversal en la historia de las
Matematicas por mas de 20 siglos: estad forma de validar resultados matematicos se convirtio
por mucho tiempo en el lugar de partida para aceptar o rechazar avances matematicos. La
validacién de procesos que actualmente se conocen como algebraicos, se daba en el seno de la
geometria. Esto se puede observar con varios matematicos que citamos en nuestro capitulo

anterior, por citar uno de ellos mencionaremos a Cardano.

Aceptacidn de raices y de cantidades negativas.

En la obra de Cardano podemos resaltar, desde la filogenesis, entendiendo esta como el

desarrollo de un concepto en la historia, el inicio de una etapa operativa entre los niUmeros
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negativos y los nimeros complejos, los cuales ni Cardano ni sus contemporaneos aceptaban
como numeros; pero el hecho de cumplir las propiedades de las raices de una ecuacion de tercer
grado le asigna accidentalmente un estatus de objeto matematico a las llamadas raices falsas;
en la obra de Bombelli y otros mateméticos de la época, se acentla mucho mas este
posicionamiento. En la ontogenesis, entendiendo esta como desarrollo del conocimiento en
un individuo, se podria sugerir como estrategia de apropiacion y aceptacion de los nimeros
negativos y sus raices, operarlos en el contexto de la solucién de ecuaciones; en una primera
etapa se podria trabajar con soluciones negativas y complejas de ecuaciones de segundo grado,
de las cuales su semisuma es siempre la abscisa del vértice de la parabola (tomando parabolas
con eje de simetria vertical) y brindar las representaciones geométricas respectivas. La idea
clave aqui es que la solucion de ecuaciones brinda la posibilidad de cambiar nimeros reales
aceptados facilmente, como los nimeros reales positivos, por nimeros negativos y complejos

gue no son aceptados naturalmente.

Es precisamente la imposibilidad de validar los nimeros negativos y sus raices en el
ambiente geométrico, lo que hacia inadmisible que Cardano y su generacién los legitimara
como nameros, aunque tenian un comportamiento similar al de los nimeros aceptados hasta el
momento. La obligacion de demostrar o validar todos sus resultados a través de la geometria
Euclidiana, que representaba el paradigma de las matematicas para la época, se constituye en
un obstaculo que se comparte en el desarrollo filogenético y ontogenético de los nimeros
complejos. Lo que se acaba de sefialar, es conocido en el ambiente didactico como uno de los
obstaculos que hacen parte del referente geométrico, como lo caracteriza Dorier y otros
investigadores.
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Podria pensarse que la ensefianza de la geometria euclidiana puede ser de alguna manera
nociva, lo que, aunque no es parte de nuestra investigacion, debemos aclarar que es
absolutamente falso. La geometria representa una fuente potente de imaginacion para la
construccion de pensamiento algebraico, pero en sus etapas tempranas aparece muy ligada al

mundo fisico, lo que hace que se convierta a su vez en fuente de obstaculos.

3.6 Un posible camino para abordar el concepto de dependencia e independencia lineal.
Como lo hemos mencionado, el formalismo que caracteriza el &lgebra lineal trae como
consecuencia que los estudiantes se enfrenten a una asignatura que para ellos es totalmente
nueva y que no tiene relacion con sus conocimientos previos. A la luz de lo que se caracterizo
como el obstaculo del formalismo y del andlisis histérico que adelantamos, a continuacion,
presentamos unas notas como propuesta para introducir los conceptos de dependencia e
independencia lineal, que se basa en introducir inicialmente la nocion de dependencia inclusiva
de Euler. La hipo6tesis de la propuesta es que, familiarizando al estudiante en la etapa de solucion
de sistemas de ecuaciones con las nociones de combinacion lineal, dependencia lineal y rango
del sistema, en el contexto de las ecuaciones lineales, Le proveera al estudiante un contexto de
objetos que le son familiares y asi hacer emerger el concepto de dependencia lineal en su sentido

mas general, en una etapa mas o menos temprana en el desarrollo del curso.

ECUACION LINEAL

La expresion ax = b es el caso mas simple de ecuaciéon lineal donde x es la variable, a es
el coeficiente de la variable y b es llamado el término constante; tanto a, b € R. Ahora note que

a,;x + a,y = b es una ecuacion lineal en dos variables.
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DEFINICION:

En forma general una ecuacion es lineal en n-variables si se puede escribir de la forma:

aix1 +axx; + -+ apx, =b 1)

Donde ay,a,,...,a, b € R,a; es el coeficiente correspondiente a x; y b es el término

constante.

Veamos algunos ejemplos de ecuaciones lineales:

1. 3x+4y—-5z=4
2. 3x1+4x, —6x3+7x, =2
3. x;+3x;, — x5 =4

Observemos que la ecuacién 3 es una ecuacion lineal de cinco variables; la razon por la que
no aparecen x; Yy x, es porque a; = a, = 0. En algunos casos se hara necesario especificar el

namero de variables de una ecuacion lineal.

NOTACION:

Una ecuacion lineal de n-variables ayx; + a,x, + azx; + -+ a,x, = b se puede denotar
de la siguiente forma: E (x4, x5, ..., x,) = b @)

O simplemente E(X) = b donde X = (x4, %y, ..., X,). .

Solucién:

Una solucién de una ecuacion lineal de n-variables es una n-upla ordenada que satisface la

igualdad E(X) =b.
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EJEMPLO 1:

X, =(1,-4,3,2,5) es una quintupla que satisface la ecuacion lineal x; + 2x3 — x5 =

2:E(X) =2,veamos: 1 + 0(—4) + 2(3) + 0(2) — 5 = 2 (VERDADERDO).

Hemos probado que E(X;) = 2; por lo tanto X; es una solucion de la ecuacion lineal E (X)

2. No es dificil intuir que infinitas quintuplas satisfacen la ecuacion E(X) = 2.

EJEMPLO 2 (Actividad de discusion):

¢ Toda quintupla es solucién de E(X) = 2?

Dé ejemplos de quintuplas que no sean solucion.

Il CASOS ESPECIALES:

Si el término constante b es igual a cero la ecuacion lineal es llamada homogeénea.

EJEMPLO 3:

ad4x—2y+3z=0 Ei(X)=0

b.3x; —4x, —6x, =0 E,(X)=0

Observe que X; = (0,0,0) es una solucién de la ecuacion homogénea E;(X) =0y

tambien X, = (0,0,0,0) es una solucion de la ecuacién homogénea E,(X) = 0.

En general una ecuacién lineal homogénea E (x4, x5, ..., x,) = 0 3)
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Siempre tendra como solucion la n-upla X = (0,0,0,...,0) = 0,,  la cual es llamada la
solucidn trivial. Es necesario precisar que 0,, es una solucion obligada de E(X) = 0; pero no

es la Unica.

e Sitodos los coeficientes de una ecuacién homogénea son cero, es decir, a; = 0 para

todo i = 1,2,3, ..., n. Esta se convierte en una identidad, veamos que:

Ox1 + Oxz + Ox3 + -+ Oxn = O, Eo(X) =0 (4)

Entonces para cualquier valor de x4, x,, ..., x,, enlos reales la igualdad se cumple; éste hecho

convierte esta ecuacion en una identidad.

e El hecho de que todos los coeficientes a; de una ecuacion lineal no homogénea sean
todos cero, trae como consecuencia que ninguna n-upla sea solucion de la ecuacion.
La ecuacion
O0x; + 0xy +0x3 + -+ 0x, =b, Ep(x) =b,b# 0 (5).

Es llamada ecuacion lineal degenerada.
EJEMPLO 4:
0x; +0x; +0x3 +0x, =5

Observe que el lado izquierdo de esta igualdad es siempre cero sin importar qué valores tomen

X1,X9,X3,Xs €N los reales.
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111 CONJUNTO SOLUCION

El conjunto de todas las n-uplas ordenadas constituidas por nimeros reales es llama R™ , es

decirR* =R XR XR ..... X R (n veces)

El conjunto de todas las n-uplas X que son solucién de la ecuacion lineal E(X) = b forman

el conjunto de solucion de E, S = {X; € R"/E(X,) = b}
EJEMPLO 5:

a.Sp, = R™  E,eslaecuacion (4)
b.Sg, =0  Ep eslaecuacion (5)

IV ECUACIONES EQUIVALENTES
Dos ecuaciones lineales son equivalentes si tienen el mismo conjunto solucion.
V. OPERACIONES ENTRE ECUACIONES LINEALES

Recordemos que las ecuaciones son igualdades y que por lo tanto las propiedades de las
igualdades se cumplen para ellas; en particular, si multiplicamos a ambos lados de una ecuacién

por una constante ¢ € R,c # 0 la ecuacion resultante es equivalente.

e (Producto por un escalar): Sea E;(X) = b,a; la ecuacion cE;(X) = cb; es llamada la
ecuacion multiplo escalar de E; (X) y es equivalente a ella.

Demostracion:
Sea Ey(X) = by ; ayxq + azx, + agxs + -+ ayx, = by

Sea X,, = (p1,P2,P3, ..., Pn) Unasolucion particular de E; (X) = by; en consecuencia:
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l.aip1 + azp; + azps + -+ aypn = by
Il. ca;p, + cap, + cazps + -+ cayp, =cby ¢ #0

Donde cE; (Xp) = cb, , lo que prueba que Xptambién es solucion de la ecuacion multiplo

escalar.

Los pasos | y Il pueden hacerse en cualquier orden lo que prueba gque cualquier solucion de
la ecuacién mdaltiplo escalar también es solucidn de la ecuacién original. Por lo tanto, se puede

concluir que las ecuaciones son equivalentes.
e (Suma de ecuaciones): La ecuacion suma Es(X) = b, esta definida asi E, (X )+ E, (X)=b, +b

El conjunto solucién de la ecuacién lineal suma contiene la interseccién de los conjuntos

solucion de las ecuaciones sumandos; en otras palabras, las soluciones comunes a E, YE, son

también soluciones de E (No debe pensarse gque estas son las Unicas ecuaciones de E) .

Como la ecuacién lineal E;(x) = b; es equivalente a la ecuacién cE;(x) = cb; podriamos

reemplazar la operacién adicion (suma) de la siguiente forma:

b,

-

Ejemplo 6:

Sean las ecuaciones lineales con solucion en R* :

1 3 +2x, + X, =2
2. X+ X, + X+ X, =1
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La cuédrupla X = (1,1,2,—3) es solucion de las dos ecuaciones lineales. Probar que es

también solucion de a) 3E; (x); b) 2E; (x) + E,(x).
Solucion:

a) 9x1 + 6x2 + BX4 = 6
9(1) +6(1)+0(2)+3(—3)=6 (verdadero)
b) 2E1+E2:7xl+5x2+X3+3.X4: 5

7)) +5(1)+2+3(—=3)=5 (verdadero)
Observacion:

La cuadrupla X = (2,—1, 4,—2) es solucion de E;(X) = b; ; luego es solucion de

3E;(X) = 3b;:

3E1:9x; +6x, +3x,=6

9(2) +6(—1)+0(4)+3(-2)=6 (verdadero)

En la ecuacion adicion no es solucion:

2E;(x) + E5(x):7x1 +5x, + x3+3x, =5

7(2) +5(-1)+4+3(-2) =5 (falso)
¢Por qué? Explique.
V1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Un sistema de ecuaciones lineales esta formado por un conjunto de ecuaciones con el mismo

ndmero de variables.
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Este es un sistema lineal que denominaremos sistema m X n, donde m indica el nimero de

ecuaciones y n el numero de variables.

Ejemplo 7:

X, + X, + X3 +X, =10

X, —2X; +2X, =1

7.1 Sistema lineal 4 x 4

4x, — X, =7
X, =1

X, +X, + 3%, =2
7.2 9% — 2X, — X3 =3 Sistema lineal 3 x 3
X, +2X, = Xy =7

X, +X, + X, =3 ; .
7.3{ v 3 Sistema lineal 2 x 3

X, + X, =1
VIIl. SOLUCION DE UN SISTEMA LINEAL

La solucion de un sistema lineal m x n es el conjunto S formado por todas las n-uplas que

son soluciones simultaneamente de las m-ecuaciones lineales E, ; es decir:

S = SEl N SEZ N SEm
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Observaciones:

> Si E; y Ej donde 1 <1i,j <mno tienen soluciones comunes, en consecuencia, el

sistema no tiene solucion, es decir S = @
Demostracion:

(%] A

Un sistema que carece de soluciones se llama sistema inconsistente.

» Silaecuacion degenerada E, (X) = b, b # 0 hace parte de las ecuaciones de un sistema;

entonces el sistema es inconsistente. (Recuerde que Sg,, = @)
¢Por qué? Explique.

VIII. SISTEMAS LINEALES EQUIVALENTES

Dos sistemas lineales son equivalentes si el conjunto solucion de ellos es igual.

Ejemplo:
El(x)=b1 E(X)_b
Sistema 1: EZ(X)Z b, _ Sistema 2: {El . —_ b1
EO(X)Z 0 Selee "ES EQUIVALENTE" 2(X)=b,

Demuestre que los sistemas 1 y 2 son equivalentes.
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Demostracion:

1. Sea §; = Sg, N Sg, N Sg,

como Sg, = R"y S, = Sg, N Sg, © R™, entonces
2. $=S;,NS; =R"NS,; =S, =S¢, NS,

En general la ecuacion lineal E,(X) (3), se puede eliminar de un sistema lineal que la contenga;

entonces el sistema que se obtiene es equivalente.
Ejemplo:

Probar que los siguientes sistemas son equivalentes:

E,(X)=b, £.(C)=b
1. {E,(X)=b, 2 {El(x):bl
E,(X)+E,(X)=b, +b, B

Solucion:

El sistema 1 tiene como solucion: S; = Sg, N Sg, N Sg, 4k,
Como Sg, N Sg, S Sg, +g, €NtONCES S; = Sg, N Sg, = 5.
Volviendo la vista a los ejemplos numeéricos de los sistemas lineales anteriores:

X, +X, + X3 +X, =10

X, —2X; +2X, =1

7.1. Este sistema se denomina sistema triangular.

4, — X, =71
X, =1
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Observemos que la ecuacion final del sistema nos da un valor especifico para la variable
X, Sustituyendo este valor en latercera ecuaciontenemos: 4x; — 1 =7 — 4x3 =8 - x5 =;

sustituyendo el valor de X, en la segunda ecuacion se tiene:

x,—212)+2(1) =1 - x, = 3. Finalmente sustituyendo los valores de x,, x5 y x,

y en la primera ecuacion se tiene:

X +34+2+1=10 — x; = 4. Este proceso se denomina sustitucion hacia atras y

se utiliza en los sistemas triangulares.

Siempre que se tenga un sistema triangular se puede emplear el método de sustitucion hacia

atrés. El problema es, ¢qué hacer cuando el sistema no es triangular?

Esta pregunta preocupé a los matematicos durante muchos siglos; la principal causa de que
el avance fuera lento era la creencia de que un sistema lineal siempre tenia solucion;

afirmacion que no es cierta.
SITUACION PROBLEMATICA:
1. Encuentre ejemplos de sistemas lineales que no tengan solucién.
2. ¢A qué le atribuye usted, que un sistema sea inconsistente?

Los matematicos de la época orientaron sus investigaciones a encontrar un método que llevara

un sistema lineal n X n a una forma triangular.
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El método con més éxito para resolver sistemas lineales ha sido el método de eliminacion de
Gauss; dado que este método persiste hasta nuestros dias y actualmente es la base de los métodos

que emplean las calculadoras y computadoras para resolver sistemas lineales m X n.

IX. TRANSFORMACIONES ELEMENTALES

Basados en las operaciones entre ecuaciones lineales se realizan transformaciones de los

sistemas de ecuaciones en nuevos sistemas lineales equivalentes hasta llevarlos a una forma

triangular.
e Transformacién de eliminacion:

Consiste en sustituir la ecuacion E; del sistema lineal por la ecuacion E; + cE; .

E, =b, E,=b,
E,=b, E, =h,
E" =E +CE,
~ ; Con .
Ei :bi EI* =b|* bi :bi +ij
Em :bm Em :bm

Esta transformacion se denota: E; — E; + cE; y se lee “la ecuacion E; se sustituye por E; +

CE]

e Transformacion de permutacion:

Consiste en permutar las ecuaciones E; y E;:

E; © Ejyselee “la ecuacion E;Y Ej se permutan”

181



E, =D E =Db
E, =D, E, =D,
E, =b, _ E, =b; — Posicioni
E, =b, E, =b, — Posicion j
E, =D, E, =b,

El método de eliminacion de Gauss tiene como base estas dos transformaciones elementales,
gue nos permiten encontrar la solucion de un sistema, si éste lo tiene. De lo contrario, el método
nos llevara a un sistema que tiene entre sus ecuaciones a Ep (x) (5); es decir, podemos concluir
facilmente que el sistema es inconsistente. ¢ Por qué? Explique.

Ejemplo 8:

X, +2 X, — 2%, =1
Dado el sistema lineal 3 x4 A =X +X, + X, =—2 Realice las siguientes
X, + 2%, — X, =1

transformaciones elementales:

1. E, - E, + E;; de donde se obtiene:
X, +2 X, 2%, =1
A ~ X, +2X;— X, =-1

X, +2X;— X, =1

3. E; - E;+ (—1)E, ; de donde se obtiene:
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X, +2X,-2x%, =1
A, ~ X, + 2%, — X, =-1
Ox, +0x, +0x,+0x, =2 —E,

En este momento podemos concluir que el sistema inicial es inconsistente; puesto que

A~A2
Ejemplo:
X, + 2X, + X, =16

Dado el sistema lineal 3 x 3 B {3X; +10x, +2 X; =58
2%, +4x, =28

Realice las siguientes transformaciones elementales para obtener un sistema triangular:

1. Ez i E2 + (_S)El
E3 d E3 + (_Z)El

2. E; - E;+ (1)E,
Solucion:

Realizando las transformaciones elementales, el sistema que se obtiene es:

X, + 2X, + X, =16
~B, 4x, — X, =10
X, =0

Empleando el método de sustitucidn hacia atras para un sistema triangular se tiene que:

X3 = 6, i se sustituye este valor en la segunda ecuacidn se obtiene:
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4x, —(6) =10 - 4x,=16 - x, =4 ; sustituyendo x, Yy x5 en la primera

ecuacion se obtiene:

x+24)+6=16 - x;+14 =16 - x; =2 R/Latripla(2,4,6)esla

unica solucion del sistema lineal B y se escribe: Sg = {(2,4,6)} Ejemplo:

X+ y—z=-1
Dado el sistemalineal 3 X3 Cc { x— 2y + z=6
3Xx—-3y+ z=11

Realice las siguientes transformaciones elementales para obtener un sistema triangular:
1. El g E2 + (_1)E1
E; - E3 + (-3)E;

2. E3 i E3 + (_Z)Ez

X+ y—-z=-1
~C, -3y +2z=7
Ox-0y+0z=0

c X+y—-z=-1
| -3y+2z=7

La idea, en la perspectiva de Euler es encontrar de qué manera la ecuacion tres C, esta
incluida en las primeras dos ecuaciones para concluir finalmente que esta es esencialmente la
razon por la cual el sistema tiene infinitas soluciones, observemos que la idea de estar incluida

no es mas que la nocion previa del concepto de dependencia lineal.
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CAPITULO 4.

Conclusiones

4.1 Caracteristicas del curso de algebra lineal en la Licenciatura en matematicas de la
Universidad del Valle

En los dos capitulos anteriores se plantean los insumos para responder la pregunta que
motivo este trabajo de investigacion, la respuesta la entrelazamos con nuestra propuesta al
Instituto de Educacion y Pedagogia, en cuanto a las transformaciones que deben darse en
relacién con el disefio y orientacidn del curso de algebra lineal para los futuros profesores de

matematicas en formacion.

Inicialmente presentamos una breve descripcion de la asignatura y su contexto en el
programa, mostramos también una caracteristica, que debe tenerse en cuenta, de quienes tienen
habitualmente el curso a su cargo y finalmente describimos las metas que deberian plasmarse

en una propuesta del curso de algebra lineal para un futuro inmediato.

4.1.1 Descripcion general

El programa de Licenciatura en matematicas que ofrece la Universidad del Valle a través del
Instituto de Educacion y Pedagogia (IEP), esta actualmente (2018) reconocido por el acuerdo
numero 07347 del 4 de mayo de 2018 del Ministerio de Educacion Nacional. En el marco de la
reforma a las licenciaturas que se desarrollé bajo la resolucion 02041 de 2016 del Ministerio de
Educacion Nacional, se adelantd una revision en el IEP de los programas de licenciatura que se

ofrecian, particularmente en el programa de Licenciatura de matematicas y fisica, se hicieron
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una serie de ajustes y un proceso de autoevaluacion con el fin de obtener la acreditacion de alta
calidad. Fue necesario cambiarle la denominacién al programa académico Licenciatura en
Matematicas y Fisica por el de Licenciatura en Matemaéticas. Este programa académico busca
formar licenciados en matematicas con los conocimientos y habilidades necesarias para
desempefarse de manera idonea como educadores matematicos, en los niveles de basica

secundaria y media, tal como reza su objetivo general.

La estructura curricular del programa académico Licenciatura en Matematicas se organiza
en cuatro componentes: fundamentos generales, didactica de las disciplinas, saberes especificos
y disciplinares, pedagogia y ciencias de la educacion y electivas profesionales, cada una de
estas componentes esta estrechamente relacionada con una de las cinco lineas de formacion del

Programa:
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FUMDAMENTOS GENERALES DIDACTICA DE LAS DISCIPLINAS

Aslgnatira Créditos LINEA DE FORMAGION EN DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS

Irghtss | 2 Asignatura Cridifos
Inglés Il 2 Elzmentos die: Educacon Matemibca 3
Ingées 111 2 Agpecios soviccutiurales de la Educaciin Matermética ]
Inglées 1 2 Diddetica | Desarmalio de pensamignly neménc 4
Depoete formativg 2 Diddehica I: Desarmalla de pensamienlo geométnco y milrnco 3
Ebacliva Complementana | 3 Diddetica Nl Desanclle de pensamiento estocistics ¥ aleatono 1
Elecliva Complementana || 3 Diddetica IV Desarrolla de pensamients vanacicnal 3
Elacliva Camplementana Il 3 Didactica V' Topicos en Didiclica de las maleméticas 3
Elecliva Complementania IV 3 Préclica Doeerde | i
SABERES ESPECIFICOS ¥ DISCIPLINARES Fraclica Docente | §

LINEA DE FORMACION EN MATEMATICAS LINEA DE FORMAGION EN LENGUAJE, RAZONAMIENTO ¥

COMUNMICACION DE SABERES WATEMATICOS

HAslgnatura Créditos

Elementos de Kigica Matemdlica 4 Aslgnatura Créditas
Conjunios numeénicos 4 Conocmmenta y Cullura 4
Matematicas Fundamendales 4 Conaameenta y desanmlia 3
Gaometria 4 Lenquaje ¥ Comunicaadin 4
Algebra Lingal 3 Disscurss malemiien en el aula 4
Algebira Modema 3 Razonamiento Matemdlico E]
Cilcuka | 4
Camlm I LINEA DE FORMACION EN TECNOLOGIA DE LA INFORMACION ¥ LA
COMUMCACION EN EDUCACION MATEMATICA
Ecuimanes Dilerengiales ] e
— 3 Aslgnatura Criditos
e e Tecnologlias digilales en Educacion malemélica 3
Fisiea General 3 - "
Integraciin de las TH: con el curicuke i
Anddsis Malemab 3
bl Disefia 0 actvidades da aprandizaje con apoya o2 las TIG 4
Topolagia 3 - -
- - Implementacién de las TK: en la enseflanza de las malematicas 4
Tiipices de Matemdtices Modemas y Conternmpardness 3
ELECTIVAS PROFESIONALES
R n !

dito Asignatura Criditos
Histona da las malemélicas gregas 3 Electiva Profesional | 3
Histana y epistemalogia de las matemifcas 3 Eleciva Puofesional || 3
Filosafia de las malemalicas 3 Electiva Profeional IN 4

] Electva Frole=onal IV 3
PEDAGOGIA Y CIENCIAS DE LA EDUCACION
Asignatura Créditos

Inlroduccicn a la Pedagogis 3
Hislonia de la Educacion y la Pedagogia 3
Trabajo de Grada | 4 b e oA
Trabajo di Grada 1l 4

llustracion 18:Programa curricular de la licenciatura en matematicas.

Nota. Tomado de la pagina web: iep.univalle.edu.co/licenciatura-en-matematicas-2
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El curso de algebra lineal es una de las 14 asignaturas que se ofrecen en la linea de formacion
en matematicas. Como prerrequisito para matricular esta asignatura estan los cursos de
elementos de légica matemética, conjuntos numéricos, matematicas fundamentales vy
geometria. Llaman la atencion dos asuntos sobre los cambios que se hicieron con respecto a la
anterior licenciatura, el primero es que anteriormente las asignaturas Elementos de Logica
Matemaética y Conjuntos Numéricos conformaban una sola que se llamaba l6gica y Teoria de
Conjuntos. Suponemos que este cambio se debe a que estas asignaturas son fundamentales en
la formacion matematica de los estudiantes, entre otras cosas, para apropiarse del lenguaje
matematico y para entender métodos demostrativos que se utilizan en las matematicas, y que
una queja frecuente de los profesores es la falta de formacion previa en Légica y conjuntos del
lenguaje como también en la geometria. De otro lado, anteriormente se daban dos cursos de
geometria, geometria euclidiana y geometria analitica; observamos que ahora solo se ofrece un
curso. Es pertinente fortalecer la componente de formacion en l6gica, pero resulta por lo menos
extrafio que se haya recortado la formacidn en geometria no sélo porque la historia nos muestra
que sirvio de campo de validacion, sino como lo sugieren multiples autores sirve de campo de

imaginacion o caldo de cultivo para los mas abstractos conceptos de las matematicas.

Continuando con nuestra descripcion del curso de algebra lineal, es importante sefialar que
los estudiantes del plan de licenciatura toman este curso en compafiia de estudiantes de
ingenierias y en general con estudiantes que lo tienen incorporado en su ciclo béasico de
formacion. El curso de algebra lineal cuenta con una intensidad de 5 horas semanales y 3
créeditos, lo que en teoria exige un estudio de 10 horas semanales de trabajo individual por parte
de los estudiantes. Desde el afio 2002 hasta la actualidad el curso no ha sufrido cambios en
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cuanto a metodologia y teméticas que se abordan. Las cinco horas semanales del curso se
distribuyen en tres horas de teoria y dos para realizar talleres. La metodologia de trabajo con
la que se debe desarrollar el curso no se especifica en el programa, aunque indagando a algunos
profesores que lo han orientado a lo largo de los afios, se deduce una especie de metodologia
que consiste basicamente en una presentacion de los temas que hacen parte del curso en forma
deductiva, es decir, se presentan los axiomas, definiciones y a partir de estos, se enuncia un
buen ndmero de teoremas y corolarios, algunos incluyendo demostraciones con cierto rigor
matematico. Se presentan también algunos ejemplos preponderantemente en R? y R3 , y en la

clase taller se realizan ejercicios que correspondan a los temas que se abordan en la semana.

4.1.2 Sobre los profesores que orientan el curso de algebra lineal

El curso es ofrecido por el Departamento de Matematicas de la Facultad de Ciencias
Naturales y Exactas de la Universidad, a través de sus profesores de planta y contratistas. A
pesar de la buena formacion en matematicas de estos, la gran mayoria de ellos tienen poca o
ninguna formacion en Didactica de las matematicas, con el agravante de que algunos
desestiman o desconocen esta formacion como requisito para ensefiar. Al menos eso nos
muestra el espiritu actual de la reforma que se adelanta del programa de Matematicas, reforma
discutida y aprobada en reunion de profesores de planta en el primer semestre (febrero- junio)

del afio 2017.

En términos de créditos, en la reforma del programa de Matematicas se presentaron dos
propuestas, una de 156 créditos (para 10 semestres) y otra de 140 créditos (para 9 semestres).
Ningun porcentaje de la totalidad de créditos se desting a asignaturas que pudieran aportar en

la formacion para la actividad docente, léase, historia de las matematicas, epistemologia,
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psicologia cognitiva y didactica de las matematicas. Asi, se desconoce la resolucion 2769 de
noviembre de 2013 que fija las caracteristicas especificas de calidad para cada programa de
ciencias naturales y exactas, en la cual se sefiala:
Articulo 2. Punto 1. Todo programa en Ciencias Exactas y Naturales propendera
por [...] la apropiacion, por parte del estudiante, de los contenidos y métodos de
su disciplina que le permitan participar en labores investigativas fundamentadas
en la epistemologia [...]

Mas adelante en el mismo documento, se sefala:

Punto 2. Los programas académicos en ciencias exactas y naturales se
organizaran teniendo en cuenta las siguientes areas de formacion [...] Reflexion
sobre historia, la naturaleza y las formas de produccion del conocimiento propio
de las ciencias |[...]

Aunque los egresados del programa de Matematicas obtienen el titulo de Matematicos y se
espera que estos se dediquen a la investigacion en matematicas y “en otros casos’ participen en
distintos roles en la industria y el comercio, la realidad es que estos profesionales en un amplio
porcentaje (por encima del 80%) terminan ensefiando en colegios y universidades en Colombia.
El perfil oficial del egresado tomado de la pagina web de la Universidad del Valle de este

programa no da cuenta de esta realidad:

El egresado del Programa Académico (de matematicas) se caracterizara por:
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e Ser un profesional con una so6lida formacion matematica, familiarizado con métodos
propios del razonamiento y pensamiento matematico, capaz de contribuir al
desarrollo y difusion de esta disciplina.

e Ser un profesional capaz de acceder a etapas avanzadas del conocimiento ya sea de
manera autbnoma o mediante la realizacion de estudios de postgrado en matematicas
o0 en disciplinas afines.

e Ser un profesional capaz de vincularse a procesos y proyectos de investigacion en el
sector académico y/o productivo.

o Ser un profesional integro, pensante, poseedor de los principios éticos, conocedor
de los principios constitucionales y util a la sociedad.

Adicional presentamos una cita de la resolucion 2566 del 2003, que establece las condiciones
minimas de calidad y demas requisitos para el ofrecimiento y desarrollo de programas

académicos de educacion superior, que en cuanto a politicas y estrategias de seguimiento a

egresados sefiala que:

La institucion debera demostrar la existencia de politicas y estrategias de
seguimiento a sus egresados que:
1. Permitan valorar el impacto social del programa y el desempefio laboral de

sus egresados, para su revision y reestructuracion, cuando sea necesario.

El subrayado en la cita es nuestro. Dado su impacto social, era de esperarse que la reforma
actual incorporara un aceptable componente de formacién en historia, filosofia de las
matematicas y didactica de las matematicas, pero reiteramos, no es asi. Lo que permite inferir
gue se desestima la labor docente y en particular los elementos que hemos sefialado como

fundamentales en la formacion de quien ensefia, es pues necesario que en las futuras propuestas
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de reforma de la asignatura de algebra lineal para licenciados se le incorporé de manera explicita

objetivos y metodologias que den cuenta de las demandas de formacion anteriores.

En el aparte 3.6 presentamos una propuesta concreta para el caso particular de la ensefianza
del concepto de dependencia lineal con base en nuestra siguiente sentencia: un curso de algebra
lineal para estudiantes de licenciatura en matematicas debe articular la reflexion epistemoldgica
entre la historia y la didactica, en el sentido que lo propone Dorier, la componente disciplinar y
la practica docente. Para tal fin, nuestro trabajo se convierte en un insumo de consulta para

posteriores propuestas de esta catedra.

Segun lo sefiala el Ministerio de Educacién Nacional, la formacidn del maestro no debe
separar la formacion disciplinar de la epistemologica y la didactica. A continuacion,
presentaremos en la perspectiva de las politicas publicas los elementos que respaldan la

sentencia anterior.

La reforma a las licenciaturas. (resolucion 02041 de 2016 del Ministerio de Educacion

Nacional)

Los programas de licenciatura, es decir, los programas en Colombia donde se forman los
futuros maestros de los niveles de educacion correspondientes a primaria y secundaria, aunque
no de forma exclusiva pues muchos licenciados terminan siendo maestros universitarios, se han
visto enfrentados a reformarse gracias a la resolucion 02041 de 2016 del Ministerio de
Educacion Nacional por la cual se establecen las caracteristicas especificas de calidad de los

programas de licenciatura. Esta reforma esta orientada a cumplir con la meta de que Colombia
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sera el pais mas educado en América Latina para el 2025. Para dar cumplimiento a esta meta,

la reforma se centra en sefialar la formacion del maestro:

[...] 1a necesidad de crear una politica de mejoramiento del sistema educativo del
pais; proceso que inicia desde la adecuacion de las condiciones en la formacién
de quienes se preparan profesionalmente para el ejercicio docente, con la
premisa de que la excelencia de los educadores es un factor esencial para
garantizar la calidad de la educacion que prestan las instituciones educativas a
los nifios, nifias, jovenes y adultos en los diferentes niveles y ciclos educativos.
(MEN, 2015)

La reforma 02041 por su parte cita dentro de sus considerandos que:
La excelencia de los educadores depende de las caracteristicas de su formacion
inicial [...] en ese proceso cumple un papel destacado la educacion que se imparte
en los programas de licenciatura [...]

Atendiendo este y los restantes considerandos la reforma fija las pautas rectoras para la

formacion de maestros asi:
Los valores, conocimientos y competencias del educador comprenderan cuatro
componentes que deben ser desarrollados conjuntamente asegurando su
articulacion.

Las cuatro componentes que se mencionan en la cita anterior son basicamente: la componente

de fundamentos generales que va desde las competencias comunicativas y argumentativas en

espafol, el uso de TIC y las competencias comunicativas en inglés, la competencia de
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pedagogia y ciencias de la educacion, la competencia en didéctica de la disciplina y, por tltimo,
la competencia de saberes especificos y disciplinares que se describe asi:
El educador [...] debe estar en capacidad de investigar [...] lo cual involucra
apropiar la trayectoria historica y los fundamentos epistemolégicos del campo
disciplinar que lo involucra.
La reforma plantea asi que el factor clave del mejoramiento de la educacion en nuestro pais se
centra en la formacion inicial de maestros y en particular en la articulacién real y efectiva de
estas componentes.

4.1.4 Elementos para una propuesta de asignatura de algebra lineal para licenciados

Las reflexiones que planteamos en este punto estan encaminadas a brindar elementos para la
discusién que enriquezcan posibles preguntas de investigacion o propuestas para el curso de
algebra lineal. Aungue nos enfocamos en una disciplina matematica en particular, creemos que
los elementos que sefialamos como esenciales deben o se pueden aplicarse, al menos, a un buen
porcentaje de los cursos que hacen parte de la linea de formacion en matematicas de la

estructura curricular del programa actual de Licenciatura en Matematicas.

La idea de la transversalidad en cuanto que integra la parte disciplinar, la historia, la filosofia
y la didactica de los conceptos involucrados de los contenidos parece ser una de las formas de
responder a las demandas actuales de repensar los curriculos. En efecto, en el desarrollo de las
asignaturas de la linea de formacion en matematicas se debe dar cuenta de gran parte de los
contenidos que se esperan alcanzar en las lineas de formacion en Historia, Filosofia y Didactica
de las matematicas. Para tal fin, formulamos algunas pautas que deberian guiar el disefio de las

propuestas de curso de algebra lineal para la licenciatura en matematicas:
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Procurar la formacion disciplinar en algebra lineal del futuro profesor, a través de
recrear analisis histdricos con vocacion didactica de algunos conceptos basicos. Es
decir, el profesor debe conocer mas alld del formalismo propio del objeto
matematico, conocer un poco sobre las heuristicas asociadas a cada etapa crucial de
su construccion, entendiendo que en estas heuristicas estdn las ideas y
preconcepciones que movilizaban a los matematicos, como trabajaban con los
objetos, sus practicas, su creatividad para llegar al objeto, las concepciones en
ciertos momentos; esto le permite al profesor dar cuenta de la reorganizacion del
objeto en el contexto matematico, su relacion con otros objetos, entender algunas
situaciones que se presentan a la hora de ensefiar (situaciones asociadas a obstaculos
epistemoldgicos. Cabe aclarar que no es volver historiador al profesor de
matematicas, sino que el profesor no desconozca la importancia de la historia para
su formacion en didactica y que aproveche todos los trabajos (este es un ejemplo de

estos) que se tienen en esta direccion.

Analizar las actividades de aprendizaje disefiadas por el profesor, en cuanto a los
elementos dentro del disefio que fueron inspirados a partir de la reflexion historico-
epistemoldgica.

Disefar estrategias o ejercicios que potencien, cuando sea pertinente, los modos de
descripcion y razonamiento que presentamos en el capitulo 3, con el objetivo de
lograr hacer las abstracciones que se exigen en el curso y asi familiarizar al

estudiante con el formalismo de los conceptos que se desarrollan.
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V. Incorporar las tecnologias en el disefio de actividades que potencien las
posibilidades de imaginar gran parte de los contenidos sobre los que se sustenta el
algebra lineal en un curso introductorio. Para este aspecto es importante que el
docente conozca las implicaciones que hemos advertido en el apartado 3.5 con
relacion a lo que denominamos el referente geométrico.

4.2 Las dimensiones de lo histérico que hemos trabajado.

A lo largo de este trabajo hemos recreado una propuesta metodolégica que pretende mostrar
las interacciones que se pueden dar entre la historia y la didactica de las matematicas. Con esta
metodologia se quiere mostrar la importancia de remitirnos a la historia para aportar a
fendmenos (dificultades) de interés en el proceso de ensefianza- aprendizaje de algin concepto
matematico, en nuestro caso el concepto de espacio vectorial y conceptos subyacentes. Es asi
como la historia es una referencia fundamental para las investigaciones que se adelantan en
didactica, porque permite ver las matematicas como un saber dindmico y contribuye a justificar,
a través de las etapas de constitucion de un concepto, cdmo este se convierte en un saber digno

de ser ensefado.

4.2.1 Dimensién socioldgica.

En el capitulo 1 y Il encontramos diferentes episodios histéricos de los que se develan
fendmenos colectivos asociados al quehacer de la comunidad matematica, determinados por las
creencias generalizadas y los intereses en determinado momento. Mencionemos dos fenémenos
del colectivo formado por la comunidad matemaética en dos épocas distintas, véase en los

apartados 1.6, 1.7 y 1.8, que cronolégicamente van del siglo XV al XVII, el fendmeno de
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cardcter colectivo que consiste en la no aceptacion de los nimeros negativos ni sus raices, muy

a pesar de que operaban con ellos y refrendaban las mismas propiedades de las raices positivas.

Desde el desarrollo de las ecuaciones lineales y cuadraticas con las que trabajaron Al-
Khowarizmi y Diofanto, se erige una busqueda constante de métodos para resolver estas
ecuaciones. En esta misma linea, los trabajos de Tartaglia, Cardano y Ferrari tuvieron éxito al
encontrar la solucion por medio de radicales de la ecuacion cubica y de cuarto grado. En
consecuencia, se enfrasca la comunidad matematica en la busqueda de los algoritmos que
completen este trabajo, es decir, buscar la solucion por medio de radicales para las ecuaciones

polinémicas de grado n > 5.

Este fendmeno de caracter colectivo es alimentado en un largo periodo historico a través de
resultados que parecen ratificar la idea de que existe el método, por medio de radicales, para
resolver las ecuaciones de quinto grado y mayores; por ejemplo, el teorema fundamental del
algebra cuya primera aproximacién fue dada por Descartes y luego Euler lo completa hasta el
grado seis. Los hechos anteriores garantizaban en cierto sentido la existencia de las raices. En
consecuencia, en cuanto a las ecuaciones, la busqueda de algoritmos para encontrar las
soluciones era lo mas relevante. Por otro lado, en el escenario que nos interesa ubicar el
fendmeno, Euler presenta sus ideas alrededor de las caracteristicas de las ecuaciones de un
sistema de ecuaciones y como estas determinan la naturaleza del conjunto solucidn.
Simultaneamente, emerge el algoritmo de la regla de Cramer para resolver sistemas de
ecuaciones lineales, y como era de esperarse la comunidad matematica se interesa mas por la

regla de Cramer (Ver 2.1 y 2.2). De nuevo, en este momento historico, vemos como la idea
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equivoca, de que si las soluciones existen debe existir el método que me lleve a ellas, orientd

los intereses de los matematicos por largo tiempo.

Los matematicos de la época de Euler, como hemos reiterado, solo resolvian los sistemas de
ecuaciones cuadrados, que son aquellos que tienen igual numero de incdgnitas que de
ecuaciones, los que no tenian Gnica solucién se descartaban por considerarse mal planteados.
Esta concepcidn de los matematicos condiciond las estrategias investigativas de la época, lo

que muestra claramente un fendmeno de caracteristicas socioldgicas.

4.2.2 Hallazgos filosoficos.

La postura filosofica determinante en la situacion que hemos descrito en el punto anterior es
del tipo platonico, bien conocida en el mundo de los matematicos como realismo que se define
como: cualquier explicacion metafisica de las matematicas que implica que las entidades
matematicas existen, que son abstractos, y que son independientes de todas nuestras actividades

racionales. (Recuperado de https://www.iep.utm.edu/mathplat/. 25 de Noviembre de 2018).

En otras palabras, tanto los objetos matematicos como las leyes que los rigen no se inventan,
sino que se descubren. En el periodo histérico que hemos descrito en el apartado anterior y por
muchos siglos mas, la comunidad matematica decididamente creyo, sin prueba alguna que, si
una ecuacion tiene solucion, en consecuencia, debe existir un método y mas concretamente un
método por radicales que nos lleve a obtener dichas soluciones. La creencia de naturaleza
platonica, como ya hemos sefialado, se centraba en el método por radicales para resolver
ecuaciones: se tenia la certeza que debia existir en el mundo de las ideas, s6lo era cuestion de

encontrarlo. En general persiste la discusion milenaria sobre si los objetos matematicos se
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descubren o son invenciones del hombre. Creemos que las dos posturas coexisten. Nuestro
andlisis historico realizado en el capitulo 1, nos deja la idea que la geometria juega un papel
preponderante en la emergencia de un concepto basico como es el de vector, en particular la
geometria del plano y el espacio le presta al algebra lineal un campo donde poder descubrir a
partir de visualizar e imaginar gran parte de los conceptos que le son constitutivos. Pero
debemos advertir que la geometria que desinteresadamente sirve de caldo de cultivo para que
germinen los conceptos basicos, se convierte a la postre en obstaculo para aquellos espacios de
mas de tres dimensiones, es ahi, donde el que aprende debe pasar de la etapa del descubrimiento

a la etapa de las invenciones.

199



BIBLIOGRAFIA

Abel, N. H. (1824). Mémoire sur les equations algébriques, oul” on demontres I"impossibilité de la
resolution de I"aquation générales du cinquiéne degré.

Alvarez, Y. (2014). Introduccion del algebra lineal en Espafia y Colombia durante la mitad del siglo
XIX y primera del siglo XX. Logrofio: Facultad de Ciencias, Estudios Agroalimentarios e
Informatica.

Arboleda, L. C. (2002). El problemas didactico y filosofico de la desaxiomatizacion de las Matematicas.
Revista Colombiana de filosofia de la ciencia., 3(6-7), 59-84.

Arboleda, L. C. (2006). Los tratados franceses en la ensefianza del andlisis en Colombia. Revista
Iberoamericana de Educacion Matematica, 101-107.

Arboleda, L. C. (2012). El analisis cartesiano en la solucién del problema de Pappus y la introduccion
de las curvas algebraicas. Asociacion Colombiana De Educacion Matematica. ASOCOLME,
1-10.

Arboleda, L. C., & Castrillon, G. (2007). Educacién matematica, pedagogia y Didactica. REVEMAT.
Revista Eletrénica de Educacdo Matematica., 5-27.

Artigue, M. (1990). Epistémologie et didactique. Reserches en didactique des mathématiques.

Bombelli, D. R. (1572). L"Algebra. Bolonia.

Bourbaki, N. (1943). Eléments des Mathématique. Paris: Grat- Britain.

Bourbaki, N. (1976). Elementos de historia de las matematicas. (J. Hernandez, Trad.) Springer-Verlag.

Boyer, C. B. (2001). Historia de la matematica. Madrid: Alianza.

Bravo, A., & Cantoral, R. (2012). Los Libros de Texto de Célculo y el fendmeno de la Transposicion

didactica. Educacion Matematica, 24(2), 91-122.

200



Brousseau, G. (1981). Problémes de didactique des décimaux. Recherches en Didactique des
Mathematiques, 37-127.

Brousseau, G. (1986). Fundamentos y métodos de la didactica de las matematicas. Recherches en
Didactique des Mathématiques, 33-115.

Camargo, D. Y. (2006). Pedro José Sosa y su contribucion a la matematica y la ingenieria colombiana.
Sociedad Colombiana de Matematicas. Lecturas especiales, especial, 333-346.

Cardano, G. (1993). Ars magna or the rules of algebra. (Translated by T. RichardwWitmer).Dover
Publications, Inc., New York.

Cayley, A. (1858). A memoir on the teory of matrices. Royal Society, 17-37.

Chavarria, S. (2014). De las Ecuaciones a la teoria de grupos: Algunos Obstaculos Epistemolégicos.
Cali. Universidad del Valle, trabajo de Grado.

Crowe, M. J. (1985). History of Vector Analysis. The Evolution of the Ideas of a Vectorial System. New
York: Dover pub.

Cruz, L. M. (2009). Teorema Fundamental del algebra y sus diferentes demostraciones. Bogota.
Pontificia universidad Javeriana, Trabajo de grado.

Davila Rascon, G. (2003). El desarrollo del algebra moderna,parte Il el surgimiento del algebra
abstracta. Apuntes de historia de las matematicas, 38-78.

Delgado., J. L. (2000). Interacciones entre investigaciones en Didactica de las Mateméticas para la
elaboracion de una reflexion epistemoldgica sobre cuestiones de ensefianza y aprendizaje. El
ejemplo del algebra Lineal. Didactique des mathématiques a Genéve (DiMaGe).

Descartes. (1989). Reglas para la direccion del espiritu. (J. M. Cordon, Trad.) Madrid: Alianza editorial.

Descartes, R. (1947). La Geometria. Buenos Aires, Argentina: Espasa-Calpe.

Descartes, R. (1954). The Geometry. Book I. (D. E. Smith, Ed., & M. L. Latham, Trad.) New York:

Dover Publications.

201



Descartes, R. (1996). Discurso del método. La didptrica. Los meteoros. La geometria. Barcelona,
Espana.

Dorier, J. L. (1997). The role of formalism in the teaching of the theory of vector spaces. Laboratory
Leibniz, 1-22.

Dorier, J. L. (Octubre de 2000). Recherche en Histoire et en Didactique des Mathematiques sur
L algebre Lineaire. Perspectives theorique sur leurs interactions. Equipe DDM- Laboratoire
Leibniz, 77.

Dorier, J. L. (2000). Recherches en Histoire et en Didactique des Mathematiques sur L Algebre
Lineaire. Laboratoire Leibniz, 1- 70.

Euler, L. (1759).Introductio in analysin infinitorum.

Euler, L. (1759). On an apparent contradiction in the theory of curved lines. (V. C. Translated by
Sandrah Eckel, Ed.) Memoires de I’ Academie des sciences de Berlin , 291-233.

Eychenne, B. (2013). L enseignement de Lino de Pombo au colegio Militar de Bogota: Les lecons de
géometrie analytique. Université de Nantes.

Fischbeim, E. (1989). Tacit models and mathematical reasoning. For learning of Mathematics, 9-14.

Fischbein, E. (1987). Intuition in science and mathematics: an educational approach. Netherlands:
Reidel.

Grassmann, H. (1844). Die Lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik .

Grossman, S. . (1987). Algebar Lineal. México: Iberoamérica.

Hamilton, W. R. (1853). Lectures on Quaternions. Royal Irish Academy.

Lewis, A. (1977). Hermann Grassmann’s 1844 Ausdehnungslehre and Schleiermacher’s Dialektik.
Annals of Science, 103-162.

Martinez, H. J., & Sanabria, A. M. (1996). Enfasis en la ensefianza del algebra Lineal. ERM.

202



MEN, M. d. (diciembre de 2015). decreto 2450 de 2015. «Por el cual se reglamentan las condiciones
de calidad para el otorgamiento y renovacion del registro calificado de los programas
académicos de licenciatura y los enfocados a la educacion.

Monroy, L. (2011). El algebra lineal en el contexto histérico de las matematicas. Santiago de Cali:
Trabajo de grado. Universidad del Valle.

Moreno, Luis E.; Waldegg, Guillermina (1995). Variacion y representacion: del namero al

continuo.Educacion Matemaética, 07(01), pp. 12-28 .

Nahin, P. J. (1998). Esto no es real, la historia de i. (P. Pinasco, Trad.) México: Princenton University
Press.

Newton, I. (1704). Enumeratio lineari tertii ordinis . Traducido al inglés por Jacobo Stirling.

O Neill, J. (1986). Formalism, Hamilton and Complex numbers. Studies in History and Philosophy of
Science, 17, 351-372.

Peano, G. (1887). Aplicaciones geométricas del calculo infinitesimal.Turin.

Petsche, H. J. (2014). The ‘Chemistry of Space’: The Sources of Hermann Grassmann’s. Scientific
Achievements. En Annals of Science (Vol. 71, pags. 522-576). Germany: Universitat Potsdam.

Pombo, L. d. (1850). Lecciones de Geometria analitica. Santa fé de Bogota: El dia.

Rueda, M., & Brito, A. (1887). Lecciones de algebra. Santa fé de Bagota.

Rascon, G. D. (2003). El desarrollo del algebra moderna. Parte Il: El &lgebra de las ecuaciones.
Apuntes de Historia de las Matematicas, 2(1), 27-58.

Recalde, L. (2013). Lecturas de historia de las matematicas. (e. Revisién, Ed.) Santiago de Cali:
Universidad del Valle.

Sanchez B., C. H., & Albis G., V. (Enero- Abril de 2012). Historia de la ensefianza de las Matematicas

en Colombia. De mutis al siglo XXI. Revista Quipu, 14(1), 109-157.

203



Sanchez, C. H. (2005). Fuentes para la historia de la matematica en Colombia. Discurso de apertura
de estudios pronunciado en la Universidad del Cauca, el dia primero de Octubre de 1830 por
el matematico catedrético Linio Pombo. Lecturas Matematicas, 111-124.

Serpinska, A. (2000). On some aspects of students' thinking in linear algebra. En J. L. Dorier, On the
Teaching of Linear Algebra (pags. 209-246). Kluwer Academic Publishers.

Tait, P. (1873). Elementary Treatise on Quaternions. Oxford.

Van Der Waerden, B. (1985). From al-Khawrizmi to Emmy Noether. the History of Algebra. Berlin:
Springer-Verlag.

Vygotski, L. S. (1987). Development of scientific concepts. The collected Works os L.S. Vigotsky, I.

Wallis, J. (1685). A Tratise of algebra. Londres.

Wessel, C. (1897). Essai sur la représentation analytique de la direction. Dinamarca: Copenhague,
Bianco Luno.

Zea, C. A. (2012). La instauracién historica de la nocion de vector como concepto matematico. Santiago

de Cali: Trabajo de grado. Universidad del Valle.

204



