DIAGRAMAS Y PRACTICA MATEMATICA EN LA GEOMETRIA
CARTESIANA (1637-1750). CONTRIBUCION DE LA HISTORIA DE LA

MATEMATICA A LA FORMACION DE PROFESORES

Tesis para optar al titulo de Doctor en Educacion
presentada por:
JHON HELVER BELLO CHAVEZ

Cadigo: 1504768

UNIVERSIDAD DEL VALLE
FACULTAD DE EDUCACION Y PEDAGOGIA
DOCTORADO INTERINSTITUCIONAL EN EDUCACION

Agosto de 2021



DIAGRAMAS Y PRACTICA MATEMATICA EN LA GEOMETRIA
CARTESIANA (1637-1750). CONTRIBUCION DE LA HISTORIA DE LA

MATEMATICA A LA FORMACION DE PROFESORES

Tesis para optar al titulo de Doctor en Educacion
presentada por:
JHON HELVER BELLO CHAVEZ

Cadigo: 1504768

Director:

DR. LUIS CARLOS ARBOLEDA APARICIO

UNIVERSIDAD DEL VALLE
INSTITUTO DE EDUCACION Y PEDAGOGIA
DOCTORADO INTERINSTITUCIONAL EN EDUCACION

Agosto de 2021



Diagramas y préactica matematica en la Geometria Cartesiana iii

Tabla de contenido

Resumen 1
Introduccion 2
1. Planteamiento del Problema y Justificacion 5

1.1 Postura Sobre el Conocimiento Matematico del Profesor de Matematicas ....... 5
1.2 Postura Sobre la Practica MatemAtiCa........ccuveeeeeeeee e 6

1.2.1 Diagramas en la Practica Matematica y en la Formacion del Profesor 15

1.3 Sobre el Contexto Histdrico de la Practica Cartesiana...........c.ccoceevrvreirennne 19

1.4. Disefio MetodoIOQICO ......c.ecveivieiieie et 22

1.5 ODJELIVOS ..ottt 32

1.5.1 Objetivo general 32

1.5.2 Objetivos especificos 32

2. Marco de Referencia 33
2.1 El Conocimiento de las Matematicas Visto Desde las Practicas...................... 33

2.2 La Préactica Matematica Focalizada en la Construccion y Uso de Diagramas . 39
2.3 Historia de las Matematicas en la Formacion del Profesor de Matematicas.... 46
2.4 El Conocimiento Matematico del Profesor ..........ccccocvvviveieeiecese s 49
2.4.1 El caso del Horizon Content Knowledge 52
2.4.2 Una Propuesta de Interaccion Entre el MKT vy la Practica Matematica 56

2.5 La Practica en la Obra Matematica de DeSCaIteS .........ooveeeeceeeeeeeeeeeeeeeeeeeeenns 58



Diagramas y préactica matematica en la Geometria Cartesiana

2.5.1 La Comunidad de Matematicos
2.5.2 Programa de Investigacion
2.5.3 Lenguaje Formal
2.5.4 Métodos de Prueba
2.5.5 Conceptos
2.5.6 Métodos Argumentativos
2.5.7 Estrategias de Prueba

2.6 Diagramas en la Geometria de Descartes de 1637........ccccccevveveiveseeiieseene.
2.6.1 Construcciones de Operaciones
2.6.2 Solucion de Problemas
2.6.3 Instrumentos y Construccion de Curvas
2.6.4 Solucion de Ecuaciones

3. Segunda Version en latin de la Gedmetrie

3.1 Notae breves por Florimondi de Beaune...........ccccoveveeieiieve e
3.1.2 Solucidn de Ecuaciones
3.1.3 Solucién de Problemas
3.1.4 Instrumentos y Construccion de Curvas

3.2 Los Comentarios de van SCNOOTEN ..........ccccveiiiieiiiiiiese e
3.2.1 Solucidn de Problemas

3.2.2 Instrumentos y Construccion de Curvas

59

61

67

72

75

81

85

.87

88

90

100

105

108

112

114

115

118

121

121

149



Diagramas y préactica matematica en la Geometria Cartesiana %

3.2.3 Solucion de Ecuaciones 162
3.3 Appendix de Cubicarum Aequatonum ResolUtioNe...........cccccvevveieeiiciieseenne. 172
3.4 Epistola de Transmutatione Curvarum Linearum in Rectas............ccccoeveenee. 178

3.5 Principia Matheseos Universalis seu Introductio ad Cartesiane Géometriae

Methodum ReNati DESCAITES...........coeiiiiriiiiseeiee s 180
3.6 Elementa Curvarum LINBAUIUM ........ccuriiieieieiesie e 188
3.6.1 Liber Primus 188
3.6.2 Liber Secundus 197

3.7 Tratactus de Concinnandis Demostrationibus Geometricis ex Calculo

FAN [ 1=] o] U [o o TP 211

3.8 Cambios en la Practica Cartesiana en la Segunda Edicidn de la Geometria.

Reflexion para el Horizonte de Contenido .........cccccvevieiieiieic i 218

4. La Practica Cartesiana en los Libros de Texto 225
4.1 Las Ediciones de la Geometria de Bernard Lamy..........ccccccooevriiiininnnnene 230

4.1.1 Anélisis Sobre el Método. Primer Grupo 231

4.1.2 Anélisis Sobre las Proporciones. Primer Grupo 238

4.2  Cambios en Relacién con el Método. Segundo Grupo de Ediciones ....... 241

4.2.1 Cambios en Relacion con las Proporciones. Segundo Grupo de Ediciones

244
4.3 Cambios Respecto al Metodo. Tercer Grupo .........ccocvevreeeerenieneniesiesesienes 247

4.3.1 Cambios en Relacion con las Proporciones. Tercer Grupo 252



Diagramas y préactica matematica en la Geometria Cartesiana vi

4.4 El Libro de Reyneau. Consolidacién del Analisis en la Ensefianza............... 255
4.4.1 Las Técnicas Algebraicas Como Columna Vertebral de la Ensefianza 259
4.4.2 Los Diagramas en el Libro: Usage de L analyse de Reyneau 267

4.5 La Practica Matemaética Cartesiana en Libros Para la Ensefianza. Reflexion

Para el HOrizonte de CONENITO ....uveeeeeeeeeeeeeeeeeee e eeeeeeeeeeeeeneenes 282
5. Conclusiones 285
Bibliografia 293

Tabla de figuras 306



Diagramas y préactica matematica en la Geometria Cartesiana 1

Resumen

Esta tesis doctoral plantea una forma de entender y seleccionar asuntos de la historia
de la matematica que pueden ser usados en la formacién del horizonte del contenido
matematico de los profesores. Para ello usa una estructura de la practica matematica que
permite organizar y entender el uso, y apropiacion de la propuesta matematica que se
encuentra en la Geometria de Descartes de 1637. Se centran esfuerzos en comprender la
transformacion del uso de diagramas en la apropiacion del texto, a través del estudio de la
segunda edicidn en el latin de la Geometria, comentada y editada por van Schooten. Este
texto fue aumentado con manuscritos que versan sobre las matematicas cartesianas, que
fueron elaborados por algunos de los primeros interpretes y estudiosos del documento
original. De igual manera, se analizan algunos libros escolares de la comunidad religiosa de
los oratorianos, especificamente las ediciones de los textos de Bernald Lamy y Charles
Reyneau, quienes declaran ensefiar las matematicas que se deducen a partir de la obra de
Descartes.

En esta tesis se concluye que los asuntos que deberian disefiarse para la formacion
de profesores de matematicas estan asociados a las transformaciones de la practica en los
procesos de divulgacion y uso de las matematicas cartesianas. En el analisis de los textos se
evidencia que en estos procesos los usos del diagrama propuesto en la obra original se

transformaron, dando paso a un tratamiento algebraico de los elementos de las matematicas.

Palabras claves: Descartes, curva algebraica, horizonte de contenido, formacion de

profesores, diagramas, geometria, algebra.
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Introduccion

Esta tesis doctoral plantea que la historia de las matematicas vista desde la practica
matematica constituye un tipo de conocimiento fundamental para formar al profesor en esta
area. Para concretar tal planteamiento, se realiza un analisis de la practica matematica que
desarroll6 Descartes (1596-1650) en su Geometria (1637) y de las trasformaciones que esta
practica experimentd hasta 1750; tiempo de discusion y consolidacion de la matematica
cartesiana. En especial, se hace un seguimiento a la practica que consiste en el uso de
diagramas en la segunda edicidn en latin de la obra y en dos textos que se propusieron
desarrollar las ideas cartesianas para la ensefianza.

En el libro Geometria, usando el método analitico, Descartes presentd la relacién
entre una curva que representa la solucién de un problema geométrico y su expresion
algebraica, y desarrollé una teoria de la construccion de ecuaciones basada en curvas
formadas por la interseccion de curvas de menor grado. Ello dio lugar al inicio de una
nueva area de las matematicas conocida hoy como Geometria Analitica.

Descartes introduce los diagramas en varios sentidos: para designar y relacionar las
cantidades de magnitud conocidas y desconocidas en el primer momento del analisis, para
realizar la construccion de curvas en la solucién de ecuaciones e imagenes de instrumentos
para trazar curvas. Los diagramas aparecen como parte del discurso cartesiano, como
representacion de objetos y como parte del método para resolver problemas.

Los diagramas han sido una forma de comunicacién e invencion de las matematicas.
Sin embargo, no hacen parte de sus sistemas de formalizacion. Desde hace pocos afios, en
diferentes campos de la ciencia cognitiva, la inteligencia artificial y los sistemas
informaticos se empez0 a estudiar su influencia como medio de inferencia 'y de

razonamiento en la solucion de problemas y en la prueba de proposiciones. Algunos
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trabajos relacionados con la practica matematica han analizado la importancia del diagrama
en el razonamiento matematico, fundamentalmente, se han referido a los Elementos de
Euclides (Manders, 2008, 2008a; Panza, 2012). Estos estudios han mostrado que existe una
clase de cognicidon especial para los diagramas, un tipo de razonamiento diagramatico que
no solo permite la compresion de asuntos matematicos, sino que, ademas, repercute en
técnicas de inferencia y generalizacion. En otras palabras, estudiar los diagramas en la
practica es estudiar una forma de hacer o de producir matematicas. Por lo tanto, analizar sus
usos implica reconocer los diagramas como elementos discursivos, creativos y
representacionales que se consolidaron o se omitieron en la evolucion de las matematicas.

Por otra parte, en los procesos de ensefianza los profesores usan heuristicas que se
diferencian de las formas de enunciacion logica y de presentacion axiomatica de las teorias.
Para ello necesitan comprender otros signos que les permitan significar los conceptos y
establecer conexiones de un concepto con otros, y con la estructura propia de las
matematicas. Los docentes trabajan con medios de produccion de las matematicas (como
son las iméagenes, los diagramas y los simbolos), los cuales permiten organizar tanto las
matematicas escolares como el saber de los estudiantes.

En esta tesis doctoral se muestra que los medios de produccion de las matematicas y
sus transformaciones son importantes para la formacién del conocimiento matematico del
profesor. Se argumenta que tal conocimiento puede organizarse desde la perspectiva de la
practica matematica. Desde este punto de vista de la formacién del profesor de
matematicas, este tipo de analisis permite construir historias que evidencian el hacer de las
matematicas, perfeccionando el conocimiento matematico del cual dispone el profesor para
la ensefianza. Como parte de su reflexion sobre la ensefianza, el profesor examina las

herramientas que permitieron constituir la practica, establecer y validar las ideas, relacionar
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las matematicas con otras ciencias y determinar un cuerpo de proposiciones matematicas
demostradas.

En sintesis, esta tesis doctoral estudia el impacto de la obra de Descartes en el
periodo comprendido entre la publicacion de la primera edicion del texto en 1637 hasta
1750, intervalo de tiempo en que los historiadores consideran se desarroll6 y consolidé el
cartesianismo. En este periodo se publico la segunda edicion de la Geometria (Descartes,
1659 - 1661), que estudiaron Gottfried Leibniz e Isaac Newton, la cual incluyé comentarios
de un grupo de matematicos comprometidos en la adopcion y divulgacion de las ideas
cartesianas. En primer lugar, Francisco van Schooten quien tradujo y edité la obra, e
incluyé aportes adicionales de sus alumnos Florimond de Beaune, Johannes Hudde, Johan
de Witt y Hendrik van Heuraet. En el trascurso del tiempo escogido para el analisis,
surgieron libros de texto que interpretaron la propuesta matematica cartesiana para la
ensefianza; entre los cuales, se destacan el de Antoine Arnauld, Bernard Lamy y el de
Charles Reyneau. Estos dos ultimos textos hacen parte del corpus documental objeto de

estudio de esta tesis.


https://en.wikipedia.org/wiki/Gottfried_Leibniz
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1. Planteamiento del Problema y Justificacion

En este aparte se discuten dos componentes problémicas en el desarrollo de la tesis:
la primera, una discusion sobre la relacién entre la practica y el campo conceptual de
ensefianza de las matematicas® y segundo, una contextualizacion histérica de los

documentos en los que se concreta el analisis.

1.1 Postura Sobre el Conocimiento Matematico del Profesor de Matematicas

En la actualidad, la comunidad que trabaja en la formacion del profesor de
matematicas reconoce diferentes areas y disciplinas que conforman los conocimientos y los
saberes que se espera tenga un profesor. Una buena revision de temas y desafios a este
respecto se encuentra en Hoover, Mosvold, Ball & Lai (2016). Este marco multidisciplinar
incluye: pedagogia, didactica, semidtica, antropologia, psicologia, entre otras. Los autores
estudian la contribucion de estos saberes en la formacion del profesor, y la transposicion
del conocimiento matematico en el proceso de ensefianza: ;Coémo disponer las matematicas
para que el profesor las aprenda? ;Qué tipo de conocimiento matematico favorece la
comprension de los procesos de ensefianza y aprendizaje?

El Mathematical Knowledge Teacher? - MKT, Ball, Thames y Phelps (2008)
proponen un acercamiento tedrico en el que han trabajado durante mas de una década
diferentes investigadores en el mundo®. EI MKT ha revelado la complejidad de la formacion

del profesor a partir de las siguientes preguntas: ¢Qué saber matematico favorece la labor

! Las consideraciones de este proyecto sobre la aplicacion y el uso de la historia conciernen, en general, a la
formacién inicial o continua de docentes.

2 Se define como “...el conocimiento matematico utilizado para llevar a cabo la labor de ensefianza de las
matematicas”. (Ball, et al., 2008, p. 399)

3 Investigadores como Jill Adler, Konrad Krainer, Himman Bass, Yi-An Cho, Fui-Due Tee, Heather Hill,
Marck Hoover, Reidar Mosvold y Arden Jakobsen han trabajado en el desarrollo de las componentes del
MKT.
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de los profesores de matematicas? ¢ Qué saber sobre las matematicas le posibilita al
profesor entender las producciones de sus estudiantes? En esta tesis, esta problematica se
aborda a partir de la siguiente hipotesis: el saber que debe circular en la formacion del
profesor de matematicas es la practica matematica*; esta subyace a todos los dominios del
MKT estableciendo vinculos entre el conocimiento de la disciplina matematica y su

ensefianza.

1.2 Postura Sobre la Practica Matematica

Al orientar la formacion docente en la practica matematica se reconocen las
matematicas como produccién que realizan los humanos en comunidades y culturas
determinadas, compartiendo problemas y creencias de un momento histérico y sobre la
base de capacidades bioldgicas y cognitivas (Léwe, 2016; Ferreiros, 2016). En este sentido,
la matematica es un consenso de la comunidad cientifica sobre un producto construido en
un sistema de produccion de conocimiento, con las dificultades propias de una practica
social, que se establece y se modifica a través del tiempo y la cultura (Ferreiros, 2016). Las
normas sociales que permiten la realizacion de un producto, en este caso un conocimiento,
cambian a partir de artefactos culturales® que modifican las técnicas, los procesos o las
habilidades en una comunidad (Azzouni, 2007). Se trata de analizar y reconocer que “‘existe
una historia social de la razén, que es coextensiva a los microcosmos donde poco a poco se

instituyen las condiciones sociales del desarrollo de la razon” (Bourdieu, 1997, p. 210).

4 Los autores de las investigaciones sobre practica matematica consultados en esta tesis fundamentalmente se
asocian en el campo de la Association for the Philosophy of Mathematical Practice - APMP.

5 Contrariamente a los enfoques que los consideran excluyentes (Holland y Cole, 2009) reconocen que los
artefactos culturales pueden ser simultaneamente ideales y materiales. La cultura como artefacto
ideal/material se basa y proporciona un puente entre la teoria del discurso con énfasis en los usos sociales de
las formas culturales y la teoria de los esquemas que teoriza la memoria cultural como estructuras de
conocimiento personal.



http://www.philmathpractice.org/
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Es alli donde emerge la lucha entre los miembros de una comunidad por mejorar o
mantener ciertas practicas. El ejercicio social del conocimiento no puede analizarse solo en
sus condiciones objetivas, se necesita considerar a los agentes de las practicas en su proceso
y en su sistema de produccion. Se requiere “rescatar -la produccién- no en cuanto
individuo sino como agente socializado, es decir, de aprehenderlo a traves de aquellos
elementos objetivos que son producto de lo social” (Gutiérrez, 2005, p. 16). La produccion
se origina en un campo, esto es, en un espacio determinado por reglas, historicamente
constituido por sujetos constrefiidos por practicas determinadas e intereses propios de la
comunidad a la que pertenecen. El campo es un espacio de juego gue incluye personas
dispuestas a jugar con las reglas que histéricamente se van determinando; segun Bourdieu

(2007):

(...) el campo (es decir el espacio de juego, las reglas del juego, las apuestas, etc.)
se ofrece claramente como lo que es: una construccion social arbitraria y artificial,
un artefacto que se invoca como tal en todo lo que define su autonomia, reglas
explicitas y especificas, espacio y tiempo estrictamente delimitados y
extraordinarios, y la entrada en el juego adquiere la forma de un cuasi contrato que a
veces es explicitamente evocado (juramento olimpico, llamado al fair-play y, sobre
todo, presencia de un arbitro) o expresamente recordado a aquellos que “se meten
en el juego” al punto de olvidar que se trata de un juego (“algo que no es mas que

un juego”). (p. 109)

Asi pues, el analisis de la practica es historico, se propone rescatar la dialéctica de
las condiciones de produccion del agente social -el cual se desenvuelve de acuerdo con el

grado de objetividad determinado por la comunidad-, y caracterizar la subjetividad que
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resulta de tal practica (Bourdieu, 1997, 2007). La subjetividad correspondiente a la
participacion del individuo en el campo especifico, y determinada por sus respectivas reglas

de juego, es el habitus:

(...) que es el principio generador de respuestas mas o menos adaptadas a las
exigencias de un campo, es el producto de toda la historia individual pero también, a
través de las experiencias formadoras de la primera infancia, de toda la historia

colectiva de la familia y de la clase”, (como se citd en Gutiérrez, 2005, p. 81).

Analizar la préctica de otros agentes en un mismo campo permite entender aspectos
de la practica propia, “los condicionamientos sociales que tienen nuestras miradas, nuestras
perspectivas, nuestras herramientas” (Gutiérrez, 2005, p. 8); es una forma de reconocer en
nuestras actividades la practica, los sujetos, la comunidad y las instituciones como gestores
historicos.

Es claro, entonces, que la practica matematica a pesar de su aparente invariabilidad e
universalidad conceptual, es una entidad histérica robusta con un capital acumulado de
conocimiento especifico. Socioldgicamente, difiere de otras practicas humanas; no
solamente en cuanto a los niveles de simbolizacidn, abstraccion y generalizacion
desplegados en el pensamiento matematico, sino que al final, en el producto, en la teoria,
no siempre hay vestigio de la heuristica del proceso de su constitucién a través de la
intuicion, la experimentacion y la formalizacion®; prevalece el carécter sistémico,

axiomatico y deductivo de la matematica compartido y decidido por la comunidad de

6 En este sentido Schubring, (2011, p. 147) afirma: “... no existe objetividad, al menos no objetividad global.
No solo en el aprendizaje, los significados de los conceptos estan sujetos a procesos de negociacion, de modo
que las diferencias en los significados establecidos por varios grupos desapareceran como resultado de las
interacciones cuando estos grupos se comunican y logran significados compartidos...”
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matematicos. Una vez creado el conocimiento matematico, el producto asume un espacio
de autonomia’ y atemporalidad. (Glas, 2007)

La practica es un proceso de conocimiento que transita desde la intuicion, donde los
objetos son dados, cognoscibles, hasta hacer parte de una estructura formal; como lo

plante6 Hilbert (1902):

Geometry, like arithmetic, requires for its logical development only a small number
of simple, fundamental principles. These fundamental principles are called the
axioms of geometry. The choice of the axioms and the investigation of their
relations to one another is a problem which, since the time of Euclid, has been
discussed in numerous excellent memories to be found in the mathematical
literature. This problem is tantamount to the logical analysis of our intuition of

space® (p. 17).

La cita reflexiona sobre la importancia que tiene la formulacion de los principios
I6gicos de una teoria y recuerda que para la eleccion de éstos se da un transito con la
intuicion que es mediado por el analisis 16gico, Hilbert llama la atencidon al papel de analisis
I6gico en el refinamiento de principios ldgicos a partir de la intuicion. El epigrafe de esta
misma obra ayuda a comprender esta relacion que ha sido historica entre intuicion y

formalismo. La practica matematica adopta este tipo de problematicas, pues lo que esta en

7 “Esa autonomia es la del pasado actuado y actuante que, al funcionar como capital acumulado, produce
historia a partir de la historia y asegura asi la permanencia en el cambio que hace al agente individual como
mundo en el mundo” (Bourdieu, 2007, p. 93). La autonomia en el caso de las matematicas se ocupa de los
criterios de validez, validacion y rigor de las matematicas.

8 La geometria, como la aritmética, requiere para su desarrollo ldgico sélo un pequefio niimero de principios
fundamentales simples. Estos principios fundamentales se denominan axiomas de la geometria. La eleccion
de los axiomas y la investigacion de sus relaciones entre si es un problema que, desde la época de Euclides, se
ha discutido en numerosas memorias excelentes que se encuentran en la literatura matemética. Este problema
equivale al anlisis ldgico de nuestra intuicion del espacio.
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el horizonte de la practica es la construccion de la matematica: “all human knowledge
begins with intuitions thence passes to concepts and ends with ideas®.” (Kant, como se citd
en Hilbert, 1902 p. 17). El sistema de axiomas solo se establece como tal a través de esta
mediacion. Por lo tanto, existen diferentes momentos para la teoria, transformaciones del
sistema de una practica especifica, resultado del paso entre intuicion y formalizacion.

Una de las caracterizaciones mas significativas de practica matematica se encuentra
en el método de descubrimiento de las matematicas que se expone en Proof and Refutations
(Lakatos, 1976). En este texto el autor narra el proceso de formalizacion de un teorema a
través de ir aceptando o rechazando diferentes argumentos para validar y probar un
enunciado y su justificacion. La practica del matematico al crear y formalizar la
matematica. Un paso siguiente se encuentra en la obra The Nature of Mathematical
Knowledge, (Kitcher, 1984), en donde el autor, inspirado en una vision evolucionista de las
matematicas, aporta una explicacion sobre como se desarrollan las matematicas (van
Bendegem, 2014). Kitcher® propuso un modelo para describir la actividad matematica

como practica matematica, el cual consiste en la siguiente quintuplal?:

As a convenient notation, I shall use the expression <L, M, Q, R, S> as a symbol for
an arbitrary mathematical practice (where L is the language of the practice, M the
set of metamathematical views, Q the set of accepted questions, R the set of

accepted reasonings, and S the set of accepted statements). (Kitcher, 1984, p. 164)

® Todo conocimiento humano comienza con intuiciones, luego pasa a conceptos y termina con ideas.

10 Estas ideas se retoman en la seccion 2.1.

1 Como notacion conveniente, usaré la expresion <L, M, Q, R, S> como simbolo de una practica matematica
arbitraria (donde L es el lenguaje de la practica, M el conjunto de puntos de vista metamatematicos, Q el
conjunto de preguntas aceptadas, R el conjunto de razonamientos aceptados y S el conjunto de declaraciones
aceptadas.
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Para Mancosu (2016) el objetivo de Kitcher era dar cuenta de la racionalidad del
desarrollo del crecimiento de las matematicas en términos de transiciones entre practicas
matematicas. Para organizar y tratar los patrones de cambio Kitcher trat6 los procesos
generalizacion, rigorizacion y sistematizacion. Esta definicion enfatiza la nocion de cambio
a través del estudio de la historia; alrededor de ella, se identifican las transformaciones de
practica matematica.

La practica que caracteriza un estado P de conocimiento se entiende como una
estructura'?, sus componentes son variables en un sistema'® de relaciones que interactua
para caracterizar el hacer en matematicas. Haciendo un simil con los planteamientos de
Lakatos (1976), en una practica existen actividades que modifican el sistema de practica y
su estructura, en este caso se tiene un cambio de practica. También existen trasformaciones
mas pequerias de la practica que cambian el sistema de relaciones de las componentes, sin
cambiar la estructura; se establecen unos énfasis, lo cual implica una adaptacion del sistema
y de la practica misma para volver a buscar el equilibrio del sistema.

Esta vision del conocimiento matematico dota al saber matematico del profesor de
elementos fundamentales para la comprensién tanto de los procesos de su produccion,
como de la naturaleza del producto. Estudiar esta dialéctica entre ser y saber!* sitta el
estudio en un contexto determinado, donde el sujeto desarrolla una practica y asume para si
una posicion sobre ella. Estos cambios implican comprender, en el sujeto y en las

comunidades, las transformaciones de P en P’, el cambio en las relaciones del sistema de

12 Estructura: disposicién o modo de estar relacionadas las distintas partes de un conjunto (RAE, 2018). Para
la ciencia, desde un punto de vista historico, plantea la importancia del cambio de la estructura para definir
nuevos periodos de desarrollo.

13 Conjunto de reglas o principios sobre una materia racionalmente enlazados entre si. (RAE, 2018)

14 Esta perspectiva como préctica cultural, histérica, implica que “desde el punto de vista ontologico, el ser y
el saber estan interrelacionados de una manera profunda en la que uno no ocurre sin el otro” (Radford, 2014 p.
136).
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componentes. Desde esta perspectiva, la historia de las matematicas ofrece al profesor
recursos para reflexionar sobre la actividad en el aula como pueden ser los patrones de
actividad en la préactica.

Un refinamiento de la idea de practica de Kitcher se planteé como un modelo de
investigacion multidisciplinar que se ejecuta a través de la construccion de historias
localizadas en la variacion de una o mas componentes. Con este proposito, la estructura de

la practica se conformo por los siguientes siete elementos®®:

Mathprac = (M,P,F,PM,C,AM, PS) (as a reminder: M = community of
mathematicians, P = research program, F =formal language, PM = proof methods, C
= concepts, AM = argumentative methods, PS = proof strategies). ( Bendegem &

Kerkhove, 2004, p. 11)

En efecto, esta investigacion adopta esta estructura de practica matematica y la
propone como medio para caracterizar una historia de las matematicas para el profesor de
matematicas. Especificamente, se estudia la variacion de la estructura respecto a las
ediciones de un libro en la comunidad de matematicos: la Geometria de Descartes y la
vinculacion, a través del texto, de algunas ideas primigenias propuestas en esta obra con los
procesos de ensefianza.

Histéricamente, los matematicos reconocen los diagramas como parte de los
modelos de su practica relativos a la creacion de las matematicas. No ocurre lo mismo si se

piensa en la posibilidad de usar estos recursos en modelos de demostracion puesto que los

15 Mathprac = (M, P,F,PM, C, AM, PS) (M: comunidad de matematicos; P: programa de investigacion; F:
lenguaje formal, PM: métodos de prueba, C: conceptos, AM: métodos argumentativos, PS: estrategias de
prueba).
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sistemas axiomaticos formales no aceptan signos diagramaticos. Segun Alshwaikh (2011),
entre los siglos XVI1'y XVIII, los diagramas pasaron de un estado privilegiado en los libros
de matematicas a una posicion casi de desaprobacion. En estos afios, su uso empezé a
desaparecer y las consideraciones sobre el conocimiento matematico se centraron
exclusivamente en lo simbolico. Los modelos formales de argumentacion rechazan
cualquier tipo de injerencia de representaciones que no pertenezcan al sistema gramatical
propio de las matematicas. Se argumenta que estos modelos figurales no son estables
respecto a la verdad, que abren la posibilidad de hacer inferencias falsas, que no son
abstractos y, en la mayoria de los casos, no permiten la generalidad del modelo.

Sin embargo, en los ltimos afios'® estos argumentos han sido revaluados a partir de
trabajos gque intentan dar cuenta de la comprension y de las maneras de explicar el
conocimiento matematico en los cuales se estudia el papel de otras formas de organizacion
del conocimiento; en especial lo relacionado con el uso representacional y sus posibilidades
inferenciales en la formacion de pensamiento matematico.

El diagrama es un tipo especial de signo que permite construir o inferir las

relaciones del objeto representado; es un icono de un conjunto de objetos racionalmente

16 En la obra colectiva Diagrammatic Representation and Inference (2002-2010) se pueden revisar varios
articulos que analizan el pensamiento matemaético respecto a las representaciones. Los mas significativos para
la presente tesis son: Winterstein, D. Bundy, A. Gurr, C & Jamnik M. (2002). Using Animation in
Diagrammatic Theorem Proving; Miller, N. (2002). CDEG: Computerized Diagrammatic Euclidean
Geometry; Suwa, M. Tversky B. (2002). External Representations Contribute to the Dynamic Construction of
Ideas; Hegarty, M. (2004). Diagrams in the Mind and in the World: Relations between Internal and External
Visualizations; Norman, J. (2004). Can Diagrams Have Epistemic Value? The Case of Euclid; Murata, T.
(2004). Roles of Diagrammatic Information for the Discovery of Geometrical Theorems; Rood, R. (2006).
The Logic of Geometric Proof; Mumma, J. (2008). Ensuring Generality in Euclid’s Diagrammatic
Arguments; Stieff, M. Hegarty, M. & Dixon B (2010). Alternative Strategies for Spatial Reasoning with
Diagrams; Jackel, B. (2014). Towards a General Diagrammatic Literacy: An Approach to Thinking Critically
about Diagrams; Legris, J. & Terra, C. (2018). Peirce on Diagrammatic Reasoning and Semeiotic; Eckes, C.
& Giardino V. (2018). The Classificatory Function of Diagrams: Two Examples from Mathematics;
Sochanski, M. (2018). Interpreting Diagrammatic Reasoning — Between Empiricism and Realism; Carter, J.
(2018). The Role of Diagrams in Contemporary Mathematics: Tools for Discovery?
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relacionados que permite inferir relaciones diferentes a las que se obtienen por medio de la
experiencia. (Stjernfelt, 2007, pp 89-116)

En los estudios sobre los Elementos de Euclides se afirman que la organizacién de
los diagramas permite, por ejemplo, inferir una propiedad para todos los objetos que se
representan en una imagen. De la imagen de un triangulo interpretada como diagrama se
infieren todas las propiedades de los triangulos (Manders, 2008, 2008a). La importancia de
los diagramas en la obra de Euclides se interpreta en dos sentidos: algunas condiciones de
identidad de los objetos son proporcionadas por el diagrama que representa dicho objeto y,
segundo, los objetos heredan propiedades y relaciones que dependen de la existencia del
diagrama (Panza, 2012).

Este asunto de los diagramas en matematicas no esta suficientemente estudiado,
como lo afirma Young (citado por Alshwaikh, 2011, p. 38) la historia completa de los
diagramas, sus usos e importancia en la generacion de teorias, esta lejos de ser escrita.

En la practica de la geometria cartesiana se superaron algunas limitaciones de los
diagramas euclidianos, en especial se amplia la idea de construccion geométrica al admitir
otro tipo de instrumentos, se usan lineas auxiliares para suponer la solucion de problemas y
puntos en movimiento para describir curvas. Por ejemplo, en el proceso analitico se permite
representar los datos conocidos y desconocidos por lineas de la misma naturaleza, lo que
permite establecer relaciones entre ellas, que luego son representadas a través de simbolos.
esta innovacion en el estilo de escritura se establece en la construccion del diagrama
producto del problema a solucionar, como se evidencia en el problema de Pappus.
(Arboleda, 2012)

Asi pues, esta investigacion analiza los diagramas de la geometria cartesiana y las

primeras interpretaciones de esta practica en algunos libros de texto; es decir, se ocupa de
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caracterizar la funcion y el uso de los diagramas en la constitucion de la geometria post
cartesiana y en su ensefianza. Para ello se toman como apoyo las consideraciones antes
mencionadas de la nocién de diagrama, pero situandolas en relacion con la practica

matematica instalada en el momento histérico.

1.2.1 Diagramas en la Practica Matematica y en la Formacion del Profesor

En la perspectiva pierciana los diagramas son herramientas dispuestas en practicas
especificas que permiten externalizar la informacion en un espacio situado y promueven la
inferencia porque pueden ser interpretados, experimentados y manipulados de varias
maneras, segun los criterios compartidos de la practica que sea del caso. (Giardino, 2013)

Un diagrama debe permitirle a su intérprete o usuario, la posibilidad de
experimentacion para comprender las relaciones que lo significan —cuando un icono se
convierte en diagrama— Yy que significa —la iconicidad del diagrama. El intérprete, a partir
de una manipulacion fisica 0 mental del diagrama, descubre algo sobre las relaciones que se
hacen visibles en una préactica matematica conocida.

En la mayoria de los casos, el diagrama esta acompafiado y conectado a través de un
discurso que situa aspectos relevantes de la practica matematica compartida por la
comunidad de usuarios. No es posible separar la imagen del discurso que le corresponde.
Las preguntas sobre la practica matematica deben abordarse mediante la comprension del
conocimiento matematico como un ambito de sentido histéricamente situado, por lo tanto,
los signos que se producen pertenecen al discurso propio de esa practicay es en ella en
donde es posible interpretarlos, analizarlos y usarlos.

En el marco de las anteriores consideraciones sobre la funcion de los diagramas en

la practica matematica, esta tesis se propone mostrar que este dispositivo, aplicado a los
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casos de uso de las ideas cartesianas, ofrece un material valioso para el desarrollo del
conocimiento matematico del profesor de matematicas.

En educacion matemaética existe una tradicion de estudios de diversa indole sobre la
relacion entre Historia de las matematicas y Educacion matematical’, particularmente en la
escuela francesa. La teoria de la transposicion didactica (Chevallard, 1998), por ejemplo,
con su estudio del paso del saber sabio al saber ensefiado, fundd un programa de
investigacion que permitio comprender la articulacion entre el analisis epistemoldgico y el
analisis didactico. En esta concepcion se le plantea al didacta, en tanto historiador, el reto
de reemplazar la génesis ficticia de los sistemas formales por el conocimiento de la
heuristica de los procesos de su constitucion. (Arboleda, 2011)*8

Este proceso que se realiza en la practica permite que algunas subjetividades que se
ponen en juego en las comunidades se desarrollen de tal manera, que se incorporen en la
objetividad que se produce en el campo, es este proceso de constitucion de la matematica lo
gue nos interesa historiar; es lo que interpretamos como necesario en el uso de la

epistemologia en la didactica:

(...) historiar practicas es diferente a historiar ideas o mentalidades. Las practicas
exigen relacionar lo discursivo con lo no discursivo, vale decir que colocan al
investigador en la encrucijada de establecer multiples relaciones. El discurso se

asume como practica. Por eso hablamos de préactica discursiva en el sentido de

17 para un andlisis riguroso de esta relacion, ver: Guacaneme (2016, Capitulo I1).
18 Ver conferencia del Doctor: Luis Carlos Arboleda “La Epistemologia como mediacion entre Historia y
Didactica”, disponible en: https://bit.ly/3bPFIf7.
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proceso objetivado que se convierte en objeto y es solo esto lo que se procede a

historiar. (Arboleda & Castrillon, 2012, pag. 14)

Se trata de procurar una historia de la cultura matematica que posibilite la
comprension de las herramientas que permitieron transitar y consolidar una practica en las
comunidades cientificas y educativas en su momento.

Se define asi la segunda hipotesis que se desarrolla en este proyecto: el
conocimiento de la practica de la matematica constituye una perspectiva propicia para que
el profesor de matematicas construya su subjetividad en la conformacién del saber
matematico.

La historia de la matematica nutre el conocimiento matematico del profesor al
ampliar las posibilidades de analisis de las matematicas con respecto a su practica
profesional. El estudio de la practica revela acontecimientos fundadores de objetividad,;
ofrece un repertorio de ejemplos sobre consensos de comunidades en interpretaciones,
preguntas, solucion de problemas, formulacion de teorias que se constituyeron en parte de
la cultura. La objetividad del conocimiento matematico es un horizonte en la formacion de
los profesores. No incluye solo la técnica de formalizacion; también se refiere a
instrumentos, métodos y problemas que fueron aceptados o rechazados por las
comunidades.

El conocimiento matematico que le interesa al profesor de matematicas, aquel que
moviliza en su actividad profesional, estd mas relacionado con las préacticas de produccién
situadas su contexto historico y cultural. La formacién debe estar centrada en unas
matematicas que le permitan pasar, trasponer, adecuar el acervo matematico a las

matematicas escolares; este proposito supera la organizacion axiomatica formal. Los
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formadores de profesores tienen que determinar cuales son las matematicas con las que se
deben formar los futuros profesores, como se disponen en la formacién y de qué manera
podrian aportar en la actividad profesional del maestro.

Aunque la perspectiva de la practica matematica permea todo el conocimiento del
profesor, pues es una forma de concebir las matematicas, en esta investigacion se aborda un
solo dominio de los propuestos en el MKT, el Horizon Content Knowledge — HCK; la

siguiente cita es un acercamiento a su definicion*®:

Horizon Content Knowledge (HCK) is an orientation to and familiarity with the
discipline (or disciplines) that contribute to the teaching of the school subject at
hand, providing teachers with a sense for how the content being taught is situated in
and connected to the broader disciplinary territory. HCK includes explicit
knowledge of the ways of and tools for knowing in the discipline, the kinds of
knowledge and their warrants, and where ideas come from and how “truth” or
validity is established. HCK also includes awareness of core disciplinary
orientations and values, and of major structures of the discipline. HCK enables
teachers to “hear” students, to make judgments about the importance of particular

ideas or questions, and to treat the discipline with integrity, all resources for

1 Horizon Content Knowledge (HCK) es una orientacién y familiaridad con la disciplina (o
disciplinas) que contribuyen a la ensefianza de la materia escolar en cuestion, brindando a los maestros una
idea de cdmo el contenido que se ensefia se ubica y se conecta con un territorio disciplinario mas amplio.
HCK incluye el conocimiento explicito de las formas de conocimiento y las herramientas para la disciplina,
los tipos de conocimiento y sus garantias, y de donde provienen las ideas y como se establece la "verdad"” o
validez. HCK también incluye el conocimiento de las orientaciones y valores centrales de la disciplina, y de
las principales estructuras de la disciplina. HCK permite a los maestros "escuchar" a los estudiantes, emitir
juicios sobre la importancia de ideas o preguntas particulares y tratar la disciplina con integridad, todos
recursos para equilibrar la tarea fundamental de conectar a los estudiantes con un campo vasto y altamente
desarrollado.
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balancing the fundamental task of connecting learners to a vast and highly

developed field. (...) (Jakobsen, Ribeiro, Delaney, 2012, p. 4642)

En este dominio del conocimiento del profesor se despliega la importancia del
estudio de la practica matematica, pues se evidencia su transformacion en conocimiento
matematico escolar. El estudio de la practica permite adecuar la formacion del
conocimiento matematico de los profesores a asuntos respecto a la verdad, la validez y la
validacidn de las matematicas; se explicito en paginas anteriores que ese es el sentido a
historiar, la objetividad. En este proceso de conocimiento de las matematicas se conocen las
herramientas, representaciones, heuristicas, modelos de razonamiento y asuntos de la
subjetividad. Una disposicion para la formacion del profesor de esta dialéctica es lo que se

investiga.

1.3 Sobre el Contexto Historico de la Practica Cartesiana

El primer acercamiento al momento histdrico consistio en el estudio de algunos
textos de circulacion internacional sobre ensefianza y aprendizaje del lgebra® que se usan
en el contexto educativo nacional para formar profesores de matematicas; en especial, en la

Licenciatura en Matematicas de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas?..

20 Este analisis se encuentra en un documento presentado y publicado en el CIAEM XV (Bello, 2019). Los
textos se ubican en una etapa de consolidacion de la investigacion en ensefianza y aprendizaje del algebra,
desde 1996 hasta 2004. En el primero, Approaches to Algebra. Perspectives for Research and Teaching, se
estudia la Parte I: Historical Perspectives in the Development of Algebra (Bednarz, Kieran, & Lee, 1996). En
el segundo texto, se profundiza en el capitulo 8: Working Group on Algebra History in Mathematics
Education del estudio 12th ICMI (Stacey, Chick, & Kendal, 2004). Este capitulo tiene como propdsito
analizar estudios en historia del algebra que en el futuro puedan examinarse para la ensefianza y el
aprendizaje. El tercer texto es Perspectives on School Algebra (Sutherland, Rojano, Bell, & Lins, 2002).
21 La experiencia en los cursos de Didactica del Algebra y Problemas del Algebra Geométrica de la
licenciatura en Educacion Basica con Enfasis en Mateméticas de la Universidad Distrital Francisco José de
Caldas se encuentra reportada en Bello y Forero (2016).
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En este estudio se revisaron ciertos asuntos de la ensefianza del algebra con base en
la interpretacidn historica de la obra de Descartes, en especial el método de resolucion de
problemas.

La idea de método que prevalece en los textos referidos privilegia la operatividad
algebraica. Se considera que el uso competente del método de solucion de problemas
geométricos consiste, primero, en efectuar una lectura analitica de la resolucion del
problema; segundo, en elegir una cantidad que se representa bajo una letra o varias
cantidades con letras diferentes; y, tercero, en representar otras cantidades mediante
expresiones algebraicas que describen su relacion (aritmética) con otras cantidades
representadas por una letra o una expresion algebraica ( Puig & Rojano, 2004, p. 192).

Esta idea del método se asocia a la manipulacién de un sistema de simbolos
matematicos? y técnicas algebraicas, y se dejan de lado tres asuntos centrales en el libro de
Geometria de 1637: la construccion de la nocion de curva a partir del movimiento de un
punto que cumple ciertas relaciones, la resolucion geométrica de ecuaciones y el
planteamiento de problemas geométricos a partir de un diagrama que contiene la solucion
del problema. En particular, no hay ninguna consideracion sobre la importancia de los
diagramas en el desarrollo del método de solucion de problemas. Desde el punto de vista de
esta tesis llama la atencion la reduccién de la obra de Descartes a sus aspectos
exclusivamente simbdlicos y operatorios, lo cual no coincide con la vision compleja de la
practica cartesiana que se encuentra en los trabajos de comentaristas modernos como Bos

(1981, 1984, 1986, 1998, 2001); Graukroger (1980, 1989, 2005); Clarke (1982,

2005); y Macbeth (2004, 2014).

22 En estos textos el método es asociado a la construccion del Sistema de Simbolos Matematicos -SSM-
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El momento histdrico que se presenta en esta tesis corresponde a la transformacion
de la practica matematica representada en la Geometria Descartes (1637). Especificamente
alrededor de los diagramas que aparecen en el texto y en algunos textos posteriores de
geometria.

El periodo en el cual la Geometria ejercié su influencia estuvo marcado por la
emergencia de desarrollos matematicos fecundos: la introduccion de los métodos
infinitesimales, el paso de la construccidn de curvas a la teoria de ecuaciones que
interpretan curvas, el desarrollo del algebra a partir del estilo analitico en la solucion de
problemas, la implementacion de técnicas algebraicas y la extension de los métodos
matematicos a la solucién de problemas de la fisica, la astronomia y otras ciencias. Esta
época se desplego hasta los alrededores de 1750. (Bos, 2001; Maronne, 2007)

Asi, la tesis va a contribuir en la caracterizacién de la cultura matematica que se
establecio alrededor de la obra de Descartes en este periodo inicial de su apropiacion y uso;
especificamente, se abordan las siguientes preguntas: ;,como los diagramas hicieron parte
de la reforma a las matematicas que se gesto en esa época?, ;como se fue reconociendo esta
nueva forma de pensar en la comunidad académica? y ;como esta herencia cartesiana se
divulgo a traveés de textos?

Para abordar estas preguntas, se analizan los diagramas que aparecen en dos
ediciones del texto de la Geometria; la primera edicion en francés (Descartes, 1637) y la
segunda, en latin revisada y comentada por van Schooten (Descartes, 1659 - 1661). Este
ultimo texto incluyé documentos de Johann Hudde, Heuraut, Debeune y el que para
algunos historiadores es considerado como el primer tratado de Geometria analitica de Jan
de Witt. Esta edicion fue la de mayor distribucion en la época. Se sabe que Newton la

estudio en sus investigaciones sobre el método de las fluxiones. (Maronne, 2007)
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El contenido de la segunda edicion en latin se difundio rapidamente; los
matematicos, y los autores de textos tomaron partido por los nuevos modelos propuestos y
escribieron las primeras obras de ensefianza que se ocuparon de las matematicas
cartesianas. Algunos se atrevieron a ensefiar el método analitico con asuntos de filosofia
cartesiana; aunque durante parte de esta época estuviera prohibido hacerlo. En Francia e
Italia hubo una gran produccion de libros de texto?, algunos tienen relevancia historica por
sus propuestas novedosas y por haberse realizado desde el discurso cartesiano; estos libros
fueron los de Lamy, Reyneau y Arnauld (Kokomoor, 1928). En esta investigacion se
estudiaron los libros de texto Elémens de Géométrie (Lamy, 1685) y Analyse Démontrée ou
la Méthode (Reyneau, 1708).

Partiendo de la hipétesis de que el conocimiento de la practica matematica permea
todos los dominios del conocimiento matematico del profesor, la tesis doctoral sustenta su
exploracion en la siguiente pregunta: ¢Qué asuntos disponer de la historia de la practica
focalizada en los diagramas relativos a la Geometria de Descartes (1637-1750) de manera

gue impacten significativamente la formacion del profesor?

1.4 Disefio Metodoldgico

Los métodos de trabajo en historia de la matematica vistos desde la historiografia
tradicional son superados desde la perspectiva de la practica matematica, pues se necesita
una correlacion de ellos, que interpreten e indaguen los hechos en relacién con el momento
historico en que sucedieron, permitiendo determinar el impacto y las trasformaciones que
se fueron dando en los significados de los asuntos de las matematicas que se quieren

estudiar. Por lo tanto, para esta tesis necesitamos la construccion de una hermenéutica que

23 Un andlisis global de los libros de texto de geometria se puede consultar en (Kokomoor, 1928; Stamper,
1909).
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permita indagar la practica a través de los diagramas que se presentan en los libros y sus
relaciones con el sistema, para luego determinar los asuntos que proponemos movilizar
para constituir esta parte de la historia en la formacidn del profesor, en especial al horizonte
interno y externo descritos.

Las visiones internalistas del proceso de indagacion histérica no son suficientes en la
construccidn de esta hermenéutica que trasforma los documentos del pasado en
representantes de un sistema de relaciones y practicas sociales que se producen en un
tiempo y espacio determinado. Parte de la tarea esta en reinterpretar para la practica
matematica la frase de Bachelard (2000), “El historiador de la ciencia debe tomar las ideas
como hechos. El epistemologo debe tomar los hechos como ideas, insertandolas en un
sistema de pensamientos” (p. 20). En esta investigacion los hechos plasmados en los textos
contienen las ideas que se alojan en las practicas matematicas de la época. Vamos a centrar
el foco en el uso que se hace de los diagramas y como el uso de estas organizaciones
figurales permite caracterizar diferentes cosmovisiones de los planteamientos realizados en
Geometria.

El problema que queremos trabajar esta centrado en una discontinuidad®*, pues los
diagramas son una frontera dentro del proceso de constitucion, validez, transformacion y
uso de la geometria cartesiana. Estos simbolos hacen parte de la hermenéutica que se
estudia a través de la practica de constitucion de la curva algebraica y del método analitico

de resolucion de problemas. Algunos de estos aspectos son seleccionados, descritos y

24 Foucault (2010), plantea que las formas de historiar que superan la historiografia permiten mas el
estudio de discontinuidades que de continuidades. En este sentido, se estudian las rupturas en la historia de las
ideas, los limites, la génesis de las trasformaciones, que permiten los cambios en las ideas fundantes.
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utilizados en los textos, como parte de los dispositivos que se ponen en juego al planear la

ensefianza. Esto analisis implica ver los documentos en el siguiente sentido

El documento no es, pues, ya para la historia esa materia inerte a través de la cual
trata ésta de reconstruir lo que los hombres han hecho o dicho, lo que ha pasado de
lo cual sélo resta el surco: trata de definir en el propio tejido documental unidades,

conjuntos series, relaciones (Foucault, 2010, p. 16)

Para el disefio metodoldgico de esta tesis los documentos se analizan desde cada una
de las componentes a priori de la practica matematica, de tal manera, que se construye la
practica de constitucion de la geometria cartesiana focalizada en el tratamiento que se hace
de los diagramas. Se definen tres fases correlacionadas para identificar los cambios dentro
del sistema de componentes de la practica. La primera, interpreta y organiza la estructura en
el texto de 1637 e identifica a partir de los usos el papel que tienen los diagramas dentro de
la obra original, lo que permite la definicion de la practica P. La segunda, indaga posibles
cambios en las componentes del sistema a través del estudio del uso de los diagramas en la
segunda edicidn en latin de la Geometria de Descartes. Se exploran estados de practica P’
en donde las relaciones entre las componentes y el uso de diagramas podria mantenerse,
especificarse o cambiarse. La estructura de la practica matematica cartesiana se mantiene,
se buscan modificaciones de las componentes que permitan reorganizar la misma practica.
En este sentido, se posibilita que los usos de los diagramas se trasformen o se mantengan en
la segunda edicion de la obra.

La tercera fase estudia dos textos que usé la comunidad de oratorianos en la
ensefianza de la matematica, el texto de Lamy que fue usado por casi 100 afios y el texto de

Reyneau que fue elaborado como respuesta a las discusiones sobre el cartesianismo y el
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nacimiento de los métodos infinitesimales. Ambos textos se realizaron bajo la supervision
de un reconocido cartesiano, Nicolas Malebranche. Los textos muestran la interpretacion de
la comunidad del método cartesiano y la relacion que establecieron entre geometria y

algebra.

Interpretacion de la
«Significados en el Blacics eUsos de los

sistema diagramas
eUsos de los *Usos de los eElementos de la
; diagramas e
diagramas & L, practica interpretada
eComposicién de la

practica

Definicién de la Interpretacion escolar
practica de la préctica

Figura 1. Fases del disefio metodoldgico. Elaboracion propia.

Para cada fase se elabora un disefio metddico de acuerdo con los significados y usos
que se presentan en la fase anterior, asi podemos ir determinando la orientacion que los
autores dan del discurso de Descartes. Profundizar en los énfasis que dan en cada
componente del sistema de préctica.

En el capitulo dos se desarrolla la aplicacion de las componentes de la practica en la
obra de 1637, la cual gener6 una revolucion en las matematicas de la época, interpretando a
Khun (1971) esta obra posibilit un periodo de cambios en las maneras como se entendia la
matematica, un periodo de inestabilidad de la préctica. Esa es la practica P que vamos a
indagar en los otros documentos y como estructura define el discurso que vamos a estudiar.
Esta aplicacion de la idea de préactica en el contexto comunicacional de la Geometria refleja

los significados de las séptupla que escogimos para la practica.
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El inicio de este analisis critico del discurso permite interpretar en el contexto de la
obra las componentes, las cuales generan una estructura de elementos matematicos y
filoséficos que estan alrededor de la compresion de la obra y que posteriormente van a ser
contrastados con las interpretaciones que aparecen en la segunda edicion en latin de la
Geometria y con dos textos de ensefianza de la eépoca. Esto es un estudio de la pragmatica
discursiva que se presenta en los textos a partir de los significados del sistema de préctica.
Compartimos con Dijk citado por Wodak y Meyer (2003) que el analisis historico del
discurso implica una dimensién explicativa del lenguaje a través de los contextos en donde
fueron producidos, lo que establece significados en las unidades linguisticas. En este caso
las componentes de la practica que son acordes con la época los acontecimientos y las

teorias. Como lo afirma Foucault (2010, p.40)

Tal vez sea tiempo de estudiar los discursos ya no solamente en su valor expresivo o
sus transformaciones formales, sino en las modalidades de su existencia: los modos
de circulacion, de valoracion, de atribucién, de apropiacién de los discursos varian
con cada cultura y se modifican en el interior de cada una; la manera en que se
articulan sobre relaciones sociales me parece que se descifra de modo maés directo
en el juego de la funcién-autor y en sus modificaciones antes que en los temas o los

conceptos que ponen en préactica.

En este tipo de indagacién no se revisa el discurso desde la morfologia del lenguaje,
sino que éste se entiende como parte de una practica social, un proceso comunicacional de
las ideas que es interdisciplinar, en nuestro caso confluye el desarrollo de la filosofia
cartesiana. Esta primera etapa de la investigacién implica una recomposicién de la practica

matematica en el discurso cartesiano a través del sistema de practica propuesto. Este tipo de
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analisis permite significar cada componente, son estos significados los que se recomponen

en las siguientes dos fases.

Comunidad involucrada
Marcos de investigacién

Tipo de publico e interés en la obra Estriig s Construccién de operaciones

Problemas de la época tratados

Lenguaje Formal

/' Solucién de problemas Int

Préctica p [~ % Método

\A‘ [!nstrumenms y construccion de curvas)
rgumento—§

Tipos de
registros

= Andlisis - Sintesis
Métodos de prueba

Significados de objet:

//Efﬂg\amiemo de argumentps
Métodos de Argumentacién

Organizacigp de registros
Estrategias de prueba

Figura 2. Etapa de definicion de la préactica. Elaboracion propia.

Obseto.

Sistema

|

En la figura 2 se evidencia un elemento destacado para cada una de las componentes
de la préactica P; el significado de cada uno se desarrolla en el segundo capitulo de este
documento. En esta primera fase de analisis se focaliza en los usos de los diagramas los
cuales se encontraron asociados a: la estructura matematica que propone el autor cuando
define las operaciones, al método al resolver problemas, como argumento para justificar la
existencia de curvas y en la solucion de ecuaciones. En el texto de 1637 el diagrama
aparece como elemento discursivo, modelo de representacion de los objetos y como parte
de la imaginacion creadora en la resolucion de problemas.

En la segunda fase se revisan los comentarios que hace van Schooten a la edicion de
1637 y los otros documentos que aparecen en la obra, este proceso de interdiscursividad
permite comprender la préctica cartesiana en relacion con los énfasis interpretativos de los

postcartesianos. En este sentido, seguimos las ideas de Foucault (2010, p.21)
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Finamente el nombre de autor funciona para caracterizar un determinado modo de
ser del discurso: para un discurso, el hecho de tener un nombre de autor, el hecho de
que se pueda decir «esto ha sido escrito por tal» o «tal es su autor», indica que ese
discurso no es una palabra cotidiana, indiferente, una palabra que se va, que flota'y
pasa, una palabra inmediatamente consumible, sino que se trata de una palabra que
debe ser recibida de cierto modo y que en una cultura dada debe recibir un estatuto

determinado.

Para el caso de la segunda edicién de la Geometria se utilizan los usos encontrados
en la obra original como categorias para analizar las interpretaciones que se realizan de la
practica cartesiana. En el capitulo tres se muestra que producto de este analisis en el cual se
configura otro uso del diagrama asociado a la prueba de propiedades de la curva y en donde
la curva es un elemento dado. Este analisis restructura la practica matematica a partir de la
interpretacion del sistema de préactica que se devela en el texto y que nos permite describir

el desarrollo de algunos énfasis en la practica.

-
Construccion de operacionesj\» .
\ Interpretacion

,(Solucién de p"0b|em35]—>1nterpretacién Practica P°

I Instrumentos y construccion de curvas }Interpretacién

{Solucio’n de ecuaciones]\>1nterpretacié

Sistema

na
Figura 3. Interpretacion de la practica cartesiana. Elaboracion propia.

Los problemas matematicos que se plantean, el uso del método de solucion de

problemas y el tipo de inferencias que se realizan a traves del diagrama, son temas
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abordados para determinar las componentes de la practica que se enfatizaron dentro del
sistema y que no modifican la estructura inicial de la practica cartesiana. El acentuar en la
operatividad algebraica, el poco uso de diagramas para encontrar las raices de una ecuacion
y la bidireccionalidad de la relacion diagrama simbolo, se establecen como asuntos que se
destaca en esta edicion del texto y que permiten identificar los énfasis dentro del sistema de
practica, a los cuales Ilamamos postcartesianos.

Estos asuntos que se agudizan en las componentes y que nos van definiendo el
sistema asociado a la practica inicial se trabajan en el tercer capitulo. Los procesos
algebraicos y el método analitico de resolucion de problemas son dos cuestiones que se
puntualizan durante la obra y que en términos de los aspectos internos y externos del
horizonte de contenido permitirian ir constituyendo una historia sobre el cartesianismo
focalizada en el uso de diagramas para la formacion del profesor de matematicas; pues
permiten ver la recomposicién de la heuristica que plantea Descartes para la constitucion de
las curvas algebraicas y del método analitico de resolucidn de problemas, en donde los
diagramas son elementos discursivos, creativos y representacionales, como se muestra en el
capitulo tres de esta tesis.

La tercera fase de este estudio reflexiona sobre la interpretacidn discursiva de la
practica cartesiana en dos textos que afirman desarrollar para la ensefianza las ideas de que
se desprenden de la Geometria de Descartes. Este andlisis permite ejemplificar el sistema
de préactica que se establecid en el paso del saber sabio al saber a ensefiar, usando los
términos de Chevellard (1991). La reflexién de los profesores de matematicas de la
comunidad de oratorianos, liderados por Malebranche, en relacion con una cultura
matematica que se habia originado, que estaba constituida y que gener6 una nueva

reconfiguracién de los elementos de las matematicas. Una seleccion de los énfasis de las
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componentes del sistema de practica que conforma los aspectos a ensefiar y comunicar a
través del texto, que nos muestra el énfasis de las problematicas que se ensefiaron a nombre
del cartesianismo. De igual manera, nos permite comprender que aspectos de la practica
que desarrollé Descartes en la Geometria no fueron considerados en el &ambito de la
ensefanza.

En la actualidad varios de estos elementos siguen estando en la reflexion didactica
que se dispone para el algebra escolar, la resolucion de problemas y los recursos semidticos
que se ponen a disposicion a través de la practica especifica. Esta historia aporta al profesor
de matematicas en la reflexion que él puede hacer de su propia practica, en relacion con la
importancia de los diagramas en la iniciacion del algebra y en el trabajo del método
analitico de resolucién de problemas.

Para el desarrollo metodoldgico de esta fase los libros que escogimos son los
ediciones del libro de Lamy y Reyneau; en el caso del libro de Lamy fue usado por casi
cien afios dentro de la comunidad, tuvo varias impresiones las cuales dan cuenta de los
cambios que se fueron originando en la practica. El libro de Reyneau fue construido como
parte de las discusiones que el grupo de Malebranche tenia con la comunidad cientifica de
la época, especificamente en relacion con el uso de la matematica cartesiana en los nuevos
elementos que se generaron con las ideas del calculo diferencial e integral. Estos
documentos se estudian con las consideraciones sobre la practica P y P' que estan descritas
en los capitulos dos y tres. El foco del analisis se realiza sobre el diagrama en su posibilidad
creativa y creadora al resolver problemas, y como forma de representacion y para la
representacion de objetos matematicos. Siguiendo las idea planteadas en Schubring (1987)

se definen tres dimensiones para este analisis:
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e Estudio de los cambios de la unidad de analisis en la diferentes ediciones de los
textos. Se toman siete ediciones del libro de Lamy y los dos tomos del libro de
Reyneau.

e Cambios en los libros de texto relacionados con la préactica matematica. Se analiza
el énfasis del sistema de préacticas para la ensefianza en cada autor.

e Analisis de la relacion entre los libros y los cambios en el contexto. Se revisa en
contexto en que se desarrollan estos textos, especialmente su relacion con las ideas
de Malebranche respecto a su negativa en el uso de diagramas en la solucion de
problemay en la presentacion de las ideas cartesianas.

La interelacion entre las fases a través de los sistemas de practica permitira definir
los asuntos que son relevantes para comprender esta parte de la historia. A posteriori, se
define la configuracion que se movilizara para el trabajo con los estudiantes para profesor.
Los aspectos que son propuestos para el desarrollo del horizonte interno y externo de las
matematicas cartesianas se corresponden con los énfasis que fueron surgiendo en el sistema
de préctica, estos muestran las componentes que se desarrollaron y, por lo tanto, la
trasformacion de la préctica en las reflexiones de los matematicos y de los maestros de
matematicas de la época. Son estos cambios los que creemos deben estar en la formacion

del profesor de matematicas, como se presenta en el apartado 2.4.1.
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1.5 Objetivos

En general, el trabajo pretende relacionar la Historia de la Matematica con la
formacion de conocimiento matematico en el profesor de matematicas a partir de la idea de
practica matematica. Puntualmente se trabaja con diagramas en la época post - cartesiana
para la formacion del Horizonte de Contenido Matematico.
1.5.1 Objetivo general

Constituir una historia de la practica matematica focalizada en el uso de diagramas
entre el momento de la publicacion de la Geometria de Descartes y 1750, en la perspectiva
del dominio del Conocimiento de Horizonte de Contenido propuesto para la formacion del

profesor de matematicas.

1.5.2 Objetivos especificos

e Determinar los estados del sistema de practica que se relacionan con el uso de
diagramas en la segunda edicion de la Geometria de Descartes.

e Establecer conexiones entre el cambio de las componentes de la préactica
matematica del momento histérico que se estudia y las caracterizaciones del
Conocimiento de Horizonte de Contenido - MKT del profesor de matematicas.

e Identificar las interpretaciones y las transformaciones que tuvo el sistema de
practicas de las ideas cartesianas al orientarlo a la ensefianza en el periodo

comprendido entre 1637 y 1750.
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2. Marco de Referencia

En este apartado se plantean las relaciones que se encuentran entre teorias que han
sido desarrolladas de manera independiente, como lo son el MKT y la idea de préactica
matematica. Se argumentan las relaciones que permiten pensar que a través de la
perspectiva de la practica matematica se canaliza una historia de la matematica util para
pensar la ensefianza por parte del profesor de matematicas. Finalmente, se organiza y se
analiza, a través de las componentes de la practica, el trabajo que present6 Descartes en su
Geometria (1637), y se estudia la posibilidad de que las imégenes que aparecen en ese texto
cumplan con las caracteristicas de lo que es un diagrama.

2.1 El Conocimiento de las Matematicas Visto Desde las Practicas

En el desarrollo de esta tesis, se asume que las matematicas son una practica
socialmente construida mediante sistemas de produccién cambiantes, informales y
subjetivos; con la posibilidad de lograr autonomia tedrica, tener modelos de validacion y
rigor que no tiene otra practica humana. Es precisamente el modelo de teorizacion lo que le
permite constituir una comunidad Unica para pensar, formular y resolver sus propios
problemas (Glas, 2007). De esta manera, dada una comunidad —que elabora conocimiento
matematico—, esta desarrolla el saber matematico? en cada momento en que entre sus
integrantes alguien resuelve cierta situacion por medio de conocimientos culturales
allegados a lo que se conoce como las matematicas. En este sentido, en diferentes campos y

desde puntos de vista distintos, se produce saber matematico.

%5 En esta tesis, el saber matematico es el resultado de las practicas matematicas adelantadas por comunidades
en diversos sistemas de produccion. El conocimiento es saber institucionalizado y objetivado por la
comunidad de matematicos.
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Las comunidades de ingenieros, contadores, fisicos, administradores, etc., disponen
este saber. Cada comunidad de practica (Wenger, 2001) construye una relacion entre su
campo y las matematicas. Desde esta perspectiva de la practica el saber esta caracterizado
por las actividades y herramientas que se ponen en juego en la comunidad, alrededor de
esta construccion social se nutre y se conforma. El conocimiento hace referencia al saber
institucionalizado, unico, depurado en la comunidad de préctica conformada por los
matematicos y sus instituciones.

Esta ultima comunidad administra el problema de la objetividad del conocimiento
matematico, el canon de formalizacion que no se modifica por la practica social del
descubrimiento; en esa actividad, la comunidad goza de autonomia?® y autorregulacion. Es
el horizonte de verdad construido y constituido lo que hace que la practica matematica sea
diferente a otras practicas humanas (Azzouni, 2007). Es en las comunidades donde se
produce las matematicas como producto social consideradas no solo como teorizacion sino,
también, sus ambitos de uso y de diversidad de produccion cultural. Pero esta produccion
no siempre cumple los canones de formalizacion que requiere la comunidad matematica.

Entonces, las matematicas no son Unicamente abstraccion atemporal y espacial; sus
objetos no son el producto del puro pensamiento, desarrollan una huella material
identificada por diferentes medios de produccion, tanto semanticos como sintacticos y
practicos. Este conocimiento implica una historia que es posible estudiar desde diferentes
focos del hacer. Los medios de produccion van causando significados, diferentes

interpretaciones de los objetos, los instrumentos, las hipotesis, las pruebas y la teoria. La

% |_a autonomia a la que se refiere este texto es la que posibilita que los matematicos organicen en su
comunidad sus propios medios de validacién de lo que consideran matematicas. (Popper como se citd en
Glas, 2007. pp. 25-28).
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practica matematica es lo que hacen las comunidades cuando emplean instrumentos
materiales o cognitivos para resolver problemas, valorar teorias y elaborar nuevos
productos. (Ferreiros, 2016, pp. 28-34)

Con estas consideraciones, la practica guarda los vestigios de una forma de pensar,
de los medios de produccion (anotaciones, dibujos, diagramas, modelos, etc.), por eso es
historica. Para estudiarla, es necesario conocer los medios que nos permiten identificarla en
un periodo de tiempo y que estuvieron en la direccién de la futura abstraccion. (Bachelard,
2000)

Del estudio de la practica matematica resulta un ejercicio multidisciplinar e

interdisciplinar, cultural, situado:

(...) la teoria del conocimiento matematico necesita ser extendida mas alla de sus
confines actuales para abordar temas gnoseolOgicos que tienen que ver con
fecundidad conceptual, evidencia, visualizacion, razonamiento diagramatico,
comprension, explicacion y otros aspectos de la teoria del conocimiento matematico
que son ortogonales respecto del problema del acceso a «objetos abstractos».

(Mancosu, 2016. p. 132)

Analizar el conocimiento matematico es un horizonte para la practica matematica, es
el reconocimiento a la dimension cultural que conlleva la produccion matematica y, en
general, en las ciencias. Fundamentalmente, estas consideraciones se hacen desde la
epistemologia, pero no solo desde ella, permitiendo ver la posibilidad de acceder a esta

cultura, entenderla y explicarla.
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Estas posiciones se asocian a la vision “Maverick?’ de andlisis del conocimiento
matematico; posicion filosofica fundamentalmente antifundacionalista, centrada en la
historia y en los patrones de cambio de la practica matematica (Ferreiros, 2016; Mancosu,
2016). En esta perspectiva, se identifica el modelo de préactica matematica de Kitcher
(1984), al que se hizo referencia en las paginas 9-11, como una propuesta que permite el
analisis del crecimiento de las matematicas; “l propose to adopt an analogous thesis about
mathematical change. | suggest that we focus on the development of mathematical
practice”?8, (Kitcher, 1984, p.163)

Como se indico en la pagina 9 la quintupla < L, M, S, R, Q > estructura la practica
matematica para un periodo histdrico. Una de las dificultades que Ferreiros (2016)
encuentra para esta definicion de practica, por su herencia en los trabajos de Kuhn, es que
establece periodos de normalizacién y eso no permite diferenciar entre comunidades y

estados de practica que pueden ser diferentes en un mismo tiempo:

Kitcher’s work on patterns of change in the development of mathematics was based
on two ideas: first, the history of mathematics shows periods in which work, and
research is dominated by a given framework second, the transition from a given
framework to another is a response to innovations that cause instabilities or tensions

among the elements of the quintuple <L, M, S, R, Q>, and such “interpractice”

21 El grupo de filosofos “Maverick” surge como critica a uno de los enfoques filoséficos que surgieron en el
siglo XX en el andlisis de la filosofia de las matematicas. (Ferreiros, 2016; Azzouni, 2007; Mancosu, 2016).
Se opusieron a que la filosofia de la matematica se concibiera como un fundamento de la matematica. Lo que
pedian era un anélisis de la matemética que fuera més fiel a su desarrollo historico. Las preguntas que les
interesaban eran entre otras: ¢como se desarrolla la matematica?, ;,como se relacionan los razonamientos
informales con los razonamientos formales?, ;,como funciona la heuristica en la matematica?, ¢hay un limite
preciso entre el método de descubrimiento y el método de justificacion? (Mancosu, 2016, p. 134)

28 Propongo adoptar una tesis analoga sobre el cambio matematico. Sugiero que nos centremos en el
desarrollo de la practica matematica



Diagramas y préactica matematica en la Geometria Cartesiana 37

transitions can be seen to be rational. As already remarked, this approach was
influenced by work on models of scientific change (Kuhn, Lakatos), and indeed
there is a very Kuhnian element in it, namely the assumption that the growth of
mathematics passes through “normal” periods (reminiscent of Kuhn’s “normal
science” within a scientific discipline) when a given framework dominates the
work. In my view, this Kuhnian element of Kitcher’s analysis is misguided, and
even makes it impossible for his approach to address the key epistemological

issues?® (Ferreiros, 2016, 35)

Un analisis de una practica matematica debe incluir las relaciones de la obra, el
matematico o grupo de matematicos, con las comunidades de produccién y divulgacion.
Esto implica reconocer posibles variaciones en la practica hasta en el mismo momento de
consolidacién. También permite reconocer los grupos humanos que pertenecen al campo,
pero que se enfatizan o que consideran solo una parte de la nueva practica. El sistema se va
afinando en las comunidades, de tal forma, que algunos elementos de las componentes se
van modificando, reestructurando o finalmente son anulados sin modificar la estructura.
Este cambio en el sistema es fructifero en el analisis epistemoldgico de la practica.

En este sentido, los analisis de la practica son mas minuciosos; se sitdan no solo en

la época sino en diferentes comunidades e intenciones. Para este trabajo, interesa la

29 El trabajo de Kitcher sobre los patrones de cambio en el desarrollo de las matematicas se basd en dos ideas:
primero, la historia de las matematicas muestra periodos en los que el trabajo y la investigacion estan
dominados por un marco dado. En segundo lugar, la transiciéon de un marco dado a otro es una respuesta a las
innovaciones que causan inestabilidades o tensiones entre los elementos del quintuple <L, M, S, R, Q> y tales
transiciones de “interpractica” pueden ser visto como racional. Como ya se sefiald, este enfoque fue
influenciado por el trabajo sobre modelos de cambio cientifico (Kuhn, Lakatos), y de hecho hay un elemento
muy kuhniano en él, a saber, la suposicién de que el crecimiento de las matematicas pasa por periodos
"normales" (que recuerda a los de Kuhn "Ciencia normal" dentro de una disciplina cientifica) cuando un
marco dado domina el trabajo. En mi opinidn, este elemento kuhniano del andlisis de Kitcher estd equivocado
e incluso hace imposible que su enfoque aborde los problemas epistemoldgicos clave
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comunidad de produccion del conocimiento —objeto de estudio de la historia de la
matematica—y la comunidad de educadores de las matematicas —objeto de investigacion de
la historia de la educacion matematica—; dos comunidades complementarias cuyas practicas
no son iguales, pero estan relacionadas.

Dada la importancia del papel de las comunidades y sus consecuencias en la practica
matematica en esta tesis se utilizara la séptupla (M, P, F, PM, C, AM, PS), propuesta por van
Kerkhove y Bendegem (2004), en la cual la componente M se refiere a las relaciones y los
problemas de la comunidad de matematicos o de los individuos involucrados con el trabajo
en matematicas. En la presente investigacion se trata de la comunidad de practica que
asumié el compromiso de estudiar, comentar, ensefiar y divulgar la Geometria de Descartes
en los Paises Bajos a través de su segunda edicién en latin y, luego, en los textos de Lamy y
Reyneau. Por su parte, P relaciona el marco de la investigacion dentro de un grupo de
problemas especificos p; p,, .. pn, l0s cuales hacen parte de los problemas que abordo
Descartes con su disertacion. La componente F designa un lenguaje formal que incluye
axiomas, definiciones y pruebas como respuesta a las problematicas propuestas en P. A su
vez, PM se refiere al conjunto de métodos de prueba (reduccién al absurdo, prueba por
descenso infinito, induccidn; con instrumentos, etc.). Luego, C designa los conceptos, que
se movilizan en la préctica; AM se refiere a los métodos de argumentacion que usa la
comunidad para el desarrollo de la préctica (pruebas informales, por analogia, con
elementos intuitivos, etc.); y, por ultimo, PS es el conjunto de estrategias de prueba que
incluyen formas de abordar la complejidad de los problemas (ignorar variables, rastrear un

concepto, andlisis comparativos, etc.). (Kerkhove y Bendegem, 2004)
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Esta estructura de la practica abre la posibilidad de que un mismo saber matematico
esté de diferentes maneras en el sistema de consolidacion de su practica. Siendo asi, es
posible considerar en la componente M comunidades en una misma época que adoptan
practicas matematicas diferentes o que mantienen resistencia a un cambio de la practica.
Por ejemplo, los jesuitas no consideraron los trabajos matematicos de Descartes para la
ensefianza en la primera mitad del siglo XVI11, pero la comunidad de oratorianos particip6
en la consolidacion de estas ideas en la ensefianza.

De igual manera, una comunidad podria tener dos sistemas de préacticas diferentes
debido a un cambio en la componente P; por ejemplo, en el segundo tomo del texto de de
Witt las ecuaciones de segundo grado son representadas por medio de su simbdlica. Por lo
tanto, este autor plantea y soluciona el problema de hacer uso de mostrar que cierta

simbologia se corresponde con una de las cénicas.

2.2 La Practica Matematica Focalizada en la Construccion y Uso de Diagramas

Las consideraciones de los apartados anteriores sobre la produccién del saber
matematico y la practica muestran que una forma de estudiarla es por medio de los
diagramas construidos durante la consolidacion y el desarrollo de una teoria. Sea como
herramienta para la solucion de problemas o para la prueba de proposiciones; los
diagramas, pertenecen al conjunto de los medios produccidon de las matematicas. En este
sentido, la practica puede caracterizarse y conocerse a partir de ellos.

Los diagramas son medios para inferir, probar y representar situaciones en una
practica matematica bien determinada. En tanto sistema de representaciones este tipo de
signos estan inmersos en la época en los cuales se construyeron y cumplen las reglas de las

teorias establecidas que representan; en este sentido, no son autdnomos.
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Los diagramas son un tipo de herramienta que permite comprender las relaciones

que dan origen a una practica; en este sentido, quien usa un diagrama debe conocer la

semantica y la sintaxis que componen la imagen. De esta manera, un diagrama no lo es en

si mismo; necesita una referencia que se encuentra en la practica a la pertenece. (Kadunz,

2016)

Probablemente, el primero en hacer un analisis de los sistemas de representacion fue

Charles Sanders Pierce con su trabajo sobre la organizacion de los signos y las imagenes a

partir de su funcion en el discurso y de su relacion con el objeto que representa. Pierce

reconocio tres tipos de signos (Stjernfelt, 2007):

Simbolos: signos que refieren al objeto por virtud de una convencion. La presentacion
formal de las matematicas recurre principalmente a este tipo de signos. Por ejemplo, el
enunciado “la funcion f tiende hacia el limite [ en a” se simboliza:
Ve>0,36d>0: Vxsi0<|x—a|l<d-=|f(x) -l <e.

Indices: signos que denotan una cosa al centrar la atencion en ella; le dan existencia al
objeto que representan. En geometria, las frases mediante las cuales se nombran los
objetos geométricos podrian considerarse como los indices mas usados. Por ejemplo,
expresiones como el “segmento AB”, el “angulo a” o el “cuadrilatero ABCD”.

[conos: signos determinados por la semejanza con el objeto representado. Los objetos
de la geometria euclidiana son iconos. Por ejemplo, la proposicién 1 del libro | es un
triangulo equilatero; el signo de este objeto se convierte en un icono de la figura que
conserva las propiedades geométricas. La construccion del triangulo equilatero es un
diagrama en el sentido pierceano; es un signo que representa las relaciones que permiten

determinar la imagen que se convierte en icono.
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El diagrama es un tipo especial de icono que permite construir o inferir las
relaciones del objeto que representa, dado que es construido a partir de las reglas de la
practica a la que pertenece. Es un icono de un conjunto de objetos racionalmente
relacionados que permite inferir relaciones diferentes a las que se obtienen por medio de la
experiencia (Stjernfelt, 2007), un medio cognitivo para realizar argumentaciones sobre un
suceso determinado. De esta manera, un diagrama es una herramienta para generar

conocimiento®® (Hoffmann, 2007).

Given the operational icon criterion, we are now able to appreciate the central role
played by diagrams in the icon category as such. As soon as an icon is contemplated
as a whole consisting of interrelated parts whose relations are subject to

experimental change, we are operating on a diagram. (Stjernfelt, 2007, p. 92)

La relacién del diagrama con el concepto de icono se establece a partir de su
construccidn dentro de un sistema de representacion determinado, el cual se mantiene
durante la experimentacion a través de las condiciones que mantiene la imagen; esta
normado dentro de una préctica. Su funcién de iconicidad se produce en la generalizacién
de las relaciones que permiten la existencia del diagrama. Cuando la imagen se convierte en
la representacion del objeto, guarda su significado para una cantidad de relaciones a partir

de la imagen de uno de ellos®.

30 Dado el criterio de icono operativo, ahora podemos apreciar el papel central que juegan los diagramas en la
categoria de icono como tal. Tan pronto como se contempla un icono como un todo que consta de partes
interrelacionadas cuyas relaciones estan sujetas a cambios experimentales, estamos operando en un diagrama.
31 Las reglas y convenciones de inferencia a las que se somete el matematico al actuar sobre los diagramas
definen los limites de las posibles transformaciones y definen las restricciones que determinan, - a veces
dentro de un rango de posibilidades- el resultado de los experimentos.
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The inference rules and conventions the mathematician submits to in acting on
diagrams define the limits of possible transformations, and they define constraints
that determine —sometimes within a range of possibilities— the outcome of

experiments. (Hoffmann, 2005, p. 47)

En la perspectiva de Hoffmann, entonces, las imagenes que se usan en matematicas
son diagramas en los cuales también intervienen indices y simbolos. Estos signos ayudan a
mantener el razonamiento y la experimentacion dentro de la practica. Cumplen las dos
hipétesis de Pierce sobre la importancia de los diagramas: a) que el pensamiento se puede
modelar con representaciones esquematicas y, de esta manera, los diagramas se pueden
utilizar como herramientas para imaginar los procesos del pensamiento; y b) que estudiar y
comprender la naturaleza de los diagramas puede ser decisivo para comprender la
naturaleza de las representaciones mentales (Kozak, 2020).

Asi las cosas, los diagramas son signos que usan, disefian y limitan el espacio de
representacion, ofrecen una ventaja cognitiva,® muestran las relaciones entre los objetos
representados, son una forma de escritura, y pueden estar sujetos a experimentacion y
generalizacion. Ademas, son culturales ya que existen actividades en el campo que pautan
la forma en que el espacio debe ser interpretado (Giardino, 2016).

Los diagramas no se reducen a imagenes de objetos abstractos, son instrumentos,
herramientas que permiten trabajar dentro de un contexto. Pertenecen al género de
representacion en el sentido de que pueden estar en lugar de la cosa que representan y

cuando logran esto, se convierten en iconos. Son un bosquejo esquelético de un objeto en

32 Giardino (2016) se refiere a ventajas cognitivas como buenos atajos inferenciales en la resolucion de
problemas; caracteristica fundamental de los diagramas ya que en ellos se externaliza la informacion en un
espacio determinado, lo que reduce la bisqueda de la informacién relevante para resolver la tarea.
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términos de relaciones entre sus partes, lo que los hace aptos para razonar, experimentar e
inferir.
Este tipo de signo esta ligado a una forma de razonar que ha sido estudiada desde la

cognicion:*3

(...) all deductive reasoning, even simple syllogism, involves an element of
observation; namely, deduction consists in constructing an icon or diagram the
relations of whose parts shall present a complete analogy with those of the parts of
the object of reasoning, of experimenting upon this image in the imagination, and of
observing the result so as to discover unnoticed and hidden relations among the

parts. (...). (Pierce, como se cito en Stjernfelt, 2007, p. 108)

El proceso de construccion de un diagrama —de acuerdo con los preceptos que
permiten observar relaciones para realizar acciones sobre el diagrama, experimentos que
permiten hacer inferencias— es lo que se entiende por razonamiento diagramatico.
(Hoffmann, 2007)

El razonamiento diagramatico y el uso de diagramas consisten en una constante
elaboracion de inferencias a partir del estudio de las relaciones del diagrama. Dado un
problema o una premisa, se realiza una construccion que pone en juego relaciones de la
situacion; luego, se observa, se manipula y se experimenta, se vuelve a observar y se
concluye. Asi, se infiere a partir del diagrama. Este proceso va consolidando las relaciones

que lo conforman y las que este genera. En general, el diagrama es un modelo estatico de

33 Todo razonamiento deductivo, incluso el simple silogismo, implica un elemento de observacion; es decir, la
deduccion consiste en construir un icono o diagrama cuyas relaciones presentaran una completa analogia con
las de las partes del objeto de razonamiento, de experimentar con esta imagen en la imaginacion y de observar
el resultado para descubrir inadvertidos y relaciones ocultas entre las partes.
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las relaciones entre los objetos que lo conforman; su experimentacion a través del
movimiento permite inferir, generalizar y condicionar los objetos matematicos que se
producen. La figura 1 muestra un esquema del proceso que se realiza para razonar con

diagramas:

Premises =3 Construction

\/

Observation ————>3» Conclusion

\/

Manipulation

Figura 4. El proceso de razonamiento diagramatico. (Stjernfelt, 2007, p. 104)

El razonamiento esta determinado por la comprension de las relaciones que permiten
la existencia del diagrama y las inferencias a partir de su experimentacion. Pensar con este
tipo de signos implica poder ver mas alla de las relaciones evidentes, de los objetos que
permiten las relaciones. El diagrama se refiere a objetos que no siempre aparecen en la
imagen, estos pueden ser producto de las relaciones entre las partes de la imagen. Por
ejemplo, los instrumentos que plantea Descartes en su Geometria se refieren a la
construccién de una curva algebraica, la cual es producto de las relaciones de los brazos del
instrumento. El uso de los diagramas implica reconocerlos como herramientas Utiles en la
prueba de proposiciones matematicas y en la resolucion de problemas. De acuerdo con
Arboleda (2017), el diagrama cumple dos condiciones relativas a la objetivad durante la
prueba:

1. Existe una cierta invarianza entre los razonamientos producto de la experimentacion

sobre la figura y los argumentos formales.
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2. Existe una estrecha relacién entre el principio de identidad de las representaciones en
el diagrama y el principio de identidad de los objetos representados.

También cumple, en la resolucion de problemas, las mismas funciones que en la
prueba por visualizacion:

Diagrama como sintesis figurativa: red compacta de razonamientos sobre los

conceptos.

Diagrama como memoria de anticipacion: acuerdos entre medios y fines para la

prueba o la resolucion.

Diagrama como dispositivo de imaginacién creadora: moviliza las operaciones en la

practica matematica de demostracién de un teorema o de resolucion de un problema.

Analizar diagramas implica interpretar y comprender las condiciones que
permitieron las relaciones que conforman una deduccién, segun los criterios y
procedimientos de uso corriente en la comunidad de practica. Estudiar diagramas posibilita
identificar las relaciones primigenias de una inferencia matematica, permite establecer un
modelo que da cuenta de la constitucién de ideas matematicas.

En relacion con la clasificacion de los diagramas y sus usos, y a partir de la idea de
que toda deduccidn requiere un diagrama, segun Kadunz (2016, p. 119) Pierce planted dos
tipos de deducciones. La primera plantea que, si todas las premisas que determinan al
diagrama son verdaderas, entonces el diagrama representa una conclusion verdadera; a esta
deduccidn la llamé corolario. Por ejemplo, la semejanza entre triangulos que se genera al
trazar la altura de un tridngulo isésceles. La otra forma de deduccion se refiere a premisas
gue no son consecuencia directa del diagrama, a esta forma la llamo teoremas. Por ejemplo,
al trazar una curva con un instrumento las propiedades que cumple la curva no son

consecuencia directa del diagrama, por lo tanto, podrian conforman un teorema.
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2.3 Historia de las Matematicas en la Formacion del Profesor de Matematicas

Hemos visto la estrecha relacion entre los diagramas y las formas del quehacer de la
matematica, en especial con la practica que realizan los matematicos al solucionar
problemas y al formalizar aspectos de la matematica. La constitucion y construccion de
objetos matematicos implica comprender procesos de su produccion y en este sentido, es
que creemos que el profesor de matematicas debe conocer la historia de las matematicas,
desde la perspectiva que se plantea en el primer apartado de este capitulo. Esta
problematica sobre la necesidad de conocimiento histérico en la disciplina en la formacion
del quien ensefia matematicas, es un campo de investigacion con tradicion dentro de la
comunidad de profesores.

Desde inicios de la International Commission on Mathematical Instruction — ICMI,
% os investigadores en Educacion Matematica han trabajado en formacion de profesores
usando la relacion Historia de las Matematicas y Ensefianza de las Matematicas. Su primer
presidente, Felix Klein, creia que la ausencia de un método cientifico de ensefianza tenia
como obstaculo la falta de formacion de los profesores en Historia de las Matematicas
(Schubring, 2011).

La hipotesis en la cual Klein soportd la relacion entre Historia de la Matematicas y
ensefianza fue la ley biogenética sobre el desarrollo de los seres humanos como una

reproduccion de la historia evolutiva. La vision de aprendizaje matematico se relacioné asi

34 Asociado a esta organizacion se encuentra The International Study Group on the Relations between the
History and Pedagogy of Mathematics — HPM. Algunas lineas de investigacion de este grupo son: a) Marcos
tedricos o conceptuales para integrar historia en educacion matematica, b) Historia y epistemologia en
estudiantes y profesores de educacion matematica, c) El uso de obras originales en el aula y sus efectos
educativos, d) Las matematicas y su relacion con la ciencia, la tecnologia y las artes, e) Culturas y
matematicas, y f) Historia de la educacion matematica. Tomado de: https:/cutt.ly/sxofpjA.
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con un principio genético que legitima la relacion natural entre “la evolucidn historica de
las matematicas y el aprendizaje de las matematicas” (Schubring, 2011, p. 129).

Toeplitz por su parte, plantea un contraste metodoldgico entre dos maneras de usar
la historia de las matematicas en la practica docente de las matematicas. En la primera,
Ilamada directa, la historia de las matematicas presenta hechos cronologicos relacionados
con su desarrollo. La segunda, Ilamada indirecta, consiste en un analisis historico que
responde al significado de los conceptos matematicos, y podria favorecer la reflexion sobre
su ensefianza. La metodologia indirecta toma distancia del principio genético y le otorga al
docente la responsabilidad de organizar la ensefianza a través de las consideraciones que
realice en el andlisis historico (Schubring, 2011).

En la emergencia de la disciplina Didactica de la Matematica, la mirada de una
historia cronoldgica de eventos, historiografia o vision tradicional®® fue reemplaza por la
historia epistémica de las matematicas, la cual compartimos con Arboleda (1983) cuando

indica que;

Para nuestra concepcién del trabajo historico, el restablecimiento de la constitucion
de las ideas matematicas debe comportar un estudio complejo del proceso integral
que las origind. Por consiguiente, habra que dar cuenta de la intervencion que, en el
campo del pensamiento, ejercieron tanto las condiciones econémicas, sociales y
culturales de la época, como el estado de desarrollo de las técnicas, las necesidades

de, otras ciencias (en el caso de las matematicas: la fisica y la mecanica) y, muy

3 La visidn tradicional considera que la ciencia es una actividad que genera conocimiento de hechos
que se sistematizan en teorias. Si bien las teorias pueden ir cambiando, un rasgo crucial de esta manera
tradicional de ver la ciencia es que se considera que tiene una estructura formal (I6gica o matematica) que nos
permite pensar en ella como una empresa unificada por un método epistémicamente privilegiado”. (Martinez
& Huang, 2015, p. 23)
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especialmente, la incidencia que ciertas ideologias filosoficas ejercieron (por
oposicion o como portadores de cambio) en la emergencia de nuevas nociones.

(p.249)

Por otra parte, desde la configuracion de la didactica de la matematica como
disciplina se reconoce la historia como una de las disciplinas® que se interrelacionan en la
definicion del campo y sobre la cual existe un vasto desarrollo en investigacion. De esta
manera, tanto los formadores de profesores como quienes inician su formacion pertenecen a
la comunidad en Didactica de la Matematica y requieren formacion en Historia de las
Matematicas. En el caso de los formadores de profesores de matematicas estos deben
planificar el énfasis de esta formacion.

Un completo estado del arte sobre el conocimiento del porqué, el para qué, el qué y
el como usar la historia en la formacion de profesores de matematicas se encuentra en
Guacaneme (2016). En este estado del arte se evidencian diferentes metodologias de
abordaje, intereses pedagdgicos en historia y tratamientos de los recursos histéricos en la
educacion del profesor de matematicas.

En Mosvold, Jakobsen & Jankvist (2014) se toma como marco tedrico para la
formacion de profesores el MKT y se construyen argumentos para mostrar que sus
dominios se pueden fortalecer por medio del estudio de la Historia de las Matematicas; para
ello, toman como ejemplos trabajos de investigacion que usan historia en la ensefianza de
las matematicas. Este estudio concluye que existe la necesidad de investigar la relacion de

la Historia de las Matematicas con los diferentes aspectos que aparecen en los dominios

% Estas disciplinas que interacttian en el campo emergente de la Didéctica de la Matematica estan definidas
en el octagono didéctico propuesto por Vasco (1997).
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planteados para el MKT (ver seccion 2.4). En este sentido, los autores mencionados prevén
dos tipos de futuras investigaciones, una sobre las propias fronteras de los dominios y otra
sobre como favorece la historia de las matematicas a cada uno de tales dominios. En los
siguientes apartes de esta tesis se examina la relacion de la Historia de las Matematicas con

uno de estos dominios, el Horizon Knowledge Content.

2.4 El Conocimiento Matematico del Profesor

Casi en general, la comunidad de formadores de profesores reconoce el trabajo de
Lee Shulman como inicio de la reflexion en varias problematicas de este campo de
investigacion (Adler & Venkat, 2014); este autor planted un minimo de siete tipos de
conocimiento para la formacion del profesor: de contenido, pedagogico general, del
curriculo, pedagogico del contenido, conocimiento de los aprendices y sus caracteristicas,
conocimiento del contexto educativo y conocimiento de los fines educativos (Shulman,
1987). Desde entonces, el modelo ha sido estudiado y reformulado por la investigacion,
generando nuevas categorias y un campo de trabajo sobre la formacion del profesor.

Dos categorias llamaron la atencidn en las comunidades de formacion de profesores:
el Subject Matter Knowledge — SMK y el Pedagogical Content Knowledge — PCK . El
primero hace referencia al contenido de la materia especifico para el profesor; en nuestro
caso, se indaga en unas matematicas reflexionadas que permitan la organizacion curricular,
un conocimiento profesional sobre las matematicas que sea movilizable para el aprendizaje

y la ensefianza. El segundo se refiere a un conocimiento Gnico para el profesor:®’

37 Representa la combinacion de contenido y pedagogia en la comprension de como se organizan, representan
y adaptan temas, problemas o cuestiones particulares a los diversos intereses y habilidades de los alumnos, y
se presentan para la instruccion. El conocimiento de contenido pedag6gico es la categoria que probablemente
distinga mas la comprension del especialista en contenido de la del pedagogo.
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It represents the blending of content and pedagogy into an understanding of how
particular topics, problems or issues are organized, represented, and adapted to the
diverse interests and abilities of learners, and presented for instruction. Pedagogical
content knowledge is the category most likely to distinguish the understanding of

the content specialist from that of the pedagogue. (Shulman, 1987, p. 8).

En el caso de las matematicas, las inquietudes sobre este conocimiento fueron
acogidas alrededor del campo de la Didactica de la Matematica en donde hasta hoy se
desarrolla, se investiga el como, el por qué y el para qué un tipo de conocimiento hace parte
de la formacién inicial o continua del profesor de matematicas (Adler, Ball, Krainer, Liny
Novotna, 2005).

El MKT es una adaptacién del modelo de Shulman centrado en el estudio detallado
del hacer de los docentes, su conocimiento y el logro de sus estudiantes. Inicialmente, se

usan las categorias SMK, con la especificacion del contenido matematico y PCK propuesto

por Shulman.
SUBJECT MATTER KNOWLEDGE PEDAGOGICAL CONTENT KNOWLEDGE

C""”t"m?” Knowledge of

Eﬁn elnd content and

owedge students (KCS)

(CCK) Specialized Knowledge
content of content
knowledge (SCK) and

Horizon curriculum

content
Knowledge of
knowledge content and
teaching (KCT)

Figura 5. Dominios del conocimiento matematico del profesor. ( Ball, et al., 2008,

p. 403)
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Los dominios del SMK son definidos de la siguiente manera:

a. Common Content Knowledge — CCK: se trata de conocimientos y habilidades
matematicas que son propias de cualquier persona al nivel de ensefianza que se esté
analizando. No hace referencia a un dominio de conocimiento exclusivo del
profesor de matematicas.

b. Specialized Content Knowledge — SCK: es el conocimiento matematico propio del
proceso de ensefianza y aprendizaje. Es el principal dominio de profesionalizacion
del profesor de matematicas. Incluye saber por qué se procede de cierta manera;
desde alli, el profesor puede analizar las producciones matematicas de sus
estudiantes.

c. Horizon Content Knowledge — HCK: se comprende como el sentido curricular del
tratamiento de un asunto de las matematicas. Contiene las trayectorias de un
conocimiento matematico en diferentes etapas educativas, sus conexiones
posteriores con otros conocimientos y sus relaciones intra y extra-matematicas
(Escudero, Flores, y Carrillo, 2012).

Respecto al PCK se plantean tres categorias:

a. Knowledge of Content and Student — KCS: comprende el conocimiento de los
estudiantes a través del contenido matematico.

b. Knowledge of Content and Teaching — KCT: refiere a los desarrollos que se
plantean en la ensefianza de un contenido. Combina el conocimiento sobre la
ensefianza y las matematicas.

c. Knowledge of Content and Curriculum — KCC: se refiere a la organizacién
curricular alrededor de un contenido, los materiales educativos propuestos, las

indicaciones y las caracterizaciones de los programas educativos sobre los
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contenidos (Escudero, Flores, y Carrillo, 2012).

En la actualidad, la investigacion alrededor del MKT se desarrolla en la préactica
diaria de los maestros a través de cada dominio de conocimiento, desde alli se realizan
aproximaciones para seguir configurando la propuesta tedrica®®. En esta investigacion, el
MKT se nutre del conocimiento matematico a partir de la practica matematica. Se incorpora
como modelo de formacion del conocimiento matematico del profesor de matematicas.
Desde esta posicion sobre el conocimiento, se pretende situar aspectos de la practica
cartesiana, especificamente del uso de diagramas, que permitan que el saber que es
movilizado a la formacion de profesores se ajuste a las pretensiones de la formacion. Desde
esta perspectiva, lo que se moviliza para la formacion del profesor es un estado de la

practica P, un sistema de componentes interactuando - (M, P, F, PM, C, AM, PS)-.

2.4.1 El caso del Horizon Content Knowledge

Los trabajos iniciales del grupo de investigacion de la Universidad de Michigan
liderado por la profesora Deborah Ball iniciaron la investigacion sobre el HCK a partir de
las organizaciones curriculares y las dificultades que tienen los profesores para ubicar la
importancia de un contenido en la escuela (Ball, 1993). La evolucion del término en los
ultimos casi treinta afios permite configurar elementos fundamentales para su investigacion,
su relacion con el andlisis del curriculo, las concepciones de los profesores sobre las

matematicas, su utilidad, sus relaciones internas y con otras disciplinas.

% Las ideas sobre las relaciones entre el MKT y la practica matemética que se definen en esta tesis fueron
presentadas en I CEMACYC en la comunicacién: La perspectiva de la practica matematica en la formacion
del conocimiento matemaético del profesor de matematicas. (Bello, 2017).
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Algunas caracterizaciones del HCK retoman elementos mas filoséficos que
puntuales; por ejemplo, se describe como® “is an awareness of how mathematical topics
are related over the span of mathematics included in the curriculum” (Ball, et al., 2008, p.
403). También se entiende como un saber que le permite a los profesores pensar hacia
adelante y hacia atras, un puente entre conocimiento elemental y avanzado de las
matematicas (Cho & Tee, 2018).

El trabajo de Jakobsen, Ribeiro & Delaney (2012, p. 7) muestra algunos asuntos
puntuales desde la labor del maestro que relaciona el HCK con herramientas para conocer
la disciplina, los tipos de conocimiento y la validez de las matematicas. Se proponen usos
potenciales en la practica del profesor, como anélisis de preguntas relacionadas con las
matematicas escolares y la integralidad de las matematicas, y se estudian algunos recursos
para la ensefianza.

Al revisar la naturaleza de la idea que subyace al HCK se encuentra que parte de la
inspiracion se dio en el trabajo de Felix Klein; puntualmente, en la mirada de las
matematicas elementales desde un punto de vista mas elevado®® (Ball & Bass, 2009). Esta
idea hace referencia a hacer visible la concepcion fundamental de un concepto u objeto, los
elementos que se visualizan desde una perspectiva mas elevada, en la que no existe
separacidn entre matematicas elementales y académicas; son un mismo conocimiento, una

sola matematica. (Klein, 2016. p. vi)

39 Es una conciencia de como se relacionan los temas matematicos en el ambito de las matematicas incluidas
en el curriculo.

40 Es tradicional escribir desde un punto de vista superior. En esta tesis acogemos la explicacion de Schubring
en el prefacio de la traduccion del texto Elementary Mathematics from an Advanced Standpoint de que Klein
se refiere a lo elemental como los conceptos fundamentales que se relacionan con el conjunto de la
matematica de acuerdo con su arquitectura y su estructur.
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Al igual que para el desarrollo de este texto, las matematicas para profesor que
propuso Klein tienen un fuerte énfasis historico. Sin embargo, la idea de practica
matematica permite indagaciones historicas mas puntuales, en espacios de tiempo mas
pequefios y para diferentes comunidades; también visualiza las subjetividades que
permitieron la creacidn y su estructuracion en la practica matematica. Esta forma de
historiar se basa en el analisis de acontecimientos, las transformaciones en la practica, las
correspondientes motivaciones e intenciones y la intervencion de diversas comunidades de
practica.

En la tradicidn de Klein y tomando distancia de las definiciones iniciales de HCK
ligadas a la conciencia y al curriculo, se relaciona el conocimiento del horizonte de los
profesores con su conocimiento matematico avanzado* “knowledge of the subject matter
acquired during undergraduate studies at colleges or universities”. Zazkis & Leikin (como
se citd en Zazkis & Mamolo, 2011, p. 9). Este conocimiento le permite al profesor tener un
primer acercamiento al horizonte del conocimiento matematico.

Siendo asi, el conocimiento de la materia y su instruccion en la formacion del
profesor son el insumo para el HCK. Nutrirlo a partir subjetividades desde las practicas,
pero en el horizonte de la objetividad de la matematica, permite pensar en una forma de
caracterizar las ideas de horizonte interno y externo de Hussel (1859 -1938) tal y como las
utilizan Zazkis & Mamolo (2011). El horizonte interno corresponde a los aspectos que
estan alrededor de la definicion de un objeto; lo que existe en este horizonte depende de las
caracteristicas que se elijan foco para el objeto de estudio. El horizonte externo de un objeto

incluye los aspectos del mundo en que existe el objeto, sus relaciones, el mundo de

41 Conocimiento del tema adquirido durante los estudios de pregrado en colegios o universidades.
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conexiones que lo hacen pertenecer a una estructura. (Zazkis & Mamolo, 2011; Foster,
2011)

Aunque en el campo no existe consenso sobre la amplitud y los limites del HCK,
dos aspectos se establecen para configurarlo (Wasserman, Stockton, & Wasserman, 2013):

a. El horizonte matematico del curriculo, es decir, el contenido de las matematicas

escolares mas alla del nivel en donde trabaje el maestro. Fundamentalmente, se trata

de un horizonte interno del objeto matematico a través de diferentes focos del
curriculo.

b. Un horizonte matematico avanzado que se relaciona con las matematicas

avanzadas. Principalmente, un horizonte externo de conocimiento matematico para

la ensefianza exclusivo del profesor de matematicas.

Ambos aspectos enfocan el conocimiento del profesor en la materia, en cuanto sus
posibilidades escolares y disciplinares. El horizonte interno y externo del objeto se
relaciona con la focalizacidn del objeto para la ensefianza y la continuidad del
conocimiento matematico dentro de la disciplina.

La propuesta de la practica como perspectiva de conocimiento de las matematicas en
la formacidn del profesor de matematicas conlleva a que el horizonte interno y externo del
objeto de estudio, en este caso los diagramas de la practica cartesiana queden especificados
a partir del estudio de la conformacion del campo, de las relaciones conceptuales que
permitieron la practica en el sujeto de conocimiento y la estructuracion de la misma en la
comunidad de préactica. Este analisis permite comprender los condicionamientos sociales
para la permanencia o el cambio de signos, modelos de resolucion de problemas, técnicas
de solucion de ecuaciones, etc. Entonces, el horizonte interno y externo no quedan

determinados para un objeto sino para un momento de la practica; es decir, para la
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composicion de un estado de conocimiento P en cada una de las componentes de la
practica.
2.4.2 Una Propuesta de Interaccion Entre el MKT y la Practica Matemética

Hasta este punto de las consideraciones teoricas, la idea de practica matematica se
posiciona como un medio para historiar las matematicas. Esta perspectiva implica el
reconocimiento del saber historico como fundamental en el estudio del conocimiento
matematico y su produccion. Esta forma de pensar las matematicas otorga una vision
cognitiva de conformacion del conocimiento, de sus instrumentos, de sus posibilidades y de
sus dificultades.

Por otro lado, en Did4ctica de la Matematica, se tiene tradicion en la relacion entre
formacion de profesores e Historia de la Matematica. Especificamente, el estudio de la
relacion permite evidenciar multiples formas, intereses, metodologias, razones e historias
que contribuyen a la formacion.

El enfoque que se propone en la tesis se enfatiza en convertir el estudio de la
practica matematica en un regulador del tipo de analisis histérico que beneficia en
desarrollo del MKT. De esta manera, el conocimiento matematico en el profesor de
matematicas esta determinado por el conocimiento de la practica matematica. Las virtudes
que vemos en este enfoque son:

a. El conocimiento matematico del profesor se determina a partir de una manera de
pensar las matematicas, considerando sus formas de produccion. Los productos son
consecuencia de las normas del campo, la objetividad de las subjetividades que
permiten transitar una comunidad de préctica a la comprension de la presentacion

axiomatico formal de la matematica.
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b. Muestra el desarrollo cognitivo de las matematicas en diferentes comunidades y con
diferentes instrumentos, medios y problemas. Dada una préactica P, el sistema
permite determinar las trasformaciones a una practica P .

c. El anélisis histdrico se puntualiza en asuntos que se reconocen importantes para los
procesos de ensefianza y de aprendizaje; representaciones, diagramas, semiotica,
culturizacion a traves del conocimiento matematico, resolucion de problemas, etc.
Aspectos deseables para la formacion del profesor de matematicas.

d. La perspectiva de conocimiento matematico a partir de la idea de practica
matematica implica conocimiento historico que se vuelve trasversal a las
componentes de formacion del profesor. Dado un analisis de la practica en un
momento historico, este puede nutrir varios aspectos del MKT, dependiendo de la
comunidad que se analice.

e. Para las comunidades de formacion de profesores de matematicas, la practica
matematica se convierte en un medio de indagacion y organizacion del conocimiento
matematico del profesor de matematicas.

El estudio de las posibles relaciones entre el MKT y las componentes de la practica
constituye un programa de investigacion fundamental en el campo de formacion de
profesores de matematicas. Esta investigacion doctoral se ha propuesto contribuir a este
programa vinculando el HCK con los sistemas de practica que estructuraron los diagramas
en la practica cartesiana. En el siguiente apartado se consolidan las caracteristicas de cada

componente del sistema para la practica propuesta por Descartes en la Geometria.



Diagramas y préactica matematica en la Geometria Cartesiana 58

2.5 La Practica en la Obra Matematica de Descartes

Los historiadores de la obra de Descartes (Alvarez, 2000; Bos, 1981, 1984, 1986,
1998, 2001; Chikara, 2003; Clarke, 1982, 2005; Dennis, 1997; D"hombres, 2000;
Gaukroger, 1989, 2005; Hacking, 1980; Jones, 2006; Macbeth, 2004, 2014; Maronne,
2007; Mancosu, 1996, 2016; Montesinos, 1995; Rabouin, 2015, 2016, 2017) han realizado
dos tipos de lecturas del papel de la geometria y el algebra: la lectura tradicional y la lectura
progresista (Liu, 2017).

La primera se caracteriza por dar mas prioridad a la herencia euclidiana, en especial
al papel de la construccion geométrica; en esta perspectiva se proporciona una mayor
importancia epistemoldgica a la geometria que al algebra. Lo simbolico se comprende
como una herramienta que posibilita la solucién de problemas geométricos.

La lectura progresista reconoce en la obra de Descartes mayor contribucion al
desarrollo de una concepcién de matematica mas cercana a la actual. Otorga menos valor al
trabajo geométrico —sin desconocerlo-y enfatiza la estructuracion del algebra, el analisis y
la organizacion de entidades abstractas que luego contribuyeron al desarrollo de las
matematicas. Este tipo de lectura entiende que Descartes liberd la magnitud y el nimero de
intuiciones espaciales.

Para esta tesis, el marco referencial se construyd en la practica que relaciona la
geometria y las técnicas algebraicas; idea que se reconoce desde las dos lecturas del texto y
que es crucial en la compresion de los significados y los usos de estas dos areas en el siglo
XVII.

Se analiza la practica matematica de Descartes en la Geometria a través de las siete
componentes propuestas en su definicion. Se toman asuntos expuestos en la obra o en obras

anteriores, o interpretaciones de historiadores que representan cada componente. Los



Diagramas y préactica matematica en la Geometria Cartesiana 59

asuntos no son exclusivos para cada componente; estas no son disyuntas. A continuacion,
se configura lo que se va a entender en esta tesis como la practica P de Descartes;

posteriormente, se analizan los usos de los diagramas dentro de este sistema.

2.5.1 La Comunidad de Matematicos

Descartes contribuy6 al pensamiento humano con la formulacion de los principales
principios de la filosofia moderna, en donde las matematicas tienen un papel relevante.*2
Para Descartes esta es la Gnica ciencia que permite despojar al pensamiento de cualquier
distraccion, emocion o intuicion con que no se pueda obtener la verdad. El texto que
describe explicitamente el desarrollo matematico y el uso del método es la Géométrie
(Descartes, 1637) en esta tesis vamos a usar la traduccion al inglés realizada por David
Eugene Smith y Marcia L. Latham en 1954, al igual que Rules for the Direction of the Mind
(Descartes, 1952) en este Gltimo texto, plantea generalidades sobre el papel de lo simbdlico,
del método y de la relacién entre cantidades de magnitud.

Existen indicios de que Reglas fue escrito entre diciembre de 1636 y enero de 1637
como parte del proyecto filoséfico que habia iniciado el autor alrededor de 1619 (Clarke,
1982). Por lo menos fueron cinco los asuntos sobre los que versd: a) un método cientifico
universal, b) un nuevo método —y su instrumento— para encontrar medias proporcionales, c)
métodos para la solucidn de ecuaciones de tercer y cuarto grado, d) una clasificacién y su
método para la clasificacion de curvas, y €) un método para solucionar problemas
geométricos (Shea, 1993).

Geometria fue escrito para los cientificos y filésofos de la época como uno de los

apéndices del Discurso del Método junto con La Didptrica y Los Meteoros (Descartes,

42 Algunos Andlisis de esta relacion se pueden estudiar en (Jones, 2006; Schuster, 1980; Clarke, 2005).
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1637). La divulgacion de la obra inicialmente fue restringida por estar escrita en francés, ya
que los documentos cientificos se escribian en latin. Sin embargo, se divulgo en los Paises
Bajos y, en especial, en la Universidad de Leiden. Las versiones en latin fueron revisadas,
editadas y aumentadas por Francisco van Schooten. A partir de 1649 las versiones en latin
de la Geometria aparecen separadas del Discurso del Método y aumentadas con
documentos que reflexionan sobre las matematicas cartesianas; la segunda edicién en latin
en dos tomos (1659-1661) fue la que tuvo mayor distribucion en Europa.

La comunidad que se relacion6 con esta edicién la conformaron los personajes mas
influyentes de la época, como por ejemplo Newton, Leibniz y Pascal. Con Descartes inicia
una época de construccion del algebra y de principios de rigor diferentes a los establecidos
en la antigtiedad; la practica matematica tuvo un tiempo de cambio que inicia con Descartes
y se consolida con los inicios del calculo de Newton y Leibniz. ( O'Halloran, 2005)

En el campo educativo, la comunidad religiosa de los oratorianos estudio la obra
cartesiana; Lamy y Reyneau, miembros de esta colectividad, pero ademas integrantes del
grupo de Malebranche escribieron libros de texto de geometria con el enfoque de Descartes.
En especial, estos dos textos dedicaron capitulos a la ensefianza del método.

Los textos de Arnauld y Prestet también reflexionaron sobre la cantidad en general,
introdujeron el método de resolucién de problemas y elaboraron un discurso que criticé los
métodos de los antiguos; tomaron posicién sobre la relacion geometria — algebra con
nuevos elementos para una aritmética de las magnitudes. Operar con simbolos y hacer uso
del método analitico eran las bases de esta nueva practica. (Schubring, 2005; Barbin, 2009,
2010)

Estos textos seran analizados en los capitulos tres y cuatro en tanto representantes de

los sistemas de divulgacion de la obra cartesiana y de las comunidades en las que se fue



Diagramas y préactica matematica en la Geometria Cartesiana 61

desarrollando la practica cartesiana. En cuanto a la comunidad de cientificos, los dos tomos
de la segunda edicion en latin y, en cuanto a la comunidad educativa, las ediciones del texto
de Lamy y Reyneau, que reflejan la posicion de la congregacion de los oratorianos sobre el

cartesianismo.

2.5.2 Programa de Investigacion

Descartes abord6 las preguntas que circulaban entre las personas de ciencia del siglo
XVI1, esencialmente en dos textos: Rules for the Direction of the Mind (Descartes, 1952) y
Discourse on the Method of Rightly Conducting the Reason (Descartes, 1952). Estos
cuestionamientos Mancosu (1996, pp. 8-15) los formula de la siguiente manera:

a. ¢Las verdades matematicas pueden argumentarse solamente desde estructuras
I6gicas?

b. ¢La mejor definicion de la matematica como ciencia es la que se basa en el uso de
los criterios aristotélicos?

c. ¢Cual es el papel de las técnicas y los algoritmos que solucionan problemas de la
época con las consideraciones que se hacen de la matematica?

En ambas obras, Descartes propuso un método para llegar a las verdades que retine
las ventajas del analisis de los antiguos y el algebra de su época. Las reglas de este método
consistian en lo siguiente: a) no admitir como verdadero algo de lo cual se tuviera alguna
duda, b) dividir cada dificultad para examinar de ella tantas cosas simples como fuere
posible; c) iniciar las reflexiones por los objetos mas simples y faciles de conocer para
avanzar poco a poco a relaciones mas complejas; y, finalmente, d) realizar revisiones tan

amplias como para determinar que no se omite nada. (Montesinos, 1995)
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Esta novedosa metafisica revoluciono, en su época, la forma de hacer matematicas.
La base fundamental de la propuesta estuvo en dejar a un lado la perspectiva de los objetos
y enfocarse en las relaciones (Macbeth, 2004, 2014). El interés del estudio en las
matematicas cambid de objetos geométricos como lineas, circulos y poligonos a relaciones
entre segmentos de linea, las cuales se entienden como representantes de cantidades
arbitrarias y se pueden representar por medio de una nueva instancia semiotica para las
matematicas: las expresiones simbolicas.

Esta nueva mirada de los objetos permed los modos de representacion de los siglos
XVIl'y XVIII; las figuras humanas comenzaron a desaparecer al igual que los contextos
fisicos de los problemas, las imagenes estaban compuestas por relaciones geométricas.
Algunas de ellas mostraban lo que se queria analizar mediante diagramas en el espacio y el
tiempo. Las imagenes mostraban uno o varios momentos en el movimiento; se pasé de una
imagen estatica a una con movimiento continuo. (Alshwaikh, 2011; O'Halloran, 2005)

Una de las caracteristicas de la filosofia de Descartes es la descomposicion de los
problemas en sus partes mas simples. En matematicas esto se plasmd en la representacion
de objetos por medio de relaciones entre lineas a través del uso del teorema de Tales
(Alvarez, 2000). El programa de investigacion cartesiano implicé el uso de las razones y las
proporciones entre segmentos, que ya se habia planteado en los trabajos de Viéte, como
base fundamental de cualquier conocimiento. Este es el nuevo tratamiento para las
magnitudes: todas pueden representarse a partir de segmentos, los cuales pueden
relacionarse a partir de su cantidad de magnitud; y estas relaciones pueden expresarse
mediante simbolos con los que se pueden operar para reescribir las cantidades de magnitud
desconocidas a partir de las cantidades conocidas.

En Geometria, la practica matematica estuvo orientada a investigar lo siguiente:
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a. El método de solucion de problemas geométricos; procedimiento que recupero el
analisis problémico propuesto por Pappus y excluyo el analisis tedrico, es decir,
promulgéd su uso como método de solucion de problemas. (Graukroger, 1989, 2005)

b. El andlisis de las limitaciones de la deduccidn aristotélica. Descartes encamino0 su
busqueda en una empresa que se caracterizé por la formulacion de generalidades a
través de la resolucion de problemas, el uso de instrumentos mentales o fisicos y del
algebra de la época, esencialmente las reflexiones de Viete. El silogismo propuesto
por Aristételes y practicado por Euclides fue criticado por Descartes, por no ser un
método para crear matematicas, cualidad que encontro en el método de analisis.

c. Acepto instrumentos diferentes a la regla y el compas que le permitieron estudiar
nuevos criterios para determinar el caracter geométrico de las curvas.

Esta practica se caracteriza por una separacion del objeto fisico y su representacion,
para construir, a partir de determinadas relaciones, nuevas representaciones mentales.
(Macbeth, 2004, 2014). El intelecto puro no se enfoco en objetos dados a los sentidos o al
pensamiento sino en relaciones y patrones con los cuales podemos definir y clasificar
objetos matematicos.

La practica que inicié Descartes modificé la idea euclidiana de construccién. El
primer paso fue comparar los instrumentos tradicionales (la regla y el compas) con
compases articulados, para concluir que no existe diferencia en razonar con uno u otro tipo.
La concepcion euclidea de rigor consiste en dos asuntos (Detlefsen, 2005): a) considerar la
prueba y el conocimiento a partir de un modelo genético que implica que algo se conoce

mejor a través de sus causas; en el caso de las matematicas, esto se traduce en exhibir los



Diagramas y préactica matematica en la Geometria Cartesiana 64

principios basicos de la construccion; el otro asunto se refiere a: b) la construccion del

objeto en la prueba a partir de sus propiedades formuladas previamente:*3

Generally speaking, a theorem concerning a given type of object was taken to be
properly proved or demonstrated by showing how to construct objects of its type as
objects having the property asserted of them in the theorem. This allowed one to
witness the formation of the objects from their rudiments, and this exhibition of the
formation of objects became an important part of the traditional standard for rigor.

(Detlefsen, 2005, p. 237)

Esta idea de garantizar la existencia del objeto mediante su construccion sera
sustituida en el siglo siguiente por la primacia de los métodos algebraicos en los trabajos de
Euler y Lagrange. La construccién de los objetos en los textos antiguos se refiere a la
funcién de la imaginacion como un ejercicio cognitivo en el que participan imagenes que
pueden considerarse como diagramas en el sentido pierceano, porque a partir de estas
imagenes se hacen inferencias y se relacionan objetos geométricos. La construccion es una
entidad semidtica con caracteristicas diagramaticas, pues en ella se configuran propiedades
y caracteristicas del objeto.

Esto puede comprenderse como lo afirmaba Proclo (citado por Arana 2016, p.

465):* “it is in the imagination that the constructions, sectioning, positions, comparisons,

43 En términos generales, se considerd que un teorema relativo a un tipo de objeto dado estaba debidamente
probado o demostrado mostrando cémo construir objetos de su tipo, como objetos que tienen la propiedad que
afirma el teorema. Esto permitié presenciar la formacidn de los objetos a partir de sus rudimentos, y esta
exhibicion de la formacién de objetos se convirtié en una parte importante del estandar tradicional de rigor.

4 Es en la imaginacion donde tienen lugar las construcciones, secciones, posiciones, comparaciones,
adiciones y sustracciones, mientras que los contenidos de nuestro entendimiento permanecen fijos, sin
ninguna generacion o cambio.
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additions, and subtractions take place, whereas the contents of our understanding all stand
fixed, without any generation or change”.

Proclo medié las ideas entre la imaginacion aristotélica y el entendimiento platonico,
para la geometria, a partir de la siguiente idea; “the understanding contains the ideas but,
being unable to see them when they are wrapped up, unfolds and exposes them and presents
them to the imagination sitting in the vestibule.*® (Proclo citado por Arana 2016, p. 465)

En otra préactica, con otros principios, la idea de Descartes extendié la idea de
construccion®® a partir del uso de instrumentos articulados para el trazado de curvas
expandiendo la idea de imaginacion propuesta en Proclo, estos artefactos podrian ser

mentales o dibujados:*’

the legitimacy of a method of construction was determinable by whether that
method could be carried out in the imagination with adequate clarity and
distinctness. Thus Descartes held that constructions meeting his  “single motion ”
criterion of geometric legitimacy were as legitimate in geometry as the classical
constructions using just ruler and compasses, because all such constructions

required the imagination to control only one motion at a time. (Arana, 2016, p. 467)

4 El entendimiento contiene las ideas, pero, al no poder verlas cuando estan envueltas, las desdobla y expone
y las presenta a la imaginacion sentada en el vestibulo.

46 |a idea de construccion planteada por Descartes implica considerar: nuevos instrumentos, el movimiento
continuo y lineas tomadas como referencia de las relaciones entre segmentos. Un estudio completo de la idea
de construccion en Descartes se encuentra en Bos (2001).

47 La legitimidad de un método de construccidn se determinaba en funcién de si ese método podia llevarse a
cabo en la imaginacion con la claridad y la distincion adecuadas. Asi, Descartes sostuvo que las
construcciones que cumplian con su criterio de "movimiento Gnico" de legitimidad geométrica eran tan
legitimas en geometria como las construcciones clésicas que usaban solo regla y compas, porque todas esas
construcciones requerian que la imaginacion controlara solo un movimiento a la vez.



Diagramas y préactica matematica en la Geometria Cartesiana 66

De esta manera, la imaginacién aparece como fundante en el racionalismo moderno,
mucho antes de la simbolizacion, en la regla X1l y parte de la X111, Descartes desarrolla el
uso de las figuras para resolver problemas y en escritos anteriores describe el proceso

imaginativo a partir de la construccion de figuras;

Descartes’s suggested technique abandons arbitrary single images in favor of
multiple images interconnected by proportions. The proportional, thus
mathematically expressible, relations could be actively generated from one another
according to a rule governed physical model the proportions, or ratios, provide a

governing principle of rationality*®(Sepper, 2016, p.29)

El uso del método de analisis, que provoca toda la economia de pensamiento, se
encuentra en una nueva practica imaginativa, la solucion de problemas se expresa mediante
figuras. En el caso de las curvas algebraicas, obedece a la generacion de movimiento
mediante relaciones geométricas, la cual tuvo su expresion fisica en el dibujo de algunos
instrumentos:*° “This type of “mathematization” is a byproduct of imagination s regulated
use. Descartes does not mathematize thought so much as make it rigorously imaginative”.
(Sepper, 2016, p. 32)

En este sentido, la geometria es el ejemplo del uso de la imaginacién en la
interpretacion bidimensional del mundo. Es a partir de ésta que es posible comprender la

solucion del problema de Pappus o comprender el compas para trazar medias

48 La técnica sugerida por Descartes abandona imagenes individuales arbitrarias en favor de imagenes
multiples interconectadas por proporciones. Las relaciones proporcionales, por lo tanto, mateméaticamente
expresables, podrian generarse activamente entre si de acuerdo con un modelo fisico gobernado por reglas.
Las proporciones, 0 razones, proporcionan un principio rector de racionalidad.

49 Este tipo de "matematizacion” es un subproducto del uso regulado de la imaginacion. Descartes no
matematiza el pensamiento tanto como lo hace rigurosamente imaginativo.
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proporcionales. La revision de esta obra permite comprender que las representaciones
algebraicas son producto del estudio de relaciones a través de imagenes. Geometria es un
puente en el cambio de la practica matematica, mantiene algunos asuntos de la tradicion y
define algunos de los inicios de lo que seran las préacticas de Leibniz y Newton.

El otro aspecto que desarrolla Descartes en su programa de investigacion es la
mathesis Universalis. Existe una discusion abierta respecto a su significado y su alcance;>°
en general, no queda claro si la mathesis es el mismo método o es una ciencia
independiente, que podria ser lo que hoy llamamos algebra. En esta tesis, teniendo en
cuenta sobre todo la segunda edicion de la Geometria en latin, se diferencia mathesis de
método en el siguiente sentido: el método hace parte de la mathesis Universalis la cual se
aplica para todas las ciencias, como lo afirma Descartes en la regla IV (Arenas, 1996). La
mathesis permite usar la razon en cualquier ciencia y, en este sentido, necesita de un
método para construir la verdad. La mathesis es una ciencia general que explica todo lo que
podemos buscar en orden y medida (Rabouin, 2016). La mathesis tiene que ver con el
proyecto filoséfico de Descartes sobre la verdad; proyecto que incluye la matematica, pero
se desarrolla para cualquier conocimiento.

2.5.3 Lenguaje Formal

En Geometria se utilizan diferentes registros para los objetos geométricos y las
relaciones que se establecen entre ellos, por una parte, se organizan en construcciones y por
otra, se representan algebraicamente. Sin embargo, estos registros no se establecen de

manera independiente en la obra, el registro algebraico siempre esta interpretado a partir de

50 Una revision de los planteamientos realizados por los comentaristas de Descartes respecto a la mathesis
Universalis se encuentra en Rabouin (2016).
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la geometria. De esta manera, el lenguaje simbolico usado por Descartes es de naturaleza
geométrica. (Macbeth, 2004)

Con Descartes, se inicia un cambio en la naturaleza semidtica de los problemas de la
ciencia. En Geometria los modelos relacionales se concretaron a través de diagramas que
permiten interpretar las relaciones geométricas de los objetos, este tipo de enfoque permite
la representacion de objetos que no son visibles en el diagrama sino por medio de
movimiento, como por ejemplo una curva de segundo grado. (Alshwaikh, 2011)

No es el lenguaje simbdlico del algebra lo que marca el surgimiento de la
matematica moderna; sino, la reorientacion que permitio un lenguaje que expresa relaciones
entre segmentos de lineas, que representan cantidades arbitrarias y que permiten signar una
relacién matematica a partir de su representacion simbdlica. (Rabouin, 2017)

En general, terminando el siglo XVI1II, la figura que permite la solucion de un
problema no es absolutamente necesaria, para estos momentos, un problema puede ser
resuelto usando unicamente simbolos. Las relaciones geométricas ya no se registran
exclusivamente en la figura, ahora, las técnicas algebraicas y la representacion analitica -
ecuacion- de los objetos, permite el tratamiento simbolico. Las iméagenes en Descartes por
su caracter relacional son inferenciales; en este sentido cumplen con las caracteristicas de
diagrama expuestas en el apartado 2.2.

La dependencia que se establece entre el simbolo y el objeto geométrico que
representa, se origina en el proceso de ordenar y relacionar los objetos en la figura, al
nombrar lo conocido y desconocido y relacionarlo usando proporciones. Luego, en la
consecucion del principio analitico, el tratamiento de los simbolos cambia de funcion y se
establecen a partir de las operaciones y técnicas algebraicas. Obtenida la ecuacion que

representa el problema, los simbolos vuelven a ser interpretados en su naturaleza
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geométrica. Esta doble funcidn del simbolo en el proceso de analisis es lo que permite
deducir el principio analitico que representa una situacion.

En este sentido, comenta O'Halloran (2005) que Descartes descubrid que las curvas
podian describirse y representarse por medio de simbolos matematicos; es mas, la
originalidad cartesiana consiste en haber demostrado que existia una expresion algebraica
que representaba una familia de curvas. Pero, lo reciproco no le intereso porque el simbolo

como entidad linguistica no era estable;

The underlying reason for Descartes' claim that the linguistic descriptions

cause ‘confusion in our thinking' is that the linguistic version means something quite
different to what is generally considered to be the symbolic equivalent. As
explained in the discussion of language and photographs in Chapter 1, different
semiotic resources have the potential to mean different things. In Descartes'
example, the linguistic term 'the cube' is semantically a fixed entity through its
grammatical instantiation as a noun. It is an object, a thing, a participant or entity.
On the other hand, the symbolic ax3 is not a fixed object, rather it is a complex of
interactive participants which combine through the process of multiplication as seen
in the expanded form a X x X x X x. The symbolic expression is not a stable fixed
entity like the linguistic nominal group, rather it is a dynamic complex which may
be reconfigured in different ways. This type of symbolic expression offers countless

alternatives to describe different curves; for example, x3, 2x3, 3x3 and so forth.
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Given that Descartes' aim is to construct and differentiate between curves, it is not

surprising that the symbolic descriptions are preferred.> (O'Halloran, 2005, p. 54)

En Geometria no se desarroll6 un lenguaje simbolico como el que se conoce hoy;
Descartes describia patrones geométricos expresados en términos de proporciones. Los
simbolos que propuso estan construidos para trabajar en un campo semantico particular,
que se puede describir mediante segmentos, circulos y curvas geométricas. A este respecto

es interesante la siguiente cita®? de ( O'Halloran, 2005):

The famous Cartesian mind and body duality was attached to the semiotic forms
which were used to represent each realm. Symbolic and specialized mathematical
forms of visual semiosis were located in the realm of the mind which was, according
to Descartes, the proper site for securing knowledge. Language belonged to the
realm of the everyday and to the body and its sensory apparatus. This remarkable

shift in emphasis resulted in a sharp dichotomy between the different forms of

51 La razon subyacente de la afirmacion de Descartes de que las descripciones linglisticas causan
“confusion en nuestro pensamiento” es que la version linguistica significa algo bastante diferente de lo que
generalmente se considera el equivalente simbdlico. Como se explico en la discusion sobre el lenguaje y las
fotografias en el Capitulo 1, diferentes recursos semiéticos tienen el potencial de significar cosas diferentes.
En el ejemplo de Descartes, el término lingiistico "el cubo™ es seméanticamente una entidad fija a través de su
ejemplificacién gramatical como sustantivo. Es un objeto, una cosa, un participante o una entidad. Por otro
lado, el ax3simbélico no es un objeto fijo, sino un complejo de participantes interactivos que se combinan a
través del proceso de multiplicacion como se ve en la forma expandida a X x X x X x . La expresion
simbolica no es una entidad fija estable como el grupo nominal linglistico, mas bien es un complejo dindmico
que puede reconfigurarse de diferentes formas. Este tipo de expresién simbolica ofrece innumerables
alternativas para describir diferentes curvas; por ejemplo, x3, 2x3, 3x3 y asi sucesivamente. Dado que el
objetivo de Descartes es construir y diferenciar entre curvas, no es sorprendente que se prefieran las
descripciones simbdlicas.

52 |a famosa dualidad cartesiana de la mente y el cuerpo se adjunté a las formas semiéticas que se utilizaron
para representar cada &mbito. Las formas matematicas simbdlicas y especializadas de semiosis visual estaban
ubicadas en el reino de la mente que era, segun Descartes, el sitio apropiado para asegurar el conocimiento. El
lenguaje pertenecia al &mbito de lo cotidiano y al cuerpo y su aparato sensorial. Este notable cambio en el
énfasis resultd en una marcada dicotomia entre las diferentes formas de semiosis, y esto incluy6 una
diferencia en los valores asignados a cada uno.
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semiosis, and this included a difference in the values attached to each. (O'Halloran,

2005, p.55)

Siendo asi, el paso de los diagramas a los calculos algebraicos en contexto
geométrico proporciond un discurso miltisemidtico®® para la curva; una familia de curvas
puede expresarse mediante una ecuacion, una igualdad o una proporcion, pero también
puede presentarse con un movimiento de un compas o con la interseccion de dos curvas.

Esta vision multisemiotica permitid la basqueda de ecuaciones equivalentes para
poder obtener la simplificacion de ecuaciones y contribuir con el requisito de resolver
problemas trabajando con la ecuacion de menor grado posible. Se usé el simbolo como
parametro que expresaba la operacion entre varias relaciones y que permitio simplificar una
expresion.

Respecto a su presentacion hay que recordar que la Geometria no esta organizada a
partir de postulados, definiciones y pruebas, sino que es un texto basado en la solucién de
problemas. Cada libro empieza afirmando las hipotesis que hacen posible el desarrollo
conceptual que realiza. En el libro primero, que todos los problemas puedan ser reducidos a
conocer la longitud de algunas lineas. El libro segundo, las condiciones que permiten
comprender instrumentos diferentes a la regla y el compas en la Geometria. El tercer libro,
las condiciones para considerar el estudio y la clasificacion de curvas. Se parte de estos
criterios y se desarrolla la solucién a las problematicas planteadas partiendo siempre desde

lo més simple.

53 Se comparte con O'Halloran (2005) que las matematicas son multisemidticas, es decir, discursos formados a
través de elecciones de los sistemas de signos funcionales del lenguaje, el simbolismo matemaético y el
despliegue visual.
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2.5.4 Métodos de Prueba

Para Descartes verdad y prueba son diferentes. Puesto que su idea de verdad
depende de su nocién de Dios,> la prueba era un asunto irrelevante para la verdad
(Hacking, 1980). Dios dio al hombre lo necesario para el entendimiento y la razon, la
prueba se relaciona con cultivar el pensamiento para no tener duda de que algo es cierto, es
una subjetividad, porque Dios tiene la verdad de lo que creo.

Descartes se opuso a la silogistica de razonamiento llevada a cabo por los
escolasticos, en especial en el discurso del método y en reglas de la direccion del espiritu
critica el papel de la silogistica por probar cosas que se conocen, y en consecuencia a la
utilidad para solucionar problemas, por lo tanto, con estos argumentos mostré la necesidad
de encontrar un método que sirva para la creacion. (Graukroger, 1989).

El método para descubrir las verdades que plantea Descartes se encuentra de manera
general en varias de los planteamientos que realiza en Reglas, especificamente en las reglas

IV, V, VI. En el caso de la Geometria quedaron consignadas de la siguiente manera:>®

If, then, we wish to solve any problem, we first suppose the solution already
effected and give names to all the lines that seem needful for its construction, to
those that are unknown as well as to those that are known. The, making no
distinction between known and unknown lines, we must unravel the difficulty in any

way that show most naturally the relations between these lines, until we find it

54 Este asunto es tratado a fondo en el capitulo 7 y 8 de Gaukroger (1980).

%5 Si, entonces, queremos resolver algln problema, primero suponemos la solucién ya efectuada y damos
nombre a todas las lineas que parezcan necesarias para su construccion, tanto a las que se desconocen como a
las que se conocen. Luego, sin hacer distincién entre lineas conocidas y desconocidas, debemos desentrafiar la
dificultad de cualquier manera que muestre mas naturalmente las relaciones entre estas lineas, hasta que
encontremos posible expresar una cantidad Unica de dos maneras. Esto constituird una ecuacion, ya que los
términos de una de estas dos expresiones son juntos iguales a los términos de la otra.



Diagramas y préactica matematica en la Geometria Cartesiana 73

possible to express and single quantity in two ways. This will constitute and
equation since the terms of one of these two expression are together equal to the

terms of the other. (Descartes, 1954, p.p. 8-9)

Este método recupero el analisis problémico de Pappus y excluyo el analisis teorico,
es decir, dejo a un lado las posibilidades deductivas y encamind su bdsqueda en una
empresa que se caracteriza por la formulacion de generalidades a través de la resolucion de
problemas.

La nueva metafisica, lleva a pensar los objetos geométricos a partir de relaciones
permitiendo el afloramiento de una técnica de solucion de problemas geométricos. El punto
concluyente de esta relacion se origina cuando con la simbologia del algebra en contextos
geométricos se logra interpretar la solucién de un problema a partir de una ecuacion, este
principio analitico, ahora contiene la solucidn del problema y representa las relaciones
geométricas que originaron la ecuacion.

Los métodos que usa para resolver problemas y probar que sus hipdtesis eran ciertas
fueron el analisis y la sintesis, distinguiéndolos entre el método de descubrimiento -
analisis- y el método de presentacion -sintesis-. Descartes usa el analisis para mostrar
metodicamente cdmo se descubre la solucién a un problema. En la resolucion de un
problema el analisis permite encontrar algo que es desconocido, por ahora, no la verdad de

una proposicion.

En el analisis, al suponerse que lo que se busca ya ha sido obtenido, examinamos
aquello de donde procede y de nuevo las premisas de donde esto procede, hasta que
remontamos de esta manera a algo ya conocido o que cumple la funcién de

principio.
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A lainversa, en la sintesis se supone ya obtenido lo que en el analisis se busca como
altimo término. Colocando en el orden natural (deductivo) los antecedentes del
analisis en lugar de consecuentes, y relacionando unos y otros, llegamos a la meta

que es la construccion del objeto buscado. (Arboleda, 2012, p. 2).

El proceso de analisis implica la representacion del problema por medio de un
diagrama, en donde se supone la solucidn por medio de la construccion de las relaciones
geométricas, fue a partir de estas imagenes que realiza el analisis que devela la solucion.

De igual manera, el analisis involucra la construccion de ecuaciones bajo la practica
geométrica propuesta. Este fue un medio que permitié otra forma de argumentacion para las
magnitudes y el caracter numérico de las cantidades desconocidas respecto a la tradicion
griega, pero siguiod soportado en razones y proporciones. En la Geometria se construyeron
diagramas que muestran las relaciones entre objetos geométricos y permiten especificar a

partir de ecuaciones lo que se considera dado;

“En adelante se podian incluir en el razonamiento todos los elementos que estaban
implicados, como si todos fueran dados, sin que esta unificacion de tratamientos y
procedimientos implicaran en ningin momento el menor riesgo de confusion en

cuanto al estatuto exacto de cada uno de ellos” (Gardies como se citd en Arboleda,

2012, p.3)

Esta vision escritural de lo conocido y lo desconocido en la forma de solucionar
problemas, herencia de los trabajos de Viete, permite que lo desconocido tenga el mismo

estatus de lo conocido, y se pueda operar con estas cantidades de magnitud. La metodologia
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de solucion de problemas propuesta por Descartes implico una nueva forma de asumir los
problemas geométricos.

En el andlisis de la practica matematica cartesiana el metodo es un foco de
indagacion, nos interesa construir las transformaciones en la relacion entre los diagramas y
la metodologia de solucion de problemas, identificar como se interpreto el método y la

contribucion de los diagramas como recurso en la presentacion de esta heuristica.

2.5.5 Conceptos

El entramado conceptual de la Geometria se desarrolla en el discurso que acompafa
la soluciones y por medio de éstas, en tanto relaciones entre cantidades de magnitud
representadas por medio de segmentos. Los conceptos de razon y proporcion son
fundamentales para entender el proceso de unificacion de la aritmética y la geometria por
medio de técnicas algebraicas. Como Descarte sefiala a la princesa Isabel en carta del 17 de

noviembre de 1643:°6

In considering a problem in geometry, | always make it so that the lines which | use
to find the solution to the problem are parallel or intersect at right angles as much as
is possible, and I do not consider any other theorems but that the sides of similar
triangles have a similar proportion between them, and that in right triangles, the
square of the base is equal to the sum of the squares of the sides. (Rabouin, 2017,

p.16)

% Al considerar un problema de geometria, siempre hago que las lineas que uso para encontrar la solucion al
problema sean paralelas o se crucen en angulos rectos tanto como sea posible, y no considero ningun otro
teorema que los lados de triangulos similares tienen una proporcion similar entre ellos, y que en triangulos
rectangulos, el cuadrado de la base es igual a la suma de los cuadrados de los lados (a Elisabeth, 17 de
noviembre de 1643)
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Descartes hace referencia a sus dos grandes herramientas de trabajo: el teorema de
Pitagoras y el teorema de Tales de Mileto. En el Discurso del método Descartes afirmé que
las matematicas tienen un ndcleo universal dado por razones y proporciones. Este ndcleo es
el medio para adelantar uno de los pasos del método consistente en descomponer el
problema en sus relaciones mas simples. Sin embargo, el uso de las razones y proporciones

no es el mismo que el de la perspectiva euclideana:

(...) una vez liberada de la limitante expuesta por la condicion de homogeneidad
entre las magnitudes involucradas en una razon, una proporcion se convierte en una
operacion entre cantidades que pueden traducir la construccién, o el postulado, de la

cuarta proporcional en un algoritmo que define una ecuacion. (Alvarez, 2000, p. 66)

Veamos como procede Descartes a este respecto. EI primer problema conceptual que
se aborda en la Geometria es la definicion de las operaciones de suma, resta, adicion,
multiplicacién y raiz cuadrada en el contexto geométrico de los segmentos de linea, que
como hemos indicado anteriormente representan magnitudes abstractas. Desde las primeras
paginas, Descartes plantea su separacion de formas tradicionales de operatividad

euclidiana:®’

Just as arithmetic consists of only four or five operations, namely, addition,
subtraction, multiplication, division and the extraction of roots, which may be

considered a kind of division, on in geometry, to find required lines it is merely

57 Asi como la aritmética consta de sélo cuatro o cinco operaciones, a saber, suma, resta, multiplicacion,
divisién y extraccién de raices, que puede considerarse una especie de divisién, en geometria, para encontrar
las lineas requeridas, simplemente es necesario sumar o restar otras lineas; o bien tomando una linea que
Ilamaré unidad para relacionarla lo més estrechamente posible con los nimeros.



Diagramas y préactica matematica en la Geometria Cartesiana 77

necessary to add or subtract other lines; or else taking one line which I shall call

unity in order relate it as closely as possible to numbers. (Descartes, 1954, p. 2)

Este fragmento introduce un elemento fundamental en el desarrollo de la teoria
cartesiana: la unidad; una cantidad geomeétrica arbitraria con la cual es posible operar y
medir en multiplicidad, pues la razon de una cantidad a la unidad permite el surgimiento de
una medida absoluta de tal cantidad. También le permite definir las operaciones basicas a
partir de las relaciones expresadas algebraicamente entre segmentos de linea (Macbeth,
2004). Esta misma nocidn le permitid linealizar el espacio; fundamentalmente, en el
problema de Pappus, se usan dos lineas como principales y todas las demas se representan a
partir de ellas. La unidad es primordial en la idea de espacio que crea Descartes a partir de
lineas de referencia y puntos posicionados a partir de ellas.

Se aritmetiza el tratamiento de la magnitud al ser representadas por medio de su
cantidad, y éstas por medio del algebra. La teoria algebraica usada es cerrada para las
operaciones de suma, multiplicacion y extraccién de raices. Se dio existencia a un
segmento que es el producto de dos segmentos dados o la raiz de un segmento que es otro
segmento, asunto que cambid la condicion de homogeneidad de la geometria euclidea.

Descartes utiliza este concepto de unidad y el teorema de Tales sobre tridngulos

semejantes (Euclides V1.4), para definir la multiplicacion de la siguiente manera®:

For example, let AB be taken as unity, and let itbe required to multiply BD by BC. |

have only to join the poins A and C, and draw DE parallel to CA; then BE is the

%8 Por ejemplo, supongamos que AB se toma como unidad y se requiere multiplicar BD por BC. Solo tengo
que unir los puntos Ay C, y dibujar DE paralelo a CA; entonces BE es el producto de BD y BC. Si se requiere
dividir BE por BD, uno E'y D, y dibujo AC paralelo a DE; entonces BC es el resultado de la division.
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product of BD and BC. If it be required to divide BE by BD, | join E and D, and

draw AC parallel to DE; then BC is the result of the division. (Descartes, 1954, p. 5)

D A B

Figura 6. Diagrama de la multiplicacion. (Descartes, 1954, p. 5)

Haciendo uso del mismo diagrama, definid la division como:® “If it be required to
divide BE by BD, I join E and D, and draw AC parallel to DE; then BC is the result of the
division.” (Descartes, 1954, p. 5)

Para definir la operacion de extraccion de raiz cuadrada,®® uso el teorema de la altura
(Euclides, V1.8), dejando al lector la representacion de dos ideas importantes: a) que el
triangulo FIH es rectangulo en el punto I. b) que la altura IG al lado FH determina
triangulos semejantes a partir de los cuales se obtienen relaciones proporcionales. Veamos

la definicion:

If the square root of GH is desired, | add, along the same straight line, FG equal to

unity; then, bisecting FH at K, | describe the circle FIH about K as a center and

59 Si se requiere dividir BE por BD, uno E y D, y dibujo AC paralelo a DE; entonces BC es el resultado de la
division.

60 Si se desea la raiz cuadrada de GH, agrego, a lo largo de la misma linea recta, FG igual a la unidad; luego,
biseccionando FH en K, describo el circulo FIH alrededor de K como un centro, y dibujo de G una
perpendicular y la extiendo hasta I, y GI es la raiz requerida. No hablo aqui de raiz ctbica, de otras raices, ya
que hablaré més convenientemente de ellas més adelante.
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draw from G a perpendicular and extend it to I, and Gl is the required root. I do not
speak here of cube root, a other roots, since | shall speak more conveniently of them

later. (Descartes, 1954, p. 5)

- H
P G K

Figura 7. Diagrama de la raiz cuadrada. (Descartes, 1954, p. 6)

Definidas las operaciones, Descartes procede a la solucién del problema de Pappus
al cual ya nos hemos referido, y luego al desarrollo de una teoria de curvas algebraicas. En
su presentacion de la Geometria desarrolla tres tipos de construcciones para las curvas
(Bos, 2001):

a. La curva es producto de un movimiento continuo subordinado y regulado.

Ejemplos de este tipo son las curvas elaboradas por medio de instrumentos.

b. La curva esta conformada por puntos, los cuales cumplen las relaciones del

problema a resolver; es decir, la curva es el lugar geométrico de los puntos que

satisfacen las condiciones del problema. Un ejemplo de esta relacion esta dado por
las conicas como lugar geométrico de la solucion del problema Pappus para cuatro
lineas.

¢. Un conjunto de puntos pertenece a una curva, la cual es producida por los puntos

que interceptan otras curvas. Este tipo de interpretacion puede verse en la solucion

del problema de Pappus para cinco rectas.
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Aunque el analisis cartesiano apunta a determinar la expresion algebraica del lugar
geométrico que soluciona el problema, la posteridad privilegi6 ante todo la curva en tanto
representacion visual; el momento sintético del método adquirié mas jerarquia que el
analitico; a la ontologia geomeétrica se le asignd un valor epistemologico mas fuerte que a la
ecuacion o expresion analitica del principio constitutivo de la “curva algebraica”.

En su innovadora forma de ver los nuevos objetos geomeétricos (curvas algebraicas),
Descartes conect6 la aceptabilidad de una curva en geometria directamente con los objetos
matematicos o con los instrumentos con los que puede ser construida; acepto la interseccién
de curvas cuyo movimiento controlado puede producir nuevas curvas.

Alrededor de la aceptabilidad de curvas, Descartes mantuvo los siguientes criterios y
procedimientos (Bos,1984):

a. Las curvas que son aceptadas pueden representarse a partir de ecuaciones

algebraicas.

b. Las curvas aceptadas pueden ser representadas por medio de un par de lineas

principales, que se interceptan. Este es el marco de referencia para registrar y

ordenar las relaciones que generan la curva.

c. Si la curva tiene expresion algebraica debe ser posible trazarla mediante una

cantidad de movimientos controlados y esto es un medio aceptable de construccién

geomeétrica.

d. Una construccion geométrica debe realizarse siempre con las curvas mas simples,

las cuales son del menor grado posible.

Estos criterios permiten entender una transformacién crucial en la préctica

matematica que introduce Descartes: la construccion de la ecuacion tiene una posicion
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decisiva en la teoria y en la practica cartesiana; establece un puente entre el uso del algebra
como herramienta y el conocimiento de relaciones a partir de la geometria. (Bos, 2001)

De esta manera, Descartes fue elaborando un enfoque unificado de técnicas
algebraicas, en donde los problemas que son susceptibles de construccion podrian reducirse
a un grupo de problemas estandares, los cuales podrian ser representados por las relaciones
de una construccion conocida.

Como consecuencia de este modelo de generacion de curvas algebraicas y del
método de solucion de problemas, la practica de Descartes caracteriz un nuevo espacio
geométrico dotado de las operaciones anteriormente definidas, elabor6 procedimientos
constructivos de curvas en ese espacio, introdujo en éste lineas referenciales o sistema de
coordenadas para relacionar los objetos mediante posiciones geométricas permitiendo la

representacion espacial que luego se transformo en escritura algebraica.

2.5.6 Métodos Argumentativos

Parte del trabajo de la Geometria consiste en eliminar la restriccion de lo geométrico
a lo construido con regla y compas, y aceptar que algunas curvas denominadas por los
antiguos como mecéanicas tengan un nuevo estatuto de curvas geomeétricas.

Al inicio del libro Il de la Geometria se presenta la clasificacion de curvas conocida
hasta ese momento; se reconoce la clasificacion realizada por Pappus entre problemas
planos, sélidos y lineales; se cuestiona el rechazo de curvas que se trazan con instrumentos
diferentes a la regla y el compas en geometria euclidea; se afirma que la construccion de
por medio de objetos mecanicos alcanza igual precision que los construidos por regla 'y
compas. Estos aspectos permiten mostrar que el método permite solucionar los problemas

antiguos de manera mas eficaz y que algunos problemas que no tenian solucién por los
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métodos antiguos, se les puede dar respuesta. Sin embargo, Descartes aclara que la
geometria busca en cualquier caso exactitud en el razonamiento.
Descartes usa argumentos por analogia para justificar por qué es posible considerar

otro tipo de instrumentos para trazar curvas que también fueran geométricas®::

If we say that are called mechanical because some sort of instrument has to be used
to describe them, then we must, to be consistent reject circles and straight lines,
since these cannot be described on paper without the use of compasses and ruler,
which may also be termed instruments. It is not because the other instrument, being
more complicated than the ruler and compasses, and therefore less accurate, for it
this were so they would have to be excluded from mechanics, in which accuracy of
construction is even more important that in geometry. In the latter exactness of
reasoning alone is sought, and this can surely be as thorough with reference to such
line as to simpler ones. | cannot believe, either, that it was because they did not
wish to make more than two postulates, namely, (1) a straight line can be drawn
between any two points, and (2) about a given center a circle can be described

passing through a give point. (Descartes, 1954, p. 43)

Con este discurso incluye el tratamiento de curvas por medio instrumentos

mecanicos que permiten trabajar sobre ideas primarias en matematicas. Al parecer

61 Si decimos que se llaman mecanicos porque se tiene que usar algin tipo de instrumento para describirlos,
entonces debemos, para ser consistentes, rechazar circulos y lineas rectas, ya que estos no se pueden describir
en papel sin el uso de compas y regla, que se pueden también denominar instrumentos. No es porque el otro
instrumento, al ser mas complicado que la regla y el compas, y por lo tanto menos preciso, si asi fuera, habria
que excluirlos de la mecénica, en la que la precision de construccidn es ain mas importante que en la
geometria. En el altimo caso, la exactitud del razonamiento es la Gnica razon, y esto seguramente puede ser
tan completo con referencia a tal linea como a otras mas simples. Tampoco puedo creer que se deba a que no
deseaba hacer mas de dos postulados, a saber, (1) se puede trazar una linea recta entre dos puntos
cualesquiera, y (2) alrededor de un centro dado se puede describir un circulo. pasando por un punto dado.
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Descartes abordo6 desde sus primeros afios de produccion de Geometria los tres problemas
clasicos y por lo tanto la resolucion de ecuaciones de tercer grado. Esto lo lleva a abordar el
problema general de las medias proporcionales, asunto que desde Hipdcrates de Quios se
sabia solucionaba el problema clasico de la duplicacion del cubo; al hallar dos medias

proporcionales entre la longitud del cubo original y dos veces esa longitud, es decir:

Y

a x
x y 2a

Componiendo las razones, se obtiene:

Este calculo conocido por Descartes no implica saber cuales son las proporciones, es
decir, el valor para x y y, la solucidn se encuentra al resolver una ecuacion de tercer grado.

Para abordar este problema construye el siguiente instrumento:%2

For example, there is, | believe, no easier method of finding any number of mean
proportional, nor one whose demonstration is clearer, that the one which employs
the curves described by the instrument XYZ, previously explained. Thus, if two mean

proportional between YA and YE be required (...). (Descartes, 1954, p. 155)

62 Por ejemplo, creo que no hay un método mas facil para encontrar cualquier nimero de proporcionales
medias, ni uno cuya demostracion sea mas clara, que el que emplea las curvas descritas por el instrumento
XYZ, explicado anteriormente. Por lo tanto, si se requieren dos proporcionales medios entre YAy YE
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Figura 8. Compas para trazar medias proporcionales. (Descartes, 1954 p. 154)

En interpretacion moderna, las relaciones que permiten el funcionamiento del
instrumento son los triangulos CBY,DYC,EYD, FYE,GYF, HY G; que son semejantes y
rectangulos para cualquier abertura del compés. De esta manera, se obtienen las siguientes

proporciones:

YB_YC YD YE YF YG
YC YD YE YF YG VYH

El desarrollo de la media proporcional es un ejemplo del papel que Descartes le
confiere a la instrumentalizacion como medio de la inteligibilidad.5® EI proceder con el
instrumento mecanico permite conocer las lineas que solucionan el problema, las cuales
cumplen la relacién proporcional para cualquier apertura del instrumento. Las curvas que
resultan del movimiento del aparato contienen todos los puntos posibles que solucionan el

problema. Entonces, los argumentos sobre la solucion pasan al estudio de la curva que se

83 La integibilidad se entiende como la adquisicién de un conocimiento verdadero y la posibilidad de asegurar
la verdad de ese conocimiento. (Paty, 1997, p.135).
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conforman; en ese momento, ella misma se convierte en objeto de investigacion. Este
asunto se desarrolld en el libro 111 de Geometria.

El recuento de este fragmento muestra su forma de proceder, la argumentacion se
desarrollo a partir de las hipotesis que plantea respecto a las medias proporcionales, para
luego ir haciendo uso del método e ir acopiando argumentos que le permitan ir
generalizando el asunto que quiere tratar. EI método implicaba descomponer el problema
en sus partes mas elementales; estos son los argumentos mas simples para solucionar el
problema de las medias proporcionales, a partir de la interaccion de ellos se elaboran los

argumentos que permitian justificar el instrumento y encontrar la ecuacion solucion.

2.5.7 Estrategias de Prueba

En los inicios del siglo XVII una de las emergencias que se origind fue un nimero
de problemas no planos que eran Utiles en la préctica de otras comunidades como las de
dibujantes y artesanos y de otras ciencias como la Astronomia y la Balistica. Para realizar
estas manufacturas se usaban curvas mecéanicas y construcciones por puntos que no
pertenecian al canon de lo que se consideraba curva geométrica, pero con las cuales se
resolvian problemas cuyos contextos son geométricos. Como se ha indicado en las otras
componentes, Descartes considerd cambio en los recursos validos para realizar la
construccion geométrica que le permiten establecer una nueva clasificacion para las
curvas.® Esta técnica de estudio que incluye instrumentos y la heuristica de generacion de
curvas por medio de la interseccion de curvas de menor grado tuvo su desarrollo entre 1637
y 1750. Después de estos afios, se impuso la vision del metodo analitico a partir de técnicas

algebraicas y cuya principal caracteristica es la manipulacion de formulas. (Bos, 1984)

64 El texto de Bos (2001) se dedica a analiza los cambios en el concepto de construccion y exactitud.
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Descartes plantea una forma para clasificar curvas a partir de la posibilidad de

construccion®:

| think the best way to group together all such curves and then classify them in
order is by recognizing the fact that all points of those curves which we may call
“geometric”, that is, those which admit of precise and exact measurement, must
bear a definite relation to all points of a straight line, and that this relation must be

expressed by means of a single equation. (Descartes, 1954, p.48)

La estrategia de comprobacion para la solucion de problemas que luego se extiende
a las proposiciones matematicas se completa al clasificar las curvas a partir de su
posibilidad de construccién y de ser representadas por medio de una expresion algebraica.
Descartes relaciona los instrumentos que hacen posible trazar una curva, la construccién
geométrica de ella, su representacion simbdlica y la solucion de esta ecuacion, con
expresiones algebraicas estandarizadas y generales, por ejemplo, todas las ecuaciones de
segundo grado. Si un problema es representado por una ecuacién cuadratica, su solucion es
construible por regla y compas, a continuacion, identifica un ejemplo que le permita
mostrar la relacion geometria con el algebra; para concluir que cualquier problema
geométrico construible con regla y compéas conduce a la resolucion de una ecuacion

cuadrética.

% Creo que la mejor manera de agrupar todas esas curvas y luego clasificarlas en orden es reconociendo el
hecho de que todos los puntos de esas curvas que podemos llamar "geométricos", es decir, aquellos que
admiten una medicion precisa y exacta, deben llevar una relacion definida con todos los puntos de una linea
recta, y que esta relacion debe expresarse mediante una sola ecuacion
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El trabajo que se exhibe en Geometria conduce a una organizacion por clases de
expresiones algebraicas y al reconocimiento de generalidades que se sintetizan a través de

una forma algebraica:%®

Construction in geometry should be performed by the intersection of curves. The
curves had to be geometrically acceptable and simplest possible for the problem at
hand. Geometrically acceptable curves were precisely the algebraic ones; their

simplicity was to be determined by their degrees.” (Bos, 2001, p. 374).

Descartes acepta la continuidad de las curvas siempre que sea posible saber como se
genera cada uno de sus puntos.

Descartes no disefia un camino hacia la prueba y la demostracién matematica; en su
Geometria puede verse una estrategia, un camino para cumplir con el programa propuesto.
La habilidad consistio en poder organizar otra forma de estudio, la cual cumplia con las
caracteristicas relacionales de su metafisica y con la idea de descomponer en los elementos

mas simples, como lo propuso en su método.

2.6 Diagramas en la Geometria de Descartes de 1637

En este apartado, se aborda la naturaleza y el uso de las imagenes en la Geometria,
su relacion con el método de resolucion de problemas y su importancia en el
establecimiento del vinculo entre relaciones geométricas y expresion algebraica en el

contexto geometrico.

% |_a construccion en geometria debe realizarse mediante la interseccion de curvas. Las curvas tenian que ser
geométricamente aceptables y lo méas simples posible para el problema en cuestién. Las curvas
geométricamente aceptables eran precisamente las algebraicas; su sencillez debia ser determinada por sus
grados.
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Segun O'Halloran (2005), en los siglos XVII'y XVIII hubo un cambio en los
modelos de representacion en el arte y la ciencia, se pasa del detalle de la figura humana y
de la representacion icénica a diagramas que analizan la funcionalidad de los objetos o del
cuerpo. Este fue el caso de la dptica, la mecanica y la fisica. Pero, es Descartes quien inicia
en matematicas un proceso que va a desencadenar en un paulatino desuso de este signo.
(Alshwaikh, 2011)

Al revisar la Geometria se encuentran 28 imagenes que estan asociadas a cuatro
tipos de problematicas que esta abordando el autor: construccion de operaciones, solucion
de problemas, instrumentos y construccion de curvas, y solucion de ecuaciones. Estas
actividades en las que aparece el diagrama se van a usar como categorias para realizar la
presentacion de este texto. En el documento, algunas imagenes se repiten y no siempre
tienen un uso directo o se les puede asociar un texto; este caso se evidencia en el desarrollo
de la solucién del problema de Pappus para cuatro rectas, por lo tanto, en este documento se
describe la imagen cuando se asocia a un texto especifico.

Al usar las caracteristicas de diagrama propuestas en el marco de referencia se
examina la necesidad y la posibilidad que tiene un intérprete de usar estas imagenes como

diagramas. De igual manera, se determina qué tipo de uso tiene el diagrama en la obra.

2.6.1 Construcciones de Operaciones

Al inicio de Geometria se encuentran las primeras iméagenes que hacen referencia a
las construcciones de las cuatro operaciones basicas y la raiz cuadrada. EIl uso que se hace
de estos diagramas permite una relacion directa entre la imagen y los argumentos que se
construyen para definir la operacion, y que han sido interpretados en la posteridad en

términos de ecuaciones, pero que Descartes deja escritos en una proporcion.
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En el caso del producto, tomo una de las magnitudes conocidas como unidad y, por
medio de argumentos geomeétricos, triangulos semejantes, construyo la operatividad que

define un segmento como el producto de dos de ellos.

IMAGEN TEXTO
For example, let AB be taken as unity, and
let it be required to multiply BD by BC. I have only
to join the points A and C and draw DE parallel to
CA; then BE is the product of BD and BC®.

(Descartes, 1954, p. 5)

D A B

Figura 9. Diagrama del producto con texto. (Descartes, 1954, p. 5)

Descartes describe un algoritmo para multiplicar dos segmentos usando las ideas de
unidad y producto planteadas en el Libro VII de Elementos, (Euclides, 2007). Asi, ahora
podemos interpretar una definicion de multiplicacion relacional a partir de la proporcion
entre segmentos, la cual no esta en el texto original:

AB _BD
BC BE

con AB unidad, BE = BC * BD

La interpretacion del diagrama dejo ver algunas implicaciones para la operacién en
términos del papel de la unidad. Por ejemplo, la reflexion de Beaune en la segunda edicion
en latin de la Geometria en donde comenta que: el producto de dos segmentos puede ser
representado por un segmento de menor longitud, si AB > BD seria posible construir a? <

a. Siendo asi, Descartes a partir de esta construccion, le imprimio a su geometria

relatividad por medio de la unidad. Estos diagramas, que se basan en las relaciones que se

67 Por ejemplo, supongamos que AB se toma como unidad y se requiere multiplicar BD por BC. Solo tengo
que unir los puntos Ay C, y dibujar DE paralelo a CA; entonces BE es el producto de BD y BC.
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establecen entre triangulos rectangulos representan los asuntos mas sencillos que se pueden
estudiar con el método. (Groshloz, 2007, pp. 169-171)

Este primer grupo de diagramas le ofrece al lector definiciones relacionales de las
operaciones basicas con segmentos y se convierte, como lo fue para Debuaune, en la
segunda edicidn en latin de la Geometria, en un campo de estudio de las propiedades
algebraicas a partir de diferentes unidades (Maronne, 2007). Por lo tanto, comprender las
operaciones que subyacen a la interpretacion propuesta por Descartes implica estudiar la
operacion a través de las posibilidades del diagrama.

La naturaleza de la definicion de producto es geométrica, dota a las magnitudes
abstractas de operaciones. En este punto del texto Descartes todavia no usa cantidades de
magnitud, la definicion se establece como una magnitud que se expresa como el producto
de dos magnitudes de la misma naturaleza, aspecto que permite la ruptura de la
homogeneidad del producto que se presenta en el libro V de Euclides, en donde el producto

de dos magnitudes esta representada por un area.

2.6.2 Solucion de Problemas

Dentro de los problemas abordados en Geometria, se encuentran: el problema de
Pappus, la triseccion del angulo, problemas sobre lentes y el problema de la tangente a un
punto de una curva. En estas soluciones, se evidencia la aplicacion de la nueva heuristica de
solucién de problemas a través del uso del método de resolucion de problemas, descrito en
las paginas 62 y 63 de este texto.

En la aplicacion de este método siempre aparece un diagrama donde se asume a
partir de imagenes la primera condicion del metodo: suponer la solucion del problema; en

ese supuesto se visualizan las lineas auxiliares que cumplen las condiciones del problema
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en el diagrama. La imagen es un espacio para construir las relaciones producto del
tratamiento de lo conocido y lo desconocido como cantidades de la misma naturaleza.

El problema de Pappus. Inicialmente advertimos que en la solucion del problema
para cuatro rectas aparecen varias imagenes que acompafian la solucién del problema,
ninguna de ellas modifico la posicion de las rectas dadas ni tampoco la posicion del punto
C dentro del problema.®® Descartes usa una sola posicion de lo dado y lo desconocido para

hallar la ecuacion que representa todas las soluciones al problema.

IMAGEN 1. PROBLEMA DE PAPPUS TEXTO
Let AB, AD, EF, GH..., be any number of
straight line given in position, and let be required to
s, find a point C, from which straight line CB, CD, CF,
CH..., can be drawn, making given angles CBA,

CDA, CFE, CHG...,respectively, with the given line

- and such that the product of certain of them is equal

to the product of the rest, or at least such that these

two products shall have a given ratio, for this

condition does not make the problem any more

difficult® . (Descartes, 1954, pp. 26-29)

Figura 10. Primer diagrama del problema de Pappus. (Descartes, 1954, pp. 27)
Dos asuntos deben analizarse en este diagrama; la posicion inicial de lo dado y el

supuesto de lo buscado como parte de lo dado. En la imagen, hay una particularizacion del

8 Un andlisis de las consecuencias en la determinacion de la solucién de posibles posiciones de C, respecto a
las rectas dadas se puede ver (Maronne, 2007), especialmente el problema para cuatro rectas, cuando estas
conforma un cuadrado.

% Sea AB, AD, EF, GH ..., cualquier nimero de linea recta dada en posicion, y sea necesario para encontrar
un punto C, desde el cual se puede trazar la linea recta CB, CD, CF, CH..., formando angulos dados CBA,
CDA, CFE, CHG..., respectivamente, con la linea dada y tal que el producto de algunos de ellos sea igual al
producto del resto, o al menos de manera que estos dos productos tengan una proporcion dada, esta condicion
no hace mas dificil el problema.
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problema. Decir que AB, AD, EF, GH y C son dados, y ubicarlos en el espacio geométrico,
con &ngulos y prolongaciones determinadas, implica asumir, desde un ejemplo, la
caracterizacion y la comprension del problema; para, luego, determinar su solucién y, desde
esta posicion, construir la solucién para todo el problema. Esa es la primera fase del método
de anélisis.

En este caso, el diagrama aparece como un dispositivo fijo que representa la
imaginacion de Descartes al crear la solucion, las rectas auxiliares CF, CD, CH'y
CB instruyen en la forma como se piensa la solucién y C es un punto ejemplificativo de una
infinidad de puntos que cumplen la condicidn propuesta en el problema.

Descartes ejemplifica la primera condicidn del método con este planteamiento del
problema, el cual implica la construccion de una imagen que posibilita plantear las

relaciones entre las lineas y explorar las condiciones de lo dado con lo desconocido.

IMAGEN 2. PROBLEMA DE PAPPUS TEXTO

First, I suppose the thing done, and since so
many lines are confusing, | may simplify matters by
considering one of the given line and one of these to

be drawn (as, for example, AB and BC), as the

principal lines, to which | shall try to refer all the

others. Call the segment of the line AB, between Ay

B, xand call BC, y. Produce all the other given lines

to meet these two (also produced if necessary)
provide none is parallel to either of the principal
lines. Thus, in the figure, the given lines cut AB in

the points 4, E, G, and cut BC in the points R, S, T.
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Then, since the lines AB, AD y EF are given
in position, the distance from A to E is know.If we
call this distance k, then, EB is equal a k+x; although
EB =k —x when B lies between E y A....7°
(Descartes, 1954. p. 30)

Figura 11. Segundo diagrama problema de Pappus. (Descartes, 1954. p. 31)

Dos argumentos relevantes sobre la posibilidad de esta imagen como diagrama estan
asociados con el proceso de inferencia que Descartes describe en su texto. El primero, la
decision de escoger dos rectas, una dada y otra de las que se deben calcular, como
referencia para construir las ecuaciones. Esta eleccion de las lineas con las cuales se van a
describir las otras relaciones implica que las coordenadas aparecen como “herramienta para
razonar y no solo como una escritura” (D hombres, 2000, p. 77). Este razonamiento se da
sobre el diagrama, se fijan posiciones y relaciones entre posiciones relativas de segmentos
de recta que varian de x respecto a y para describir puntos de interseccion de segmentos que
miden la distancia de las rectas referencia al punto C. Se introduce la idea de distancia que
varia en un intervalo determinado y genera otra distancia que depende de la posicion de la
primera. Son los primeros pasos de representaciones de curvas algebraicas por medio de lo

que luego seré el plano cartesiano.

0 Primero, supongo que esté solucionado, y dado que tantas lineas son confusas, puedo simplificar las cosas
considerando una de las lineas dadas y una de estas para dibujar (como, por ejemplo, AB y BC), como lineas
principales, con las que intentaré referirme a todas los demas. Llame al segmento de la linea AB, entre Ay B,
x y llame a BC, y. Realice todas las demas lineas dadas para que coincidan con estas dos (también se
producen si es necesario) siempre que ninguna sea paralela a ninguna de las lineas principales. Asi, en la
figura, las lineas dadas cortan AB en los puntos 4, E, G y cortan BC en los puntos R, S, T.

Entonces, dado que las lineas AB, AD y EF estan dadas en posicidn, se conoce la distancia de A a E. Si
Ilamamos a esta distancia k, entonces, EB sera igual a k + x; aunque EB = k — x cuando B se encuentra
entre Ey A.....
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El segundo es la inferencia sobre los signos para la distancia k. Puestas las rectas
dadas en la posicion propuesta por Descartes, las otras tres rectas auxiliares nunca se cruzan

con AB —por lo menos en el diagrama—, luego, la posicion de las rectas no parece al azar.’*

Now, since all the angles of the triangule ARB are known, the ratio between the side
AB and BR is known. If we let AB: BR = z : b since AB = x,we have RB =
bx/z, and since B lies between C and R; we have CR = y + bx/z, (when R lies

between C and B, CR is equal to y — bx/z and when C lies between B and R, CR is

equal to —y + bz—x). (Descartes, 1954, p. 29)

La posicion relativa de C y la posicion dada de las lineas AB, AD, EF, GH permiten
referirse a los signos de las expresiones simbdlicas como se afirma en el fragmento;
Descartes hace inferencias a partir de las rectas dadas y las rectas que solucionan el
problema para cada uno de los puntos C, lo que implica considerar movimientos de las
rectas o0 nuevas posiciones relativas dentro de la imagen que se manifiesta como estatica. Se
razona con las relaciones que estan organizadas en el diagrama. La imaginacion se visualiza
ahora en los signos que toma la expresion algebraica. La comprension del texto involucra
considerar movimientos en los elementos que componen la imagen. Esto es un proceso
inferencial que solo es posible si se ha experimentado con las posiciones iniciales de las

rectas. El diagrama es el medio entre el razonamiento con las rectas y los cambios en los

L Ahora, dado que se conocen todos los angulos del tridngulo ARB, se conoce la razén entre el lado AB y
BR. Sidejamos AB:BR =z : b yaque AB = x,tenemos que RB = bx/z, y entonces B se encuentra entre
C Yy R, tenemos CR =y + bx/z (cuando R estd entre C y B, CR es igual ay — bx/z y cuando C esté4 entre B

YR, CResiguala —y + b?x.
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signos que se describen con la posicion de las rectas respecto a un punto que mantiene una

relacion directa con la forma simbolica que lo expresa.

IMAGEN 3. DIAGRAMA AUXILIAR TEXTO
Consider again the four lines AB, AD, EF,
and GH, given before, and let it be required to find

the locus generated by a point C; such that, if four

lines CB, CD, CF, and CH, be drawn through it
making given angles with the given lines, the product
CB and CF is equal to the product CD and CH. This

is equivalent to saying that if 2.

CB=y
czy + bcx
p o St bex
z

_ezy +dek + dex

CF ~

_9zy+fgl—fox

CH g

(Descartes, 1954, p.60)

Figura 12. Tercer diagrama del problema de Pappus. (Descartes, 1954, p.60)

En las mismas posiciones para las rectas dadas y construidas Descartes induce una
curva como solucion de la situacion, en esta iconicidad aparece la curva conformada a
partir de puntos C”. La conformacidn de la curva por medio de puntos los cuales cumplen la

condicidn del problema de Pappus sugiere que existe una solucion que es una

72 Considere nuevamente las cuatro lineas AB, AD, EF y GH, dadas antes, y sea necesario encontrar el lugar
geométrico generado por un punto C; de modo que, si se dibujan cuatro lineas CB, CD, CF y CH a través de
él, formando &ngulos dados con las lineas dadas, el producto CB y CF es igual al producto CD y CH. Esto es

equivalente a decir que: CB = y; CD = 232X, o = eaytdekdex. oy g2y+/91-/9x

zz2 ! z2 ! z2
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circunferencia. Esta figura es un icono dentro del diagrama; pues, la imagen no permite

comprobar la existencia de esa solucion.

En el texto que acompafia a la imagen se entiende que el camino que va a tomar

Descartes es algebraico, tomando la representacion algebraica de las rectas que cumplen

con la condicion del problema de Pappus, muestra que la ecuacion general del problema

contiene las conicas.

IMAGEN 4. PROBLEMA DE PAPPUS

TEXTO
After this, KI equal and parallel BA, and
cutting off on BC a segment BK equal to m (since the
expression for BC contains +m; if this were -m, |
should have drawn IK on the other side of AB while
if m were zero, | would not have drawn IK at all).

Then | draw IL so that if IK :KL =z: n; that is, so that
if IKis equal to x, KL is equal to gx. In the same
way | know the radio of KL to IL, which | may call
n: a; so that if KL is equal to gx, IL is equal Sx. |
take the point K between L and C, since the equation
contains —gx; if the were + gx I should take L
between K and C, while if gx, were equal to zero, |

should not draw IL This being done, there remains

the expression’

3 Después de esto, K1 es igual y paralelo a BA, y al cortar en BC un segmento BK igual a m (como la
expresion de BC contiene +m, si fuera —m, se deberia haber dibujado IK en otro lado de AB, mientrs que si
fuera m igual a cero, no habria dibujado IK en absoluto). Luego se dibuja IL para que si IK :KL = z:n, de

mode que si IK es igual a x, KL es igual a gx. De esta misma manera, si conozco el radio de KL a IL puedo

decir que n: a de modo que si KL es igual a gx. IL esigual a Sx. Setomael punto K entre Ly C , yaque la
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LC = /mz +ox + Zx2 . (Descartes, 1954,

p. 64)

Figura 13. Cuarto diagrama construccion auxiliar problema de Pappus.

(Descartes, 1954, p. 64)

Esta imagen es usada por Descartes para trazar una construccion auxiliar a la
inicialmente formulada al plantear el problema. Este nuevo diagrama le permite mostrar las
relaciones que describen las soluciones particulares del problema para cuatro lineas a través
de la ecuacion de segundo grado. Como se puede observar en el diagrama se ubican los
segmentos y las relaciones que el autor representa por medio de ecuaciones. La
construccion permite relacionar un punto de la solucion con las lineas de referencia y

ejemplificar las relaciones geométricas que se dan para cada caso. Por ejemplo, obsérvese
. .y i s ., IK
que la posicion de IL depende de la posibilidad de plantear la proporcion i % En este

punto de resolucion del problema, el diagrama ofrece la red de relaciones posibles en la
construccion auxiliar, que permiten pasar al tratamiento algebraico en contexto geométrico.

El problema pasa a un estado predominantemente analitico. El diagrama se usa
como sintesis figurativa, se da un complejo de razonamientos y conceptos que permiten
construir las ecuaciones. La secuencia de argumentos se da en el mundo algebraico, pero, el
principio que justifica se encuentra en el mundo geométrico, en este caso en la posibilidad
de existencia de las proporciones por medio del paralelismo de Kl y AB a través de la

semejanza de triangulos.

ecuacion contiene — gx si fuera + gx, se debe tomar L entre K y C, mientras que si gx fuera cero, no deberia

trazar IL, hecho esto, queda la expresion; LC = Imz +ox + %xz .
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IMAGEN 5. PROBLEMA DE PAPPUS TEXTO

If, however, the required locus is a circle, an
ellipse, or a hyperbola, the point M, the center of the
figure, must first be found. This will always lie on

the line IL and may be found by taking IM equal to

22 If 0 is equal to zero, M coincides with I. If the

2pz’

required locus is a circle or an ellipse, M and L must

lie on the same side of I, when the term ox is positive

and on opposite sides when ox is negative.On the
other hand, in the case of the hyperbola M and L; lie
on the same side of | when ox, is negative and on
opposite sides when ox is positive’™.(Descartes,
1954, p. 68 - 71)

Figura 14. Imagen 5 problema de Pappus. (Descartes, 1954, p. 68 - 71)

El uso de la imagen permite ubicar los elementos fundamentales para construir las
diferentes conicas. Induce a pensar en la construccion por puntos, aungque no existe dentro
de la descripcion textual un procedimiento para ir generando punto por punto la conica. Se
establece la parte sintética descrita por elementos de conformacion de cada una de las

conicas usando los criterios establecidos por Apolonio. El uso de expresiones algebraicas

7 Sin embargo, si el lugar geométrico requerido es un circulo, una elipse o una hipérbola, se debe encontrar el

punto M, el centro de la figura. Esto siempre estara en la linea IL y se puede encontrar tomando IM igual a
aom - - - - - o - ’ -

oz Si o esigual a cero, M coincide con I. Si el lugar geométrico requerido es un circulo o una elipse, M y L
deben estar en el mismo lado de I, cuando el término ox es positivo y en lados opuestos cuando ox es
negativo. Por otro lado, en el caso de la hipérbola. M y L; se encuentra en el mismo lado de I cuando ox, es

negativo y en lados opuestos cuando ox es positivo.
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producto de la fase de analisis permite describir y analizar las relaciones del lado recto y el

didmetro, como se describe a continuacién:”

02z2  4mpz?
a2

. If mZis positive and the

The latus rectum of the figure must be:

locus is a circle or an ellipse, or if m? is negative and the locus is a hyperbola. It

2,2 4 2
must be R L

a? a?

(Descartes, 1954, p. 71)

De esta manera, quedan expresados los elementos de construccién de cada una de
las conicas por medio de expresiones algebraicas. La funcién determinante de la imagen
consiste en dotar a la conica correspondiente de una caracteristica iconica, una curva
conformada por la construccion de cada uno de sus puntos, a partir de las caracteristicas
expuestas por Apolonio para cada uno de estos lugares geométricos’®.

En resumen, el primer paso del método implica la construccion de una imagen que
posibilita plantear las relaciones entre las lineas y explorar las condiciones de lo dado.
Comprender el planteamiento involucra significar “las lineas dadas” como una manera de
acceder al problema, es un diagrama lo que exige el método pues a partir del uso de la
imagen se va determinando la solucidn. El diagrama como instrumento que permite
visualizar la imaginacion del resolutor permite crear unas condiciones geométricas para la
solucidn del problema. Esto se da en la parte analitica del método, el uso del diagrama

permite ir en via analitica de construccion de la expresion simbolica.

. 222 4 2 . .. . .
5 El latus rectum de la figura debe ser; Oaj + ";’;Z , Si m? es positivo y el lugar es un circulo o una elipse.

0%2z2  4mpz?

a? az

76 Un andlisis de la relacion entre el trabajo de Apolonio y el de Descartes esta en Forero & Bello (2015).

O si m? es negativo y el lugar es una hipérbola. Esto debe ser
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Por ejemplo, el diagrama se usa para inferir los signos de las expresiones simbolicas
para diferentes posiciones de las rectas. La comprension del texto involucra considerar
movimientos en los elementos que componen la imagen. Esto es un proceso inferencial que
se facilita significativamente si se experimenta sobre las posiciones iniciales de las rectas.

En la otra fase del método, en lo sintético, es posible que se recurra a otro tipo de
diagrama; en este caso, el que aporta la red de conceptos que permiten justificar que la
ecuacion se corresponde a una ecuacion conocida, se busca mostrar que la curva que se
conforma cumple la condicion que la define como un objeto geométrico. Para el caso del
problema de Pappus que se cumplen con las condiciones propuestas por Apolonio para las

conicas.

2.6.3 Instrumentos y Construccion de Curvas

Recordemos que, en la practica matemaética realizada por Descartes, se reconoce el
uso de varios instrumentos mecanicos para solucionar problemas. Para Descartes, el status
epistémico de estos aparatos mecanicos se asemeja al uso de la regla 'y el compas en la
préactica de los antiguos. Los instrumentos permiten la precision y la exactitud, dos
caracteristicas de lo geométrico. Las curvas aceptadas por Descartes se generan a partir
de;’” “provided they can be conceived of as described by a continuous motion or by several
successive motions, each motion being completely determined by those which precede”.
(Descartes, 1954, p. 43)

Dos compases aparecen en Geometria; uno para hallar medias proporcionales y un
hiperbolografo. El analisis sobre las posibilidades diagramaticas de estas dos imagenes

implica aceptar la continuidad de las curvas producto de movimiento, propiedad que se

" siempre que puedan ser concebidos como descritos por un movimiento continuo o por varios movimientos
sucesivos, cada movimiento estd completamente determinado por los que preceden.
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justifica por el movimiento continuo que se hace del instrumento y que se hereda de hacer

uso mental o fisico del compas.

MEDIAS PROPORCIONALES TEXTO

Consider the lines AB, AD, AF and so forth, which
we may supposed to be described by means of the
instrument YZ. This instrument consist of several
rulers hinged together in such a way that YZ, being
placed along the line AN, the angle XYZ; can be

increased or decreased in size, and when its sides are

together the points B, C, D, E, F, G, H all coincide
with A; but as the size of the angle is increased, the
ruler BC, fastened to right angle to XY at the point B,
pushes toward Z the ruler CD; which slides along YZ
always at right angles. In like manner €D push DE,
which slides along YX always parallel to BC; DE
pushes EF, EF pushes FG, FG pushes GH, and so
on. Thus, we may imagine an infinity of rulers, each
pushing another, half of them making equal angle
with YX and the rest with YZ78, (Descartes, 1954, pp.
44-47)

Figura 15. Compas para trazar medias proporcionales. (Descartes, 1954, pp. 44-47)

8 Considere las lineas AB, AD, AF, etc., que podemos suponer que se describen mediante el instrumento YZ.
Este instrumento consta de varias reglas articuladas entre si de tal manera que YZ, se coloca a lo largo de la
linea AN, el &ngulo XYZ; se puede aumentar o disminuir de tamafio, y cuando sus lados estan juntos los
puntos B, C, D, E, F, G, H coinciden todos con A; pero a medida que aumenta el tamarfio del angulo, la regla
BC, sujeta en XY que conforma un angulo recto en el punto B, empuja hacia Z la regla CD; que se desliza a lo
largo de YZ siempre en angulos correctos. De la misma manera CD empuja DE, que se desliza sobre YX
siempre paralelo a BC; DE empuja a EF, EF empujaa FG, FG empuja a GH, y asi sucesivamente. Por lo
tanto, podemos imaginar una infinidad de reglas, cada una empujando a la otra, la mitad de ellas formando un
angulo igual con YX y el resto con YZ.
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La imagen y el texto permiten comprender las relaciones proporcionales que se
mantienen para generar el movimiento, la existencia de las curvas descritas queda anclada a
las caracteristicas matematicas de la construccion del instrumento; especificamente, al
paralelismo entre BC, DE'y FG y entre DC, FE y HG. Descartes por medio de esta imagen
ejemplifica la curva como un conjunto de puntos que responden a una variacion controlada
por relaciones proporcionales.

El diagrama construye las curvas producto de cada uno de los puntos de trazo, es por
medio de la imagen que se posibilita el trazo de la linea curva, nuevamente el diagrama es
producto de la imaginacién del autor, muestra la complejidad en la organizacién de la
relacion entre la imagen y las proporciones que se establecen en su construccion.

En el libro aparece nuevamente esta imagen ligada a la construccion de medias

YC _ YD _

. . - YB
proporcionales y, en general, a las proporciones generadas por la igualdad e T

YE YF . . .
s Sabemos, por los historiadores, que este instrumento fue usado por Descartes en

Cogitationes privatae para planificar la solucion de ecuaciones de tercer grado. Sin
embargo, en el texto solo hace referencia a la posibilidad de encontrar tantas medias

proporcionales como se desee haciendo uso del compas.
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HIPERBOLOGRAFO TEXTO

Suppose the curve EC, to be described by
the intersection the ruler GL and the rectilinear plane
figure CNKL whose side KN is produced indefinitely
in the direction of C and which, being moved in the
same plane in such a way that its side KL always
coincides with some part of the line BA, (produced in
both directions), imparts to the ruler GL a rotary
motion about G (the ruler being hinged to the figure

CNKL at L). If I wish to find out to what class this

curve belongs, | choose a straight line, as AB to
which to refer all its points, and in AB | choose a
point A at which to begin the investigation™.
(Descartes, 1954, p. 51)

Figura 16. Hiperbolografo cartesiano. (Descartes, 1954, p. 51)

La imagen se usa para hacer la construccion geométrica de un instrumento que
permite trazar una curva al generar un movimiento controlado de dos rectas. Como el
movimiento del instrumento es continuo, los puntos que se generan y componen la curva
también lo son. Sin embargo, en la imagen, la curva descrita estd compuesta por un

conjunto de punto discretos.

™ Supongamos que la curva EC, es descrita por la interseccion de la regla GL y la figura plana rectilinea
CNKL cuyo lado KN se produce indefinidamente en la direccion de C al moverse en el mismo plano de tal
manera que su lado KL siempre coincide con alguna parte de la linea BA, (producida en ambas direcciones),
la regla GL tiene un movimiento rotatorio alrededor de G (la regla esta articulada a la figura CNKL en L). Si
se desea averiguar a qué clase pertenece esta curva, se elige una linea recta, como AB, a la que referir todos
sus puntos, y en AB se toma un punto A en el cual comenzar la investigacion.
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Las inferencias que hace el autor a partir de la imagen consisten en deducir la
ecuacion de la curva que describe el instrumento, tomando las lineas AB 'y GA como ejes

para describir el movimiento:

(...) Since CB and BA are unknown and indeterminate quantities, I shall call one of
them y and the other x. To the relation between these quantities, | must consider
also the known quantities which determine the description of the curve.® (...).

(Descartes, 1954, p. 52)

El diagrama describe una curva por medio de un movimiento mecanico, pero la

deduccidn que produce describe la generalizacion de la ecuacion de un tipo de curvas, las

hipérbolas de ecuaciéon y% = ¢y — gxy + ay —ac , endonde a, by c son cantidades

conocidas.

La imagen aparece nuevamente en la obra para sefialar que la construccion de la
curva depende del tipo de curvas que se intercepten. Esta es la heuristica de construccion de
curvas propuesta por Descartes y la cual explica a partir de este instrumento. En el caso

anterior, la hipérbola es producida por la interseccion de dos rectas. Descartes afirma:

If the instrument used to describe the curve we substitute for the rectilinear figure

CNK this hyperbola or some ther curve of the fist class lying in the plane CNKL, the

8 Dado que CB y BA son cantidades desconocidas e indeterminadas, llamaré a unay y a la otra x. Para la
relacion entre estas cantidades debo considerar también las cantidades conocidas que determinan la
descripcidn de la curva.
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interseccition of this curve with the ruler GL will describe, instead of the hyperbola

EC, another curve, which will be of the second class®. (Descartes, 1954, p. 55)

La figura del instrumento es un diagrama que permite imaginar el reemplazo de una
parte de esta imagen para comprender la heuristica de describir una curva por medio de la
interseccion de dos de menor grado. Descartes le entrega al lector una idea a desarrollar
para la visualizacion y el andlisis de curvas algebraicas, en estos casos el diagrama muestra
la creatividad de la creacidn del autor, la imagen externaliza la complejidad de relaciones
que permiten que a partir de intersecciones entre lineas y curvas se generen nuevas curvas.

El andlisis de instrumentos permite ver codmo el proceso de construccién de razones
y proporciones, y el movimiento permiten construir elementos mas complejos. La
heuristica de construccion de curvas a partir de intersecciones necesita imaginar o realizar
un diagrama, posibilitar una imagen que permita comprender el movimiento de las
relaciones proporcionales.

El diagrama es estatico, pero representa determinados movimientos que se describen
a partir de proporciones. En el estudio del diagrama se pasa de lo estatico a los dindmico,
para terminar en una representacion de la curva que es nuevamente estatica, la expresion
analitica que describe el movimiento.

2.6.4 Solucion de Ecuaciones

Después de representar el problema geométrico por medio de un diagrama y de

construir una expresion simbdlica en contexto geométrico que contiene las relaciones que

permiten solucionar el problema, la solucion depende de la posibilidad de encontrar la raiz

81 Si en el instrumento utilizado para describir la curva sustituimos la figura rectilinea CNK por esta hipérbola
o0 alguna otra curva de la primera clase situada en el plano CNKL, la interseccion de esta curva con la regla GL
describira, en lugar de la hipérbola EC, otra. curva, que seréd de segunda clase.
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de esa ecuacion. En la figura 14, se ejemplifica el tipo de diagrama que Se propone para

solucionar ecuaciones, el cual generaliza un procedimiento para determinar el segmento

solucion. Veamos el caso para la ecuacion z2 = az + bb82

TEXTO
ECUACIONES DE LA FORMA z? = az + bb

| construct a right triangle NLM, with one
———— side LM, equal to b, the square root of the known
quantity b2, and the other side, LN equal to ; a, that
is, to half the other known quantity which was
multiplied by z, which | supposed to be the

unknown line. Then prolonging M N the hypotenuse

of this triangle, to 0, so that NO is equal to NL, the
whole line OM is the required line z, This is

expressed in the following way.

z= %a + Eaz + b?83 (Descartes, 1954,

p.13)

Figura 17. Solucidn de la ecuacion z? = az + bb. (Descartes, 1954, p.13)
Los diagramas para encontrar el segmento que representa la solucion de una
ecuacion, al igual que los diagramas para las operaciones develan la representacion de un

proceso algoritmico y proporcionan la red de conceptos y relaciones que permite

82 E igual era notado por Descartes con el simbolo a.

8 Construyo un triangulo rectangulo NLM, con lado LM, igual a b, la raiz cuadrada de la cantidad conocida
b2,y el otro lado, LN igual a 1/2 a, es decir, a la mitad de la otra cantidad conocida que fue multiplicado por
z, que supuse es la linea desconocida. Luego prolongando MN la hipotenusa de este triangulo, a 0, de modo

. , , R . . 1
que NO seaigual a NL, la linea OM es la linea requerida z, Esto se expresa de la siguiente manera z = Ja+

/iaz + b2.
4
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generalizar el procedimiento en una ecuacién que describe el segmento solucion a partir de
las relaciones conocidas.

Comprender la propuesta que hace Descartes en el texto implica analizar,
experimentar y razonar a través del contenido de las imagenes. Sin embargo, existe una
diferencia marcada entre ellas; en el caso de las construcciones de las raices de ecuaciones
y en la construccion de operaciones, el diagrama generaliza un procedimiento, el cual
después de analizado sera siempre el mismo. No es igual para los diagramas que se
encuentran en la resolucién de problemas y en los instrumentos, en estos, por su caracter
instrumental se ve creacion e imaginacion por parte del resolutor.

En general, los diagramas que se encuentran en Geometria mantienen varios de los
usos expuestos en el marco de referencia, los cuales estan asociados a momentos concretos
del método. El plantear el problema y suponer una solucion, hace uso del diagrama como
imaginacion creadora; es alli donde se concreta el hacer de la practica que hacen posible
pensar en las relaciones que permiten mantener lo conocido y lo desconocido dentro de una
misma operatividad. El otro diagrama que aparece se refiere a la solucion de las
ecuaciones; en este caso, es un algoritmo: una red de relaciones que permiten concretar la
solucion de cualquier ecuacion de ese tipo. En ese sentido, un solo diagrama sirve para

representar el segmento que corresponde a la solucién.
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3. Segunda Version en latin de la Gedmetrie

La primera edicion en latin de la Geometria fue editada por van Schooten Junior
(1605-1660) en 1649 como un documento aparte del Discurso del método, la cual incluy6
Notae breves®, de Florimond de Beaune (1601-1652), y los Commentarii®® escritos por el
propio van Schooten.

La segunda edicidn - que se usa en este analisis - contiene los documentos anteriores
con algunos cambios y otros escritos que fueron el producto de las reflexiones en la
Universidad de Leiden de algunos de los estudiantes de van Schooten o por el mismo. En el
primer volumen adiciond a sus comentarios dos apéndices: Cubicarum Aequationum
Resolutione y el tratado; In quo continetur solutio artificiosissima difficilis cujusdam
Problematis & Generalis Regula de extrahendis quibuseunque Radicibus Binomiis; y dos
nuevos documentos que contienen cartas con dos de sus mejores estudiantes: Johannes
Hudde (1628-1704) y Hendrick van Heuraet (1634-1660): Epistolae duae, quarum altera
de Aequationum Reductione, altera de Maximis & Minimis agit (Hudde, 1659) y Epistola,
de Curvarum Linearum in Rectas transmutatione (Heuraet, 1659).

El segundo volumen de la Geometria editado por van Schooten fue publicado en
1661 y contiene cuatro documentos: Principia Matheseos Universalis seu Introductio ad
Cartesianae Geometriae Methodum (van Schooten, 1661) sobre el método de resolucién de
problemas y la Mathesis Universalis. El segundo, Duo tractatus posthumi. Alter de Natura
& Constitutione, alter de Limitibus Aequationum (De Beaune, 1661), es un estudio

algebraico que complementa las técnicas del libro anterior. El tercero, Elementis Curvarum

84 Notas breves fue elaborado en 1638 en francés.
8 Comentarios.
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Linearum fue escrito por Johan de Witt (1625-1672) en dos tomos, y contiene ilustraciones
de van Schooten. El ultimo documento, Tractatus de concinnandis Demonstrationibus
Geometricis ex Calculo Algebraico (van Schooten, 1661), incluye la solucion de varios
problemas geométricos.

Este libro hizo parte de la estrategia comunicacional para dar a conocer las ideas de
Descartes, en especial de van Schooten. Fue usado en algunos cursos privados dictados por
el traductor a algunos de sus alumnos mas talentosos y como tema de discusion entre
académicos y artesanos. (Dopper, 2014, p. 17-60). Es decir, aunque la discusion y el
estudio de las ideas cartesianas se dio al interior de la Universidad, no fue algo oficial, no
hizo parte de ningan curriculo ni programa de ensefianza. Sin embargo, influyé en el rumbo
gue toman las matematicas con el desarrollo del calculo diferencial e integral. Como
escribe Maanen (2003): this edition served as the basic textbook for the generation that, in
the last quarter of the century, took the lead in introducing differential and integral
calculus®®. (p. 47)

La relacién entre Descartes y van Schooten fue estrecha desde el momento en que se
conocieron alrededor de 1630, y se mantuvo hasta la muerte de Descartes en 1650. Parte de
los comentarios realizados por van Schooten a las ediciones en latin de Geometria fueron
discutidos con Descartes.®” También estuvieron en comunicacion para la edicion de las
versiones en francés y latin. Van Schooten fue quien realizo las ilustraciones del primer
texto. Por su familiaridad y gusto con la obra se encarg6 de preparar y publicar la segunda

edicion. Estas ediciones de la Geometria y su ensefianza en los cursos en la Universidad de

8 esta edicion sirvié como libro de texto basico para la generacion que, en el tltimo cuarto de siglo, tomo la
iniciativa en la introduccién del célculo diferencial e integral.

87 Estudios sobre las relaciones de Descartes con los autores de la segunda edicion y en especial con van
Schotten se puede encontrar en (Dopper, 2014; Maronne, 2007).



Diagramas y préactica matematica en la Geometria Cartesiana 110

Leiden convertirian a van Schooten en la autoridad de mayor reconocimiento en el

pensamiento cartesiano en Europa:

The works of van Schooten found their way to libraries of scholars and universities
all over Europe. In England, the young Isaac Newton (1642-1727) was introduced
to the Géométrie of Descartes through the translation and commentaries by Van
Schooten. He carefully read the second edition of the Geometria during the summer
and autumn of 1664 and he made detailed notes on the work. In addition, he studied
Van Schooten’s edition of Viete’s collected works, and he wrote extensive notes on
Book V of Van Schooten’s Exercitationum Mathematicarum libri quinque.®

(Dopper, 2014, p. 80)

Para ese momento el pensamiento que circulaba en Cambridge era el empirismo
baconiano vy la filosofia cartesiana. La llegada de la tradicion con el Rey Carlos 11, llevo a
Newton a estudiar a profundidad los trabajos de Aristételes y, por recomendacién de Isaac
Barrow, la geometria cartesiana, la Optica de Kepler y la aritmética de Wallis (Chikara,
2003; Newton, 1993).

Leibniz (1646-1716) también leyd esta edicidn de la Geometria y se familiariz6 con
el cartesianismo por su relacion con su mentor Cristian Huygens (1629-1695), uno de los
seguidores de las ideas de Descartes. También tuvo relacion con Hudde y estudi6 el método

de maximos y minimos publicado en 1659 (Bardi, 2006).

8 |as obras de van Schooten llegaron a bibliotecas de académicos y universidades de toda Europa. En
Inglaterra, el joven Isaac Newton (1642-1727) conocid la Géométrie de Descartes a través de la traduccion y
los comentarios de van Schooten. Ley6 con atencién la segunda edicién de Geometria durante el verano y
otofio de 1664 y tomo notas detalladas sobre la obra. Ademas, estudio la edicion de van Schooten de las obras
completas de Viéte y escribid extensas notas sobre el Libro V del Exercitationum Mathematicarum libri
quinque de Schooten.
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Van Schooten fue profesor de matematicas, ocup6 una plaza en la Universidad de
Leiden desde 1649 en la formacion de ingenieros y militares reemplazando a su padre. Para
su examen de ingreso al centro universitario, usé las notas que habia obtenido en sus visitas
a Descartes. Su primera publicacion estuvo relacionada con el uso de instrumentos para el
trazado de curvas, aspecto que reviso y del cual se intereso realizando las ilustraciones de la
primera version de la Geometria. Para la publicacién de la segunda edicién, Descartes y
van Schooten intercambiaron cartas en las que discutieron la solucion del problema de
Pappus; en los comentarios, se dedica una extensa explicacion a las particularidades de la
solucion. La segunda edicion en latin presenta los resultados de varias de las discusiones y
avances que produjo el estudio de la obra de Descartes.

La obra de van Schooten que retomo los escritos de su reflexion matematica fue
Exercitationes mathematicae libri quinque (1957). Este texto se compone de cinco
documentos, un texto de aritmética y geometria basica, Propositionum Arithmeticarum et
Geometricarum Centuria; el segundo escrito fue Constructio problematium simplicium
geometricorum, en donde estudié la construccion de problemas geométricos y de
agrimensura a partir de la practica euclidiana. El siguiente texto es una reconstruccion de
De Locis Planis de Apolonio, tratado que escribio van Schooten en 1646. El cuarto
documento fue una reimpresion del escrito de 1646 sobre el trazado de curvas a partir de
instrumentos, Organica Conicarum Sectionum in Plano Descriptio. Por Gltimo, el libro V
Sectiones miscellaneas triginta, contiene problemas de algebra geométrica y de
combinatoria.

En este capitulo se presenta el analisis de la practica cartesiana focalizado en los
diagramas que se usaron en los documentos que componen la segunda edicion en latin de la

Geometria. Es decir, el diagrama es el dispositivo revelador de los cambios en la practica
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cartesiana. Los argumentos que acomparian los diagramas se presentan sin modificar la
forma del relato, se mantienen las frases, la sintaxis y semantica del argumento. Para ello,
se retoman las categorias de analisis de los diagramas que se usaron en el capitulo dos para
analizar la Geometria de 1637 y se adiciona un nuevo uso de los diagramas, el anélisis de
curvas.

Este nuevo uso vincula la argumentacion a las propiedades de las curvas y no a su
construccién, la curva aparece de hecho; es decir, aparece como parte de lo dado, como uno
de los supuestos del diagrama. Como se vera, en el proceso de analisis se establecen

definiciones geométricas no cinematicas de la curva o de sus propiedades.

3.1 Notae breves por Florimondi de Beaune

Este es el primer escrito aparece después de la traduccién al latin de Geometria. Su
contenido esta organizado por comentarios a puntos especificos de la obra original. Para el
analisis se usaron tres de las categorias estudiadas en el capitulo 2 para la obra de 1637.

En el prefacio del documento, Beaune destaca la importancia del método de
resolucion de problemas que presentd Descartes en su Geometria; al igual que la relevancia
del uso de simbologia como medio para expresar relaciones geométricas. En especial se
Ilama la atencién sobre la importancia de representar un segmento a partir de la
potenciacion, b, b2, b3, ..., ya que ello permite resolver geométricamente ecuaciones de
grado mayor a tres.

El primer comentario de Beaune es sobre la importancia del método de analisis en la
resolucion de problemas. Se apoya en la situacion que aparece en la figura 182° que para él

muestra la importancia de conservar la proporcién bajo condiciones especificas.

8 Dado un triangulo rectangulo ADE, cuyos angulos DAE son rectos, se cumple que la suma de los cuadrados
de los lados es igual al cuadrado de la base.
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Exhibeamus aliquod exemplum: Detur triangulum retan-
gnlum ADE, cujusangulus D AE fic re@us. Manifeftum cft
ex clementis, quo laterum quadrata fimol fumpta quadrato bafis

A

X N MB C

fint qualia: hoc eft, fiponamus AD» b, AEx¢, & DE

Figura 18. Problema y diagrama del problema sobre la importancia del método.
(Beaune, 1659, p.110)

Aqui se incorpora el teorema de Pitadgoras haciendo uso de simbologia para las
cantidades de magnitud de los tridngulos propuestos. La argumentacion es la siguiente: si
suponemos que AD = b, AE = ¢, DE = d, entonces b? + c? es igual a d?, lo que debemos
mostrar es que esta propiedad se cumple en cualquier extension del plano. Para ello,
Beaune supuso que existe una linea de mayor o menor magnitud y que estas son paralelas a
la base DE; ese supuesto extiende la relacion entre los lados. Luego, formula la tercera
proporcional para las siguientes triplas: BC, DE, HM; BC, AE, NM; BC, DA, HN y define
las razones a partir de los tridngulos semejantes AEF y BCA para concluir que la propiedad
también se cumple en los otros triangulos rectangulos.

El diagrama es usado aqui como en la geometria euclidea, para mostrar una red de
conceptos que permite deducir la propiedad de los triangulos rectangulos; los objetos en el

sistema de representacion simbolico heredan las propiedades del diagrama. Beaune
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considera la universalidad del método a partir de este ejemplo, porque permite ver que el
principio analitico, la ecuacion, se verifica para cualquier triangulo rectangulo.
3.1.2 Solucion de Ecuaciones

Beaune se refiere a la deduccion geométrica de las ecuaciones de segundo grado que
hizo Descartes para mostrar la solucion de la ecuacion y? = —ay + b?. Para ello utiliza el

mismo diagrama que aparece en la obra cartesiana con la siguiente argumentacion:

/‘,a--u. ...\

o \\
i

L M

Figura 19. Solucién de ecuaciones de segundo grado. (Beaune, 1659, p.112)
Siempre que LM sea tangente al circulo LOP se toma el rectdngulo OPM y el
cuadrado PM como iguales al rectangulo OMP. Ya que OMP es igual a cuadrado LM,

entonces el cuadrado PM es igual al cuadrado LM menos el rectangulo OPM: en

. - , 1
consecuencia y* = —ay + bb y, como lo afirma Descartes, su raizes: y = —~a +

/%aZ + b2, cuando NM = Eaz +b% NP =-ayMP =y.

Beaune busca argumentos en la geometria euclidea para mostrar que la construccion
que realiza Descartes es valida, luego acepta el principio analitico propuesto en la obra
original y la forma analitica de la raiz positiva de la ecuacion.

Debe observarse que en este caso como para la ecuacion y? = ay — b?, las

argumentaciones se hicieron sobre los mismos diagramas que se presentaron en la edicion
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de 1637, estas imagenes permiten visualizar las relaciones geométricas que permiten
verificar geométricamente la deduccion analitica que presenté Descartes en Geometria y
hacer el cambio de representacién entre las relaciones geométricas y el proceso de

simbolizacion a través de la escritura algebraica.

3.1.3 Solucion de Problemas
Beaune comentd la solucion de Descartes al problema de Pappus al considerar un
ejemplo de su solucién utilizando algunos segmentos propuestos en el diagrama auxiliar -

figura 12- de la edicion de 1637.

Figura 20. Ejemplo de solucion al problema de Pappus. (Beaune, 1659, p.119)

El caso que presenta es el de la ecuacion y = m — gx + Jmm + ox — %xx , cuando

m = 0. En la construccion se toman la recta AY y la curva AX cuyo vértice es el punto A.

AB = b, AY = y,ya AK esigual a la paralela XY = x. Yaque b + yesay como yesax,

se tiene que: y? = bx + yx; entonces, y = %x + Exz + bx que es una hipérbola. Como

. 1 . .,
AK = x, lalinea KL = —x entonces KL supone igual a%x en la ecuacion y = m — Sx +
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\/mz + ox + %xz que es la ecuacion general presentada por Descartes. Dado que el angulo

AKL es recto, el cuadrado de AL es igual al cuadrado AK méas KL.

En la parte sintética de la solucion Beaune hace uso del diagrama auxiliar propuesto
por Descartes. En su argumentacion muestra que los puntos de la curva cumplen con la
condicion de la relacion de la curva. Para llegar a ello, Beaune tuvo que experimentar con
la imagen y reconstruir las condiciones en la relacion entre el diagrama y la expresion
algebraica en contexto geométrico que permiten tomar un punto de la curva para
representar la relacion geométrica para cada punto de la relacion.

En la solucion de Descartes al problema de Pappus el proceso sintético se basa en el

diagrama auxiliar, y se especifican las condiciones de la expresion simbdlica para las cuales

. s = . , - e/ n
un tipo de conica existe. En el caso de la parabola, la condicion de que —x No se encuentre
en la ecuacion fue hecha por Descartes sin aportar la prueba; eso es lo que muestra Beaune.

Para ello escribe la expresion yy = —2dy + by, cuyaraiz es: y = —d + Vd? + bx. Luego
asume, con base en la figura 21, que AB = x; estando en relacion continua con BC = y;

BK = d, NK paralelaa AB, y con KI igual a AB. De esta manera debe mostrar que

Vd? + bx es una parabola porque no se tiene el término en x2. El punto N es el vértice, la
2

linea IN = d?, para este ejemplo. Por lo tanto, el latus rectus es % que es lo mismo que b,

y KC es la ordenada del didmetro, lo cual esta dado por las deducciones anteriores de

Descartes.
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Para realizar la prueba, el autor se refiere al uso de las proposiciones 11 del libro |
2
de Conicas de Apolonio,* de tal forma que, NK = % + x; por ejemplo, dd + bx es igual

al cuadrado de la linea KC. De esta manera, KC = y + d, su cuadrado es yy + 2dy + dd.

Figura 21. Solucién del problema de Pappus por una parabola. (Beaune, 1659,
p.121)

El uso del diagrama es ilustrativo de los segmentos con que se construyen las
soluciones, en este caso las parébolas. La imagen visualiza una ejemplificacion de la
solucion, la cual se generaliza a partir del cumplimiento de la propiedad para esta curva. El
principio sintético se encuentra en los libros de Apolonio. En estos dos casos, los diagramas
se usan para anticipar las relaciones que se dan entre las lineas que permiten construir los

puntos que generan la curva 'y cumplen la condicion de pertenecer a la parabola.

% If a cone cut by a plane through its axis, and also cut by another plane cutting the base of the cone in a
straight line perpendicular to the base of the axial triangle, and if further the diameter of the section is parallel
to one side of the axial triangle, then any straight line which is drawn from the section of the cone to its
diameter parallel to the common section of the cutting plane and of the cone’s base, will equal in square the
rectangle contained by the straight line cut off by it on the diameter beginning from the section's vertex and
by another straight line which has the ratio to the straight line between the angle of the cone and the vertex of
the section that the square on the base of the axial triangle has to the rectangle contained by the remaining two
sides of the triangle. And let such a section be called a parabola. (Apolonio, 1952, p.615)



Diagramas y préactica matematica en la Geometria Cartesiana 118

3.1.4 Instrumentos y Construccion de Curvas

Beaune realiza en el comentario V una construccion para las ecuaciones de segundo
grado. Muestra que la expresion simbolica de esta expresién puede ser descrita como el
producto de dos expresiones lineales. De esa manera, presenta el tipo de ecuaciones que se
pueden construir. EI comentario se refiere al aparte de la Geometria en que Descartes
anuncia que la solucion del problema de Pappus para cuatro lineas es una de las conicas.
Para mostrar las ecuaciones de segundo grado, Beaune elabora la siguiente construccion:

Dada la posicion de la linea BH y un punto A en ella, después de tomar la linea AX
por x, dibuja la linea XY, necesariamente y, con AX se define un angulo cualquiera, se
pueden trazar un nimero indefinido de rectas paralelas a BH como las rectas DK, LP, QT,
de tal manera que DK se encuentra por debajo de BH, LP por arriba de BH, entre el punto

XyY; QT mas alla del punto Y.

Figura 22. Estrategia para mostrar ecuaciones de segundo grado. (Beaune, 1759,

p.128)
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De manera anéloga, se trazan las lineas QD, RAE, SF, TK paralelasa XY y a ZG,
tales que QD corta la linea XA; y la linea SF esta entre los puntos A y X, asi como la linea
TK, lo mismo que AX frente a X. Este gréfico es consecuencia de la proposicién 4 del libro
dos de las Cénicas de Apolonio,® en donde se construye una hipérbola a partir de un punto
y sus asintotas. Por lo tanto, en el diagrama se puede construir una hipérbola con un par de
rectas que se interceptan, con el punto Y en el interior de la region delimitada por ellas. En
consecuencia, queda por demostrar que las asintotas y el rectangulo de cada ecuacion estan
debidamente construidas.

Se supone que la hipérbola pasa por el punto Y, con asintotas DQ y DG; y que el
rectangulo determinado por las lineas DG, GY es igual al rectangulo df + bc cuando se
tiene que AX = x,XY =y,AB = ¢,BD 0 XG = b. Entonces BX = x+ ¢,y GY =y + b;
multiplicando uno y otro se obtiene, bc + bx + cy + xy; por las lineas del rectangulo.
Como DG X GY esigual adf + bc, entonces los productos conocidos se toman por bc,
dado que xy + cy + bx = df. A partir de estas relaciones simbolicas de la propiedad
geomeétrica, se indican las rectas que permiten la construccion.

A continuacion, Beaune define diferentes tipos de ecuaciones que se pueden

construir usando las relaciones de los segmentos del diagrama de la figura 22.

%1 Problem: given two straight lines containing an angle and a point witch in the angle, to describe through the
point the section of a cone called hyperbola so that the given straight lines are its asymptotes. (Apolonio,
1952, p.685)
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Figura 23. Ecuaciones construidas a partir de la figura 22. (Beaune, 1659, p. 129)

La elaboracién del diagrama de la figura 22 implica un desprendimiento de la
construccidn por puntos para las curvas de segundo grado, para su representacion es
suficiente como se describe en las ecuaciones de la figura 23 conocer la posicion de algunas
rectas y las asintotas. La representacion de la propiedad geométrica a partir de simbolos se
impone en cuanto a las relaciones que deben tener las lineas para la construccién de la
curva. Sin embargo, el analisis que se debe hacer implica la deduccion y experimentacion,
caracteristicas estas de los diagramas que se explicaron antes en la seccion 2.2. de esta tesis.

En el diagrama se infiere la generalizacion de la propiedad de lineas paralelas a las
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asintotas planteada por Apolonio en las proposiciones 12 y 13,% del libro Il de Conicas,
cuando el angulo que conforman las asintotas es recto.

La simbologia en contexto geométrico y la propiedad de las cénicas quedan
relacionadas por el principio geométrico que caracteriza la conica, el cual es representable a
partir de rectangulos. En este caso, el autor asume que el producto de dos expresiones
algebraicas de primer grado es una ecuacion de segundo grado y es esa la situacion que
representa. El diagrama es, asi, un mediador bidireccional entre lo simbélico y lo
geométrico, lo cual aparece por primera vez en el texto. Mientras que en la Geometria la
relacién es unidireccional, de lo geométrico a lo simbdlico, en estos casos el diagrama

cumple la funcién de mediador en la unidireccionalidad.

3.2 Los Comentarios de van Schooten

Los comentarios de van Schooten a la Geometria de 1637 se organizaron de acuerdo
con cada uno de los tres libros del texto original por medio de letras, A, B, ..., etc. Al inicio
de cada uno, se cita el parrafo de la obra que se va a comentar; de tal manera que, para
hacer referencia a un comentario, se usan la letra y el libro de la obra original que se esta
comentando. En esta tesis, el aparte de la Geometria que se comenta se escribe en
paréntesis cuadrado [...], y se usa la version de la traduccion al inglés de Smith (Descartes,
1954).
3.2.1 Solucion de Problemas

En este documento el uso de los diagramas en la solucion de problemas se organiza
en dos apartados: el primero presenta los comentarios a la solucion del problema de Pappus

y el segundo recopila algunos otros problemas presentados por el autor.

92 Aungue el autor nombra Gnicamente la proposicion 12, también aplica la proposicion 13.
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3.2.2.1 La Solucién del Problema de Pappus.

Parte del estudio del texto de 1637 gir6 alrededor del debate que generd entre los
matematicos de la época la solucion presentada por Descartes al problema de Pappus. Las
observaciones fundamentalmente fueron sobre: las diferentes posiciones que puede tomar el
punto C y la posicidn que Descartes le dio a las conicas (hipérbola y circulo) en los
diagramas.

Segun Dooper (2014) en la segunda edicion de Geometria van Schooten presentd las
conclusiones de varios de los debates entre él, Roberval, Huygens y el propio Descartes.
Para hacer el analisis, se sigue la ruta de comentarios que sugiere Dooper (2014, p.147).

El comentario BB del libro Il hace referencia al diagrama de la solucién que se
presenta en la obra original -figura 10-, (van Schooten envia a la pagina correspondiente de
la traduccion de la Geometria) y las implicaciones de la solucién sobre los &ngulos
alrededor del referencial EAR, RAG,GAD y DAE. Especificamente, el comentario esta

sobre el siguiente apartado:*3

[If v is zero or less that nothing in this equation, the point C being supposed to lie
within the angle DAG, then C must be supposed to lie whithin one of the angles
DAE,EAR or RAG, and the signs must be changed to produce this result. If fot each
of these four positions y is equal to zero, then the problem admits of no solution in

the case proposed.] (Descartes, 1954, p. 63)

% Si y es cero 0 menos que nada en esta ecuacion, se supone que el punto C esta dentro del angulo DAG,
entonces se debe suponer que C esta dentro de uno de los &ngulos DAE, EAR 0 RAG, y los signos deben
cambiarse para producir este resultado. Si para cada una de estas cuatro posiciones y es igual a cero, entonces
el problema no admite solucidn en el caso propuesto
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En el comentario, se analizan los signos de las cuatro ecuaciones que representan las
diferentes posiciones que pueden asumir las rectas EG y DR, y la posibilidad de existencia
de solucidn paray = 0.

El comentario hace referencia al diagrama para recordar que la solucién depende de
la posicion de las rectas dadas, del punto C y del producto de las rectas auxiliares AB X CF
y CD x CH. Se indican los signos de las ecuaciones que presenta la solucién de Descartes
anunciando que, para algunas posiciones de C, se obtiene una hipérbola o un circulo. Van
Schooten no presento ni los calculos ni un nuevo diagrama para justificar las soluciones de
la hipérbola y del circulo (Dopper, 2014).

En este mismo comentario, planteé un problema® como una explicacion al

razonamiento que hace Descartes en la solucién del problema de Pappus con cuatro rectas.

I N reéta interminata aflignatis duobus punétis A, B,
in cadem aliud aflignarc punétum C, ut rectangulum
: ' A CB, quod fit fub
re&is AC, CB,ad
i & aflignata punéta A, B
| “abfciffis, dato fpatio
d zqualc fic, quod ta-
— men minus fit quartd
parte quadratiex A B.
quz fit 0 4.

- -

Figura 24. Problema de la explicacion de signos en las ecuaciones. (Schooten,

1659, p. 180)

% EI problema fue planteado por Huygens en la carta del 6 de diciembre de 1656. En una recta indeterminada,
se asignan dos puntos, Ay B, y un punto C. El rectangulo que se compone de los segmentos AC, CB con los
puntos A y B dados es igual al espacio d, que es menor a la cuarta parte de AB = a.
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El problema aborda la relacion entre los signos de las ecuaciones y las relaciones
proporcionales entre los segmentos determinados en la situacion relativa del punto C
respecto a los puntos A y B. Se explicita una parte de la solucién del razonamiento del
problema de Pappus, a través de un problema en donde el razonamiento es analogo. La
situacion tiene una funcion explicativa para la comprension de la solucién que plantea
Descartes.

La solucidon del problema planteado por van Schooten le permitio identificar
diferentes ecuaciones segun la posicion de C, la interpretacion de d como un area invariante
de la posicién de € modela la condicién del problema de Pappus respecto al punto solucién
C. Se supone que C esta fuera de AB a la izquierda de Ay que CA = x, entonces xx +
ax = d. Al Suponer que C esta entre Ay B, la ecuacion es ax — xx = d; y finalmente, si se
supone que C esta fuera AB a la derecha de B, entonces, la ecuacion es xx — ax = d.

Este problema y su solucién reconocen dos momentos significativos en el
procedimiento cartesiano; el primero, comprender la emergencia del uso de magnitudes
orientadas que conservan un valor especifico independiente del cambio de orientacion; una
nueva forma de pensar sobre la orientacion de una magnitud respecto a un punto o recta de
referencia, las primeras ideas de lo que luego sera el concepto de vector. El otro, la
adopcidn de la convencidn simbolica de alternancia de signos para tener en cuenta todos los
casos posibles en que se relacionan las magnitudes, proceso que también se presenta en la
solucion del problema de Pappus.

En el problema que plantea van Schooten se muestra la idea de ecuacién general a
partir del uso de las ecuaciones con cantidades numéricas. Luego realiza el producto de las

tres ecuaciones que solucionan el problema encontrando una ecuacion de sexto grado con
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cuatro raices positivas. La generalidad en la convencion de alternancia de signos responde
al rigor cartesiano en la determinacion del principio analitico, como lo hizo Descartes en la
solucion al problema de Pappus al calcular la ecuacidn general de las conicas.

El comentario CC hace referencia a las soluciones de la ecuacion LC =

Jmm +om — pmﬂ , especificamente, van Schooten cita a Descartes en el apartado; [If none

of these exceptional cases occur, the point C always lie son one of the three conic sections,
or on acircle...]% (Descartes, 1954, p. 67). Las excepciones de las que habla Descartes se
refieren a las posibilidades en donde LC es una recta. Van Schooten discutié este pasaje con
Huygens y publico, en este comentario, cada conica acompafiada de un diagrama. Van
Schooten mostro 4 casos para la parabola, 5 casos para el circulo, 5 casos para la elipse y
10 casos para la hipérbola.

En Geometria, Descartes plante6 de manera sucinta el tratamiento de las lineas de la
construccion auxiliar®® para cada una de las conicas; pero, no mostro las relaciones entre los
puntos de cada curva y la ecuacidn general. Este trabajo es el que realiza van Schooten en
este comentario. La conclusion a la que Descartes llegd y desde la cual parte este

comentario fue:;®’

% Si no ocurre ninguno de estos casos excepcionales, el punto C siempre se encuentra en una de las tres
secciones conicas, o en un circulo ...

% Figura 22 de este documento.

% En particular, si el término %xz es cero, la seccién cénica es una parabola; si esta precedido de un signo

mas, es una hipérbola y, finalmente, si esta precedido de un signo menos, es una elipse. Una excepcion se da
cuando a?m es igual a pz?2 y el dngulo ILC es un angulo recto, en cuyo caso obtenemos un circulo en lugar de
una elipse.

Si la seccion conica es una parabola, su latus rectum es igual a %Z Yy su eje siempre se encuentra a lo largo de

2
la linea IL. Para encontrar su vértice N, haga que IN sea igual a % de modo que el punto I esté entre Ly N

si m? es positivo y ox es positivo; y si L se encuentra entre I y N si m? es positivo y ox negativo. Es
imposible que m? sea negativo cuando los términos estan organizados como se indicd anteriormente.
Finalmente, si m? es igual a cero, los puntos N y I deben coincidir.
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In particular, if the term %xz is zero, the conic section is a parabola; if it is

preceded by a plus sign, it is a hyperbola, and, finally, if it is preceded by a minus
sing, it is an ellipse. An exception occurs when a?m is equal to pz? y el angle

ILC is un right angle, in which case we get a circle instead of an ellipse.

If the conic section is a parabola, its latus rectum is equal to % and its axis always

2
lies along the line IL. To find its vertex, N, make IN equal to % so that the point |

lies between L and N if m?2is positive and ox is positive; and L lies between | and N
if m2is positive ox negative. It is impossible that m?2should be negative when the
terms are arranged as above. Finally, it m2is equal zero, the points N and | must

coincide. (Descartes, 1954, p. 68)

Van Schooten se focaliza en la construccion auxiliar de Descartes, la cual usé

durante el proceso sintético de resolucion de problema de Pappus para cuatro lineas. En

este diagrama, se construye la seccion conica mostrando que la ecuacion y = m — ;—lx +

sz + ox — %xz corresponde a la ecuacion de una seccion conica, segun sea el caso. El

argumento sobre este diagrama implica mostrar que toda ecuacion cuadratica de dos

variables representa una seccion conica.
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Figura 25. Construccion auxiliar del problema de Pappus de cuatro rectas.

(Descartes, 1996, p. 423)

Los casos presentados para cada conica analizan las posiciones relativas del vértice,
el diametro, el latus rectum y el latus transversum. Los diagramas especifican la posicion
de la curva a partir de las lineas auxiliares. Precisamente, van Schooten trabaja sobre esta
Gltima ecuacion haciendo explicitas las soluciones para el cambio de signo y la nulidad de

los términos. La figura muestra el primer caso para las parabolas®®.

Figura 26. Diagrama caso | de la parabola. (Schooten, 1659-1661, p. 182)

% Primer caso: como la seccion es una parabola, en la cual la linea LC existe; y las ordenadas aplicadas al
didmetro siempre estan en la linea IL. El vértice N esta al otro lado del punto L, respecto al punto [ y existe la
linea LC=v/mm + ox, para encontrar, el latus rectum.
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En estas soluciones aparecen por primera vez los diagramas de la categoria que se
denomino de hecho, cuya caracteristica es que la curva aparece como un objeto ya
terminado; en este caso, lo dado es una parabola. En el comentario CC, el discurso que
acomparia al diagrama esta relacionado con las representaciones simbolicas que se deducen
de la posicién de la curva, las cuales estan focalizadas en la construccion auxiliar de
Descartes, puntualmente sobre las rectas IL, NL, LC y las rectas AB'y BC como
referenciales para la construccion.

En el texto que acomparfia al diagrama, puede verse que van Schooten asumio el tipo
de seccion conica y las posiciones relativas expuestas en la obra original para las lineas
IL,LC,y los puntos N e I. El argumento algebraico que usa para determinar la igualdad
entre LC y la propiedad geométrica de la parabola se deduce de la proposicion 11 del libro |

de Conicas de Apolonio.

&um r, pono pro N1 f, eritque N L aof+
deindcita proccdo : >
Mult.NL [+%

per 7

fitO LC.j:r+'.—£', zquale m m o0 x.

Al o fr:nnm,delcr
AT 007 - i o 0 mm
B B i 23
1:92- fO(:Duum
£ f ‘M’l

Figura 27. Procedimiento caso 1 de la parabola comentario CC. (Schooten, 1659,
p. 183)
Cuando analiza la construccion auxiliar van Schooten muestra que la forma

algebraica del latus rectum es igual a la que propuso Descartes y la relaciond para las
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parabolas con latus rectum IL, “in the same way | know the ratio of KL to IL, which | may
call n: a, so that if KL is equal to gx, IL is equal to Sx‘”. (Descartes, 1954, p. 64). Un

procedimiento de identificacion y construccion de la parte analitica con la parte geométrica
se realiza para los 24 casos propuestos en este comentario.

Van Schooten muestra las posiciones relativas de los puntos N, L, I, C y de los
segmentos de recta /K, IN, LC, LM, LN para cada uno de los casos posibles, explicando las
afirmaciones que Descartes hizo en Geometria respecto a la relacion entre la ecuacion que
representa el problema y los segmentos de la construccion auxiliar. Las conclusiones que

Descartes realiza con la ecuacién solucién del problema de Pappus de cuatro lineas y =

m—>x+ sz + ox — %xz, y el diagrama auxiliar fueron explicitadas por van Schooten

en este comentario.

El proceso de sintesis que plante6 Descartes en el libro 11 de Geometria implica
identificar las curvas de segundo grado encriptadas en el proceso analitico del problema,
como afirma Alvarez (2000): “finalmente, Descartes regresa a la figura para reconocer las
magnitudes geométricas involucradas en la expresion algebraica. Este es el momento que
permite la construccion del lugar geométrico”. (pp. 57-58)

La elaboracion de van Schooten implica la comprension de la relacion entre el
diagrama, la relacion simbdlica y las consecuencias de una representacion en la otra. Todos
estos diagramas son ilustrativos de las caracteristicas de la curva que se toma como dada, se
usan como memoria que anticipa los segmentos que intervienen en la argumentacion para

cada solucion.

% De la misma manera conozco la razén de KL con IL, que puedo llamar n: a, de manera que si KL
esigual a~x, IL esigual a > x.
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El reconocimiento de las magnitudes en relacion con las posibilidades de la ecuacion
solucion es donde van Schooten localiza su trabajo. Sin embargo, la construccién del lugar
geométrico no se da en este comentario. Las 24 imagenes son mas ilustrativas de la
posicién de la curva respecto al referencial, el proceso es més algebraico. En este
comentario, se asume que la solucion al problema es una de las conicas o la linea recta y, de
esa manera, van Schooten encuentra la relacion de la ecuacion solucion con el latus rectum
en el caso de la pardbola y, para la elipse y la hipérbola, el centro latus rectum y el latus
traversum.

Las aclaraciones sobre la solucion del problema de Pappus continuaron en el
comentario CCC, [it is thus easy to determine this parabola, according to the first problem
of the first book of Apollonius®®®] (Descartes, 1954, p. 68). Van Schooten comprendio el
enfoque metodoldgico propuesto por Descartes: encontrar el principio analitico de las
curvas que representan el problemay, luego, mostrar que cada cénica esta inmersa en él.
Los comentarios B, BB, CC y CCC hacen referencia a la segunda fase del método, el
método sintético.

En la introduccion al comentario CCC indica que realiza éste para que los lectores
de Geometria puedan comprender la solucion y las propiedades de las conicas, incluso
también para quienes no tengan acceso al libro cénicas de Apolonio. Van Schooten tom¢ la
proposicion 11 del libro I de conicas e hizo una traduccion de esta proposicion en el
lenguaje algebraico de la época. Para ello nombra las cantidades de magnitud con una letra
minuscula y opera con ellas algebraicamente. VVan Schooten realiza dos supuestos para el

caso de la parabola e hizo uso del mismo diagrama que Apolonio.

100 por tanto, es facil determinar esta parabola, segtn el primer problema del primer libro de Apolomio.
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Figura 28. Diagrama usado por van Schooten de la proposicion 11 del libro | de

Apolonio. (Schooten, 1954, p. 207)

Los dos supuestos!® garantizan la existencia del cono ABC y del plano que corta
paralelo a la base AC del cono, y que genera el circulo KFL. Al revisar el tratamiento que
hizo van Schooten para la pardbola, se identifica que el papel del diagrama es el mismo que
en la obra de Apolonio: permite establecer una condicion de identidad para la seccion que
se conforma al cortar el cono y de la cual se deduce la propiedad geométrica que caracteriza
a la conica. La relacion que hace van Schooten entre el discurso verbal y el diagrama
mantiene la estructura de la construccion geométrica euclidiana. En este sentido, primero le

da existencia a la curva como el corte de un plano en un cono.

1011, La linea recta BA o BC, desde un vértice de un cono B, llevado a la base circular AC, es una superficie
conica.
2. La seccion KFL paralela a la base del cono AC es un circulo
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Figura 29. Definicion de parabola®. (Schooten, 1659, p. 207)

La sintaxis de lo simbdlico en contexto geométrico uso la herramienta euclidea de
las razones y las proporciones para operar y determinar una nueva expresion simbélica para
las caracteristicas geométricas de cada conica. En el caso de la parabola, van Schooten
tomo seis segmentos como dados, asumio la ruptura de la homogeneidad, operé con las
cantidades de magnitud y uso la simbologia para expresar la propiedad geométrica de la
parabola. De esta manera, la conica geométrica de Apolonio quedd representada en la
nueva estructura de las curvas geométricas que luego haran parte de las curvas algebraicas.
Una nueva manera de formular las cénicas aparece, la simbolica, en donde las curvas

quedan clasificadas por el grado de su expresion; todas ellas son curvas de segundo grado.

Figura 30. Expresién simbdlica de la parabola. (Schooten, 1659, p. 208)

102 |_a parabola, es la seccion de un cono ABC por un plano GEFH, en el cual la linea ED es comUn a la
seccion a lo largo del eje del triangulo ABC, el plano secante GEFH y el didmetro de la seccion, que suele ser
paralelo a uno de los lados AB, BC, del mismo tridngulo. En el caso BC; la linea GH, es la base de la seccion
GEFH, asi mismo AC es la base del triangulo a lo largo de un eje que se cruza en angulos rectos.
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El latus rectum de la parabola queda representado por medio del segmento EN = %

yFI X FI = %x. El argumento parte del planteamiento de las proporciones que usé

Apolonio, la nueva operatividad permitio obtener el producto de segmentos que representd
la propiedad geométrica, que se encuentra en la proposicion 11 del libro I de Conicas, la
cual ahora queda expresada en términos de una ecuacion de segundo grado.

Para los casos de la hipérbola y de la elipse usé las proposiciones 12 y 13 del libro |
de Conicas; los argumentos siguen siendo sintéticos y los diagramas de la cnica como
cortes del cono surgen de la intencidn de mostrar las relaciones proporcionales que se
establecen luego de realizar el corte para, luego, sustentar el paso a la construccion de la
expresion simbolica en contexto geométrico.

En el caso de la hipérbola aparecen dos asuntos diferentes y significativos sobre la
funcién de los diagramas. Primero: van Schooten mantuvo la representacion tridimensional
que Apolonio sintetiza en la proposicién 11 del libro | de Cénicas, lo que refuerza la idea
de que quiso pasar de la definicion antigua a la expresion simbélica de esa curva, plantear
lo antiguo a través de las concepciones del momento. Adaptar a las conicas en su contexto

geométrico como objetos en el contexto analitico.
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Figura 31. Diagrama para la representacion simbélica de la hipérbola. (Schooten,

1659, p. 216)

Segundo: van Schooten usé las propiedades de la hipérbola a partir de sus asintotas,
usando las proposiciones 10, 12 y 13 del Libro Il de Conicas'® a través del siguiente

diagrama:

108 proposition 10: If some straight line cutting the section meet both asymptotes, the rectangle contained by
the straight lines cut off between the asymptotes and the section is equal to the fourth of the figure resulting
on the diameter bisecting the straight lines drawn parallel to the drawn straight line. (Apolonio, 1952, p. 688)
Proposition 12: if two straight lines at chance angles are drawn to the asymptotes from some point of those on
the section, and parallels are drawn to them from some point of those on the section, then the rectangle
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Figura 32. Asintotas de la hipérbola. (Schooten, 1659, p. 219)

Como se observa en la figura 32, el diagrama contiene una explicacion gréafica de la
propiedad que usara. La relacion de rectangulos estd sombreada, la imagen cumple doble
funcién: pone en juego los elementos que se relacionan en la existencia de la hipérbola y
muestra, explica, la propiedad que cumplen las asintotas. El diagrama esta elaborado con
una intencion pedagdgica, se muestra como un instrumento para ilustrar la propiedad.

Durante el comentario, puede verse la intencion de van Schooten de clarificar la
parte sintética del problema de Pappus. Es decir: mostrar que la expresion analitica contiene

las conicas que advirtio Descartes. Para conseguirlo, hace una extension de la idea de

contained by the parallels will be equal to that contained by those straight lines to which they were drawn
parallel. (Apolonio, 1952, p. 690)

Proposition 13: In the place bounded by the asymptotes and the section some straight line is drawn parallel to
one of the asymptotes, it will meet section in one point only. (Apolonio, 1952, pp.690-691)
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conica geométrica, como fue construida por Apolonio, a los nuevos preceptos de las curvas
algebraicas y, en ese sentido, uso los diagramas de la antigiiedad.

De esta manera, podian representarse todas las proposiciones propuestas por
Apolonio!®, van Schooten reescribid al estilo de la Geometria, los aspectos fundamentales
de las cdnicas en este comentario. Mostré que la parte sintética del método de Descartes iba
a buscar el principio conocido y establecido dentro del rigor euclidiano.

Siguiendo los comentarios para la solucion del problema de Pappus, en el

comentario F afirmo;1%

[For the solution of any one of these problems of loci is nothing more that the fining
of a point for whose complete determination one condition is wanting%, the other
conditions being such that (as in the example) all the points of a single line will

satisfy them]. (Descartes, 1954, pp. 79-80)

Van Schooten hace afirmaciones sobre el método analitico que us6 Descartes en la
solucion del problema de Pappus de cuatro lineas. En ese sentido, llamé la atencién sobre la
eleccion de las lineas referenciales AB y BC, su relacion con el punto C y el angulo que
conforman las dos rectas. Indicé que estos tres elementos permiten obtener la ecuacion

general y que x tome diferentes valores para conformar los puntos que representa C. Para

104\van Schooten publicé algunas otras propiedades en los libros 111 'y V de Exercitationes mathematicae libri
quinque.

105 porque la solucidn de cualquiera de estos problemas de lugar no es méas que la determinacion de un punto
para cuya determinacién completa falta una condicién, siendo las otras condiciones tales que (como en el
ejemplo) todos los puntos de una sola linea se satisfacen.

106 Hasta aqui cita van Schooten; pero, se incluye la siguiente idea, por ser necesaria para comprender el
comentario.
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explicar y como ejemplo de la solucion de Descartes, soluciona el problema de Pappus para

dos rectas'?’.

Datis pofitione duabus re&is lincis AB, CD, inter
fe parallelis, aut concurrentibus in punéto Dy punGum
extra ipfas invenire , ut E, 2 quo fi in datis angulis F &
G ad pofitionc datas AB, CD, dux ducantur re&tx
linex EH, E C, ipfz datam inter fe habcant ratio-
nem 7 ad /.

Figura 33. Problema de Pappus para dos rectas. (Schooten, 1659, p. 226)

Para llevar a cabo la solucién, van Schooten preciso tres momentos que llama
resolucion, en donde usa el método analitico; construccion y demostracion.

Para la fase de resolucion establece los siguientes supuestos: La igualdad a F y G de
los angulos 2BAI, 4DCB respectivamente. Las rectas Al y CB se interceptan en el punto I;
por lo tanto, la razén entre HE' y EC se mantiene. Se toma como dado la razén Al es a K.
Estos supuestos garantizan los &ngulos dados sobre las rectas auxiliares EBY EH y
permiten iniciar la resolucién del problema.

Van Schooten trabaja con las cantidades de magnitud de las rectas y construye, a
partir de la semejanza de los triangulos BIA 'y BEH, relaciones algebraicas que le permiten

establecer expresiones simbdlicas para las rectas auxiliares. De esta manera deduce la

-z -, r HE
ecuacion sx — tx = tq la proporcion dada; =—

107 Este mismo problema aparece en van Schooten (1657, p. 231). Dadas dos lineas rectas en posicion AB,
CD, que son paralelas o se encuentran en un punto D; averiguar el punto E,con los angulos dados F y G y las
posiciones dadas AB, CD, se trazan dos lineas rectas EH, EC,con las mismas razones que danr es a s.
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Figura 34. Diagrama de la solucién del problema de Pappus para dos rectas.
(Schooten, 1659, p. 226)

El uso que hace del diagrama es el mismo que le dio Descartes en el problema de
Pappus para cuatro rectas; o asume como sustento para suponer una solucién al problema a
través del punto E, y orienta el anélisis de las relaciones entre los segmentos que le
permiten construir una ecuacién. Toma un caso en el diagrama para las rectas dadas y
genera el movimiento de ese punto a través de relaciones de proporcionalidad; generaliza, a
partir del algebra, una ecuacién que representa el movimiento de E. El diagrama es
producto de la imaginacion que tiene el resolutor del problema y que le permite usar de
manera analoga el problema de Pappus v, en este sentido, usa todas las condiciones que

permiten suponer una solucién del problema para dos rectas.
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En la fase de construccion, uso el punto e que tiene las mismas condiciones del

punto E: dado que eh y ec son paralelas a EH y EC, entonces, concluyé que la razon g se

mantiene para cualquier punto e, para lo cual usa la fig. 2 que aparece en el diagrama —
figura 34-. Esta es la fase sintética de la solucion, por lo tanto, se mostrd que los puntos e
conforman dos rectas eh y ec dados los angulos F y G. Al igual como procede en los
comentarios CC y CCC construye en tercera dimension el diagramay alli realiza la fase
sintética en donde usa la herencia del modelo geométrico de la antigliedad.

La fase de demostracidn estd compuesta por argumentos sintéticos, a partir de las
proporciones expuestas en la fase de construccion, prueba que el punto c esté en la recta de
y que estd compuesta por todos los puntos que se construyen paralelos a CB 'y a HE. Es
decir, prueba que el punto cumple con la proporcion que llevé a la ecuacién y, por lo tanto,
todos estos puntos pertenecen al lugar geométrico que es solucién de la situacion.

Finalmente, con el comentario F, mostro la aplicacion del método de resolucién de
problemas propuesto por Descartes en la situacion mas sencilla del problema de Pappus.
Como lo antecede van Schooten, la funcién de la solucion de este problema es permitirle al
lector comprender la manera como se soluciond el problema de Pappus en Geometria, lo
que implica que tenia una vision pedagogica, comunicacional, explicativa respecto al
problema original.

3.2.2.2 La Resolucion de otros Problemas en los Comentarios.

Ademas de los comentarios para la solucion de Descartes del problema de Pappus
para cuatro rectas, van Schooten, en algunas anotaciones, planted y soluciond otros

problemas. En este apartado se analizan algunas situaciones que usan el método de
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resolucion de problemas, principalmente del primer caso que tratd6 Maanen (2003): esbozar
un diagrama en el que se supone la solucién conocida.

En el comentario G del primer libro, cita el método de solucién de problemas:

[If, then, we wish to solve any problem, we first suppose the solution already
effected, and give names to all the lines that seem needful for its construction, to
those that are unknown as well as to those that are known. Then, making no
distinction between know and unknow lines, we must unravel the difficulty in any
way that shows most naturally the relations between these lines, until we find it
possible to express a single quantity in two ways. This will constitute an equation,
since the terms of one of these two expressions are together equal to the terms of the

other] (Descartes, 1954, p. 6).

Para ilustrar la forma como se debe usar el método, van Schooten plantea la

siguiente situacion:*®

D Atam rectam lincam A B, utcunque fe&am in C,
ita producere ad D, ut re&tangulum fub AD, D B
comprchcnfum » Tquetur quai'lrag_q rectx C D

Figura 35. Problema para explicar el método. (Schooten, 1659, p. 149)
Para determinar la solucion y dar inicio al desarrollo del método, plantea el

diagrama:

108 Dada una linea recta AB con un punto C, y se produce un punto D, tal que el rectangulo comprendido por
AD, DB es igual al cuadrado de la recta CD.
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G

Figura 36. Diagrama del problema dado en la figura 35. (Schooten, 1659, p. 149)

En el diagrama, se plantea la solucién del problema bajo el supuesto de que
AFED = CDGH; la longitud desconocida: BD = x; y segmentos de longitud conocida:
AC = a,CB = b. Como segundo paso del método cartesiano se construyeron ecuaciones
para representar las relaciones que se visualizan a partir del diagrama y se expresan por
medio de simbolos: AD =a+ b+ xy CD = b + x; como BD = DE, entonces, el area
AFED = (a+ b + c)xy CDGH = (b + x)?. Luego, buscd el principio analitico que

corresponde a la situacion: (a + b + ¢)x = (b + x)?; después de operaciones algebraicas,

. b? e . .
se obtiene que x = — Van Schooten especifico que esta ecuacion significa que el

. b
problema se resuelve con la tercera proporcional, % =— que fue uno de los problemas

tratados por Descartes, un principio geométrico conocido que garantiza la simplicidad y la
veracidad de la solucion a través de establecer la semejanza entre dos triangulos.

El diagrama contiene la solucién del problema. Los supuestos que se deben realizar
ya estan contenidos en la imagen, este es un ejemplo del uso del diagrama como dispositivo
de la imaginacién creadora, la conformacion del diagrama implica ya tener un camino de

solucion del problema; por lo tanto, comprender las relaciones que permiten su solucion.
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En el comentario L, van Schooten complementd el tratamiento de la normal a un

punto de una curva.'®®

[For example, if CE is an ellipse, MA the segment of its axis of which CM is an

ordinate, r its latus rectum, and q its transverse axis, then by theorem 13, book I, of

Apollonius, we have x% = ry — gyz. Eliminating x? the resulting equation is s2 —

— 2_ 2
V24 2vy —yi=ry— gyz ory2 + 1 2q1;y_—|;qv T = (] (Descartes, 1954, p.

96).

Van Schooten usa el diagrama que planteé Descartes para presentar el

procedimiento general para hallar lineas rectas que corten las curvas dadas o sus tangentes,

formando angulos rectos.

C

oaqcllc...tg

T L L LA

G P M A

Figura 37. La curva normal en una elipse. (Descartes, 1957, p. 97)

Los argumentos en la obra de 1637 fueron;*°

109 por ejemplo, si CE es una elipse, MA el segmento de su eje del cual CM es una ordenada, r su latus rectum
y g su eje transversal, entonces por el teorema 13, libro 1, de Apolonio, se tiene que x? = ry — gyz

- - -z -2 + 2_4c2
Eliminando x2 la ecuacion resultante es s2 — v2 + 2vy — y% = ry — gyz 0y%+ qryqvqy# =0.
10 5j CE es una elipse, MA es el segmento de su eje del cual CM es ordenada, 7 es el latus rectum con g su
eje transversal, entonces por el teorema 13, libro I, de Apolonio, tenemos x? = ry — gyz.
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If CE is an ellipse, MA the segment of its axis of which CM is and ordinate, r is the
lactus rectum is q its transverse axis, then by theorem 13, book I, of Apollonius, we

have x2 = ry — g y2. (Descartes, 1954, p. 96)

Van Schooten adiciona una construccion al diagrama que permite comprender el uso

de la proposicién enunciada

Figura 38. Modificacion de van Schooten al diagrama propuesto por Descartes.

(1659, p. 142)
La construccion en los comentarios mantuvo los supuestos de la obra original. Por

., . T
tanto, lo que muestra van Schooten es la ecuacion para la elipse x? = ry — Eyz’ usando la

proposicion 13 del libro | de Cénicas de Apolonio;!!! para lo cual, plantea la siguiente

11 1f a cone is cut by a plane through its axis, and is also cut by another plane on the one hand meeting both
sides of the axial triangle, and on the other extender neither parallel to the base nor subcontrary wise, and if
the plane the base of the cone is in , and the cutting plane meeting a straight line perpendicular either to the
base of the axial triangle or to it produced, then any straight line which is draw from the section of the cone
to the diameter of the section parallel to the common section of the planes, will equal in square some area
applied to a straight line to which the diameter of the section has the ratio that the square on the straight line
drawn from the cone's vertex to the triangle's base parallel to the section's diameter has to the rectangle
contained by the intercepts of this straight line (on the base) from the sides of the triangle, an area having as
breadth the straight line cut off on the diameter beginning from the section's vertex by this straight line from
the section to the diameter, and deficient by a figure similar and similarly situated to the rectangle contained
by the diameter and parameter. And let such a section be called an ellipse. (Apolonio, 1952, p.618)
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construccion: extienda BA hasta D, de tal manera que AD = r. Por la semejanza entre los

triangulos GAD y DHF, prueba que % = S. Al multiplicar por HF, construye el rectangulo

2
HFD = %. Por la proposicion enunciada en Cénicas, MAD — HFD = CM X CM, de

donde concluye que: MF = ry — %, que es la ecuacidn que propone Descartes (Schooten,

1659, p. 242).

Van Schooten devel6 los asuntos que enuncia Descartes pero que estan implicitos en
la obra. El diagrama es fundamental en este prop6sito explicativo porque muestra la
relacion entre el razonamiento general, propuesto en la obra original, y el caso particular. El
primero hace uso de un diagrama que generaliza las relaciones que permiten proporciones
validas y muestra la relacion entre los conceptos que permiten la solucién. En el caso de los
diagramas particulares, estos permiten ejemplificar el razonamiento que se debe llevar a
cabo; es el proceso mostrado en la figura 4 de esta tesis, el diagrama de van Schooten
expone lo que esta implicito en el diagrama de Descartes, el uso de la proposicion de
Apolonio. De tal forma que explicita una construccion que permite concluir la expresion
simbdlica.

Este mismo proceso se dio en las explicaciones del comentario M, sobre el problema
de la tangente al punto de una curva donde se mantuvo el uso de los diagramas de la obra
de 1637 para mostrar las ecuaciones para la parabola, la hipérbola y la concoide. En el caso
de la hipérbola, van Schooten usé la proposicion 12 del libro I que habia enunciado

Descartes.
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Figura 39. Tangente a la Figura 40. Tangente a la hipérbola.

hipérbola. (Descartes, 1954, p. 97) (Schooten, 1659, p. 244)

En las figuras 39 y 40, se ve el movimiento que hizo van Schooten al diagrama,
realizd una construccion adicional a partir de la recta HG que permite mostrar, a partir de
relaciones proporcionales, que los puntos de la curva cumplen el principio de la conica que
establecié Apolonio.

En el comentario N, tratd la curva concoide de los antiguos y realizé una adaptacion

a la construccion propuesta por Descartes!2:

[Given, for example, CD the first conchoid of the ancients. Let A be its pole and BH
the ruler, so that the segment of all straight lines, as CE and DB, converging toward
A and included between the curve CD and the straight-line HB are equal. Let it be
required to find a line CG normal to the curve at the point C]. (Descartes, 1954, p.

115)

112 Dado, por ejemplo, CD el primer concoide de los antiguos. Sea A su polo y BH la regla, de modo que el
segmento de todas las lineas rectas, como CE y DB, convergen hacia A e incluyen entre la curva CD y la linea
recta HB son iguales. Es necesario encontrar una linea CG normal a la curva en el punto C.
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Figura 41. Diagrama de la concoide Figura 42. Diagrama de la

(Descartes, 1954, p. 113) concoide (Schooten, 1659, p. 249)

Van Schooten asumié la tarea propuesta por Descartes en la descripcion de la
construccion de la normal a un punto de la concoide: we would involve ourselves in a
calculation as long as, or longer than any of those just given!!® (Descartes, 1954, p. 115);
mostro la relacion de la recta normal con la curva CE. Al igual que en los casos anteriores,
construye modificaciones al diagrama que aparece en la primera edicién de la obra.

Los cambios en el diagrama permiten identificar los tridngulos semejantes con los
cuales se establecieron las relaciones de proporcionalidad y luego las ecuaciones.

Van Schooten, siguiendo el método, esta vez para construir la ecuacién, asigné una
letra a cada segmento de recta conocido y desconocido, y tomd como referente la recta BA,
de la siguiente manera: sean GA = b,AE o LC = c¢,CM 0 AB = x, MAo BC =y AP =

v, PC = s; se establece la semejanza entre los triangulos rectangulos CPE y BCL, de donde

dedujo las primeras ecuaciones CM? = ss — vv — 2vy — yy; BL = \/cc — yy; AL = x —

113 nos involucrariamos en un calculo tan largo o mas largo que cualquiera de los que acabamos de dar.
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\Jcc —yy. Con los triangulos semejantes GMC y GAL, deduce que b% = ; por

T x—Jcc=yy

tanto, después operar algebraicamente obtiene que bx + yx —

\Jbbcc — 2bccy + bbec yy — 2by3 — y* = bx.

En todos estos comentarios, van Schooten muestra la parte sintética que Descartes
enuncia, pero no desarrolla. Complement6 el método de solucion de problemas mostrando
las razones por las cuales se dan las soluciones particulares de la expresion analitica
realizada por Descartes. ldentificd que el diagrama que permite generar la ecuacion general,
para cualquier curva, puede modificarse para mostrar la condiciones para cada curva
solucion.

Al final del comentario O, que dedica a aspectos algebraicos de la regla de maximos
y minimos de Hudde, van Schooten presenta una forma de describir la tangente a un punto
C para curvas gque no son algebraicas. Uso la construccion de Roberval (1602, 1675) de la
curva cicloide para este proposito, este matematico considero la trayectoria de los puntos de
estas curvas determinados por dos movimientos 0 mas movimientos simultaneos
independientes. La cicloide es la trayectoria de un punto A en un circulo que se mueve a lo

largo de una linea recta AE.

Figura 43. La cicloide. (Schooten, 1659, p. 265)
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Van Schooten describié una construccion por puntos para comprender el

movimiento de la curva:

B -
F
E 1/ N
0

% L

D R M K

Figura 44. Construccién por puntos de la cicloide. (Schooten, 1659, p. 265)

La idea que presenta es mover dos circulos concéntricos al mismo tiempo e
identificar puntos en dos rectas paralelas DK y HL, que son tangentes a los circulos en un
punto paralelo al radio AC y AG respectivamente, y que van describiendo la recta
correspondiente. De esta manera, existe un punto que se puede proyectar por una
perpendicular a DM en la recta AG que es N; Yy, lo contrario, existe un punto R que es
perpendicular a la recta DM en Q. En este caso el diagrama representa el movimiento y
permite imaginar la construccion de la curva punto a punto.

En conclusién, van Schooten amplié la solucién de algunos problemas de la
Geometria de 1637 para hacerla mas compresible, generalmente en aspectos que Descartes
describid, pero no desarrolld. Pero, este aporte le permitié también mostrar que las curvas
de los antiguos se pueden describir a partir de esta nueva practica, lo que implica
comprender que el principio analitico que describié Descartes contiene a todos los posibles
casos que son solucién del problema. Asi fue posible describir las curvas de los antiguos,

sus propiedades y el principio de su construccion a partir de expresiones simbolicas
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inmersas en contextos geomeétricos. Esto es van Schooten conecto la antigiedad con los
recursos modernos.

Van Schooten explico, usé y modifico los diagramas que permitieron construir la
solucion general para especificar la parte sintética o analitica del método; dio a los
diagramas una funcion explicativa de la teoria que subyace a cada situacion. Asi, los
diagramas adquirieron una funcion pedagogica en el estudio y la compresion del texto
cartesiano.

Van Schooten usoé el diagrama general que aparece en Geometria como una sintesis
de los conceptos que subyacen a la solucién, como un instrumento de indagacion de las
soluciones; practica que se aproxima a lo que se llamd, en el marco referencial,
razonamiento diagramatico: dada la construccion, se da un proceso de manipulacion y
observacidn que permite concluir sobre el uso de la propiedad que enuncié Apolonio.

Estos diagramas no son estaticos, al ser usados en otro punto de la curva, las
relaciones de proporcionalidad se mantienen, movilizan la propiedad euclidea que se
encarna en la construccion de la simbologia en contexto geométrico y mantienen el

invariante geométrico conocido para la conformacion de cada curva.

3.2.2 Instrumentos y Construccion de Curvas

Como se formula en el marco referencial de esta investigacion, los instrumentos
tuvieron un papel relevante en las propuestas de la matematica planteada en Geometria, no
solo marcaron una separacion del rigor de la antigiedad, también se convirtieron en la
forma de imaginar y representar las relaciones que dan origen a las curvas. No fue en los

comentarios en donde van Schooten tratd los instrumentos articulados para trazar curvas, el
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documento en donde profundizo este tema fue el libro IV Organica Conicarum Sectionum
in Plano Descriptio del libro de 1657.

Este capitulo tiene como idea central la presentacion de los instrumentos a partir de
transformar el articulado mas sencillo, un instrumento para trazar rectas, a mecanismos mas

complejos que permitieron trazar las conicas.

A D

Figura 45. Instrumento para trazar rectas. (Schooten, 1657, p. 304)

Las consideraciones realizadas por van Schoteen para este instrumento pueden
resumirse asi: una regla AB, que se mueve alrededor de un punto fijo A y sobre otra regla
CBD. Las dos reglas se conectan de tal manera que, AB, CB y BD sean de igual longitud.
Al mover D sobre laregla AD, C describe una linea recta perpendicular a AD; por tanto, los
triangulos que se forman ABC, ABD son isosceles y el angulo recto CAD es el doble de
4BCA + 4ADB. Luego, se articula la regla €D al punto B, de forma que CB y BD sean
iguales a AB; asi, en el movimiento, se genera el triangulo CBD.

Luego van Schooten modifica el instrumento articulando el segmento BC en B de tal

manera que obtiene un nuevo instrumento que traza rectas en diferentes posiciones del
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plano. Algunas de las posiciones consideradas por van Schooten se encuentran en la figura
46.
En los diagramas sobre el

movimiento de este instrumento, pueden

verse dos aspectos que resaltd van

Schooten. El primero: que el principio para

generar la recta y el funcionamiento del

instrumento recaen sobre el tridngulo

isdsceles que esta sombreado, el cual se
mantiene para cualquier posicion de los
brazos; esa es la condicion que permite la

construccién, el funcionamiento y el

principio de la curva que se produce, en
este caso, una recta. De igual manera, se
mantiene la variacion proporcional entre

las areas que se conforman entre los

triangulos ACB y BCD; a este aspecto no

Figura 46. Primera transformacion se refiere van Schooten, aunque en el

del mecanismo. (Schooten, 1657, p. 305) diagrama siempre
sombrea el triangulo BCD. El segundo aspecto es que el movimiento se produce a

cualquier lado del punto fijo A; por lo tanto, hay que considerar magnitudes con sentido y

rectas que tienen pendientes negativas.
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Van Schooten describio cada una de las figuras para mostrar las relaciones que se
producen entre los triangulos; por ejemplo, que para las figuras I, I1, 111 'y IV el &ngulo CDA
es el doble del &ngulo BDA. Las propiedades de los tridngulos isosceles constituyen el
principio euclidiano que permite que se construya la recta a partir del movimiento.

Nuevamente se da una extension de la geometria antigua a la nueva practica propuesta por

Descartes.
Los siguientes capitulos los dedicé a mostrar como generar los instrumentos para las

conicas a partir de este primer mecanismo. Aqui se mostrara el caso de la elipse.

La regla AB se mueve alrededor del punto fijo A y la regla BED, en el punto B, de

tal manera que: BD = AB y un punto E entre B y D traza la elipse.

1

i"".'.::‘“l..l:-ull I

:’-. L] lv..ai:.‘ .

%
o

Figura 47. Instrumento modificado para trazar elipse. (Schooten, 1657)

Mediante el andlisis del instrumento y la construccion de las lineas auxiliares que se
ven en el diagrama —figura 48—, van Schooten dedujo lo siguiente de las proporciones que
conducen a la conformacion de la curva. Como EF pasa por AG en el punto M, entonces,

este sera paralelo a AD y perpendicular a AG. Se produce IE que cortaa AD en N, que es
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perpendicular a AD. Finalmente, traza FO, equidistante a INE y secante a AD en 0, y por lo
tanto los ejes LK y GP se encuentran en tercera proporcional con KQ.

Como los triangulos AFO, AIN son semejantes; entonces, FO esa FA como NI es a
IA, FO esa NI como FAesalAYy el doble de FA es al doble de GP como el doble de Al es
a LK. El cuadrado de FO es al cuadrado de NI como GP al cuadrado y LK al cuadrado, por
lo tanto: QK, GP y LK son proporcionales, el cuadrado de GP y el cuadrado LK son como
QK es a LP, que también son el cuadrado de FO; esto es, el cuadrado de NE es al cuadrado
de NI, que es KQ es a LK. Estos cuadrados NI son iguales al rectangulo LNK; también, el
cuadrado NE es al rectangulo LNK y KQ es el latus rectum de la figuray LK el latus
traversum. Por lo tanto, el punto E es una circunferencia elipse cuyos diametros son LK y
GP, el latus rectus principal es KQ perteneciente al eje LK. (Schooten, 1657, pp. 309-311)

Van Schooten analiz6 el instrumento permitiendo visualizar la relacion entre el
mecanismo de trazar rectas y el de trazar elipses. La figura 48 muestra la caracteristica

geométrica que garantiza el trazo de la curva.

Figura 48. Relaciones geométricas para trazar elipses con el instrumento.

(Schooten, 1657, p. 327)
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Al producir el movimiento del mecanismo sobre la recta AD, E describe la elipse.
Los lados DB y BC son iguales, y los triangulos DBE y DCB aumentan y disminuyen a la
misma razén. Van Schooten en el comentario A del libro Il de la segunda edicién de
Geometria, muestra los argumentos que permiten deducir que el trazo es una elipse; es el
unico mecanismo diferente a los presentados por Descartes que presenta. A diferencia de
los argumentos que aparecen en el libro de 1657, que son euclidianos, en los comentarios

aplicé andlisis para encontrar la expresion simbolica de la curva que traza el instrumento.

Figura 49. Mecanismo que aparece en comentarios libro I1. (Schooten, 1659, p.

173)

Supuso que las reglas AB y BD son iguales, y que AB se mueve alrededor del punto
fijo A; entonces, toma un punto E entre By D de tal manera que moviendo el mecanismo
por la linea AD, E describe la curva objeto de estudio KEGL.

Lo primero que establece fue que se debia obtener la relacion de cada uno de los

puntos de la curva a estudiar con la recta AD. Toma el punto E'y traza un segmento de recta
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EN perpendicular a AD, y un segmento AN sobre A; a estas dos cantidades desconocidas
las nombré x e y, y las relaciona con las cantidades conocidas AB = a = BDy DE = b.
De esta manera, uso el referencial ortogonal para tratar lo conocido y lo desconocido de
maneras analogas. Primero tomé un punto que pertenece a la curva y luego represento, bajo
dos rectas que dependen de la posicién del punto, la variacion de los puntos que representa
la curva.

Entonces, por ser el triangulo NED rectangulo, obtiene que ND = vbb — xx,

perpendicular a AD;y por, B se traza el punto g, que es punto medio de AD. A partir de la

semejanza de los triangulos BqD y END, se obtiene que AD = 2f\/bb —xx=y+

Vbb — xxy AN = zab_b Vbb — xx. Haciendo los productos, se obtiene 4aa — 4ab + bb —

4aaxx 4axx
bb b

— xx = yy. Van Schooten advirtio que, para dejar indeterminado y, y obtener

bbyy

————— Esta ecuacion determina los puntos de la
4aa—4ab+bb

el valor de x, se tiene que xx = bb —

curva al mover el instrumento.

Para garantizar la parte sintética del método, que la curva trazada y representada por
la ecuacion es una elipse, van Schooten procedio a partir de las relaciones descritas en el
diagrama y evidenciadas en el libro de 1657. Toma BI igual a BE, asi, se describe el circulo
con centro A y radio Al, el cual es secante a AD en L y en K; entonces LK es el eje
transversal de la elipse. Paralelo a AD, esta el segmento EF, que describe, en el
movimiento, el circulo pGFg. Un punto sobre de la curva se encuentra sobre la linea IN vy,
con el mismo procedimiento, se encuentran todos los puntos que pertenecen a la curva. De

esta manera, entonces, AI = 2a — by AN = y; por tridngulos semejantes, se tiene que b es

b y . .
a An como y es Al; entonces, An = ﬁ y, por ser el triangulo rectangulo, se obtiene
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bb bb p
An? = —=2X__ Por lo tanto, nF = bb — ———>>—, como xx = NEZ; asf, queda
4aa+4ab+bb 4aa+4ab+bb

probado que la curva es una elipse.

En la primera parte de este mismo comentario, van Schooten uso el instrumento que
Descartes presentd para trazar hipérbolas; adiciond lineas que le permitieron usar las
asintotas de la curva y configurar otro grupo de argumentos para justificar la relacion entre

el instrumento y las propiedades de la conica que traza.

U‘{:N )

>

Figura 50. Imagen de instrumento para trazar hipérbolas en Descartes —izquierda
(Descartes, 1954, p. 50), y en van Schooten —derecha. (Schooten, 1657, p. 171)

Este diagrama aparece dos veces en los comentarios. La justificacion del
funcionamiento del instrumento que realiza van Schooten asume una hipétesis diferente a la
de Descartes; él supuso la existencia de la curva de hecho, por lo tanto la existencia es
dada, no es constructiva. El objeto epistemologico de esta argumentacion sobre el diagrama
es otro, la constructibilidad de la conica se pierde, la curva ya no es generada por un

instrumento con un movimiento continuo y controlado. Como se lee en la figura 51, van
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Schooten supone las dos asintotas DF y AF; de ahi, pasa a mostrar, entonces, que
efectivamente lo son para eso, da por hecho que la curva que traza el instrumento es una

hipérbola.'!*

AVEMAD VM ya ve ipsa mulls alia.

) eff m?ﬁrﬁ SzcmmproducaturAG
F ad DG isfit EAfcuNL, & per
j Dagamrre&aDl?lgﬁ CK parallela, occur-
 rens re&: AB in Fa rit D F

Figura 51. Descripcion del instrumento para trazar hipérbolas (Schooten, 1659, p.
171)

En la Geometria la construccion se basé en'®:

Then | take on the curve an arbitrary point, as C, at which we will suppose the
instrument applied to describe the curve. Then I draw through C the line CB
parallel to GA. Since CB and BA are unknown and indeterminate quantities. I shall

call one of them y and the other x. (Descartes, 1954, p. 52)

En el argumento de la Geometria de 1637 x e y son tomadas como segmentos de

recta entre las reglas del instrumento y el punto C. En los comentarios de van Schooten esta

14 5j se extiende AG aD y DG esigual a EAy a NL, y por D pasa la recta DF siendo paralela a CK, concurre
con larecta AB en F entonces DF es una asintota y AF otra. Esto se demuestra facilemente. Supongamos que
la linea GOCE es una hipérbola, cuyas asintotas son DF, FA'y ambas DG, EA son iguales a NL asi como

DF es paralelo a CK.

115 Tomo en la curva un punto arbitrario, como C, en el que supondremos el instrumento aplicado para
describir la curva. Luego dibuja a través de C la linea CB paralela a GA. Dado que CB y BA son cantidades
desconocidas e indeterminadas. Llama a uno de ellos y y al otro x.
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relacién no es clara, los argumentos se soportan en la hipérbola como dada, por tanto, la
existencia de sus asintotas también es dada.

El proceso argumentativo cambi6. En el caso de Descartes el estudio se establecio
en la interseccion del plano CNKL, que luego se convierte en el modelo para construir

curvas a traves de la interseccion de lineas de grado menor:

If in the instrument used to describe the curve, we substitute for the rectilinear
figure CNK this hyperbola or some other curve of the first class lying in the plane
CNKL, the intersection of this curve with ruler GL will describe, instead of the

hyperbola EC, another curve, which will be of the second class*'®. (p. 55)

En los comentarios no se hace referencia a este modelo de conformacion de curvas,
van Schooten no hizo referencia a esta heuristica planteada por Descartes para generar
curvas a partir de la interseccién de curvas de menor grado; tampoco hay comentarios, ni
adiciones sobre la generacion de curvas por movimiento.

El modelo para solucionar ecuaciones planteado en el texto de 1637 implicaba
pensar en la interseccion de dos curvas de grado menor. El planteamiento en los
comentarios desarroll6 su fuerza argumentativa en las caracteristicas conocidas de las
curvas dadas. Por ejemplo, para probar el hiperbolégrafo usé la proposicion 10 del libro 11
de las Conicas de Apolonio,**” en donde se prueba una propiedad de la hipérbola respecto a

sus asintotas:

116 Sj en el instrumento utilizado para describir la curva sustituimos por la figura rectilinea CNK esta
hipérbola o alguna otra curva de primera clase situada en el plano CNKL, la interseccion de esta curva con la
regla GL describira, en lugar de la hipérbola EC, otra curva, que sera de segunda clase.

17 1f some straight line cutting the section mete both asymptotes, the rectangle contained by the straight lines
cut off between the asymptotes and the section is equal to the fourth of the figure resulting on the diameter
bisecting the straight lines drawn parallel to the draw straight side. (Apolonio, 1952, p. 688)
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En los comentarios usa el paralelismo entre DF y CK, construye un punto I en BC
que pasa por DF y llega hasta H, DH paralelo a AF, de tal manera que los triangulos DHI,

KLN y FAD son semejantes. Con KL = b; LN = c¢; DH = x; como KL esa LN como HD

es a HI entonces HI = %x. Como HB = DA, entonces IB =a + b — %x, como BC =y,
entonces IC = a+ ¢ — %x — y. Aplicando la proposicion de Apolonio, se obtiene que
ICXCB=(a+b-— %x — y)y; entonces, DEA = ICB = ay + by + %xy — y2. Por lo

tanto: y? = cy — %xy + ay — ac.

Figura 52. Instrumento para trazar hipérbolas. (Schooten, 1657, p. 332)
Van Schooten sefialé que este instrumento es el mismo que presenté en el libro IV

del texto de 1657. La figura 52 muestra el manejo del instrumento en diferentes puntos de
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la curva y esboza las asintotas de la hipérbola. La argumentacion desarrollada a partir de los
instrumentos en esta edicion de la Geometria no mantuvo el mismo discurso que en la obra
original. La disertacion de Descartes expuesta en el libro 11 de Geometria compard el papel
de los instrumentos con la regla y el compas, que es el analogo de la mecanizacion e
instrumentacion de la geometria euclidiana, desde el punto de vista del instrumento, la regla
y el compaés es a la geometria Euclidiana, como lo son los artefactos para construir curvas
en la practica cartesiana. Con la construccion de mecanismos que permiten construir curvas
geométricas, la modelacién y construccion se limitaba al uso de estos instrumentos, para

luego, por medio del analisis de las relaciones de estos, poder obtener una ecuacion:

If we say that they are called mechanical because some sort of instrument has to be
used to describe them, then we must, to be consistent reject circles and straight
lines, since these cannot be described on paper without the use of compasses and a

ruler, which may also be termed instruments®®, (Descartes, 1954, p. 43)

Pero esa analogia esta ligada a una estrategia, una heuristica para el reconocimiento
de las curvas que modificd la estructura que por afios se habia tenido, a partir de la
geometria euclidiana. En Descartes la técnica fue la conformacién de puntos de una curva
por medio de la interseccion de curvas de menor grado. El hiperbolédgrafo en la obra
original es un ejemplo de esta estrategia.

En este comentario de van Schooten la practica se modifica en los sentidos vistos

anteriormente. En esta segunda edicion del texto cartesiano se comienza a instrumentalizar

118 Sj decimos que se llaman mecanicos porque se debe usar algln tipo de instrumento para describirlos,
entonces debemos, para ser consistentes, rechazar circulos y lineas rectas, ya que estos no se pueden describir
en papel sin el uso de compas y una regla, que también pueden denominarse instrumentos.
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un modelo analitico en donde el supuesto es la curva y la fase constructiva geométrica para
la solucion de ecuaciones comienza a eliminarse.

Segun Bos (1984) el declive de la propuesta de generacion de curvas por
instrumentos y por interseccion de curvas de menor grado de Descartes se dio en los afios
posteriores a la publicacion de Geometria, buscar las curvas mas simples con las cuales se
podia describir una curva se fue diluyendo y reemplazando por la representacion simbolica
de las curvas. En acuerdo con el anélisis de Bos (1984, p.p. 338) la estrategia cartesiana

estuvo caracterizada por!*®:

1. Curves that are geometrical in the above sense have algebraic (i.e. polynomial)
equations in rectilinear coordinates.

2. Whenever a curve has an algebraic equation it can be traced by a combination of
motions which is acceptable a means of geometrical construction.

3. In constructions beyond straight lines and circle are should always use the
simplest possible curves; curves are simpler in as much as the degrees of their

equations are lower.

Se evidencia que en la segunda edicién en latin de Geometria, el libro de mayor
difusion de las matematicas propuestas por Descartes, la practica matematica comenzé a

cambiar; la vision epistémica de la curva empezo el transito de un elemento constructivo a

1191, Las curvas que son geométricas en el sentido anterior tienen ecuaciones algebraicas (es decir,
polinomiales) en coordenadas rectilineas.

2. Siempre que una curva tiene una ecuacion algebraica, se puede trazar mediante una combinacion de
movimientos que es un medio aceptable de construccion geométrica.

3. En construcciones mas alla de las lineas rectas y circulares se deben utilizar siempre las curvas mas simples
posibles; Las curvas son mas simples en la medida en que los grados de sus ecuaciones son mas bajos.
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partir de curvas conocidas a un objeto matematico descrito por sus propiedades geométricas
a partir de su expresion simbdlica.

Durante el trabajo de van Schooten en los comentarios y sobre todo en el libro de
1657, hay un uso pedagdgico del proceso de construccion de curvas a partir de los
instrumentos. Los diagramas modelaron las posiciones relativas de las piezas de los
instrumentos con la relacién geomeétrica que es invariante al movimiento y que permite
definir la curva. Imagenes estaticas de diferentes posiciones del punto que pertenece a la
curva, permitieron analizar el movimiento y la relacion geométrica.

Descartes plantea que a través de la instrumentacion se pasa de la precision de la
mecanica a la exactitud de lo geométrico. Por eso, sumo una hipdtesis a la geometria, “(...)
namely, two or more lines can be moved, one upon the other, determining by their
intersection other curves?®” (Descartes, 1954, p. 43). A mitad del siglo XVI1l1I la
instrumentalizacion para el trazo de curvas geométricas fue desapareciendo en la practica
matematica; pocos matematicos trabajaban en ella. La préctica basada en la expresion
simbolica de las curvas y la teoria algebraica de ecuaciones se convirtieron en el medio de
abordaje tanto de la solucién de ecuaciones como de la existencia de curvas, pues toda

curva expresable por medio de una ecuacion algebraica es geométrica.

3.2.3 Solucion de Ecuaciones

En los comentarios de van Schooten la solucién de ecuaciones de primero y segundo
grado se realiza a partir de procesos aritméticos y algebraicos; no hay acotaciones para los
procedimientos que se presentan en Geometria. Para ecuaciones de grado mayor a dos,

sugirio el trabajo con la descomposicion de los divisores del término independiente. En el

120 g5 decir, se pueden mover dos o mas lineas, una sobre la otra, determinando por su interseccién otras
curvas.
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comentario M del libro I11: [Note that | am here considering y® as of the third degree since
there are no terms in y®°, y3, or y. Trying the binomial y? — a? — ¢? = 0121] (Descartes,
1954, p.179), presenta el uso de la construccion para ecuaciones de tercer grado por medio
de la interseccion de una pardbola y el circulo, ejemplifico la existencia de la solucion de
raices cuando estas no son enteras. En la figura 50, esta el diagrama para la ecuacion x3 =
—8x + 24 descompuesta inicialmente en la forma x3 = —a'px + a'a’q, se encuentra una

raiz por medio de los divisores de 24, x = 2.

Figura 53. Solucién de una ecuacion de tercer grado: x3 = —8x + 24. (Schooten,

1959, p. 303)

En los comentarios este diagrama se usa para comprobar un proceso algebraico que
genera una sola raiz para la ecuacion, la cual se representa con FL. Se comprueba, con la
construccion del circulo y la parabola que estas dos curvas para la ecuacion se interceptan

una sola vez, lo que significa que existe una sola raiz. La construccion geométrica, por lo

121 Tenga en cuenta que estamos considerando y® como de tercer grado ya que no hay términos en y°, y3,0 y.
Pruebe el binomio y2 — a? — ¢% = 0.
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menos en términos de la solucion de ecuaciones, sigue teniendo la certeza de la solucion.
Su estatus epistemoldgico es mayor que el procedimiento algebraico. En este sentido, la
practica matematica de la que hace uso van Schooten no modifica los criterios establecidos
en Geometria.

El comentario Q del tercer libro hace referencia a la raiz que soluciona el problema:
[and by the preceding rule, we know that its root; which it the length of the line'??]
(Descartes, 1954, p.223)

Alrededor de la existencia de las raices de ecuaciones se presento el siguiente
diagrama cuyo objetivo es mostrar las raices que no se pueden determinar por medios

aritméticos, pero existen.

Figura 54. Determinacion de raices de x* — 2ax3 + (aa — cc)x? — 2a3x + a* =

122y por la regla anterior, conocemos su raiz; cual es la longitud de la linea.
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La técnica es novedosa, busca la longitud de la raiz DF = x para la curva x* —

. , 1 1 1
2ax® + (aa — co)x? — 2a’x + a* = 0, que tiene las raices x = -a + ’Z aa +-cc —

1 1 1 1 1 1 1
\/ch—zaa+a\/aa+cc yx=5a+\/Zaa+zcc+\/zcc—zaa+a aa + cc; una

eslaraiz DF y laotra DH. Se usa la relacion del punto D respecto a un punto C que es la
interseccion de dos rectas LE y HM. La construccion supone la existencia de un punto B en
donde FE, IH, KL 'y MN son iguales a la longitud de la constante c.

Esta construccién muestra un modelo para encontrar raices de estas ecuaciones que
no es por medio de interseccion de curvas; es producto de hallar un punto que esta
relacionado con lineas rectas que asumen el papel de ejes cartesianos, el procedimiento se
inclina hacia lo que D"hombres (2000) llamo razonamientos ordenados por un referencial.
Al estilo del problema de la solucién del problema de Pappus, la solucion de este tipo de
ecuaciones usa los inicios de lo que hoy llamamos el plano cartesiano.

Descartes plante6 un problema para mostrar la utilidad de la reduccién de

ecuaciones a cuatro dimensiones cuando el problema es plano y sobre los que son sélidos.

Given the square AD and the line BN, to prolong the side AC to E, so that EF, laid
of from E on EB, shall be equal to NB.

Pappus showed that if BD is produced to G, so that DG=DN, and a circle is
described on BG as diameter, the required point E will be the intersection of the
straight-line AC (produced) with the circumference of this circle. Those not familiar
with this construction would not be likely to discover it, and if they applied the

method suggested here, they would never think of taking DG for the unknown
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quantity rather that CF od FD, since either of these would much more easily lead to

an equation'?3, (Descartes, 1954, pp. 188-191)

Iﬂ-

b .

Figura 55. Diagrama propuesto por Descartes para la solucion del problema
(Descartes, 1954, p 189)

El comentario R se refiere a la solucion del problema propuesto por Descartes:

[Again, if DG were used, the equation would be much more difficult to obtain, but
its solution would be very simple. | state this simply to warn you that, when the
proposed problem is not solid, if one method of attack yields a very complicated
equation a much simpler one can usually be found by some other method*?*.]

(Descartes, 1954, p. 191)

Descartes advirtié la dificultad de tomar DG como la cantidad desconocida, propuso

tomar a CD o a FD que conducen a una ecuacion mas facil de resolver. Estableciéo BD =

123 Dado el cuadrado AD y la linea BN, se prolonga el lado AC a E, de modo que EF que establece E en EB,
sea igual a NB. Pappus mostré que si BD se produce por G, de modo que DG = DN,y un circulo se describe
en BG como didmetro, el punto E requerido sera la interseccion de la linea recta AC (producida) con la
circunferencia de este circulo. Aquellos que no estén familiarizados con esta construccién probablemente no
la descubriran, y si aplican el método sugerido aqui, hunca pensarian en tomar DG para la cantidad
desconocida en lugar de CF o FD, ya que cualquiera de estos conduciria a una ecuacion mucho mas facil.

124 Nuevamente, si se usara DG, la ecuacion seria mucho mas dificil de obtener, pero su solucion seria muy
simple. Digo esto simplemente para advertirle que, cuando el problema propuesto no es sélido, si un método
de abordarla produce una ecuacién muy complicada, generalmente se puede encontrar una mucho mas simple
mediante algun otro método.
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CD =a, EF = ¢, DF = xy CF = a — x. Por proporciones, se obtienequea —x:c =x:
CF; de donde se obtiene la ecuacion general de problema:

x* — 2ax® + 2a?x? — 2a3x + a* = 0, por lo tanto, la raiz es:

2

1 1 1 1 1 1
DF=§a+\/za2+zc2—\/Zc2—5a2+—a\/a2+c2

Van Schooten modifico el diagramay realizo la solucion que Descartes desestimé

por la dificultad. Tomo6 como incognita a DG.

N ’/-_\ £
.A\ / C — : : X 5

F

D D — |

Figura 56. Modificacion al diagrama realizado por Descartes. (Schooten, 1659, p.

316)

Inicialmente agrega a la construccion EG y, EH paralelo a AB 'y CD; nombra lo
conocido y lo desconocido, BD = DC = a, FC = ¢, BF = y y DG = x. Luego, a partir de
las relaciones entre los triangulos BGE 'y BEH, EHG y BDF, obtuvo la ecuacion xx —
aa = cc; ecuacion de menor grado a la obtenida por Descartes: x* — 2ax3 + 2a?x? —
2a3x +a*=0.

La modificacion del diagrama permite visualizar relaciones entre otros triangulos y

Ilegar a una ecuacioén cuya solucion y construccion son conocidas. Van Schooten muestra

que este problema que Descartes considerd resoluble a partir de la interseccion de un
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circulo y una parabola es resoluble a partir de una ecuacién mas simple. Esta era una de las
caracteristicas propuestas por Descartes para la clasificacion de las curvas: la interseccién
entre ellas se deberia dar entre las mas simples, lo que se traduce en curvas de menor grado
posible. Aparece el diagrama como producto de la imaginacién creadora. A partir de la
imagen, entran en juego otras relaciones, otra idea sobre la solucion, otra creacion para la
misma situacion. Van Schooten encuentra una forma de aplicar el método analitico al
problema con una solucion mas simple que la presentada por Descartes, la trasformacion
del diagrama permite encontrar otra red de relaciones geométricas que sustentan la
ecuacion solucién, lo que nos permite mostrar que van Schooten experimento con las
relaciones de los diagramas que se encuentran en la obra de 1637.

En el comentario VV: [This rule!? is evidently as general and complete as could
possibly be desired. Its demonstration is also very easy*?®], van Schooten usé las
construcciones que presentd Descartes en Geometria para mostrar las posibles raices en las
ecuaciones z* —pz3 + qzz —rz+s =0y z3 + pz® + qz + r = 0. Paraello, plante6 una
construccidn y su demostracion.

Dada la construccion del principio analitico que se encuentra en Geometria, van
Schooten por medio del proceso sintético, muestra la construccion de las soluciones y
luego, dedujo la ecuacidn a partir de suponer la raiz. Se completa asi el método: la
integracion de lo sintético y lo analitico que presenta no solo las raices sino la construccion

de estas curvas por medio de la interseccién de la hipérbola y la circunferencia.

125 E| contexto de esta expresion es la interpretacion de las intersecciones de las curvas; de tal forma que, si
las curvas no se tocan, entonces no existen raiz verdadera o falsa, en términos de Descartes, es decir: no hay
raiz en el conjunto de los nimeros Reales.

126 Evidentemente, esta regla es tan general y completa como podria desearse. Su demostracion también es
muy fécil.
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Figura 57. Construccion para la ecuacion z* —pz3 + qzz—rz+s =0

Para la construccion toma AB y AC, las cuales se intersecan en el angulo recto A. En

AB lalinea AD = %p, desde D y paralelo a AC, se traza DF. Entonces se forma el punto E,

DE = +/s descrito por E cerca de las asintotas AC y AB de la hipérbola Heh. Ademas, toma

DF = ﬁ; traza el segmento AF y, con ese diametro, traza el semicirculo ADF que permite

encontrar el punto G en la interseccién con el circulo de centro F y traza el segmento
AG = ﬁ . El circulo es tangente a la hipérbola, en la linea AC se limitan las
perpendiculares de la ecuacion HI, Hi hi, que son las longitudes de las raices. Van
Schooten aclara que se debe notar que, si la longitud de AG es mayor que la del semicirculo
GHh, no se toca a la hipérbola Heh y no es posible construir la raiz; por lo tanto, para estas
ecuaciones las raices son imaginarias.

La demostracion dedujo la expresion simbolica de la ecuacion que presenta la

interseccion entre las curvas, a partir de suponer la existencia de la raiz IH = z, que esta
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contenida en las relaciones propuestas entre AD, DE y Al, IH como DE = +/s entonces

5 Como DF = —— entonces, KF = ———¥% o ¥*_ " Entonces KF? = ziz -

DK = z 25’ s oz Oz 25

£+ %. También se conoce que KH = z — %p 0 %p — z; de donde, se obtiene que KH? =

2z —zp + ipz. Usando el teorema de Pitagoras, se obtiene que FH? = Zi — g + % +zz —

2
zp + ipz y esto es igual a AF? — AG?, que es lo mismo que ipp + % — ¢, de donde se

conforma laigualdad z* — pz3 + qzz —rz + s = 0, y, por tanto, IH = z.

Este mismo tratamiento lo realiza para las ecuaciones de tercer grado. En el
comentario X: [and the false root FL is equal to the sum of QN and NV as may easily be
shown!?"], van Schooten se refiere a la frase de Descartes de la eleccion del segmento
solucidn en el problema de la triseccion del angulo como parte de las conversaciones con
Claudius Mylon y en donde se construy6 el siguiente teorema'?s:

THEOREM A
Si Circulus Parabolam in pluribus punétis fecueri,
a quibus ad axem ex utraque parte perpendiculares de-
INILIantyr : erit ea, qua ab una parte axis reperitur , z-
qualis illis , quz funt ab altera parte. “Qudd fi verd ab
utraque parte in dbobus punétis illam fecer : erunt fi-

militer gua: ab una parte xquales duabus ab alecra
parte.

Figura 58. Teorema sobre la resolucién de ecuaciones.

Este enunciado es ejemplo del estudio que van Schooten realiz6 de esta construccion
y la categoria epistemoldgica en que puso la resolucion de ecuaciones por medio de la
interseccion de curvas de menor grado. En la obra original se describe la heuristica de

creacion de las curvas, se resuelven problemas con ella, pero no intenta institucionalizarse

127Y la raiz falsa FL es igual a la suma de QN y NV como se puede mostrar facilmente.

1285j una pluralidad de puntos de un circulo ha cortado una parabola y se trazan perpendiculares al eje por
ambos lados, desde los puntos de corte que estan a ambos lados del eje, la longitud del segmento que va en
perpendicular de un lado del eje es igual a la longitud de los segmentos que estan al otro lado.
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en las matematicas de la época a través de una teoria de curvas, aunque, enuncio la técnica
para ecuaciones de grado n. Este teorema es un vestigio del intento de teorizacion de las
propiedades de los objetos a través de la técnica. Sin embargo, es el Unico que existe en los

comentarios.

Para argumentar y probar la existencia de la propiedad, uso el siguiente diagrama:

Figura 59. Diagrama usado para demostrar el teorema. (Schooten, 1659, p. 334)

La pardbola HABE tiene eje Al y vértice en A. El circulo cortaen H,B,E ala
parébola; siendo los segmentos HI, DE y BC perpendiculares al eje. El Latus rectum de la
parabolaesa,y CB = c, DE =d, Hl = z, AG = x y FG = y. Se va a mostrar que HI es

igual a DE y CB juntos. Por la proposicion 11 del libro | de Cénicas de Apolonioy

. dd
tomando cada uno de los segmentos como latus rectum, se tiene que AC = % AD =—y

cc

Al = %; por lo tanto, si se toma AC = % al lado de AG = x, dejando CG 0 LF = x —=.

2ccx

4
Al elevar al cuadrado, se obtiene que xx — + % Al adicionar el cuadrado de la recta

a

4
chx+c—+yy+20y+cc=FB,yque

a a?

LB = yy + 2cy + cc, y al sumar se obtiene: xx —
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FA? = xx + yy. Igualando, porque las dos longitudes son el radio de las circunferencias, se

. c3+2aay+aac
obtiene que; x = ———72%¢
2ac

Anélogamente, si se toma que AD = % tomando AG = xy FO = x — %, cuyo

2
cuadrado es xx — Zx% + ‘%, el cuadrado de EO = dd + 2dy + yy, al proceder de la

d3+2aay+aad

misma manera que en el anterior, obtenemos que x = e

c3+2aay+aac _ d3+2aay+aad

Entonces, se obtiene la igualdad ; de donde se deduce

2ac 2ad

que cdd + ccd = 2aay. De manera similar, si se toma la siguiente opcion: Al = %

2Z7Zx

4
tomando AG = xy FK = % — x, el cuadrado es Z—a - + xx, de donde se deduce que

a

z3—-2aay+aaz . . . .
X= — Como se tiene x representada de varias maneras, se iguala a la primera

formay se obtiene czz — ccz = 2aay. Por lo tanto, se tiene que czz — ccz = cdd + ccd,
siendo asi, zz — cz — dd — cd = 0. Queda mostrar que la ecuacion se elimina, de manera
que z — ¢ — d = 0. Entonces, se dice que: z = ¢ + d o que HI es igual BC junto a ED.
Nuevamente, el diagrama hace parte del proceso de argumentacion de la prueba a
través de un caso, el cual se expone en el diagrama, pero con el cual, se generaliza la
propiedad que se quiere mostrar. Se muestran las relaciones que garantiza la existencia de
la propiedad. Este tipo de diagrama también fue usado por Descartes en Geometria, hace
parte del supuesto que permite el uso del método.
3.3 Appendix de Cubicarum Aequatonum Resolutione
En este apéndice Schooten demostro tres teoremas y la misma cantidad de

problemas sobre la resolucion de ecuaciones cubicas, los cuales fueron trabajados en el
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libro de 1629 de Albertus Girardus a partir de la regla Cardano, van Schooten afirma que va
a esclarecer la solucién de esas proposiciones.

El primer teorema es;*?°

Figura 60. Teorema I. (Schooten, 1659b, p.346)
El tipo de argumentacién que van Schooten present6 de este teorema fue de estilo
euclidiano; el diagrama se usa para ejemplificar las relaciones geométricas que se dan entre

los segmentos involucrados.

Figura 61. Diagrama asociado al teorema I. (Schooten, 1659b, p.346)
Toma la semejanza entre los triangulos LNO y LFN con el angulo L comun; de tal
manera que, NO es a LN como FN es a LF. Se cumple la semejanza entre los tridngulos

LMO y LFM, luego dedujo que MO esa LM o LN, como FM es a LF; por lo tanto, NO y

129 en un triangulo equilatero MNL inscrito en un circulo, se cumple que el segmento LF desde el vértice L a
un punto Fde la circunferencia, es igual a la suma de los segmentos de cada uno de los otros dos vértices con
F.MFyFN.
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MO sona LN. Entonces FN, FM esa LF. NO y MO juntos son iguales a LN, por lo tanto,
FM y FN juntos son iguales a LF.

Van Schooten le dio a la argumentacidn un tratamiento que mantiene el caracter
clésico euclideo. La argumentacion estuvo centrada en la semejanza de tridngulos y en los
segmentos proporcionales. Este estilo lo mantuvo en los siguientes dos teoremas. El
segundo de ellos hace referencia a las relaciones de los arcos, al inscribir el triangulo
equilatero y probar las relaciones entre los segmentos del teorema I. En el Gltimo teorema
prueba que HL, HN,y HM son iguales a la recta LK. Para este proposito el autor usa las

relaciones proporcionales que encontro en los teoremas | y 11.

Figura 62. Diagrama teorema Ill. (Schooten, 1659b, p.348)

Luego de hacer una prueba sintética, constructiva, en la que usé el paralelismo de
mL con FK, de Fn con ml y de Fm con Nn, van Schooten probé que HI, HN y HM son
iguales a LK y mF.

Desarrollada la construccion, van Schooten generaliza un enunciado de los tres
teoremas que abord6 y, con las herramientas algebraicas de la época, encontr6 el principio

analitico, la solucion es una ecuacién de grado tres.
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Dado el circulo FGK con un diametro KF, el segmento FL, el arco GK, el cual se
trisecaen I y en L, y la medida del angulo GI; y sabiendo que HK y HF=a 'y FG = b, hallar

FL = x.

Figura 63. Diagrama anexo al teorema I1l. (Schooten, 1659, p.349)

El planteamiento de la solucién es: dibujar KL, LI e IG, segmentos de la triseccion
del arco KG del teorema Il. A partir de FI, sobre esa base, construye S, de tal manera que:
SIy SL = LF. Igualmente, construyo el punto T, siendo el &ngulo FTI congruente con el
angulo GFI,TI = IFy TG = LF.

Como FH 0 HK = a'y FG = b, por propiedades de los triangulos ILS y KLF y la

semejanza de los tridngulos FHL, FLS y FIT, se deduce que HF : FL:: LF : FS. Entonces,

3
obtuvo que FS = =y IF = == — 2a. Como HF: FL : : IF: FT, entonces, FT = > — 2x;
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como TG = FL = xy FG = b, se obtiene que x* = 3aax + aab, que es una ecuacion de
tercer grado. Por lo tanto, la solucion de los teoremas es resolver una ecuacion de tercer
grado. El método analitico ya no solo se usa para resolver problemas, van Schooten lo usé
para probar los tres teoremas. Situacion que se va a volver frecuente, usar el método
analitico para la prueba de proposiciones.

En este apartado, trabajé tres problemas relacionados con los teoremas propuestos.
Para abordar estas situaciones geométricas uso el método cartesiano, planted ecuaciones y,
por medio de procedimientos algebraicos, soluciond la situacion. Usé los diagramas en el
mismo sentido que lo hizo Descartes; es decir, como parte del primer acercamiento del
problema, a través del diagrama propuso una solucion particular a la situacion.

En el problema uno, buscé la construccion de un cuadrilatero inscrito en un
semicirculo, del cual se conocen tres lados para buscar la medida del cuarto lado, que es el

didmetro del semicirculo.

Figura 64. Diagrama problema I.
La argumentacion que realiza es: dados AB = a, BC = by CD = c, y el didmetro
AD = x, se traza una linea BD y sobre ella DE perpendicular con BC. El triangulo ABD es

rectangulo; por lo tanto, el cuadro AD es igual al cuadrado de AB maés el cuadrado de BD.
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Entonces, BD = xx — aa. Por otro lado, el triangulo BDC y el cuadrado de BC, es mas que
el cuadrado BD junto al cuadrado CD. El duplo del rectangulo BCE; se sabe que es BD? =
xx — aa, por lo tanto, CD = bb + cc y el resto es el doble del rectangulo, BCE = xx —

aa — bb — cc. Finalmente, como los triangulos ABD y CED son semejantes, los angulos A

y DCE, son congruentes; DA es AB, como DC es a CE. Asi, cuando AD = x, AB = ay

DC = c, entonces, CE = % Si se multiplica por el doble de BC = 2b, de tal forma que

b 2ab .
BCE =2 % entonces, xx — aa — bb — cc = % que es igual, x3 = 2abc + a®x —

b?x + c?x. Esta ecuacion ya era conocida por van Schooten y, por lo tanto, la situacion
estaba resuelta por medio de transformaciones algebraicas.

En este apartado, el autor muestra una jerarquia epistemoldgica para las
proposiciones y de los modelos de argumentacion que usa. El diagrama, como lo afirma
Panza (2012), es un ejemplo de la relacion permanente que se da; hereda las propiedades
que ya se conocen del objeto. El diagrama en el teorema toma una de las tantas posiciones
que pueden adquirir los objetos, muestra una red de conceptos y relaciones que existen en
la proposicion. Estos teoremas muestran la ampliacion de la teoria euclidiana a partir de las
nuevas herramientas analiticas, el diagrama sigui6 interactuando con las relaciones de los
objetos geométricos, ahora para hallar la expresion simbolica.

En los problemas, dio otro comportamiento respecto a la relacion con el diagrama.
Asumio el método para solucionar problemas que se deduce del trabajo de Descartes. El
proceso es analitico, la vinculacién del diagrama con la solucién del problema se dio al
suponer las relaciones geométricas a través del diagrama. Nuevamente, es la imaginacién la
gue se pone en juego, se construyen los segmentos auxiliares que permitieron ver las

relaciones geométricas que llevan a la expresion algebraica que contiene la solucién del
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problema. En la solucién de los problemas, usa la diferenciacion entre la jerarquia de las
proposiciones y de su tratamiento argumentativo. Sin embargo, tanto para el problema
como para el teorema, se presenta un caso a traves del diagrama; es con los elementos que
se relacionan en el diagrama que se abre la posibilidad de construir tanto la argumentacion
como la solucién del problema. La relacion epistémica entre estos dos tipos de enunciado
gue muestra van Schooten permite decir que los objetos en el rigor euclidiano pasan a ser
representables como objetos en el mundo analitico cartesiano.

3.4 Epistola de Transmutatione Curvarum Linearum in Rectas

Este documento es una carta escrita por Heuraet a van Schooten el 13 de enero de
1659, en donde presentan un método para describir el area bajo una curva a partir de una
longitud dada. Veamos el problema y los argumentos; si dentro de dos curvas ABCDE'y
GHIKL y larecta AF se dibuja, desde el punto M, en la linea AF, la perpendicular M1,
secante a las curvas en C y en I, con CQ perpendicular a la curva ABCDE, MC es a
C(Q como una recta cualquiera dada X es a MI. Esta superficie AGHIKLF es igual al
rectangulo comprendido entre X y otra linea igual a la longitud de la curva ABCDE.

Toma un punto M arbitrario en AF, traza una linea perpendicular a AF por M, MI se
intercepta con las curvas en C y en I. Por el punto C, se traza una perpendicular a la curva
CQ en el punto C, asi cualquier recta dada X puede ser un MI. Entonces, la superficie
GHIKLF es igual al rectdngulo comprendido bajo una linea dada X y otra linea recta igual a

la curva ABCDE.
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Figura 65. Area bajo una curva a partir de una longitud dada. (Heuraet, 1659,

p.518)

La argumentacion que mostré Heuraet es una construccion al estilo euclidiano, en
los pasos que geométricamente garantizan la proposicion, se combinaron varios elementos
de las problematicas de la época; especialmente: el calculo del area debajo de la curvay la
linealizacion de una curva.

Los argumentos que plantea el autor para mostrar que es posible el célculo del area
en las condiciones propuestas fueron; se divide la linea AF en partes; por ejemplo, en 0, M
y P, se dibujan perpendiculares a AF; OH, M1 y PK, secantes a la curva ABCDE en los
puntos B, C, D; y alacurva GHIKL, en los puntos H, I y K. Por los puntos A, B,C,DY E
pasan secantes en R, S, T y v; en estos puntos, se dibujan Ra, Yb, Zc que son

perpendiculares a AF.
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Por los puntos G, H, I, K y L se dibuja una linea paralela a AF y secante a Ra en f;
genYb; henZc;iencd. Finalmente, en S se dibuja Sx paralela a AF produciendo la
tangente T'S hasta N. Por el &ngulo recto NCQ, se tiene que CM esa CQ, como MN es NC;
MN es NC como Sx es ST. Por lo cual, Sx es ST como CM es CQ, y porque CM esa CQ
como X es a MI. Asi, el producto de Sx con YZ y MI con Yb son iguales al rectangulo STy
X. De este modo queda demostrado que el rectdngulo ce es igual al rectangulo TVZ. El
rectdngulo dF es igual al rectdngulo VEZX; el rectangulo aY es igual al rectdngulo RSZX. Si
estas relaciones se extienden al infinito, entonces, se define la superficie AGHIKLF igual al
rectangulo comprendido entre £y ABCDE.

La relacion entre el diagrama y la argumentacién permite mostrar, paso a paso, la
red de conceptos y elementos que se involucran en la construccion se expone como una
herramienta que me permite pensar la relacion de proporcionalidad para cualquier punto de
la curva, el proceso infinito de igualdades queda representado en el diagrama a través de la
finitud de la secuencia de relaciones entre varios puntos de la curva, asunto que es nuevo en
la obra. El diagrama ahora representa procesos infinitos asunto que se vuelve a ver en los
trabajos presentados por Reyneau sobre calculo diferencial e integral, pero que se salen de
los dominios de esta investigacion.

3.5 Principia Matheseos Universalis seu Introductio ad Cartesiane Géometriae
Methodum Renati Descartes

Van Schooten dedicé el primer escrito del segundo tomo de la segunda edicion en

latin de la Geometria a organizar la idea de mathesis Universalis, la cual estuvo basada en

la presentacion de las técnicas de operatividad algebraica. Este desarrollo persistié durante
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el siglo XVIII; autores como Newton y Leibniz leyeron este documento y basaron parte de
sus trabajos en esta idea. (Chikara, 2003, pp. 394-405).

Como se planted en el marco referencial, capitulo dos de esta tesis, los historiadores
mantienen dos posiciones sobre la idea de mathesis Universalis en el Discurso del Método
y de las reglas para la direccion del espiritu. En una interpretacion, sugieren que Descartes
entendio la mathesis Universalis como la relacion entre el algebra y el método como
sistema matematico-mecanico; en esta perspectiva, la mathesis es matematica. En la otra
perspectiva la mathesis es un proceso de abstraccion diferenciado de la matematica que
permite buscar la verdad de cualquier cosa, pero que contiene la forma de pensar de la
matematica. En este caso, es un problema mas filoséfico: a través de la mathesis se impone
la razon. (Chikara, 2003, pp. 189-203; Descartes, 2010, pp. 29-50)

La referencia que Descartes hizo a este tema se encuentra en la regla 1V:1%

| saw consequently that there must be some general science to explain that element
as a whole which gives rise to problems about order and measurement, restricted as
these are to no special subject matter. This, I perceived, was called “Universal
Mathematics”, not a fat fetched designation, but one of long standing which has
passes into current use, because in this science is contained every-things on account

of which the others are called parts of mathematics. (Descartes, 1952, p. 7)

La interpretacion de esta parte de la regla permite pensar que Descartes va mas alla

de la matematica. Toda su propuesta sobre como conocer esta basada en la construccion del

130 En consecuencia, vi que debe haber algo de ciencia general para explicar ese elemento en su conjunto que
da lugar a problemas sobre el orden y la medicién, restringidos como estos no son temas especiales. Esto,
percibi, se llamaba "Mathesis universalis”, no una designacion engorrosa, sino una de larga data que ha
pasado al uso actual, porque en esta ciencia esta contenido todo, por lo que las otras se denominan partes de
las matematicas.
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método, el cual se complementa con la mathesis Universalis permitiendo pensar cualquier
problema, no solo los cientificos. La forma de razonar y de expresar los problemas es como
en la matematica, que fue la Unica ciencia que Descartes considerd que lo llevaria a la
verdad. Para este analisis se adopta esta Gltima posicion sobre la mathesis y su relacion con
el método.

Este escrito fue usado por van Schooten para sus cursos privados en la Universidad
de Leiden; en donde, se refirié a la idea de mathesis como método general: una
organizacion de las cantidades abstractas a través de las operaciones (Chikara, 2003). El
método que presentd son reglas que se traducen en el método analitico de resolucion de
problemas. El principio logico de la tricotomia se enuncia en las primeras paginas, en
donde indico que: si existen dos cantidades representadas por lineas iguales a 'y b, eso
implica que a = b.

Este documento contiene el manejo simbolico de las cantidades, su correspondencia
con el tratamiento operativo por cada operacién; van Schooten afirmo, en el prefacio, que
desde esta simplicidad solo queda aplicar los principios de la proporcién para poder
solucionar problemas geométricos.

El autor le explica al lector los principios cartesianos desde una teoria general de la
cantidad, sobre magnitudes abstractas, sin apelar al significado geométrico, a los diagramas
o0 algun otro recurso semidtico diferente al signo y sus operaciones. Un nuevo campo
operativo que permite el tratamiento de todos los problemas que tiene que ver con la
cantidad. (Schooten, 1661, pp. 1-2)

En la idea de practica matematica que se sigue en esta tesis algunas componentes del
sistema de practica original se modificaron en este escrito de van Schooten. La estructura es

la misma, pero, la posicion sobre el papel del algebra cambia. En esta introduccion a la



Diagramas y préactica matematica en la Geometria Cartesiana 183

mathesis Universalis los simbolos no estan en el campo de la geometria, constituyen un
sistema dentro de la practica que esta desprovisto de contexto: es el simbolo en términos de
la definicion de Pierce; su origen es un convenio sobre su tratamiento, sobre su
operatividad y sobre su existencia.

Por ejemplo: al revisar el caso de las operaciones en la obra de Descartes, se
definieron cinco operaciones ligadas a una comparacion entre la aritmética y la geometria
que usa diagramas para justificar y plantear la operacion. Existe visualizacion geométrica

de las relaciones que se establecian como definicidn de la operacion. Asi, en el caso del
. ., AB BD ‘ . ..
producto se define la proporcion = = Bp’ AB se tomo6 como la unidad definiendo el

producto como BE = BD X BC. -Ver figura 6-.

En este caso, la definicidn depende tanto de la unidad como de la proporcién, y esta
ligada a las relaciones geométricas expuestas en el diagrama. Los casos de la divisiéon y de
la raiz cuadrada también estan definidos en este campo semantico y sintactico, y asi son
usados en la practica.

El procedimiento de van Schooten no hace referencia ni al diagrama ni a la
proporcion; define la operacién como el producto de dos lineas a y b, que se escribe ab 0
ba y, sin nombrar mas la representacion por medio de lineas, define la potenciacién, a
partir de ejemplos como a X a X a X a X a X a = a®. Se establece una nueva sintaxis, el
lenguaje simbolico se consolida en el programa de investigacion que se estableci6 alrededor

de la obra de Descartes.
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De Multiplicatione quantitatum fimplicium.

P Orrd ad multiplicandum lineam 4 per lincam b, feribo 2 6 vel
ba. Sic & ad multiplicandum & per 2, hoc eft, 2infe, fcribo
aafeva*: & asafen 4? ad prediGum produGum 44 adhuc femel
multiplicandum per 4. Adeo ut literz immediaté {efe confequen-
tes , multiplicationem earum per invicem factam, vel adhuc fa-
ciendam efle, indicent. Non fecus, i multiplicare velima, b & ¢
per invicem s fcriboabe, velbac, vel cha&c: & abbfenab® vel
b* 4,ad multiplicandum 4, b, & b. Hic enim , ut in additione, non
refert , quo ordine fcribantur,

Figura 66. Definicion de producto.t® (Schooten, 1661, p.4)

De igual manera, los planteamientos de ejemplos y de ejercicios no dependen de
situaciones problema. La simbologia aparece despojada de espacio y tiempo, la naturaleza
de la simbologia ya no es geométrica; las ecuaciones son objetos matematicos abstractos, y
se plantean expresiones cuyo resultado es dificil de representar en geometria euclidiana,
pues tienen mas de tres varias variables. Los ejercicios recaen en la manipulacién de la

sintaxis que se produce en la nueva definicion de las operaciones.

Divid. " d*-b*414ady-424abyaadd-aabbi-bd?|-4-bbdd|-b*d|-aabd
Div. d--b) d*-b*+244dy+2 aaby--aidd-aabbi-bd3|-4-bbdd|-b3d|-aabd
©0 o o o o o o o e
@r)ticns A *—bdd—-bbd—bi -2 aay—std—sab, \
dtid?. —bd3|—=bdd, ~j~bbdd —-bbd. -—bsd‘—b.!.
di d -+ d -+ d
" wje2aady| 244y, ~f-saddid-sid. ——sabd|aab.
il by &

Figura 67. Ejercicio de division. (Schooten, 1661, p.15)

181 De la multiplicacién de cantidades simples. Ademas, la multiplicacién de una linea a por una linea b
escribimos ab, si es la multiplicacion de a por a, es decir por si mismo, escribo a? y aaa es a3, como
producto entre aa una multiplicado por a, entonces esa letra, inmediatamente después de la otra,
multiplicandolas por las otras, todas van siendo conocidas. Lo mismo pasa si multiplicamos como a, b y c,
escribimos abc 0 bac 0 cha y abb es ab? 0 b%a que es el producto de a, b, b. Como en la adicién no
importa el orden en que fueron escritos.
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En el caso de la igualdad de expresiones, aparecen algunas de las formulas que hoy
son tradicionales en el manejo simbdlico del algebra, por ejemplo: (a + b)? = a? + 2ab +
b2,
Ex:mpla extractionss radicum ex camp:_:ﬁm.

an.dratum 4*—-1adbb+b*
- Raidix "‘44--5# FTT e T
Dmf'q: :..m’ ' e Ve

%a&ramm 64xx-—:6cx-{- 100
Radix  8xeejo .. .
- Di'l'irﬂ'r 16x R v -

wd

Figura 68. Ejemplo de extraccién de raices. (Schooten, 1661, p.17)

Esta transformacién en la préctica que presentd Descartes en la Geometria no es
estructural; no modifica la totalidad de la practica. EI horizonte del programa de
investigacion se mantiene, al igual que la idea de matematica de la que habld Descartes en
el Discurso del método; en donde advierte la necesidad de construir un procedimiento para
resolver todos los problemas de la ciencia que tuviera las virtudes que habia encontrado en
la aritmética, el analisis de los antiguos y el algebra de los modernos, podemos decir que
este tratado de van Schooten completa este proyecto. Van Schooten realiza este escrito
como una introduccion a la geometria cartesiana, para luego resolver problemas; en ese
sentido, la operatividad algebraica es un requerimiento para aplicar el método. Es este
lenguaje y su operatividad los que hacen parte de los principios de la mathesis Universialis,

los cuales se usan a través del método.3?

132'Y en cuanto al andlisis de los antiguos, el hecho de que abarquen solo las cuestiones mas abstractas, como
las que parecen no tener un uso real, las primeras estan siempre tan restringidas a la consideracion de los
simbolos que no pueden ejercitar el entendimiento sin fatigar mucho la imaginacion de las personas y en el



Diagramas y préactica matematica en la Geometria Cartesiana 186

And as to the Analysis of the ancients the fact that they embrace only matters the
most abstract, such as appear to have no actual use, the former is always so
restricted to the consideration of symbols that it cannot exercise the understanding
without greatly fatiguing the imagination; and in the latter one is so subjected to
certain rules and formulas that the result is the construction of an art which
contributes to its cultivation. This made me feel that sone other method must be
found, which, comprising the advantages of the three, is yet exempt from their

faults. (Descartes, 1952, pp. 46-47)

El método, como lo cita Descartes en su Geometria, fue modificado; se comparte
aqui con Graukroger (1989, pp. 48-52) que la perspectiva original incluyé intuicion,
experimentacion y deduccion para generar un nuevo conocimiento; gran parte de sus
seguidores implementaron una idea mas mecanica, mas estructural, en donde la intuicion y
la experimentacidn para el analisis de problemas se fueron separando de la idea original.

Van Schooten, termind esta introduccidn al cartesianismo ampliando el sistema
numérico para el cual se cumplen las técnicas algebraicas. Presenta las operaciones con
fracciones de igual o diferente denominador y las formas de reducir términos semejantes.

Este modelo de presentacién de las técnicas algebraicas y luego la resolucion de
problemas a partir del método, se establecié durante afios en los libros de texto, Arnauld en
Nouveaux Eléments de Géometrie (1ra. Edicion 1667, 2da. Edicion 1683) y Prestet
Eléments des Mathématiques (1. edicién 1675, 2.9 edicién en 1689), mantuvieron esta

estructura de un algebra de las cantidades abstractas y usaron la geometria como una

segundo esta tan sometido a ciertas reglas y formulas que el resultado es la construccidn de un arte que
contribuye a su cultivo. Esto me hizo sentir que se deben encontrar algunos otros métodos, que, al
comprender las ventajas de los tres, esta exento de sus defectos.
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aplicacion. (Schubring & Karp, 2014 p. 467). Este tipo de exposicion para la ensefianza,
Ilamado l6gico—genético (Steiner , 1998), no siguio la estructura euclidiana, propuso nuevas
demostraciones y estructurd un modelo de libro cuyo primer capitulo estuvo centrado en el
manejo de la sintaxis simbolica, sobre las operaciones de las cantidades, tal y como lo hizo
van Schooten en esta parte de la segunda edicion de la Geometria.

La aproximacion a la propuesta de Descartes se dio con esta version de la
Geometria, los cientificos de la época leyeron esta introduccién a las matematicas
cartesianas. En el caso de Leibinz, las conversaciones cartesianas estuvieron influenciadas
por Arnauld (Leibinz, 2007). Sus primeros escritos estuvieron penetrados por una analogia
entre el analisis matematico, estructurado a partir del algebra simbdlica con sus
operaciones, que se uso para resolver problemas geométricos después de Descartes y el
analisis 16gico como principio para descomponer verdades en entidades simples*® “More
than targeting at Descartes himself, the model of «Cartesian» logical analysis aimed at by
Leibniz here is the one provided by Arnauld and Nicole in their Logique” (Rabouin, 2015,
p. 53).

En 1684 Leibniz escribi6 sobre las bondades y las dificultades del método
cartesiano; en ese momento reconocio que ya tenia un manejo del método para encontrar la
naturaleza de las curvas a partir de la ecuacion general. Se va a separar de las ideas
cartesianas, entre otros asuntos, porque encuentra dificultades para aplicar el método en
algunos problemas; por ejemplo, para solucionar algunos problemas planteados en la

aritmética de Diofanto y para aplicar esa idea al estudio de curvas trascendentes.

133 Mas que apuntar al propio Descartes, el modelo de andlisis 16gico "cartesiano™ al que apunta Leibniz aqui
es el proporcionado por Arnauld y Nicole en su Ldgica.
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3.6 Elementa Curvarum Lineaurum

Los dos tomos de este libro fueron escritos por Jan de Witt (1626-1672) y son
considerados por algunos historiadores como la primera organizacion de un libro de texto
de geometria analitica, el libro I con una visién de las conicas como objeto geométrico,
basado en el texto de Conicas de Apolonio y el libro Il con las ideas del cartesianismo, con
un uso especial de la representacion simbolica.

El autor fue un ilustre abogado, estudié en la Universidad de Leiden y se dedico a
las matematicas en sus tiempos libres; las estudioé con van Schooten quien lo formo en
matematicas cartesianas, fue gran pensionario de Holanda (1653-1672), lo que se conoce

hoy como primer ministro.

3.6.1 Liber Primus

El primer tomo de Elementan Curvarum Lineaurum contiene una carta de octubre 8
de 1658, en donde Witt narra las intenciones de su texto: dar a conocer una forma de
abordar las curvas de segundo grado mas facil de entender que la propuesta por los
antiguos, que esta basada en las curvas que se producen al realizar cortes de un cono. Las
pruebas que se abordan estan escritas en lenguaje natural, el autor usa simbologia solo para
designar puntos; esta presentacion se mantiene durante este andlisis. En ese sentido, esta
tesis se aparta de la percepcién de historiadores como Easton (1963) o Coollidge (1968)
quienes analizaron la obra a partir del uso actual de las proporciones. En la interpretacion
de este texto, no existe un tratamiento de simbolico de la proporcion; son nombradas para
explicar las relaciones que se establecen a partir de diagramas. La intencion de de Witt es
estudiar las conicas como objetos geométricos a través de diagramas que representan

movimiento. En algunas ocasiones, a partir de las relaciones inmersas en la construccion de
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instrumentos. De Witt no se refirio a instrumentos para la construccién; pero, las
representaciones geométricas que usa se corresponden con los instrumentos que presento
van Schooten en la obra de 1657.

La organizacion de cada capitulo se realizo con unas primeras definiciones, luego
teoremas y corolarios. Cada proposicion tiene una jerarquia dentro la estructura, cada
teorema aparece con su prueba y algunos diagramas ilustran las posiciones de las curvas en
un punto determinado. De Witt retoma las propiedades expuestas en Conicas y construye
argumentos geométricos que permiten entender esos objetos y sus propiedades a partir del
movimiento.

En este sentido, el libro I construye un puente entre la cdnica geométrica y la conica
generada por movimiento, como lo propone Descartes. La construccion de curvas que
propuso de Witt depende de la generacion de puntos que se mueven bajo ciertos parametros
y €50 mismo es lo que se construye a partir de los instrumentos propuestos por Descartes y
van Schooten.

En este documento se analizan como ejemplo de este tratamiento algunas
proposiciones sobre las conicas que estan en el capitulo 11 del libro |, el cual trata sobre la
hipérbola. De Witt propuso para esta conica ocho definiciones, nueve teoremas, dieciséis
corolarios y un problema. En su presentacion introduce la idea de trazo de curva a partir del
movimiento continuo, genera curvas al controlar la relacion entre un par de brazos, los

cuales forman punto a punto la curva. Por ejemplo, en la definicion 2 del capitulo 11:1%*

134 Cuando una linea recta gira alrededor de un punto fijo y al mismo tiempo empuja un angulo rectilineo a lo
largo de una linea recta fija de modo que uno de sus brazos se encuentra en esta linea recta fija, y de modo
que la linea recta que rota pasa siempre por el mismo punto del brazo aplicado (en la linea fija) y al mismo
tiempo de modo que el punto de interseccién del otro brazo y la linea que gira describen una curva, entonces
esta linea recta que gira se llamara generador.
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When a straight line rotates about a fixed point and at the same time pushes a
rectilinear angle along a fixed straight line so that one of its arms lies on this fixed
straight line, and so that the rotating straight line always passes through the same
point of the (on the fixed line) applied arm, and so that at the same time the point of
intersection of the other arm and the rotating line describes a curve, then this

rotating straight line will be called the generator. (Witt, 2000, pp. 86-88)

En proposiciones como esta, es posible imaginar un instrumento girando y haciendo
la curva. Estas primeras proposiciones para la construccion de las hipérbolas permiten

ubicar los elementos fundamentales en el movimiento, o alguna posicion relevante.

IT
The other, fixed straight line will be called the directrix.
111

The said angle and its adjacent angle will bear the name moving angles—as
in the former case.

IV

Likewise, the fixed point about which the generator rotates will be called
the pole.

\.J'

The arm of the moving angle on the other hand that is pushed along the
directrix by the generator will be called the passive arm.

VI

The other arm, which is intersected by the generator, will be called the
active arm; when it is produced through the vertex of the moving angle, it

will be called the active line.
VII

When the generator is parallel to the active line and so they do not intersect,
we say that both the active line and the generator are in the initial position,
and when they are referred to in this way, we assume that they are in this
position.

Figura 69. Definiciones para la hipérbola. (Witt, 2000, p. 88)
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Por ejemplo, en la definicion VI hace referencia a una posicion relativa para las

lineas que se interceptan para generar la curva. El otro uso de las definiciones es asignarle

un nombre a las lineas que producen las curvas.**®

En cada capitulo, las definiciones terminan con una proposicion que comenta los
elementos y las relaciones entre puntos, &ngulos y segmentos que permiten organizar la

informacidn en el diagrama que se usa en las proposiciones.

VIII

Here, however, we give the name interval to that part of the passive arm
that lies between the vertex of the moving angle and the generator, as well
as to that part of the generator (in the initial position, transl.) that is cut
off between the pole and the directrix. We refer to the added figures. If
we imagine that the line ABC® rotates about the point A and that during
its motion it pushes forward and carries along the angle BEC,* so that
the arm EB always remains attached to the fixed straight line K L and so
that the said moving ABC always passes through the same point on the
arm EB, let us say through the point B, and so that at the same time the
point of intersection of the other arm-EC-with the said ABC describes a
curve cC, while the drawn straight line AD is parallel to EC, then it is
clear that the closer the straight line ABC approaches AD, the smaller the
angle ECB will be and that in the end, when ABC reaches AD so that
ABC coincides with AD, this angle EC' B completely vanishes. The reason
is that AD and therefore also the said ABC in this position are parallel to
the arm EC. In this situation the said arm EC or the straight line CEM
is the same as the straight line GF H: for indeed we supposed that DF is
equal to BE, and so the following will be true:

ABC is the generator in different positions.

KL is the directrix.

BEC, BEM, or DFH and DFG are the moving angles.

A is the pole.

EB is the passive arm; EC is the active arm.

MU' is the active line; GFH is the active line in the initial position
or simply the active line.

ADI is the generator in the initial position or simply the generator.
EB-or FD-and AD are both the interval.

Figura 70. Capitulo 11, definicion VII1.1% (witt, 2000, p. 90)

135 1. La otra linea recta fija se llamara directriz. I11. Dicho angulo y su angulo adyacente llevaran el nombre
de angulo mévil como en el primer caso. I1l. Asimismo, el punto fijo sobre el que gira el generador se
denominara polo. V. El objetivo del angulo de movimiento por otro lado que es empujado a lo largo de la
directriz por el generador se llamara brazo pasivo. VI. El otro brazo, que esta cruzado por el generador, se
denominara brazo activo; cuando se produce a través del vértice del angulo en movimiento, se llamaré linea
activa. VII. Cuando el generador es paralelo a la linea activa y por lo tanto no se cruzan, decimos que tanto la
linea activa como el generador estan en la posicién inicial, y cuando estan referidos de esta manera, asumimos
que estan en esta posicion.

136 Aqui, sin embargo, damos el nombre de intervalo a la parte del brazo pasivo que se encuentra entre la parte
superior del &ngulo movil y el generador, asi como a la parte del generador (en la posicién inicial, trans.) que
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Con este acervo de conocimiento sobre la curva, de Witt inicia a argumentar sus

propiedades. Por ejemplo, el teorema tres se refiere a la construccion de la hipérbola.*3’

A curve described according to the preceding definitions, by arbitrary moving
angles and arbitrary intervals, has the property that the rectangle contained by an
arbitrary line segment, drawn from any point on the curve, parallel to the active
line and by that part of the directrix, cut off between the said line segment and the
active line (in the initial position), equals the rectangle contained by both intervals.

(Witt, 2000, p. 92)

Especificamente, tom¢ varios puntos de la curva, como se observa en la figura 71, y
mostré que para cualquier punto se mantiene la propiedad de semejanza entre los triangulos

BDA Yy BEC vy, de esta manera, el rectangulo FEC es igual al rectangulo AD y EB.

esta cortada. entre el polo y la directriz. Nos referimos a adicionar figuras. Si imaginamos que la linea ABC
gira sobre el punto A y que durante su movimiento empuja hacia adelante y se lleva a lo largo del &ngulo BEC
de tal manera que el brazo EB siempre permanece unido a la linea recta fija KL de la manera en que se ha
dicho ABC en movimiento siempre pasar por el mismo punto en el brazo de EB, digamos por el punto B, y de
modo que al mismo tiempo el punto de interseccion del otro brazo-EC- que se llama ABC describe una curva
cC, cuyo trazo de la linea recta AD es paralela a EC, entonces esta claro que cuanto mas se acerque la recta
ABC a AD, entonces menor sera el &ngulo ECB y que, al final, cuando ABC alcance AD se da que
ABC coincida con AD, este angulo ECB se desaparece por completo. La razén es que AD y por lo tanto
también el ABC dicho en esta posicion son paralelos al brazo EC. En esta situacion, el brazo EC o la linea
recta CEM es el misma que la linea recta GFH, porque de hecho supusimos que DF es igual a BEy, por lo
tanto, lo siguiente sera cierto:

ABC es el generador en diferente posicion.

KL es la directriz.

BEC, BEM, 0 DFH y DFG son los angulos moviles.

A es el polo.

EB es el brazo pasivo; EC es el brazo activo.

MC es lalinea activa, GFH es la linea activa en la posicion inicial o simplemente la linea activa.

ADI es el generado en la posicién inicial o simplemente le generador.

EB-0 FD —y AD son ambos los intervalos.
187 Una curva descrita de acuerdo con la definicién anterior, mediante angulos de movimiento en intervalos
arbitrarios, tiene la propiedad de que el rectangulo contenido por un segmento de linea arbitrario, dibujado
desde cualquier punto de la curva, paralelo a la linea activa y por esa parte de la directriz el corte entre dicho
segmento de linea y la linea activa (en la posicion inicial) es igual al rectangulo contenido por ambos
intervalos
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Figura 71. Diagrama Teorema I1l. (Witt, 2000, pp. 90-94)

De Witt reconoce que esta propiedad la conocian los antiguos y se refiere a una
curva llamada hipérbola, la cual tiene dos ramas o partes y que las rectas KL y HG son sus
asintotas. A los rectangulos FEC que se conforman en el movimiento y con los cuales se
define la igualdad en la prueba los Ilama Power de la hipérbola.

El diagrama describe el mismo instrumento que van Schooten presentd en 1657
(figura 52); de Witt construye la relacion que enuncia el teorema para varios puntos ¢ o C
pertenecientes a la curva y el segmento CE que traza en una linea paralela a GE, que pasa
por C. Este tipo de Diagrama que uso de Witt hace referencia a la construccion por puntos
de la curva y muestra en varios de ellos las rectas que se pasan por el punto y en las cuales

se cumple la propiedad geomeétrica.
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De manera estatica se muestra que los puntos que pertenecen a la curva cumplen con
las relaciones que permiten establecer la condicion, de esta manera, el invariante —razones y
proporciones— que se mantiene al relacionar los puntos de la curva mantiene una relacién
directa con las premisas mediante las cuales se desarrolla la argumentacion. Este es el
puente que se construye entre la geometria antigua y esta forma moderna de obtener y
definir las conicas.

Los tres corolarios de este teorema refieren propiedades que se deducen de la
construccidn inicial de la hipérbola. Son enunciados que clarifican propiedades o
circunstancias deducidas de la construccion que se realiza. Por ejemplo, el corolario |
afirma que la curva y sus asintotas se acercan de manera que es posible hacer esta
diferencia mas pequefia que cualquier cantidad dada. Las propiedades que se conocen a
partir del texto de Apolonio se van generando en esta nueva definicién de conica como
movimiento de un punto controlado por una relacién geométrica que se sigue describiendo
en el lenguaje de la antigiiedad.

En la proposicion IV de este mismo capitulo, se origina un método de prueba que no
es usual en las técnicas de la época; se usa una prueba por contradiccién, en la que el

diagrama describe las posiciones relativas que llevan a concluir la verdad del enunciado:**

A straight line-whether passing through two arbitrary points on a hyperbola or

meeting the hyperbola in such a way that this line, being produced on both sides,

138 Una linea recta que pasa por dos puntos arbitrarios en una hipérbola o si se encuentra con la hipérbola de
tal manera que esta linea que se produce en ambos lados se encuentra fuera de la hipérbola e interseca cada
una de las asintotas dentro del &ngulo que contiene la curva.
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lies outside the hyperbola intersects each of the asymptotes within the angle that

contains the curve. (Witt, 2000, p. 98)

Figura 72. Teorema IV. Capitulo IlI. (Witt, 2000, p. 99)

El diagrama acompafa la deduccién de la proposicion, cumple un papel intuitivo en
las posibilidades de existencia de la relacion entre la linea que toca la curva y sus asintotas.
De manera que sean esas rectas las que se describen en los argumentos de la prueba. El
diagrama deja intuir que la Unica forma de no darse la interseccién en dos puntos o en uno
tangente a la curva es con una linea paralela a una de las asintotas, argumento que se usa en

la contradiccion®®®,

139 Supongamos que a través de la hipérbola BCD, con las asintotas KAE y HAF, se ha trazado la recta FBCG,
pasando por los dos puntos B y C de la curva, y que también se ha trazado MC, cumpliendo la hipérbola de tal
forma que- producido hacia L-se encuentra fuera de la hipérbola en ambos lados. Digo que tanto la linea recta
FBCG como la linea recta MCL cumplen con las asintotas KAE y HAF dentro del &ngulo EAF. Porque, si esto
no sucediera, entonces FBCG o0 MCL serian paralelas a una de las asintotas o, si una de ellas se encontrara con
una de las asintotas fuera del angulo EAF, seria una linea recta trazada a través de un punto dentro del

angulo. KAH, el opuesto del angulo que contiene la hipérbola, e intersecaria una de las asintotas. Por lo tanto,
se encontraria con la curva en un solo punto, no en dos puntos, y, al producirse, intersecaria esta curva y no
quedaria fuera de la curva en ambos lados en contradiccidn con la suposicion.
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Suppose that through the hyperbola BCD, with asymptotes KAE and HAF, the
straight line FBCG has been drawn, passing through the two points B and C on the
curve, and that MC has also been drawn, meeting the hyperbola in such a way that-
being produced towards L-it lies outside the hyperbola on both sides. | say that the
straight line FBCG as well as the straight line MCL meet both asymptotes KAE and
HAF inside the angle EAF. For, if this should not happen, then FBCG or MCL
would either be parallel to one of the asymptotes or —if one of them should meet one
of the asymptotes outside the angle EAF— would be a straight line drawn through a
point inside the angle KAH, the opposite of the angle that contains the hyperbola,
and it would intersect one of the asymptotes. Therefore, it would meet the curve at
only one point, not at two points, and, being produced, it would intersect this curve
and would not lie outside the curve on both sides in contradiction to the supposition.

(Witt, 2000, pp. 98-100)

El resultado de esta argumentacion de Witt lo usa para describir varias de las
propiedades geométricas que se conocian por el libro Il de conicas de Apolonio,
especificamente la proposicion VII, VIII, IX.

En conclusién, el libro | de Jan de Witt toma la teoria antigua de las conicas y
construye los argumentos necesarios para comprender la generacion de estas curvas por
medios cinematicos. Extendio las propiedades que describié Apolonio en Conicas al
analisis del movimiento que habia sido aceptado por Descartes como se ha dicho en el
marco referencial. Este escrito prepard el camino para comprender la generacion de estas

curvas por medio de un punto y dispuso los elementos necesarios para comprender el
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principio analitico que las describe. Este aspecto se desarrolla en la segunda parte de este

texto.

3.6.2 Liber Secundus

El segundo libro de de Witt tuvo caracteristicas muy diferentes a todos los
documentos que aparecieron con la segunda edicion de Geometria. Su organizacion y su
lenguaje ejemplifican lo que en muchos casos'“° se entiende hoy como el legado de
Descartes. El documento mantiene el objetivo de generalizacion y organizacion de las
curvas que se encuentra en la obra de 1637, desarrolla una forma para solucionar
ecuaciones de segundo grado y distingue el tipo de curva mediante sus expresiones
simbdlicas.

En general, este segundo volumen de Elementa Curvarum Linearum contiene una
forma de relacionar la expresion simbolica y la representacion gréfica de cada una de las
conicas diferente al resto de las presentaciones que se efectuaron en la segunda edicion de
la Geometria; de Witt parti6 del hecho de que una curva que tiene una determinada forma
algebraica pertenece a un tipo de conica.

Las relaciones geométricas que se estudian en el libro | pasaron a ser representadas a
través del algebra y usadas para justificar que cierta expresion simbolica es un tipo de
conica. Con este propdsito de Witt usa algunos de los diagramas que estudio en el primer
tomo; caracteriza la variacion que se produce en la curva a través de un punto arbitrario
que, como se sabe, se representd en un eje, segmentos de recta llamado x, bajo un angulo

determinado.

140 Un ejemplo de esta interpretacion es el significado que se encontré del método planteado por Descartes en
el andlisis de los libros de did4ctica del &lgebra. (Bello, 2019).
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El texto inicia con una declaracion de los propdsitos del texto, la cual llama

proposicion general; en ella, realiza declaraciones sobre el uso y el tipo de expresiones

simbolicas de las curvas de segundo grado.'#!

GENERAL PROPOSITION

~ every problem in which It is asked to iovestizate a locus, be this on a
straizht lme or on a curve, one amives at an equation defermining an
arbiiranly chosen point on the required lecus [1.1] if ene comsiders as
known and determinate w0 unknown and ndeferminate line segments
enclosing a grven or chossn angls [1.2]).

If in thizs egoation [afier reduction to itz simplest form) neither of the two
uoknown quantities has been raised to the second or a higher power — that is, i
they do not ooour muttplied by themselves nor by each other — then the required
Jocws will be a straizht lins. But if one of these iumknown guantites has been raised
i the second power but the other not and if this other ane has oot been mltiplied
by itself mar by the first one, then the required locus will be a parabola

If, howewer, each of the twoe unkpnown quantites has been raised to the second
power or if a portual preduct eocurs | the sgoation (in fact, the equation is not of
a higher degree if it concerns a plane or solid locus [1.3]), then the reguired leons
will be a hyperbola or an ellipse or the circumfersance of a circle.

Figura 73. Proposicion general. (Witt, 2010, p.60)

En esta proposicion queda inscrita la idea de analisis, en donde se asume que lo
desconocido se opera de la misma manera que lo conocido; y, luego, a través de
deducciones ldgicas, se ubica un principio l6gico que le permite garantizar las

proposiciones como ciertas y aplica estas ideas para el caso de la construccién de la

ecuacion de segundo grado.

141 En cada problema en el que se pide investigar un locus, ya sea en linea recta o en curva, se llega a una
ecuacion que determina un punto elegido arbitrariamente en el locus requerido si se considera como conocido
y determinado dos lineas desconocidas e indeterminadas, segmentos que encierran un angulo dado o elegido.
Si en esta ecuacion (después de la reduccion a su forma mas simple) ninguna de las dos cantidades
desconocidas se ha elevado a la segunda potencia o a una potencia superior, es decir, si no ocurren
multiplicadas por si mismas ni entre si, entonces el locus requerido sera ser una linea recta. Pero si una de
estas cantidades desconocidas se ha elevado a la segunda potencia, pero la otra no y si esta otra no se ha
multiplicado por si misma ni por la primera, entonces el locus requerido sera una parabola.

Sin embargo, si cada una de las dos cantidades desconocidas se ha elevado a la segunda potencia o si se
produce un producto mutuo en la ecuacion (de hecho, la ecuacion no es de un grado superior si se trata de un
lugar plano o solido), entonces el locus requerido sera una hipérbola o una elipse o la circunferencia de un
circulo.
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La proposicion 1 del capitulo I indica que:? If the equation is y = (S x) + ¢, then

the required locus will be a straight line (Witt, 2010, p. 62). Este estilo de formulacién de
las proposiciones relaciona una forma de la expresion simbdlica con un tipo de curva; lo
que se debe probar es que un tipo de forma simbdlica se corresponde con ese tipo de objeto
geomeétrico. Se invierte, entonces, la relacion entre las expresiones respecto al tratamiento
que realizd Descartes.

Esta es una variacion en el sistema de practica que se presentd en el capitulo I, otra
organizacion de las componentes que no modifica la estructura, una transformacion en la
equivalencia entre la expresion simbdlica y la representacion gréfica, que complementa el
significado del principio analitico y de las relaciones que se pueden representar a través de
simbolos.

De Witt considero elementos conceptuales previos al tratamiento representacional y
analitico, la construccidn de la curva por medio de instrumentos mecanicos y como corte
del cono. Las pruebas que realiza en este tomo implementaron el método analitico
cartesiano como medio para encontrar el principio, el elemento, que da sustento a la
justificacion de la proposicion, el cual lo adopta de la antigliedad, en el primer tomo. Por
ejemplo, en el caso de la proposicion 1 del libro I, la argumentacion se realiza de la
siguiente manera:

Inicialmente, como se indica en la proposicidn general, se genera un punto x que se
extiende a través del segmento AB. En B se construyd la linea BC y se genera el angulo
ABC; de larelacion AB es a BC. Luego se nombra AB = a 'y BC = b; asi se obtiene que a

esa b. Se traza la linea AC, que describe el lugar requerido. Al seleccionar un punto

. . b . .
142 Sj la ecuacién es y = (E x) + c entonces el lugar requerido es una linea recta.
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arbitrario en AC, por ejemplo D, y dibujar DE en el mismo angulo dado ABC, es decir,

DEA. Luego llamaa DE = y; entonces, AE esa ED como AB es a BC, que es igual a, a es
abcomoxesay.Estoes: ay = bx,queesigualay = gx. Como el punto AB es

arbitrario en la linea AC, la misma prueba debe mantenerse para cualquier punto en AC, que
es el lugar construido. Por lo tanto, la expresion simbdlica representa los puntos de una

recta.

A B E

Figura 73. Diagrama proposicion 1, libro I. (Witt, 2010, p.65)

La base de esta argumentacion es la eleccion de un punto cualquiera en el segmento
en el que se construye la relacion que genera el lugar geométrico. Este acondicionamiento
del primer paso del método de andlisis, refiriéndose a través de un punto que varia en un
segmento, a las posibles cantidades que representa la variable x en un universo limitado por
el segmento AB, es nuevo en las argumentaciones que estan en esta edicion de la
Geometria. Una posible traduccion y modernizacion de la frase “se toman un punto

cualquiera en AB”, usada en la antigiiedad por Apolonio,**® a los elementos que se
g p p

143 Un estudio de esta trasformacion se puede ver en (Bello & Forero, 2015).
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disponian en el siglo XVI1I: el plano referencial, la representacion de cantidades a partir de
simbologia y los inicios de lo que mas adelante seran las variables.

El diagrama permite visualizar los pasos en que se construye la argumentacion,
evidencia el principio de construccion de la prueba, en este caso, permite ver el uso del
teorema de Tales alojado en la nueva practica analitica, ahora es una herramienta que
permite argumentar la existencia de una relacion geométrica a través de una expresion
algebraica. Esta forma de presentar la relacion entre expresiones y representaciones se
mantuvo para cada una de las cénicas. En el caso de las parabolas considero las siguientes

expresiones simbdlicas:

' 7 ’ '

I. Vo= ax ay =X
II. vi= ar+b? ay+b? = x?
) _ ¢ or conversely - i .

IT1. vy = ax—b- ay—-b" =x"
- I g ¥ I
IV. y o =—ax+b" b —ay=x"

Figura 74. Ecuaciones consideradas por de Witt para las cuadraticas. (Witt, 2000,
p.72)

Por ejemplo, en la proposicion 8 del libro 11:14* «if the equation is y? = ax + b?
or conversely ay + b? = x?2, then the required locus will be a parabola” (Witt, 2010, p.
74), de Witt supone que el punto A es el punto inicial de x que se extiende indefinidamente

a lo largo de la recta AB y que el angulo dado y elegido es ABC. Construye x en AB en el
2
intervalo desde A hasta G, de modo que AG = %, porque es la distancia entre el vértice y el

punto en donde inicia la variacion. Luego, elige GB como un diametro con el cual las lineas

144 Sj la ecuacion es y2 = ax + b? otransformada ay + b? = x2, entonces el lugar requerido es una
parébola.
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aplicadas en forma ordenada encierran los angulos iguales al angulo dado ABC y cuyo latus
rectum GF es igual al segmento conocido a, entonces, el lugar requerido es la pardbola

GCD, que se describe a través del vértice G en el diametro y latus rectum correspondiente.

T D

C
///
4 -
" -
A B L |

Figura 75. Proposicion VIII del libro I1. (Witt, 2010, p. 75)

G

Luego, selecciona un punto al azar en el diametro, D, y traza DE con angulo AED

igual al angulo elegido. Si DE = y, entonces y? = ax + b?; porque GE, 0 AE + AG, es
2
igual ax + % entonces se cumple la naturaleza geométrica de una parabola que el cuadrado

en ED es igual al rectdngulo en FG y GE (Witt, 2010).

En estas argumentaciones, de Witt muestra que la ecuacion esta asociada a un tipo
de lugar geométrico; en el diagrama, supone la existencia de la curva, en este caso una
parébola, la cual no es construida; aparece, de hecho, como parte de la organizacion
diagramatica, didmetros, latus rectum y vértice hacen parte de los elementos que se pone en
juego en la imagen. Luego, toma una distancia que va desde el punto donde inicia la
variacion hasta el punto elegido y la Illama x y a su correspondiente valor en la curva lo

Ilama y. Garantiza la unicidad del lugar geométrico a partir de usar el mismo angulo, lo que
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se encuentra en la proposicion 12 del libro I de Apolonio; y, luego, garantiza que las
relaciones proporcionales pertenecen a ese lugar geomeétrico.

En este tomo de Witt abandona la idea constructiva de la curva dando cabida a la
equivalencia entre la forma simbolica y la identificacion de la familia de curvas que
expresa. La curva es dada, ya existe dentro de la prueba, lo que se quiere probar es la
equivalencia entre la expresion analitica y la forma del lugar geométrico.

La interpretacion de cada conica a partir de su expresion simbdlica permite una
caracterizacion que ya no es geométrica. Sin embargo, la cénica siguio ligada a los criterios
y las propiedades probados por Apolonio; y, en algunos casos, se usa el mismo diagrama.
En el caso de la proposicion VIII de Witt uso la proposiciéon X1 del libro | de las conicas de
Apolonio; la cual define la pardbola como corte de un cono. Esta propiedad le permite
mostrar que el cuadrado DE es igual a los rectangulos FG y GE.

Varias proposiciones que se encuentran en este libro de texto de geometria analitica
fueron traducciones de las proposiciones del libro Conicas de Apolonio, al nuevo lenguaje
algebraico. El diagrama que acompafi6 la prueba de la proposiciéon V111 de de Witt es

equivalente al que aparece en la proposicion 20 del libro I de Apolonio:1*®

If in a parabola two straight lines are dropped ordinate wise to the diameter, the
squares on them will be to each other as the straight lines cut off by them on the

diameter beginning from the vertex are to each other. (Apolonio, 1952, p. 627)

145 Sj en una parabola se dejan caer dos lineas rectas ordenadas en funcién del diametro, los cuadrados de ellas
seran entre si como las lineas rectas cortadas por ellas en el didmetro que comienzan desde el vértice estan
entre si.
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Figura 76. Diagrama proposicién 20 libro I. (Apolonio, 1952, p. 627)

En Apolonio se muestra la proporcionalidad entre el cuadrado de la longitud de las
lineas rectas que van de la curva al didmetro, manteniendo el mismo angulo y la distancia
del vértice a cada una de las rectas; de Witt uso el argumento de la proposicion 20 para
justificar la covariacién entre la variable x y el punto en la curva, con ello, la coleccion de
puntos que conformaban el lugar geométrico expresado en la ecuacion general de la forma
y? = ax + b

En el caso de estos diagramas cada paso de la construccion sustenta la prueba que se
realiza. Existe una estrecha relacion, casi isomorfa, entre los hechos geométricos que se
conforman y la argumentacion que se construye para probar la proposicion. Las
herramientas geomeétricas euclidianas se disponen en la nueva practica de la geometria, a
través del método analitico mantienen la memoria histérica de las relaciones

proporcionales, pero ahora expresadas en el nuevo lenguaje del &lgebra.
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Otro asunto tratado por de Witt en este texto es la generalizacion de un
procedimiento para generar cualquier conica. Los inicios del modelo estan definidos en el
escrito de Beaune y en los comentarios de van Schooten; este ultimo autor lo usa para la

construccién para el caso de la hipérbola.

E
A o,

D /‘c H

Figura 77. Diagrama general usado para el caso de la hipérbola. (Schooten, 1659,
p. 176)

En la descripcion de esta construccion van Schooten afirma que siempre se pueden
trazar los paralelogramos AEFG y ABCD, de la misma manera que en la proposicion XIl'y
X111 del libro 11 de Apolonio. De modo que: AE 'y EF se puedan utilizar para cualesquiera
puntos en la construccidn, en vez de la cantidad variable x y su correspondiente punto en la
curva. La variacion en los argumentos de de Witt en cuanto a un x que cambia en el
segmento de recta AB para un angulo determinado y la relacién de estas lineas con la
expresion simbdlica, propone elementos diferentes en la componente de argumentacién de
la practica de Descartes y de los otros autores que acompafian esta edicion de la Geometria.
Pues de Witt construye el modelo general sobre la representacion algebraica candnica de
cada una de las conicas.

Especificamente, en el capitulo 1V del tomo dos, usa una regla general que permite

determinar el lugar geométrico para ecuaciones que expresan una linea o una curva de
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segundo grado. Clasifica las expresiones de estas curvas a traves de las siguientes formas
simbolicas:
a. Clasificacion para las lineales:

y =bx/a , or, which is the same, y = x, as we may suppose a = b.

bx bx
y=—=%c0or y=c——.
a a

Figura 78. Expresiones que son lineas.'*® (Witt, 2010, p. 184)
b. Para las curvas de segundo grado, afirmo que todas las expresiones son

reducibles a una de las siguientes ecuaciones:

2 ) 2
3. vy =——e ' oralso vx=f".
; . ] J
[=]
2 2
2. v =dx. orconversely dyv=x". 3
' ' 2 Ix 2 -2
) 2 2 2 "= e {7, oralso x=f
v-=dve f orconversely dyvef =x". g
2 2 2
z“=dv,  orconversely dy=v". 5 I _2 5
‘ v:=——e f° oralso vv=f°.
2 o) 2 2 : o .
" =dve 7 orconversely dyefT=v". &
s
2 e ) 2
" =——e " oralso v=f".
o
o

Figura 79. Clasificacion de ecuaciones de segundo grado. (Witt, 2010, p. 184)

Este propdsito de organizar la menor cantidad de expresiones para cada cdnica lo
acompario de un diagrama en el que no traza ninguna curva, pero que le sirve para estudiar
la orientacion y el significado de los signos en cada representacion simbolica. En estas
ecuaciones aparece el signo e gue significaba +, como lo usé Descartes en el libro 111 de la
Geometria; x e y, son cantidades indeterminadas; pero, z y v son cantidades compuestas
por una cantidad conocida y otra desconocida; para que algunas formas simbolicas pudieran

expresarse con alguna de las formas canonicas de la figura 79, de Witt us6 cambios de

R b. b
16y = bx/ o que es lo mismo y = x, como podemos suponer a = b y = Ztcoy=c——
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variables, z o v eran las variables de sustitucion; un procedimiento que es frecuente en la
obra de Descartes, cuando soluciona el problema de Pappus y que de Witt usa de la misma
manera para encontrar la forma més simple de la expresion algebraica.

En el modelo general de diagrama para el analisis de lineas que permiten la
construccion de las conicas, de Witt representa las variables conocidas y desconocidas
como segmentos, establece la variabilidad de x sobre un segmento AB, el cual usa como eje
coordenado. Para el caso de la figura 81 establece la posicion de las rectas que trata como

referente suponiendo un angulo dado ABE.

Figura 80. Diagrama para ecuaciones lineales. (Witt, 2010, p. 189)

Para el caso de las ecuaciones lineales presupuso: que la cantidad desconocida x
varia en el segmento de recta AB, un angulo fijo ABE y unas cantidades y que se miden a
partir de B. Luego, dibuja una linea recta a través de B; por ejemplo, HBE, de modo que el
angulo ABE sea igual al &ngulo dado. Se selecciona un punto en esta linea recta (por
ejemplo, D) de tal forma que AB y BD sean iguales, o para que AB seaa BD como a es b,
y como se traza desde A la linea recta AD, entonces AD sera el lugar requerido. Pero, si

también se encuentra un término c en la ecuacion y si este término esta acompariado del
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signo mas, entonces se dibuja el segmento AF desde A, paralelo a HBE e igual a c;y, en el
mismo lado de AB, el punto E, o en el lado opuesto, si c tiene el signo menos. Luego se
dibuja FE o FG (intersectando AB en O) paralela a AD, entonces FE u OG son el lugar

requerido.
. ., bx . . ,
Pero, si la ecuacionesy = ¢ — (7) se tiene que seleccionar el punto H en la linea

HBE mencionada anteriormente, en el lado opuesto de la linea AB desde el &ngulo elegido
ABE, de modo que AB seaa BH como a esa b.

Este modelo, de Witt lo usa para determinar la posicion de puntos caracteristicos de
las curvas; para modificarlos en rotaciones y traslaciones por el plano, posible herencia del
estudio de los movimientos realizados con instrumentos, en donde se estudiaron puntos en
diferentes posiciones. El diagrama también sirve para establecer posiciones relativas del
eje, en relacion con los signos de los términos de la expresion simbolica de la curva. Para el
caso de las parabolas, por ejemplo, para la ecuacion y? = dxef? realiza las siguientes

consideraciones.

Figura 81. Diagrama de la parabola y? = dxe f2. (Witt, 2010, p.91)
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En general el uso del diagrama consiste en identificar un vértice, analiza la relacion
entre los signos de los términos y las posiciones relativas que toma la curva respecto al eje.
Por ejemplo, al tomar a A como vertice, luego lo traslada a una nueva posicion F y,
finalmente, lo mueve fuera del eje inicial tomando la posicion D; todos estos puntos
representan en algin momento el vértice de una parabola.

El diametro permanece en la linea AB v, si se traza AF = (f?/d), como en la figura
82, su vértice se sitla en el punto F. Sin embargo, si ambos términos, dx y f2 son
positivos, F debe situarse en el lado opuesto del punto A desde el punto B. Pero, si el
término dx o el término f2 tienen el signo menos, el punto F debe situarse en la misma
direccién del punto A y del punto B. De esta manera, los segmentos tienen sentido dentro
de la construccion, esta representacion diagramatica se separa de lo geométrico, permite
estudiar la relacion la posicion de la curva con lo algebraico. Este recurso de cambio de
signo dependiendo de la posicion relativa del segmento lo presentd Descartes en la solucién
de Pappus, de Witt lo us6 en el mismo sentido para caracterizar las expresiones algebraicas
a partir de los signos de algunos términos.

Cuando al término dx es positivo, la pardbola debe describirse de A hacia B; en el
caso contrario, con el término dx negativo, debe describirse en la direccién opuesta, es
decir, desde F hacia A. En ese sentido, el diagrama muestra los movimientos que se
generan en varios puntos dependiendo el signo de la expresion simbdlica. El punto A o sus
traslaciones siempre es el vértice de la parabola, el centro de la hipérbola o de la elipse.

En la figura 81 también se analizan las rotaciones del eje por donde se desplaza x;
pueden ser la linea AM o DO. El diagrama muestra la relacion de estos puntos para hacer

un analisis de la posicion de la curva en el sistema de referencia.
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El uso del diagrama se encuentra explicitado en Witt (2010, p. 285). La figura 83
muestra este analisis para el caso de la parabola. Las lineas punteadas en cada una de las
figuras representan los valores negativos para una o las dos variables; estas no fueron
tenidas en cuenta por de Witt porque las cantidades representaban la medida de un
segmento de recta, el cual era una cantidad de magnitud que se describe para valores

positivos.

4.13a

5 -

}‘2 =dx+f~ Fyj, i
4 4
{ s
= \ //
f' \\ //
F=(-—.0 S -
1 d ) \\\g/ _
4.13b -
¥ =dx—f?
fZ
F=(0
4.13c
.1'1 =—dx —fz
#
F; :(7,0)

Figura 82. Analisis caso Il de las parabolas. (Witt, 2010, p. 285)

En el mismo sentido que en la solucién del problema de Pappus realizada por
Descartes en Geometria, el autor desarrolla una caracterizacion de los signos de la
representacion algebraica a través del andlisis de la posicion de la curva. De Witt entendid
que, para representar geométricamente las generalizaciones que realiza, necesitaba analizar
solo un grupo de puntos, vértice y latus rectum en el caso de la parabola; para eso disefia
este diagrama.

En este sentido, el método analitico es la herramienta fundamental; aungue, la

practica que desarrolla de Witt inicia con la representacién simbdlica, él supone un punto
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que al moverse dentro de la presentacion cartesiana da origen a una curva, a una conica, y
en ese momento supone solucionado el problema porque el punto pertenece a la curva,
luego muestra que efectivamente cumple la propiedad geométrica.

Este nuevo sistema de la practica que se origina en el uso de la expresion simbolica
para presentar un tipo de curva especifico profundiza la practica presentada en la obra de
1637 en dos sentidos; primero, se generaliza el proceso de representacion grafica y
expresion simbdlica, para la argumentacion de las relaciones se usan puntos especificos de
las curvas en el diagrama, los cuales se toman en ambos sentidos y se corresponden con los
recursos simbdlicos. Segundo, la curva se usa en los diagramas; de hecho, pierde su sentido
constructivo, se da una equivalencia epistemoldgica entre las representaciones y, en este
sentido, el método de construccion de curvas pierde su utilidad en la prueba de
proposiciones. A partir de las consideraciones realizadas por de Witt, si se habla de una

conica, la representacion mas eficiente y econdmica es la expresion algebraica.

3.7 Tratactus de Concinnandis Demostrationibus Geometricis ex Calculo Algebraico
Este tratado contiene algunos problemas y teoremas que van Schooten solucioné por
medio del método analitico. En las declaraciones que hace su hermano Petrus van
Schooten, quien edito esta parte del libro ante la muerte del autor; expone que tuvo la
intencion de mostrar lo novedoso que era el método propuesto. El proceso de analisis es
descrito como la posibilidad de usar los métodos algebraicos en geometria. Lo caracteriza
igual que Descartes a través de pasos, dar por solucionado el problema, plantear
ecuaciones, usar el algebra para hallar una ecuacion que representa la solucion del

problema, construir la ecuacion y encontrar la raiz de la ecuacion.
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En el manuscrito se evidencian las diferencias en el tratamiento dado a las
proposiciones que llamé teoremas y el que dio a las que llamo problemas. Los primeros
fueron tratados en una fase que llamo6 “series Analyseos”, la cual tuvo dos partes: la
interpretacion de los segmentos del problema por medio de letras y la elaboracion de un
diagrama que contiene las relaciones entre los segmentos. En esta Gltima fase, se clarifico la
hipétesis de solucion del problema.

Para los teoremas presenta la prueba luego de las fases de andlisis; y, en ella, no
acude al diagrama, solo a las ecuaciones que llevan a mostrar la hipétesis de la proposicion.

Por ejemplo, van Schooten considerd como teorema el siguiente enunciado:*#’

THEORE M A,

Si fueric triangulum ABC, cujus angulus ad B re-
&a BD bifariam fic divifus, & ex B C abfcindatur BE
zqualis A B, jungaturque AE, fecans BDinF: dico,
fiagatur E G paraﬂcla A C, occurrensipfi BDin G,
efleut BG ad BD, ita. AD ad DC, & ABad BC;
nec non D C bis effe ad exceflum, quoD C fupcrat
AD, ficueBD ad DF.

B | Series dm;n’yfm.

Eto BD» b
ADx¢
DCxy

&DFw%

: Quoniam itaque trian-
D ¢ gulorum ABF, EBF an-

guliad B ex hyfpotheﬁ {unt
tquales necnon latera AB,BF& EB BF, quz iplos compre-
hendunt , zqualia: erunt & < anguli ad F zquales, id eft rec,

Figura 83. Teorema. (Schooten, 1661b, p. 368).

147 Sj el angulo B del triangulo ABC es bisecado por la recta BD y se toma BE igual a BA sobre BC y se traza
AE, BD se intercepta con AE en el punto F. Al trazar EG paralela a AC, se obtiene el punto G en BD;
entonces, se cumple que BG esa BD; AD esa DC y AB es a BC. El exceso del doble de DC; cuando DC es
mas grande que AD, es como BD es a DF.
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Para la prueba, van Schooten realiza dos planteamientos. EIl primero fue de analisis
y tuvo dos acciones; nombrar los segmentos conocidos y a conocer, y trazar un diagrama de
la situacion en el cual se visualiza la propiedad que se quiere probar. En esta primera fase,
también aclaro cual es la hipdtesis de la proposicion. En este caso, dada la biseccion del
angulo B, entonces ocurren las proporciones e igualdades que van a ser probadas y que se
generan al tener la semejanza entre los triangulos BGE y BDC. Esta argumentacion se
realiza como en la antigliedad, manteniendo los canones de la geometria de Euclides.

En una segunda parte de la argumentacion, se organizan las ecuaciones algebraicas
producto de las igualdades que se deducen del anélisis geométrico, como se muestra en la
figura.

Eft enim,utBG ad BD, itaADadDC

5—1'{'—-——5 €/ ).
Ideoques ®BG,DCoeBD,AD. |
; b;-:.)'{m be. S 4
dd.utrinque . '
a rinqu z;{ 5}'»1_1{4-“
toll. utrinque b ¢
by—béxo2yq

div.utrinqueper2y *
. ﬁti‘y‘—-__’hm(,Hoccﬂ,critu:
2DC DC=AD BD DF

1yad y—¢,ita b ad 3. Queod eft fecundum.

Figura 84. Composicidon algebraica del analisis geométrico. (Schooten, 1661b, p.
369)

La prueba del teorema se realiza en el apartado que van Schooten Ilama la
compositiones algebraica, que consiste en la representacion algebraica de una propiedad
geométrica por medio del uso de razones y proporciones.

En los teoremas uso el analisis como método de prueba, el diagrama aparece como

organizador de la construccion y permite visualizar las relaciones entre los segmentos que
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la componen, la imagen contiene las relaciones conceptuales que permiten justificar la
prueba de teorema.

En la resolucion del primer problema, van Schooten mostro algunos casos de la
correspondencia entre la compositione algebraica y la compositione geometrica. Advirtio
que estas correspondencias son Utiles para la demostracion de teoremas y la resolucion de

problemas geométricos.

R R W T W R L

Compdfivioncs Algebraice  *  Compofitiones Geometrice

-‘p:nﬁ' ftaxxobe. L cerit « axobe.

Jexsi. mulnphcem umnqgc pcu fa&a rc&gmgulo tum fub cgtn:mu
Si fuentx:n— :h. e..ﬁﬁtutaadh itacad x; velpermmamn
aade, ita bad x:
b per 16 ﬁt.fxabxq:-cd P e Axabxmad‘
Jexti. mquphcetur umnque pera F] b fado re&angulo tum fub ex-
tremis tum fub mediis
Saﬁ:xan 3 r h.e-;[' ﬁt ut 4 8 bad ¢yitadad x; vel permutas
.o o Lt tima g badd,itacadx:
< per 6 Et.:xmhtadr:.u o erit ¢axmobegds.
Jesti multiplicetur umnquc Per.t faGo ~reGtangulo tum fub extre-
' mis tum fub mediis
Si ﬁt xau“ 8 'f‘ I:. e.,ff'tytud-b_a_ﬂ ieag. ad x; vel perma-
E S, ratimaade, itabgdadx:
}1;.*{”5 ﬁr‘xabxauﬂd’aci. ' tnth ﬂﬁm:ds:d
. mualtiplicetur per 4 8 b fa&o re@angilo tum {ub extremis
: _tum | bmcdus
Si ﬁtx:n‘_“_%_‘f. h. e., fifitutaghadc 8e, ira dadsx; vel
: ' permutnumuahddituﬂudx
e per 16 ﬁtaxmi-.'.n_:n L erite Ax:nﬁb_u. _..'
Jousi mult:phccmr utrmqﬁcpcu fap re@angulo tum {ub extre-
. mistum {ub mediis: . o
Slﬁtx:n ”:h.e.,ﬁ ::uuadﬁ-l—;,mab—c :.:ix -vel

pcrmutatuns ad b=tyital wf-x adx-

Figura 85. Algunas relaciones entre la composicion algebraica y geométrica

(Schooten, 1661b, p. 357)
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Van Schooten presenta una tabla con dos columnas en la cual muestra la
correspondencia entre una expresion algebraica y su posible representacion geomeétrica. Las
relaciones geomeétricas siguen siendo la herramienta para razonar los teoremas y los
problemas; sin embargo, en esta tabla, lo algebraico toma la misma importancia que lo
geométrico. Se evidencia que el registro algebraico puede ser concluyente para el
tratamiento de los teoremas.

En el caso de los problemas, van Schooten construye otra propuesta de
argumentacion y de interaccion entre los métodos de analisis y sintesis, a través del
principio de construccion del problema; que fue el producto de usar la tabla de relacion
entre la composicion algebraica y la construccion geomeétrica. Por ejemplo, en la solucion
del siguiente problema:*®

Datam re&tam A B, utcunque fetam in C, rurfis

fecareinDs-ita ut reGtangulum fub AD, D C compre-
‘henfum fit zquale quadrato ex DB. | ]

Figura 86. Ejemplo de problema. (Schooten, 1661b, p. 360)

El anélisis o la resolucidn fueron espacios dedicados a suponer la solucion del
problema a través de un diagrama que expresa las condiciones que permiten la solucién de
la situacion, contiene rectas auxiliares y las propiedades que se generan. Estos diagramas
muestran el producto de la imaginacion del resolutor, el manejo de la préactica en la cual

esta instaurado el problema, la imagen hace parte constitutiva de la solucion.

148 Dada la recta AB y un punto en esta recta C. Cortar la recta en D, de tal manera que el rectangulo
comprendido entre AD, DC es igual al cuadrado DB.
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Suppofito Problemate ut jani falo, -

voco AC. «
| CBo b o : )
&CD.x;eritque AD 04+ %,&DBxb—x.
7' .G
A CPb K iB I

I revserssassartsesnsasansatnsasasisen ....---:E

Figura 87. Propuesta de solucién problema de la figura 87. (p. 360)
Lo que sigue a la suposicion del problema es establecer las relaciones algebraicas
que representan los cuadrilateros hasta llegar a la ecuacion ax + xx = bb — 2bx + xx que

representa la igualdad buscada en el problema. Al despejar x de la ecuacion, entonces, se
. .. . -/ x b ..
tiene la relacion proporcional que produce la solucion al problema o= El principio

analitico queda justificado a partir de la simplicidad de una proporcion.
En un segundo apartado, aparece la relacion entre la composicion algebraica y la
representacion geométrica. En estas dos columnas aparece cada uno de los hechos

geométricos o algebraicos y su justificacion tedrica, la cual esta dispuesta en la parte

derecha de la hoja.'*°

149 E| texto que aparece citado para argumentar las relaciones es la version de Elementos de Euclides de
Clavius (1589). Un anélisis de las diferencias entre las versiones de Euclides en la época se puede estudiar en;
the development of Euclidean axiomatics. The systems of principles and the foundations of mathematics in
editions of the Elements in the Early Modern Age. (Risi, 2015)
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Figura 88. Composicion algebraica y geométrica. (Schooten, 1661b, p. 361)

La relacion entre lo geométrico y lo algebraico permiti justificar el principio que
estaba detras del problema y que se deducia a través del andlisis, que fue: a + 2besa b
como b es a x; 0, geométricamente, Al es a IB como BC es a CD. Haciendo uso del
proceso de sintesis, van Schooten construye y justifica esta relacion.

El principio de construccion que se afirma es; al tomar AB hasta I, de tal manera que
BI es igual a BC se establece que Al esa IB o BC, como BC es a CD entonces la relacién
entre el rectangulo ADC vy el cuadrado ADEF es igual a la del cuadrado DB con el
rectangulo DBGH. Esta igualdad se establece por medio del analisis y se comprueba
geométricamente en la sintesis. Siendo asi, van Schooten realiza los dos procesos usando el

mismo diagrama -figura 88-.
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La imagen redne las relaciones que se establecen en la prueba a través de la
proporcion Al es a IB como BC es a CD. Por medio de proporciones entre los segmentos,
mostrd que, partiendo del principio, puede argumentarse la igualdad entre el rectangulo
AD X CD y el cuadrado DB.

Van Schooten muestra una forma de organizar la relacion entre el hecho algebraico
y el geométrico. Este modelo de explicacion sirvio para relacionar el método de analisis y
el de sintesis, y para mostrar la equivalencia entre los dos registros. La justificacion
geomeétrica de las ecuaciones se realiza a partir de una proporcion y no por medio de una
construccion. El diagrama que se mantiene es el que permite obtener el supuesto para la
solucidén y la correspondiente red de relaciones que permiten solucionar la situacion. En el
caso de los teoremas, el diagrama aparece en la parte sintética como un organizador de la
red de conceptos que permite probar la proposicion.

3.8 Cambios en la Préactica Cartesiana en la Segunda Edicion de la Geometria.
Reflexion para el Horizonte de Contenido

Para finalizar este capitulo, a partir del uso de las componentes de la definicion de
practica matematica y del sistema de practica de la Geometria de 1637 se organizan los
cambios vistos en la segunda edicién en latin.

Estos pequefios movimientos que corresponden a la transicion de la practica
matematica para el crecimiento del conocimiento matematico propuesto en el modelo de
practica de Kitcher (1984) estuvo a cargo del quehacer matematico de quienes impulsaron y
determinaron la interpretacion que se dio en los afios posteriores a la primera publicacion
de Geometria y que han sido analizados en este capitulo a partir de los escritos que se

encuentran en la segunda edicion en latin del texto.
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Algunas componentes del sistema de practica definido en el apartado 2.5 fueron

reinterpretados o0 modificados dentro de la estructura de la practica. Se realizaron nuevas

formas de tratamiento de las consideraciones que se hacen de las curvas algebraicas y sus

representaciones que originaron resignificaciones de los conceptos y métodos usados, estas

practicas post-cartesianas se han evidenciado en los numerales de este segundo capitulo. La

siguiente tabla muestra las transformaciones en cada componente de la practica en la

segunda edicidn en latin de la Geometria:

Componente de la

practica

Cambios en la segunda edicion

Comunidad de

matematicos

Esta edicion de la Geometria tuvo difusion en toda
Europa y recogi6 parte las discusiones alrededor de
cartesianismo. Incluyé la obra realizada por de Witt y, con
ella, la primera organizacion de la naciente geometria
analitica basada en las concepciones cartesianas. Los
pupilos de van Schooten, en la Universidad de Leiden, son
los principales comunicadores y estudiosos de la obra
cartesiana. Por ser una obra en latin tuvo reconocimiento en
toda Europa y la mayoria de los matematicos de la época la
leyeron. El texto tiene apartes aclaratorios como los
comentarios de van Schooten e interpretativos, como la

introduccién que hizo al método cartesiano el mismo autor.

Programa de

investigacion

Los criterios metafisicos del programa de

investigacién cartesiano no cambiaron, la busqueda de
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criterios generales por medio de un método sigui6 siendo la
perspectiva cientifica de la época. Las preguntas que intento
contestar Descartes siguieron estando en la discusion de los
matematicos. Se profundizo la idea de construir una
matematica universal con la cual fuera posible solucionar
cualquier problema de la aritmética o la geometria. El
algebra (su operatividad y sus técnicas) se constituyé como

respuesta a esta pretension.

Lenguaje formal

El lenguaje que se presenta continda siendo
caracterizado por las proporciones; la teoria euclidiana
queda incorporada en las nuevas formas de comunicar las
ideas matematicas a través de letras minusculas que
representan cantidades de magnitud y que geométricamente
representaban la medida de un segmento de recta.

Las operaciones y los procedimientos algebraicos
son mas numerosos en esta edicion y en algunos de los
escritos no es necesaria la representacion geométrica; la
escritura por medio de letras y ecuaciones inicio un
desprendimiento de la geometria y comenzo a consolidarse

como una forma de expresar las ideas cartesianas.

Métodos de prueba

El método de analisis se usa para resolver problemas
y para probar las propiedades de las curvas. En el segundo

caso, lo dado es la representacion grafica de la curvay, en
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el caso de Witt, también la expresion simbdlica. Aparece la
variabilidad de un punto sobre un segmento para construir
los argumentos que permiten argumentar una proposicion.
El diagrama, en su funcion de mantener la red de
conceptos que desarrollan una argumentacion, se mantiene
durante toda la obra, al igual que como resultado de la
imaginacion que permite plantear la primera parte del

método analitico.

La base conceptual de toda la obra es una traduccion
al algebra de la época del trabajo Apolonio en Cénicas. Las
curvas pasan a ser objetos de estudio, su ontologia deja de
ser geomeétrica, se trabaja con la relacién simbolo—gréfica,

lo que le otorga el mismo significado a la expresion

Conceptos
algebraica y la representacion geométrica.

Los diagramas ya no tienen énfasis en la
construccién de curvas sino en sus propiedades; por lo que,
se desvanece el uso de construcciones para representar
ecuaciones.

En esta edicion el analisis como método para la
solucion de problemas se complementa con un analisis que

Métodos

argumentativos

sirve para justificar proposiciones matematicas. En la obra
de de Witt se organiza el conocimiento de las ecuaciones de

segundo grado a partir del tipo de curva que representan.
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Desaparecen los instrumentos como medio para argumentar
la existencia de una curva. En muchos casos, ésta aparece
de hecho, como parte del supuesto que permite probar la

propiedad de una curva.

Solamente en de Witt se nota la estrategia de
generalizacion de procedimientos y prueba que se ve en
Descartes. No hay una clasificacion de problemas por
medio de la interseccion de curvas; esta cambia por el
Estrategias de
grado de la ecuacion con que se trabaja.
prueba

En varios escritos, la raiz de la ecuacion se justifica
por medio de las proporciones que se deducen del principio

analitico y no por medio del procedimiento geométrico de

interseccién de curvas.

En la propuesta de horizonte de contenido que se esta trabajando, apartado 2.4, se
vincul6 el horizonte interno del contenido con el horizonte matematico del curriculo y el
horizonte externo con el horizonte matemaético avanzado. El foco de analisis en este estudio
corresponde al papel de los diagramas en el desarrollo del post-cartesianismo.

En Bello (2019) se argumento el uso que en algunos textos de didactica del algebra
se le ha otorgado al método cartesiano, fundamentalmente, se asocia con su reduccion a un
sistema matematico de simbolos y en su énfasis de manipulacion algebraica dejando de
lado el analisis del tratamiento representacional y semantico de la Geometria de Descartes.

Por otra parte, en la literatura en didactica de la matematica, se encuentran
propuestas de aula con aspectos que se visualizaron importantes en términos del analisis de

la obra; especificamente, lo referente a los instrumentos como artefactos mediadores en el
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conocimiento matematico. El grupo de Laboratorio de Didactica de la Matematica, de la
Universidad de Modena, en especial las personas vinculadas con el laboratorio de didactica
de la matematica,>® desde hace mas de tres décadas han desarrollado investigacion
respecto al uso de instrumentos y maquinas histéricas en el aula de matematicas. Para ello
han recreado por medios fisicos y virtuales, maquinas e instrumentos que histéricamente
sirvieron para trazar curvas y solucionar ecuaciones; entre ellos, los compases de Descartes
y van Schooten. (Bartolini y Sun, 2018; Maschietto y Bartolini, 2006). Propuestas como
estas son ejemplo del uso didactico de elementos que se reconocen en la obra cartesiana y
que estan en la perspectiva de esta investigacion, hacen parte del horizonte interno del
método de resolucion de problemas en la formacién matematica que se reconoce en la obra
de Descartes.

El estudio de la practica que se desarroll6 alrededor de la obra de Descartes, por lo
menos para la segunda edicion en latin del texto y colocando el lente en el uso de
diagramas, permite dilucidar pequefias transformaciones alrededor de algunos aspectos, en
cada dominio del sistema de practica. El uso que se observa de los cambios de préactica
cartesiana a la postcartesiana que se estudio en esta edicion editada por van Schooten y que
permitirian configurar una historia de la practica para el desarrollo del horizonte de

contenido en la formacion del profesor de matematicas, se resume en la siguiente tabla:

Horizonte de

. Aspectos segunda edicién en latin de la Geometria
contenido

e Pérdida del modelo de construccion
Horizonte externo

geomeétrico por interseccién de curvas de las

150 En la pagina de la Associazione Macchine Matematiche http://www.macchinematematiche.org/
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raices de ecuaciones.

Equivalencia entre la representacion
geométrica y algebraica de una curva.
Representacion de la variacion de los
elementos de magnitud que conforman una
clnica a través de diagramas estaticos que
muestran el cambio en varios puntos de una
curva.

La variacion de un punto en un segmento como
modelo de construccidn de las representaciones
cartesianas.

El analisis como método de solucion de

problemas y de argumentacion en matematicas.

Horizonte interno

La relacion bidireccional entre la expresion
simbdlica y la representacion geométrica.

La curva como supuesto, como dado, para
mostrar sus propiedades.

El uso de modelos de identificacion de
posiciones de las curvas a partir de diagramas

que generalizan una familia de curvas.
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4. La Practica Cartesiana en los Libros de Texto

En este capitulo se revisa la practica matematica cartesiana en el libro de Geometria
del padre Bernard Lamy Y el texto del padre Charles-René Reyneau. En ese entonces, la
hermandad de los oratorianos tenia a cargo algunas universidades y colegios en Francia.
Las matematicas hacian parte de las clases de filosofia, y el énfasis en su ensefianza era la
solucién de problemas de la fisica.

Se presume, como lo indica Belhoste (1993), que el cartesianismo fue ensefiado
inicialmente fuera del curriculo escolar, en el caso de la comunidad de oratorianos, a partir
de las ideas de Malebranche (1638-1715), quien influyd en las Universidades de la
congregacion desde 1660, especialmente la de Angers; sin embargo, no se tienen muchos
datos del tipo de ensefianza, pero, por ejemplo, se sabe que el libro de Geometria de Lamy
todavia se estudiaba por 1720.

Malebranche fue nombrado profesor de Matemaéticas en el oratorio a partir de 1674
y, desde ese momento, liderd un grupo que transformé la ensefianza de esta area en la

congregacion:

A la suite de Malebranche, toute une lignée de mathématiciens cartésiens passés au
collége d'Angers s'illustrent par leurs travaux entre 1670 et 1740. Citons en
particulier le pére Bernard Lamy (1640-1715), professeur de philosophie a Angers
de 1673 a 1675 et les péres Jean Prestet (1648-1690), Charles Reyneau (1656-
1728), Jean-Baptiste de Mercastel (1669-1754) et Jean-Simon Mazieres (né en
1683), qui occupent successivement la chaire de mathématiques d'Angers de 1681 a
1724. Tous contribuent par leurs ouvrages a répandre les methodes de I'analyse

cartésienne. Lamy critique les Eléments d'Euclide comme ouvrage élémentaire ;
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Prestet proclame la supériorité de I'analyse - c'est a dire de I'algebre - sur la
"géométrie des figures™ Reyneau, considérant les trois maniéres d'exprimer les
grandeurs en général et tous leurs rapports, "par les lignes et les figures, par les
expressions des nombres et par les expressions littérales”, juge cette derniere la
plus générale. Ce qui caractérise a I'évidence I'enseignement de ces professeurs,

c'est le primat accordé a I'algébre sur la géométrie™?. (Belhoste, 1993, p. 5)

Malebranche y su grupo criticaron el papel de la imaginacion en las ideas de
Descartes; para ellos, la forma analitica algebraica no depende de la visualizacion
geométrica, lo que implica un avance en el razonamiento geométrico,*>? The pursuit of
geometrical knowledge by algebraic means thus protects the geometer from the temptations
of the imagination, which lead toward pleasure and thus sin (Arana, 2016, p. 470). Estos
aspectos fueron difundidos a partir de los libros de texto de los integrantes del grupo; de
esta manera, la practica de ensefianza puso énfasis en el analisis algebraico.

Su compromiso con los problemas de la fisica que estaban siendo abordados con las
nuevas técnicas de célculo diferencial e integral, los cuales habia discutido con Leibniz,

condujeron a Malebranche a una posicion entre el cartesianismo y los nuevos enfoques

151 Después de Malebranche, un grupo de matematicos cartesianos que pasaron por el colegio de Angers se
destacaron por sus trabajos entre 1670 y 1740. Citemos en particular al padre Bernard Lamy (1640 1715),
profesor de filosofia en Angers de 1673 a 1675y a los padres Jean Prestet (1648-1690), Charles Reyneau
(1656-1728), Jean-Baptiste de Mercastel (1669-1754) y Jean-Simon Maziéres (hacido en 1683), que ocuparon
sucesivamente la catedra de matematicas en Angers de 1681 a 1724. Todos ellos contribuyen con sus obras a
difundir los métodos del andlisis cartesiano. Lamy critica los Elementos de Euclides como una obra
elemental; Prestet proclama la superioridad del analisis, es decir del algebra, sobre la “geometria de las
figuras”; Reyneau, considerd tres formas de expresar las magnitudes en general y todas sus relaciones, “por
lineas y cifras, por expresiones de nimeros y por expresiones literales”, considera esta Gltima como la mas
general. Lo que caracteriza claramente la ensefianza de estos profesores es la primacia otorgada al algebra
sobre la geometria.

Belhoste se apoya en Jeanne Peiffer para afirmar que Malebranche cambiara luego su posicién y valorara el
papel de la intuicién en relacion con el calculo infinitesimal.

152 |_a buisqueda del conocimiento geométrico por medios algebraicos protege asi al gedmetra de las
tentaciones de la imaginacion, que conducen al placer y por tanto al pecado.
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propuestos por Leibniz sobre la primacia en el pensamiento matematico de la
simbolizacion, las técnicas algebraicas y el uso de los infinitesimales. Segun Costabel
(1981), el ocasionalismo*®? -filosofia de Malebranche-, propicié el avance en su posicion

sobre la relacion entre la teoria y el experimento:

It is not difficult to understand why occasionalism was a conception particularly
conducive to the advance of experimental science. To the degree that nature
appeared, to Malebranche, as simply a sphere of relations, the dialogue between
reason and experience became for him, inevitably, the fundamental stimulus in the
pursuit of knowledge. For when reason was supported by metaphysics, as it was in
Descartes, it had much too great a tendency to declare what should be, a priori, and
to call upon experience solely for confirmation. In his view, however, the only
means of discovery available to the human mind are occasional causes, that is,
causes which could have been totally different and which are the reflection not of
some ontological necessity but only of the Creator's will. Consequently, experience

is indispensable!®. (p. 49)

Esta relacion entre lo experimental en la resolucion de situaciones y su relacion con

la teoria es relevante para comprender el papel asignado a la imagen en estos libros, en

153 El ocasionalismo es una teoria filosofica sobre la causalidad, afirma que las sustancias creadas no pueden
ser causas eficientes de eventos. En cambio, todos los eventos se consideran causados directamente por Dios.
154 No es dificil comprender por qué el ocasionalismo fue una concepcion particularmente propicia para el
avance de la ciencia experimental. En la medida en que la naturaleza le pareci6é a Malebranche, simplemente,
como una esfera de relaciones, el didlogo entre la razén y la experiencia se convirtié para él, inevitablemente,
en el estimulo fundamental en la busqueda del conocimiento. Porque cuando la razén se apoyaba en la
metafisica, como en Descartes, tenia una tendencia demasiado grande a declarar lo que deberia ser, a priori, y
a recurrir a la experiencia Unicamente para su confirmacion. Sin embargo, en su opinidn, el inico medio de
descubrimiento disponible para la mente humana son las causas ocasionales; es decir, causas que podrian
haber sido totalmente diferentes y que son el reflejo, no de alguna necesidad ontolégica sino, Gnicamente, de
la voluntad del Creador. En consecuencia, la experiencia es indispensable.


https://es.wikipedia.org/wiki/Las_cuatro_causas_de_Arist%C3%B3teles#Causa_eficiente
https://es.wikipedia.org/wiki/Dios
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especial en el de Reyneau. La dualidad experiencia-razon, se focaliza para el caso de las
matematicas, en la aplicacion de la teoria algebraica en situaciones que son representables a
través de diagramas. La teoria aparece como experiencia a traves de resolucion de
situaciones, es la practica de la teoria lo que es la experiencia. Esta posicion se mantiene
con algunos matices en la obra de Lamy.

El padre Lamy fue recibido en el oratorio en 1662 y, hasta que fue ordenado en
1667, ocupo un puesto como maestro en el colegio jesuita de Juilly. Luego, fue trasladado a
Le Mans hasta 1669; después fue a ensefiar en la Universidad de Angers, donde fue
conocido por impartir lecciones de cartesianismo. En 1675 fue suspendido de su cargo por
realizar ensefianzas antimonarquicas, entre ellas, por ensefiar la filosofia de Descartes.
(Schubring, 2005). Quizas un afio después volvio a ensefiar en el seminario de Grenoble.

Lamy escribi6 dos textos sobre matematicas: Eléments de mathématiques ou traité
de la grandeur en genéral qui comprend | arithmétique y L'algebre, I'analyse et les principes
de toutes les sciences qui ont la grandeur (1680), en donde trata la cantidad de manera
general y Les éléments de géométrie, ou de la mesure du corps, tout ce qui comprennent
qu’Euclide a enseigné (1685), un texto que refiere a las cantidades de magnitud geométrica,
el ultimo libro de este texto esta dedicado al método cartesiano. Lamy propuso leer primero
el libro de 1680, que se refiere a la cantidad, y luego su geometria, pues consideraba que
esta Ultima no era un buen camino de ingreso a las matematicas porque apelaba a los
sentidos los cuales eran engafiosos. (Alfonsi, 2012)

Reyneau ingresé a la congregacion en 1676 en donde conocié a Malebranche con
quien trabajé en la reforma de las matematicas. Fue profesor de filosofia desde 1679 y
ensefid geometria desde 1681, un afio después fue nombrado profesor de matematicas en la

Universidad de Angers, luego enfermé y dejé la docencia en 1705.
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Escribio dos obras matematicas que fueron usadas en la ensefianza universitaria en
Angers. La primera estd compuesta de dos tomos, Analyse démontrée, ou la Méthode de
résoudre les problemes des mathématiques, et d’apprendre facilement ces sciences, y Usage
de L'analyse ou la maniére de I’appliquer; ambos tomos hacen referencia al método

cartesiano y su aplicacion a varias areas del conocimiento.

Because of the close cooperation within the Malebranche group, this answer can
further be expected not to have been Reyneau’s alone, but one jointly elaborated.
Indeed, the textbook’s title already underlines its character of intentional retort:
Analyse démontrée, a title implicitly refuting the objection that the new theory was

lacking rigorous proof!®. (Schubring, 2005, p. 194)

El uso de textos no era comun en esta época, existia la cultura del dictado que fue la
modalidad de ensefianza imperante para las matematicas basadas en el libro euclidiano. Por
lo tanto, cada texto que se publicé estaba vinculado a nuevas formas de entender la
ensefianza de la matematica. Estos libros fueron apoyados por corrientes filosoficas que se
oponian a la tradicién de la vision euclidiana. (Belhoste, 1993)

En esta seccidn de la tesis se analizara el enfoque de practica matematica cartesiana
expuesta en el libro sobre el método, comparando las diferentes ediciones de la Geometria
de Lamy con los dos tomos del libro del Reyneau. Este analisis va a brindarnos una idea de
qué aspectos de la practica cartesiana fueron acogidos en la comunidad de oratorianos para

la ensefianza y cudles fueron sus transformaciones en la practica.

1% Debido a la estrecha cooperacion dentro del grupo Malebranche, puede esperarse que esta respuesta no
haya sido solo de Reyneau, sino una elaborada en conjunto. De hecho, el titulo del libro de texto ya subraya
su carécter de réplica intencional: Analyse démontrée, titulo que refuta implicitamente la objecién de que la
nueva teoria carecia de pruebas rigurosas.
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4.1 Las Ediciones de la Geometria de Bernard Lamy?%

En todas las ediciones de Les éléments de Geométrie ou de la mesure du corps de
Lamy el contenido se distribuyd por libros y estos en capitulos. En este estudio se analiza el
apartado dedicado al método, el cual se presenta como ultimo libro en las siete impresiones
del texto. Los libros anteriores plantean cuestiones geométricas desde la perspectiva
euclidiana haciendo énfasis especial en las proporciones. Por la ubicacién de lo cartesiano
en el texto, se deduce que Lamy considerd que el método de la geometria antigua era un
requisito para abordar la resolucion de problemas. De igual manera, en el prefacio del texto,
afirmé que primero se deberia leer su texto sobre de la magnitud, en donde presenta las
técnicas y operaciones del algebra.

Para adelantar el analisis de estos textos, se organizaron las impresiones en tres
grupos de ediciones con el mismo contenido. El grupo 1 contiene las impresiones de 1685y
1692 se analiza el libro V en el cual se encuentra el método. En el grupo 2, se estudia el
libro V de las ediciones de 1710, 1732, 1734 y 1740; y, en el ultimo grupo, se estudia el

libro VI de la edicidn de 1758. La siguiente tabla muestra esta organizacion:

Grupo Afo Texto
1685 Les élémens de Géométrie ou de la mesure du corps
1 Nouveaux éleméns de Géométrie ou de la mesure
1692
du corps

Les éleméns de Géométrie ou de la mesure de
2 1710
I’étendue. Cuarta Edicion. Revisada y aumentada

1% parte de este documento fue publicado en la Revista Cientifica. (Bello, 2020)
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Les éleméns de Géométrie ou de la mesure de
1731
L étendue. Quinta Edicion. Revisada y aumentada

Les éleméns de Géométrie ou de la mesure de
1734
L étendue. Sexta Edicion. Revisada y aumentada

Les éleméns de Géométrie ou de la mesure de
3 1758
L"étendue. Séptima Edicion. Revisada y aumentada

Siguiendo a Schubring (1987) en el analisis de textos antiguos, se estudian las
diferentes ediciones del texto, el tipo de problemas que abordaron y el contexto en que se
desarrollaron. En la Geometria de Lamy se estudia su concepcion del método de resolucion
de problemas en cada grupo. Ello permite comprender las diferencias entre la idea de
método propuesta por Descartes en la Geometria y su interpretacion en la ensefianza. En
especial, se profundiza en el uso de los diagramas en el método y tratamiento de las
proporciones.

4.1.1 Analisis Sobre el Método. Primer Grupo
En estas ediciones, Lamy se propone desarrollar el método para solucionar problemas a
través de las siguientes ocho reglas (Lamy, 1685, p. 282-289):

a. Como todo no es desconocido en una pregunta se representa lo conocido y se

supone lo desconocido.

b. Si se propone una pregunta se debe saber elegir ciertas cantidades y, en

consecuencia, comprender si la pregunta es determinada o indeterminada.

c. Se debe considerar cuidadosamente qué buscar en una pregunta para indicar lo

que se conoce y distinguir lo que no. Las cantidades conocidas se indican con

las primeras letras del alfabeto y las desconocidas con las ultimas.
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d. Enuna pregunta se descubre lo que relaciona una magnitud desconocida por las
propiedades de la figura que se aprovecha para resolver esta cuestion y por las
relaciones que las cantidades desconocidas tienen con las conocidas.

e. Examinar las cantidades y expresar lo desconocido de dos maneras se llama
ecuacion.

f. Los términos que representan una pregunta deben expresarse de modo que, Si es
posible, solo haya una letra desconocida.

g. Realizar procedimientos para igualar las cantidades desconocidas.

h. Es necesario reducir los términos de una pregunta a los términos mas simples.

Cada regla es un paso en la conformacion de la resolucién. EI método consiste en un
analisis relacional entre cantidad que permita identificar su estatus y luego suponer que el
problema esta resuelto, de manera que la imaginacion que involucra la solucién queda
plasmada en un diagrama que contiene las relaciones que ha de cumplir lo desconocido.
Luego acude a la escritura sobre la cantidad de magnitud, que us6 Descartes, tanto para lo
conocido como para lo desconocido; lo que permite obtener la ecuacion que contiene la
solucién del caso.

Lamy interpret6 el método a través de una técnica que consiste en pasar del analisis
de la pregunta a la formulacion de una ecuacion que la representa usando, adecuadamente,
las relaciones geométricas que se desprenden del diagrama. Sus consideraciones para
ensefar el método hacen énfasis en el andlisis de la pregunta y el proceso de doble escritura
planteado por Descartes; las cinco primeras reglas presentadas por Lamy en esta edicion se
refieren a esta parte del método.

Antes de exponer las reglas para solucionar problemas, Lamy dedic6 los primeros

capitulos de este libro a mostrar la importancia de analizar la pregunta y la solucién de una
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situacion a traves de una figura que contiene las relaciones geométricas de lo dado y lo
desconocido en el problema. Al igual que en Descartes la imagen cumple el papel de
encausar el supuesto de la solucion. EIl diagrama muestra las relaciones que generan la

solucion y la manera en que debe avanzarse en el razonamiento para producir las

ecuaciones que ayudan a resolver la situacion. Por ejemplo, en el siguiente caso:*’

On dit que la furface d’un triangle eft
¢gale 4 lamoitié de la fomme de fes trois
cotez multipliez par le rayond’un cer-
clequiluy eft infcrit. La feule vete de

Figura 89. Problema: inscribir un circulo en un tridngulo. (Lamy, 1685, p. 269)

El punto de partida de Lamy es apreciar que en el diagrama se da por supuesto que
la propiedad que enuncia el problema es verdadera y que puede garantizarse por medio de
la pura observacion. Luego indica que se forman tres triangulos cuyas bases son iguales a
cada uno de los lados del triangulo CBD y cuya altura es igual al radio del circulo inscrito;

por lo tanto, el triangulo CBD, queda compuesto por los triangulos CAB, BAD y CAD. El

157 El area de un triangulo es igual a la mitad de la suma de sus tres lados multiplicados por el radio de un
circulo que se inserta en él.



Diagramas y préactica matematica en la Geometria Cartesiana 234

diagrama cumple su funcion de visualizar las relaciones que permiten solucionar la
situacion; en la imagen se encuentra la red de conceptos involucrados en la solucion, el
radio de la circunferencia que equivale a la altura de cada uno de los tridngulos que
componen el triangulo BCD que son las relaciones entre cantidades que luego las
transformaciones que permiten establecer las ecuaciones.

En el diagrama se supone el problema resuelto a partir de la relacion entre el radio y
el circulo. En el primer grupo de ediciones se observa que el texto contiene amplias
explicaciones y ejemplificaciones de la importancia de suponer una solucién para la
pregunta e ilustrarla por medio de una imagen. De la propuesta de andlisis de la pregunta y
la conformacion de una figura que permita evidenciar las relaciones del problema, es
posible admitir con Barbin (2010), que constituyen una presentacion que esta acompafada
por una heuristica alrededor de la descomposicidn en tridngulos. Esta técnica que aparece
en el libro 11 de los Elementos de Euclides, se emplea en el transcurso del texto de Lamy
para resolver y comprender todos los problemas. Posiblemente, en ella se expresa la
simplicidad que se debe buscar en el método, pues reducir los problemas a triangulos es una
manera de establecer las relaciones més simples entre las cantidades que representan los
segmentos, y el principio que determina tales relaciones es una proporcion por el teorema
de Tales.

En el capitulo 1V, Lamy plantea cuatro tipos de conocimientos requeridos en el
analisis de la figura para la solucion de un problema geométrico: las propiedades de los
objetos involucrados, los angulos, las razones y proporciones, y, por ultimo, saber
descomponer las figuras en triangulos semejantes. (Lamy, 1685, p. 274). Las ocho reglas
antes mencionadas corresponden a los pasos en la aplicacion del método, los medios se

refieren al conocimiento matematico necesario para resolver los problemas.
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El prefacio de esta edicion de Lamy aclara que la Geometria es el mejor ejercicio
para cultivar el espiritu de la verdad a traves del método. Esto es, hacer avanzar el
razonamiento geométrico por medios algebraicos, dotarlo de medios que permitan disipar
los sentidos.

Antes de presentar las reglas, Lamy ensefio que en el diagrama se encuentran las
relaciones que posibilitan solucionar un problema; estudiar el diagrama implica comprender
la posibilidad de establecer representaciones simbolicas para las relaciones que se

establecen o infieren a partir de la solucion. Como ejemplo, la siguiente situacion:*®

pofition. Que - le produs ou 1¢ reflargle fait
des diagenales AC ¢ BD,efl ::g.lin' la fomme des
reflangles BC par AD ¢ de AB par DC , cotex
oppofez dw guudrilatasre ABCD nferis dans wn

cercle.
- ™ 1

Figura 90. Problema del cuadrilatero inscrito. (Lamy, 1685, p. 274)
Después de asignar una letra a los segmentos de recta, como se ve en la imagen,
Lamy propuso una linea auxiliar BE de tal manera que los angulos ABE y DBC resultan

iguales. Por la semejanza de los triangulos BDA y BCE, se deduce la siguiente proporcion:

1%8 i del rectangulo se conoce el producto de sus diagonales AC y BD, y este es igual a la suma de los
rectangulos BC por AD y de AB por DC, entonces, los lados opuestos del cuadrilatero ABCD estan inscritos
en una circunferencia.
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BD BC m b . . ey ,
BDoGE- Ty consecuencia de la condicion de los angulos con que se construye el

segmento BE, los triangulos BDC y BAE son semejantes y, por tanto, BD: CD:: AB: AE
que es mo = ad; de igual manera, se deduce que mp = bc y mo = ad. Reemplazando, se
tiene que gm = bc + ad.

El planteamiento de este problema muestra que el diagrama, al igual que en la obra
de Descartes, es una herramienta imprescindible en la exploracion de la solucion. La
imagen es el resultado de la imaginacion creadora del resolutor, la cual se expresa a partir
de relaciones que son posibles solo a través del trazo del segmento auxiliar BE. El diagrama
conduce a la solucion del problema, permite que las relaciones euclideas sean observables
en lo cartesiano y escritas por medio de técnicas y procedimientos algebraicos.

Otro asunto tratado por Lamy sobre el método es que se obtiene una expresion que
permite generalizar la situacion. Por ejemplo, en el siguiente problema,**® presenta dos
soluciones: una con los argumentos geométricos y la otra usando la escritura algebraica

para implementar el método analitico:

BAC eft un ifofcele, on propofe de
couper f{es cétés AB, AC, par une pa-
rallele a 1a bafe BC 5 de forte que cette
parallele foit égale A ce qui refte des c6-
tés, c’eft adire (je fupofe la chofe fai-
te ) que DB=DE. -

159 Sea BAC un triangulo isdsceles; cortar sus lados AB y AC con una paralela a la base BC; de modo que, esta
paralela sea igual a lo que queda de los lados; es decir: que DB = DE.



Diagramas y préactica matematica en la Geometria Cartesiana 237

™ T

Figura 91. Problema para mostrar la capacidad de generalizacion del método.
(Lamy, 1685, p. 314)

Primera solucion

Supone que el problema esta resuelto, entonces BD = DE; el triangulo BDE es
isdsceles y los &ngulos DBE y DEB son iguales. Los angulos CBE y BED son iguales, de
tal forma que los &ngulos EBC y EBD también lo son. Por lo tanto, la linea BE corta por la
mitad al angulo DBC. De aqui se deduce que son triangulos isésceles, al igual que BAC.
Por esta propiedad del triangulo isésceles, encuentra el medio para resolver el problema
propuesto. (Lamy, 1685, p. 314)

Segunda solucion

Supone el problema resuelto, nombra a AB, que es conocido como a, Yy d, la base
BC, también conocida. Llama x al tamafio desconocido AE; asi que, EC = a — x, también
DE = a — x. Entonces, a:d :: x:a — x; se obtiene aa — ax = dx. Agrega, a ambos lados
ax, entonces, aa = dx + ax. Supone que ¢ = d + a. Entonces, cx = dx + ax y, por lo

tanto, en lugar de dx + ax coloca cx; se obtiene aa = cx. Dividiendo la ecuacion por ¢ se
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. aa . . 160 .
tiene que — = x por consecuencia: ——c,a, x. En consecuencia, el problema se trata de

agregar un tercio proporcional a dos lineas conocidas, que son los primeros dos términos de
una progresion. La linea AB unida con la linea BC es el primer término y AB el segundo.*6!
(Lamy, 1685. p. 314)

En las dos formas de resolver el problema, se usa el mismo diagrama; porque este
representa el supuesto de existencia de la linea que cumple la condicion del problema, que
es necesaria para su solucion. Lamy recomienda a sus lectores la segunda solucion, pues es
una forma analitica general, se llega a una conclusion de relacion de segmentos, el
problema queda transformado en una situacion de suma de segmentos. Nétese que solo la
expresion a: d :: x:a — x es interpretada en términos geométricos, el resto de la solucion se
elabora con razonamiento algebraico que no se presenta geométricamente (Arana, 2016).
La respuesta de la tercera proporcional es interpretada de manera geométrica. En esta

edicion el simbolo sigue siendo interpretado geométricamente.

4.1.2 Analisis Sobre las Proporciones. Primer Grupo

En el prefacio del texto Lamy afirma que por las caracteristicas educativas de la obra
aborda solo problemas lineales y planos cuya solucion es una ecuacion de primer o segundo
grado. Unicamente nombra la posibilidad de existencia de otros tipos de ecuaciones, por
ejemplo, plantea la ecuacion de tercer grado que resuelve el problema de la triseccion del
angulo.

En este texto de Lamy la solucion de los problemas y la resolucion de ecuaciones se

reducen a las proporciones de la media y la tercera proporcional, las cuales, afirma, deben

160 Simbolo usado en la obra para referirse a la proporcion geométrica continua.
161 En la presentacion que hace Arana (2016) de este mismo problema, omite esta Ultima parte de la prueba.
2

e a
La solucion la presenta como x = —- Que no es exactamente lo que deduce Lamy.
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ser estudiadas en el libro sobre la cantidad en general. Por ejemplo, en el caso de las
ecuaciones de segundo grado, usa el mismo diagrama y la misma construccion que en el
texto de 1637 de Descartes; pero, los argumentos geomeétricos de la solucion cambian. Asi

se observa en la solucion de Lamy para la ecuacion yy = bb + yd.

-
- -~
».

4 . ig AN -
§ )
i ]
[} u’%. :l
‘\ -’,.
“.".k “J‘f “\\‘

Figura 92. Construccidn ecuaciones de segundo grado. (Lamy, 1685, p. 299)

La linea b, por construccion, es una tangente a la circunferencia; y, dado que el radio
de la circunferencia es igual a la mitad de d, el didmetro entero es AB = d. Llama y a la
secante AD, y x a la parte DB que esta fuera del circulo. Dado que el todo multiplicado por
la suma de las partes es el producto del todo por el todo, entonces, yy = yd + yx, que se

puede interpretar con - y, b, x entonces yx = bb sustituyendo asi en la ecuacion anterior el

cuadrado bb en lugar de yx, se obtiene yy = bb + yd; la linea AD, que es igual a la
magnitud, previamente desconocida. (Lamy, 1685, p. 299)

En la presentacion de Lamy, existen cambios significativos respecto al tratamiento

realizado por Descartes en 1637. En Descartes, se llegaa z = %a + Eaz + b2 por medio

del teorema de Pitagoras y la argumentacion que se presenta en el apartado 2.6.4. de este
documento.
Esta diferencia en la argumentacién de la solucion de las ecuaciones de segundo

grado entre Lamy y Descartes permite comprender que para Lamy la tercera proporcional
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pasa a ser un principio geométrico simple que permite llegar a una generalizacion del
tratamiento aritmético sin construccion.

Por ejemplo, en la descripcion del capitulo IX, enuncia: “Les équations de deux
dimensions se peuvent réduire a une progression de trois termes, ce qui donne un moyen
plus naturel pour résoudre les problémes plans” 162 (Lamy, 1685, p. 301). La solucion de
ecuaciones de segundo grado, entonces, ya no necesita una justificacion geométrica; ellas
se pueden representar y solucionar a partir de encontrar los términos de una progresion, por
medio de una proporcion.

Son las proporciones y, en especial, la tercera proporcional, las ideas simples que
permiten generalizar el procedimiento para hallar la raiz de la ecuacion. Lamy muestra
coémo, a partir del método del analisis, se establece el principio fundamental que sustenta la
resolucion; la relacion geométrica que permite la existencia y la justificacion de una idea
matematica. Lamy afirma que al buscar por analisis la resolucion de un problema, después
de llegar a una de las formas de las ecuaciones de segundo grado, debe reducirse a una
progresion de tres términos en la que siempre se conoce la media proporcional. (Lamy,
1685, pp. 301-308).

Los elementos que justificaron este tipo de deducciones son las proporciones. En
consecuencia, algunas “féormulas” para la solucién de ecuaciones van desplazando la
construccidn geomeétrica. Para el caso de las ecuaciones de segundo grado, desarrolla los
siguientes casos:

La ecuacion xx = ax + bb se reduce - x — a, b, x porque xx — ax = bb; al sumar

ax en ambos lados, se tiene la ecuacion en cuestion: xx = ax + bb. La ecuacion xx =

162 |as ecuaciones bidimensionales pueden reducirse a una progresion de tres términos, lo que proporciona una
forma mas natural de resolver problemas planos.
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ax — bb se reduce - x,b,a — x. Como ax — xx = bb, al sumar xx en ambos lados, se tiene

ax = bb + xx. Eliminando bb en ambos lados, se tiene ax — bb = xx. La ecuacion xx =
bb — ax se reduce a — x + a, b, x; porque xx + ax = bb. Eliminando en cada lado, se tiene:
xx = bb — ax.

Estas tres maneras de expresar las ecuaciones median entre la construccion de la
solucion de la ecuacion y la expresion simbolica, pues geométricamente se busca tener una
de esas proporciones y la forma simbdlica es otra manera de expresar la misma ecuacion.
La pretension de Lamy de hacer conocer las cosas de la manera mas natural termina siendo
reducir los problemas a un principio elemental para las matematicas, como lo es la media y
la tercera proporcional. Este proceso mediador y generalizador es mas aritmético que

geométrico.

4.2 Cambios en Relacion con el Método. Segundo Grupo de Ediciones

Este grupo de ediciones va desde 1710 hasta la impresion de 1740. Del prefacio se
deduce que fue revisada y ampliada por el mismo Lamy, quien adicion6 un libro sobre las
propiedades que cumple cualquier magnitud y, al final del texto, un apartado sobre
secciones conicas. En la introduccién, Lamy precisa que el libro V1 lo dedica al método (lo
que los gedmetras llamaban andlisis) y que esta forma de proceder contribuye a formar
mentes mas exactas y penetrantes.

En la introduccién de este libro sobre el método, anuncia la diferencia al abordar los
problemas con respecto a los libros anteriores. Afirma que el método consideraba la idea de
las cosas de las que se hablaba y, luego, se derivaban sus propiedades; por lo tanto, se
trataria de un método que supone lo conocido (Lamy, 1710, pp. 374-375). Advierte que

durante este capitulo, trabajara con un nuevo método con el cual se encuentra lo que no se
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sabe; lo llama “método de invencion”, en oposicion al primero, al cual llamo6 “método de
doctrina” (Lamy, 1710, p. 375). Lamy se refiriere a la sintesis y al analisis; este segundo
método es el que desarrolla durante el libro.

Tres asuntos llaman la atencién en el tratamiento de problemas con el método en
esta edicion: el primero, la distribucion de las reglas con las que introduce el método
durante gran parte del libro; dedica un capitulo para explicar cada una. Segundo, la pérdida
del énfasis en la elaboracién del diagrama, por lo menos en términos de extension y
ejemplificacion en el texto. En algunos problemas, para justificar la resolucion de una
ecuacion gue soluciona un problema, recurre al diagrama de otro problema o a uno general,
hace mas énfasis en la cantidad y en la proporcidn gque en la construccion geométrica.
Tercero, en esta edicion no se ve un énfasis en la heuristica de descomposicion de
triangulos.

Las seis reglas que se deducen de las descripciones de los capitulos son mas
especificas en la actividad que se debe realizar:

a. Es necesario concebir y expresar claramente la pregunta por medio de una

figura.

b. Expresar las lineas de todas las magnitudes de las que hablamos en una pregunta
y hacer sobre ellas todas las operaciones de aritmética, sin conocerlas todas.

c. Distinguir lo conocido de lo desconocido para considerar si el problema es
determinado o es indeterminado, y distinguir entre estas tres cosas: las lineas
que se conocen, aquellas lineas que no se conocen y todas las relaciones entre
lineas conocidas y desconocidas.

d. Conocer las relaciones que estan entre las lineas que conforman la figura de un

problema permite hacer igualaciones o encontrar dobles expresiones para la
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misma magnitud.

e. Encontrar tantas ecuaciones como lineas desconocidas y reducir todas estas

ecuaciones a una sola expresion.

f.  Reducir los términos de una ecuacion a la expresion mas simple y, luego, dejar

la magnitud desconocida en uno de los lados de la ecuacion.

En general el método es mas técnico, respecto al tratamiento de la cantidad y la
proporcidn, mas instructivo que en la edicion anterior, dedica mayor espacio a explicar
coémo reducir ecuaciones, cOmo expresar una misma magnitud a partir de una expresion
simbolica diferente y en hacer operaciones entre terminos semejantes. Por ejemplo, en el

capitulo IV plantea:

Ce qu'on a vu dans le troisiéme Livre touchant les Puissances, est aussi une source
de différentes Equations : car si je s¢ay que a + b = x donc aa + 2ab + bb = xx.
Si x est I'nypotenuse d'un triangle, & que les deux cotez soient a & b alors aa +

bb = xx partant xx — aa = bb ou xx — bb = aa. (Lamy, 1710, p. 386)*63

En esta edicion recurre a propiedades algebraicas, a la relacion entre la
multiplicacién y la cuarta proporcional y, en general, a aspectos que permiten ir
generalizando ecuaciones; eso hace que las explicaciones sobre las reglas sean mas

operativas que en la versién anterior.

183 _o que hemos visto en el tercer libro sobre las razones también es una fuerte de ecuaciones diferentes; si
a + b = x, entonces, aa + 2ab + bb = xx. Si x es la hipotenusa de un triangulo rectangulo y los lados son a
y b, entonces, aa + bb = xx; asi, xx —aa = bb 0 xx — bb = aa.
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Los diagramas usados son los que permiten plantear algunos problemas; por
ejemplo, el resuelto por Schooten —figura 36— al cual Lamy le da el mismo tratamiento: una
solucion por medio de la tercera proporcional.

4.2.1 Cambios en Relacién con las Proporciones. Segundo Grupo de Ediciones

En los primeros planteamientos de esta edicion, Lamy relaciona la proporcién y la

multiplicacién sin tener referente de construccion geométrica. Por ejemplo, plantea el

siguiente asunto:

Ainsi le produit de trois lettres, comme abc, peut marquer ces deux proportions :
1:c :: ab:abc & 1: ab :: c: abc. Cela fait voir que le produit de quatre lignes
marque trois proportions ; le produit de cing lignes abcde marque quatre
proportions ; & dans ces proportions le produit total n'est qu'une ligne®%(...)

(Lamy, 1710. p. 380)

En la cita, puede verse una generalizacién del producto entre segmentos cuya
justificacién consiste en poder plantear proporciones tomando una de las lineas como
unidad y el teorema de Tales. Al mostrar las posibles proporciones, se da un proceso de
separacidon entre la operacién entre segmentos y su construccion; un tratamiento frecuente
en esta edicion.

Lamy propone, en el Gltimo capitulo, la solucién a algunos problemas; varios estan
en la edicién anterior. Las ecuaciones producto del tratamiento de proporciones y la

solucion de ecuaciones por medio de la tercera proporcional son las técnicas que usa. Para

164 Entonces, el producto de tres letras, como abc, puede establecer estas dos proporciones: 1: ¢ :: ab: abc 'y
1:ab :: c: abc. Esto muestra que el producto de cuatro lineas abcd establece tres proporciones; el producto
de cinco lineas abcde, cuatro proporciones; y, en todas estas proporciones, el producto final es una linea.
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solucionar algunos de los nuevos problemas, no realiza el diagrama ni la construccién de la

ecuacion; por ejemplo:t6®

Prosrxm: Il
Connoitre chaqme c6té du triangle ABC , con-
noiffant la f[omme de chacsun de deux Ae [es
sbrex.

Soit AB—x, & AB—BC=4s,& AB
ot AC—=0b, & BC ~ AC=y; alors BC
=gy, & AC=b==x. Or AC - BC
=¢; doNC A X =dr b X, OU # = b = 2%
== ¢. Donc gjodtant 2x de part & d’autre, an
auta # =& =—c = 22, Otant ¢, dec part &
d’autre , ON UL & ~f= b = ¢ 5= 2.

Ainfi pour trouver la valeur de x, il faut
joindre les deux lignes o & &, retrancher du
gout la ligne ¢ 5 la moitié de ce qui refte fera la
valeur de x.

Figura 93. Problema cuya solucion no presenta diagrama. (Lamy, 1710, p. 410)

También plantea un grupo de problemas que hacen referencia a la representacion
geométrica de tres términos que estan en progresion, los cuales llevan a una ecuacion de
segundo grado. En estos problemas, realiza una construccién que muestra el segmento
solucion, pero, no es posible calcular su cantidad; para ellos, se deberia solucionar la

ecuacion de segundo grado. Por ejemplo, en el siguiente problema:¢

165 Encontrar cada lado del triangulo ABC conociendo la suma de cada uno de sus lados.
SiAB=xyAB+BC=a,yAB+ AC=byBC+ AC =c,entonces, BC =a—xyAC =b—xy AC +
BC = c;entoncesa —x + b —x 0 a+ b — 2x = ¢. Sumando 2x en ambos lados, se tendrda + b = ¢ + 2x.
Estando c en ambos lados, se tendrd a + b — 2x = c. Entonces, para encontrar el valor de x, se tienen que
sumar las dos lineas a y b, para restarle a la linea ¢ la mitad de lo que quede sera el valor de x.

166 Considérese esta progresion de tres lineas x + d, b,x 0 x —d, b, x. Se conocen el promedio b y la
diferencia entre los extremos x + d y x. Halle el valor de x.

Sea AB =d, y en B, se eleva perpendicularmente BD igual a b. Luego C es la mitad de AB. Con el intervalo
CD, se hace un circulo. Se prolonga AB hasta la circunferencia. Después AE o BF = x, porque “x + d, b, x.

Si la progresion es - x — d, b, x se debe hacer lo mismo; pero, en este caso, donde x = EB, el término mas
pequefio es BF iguala EB — ABox —d.
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Soit cette prag_re:[}'i;u_ d_g ;rm_ ligjn; -':— X ~==d,
»X,0% ——Xxe=d,b,x, la moyenne b eft
connué , & la difference des extrémes x—j=d

X , connoitre la valewr de x.

Je Bis AR égale dd; &
fur B j"dleve perpendiculai- o0 DD
rement BD égaled §, en~ 5
fuite de C moitiéde 4B, ' L S0
& de lintervalle €D je fais S e
un cercle. Je prolonge 428 EAC B F

Figura 94. Solucion de ecuaciones de segundo grado por progresiones (Lamy,
1710, p. 304)

En conclusién, la distribucidn por capitulos para cada una de regla permitié un
mejor detalle de las reglas algebraicas involucradas. Se elimind el énfasis en el diagrama
que tiene la primera edicion y se fortalecié la generalizacion de procedimientos para la
solucion de problemas. La tercera y la cuarta proporcional aparecen como una forma de
razonamiento para solucionar varios problemas por medio de la misma construccion; de
esta manera, ocurre menos que en la edicion anterior la equivalencia entre la representacion
geométrica y expresion algebraica, es mas frecuente la equivalencia entre la representacion
por medio de proporciones y la forma algebraica; lo que implica que, en varios casos, la
construccidn geométrica desaparezca porque se conoce gue es la conclusién aritmética de la
proporcion y esta tiene validez teorica en el contexto de las cantidades, lo que va haciendo
menos necesaria la representacion geométrica de la cantidad, sus relaciones y las acciones

sobre ellas. Por ejemplo, que se deben sumar los términos conocidos y dividir por dos.
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4.3 Cambios Respecto al Método. Tercer Grupo

La séptima edicion del texto data de 1758, momento para el cual Lamy ya habia
fallecido. En el texto no es posible identificar el nombre de sus editores; se deduce, por la
autorizacion que manifiesta la congregacion, que las adiciones y las alteraciones al texto
fueron realizadas por personas de esta organizacion. Especificamente, en el aviso a las
bibliotecas siempre se refieren a “nosotros” en términos de la comunidad. Para el libro VI
sobre el método y el tratado de secciones conicas se refieren a “uno de nosotros”, “un
oratoriano que se comprometio a realizar estas adecuaciones”.

En este mismo apartado se anuncia que el capitulo VI es un curso sobre analisis y
sintesis en problemas que son solucionables con ecuaciones de primer, segundo y tercer
grado. De igual manera, anuncian que el libro sobre secciones conicas fue modificado, de
tal manera que incluye todas las proposiciones esenciales para estudiar la fisica de Newton.
La Fisica Mateméatica fue un objetivo de la educacion universitaria en Francia entre 1740 y
1770. (Belhoste, 1993, pp. 2-3)

Respecto a las ediciones anteriores, las modificaciones al libro VI se leen desde el
inicio del texto; ahora el método tiene nombre: analitico y sintético. Se aclara que su uso es
solucionar problemas que presentan una aplicacion del Algebra a la Geometria.

En esta edicion se reconoce que el andlisis busca un principio, una proposicion
fundamental que determine la veracidad sobre el supuesto mismo, aspecto que se
comprueba por la sintesis. Aungue se describen dos métodos por separado, Lamy reconoce

la interaccién entre estas dos formas:

Ces deux méthodes quoiqu' assujetties a une marche particuliere que I'on reconnait

mieux par l'usage que par des descriptions particuliéres que I'on en donne ici, ou
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dans les autres ouvrages didactiques, ne sont pas tellement incompatibles qu'elles
ne puissent se trouver ensemble & le plus souvent elles s'entraident & se prétent un

secours mutuel. (Lamy, 1758, p. 515)

Relaciona el método analitico con una buena ensefianza; afirma que los pasos del
método son los aspectos que un maestro debe privilegiar, en vez del conocimiento seco de
los teoremas de la geometria; como en la Geometria de Euclides. (Lamy, 1758, p. 516)

Esta discusion sobre lo analitico y lo sintético en la ensefianza seguira hasta después
de la revolucion francesa; donde grupos de filésofos y pedagogos apostaron por el método
analitico y el lenguaje algebraico. Sin embargo, afios mas tarde, se daria un
restablecimiento del método sintético. (Schubring, 2005, 291-293)

En esta edicion, el autor reconoce al algebra como una herramienta que posibilita un

buen analisis:

(...) on peut se convaincre que l'algebre appliquée a la géométrie, est I'algébre
soumise aux regles de I'analyse, en tant que cette méthode a pour objet la
découverte ; des propriétés des lignes, ou des autres dimensions inconnues par les
expressions des rapports qu'elles ont avec les connues; car les lignes , les surfaces,
les solides dont s'occupe la géomeétrie, étant des grandeurs comparables, on en peut

assigner les rapports dans une équation algébrique'®®. (Lamy, 1758, p. 519)

167 Estos dos métodos, aunque estan sujetos a un curso particular que se reconoce mejor por el uso que por las
descripciones particulares que uno da de ellos aqui o en las otras obras didacticas no son tan incompatibles
como para que no puedan estar juntos; la mayoria de las veces, se ayudan mutuamente.

168 (...) podemos convencernos de que el algebra aplicada a la geometria es algebra sujeta a las reglas del
analisis, en la medida en que este método tiene por objeto el descubrimiento de las propiedades de las lineas,
o de las otras dimensiones desconocidas por las expresiones de las relaciones que tienen con las conocidas;
para las lineas, las superficies, los s6lidos de los que trata la geometria, que son cantidades comparables,
podemos asignar sus razones en una ecuacion algebraica.



Diagramas y préactica matematica en la Geometria Cartesiana 249

En este sentido, los objetivos del texto cambian, el conocimiento sobre el método se
instrumentaliza mediante el algebra; como afirma el autor, es suficiente que la mano
desarrolle los célculos para liberar a lo desconocido.

Para esta edicion, las reglas del método son cinco y se explican en el primer
capitulo:

a. Tener conocimiento previo que ayude a comprender la naturaleza de lo

desconocido.

b. Las condiciones establecidas en el problema deben ser discutidas

cuidadosamente.

c. Discutir las relaciones entre lo conocido y lo desconocido: son estas expresiones

los instrumentos de analisis. Por lo tanto, debe prestarse toda la atencion a: i.
eliminar de la pregunta todas las ideas que no conducen a la verdad; ii. examinar
la pregunta en todas sus partes, una después de la otra en orden natural,
comenzando por la mas simple, es decir, por las que tiene menos relaciones; iii.
recomponer las relaciones de acuerdo con las condiciones mas complicadas del
problemay, si no es posible, hacer las relaciones comparado las condiciones. Se
debe recurrir a una idea intermedia que finalice con dos relaciones para asignar
su relacion de mediacion.

d. Abreviar las relaciones, expresarlas de la manera mas simple posible, ordenarlas

y con signos reconocibles.
e. Cuando se comprenden y simplifican las relaciones de lo conocido con lo

desconocido, se forman ecuaciones o proporciones.
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En estas reglas, el énfasis esta sobre las cantidades, sus relaciones y las acciones
sobre ellas, antes que sobre los objetos geometricos. Este aspecto se confirma en los
capitulos Il y 111, en los que se trabajan las propiedades y las operaciones de las ecuaciones.

En la seccidn de problemas, aparecen diagramas en su funcion de visualizar el
supuesto para solucionar la situacion y la red de conceptos involucrados para el desarrollo
de los argumentos que justifican la solucién. Estos diagramas se encuentran en la parte final
del texto, como un anexo. En el texto, esta localizacion solo sucede para las imagenes del
libro V1'y en el tratado de secciones conicas. Una razon podria ser la afirmacion del autor
segun la cual las construcciones son mas elegantes que el trabajo algebraico; pero, este
ultimo, es el que permite hallar la solucion de manera mas agil.

Por ejemplo, en el siguiente problema, en el cuerpo del texto, se presenta la solucion

analitica y el relato de la construccion sintética:

Proeraug VI

46, Connviffant les différences des denx corés 'nw
triangle rediangle « bypoténufe , tromver les treis
eotés de ce trisngle. -

Soit x I'hypoténule; #, 'excds de certe It
gne fur le piusgrand cété; &, 'exces de cete
méme hypoténufe {ur le plus petit coré. Ces
mémes cétés (eront, Te plus grand £-—a, & le
plus petit x—#&. La condition de I'angle droit
donne rx——taxad-f-xx— 2bx4 bb
== xx, o0 enréduifant x x — 25x — zax =
~—ga=b&; d'od I'on tire, par la réfolutioa

de Péquation = ==& ~j b = /144,
Figura 95. Resolucion analitica de un problema sin diagrama.'®® (Lamy, 1758. p.

546)

169 Conociendo las diferencias en ambos lados de un triangulo rectangulo con la hipotenusa, encuentre los tres
lados de este triangulo.
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El diagrama queda inmerso en la imaginacion de quien lee el texto; no existe la
externalizacion de la representacion mental por medio del diagrama, por lo menos la
equivalencia del registro figural con su equivalente algebraico en contexto geomeétrico no se
da en el mismo espacio de trabajo. En esta edicion, se ve el desplazamiento de lo
geométrico, el intento por aplicar el método sin imagenes que era un ideario del grupo de

Malebranche. El desarrollo de lo sintético también tiene las mismas caracteristicas:

CONSTRUCTIOMN

Soit uhe ligne A B ==& (fiz. 8. ) » 8 fur cetts
figne BC =4, on prolongera la ligne BC in-
définiment vers G, & l'on prendra CD=BC(;
fur A D, l'on décrira un g:mi-cercle AFD;
au point B on élevera 'ordonnée BF, & en-
fuite du point € comme centre , avec cete
ligne B F pour rayon, on décrira un nouvead
demi-cercle HLG; & les lignes AG,JAH
feront les racines de Péquation : ear BF ou (G,
ou C H qui lui font égales ( eomjfir. ) le font aufl

3y/1ab , & dailleyrs AC == 4 4= b: donc
AH__=J+F—--J:'.J§, & AG=—n-b+
w246,

Figura 96. Construccion del problema sin diagrama.t”® (Lamy, 1758, p. 637)

Suponga que x es la hipotenusa; a, el exceso con la hipotenusa del lado mas largo; b, el exceso de la
hipotenusa con el lado mas corto. Entonces, el lado méas grande es x — a, y el mas pequefio es x — b. La
condicién de &ngulo recto permite que xx — 2ax + aa + xx — 2bx + bb = xx; que se reduce a xx — 2bx —
2ax = —aa — bb. De donde tenemos la ecuacién x = a + b + v/2ab.

170 Tomemos una linea AB = b (fig. 8) y en esta linea BC = a, prolonguemos la linea BC indefinidamente a G
y tomamos CD = BC; en AD, describimos un semicirculo AFD, en el punto B, se eleva una recta BF,
siguiendo al punto € como centro y, con BF para el radio, se describe un nuevo semicirculo HLG. Y las lineas
AG y AH serén las raices de la ecuacion. Porque BF o CG o CH, que son iguales (constr.), también son v/2ab;

ademéds, AC =a+b. Entonces, AH = a+ b —V2aby AG = a + b ++2ab. (Lamy, 1758. p. 546)
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En la construccién geomeétrica, aunque se menciona la imagen que, ubicada en los
anexos, el hecho de no estar en el mismo espacio con el registro verbal indica que, para el
momento, el diagrama no era parte de la argumentacion del problema; deberia ser posible

seguir la construccion en la mente, sin necesidad de los sentidos.

4.3.1 Cambios en Relacién con las Proporciones. Tercer Grupo

En esta edicion, Lamy considera que las propiedades que cumple la aritmética
también se cumplen para la geometria; hay un cambio en el foco sobre el cual se realiza el
analisis, cambia de lo geométrico a las cantidades y sus relaciones; de esta manera, las
proporciones que se usan para resolver ecuaciones de segundo grado son equivalentes para
la solucion de problemas geométricos y las operaciones que se definen en aritmética
también pueden definirse a través de segmentos en la geometria.

En esta edicion, se consideran expresiones que son combinaciones de las

operaciones: suma, resta, producto, divisién y raiz cuadrada. En este sentido, se indica que

. . . . a3bc . . ..
es posible construir fracciones, como por ejemplo 7 siguiedo el procedimiento que se

presentd y que consideraron el mas facil:

. b . . . , .,
Sea primero f:a :: b aT = d, la fraccion por sustitucion de esta linea se convertira

a?d 2

Cc . . - a‘h
i) H H C i) -
72 ; se busca, de nuevo, un promedio proporcional entre d y c igual a b, esto es:

2
g2

en

haciendo las raices solo para tener el valor de esta fraccién y, desde ahi, el de la primera
proporcion; que es igual, solo hay que encontrar un cuarto proporcional a las lineas g, a, b.
(Lamy, 1758, p. 534)

Como el enunciado anterior puede expresarse a partir de proporciones, entonces,

existe como linea geométrica: es decir, existe un segmento cuya cantidad de magnitud es
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igual a esa expresion. Por lo tanto, se concluye que cualquier expresion algebraica podria
ser expresada a partir de sustituciones proporcionales. En estos apartados no se muestra
ningun tipo de construccion geométrica; se enuncia que todas pueden ser construidas por
medio de triangulos semejantes incluyendo cualquier fraccion. En el texto se propone que
las proporciones sean interpretadas como fracciones, aspecto que relaciono la operacion
con una intencién numeérica, mas que con una relacional.

Esta edicion otorga otro papel a las expresiones algebraicas: ahora, desde ellas es
posible solucionar los problemas transformando las expresiones indeterminadas en
determinadas, por medio del remplazo de las letras por nimeros; una funcion para la forma
simbolica como expresion que generaliza una situacion.

32. Les problémes en général ont autant de
racines ou de {olutions qu’il y a d’unités dans:
Ie plus haurexpofant de Pinconnue qui déter—
mine ka nature du probléme , & cela doit aufli
s'entendre des problémes indéterminés,qu’on ne
peut réfoudre que par la conftrution d’une in-
finité de problémes déterminés; ce qui fe fait
en donnant fucceflivement différentes valeurs
finies A toutes les inconnues de I’équation , ex-
eepté une feule , que PPon regarde toujours
eomme ingonnue’, & qui devient connue par
Ja réfolution: de Péquarion ainfi transformée.

Figura 97. Expresiones de Lamy sobre los problemas indeterminados y

determinados.!’* (Lamy, 1758, p. 537)

171 |_os problemas, en general, tienen tantas raices o soluciones como unidades hay en el maximo exponente
de lo desconocido; lo que determina la naturaleza del problema. Y esto también debe entenderse para los
problemas indeterminados que solo podemos resolver mediante la construccion de una infinidad de problemas
definidos. Lo cual se hace dando sucesivamente diferentes valores finitos a todas las incognitas de la
ecuacion, excepto una, que siempre se considera desconocida, y que se conoce por la resolucién de la
ecuacion asi transformada.
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Como se puede leer en el fragmento que muestra la figura 98, se tiene la misma
aproximacion a lo que luego sera el teorema fundamental del algebra, que ya se habia dado
en la obra de Descartes; sin embargo, Lamy deja claro que todas las expresiones que se
generan cuando la expresion toma valores también cumplen la misma condicién; un uso de
la expresion simbolica que apenas inicia el camino de consolidacion.

Finalmente, al comparar el tratamiento del método durante las ediciones del texto, se
encuentran dos tipos de enunciados para las reglas, unas mas amplias, menos técnicas,
menos matematizadas y mas filosoficas, como las del primer y el tercer grupo de ediciones.
En el segundo grupo, se encuentran reglas mas algoritmicas; tratadas con un lenguaje mas
matematico, mas técnico y menos filosofico.

Hubo una transformacion durante las ediciones del papel de las imagenes en el texto.
En la primera edicion, la reflexion sobre el diagrama producto de las condiciones del
problema era fundamental para que el lector entendiera la importancia del método.
Fundamentalmente la preocupacion estuvo sobre la relacion entre las magnitudes conocidas
y las desconocidas, el proceso de doble escritura, su importancia en la construccion del
diagrama y para la solucién del problema. En las otras ediciones, el diagrama tuvo poca
reflexion, aunque se usa en una gran parte de los problemas. Como se ha dicho
anteriormente el foco se puso sobre las cantidades y sus relaciones, este contexto contaba
con la validez y el rigor necesario para poder solucionar las situaciones. Se inicia un
proceso en donde un mismo diagrama sirve para solucionar méas de un problema intentando
mostrar que un problema es parte de una situacion generalizable.

En el caso de las construcciones para la solucion de ecuaciones de primer y segundo
grados, estas fueron desapareciendo a medida que las ecuaciones fueron clasificadas por la

forma de los términos de la progresién que las solucionaba. En la ultima edicion, se
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evidencia el uso de férmulas producto del uso algebraico de las proporciones, hay una
modificacion del método planteado por Descartes: la practica se enfatiza en el desarrollo de
técnicas algebraicas que se justifican por medio de la aritmética.

La practica que se desarrolla en el texto durante sus diferentes ediciones cambio en
el papel que se le otorga al algebra; la equivalencia entre los registros argumentativos se
desequilibré a favor de las técnicas algebraicas. Los diagramas, construcciones geomeétricas
que justifican la solucion de ecuaciones, cada vez fueron menos usados; sin embargo, los
diagramas que ayudan a plantear problemas se siguen usando, asi un solo diagrama
represente varios problemas.

4.4 El Libro de Reyneau. Consolidacion del Analisis en la Ensefianza

El primer tomo del libro de texto Analyse Démontrée ou la Méthode, de résoudre les
problémes des Mathématiques, publicado por primera vez en dos volumenes por Charles
René Reyneau (1656-1728), contiene los primeros siete libros de la obra. EI segundo tomo,
titulado Usage de L analyse, contiene el libro V111, en el cual se presentan las aplicaciones
para la teoria exhibida en el tomo I. La edicion que se analiza para esta tesis es la primera
que data de 1708 y, segun Costabel (1981a), tuvo mayor difusion en la ensefianza. Esta
obra tuvo una segunda edicion en 1738 para la cual se subsanaron algunos errores de
contenido y se agregd, en el segundo volumen, un tratado que contiene las notas escritas
por Monsieur Varignon al libro realizado por Reyneau en 1708, puntualmente, sobre la
técnica para la resolucion de ecuaciones de tercer grado. Fue esta edicion sobre la que
D alambert estudio las matemaéticas cartesianas.

Este libro es un encargo que le hizo Malebranche a Reyneau para usarlo como texto

en la ensefianza de las matematicas en el oratorio y reemplazar la Gltima edicion del texto
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de Prestet. Tuvo la funcion de centrar una posicion de los participantes del grupo de
Malebranche respecto a la funcién del analisis en el desarrollo del calculo diferencial e
integral, discusion que estaba en furor en la academia de ciencias de Paris (Costabel, 1981a,
y Lubet, 2005). Los historiadores lo reconocen como indispensable en la reforma de la
matematica, inicialmente en la congregacion y luego en Francia, por su forma de abordar el
método cartesiano. (Costabel, 19812, 1981b)

Segun el prefacio del tomo I, se usé en la Universidad de Angers y recogio la
experiencia de aproximadamente veintidos afios del autor en la ensefianza de técnicas
algebraicas y del uso del método cartesiano; plasmo la decantacion de las ideas de
Descartes gque se estudiaron en las escuelas oratorianas. Su contenido cuenta un estado de
desarrollo de la idea de método, su relacién con el algebra y el uso de los diagramas en la
ensefianza; la idea del contenido que debe ensefiarse cambid con respecto a la tradicion
euclidiana. Como lo afirma Schubring (2005): “Reyneau stresses indeed that arithmetic and
algebra form the “general science” of mathematics, and that one learning mathematics
must begin with them®’2”. (p. 77)

El centro del trabajo de Reyneau fue el estudio de la relacion de las propuestas de

Descartes con las nuevas ideas de Bernoulli, Newton y Leibniz, como afirma Lubet (2005):

(...) le nouveau calcul consiste seulement a démontrer directement ce que les
anciens obtenaient par une double réduction a l’absurde, la modification porte sur

la forme du raisonnement, mais elle n’ote rien a sa legitimité. La méme idée est

172 Reyneau enfatiza, de hecho, que la aritmética y el algebra forman la “ciencia general” de las matematicas,
y que quien aprende matematicas debe comenzar con ellas.



Diagramas y préactica matematica en la Geometria Cartesiana 257

utilisée par Varignon face aux détracteurs des nouvelles mathematiques a

I’Académie des sciences*™. (p. 19)

El momento histdrico de este libro coincide con las primeras publicaciones sobre
calculo diferencial e integral, de las cuales Reynaeu tuvo conocimiento. En la segunda y
tercera parte del segundo tomo, trabajo los problemas sobre la tangente a un punto, puntos
de inflexion, maximos y minimos (Lubet , 2005).

En el prefacio del tomo | de la primera edicion, Reyneau se refiere a la necesidad de
practicar un método, el andlisis, que permite avanzar en la comprension de las matematicas
que se estan conformando; una forma natural de estructurar el pensamiento y la
imaginacion, de tal forma que las matematicas mas complejas se expresan de la forma mas
simple posible. Schubring (2005) afirma que este texto “(...) it forms the first integral
presentation of the field of analysis newly created since Descartes'’” (p. 194).

En esta misma parte del documento, el autor diferencia con claridad la matematica
de los antiguos y la de los modernos: la primera representada por la préctica de la geometria
a través del estudio de figuras que encarnaban un grupo particular de objetos usando el
método sintético. La segunda, en donde las lineas y las cantidades estaban simbolizadas
mediante letras del alfabeto que permitian reducir la solucién de los problemas a la
resolucion de una forma algebraica, que expresaba las relaciones simples y compuestas que

tenian las lineas y las figuras. Este proceso se realiza por medio de analisis.

173 (...) el nuevo célculo solo consiste en demostrar directamente lo que los antiguos obtuvieron mediante una
doble reduccidn al absurdo; la modificacion concierne a la forma del razonamiento, pero, no le resta
legitimidad. Varignon utiliza la misma idea contra los detractores de las nuevas matematicas en la Academia
de Ciencias.

174 (...) forma la primera presentacion integral del campo de andlisis recién creado desde Descartes.
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Reyneau se refiere a Descartes como el pionero de la técnica del anélisis para
resolver problemas a través de ecuaciones, mediante las cuales puede expresarse una
infinitud de relaciones entre magnitudes, algunas conocidas y otras desconocidas. El
propdsito del método seria encontrar las soluciones que satisfacen la ecuacion. En el
prefacio del segundo tomo, afirma que “(...) la maniere dont I’ Analyse réduit les lignes
droites & courbes a des équations; que ces équations expriment les principales propriétés,
& pour ainsi dire, la nature des lignes courbes (...)”*"® (Reyneau; 1708b, p. iii). Este autor
se refiere a que las caracteristicas que definen la curva quedan expresadas en la ecuacion;
cualquier informacién que se desee de una curva es posible determinarla por medio de su
ecuacion. La representacion geométrica de la curva ya no es necesaria, la representacion
simbdlica posee la informacidn sobre la curva.

Reyneau afirma que el andlisis permite tener toda la matematica de los antiguos de
una manera mas simple, porque el hombre no ocupa su imaginacion, ya no es necesario

mirar la figura, todo queda condensado en la ecuacién:

Ces nouvelles méthodes réduisant la géométrie a un calcul simple & facile,
retranchaient ce qu’il y avait d’embarrassant dans la figure, c’est a dire, tout ce qui
fatiguait de I"esprit. Elles lui laissaient la liberté de pénétrer son sujet, & de

découvrir avec évidence tout ce qu’il renfermait*’®. (Reyneau, 1708a, p.iii)

El Analyse Démontrée ou la Méthode se orienta a la construccion de un sistema de

simbolos matematicos que permiten operar con las ecuaciones que después llegaron a

175 (...) la forma en que el Andlisis reduce las lineas rectas y curvas a ecuaciones; que estas ecuaciones
expresan las propiedades principales y, por asi decirlo, la naturaleza de las lineas curvas (...).

176 Estos nuevos métodos, reduciendo la geometria a un calculo simple y facil, eliminaron lo que era
vergonzoso en la figura, es decir, todo lo que cansa la mente. Le dieron la libertad de penetrar en su temay
descubrir con pruebas todo lo que contenia.
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expresar los problemas; a diferencia de la componente de lenguaje de la seccion 2.5.3, aqui
existe la intencion de separar el diagrama del simbolo y se privilegia la semantica de este
método argumentativo. Este énfasis, la idea del desarrollo de la operatividad y la estructura
algebraica como introduccién a la resolucion de problemas es comparable con la
presentacion del método y de la mathesis universalis que se encontr6 en van Schooten, al

inicio del Libro Il de la segunda edicion de la Geometria (seccion 3.5).

4.4.1 Las Técnicas Algebraicas Como Columna Vertebral de la Ensefianza

Reyneau tematiza el método cartesiano de resolucién de problemas en una
perspectiva pedagogica. Para el autor, el analisis contiene los métodos para descubrir las
cantidades que uno desconoce y busca; en ese sentido, el lgebra y sus técnicas son parte

del método:

On forma un Art méthodique (qui est ce que I'on nomme I"Analyse) pour trouver,
par les rapports connus qu ont les grandeurs inconnues que I"on cherche dans les
problémes avec celles qui sont connues, des équations qui exprimassent les
conditions & la nature, pour ainsi dire, des problémes; & pour découvrir les
valeurs des grandeurs inconnues de ces équations; ce qui donne la résolution des
problémes monsieur Descartes perfectionna & réduisit a une extréme facilité ces

calculs & cette analyse naissante!’’. (Reyneau, 17084, p. ii)

Distingue, asi, entre analisis simple y compuesto; la diferencia entre ellos es el grado

de la ecuacion que expresa el problema; el anélisis es simple cuando apunta a la solucion de

177 Formamos un Arte metddico (que es lo que llamamos Analisis) para encontrar, a través de las relaciones
conocidas entre las cantidades desconocidas que buscamos en los problemas con las que se conocen,
ecuaciones que expresen las condiciones y la naturaleza, por asi decirlo, de los problemas; y para descubrir
los valores de las cantidades desconocidas de estas ecuaciones; lo que da la resolucion de los problemas que
el sefior Descartes perfeccion6 y redujo a una facilidad extrema estos célculos y este analisis naciente.
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las ecuaciones de primer grado y se estudia en los primeros capitulos del primer libro. El
analisis compuesto se aplica a las ecuaciones de dos 0 mas incognitas o expresiones
algebraicas en que la incognita se multiplica por si misma; es decir, ecuaciones no lineales.

En las paginas de la seccidn de advertencia, Reyneau construye una ruta de lectura
para el texto dejando claro que el lector debe volverse agil en los célculos; por eso,
recomienda leer el libro al lado de un cuaderno para hacer computos. Esta ruta propone la
lectura de los primeros cinco libros para las personas que conocen de geometria antigua;
luego, sugiere ir a las dos primeras secciones del libro ocho, seccion de problemas
relacionada con estos conocimientos. Asi mismo, indica la ruta para los siguientes
capitulos: primero, la lectura del libro relacionado con las técnicas de solucion para un tipo
determinado de ecuaciones, el método de analisis; luego, la lectura y la resolucion de los
problemas correspondientes.

Entonces, para Reyneau el proceso de ensefianza debe darse de manera
unidireccional; primero las técnicas algebraicas que se aplican en el método y luego la
resolucion de situaciones, o aplicaciones, que se solucionan a partir del método. Las
técnicas algebraicas aparecen como una especie de teoria independiente pero necesaria para
aplicar el método de resolucion de problemas.

En esta misma seccidn, Reyneau afirma que, para conocer el libro de texto, basta
conocer los principios operativos del algebra, las proporciones y las progresiones; las
cuales pueden estudiarse en el tratado escrito por van Schooten, al inicio de la segunda
edicion en latin de la Geometria de Descartes, seccién 3.5 De igual manera, afirma la
necesidad del conocimiento de los seis primeros libros de Elementos de Euclides para leer

el libro VIII.
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El estilo de Reyneau consiste en tratar directamente las técnicas, las llama meétodos,
para resolver diferentes tipos de ecuaciones sin apelar a ninguna relacion con la geometria.
Es decir, las ecuaciones son analizadas y estudiadas estrictamente en un contexto
algebraico. Este enfoque es distinto al empleado en la obra original de Descartes, pues una
ecuacion expresa el lugar geométrico de los puntos que la satisfacen; es decir, la ecuacién
es el principio analitico de la curva algebraica.

Para los afios anteriores a la publicacidn de esta obra, las ecuaciones ya se habian
despojado de su referencia geométrica, el algebra se consolidaba como el campo de
conocimiento que desarrolla teoria sobre las ecuaciones como objeto; Reyneau reconoce

que varias obras anteriores tienen este enfoque:

Pour entendre tout cet Ouvrage, il ne faut savoir que les opérations de I"Algebre sur
les grandeurs littérales, c'est a dire, il ne faut savoir que le seul calcul & les
proportions & les progressions. Ces choses sont expliquées dans les Traités
d'Algébre, comme dans les Eléments du Pere Prestet, ou dans le Traité de la
Grandeurs du Pére Lamy ; ceux qui ont la Géométrie latine de M'Descartes,
peuvent se contenter du petit Traité dont le titre est, Principié Matheseos
universalis, qui est au commencement du second Volume'’8. (Reyneau, 1708a, p.

XVi)

Cada libro se compone de secciones gque corresponden a la explicacion de un

enunciado sobre un determinado procedimiento algebraico, sin relacion con situaciones

178 para comprender este Trabajo, uno debe conocer solo las operaciones del Algebra sobre las cantidades
literales, es decir, debe conocer solo el calculo Unico y las proporciones y las progresiones. Estas cosas se
explican en los Tratados de Algebra, como en los Elementos del Padre Prestet, o en el Tratado de la magnitud
de Padre Lamy; los que tienen la Geometria en latin de Descartes, pueden contentarse con el pequefio Tratado
cuyo titulo es Principia Matheseos universalis, que se encuentra al comienzo del segundo volumen.
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problémicas. El primer libro tiene el siguiente enunciado: “De I'analyse, qui enseigne a
résoudre les Problémes qui se réduisent a des équations simples"*"® (Reyneau, 1708, p. 1)
y por ejemplo, la seccidn tres se dedica “Ou I'on explique la maniere de résoudre
entierement les problemes simples ou du premier degré, & I'on en apporte plusieurs
exemples &, (Reyneau, 1708a, p. 14)

En este primer libro, cada seccion hace referencia a actividades para llevar a cabo el

método de analisis que queda organizado en las siguientes actividades asi:

a. Reéduire un Probleme en équations ; c'est a dire, exprimer par des équations tous
les rapports d'un Probléme®®!. (Reyneau, 1708a, p. 1)

b. Usage de I'addition o de la soustraction pour le dégagement des inconnues, 0
pour y préparer les équations® (p. 4). Usages de la division pour préparer les
équations, o pour dégager les inconnues®® (p. 7). Usages de |"extraction des
racines pour préparer les équations o pour dégager les inconnues® (p. 8).

c. Apreés avoir réduit un Probleme en autant d'éguations qu'on a pris d’inconnues ;
trouver la valeur connue de toutes les inconnues, c'est a dire trouver la résolution
du Probléme?® (p. 14)

En la primera actividad propuesta queda claro que el principio analitico, la ecuacion

que simboliza el problema, depende de la adecuada formulacion del sistema de ecuaciones

179 Anélisis, que ensefia como resolver problemas que se pueden reducir a ecuaciones simples.

180 Donde explicamos la forma de resolver por completo problemas simples o de primer grado, y brindamos
varios ejemplos.

181 Reducir un problema a ecuaciones; es decir, expresar mediante ecuaciones todas las razones de un
Problema

182 Uso de la suma o de la resta para la liberacion de las incognitas, o para preparar las ecuaciones.

183 Usos de la division para preparar ecuaciones o para identificar incognitas.

184 Usos de la extraccion de raices para preparar ecuaciones o para identificar incognitas.

185 Después de haber reducido un problema a tantas ecuaciones como incognitas; encontrar el valor. conocido
de todas las incognitas, es decir, encontrar la solucion del problema.
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lineales a partir de razones; que es el uso del principio geométrico de Tales. Sin embargo,
en este paso, el autor no considera la construccion geométrica del problema. Como ejemplo
de este momento del método, plantea por ejemplo la siguiente parte de la explicacion de las

ecuaciones que resultan de las progresiones geométricas.'8®

3°. J]e me fers ainfi du raport connu pour former I'équa-

tion du Probléme.
La fomme de tous les antecedents de la_progreflion qui

eflt doale 4 s— o, c’eft 4 dire la fomme s, eft 4 la fomme de
tous les confequents qui eft s—a4; comme le premier rter-
me 4 eft au fecond 4, & j'ai cerre groportlon
Sy S§—da::a.v.
Et le produit desextrémes érant égal 4 celui desmoyens,
I'on aura cette équation §s=as— a4, qui et celle du

Probléme.

Figura 98. Ecuaciones a partir de proporciones de progresiones geométricas. (p.3)

Paralelo a la presentacion del método, en el libro | se presentan las técnicas para
despejar una variable en una ecuacion lineal y operaciones con radicales. Entonces,
planteada una proporcion de la cual se conocen tres de las cantidades, la cuarta puede
expresarse a partir de las tres restantes y, de esa manera, se calcula la cantidad desconocida.

Dedica el capitulo dos a mostrar cdmo reducir varias ecuaciones que simbolizan un
problema a una sola ecuacién que contiene las condiciones del problema. Para el caso de

problemas de la geometria, Reyneau ve necesario el siguiente asunto:

Si le Probleme est de Géométrie, il faut faire la figure propre au Probléme, & qui
I'exprime comme s'il étroit résolu, c'est a dire, il faut y marquer les lignes inconnues
comme si elles étoilent connues, il faut ensuite tracer dans cette figure des lignes

perpendiculaires, paralleles, & autres, selon qu'on les jugera nécessaires pour

18 Por tanto, utilizo la razén conocida para formar la ecuacion del problema. La suma de todos los
antecedentes de la progresion es igual a s — 0, es decir la suma s es la suma de todas las consecuencias que es
s — a como el primer término a esta en el segundo b y tengo esta proporcidn s.s — a :: a. b y el producto de
los extremos siendo igual al de los medios, tendremos esta ecuacion sh = as — a? que es el problema.
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former des triangles rectangles, des triangles semblables, ou d'autres figures

propres a découvrir ce qu'on cherche.'®’ (p. 28)

En este aparte, el autor se refiere a la construccién del diagrama con el que inicia el
analisis y en donde se pone en juego la imaginacion del resolutor para encontrar
condiciones en la figura que permitan solucionar el problema. Para el caso de los problemas
que se interpretan a partir de la geometria, Reyneau reconoce un papel fundamental al
diagrama, lo que solo se aplica en el capitulo VIII.

En este mismo libro, presenta dos ideas técnicas algebraicas que luego usa en los
problemas: reducir un sistema de ecuaciones a una ecuacion y usar los divisores del término
independiente para hallar las raices enteras de una ecuacion. Al igual que en el texto que se
presento en la seccidn 3.5, estas técnicas algebraicas se consideran fundamentales dentro
del proceso de resolucion de situaciones por medio del analisis.

En el capitulo tres, Reyneau enuncia su el primer teorema del libro que se refiere a

la relacion entre el grado de una ecuacién y su expresion simbdlica a partir de productos:

Toute équation compose peut-étre congue comme étant formée par la multiplication
d'autant d'équations simples, que I'équation composée a de degrés. Ainsi toute
équation de deux degrés, peut étre congue com me formée par la multiplication de
deux équations simples. Toute équation du troisiéme degré, peut erre congue formée

par la multiplication de trois équations simples ; & ainsi, des autres.'® (p. 58)

187 Sj el problema es de Geometria, es necesario hacer la figura especifica del problema, que lo ilustra como si
estuviera resuelto; es decir, hay que marcar las lineas desconocidas alli como si fueran conocidas, Entonces es
necesario dibujar en esta figura lineas perpendiculares, paralelas y otras, segln se consideren necesarias para
formar tridngulos rectangulos, triangulos semejantes u otras figuras adecuadas para descubrir lo que se busca.
188 Cualquier ecuacion compuesta puede considerarse conformada como producto de tantas ecuaciones
simples como el grado de la ecuacion compuesta; por tanto, cualquier ecuacion de segundo grado puede
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El teorema es un acercamiento a lo que hoy se reconoce como teorema fundamental
del &lgebra, Reyneau toma esta idea de la cual existen vestigios en el libro 111 de la
Geometria de 1637 y le pone un estatus epistemologico diferente a lo operativo en la teoria
algebraica que presenta. De esta manera, una expresion algebraica de un polinomio tiene
dos tipos de registros de la misma naturaleza, uno a partir de productos y el otro como
sumas o restar de términos algebraicos. El teorema también se convierte en un organizador
de la teoria, pues, como lo hace Descartes, se estudian y se clasifican las ecuaciones por su
grado, las diferentes ecuaciones que pertenecen a un respectivo grado se hallan realizando

el producto entre las expresiones simples con diferentes signos, por ejemplo:

X=@d—0. X X—b=0. % Xehot=05

£ — axx + abx + abc = o.
— bxx — acx,
o+ (xx% — bix

__\:-I-'-.g«-_-o, X x-i-&o. K=

"W raxx +abx —abc=o, -
o bxx —acx’
— iy brx..

Figura 99. Productos que generan ecuaciones de tercer grado. (p. 67)

Este método de generacion de ecuaciones exclusivamente algebraico le permite a
Reyneau identificar una expresion simbdlica para cada grado de polinomio; por ejemplo, en
el caso de la ecuacion de grado tres: x3 + nx? + px + g = 0. En el capitulo 1V, expone
métodos algebraicos que permiten expresar ecuaciones polinomicas en forma de productos

de factores lineales.

concebirse como formada por la multiplicacion de dos ecuaciones simples. Cualquier ecuacion de tercer grado
puede concebirse formada por la multiplicacion de tres ecuaciones simples; y asi, otros.
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En los siguientes capitulos, Reyneau reconoce raices imaginarias y negativas*®®

como raices de ecuaciones y desarrolla un método algebraico para la aproximacion de éstas
cuando son inconmensurables; en este estudio, no se profundizara en estos aspectos.

En el libro Usage de L analyse, Reyneau organiza el octavo capitulo del tomo Il en
tres grupos de problemas: los que se resuelven con técnicas algebraicas, los que tienen
solucion por medio de las técnicas de calculo diferencial y, por ultimo, las situaciones que
se solucionan a través de técnicas del calculo integral. En esta tesis solo se estudian los
diagramas del primer grupo: problemas que se resuelven con algebra.

En el prefacio de la primera parte de dicho capitulo, se afirma que en el andlisis se
simbolizan las lineas y las cantidades de la geometria con las letras del alfabeto; con ellas,
se expresan todas las relaciones simples y compuestas entre estas lineas. Las relaciones de
las figuras geométricas se simbolizan y se calculan con estas letras, este es el proceso del
analisis en geometria; las lineas o las figuras se expresan en los valores geométricos de las
formas algebraicas. Las proporciones que se establecen a partir de estas lineas y figuras son
como los objetos representados por los calculos analiticos. Reyneau afirma que esta
relacién entre el analisis y la geometria debe quedar clara entre los aprendices; porque este
es el uso del analisis en geometria, por lo tanto, ellos deben concebir los métodos
algebraicos que posibilitan resolver problemas. (Reyneau, 1708b)

La idea de analisis asi propuesta esta asociada a la resolucion de problemas, no a la
demostracidn de proposiciones; es el mismo sentido de método que se observa al inicio del
tomo 1l de la segunda edicién en latin; el algebra se considerd el conocimiento prioritario

para el uso del analisis; el conocimiento previo para solucionar problemas por medio del

189 Un estudio de las raices negativas se encuentra en Schubring (2005).
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método. Lo que propone este grupo de oratorianos para la ensefianza es una nueva
sistematizacion de la practica, una reorganizacion de la idea cartesiana en la misma practica
que se caracteriza especialmente porque consolida una teoria de curvas mediante el algebra.
El estudio de la variacion y la covariacién de magnitudes realizado en la primera
edicion de Geometria, a traves de la estrategia de elaborar y usar instrumentos mecanicos,
el andlisis de las propiedades de las curvas por medio de la interseccion de curvas de menor
grado, no aparecen en las reflexiones del primer tomo. Se da una jerarquizacion de la teoria
algebraica sobre la resolucion de problemas, la cual aparece en el tomo Il como una

aplicacion del analisis y de las técnicas algebraicas.

4.4.2 Los Diagramas en el Libro: Usage de L analyse de Reyneau

En la primera seccion del capitulo VI1I, Reyneau muestra el uso del anlisis en la
resolucion de problemas geométricos; para esto, usa relaciones entre figuras semejantes,
especialmente entre tridngulos. En algunos problemas, se indica el niamero de la figura que
representa la situacion; esta reposa en la parte posterior de la obra. Los diagramas no se
encuentran en el mismo espacio de la resolucién del problema, el tratamiento es algebraico;
pero, como lo anuncié en el tomo I, en el caso de la geometria hay una imagen en donde es
posible representar el proceso de analisis que soluciona la situacion. En general, estos
diagramas pertenecen al planteamiento y la suposicion de la solucion, median las relaciones
entre lo geométrico y lo algebraico. También se encuentran imagenes para analizar curvas
(los cuales incluyen instrumentos) en este sentido, mantiene la misma relacion entre la
curvay la expresion algebraica que Descartes y Schooten; muestra, a partir de un punto en

un sistema de referencia, que cumple el principio geométrico que se conoce de la curva.



Diagramas y préactica matematica en la Geometria Cartesiana 268

En el ejemplo I, estudia las propiedades de los tridangulos rectangulos a partir del

siguiente enunciado:*°

AEB eftun triangle re@angle en E, fon hypothenufe 48 Fi. IL
eft le diametre de [a circonference 4 E B qui pafle parle
fommet E de l'angle droit; ED eft une. Pg_rpgndlcuiaqc L
tirée du {pmrhet E fur 4B, Pour découvrr les'proprictés ~ *°
de ce triftigles on fuppblera MR = a5 EB =65 AB'=ds

BD = x, cequi donriera AP =2d——w.

Figura 100. Propiedades del tridngulo rectangulo. (p. 499)

_IE&. 2,

Figura 101. Imagen asociada a las propiedades del triangulo rectangulo. (Reyneau,
1708b, plancha I)
Las propiedades que se estudian mediante la figura 102 son:
a. Laexpresion de la hipotenusa AB es dd = aa + bb deducida a partir de los
triangulos semejantes ABE'y AED.
b. El cuadrado DE es la media proporcional entre las dos partes de la hipotenusa
AD,y DB o el diametro AB cortado por la perpendicular DE es igual al

rectangulo de las dos partes del diametro. Propiedad que queda expresada con la

190 Sea AEB un triangulo rectangulo en E, con hipotenusa AB —que también es el diametro de la
circunferencia AEB que pasa por el vértice E del angulo recto—. ED es una perpendicular tomada desde E
hasta AB. Para descubrir las propiedades de este triangulo, se supone: AE = a, EB = b, AB = d, BD = x,
que da: AB = a — x.
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ecuacion dx — xx = cc.

Esta imagen ilustra las condiciones de los segmentos que se conforman en la
construccion, es un diagrama que permite organizar la red de conceptos involucrados en las
deducciones de las propiedades de los tridngulos rectangulos; al igual que en la Gltima
edicion del texto de Lamy, las ecuaciones expresan la generalizacion de las situaciones o
las propiedades que se involucran en una situacion; asi, las situaciones que usen esa
propiedad son reducidas a ese diagrama y a esa simbologia. Por lo tanto, resolver un
problema es identificar la ecuacién que expresa todos los posibles valores al problema, la
cual estd asociada a una organizacion determinada de objetos geométricos. Por ejemplo, el
diagrama de la figura 102 también se usa para representar geométricamente la forma
simbdlica de las raices de segundo grado. Reyneau considerd los siguientes cuatro casos

para este tipo de ecuaciones:

- La premiere racine. ° S feeor':dc facine.
1, x¥—dx —bb—o0. x= 1d+VIIIL [} x— 1 V‘a’d-n—zz
2, xx +dx —bb—=o0. x=—1d+Vidi<E, x-——-—d vidd + 45,

3, #x—de+bb=o0. x= ’d—l—\/-—dd bb. x = Ld—vIdd "7},
4_‘, xxde 4+bb=o0. ¥x=—=1d+VI Ed 6 x::—-—d—-\/ dd— b6,

Figura 102. Tipos de ecuaciones de segundo grado. (p. 503)
En la solucion de problemas la construccién del diagrama contiene el supuesto para
la solucion del que habla el método de analisis. En el ejemplo Il propuso la siguiente

situacion:1°?

191 Sea ABDE un cuadrilatero inscrito en un circulo. Encuéntrense los triangulos semejantes que se obtienen
al trazar las diagonales AD, BE y la linea DF, lo que construye el punto D. El &ngulo EDF es igual al &ngulo
ADB; entonces, se tiene: a). El triangulo ADB es semejante al triangulo EDF, porque el angulo ADB es igual
al supuesto del angulo EDF; y los &ngulos DAB y DEF son iguales; cada uno mide la mitad del arco BD. b).
Los tridangulos ADE y BDF también son semejantes, porque los angulos ADE, BDF son iguales, cada uno
contiene los angulos BDA, EDF, igual al supuesto; y, ademas del angulo comin FDA y el &ngulo DAE, DBF
son iguales; cada mitad mide el arco DE.
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ABDE eft un quadrilatere infcrit dans un cercle, pour y Fie. 111,
trouver des triangles femblables qui faffent découvrir les
proprietés qui lui conviennent ; il faue tirer les diagonales
AD, BE, & laligne DF qu fafle au point D l'anch EDF
égal aangle 4D B; & I'on aura, 1°, le triangle 4D B fem-
blable au triangle EDF ; car I'angle 4D B eft égal par la
fuppofition 4 I'angle EDF, & les angles DAB, DEF font
é‘ga.ux , ayant chacun pour mefure la moiti¢ de I'arc BD..
2°. Les triangles 4DE, BDF font anffi femblables, parce-
que les angles 4DE, BDF font éfaux , contenant ciacun
les angles BD.A4, EDF égaux par la fuppofition ; & de plus
I'angle commun FDA, & les angles DAE, DBF font auffi
égaux , ayant chacun pour mefure la moiti¢ de I'arc DE.

Suppofant 4 prefent 4E—=«, 4B=14,BD =, DE
=d, AD=¢, BE=f, FE= x; par confequent BF
== BE(f)y— FE(x). L’onauraa caufe des triangles fem-
blables 4D B, EDF, AD(¢). DE(d):: AB(b).EF (x);
d’oli I'on déduira cette premiere ¢galit¢ ex = 4d. L'on aura
aufli 4 caufe des triangles femblables 4DE, DBF, BF
(f—x).AE (a):: BD(c) . .AD (e); d'ott I'on déduira
cette feconde €galité ef — ex = 4r, Ajourant ces deux ega-

litez, on trouve 4D x BE (ef) = AE x BD (ac) 4+ AB x
DE (éd); celt 4 dire gu'en tons quadrilatere infirit au cercle,
le retlangle des diagonales AD x BE (ef), ef cgal a la fomme
des reflangles des cotes oppofes AE x BD + AB x DE (ac+bd),
qui eft une proprieté de ce quadrilatere qui fert dansla
trigonometrie,

Figura 103. Problema del cuadrilatero inscrito. (pp. 505-506)

Supoéngase AE = a,AB = b,BD = ¢,DE = d,AD =e,BE = f,FE = x. En consecuencia, BF = BE(f) —
FE (x). Se tienen que hacer triangulos semejantes ADB, EDF; AD(e). DE(d):: AB(b).EF (x), de donde se
deduce la siguiente igualdad: ex = db; también se obtienen los tridngulos semejantes ADE, DBF, BF (f —

x).AE(a):: BC(c). AD(e), de donde se deduce que ef — ex = ac. De acuerdo con estas dos igualdades, se
tiene que AD x BE (ef) = AE x BD (ac) + AB x DE (bd). Luego, en cualquier cuadrilatero inscrito en el
circulo, el rectangulo de las diagonales AD X BE (ef), es igual a la suma de rectangulos de lados opuestos

AE X BD + AB x DE (ac + bd), que es una propiedad de los cuadrilateros que se utiliza en trigonometria.
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7.3

Figura 104. Diagrama problema del cuadrilatero inscrito (Reyneau, 1708, Plancha
1)

El supuesto de trazar el segmento de recta DF para desarrollar la prueba de las
propiedades de los cuadrilateros permite visualizar las relaciones entre tridngulos
semejantes; de tal manera que, la argumentacion se produce alrededor de las relaciones que
se conforman al considerar el supuesto. Por esta razon, el diagrama permite seguir la
argumentacion bajo la generalizacion de la circunscripcion de cualquier cuadrilatero.

Reyneau usa contextos de la fisica para formular problemas cuya solucion usa el

método. Por ejemplo:19

192 Un cuerpo A es empujado por dos fuerzas, al seguir la direccién AB, y la siguiente AD, ;cuél es el angulo
BAD, de manera que la velocidad por segundo sea la misma en el mismo tiempo? Como AB esa AD, al
completar el paralelogramo BD vy su diagonal AC, esta diagonal, AC, marca el camino que toma el movil, la
longitud que cubrird al mismo tiempo y la velocidad que habra recibido de las dos fuerzas. Es decir, AB es a
AC como la proxima velocidad AB esta en la siguiente velocidad AC; y, similarmente, la siguiente velocidad
AD esté en la siguiente velocidad AC como AD; o, si igual BC es a AC, y pasa por cada una de estas tres
lineas en tiempos iguales con la velocidad conveniente.
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UH corps A eft pouflc en méme temps par deux forces,
I'une fuivant la dire¢tion 4B, 'autre fuivant 4D, qui font
I'angle quelconque B4 D, de maniere que la vitefle que .
donne la premiere foit 4 la vitefle que donne la feconde dans

le méme temps, comme 4 B eftd 4D; fi'on acheve le
parallelogramme BD, & qu'on tire la diagonale 4C, cette-
diagonale 4C marquera le chemin que tiendra le mobile,
la longueur qu’il parcourera dans le méme temps, & la
vitefle qu'il aura reque des deux forces ; c’eft 4 dire, 4B eft
4 .AC comme la vitefle fuivant 4B eft 4 la vitefle {uivant 4C,
& de méme la vitefle fuivant 4D eftd la vitefle fuivant 4C,
comme 4D ou fon égale BC eft 4 4AC, & il parcoureroit
chacune de ces trois lignes en des temps égaux avec la vitefle -
refpeétive qui leur convient,

Figura 105. Problema de movimiento. (pp. 512-513)

B .Fy. 6. ¢

W

Figura 106. Diagrama problema de movimiento. (Reyneau, 1708b, Anexo)

En este caso, el diagrama aparece como explicacion del movimiento uniforme que
componen las dos fuerzas sobre la particula. La situacion queda condensada en la diagonal
de un cuadrilatero y, de esta manera, el movimiento hereda las propiedades de los
cuadrilateros y la solucion de su diagonal. El diagrama desnuda las propiedades
geométricas que permiten analizar cualquier pregunta sobre las cantidades de magnitud
puestas en juego en la variacion del movimiento. De esta manera, el diagrama contiene la

red se relaciones que cumple el problema.
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Reyneau plantea mas situaciones de fisica, a las cuales les da el mismo tratamiento

que al problema de la figura 105 y generaliza algunos resultados de la solucién de los

problemas a partir de definiciones; por ejemplo:1%

DEFINITION.

Onv prendra penr la mefure de la force de la poudre ou de ]a F
viteffe qu'elle donne 3 une bombe fuivant quelque direction
AC, AE, AG, &c. que ce puifle écre, la hauteur H .4 d’olt
il faudroit que la bombe tombat librement depuis le repos

our acquerir par cette chute une vitefle égale a celle avec
ac}uelle elle eft poutlee par la force de la poudre. On I'ap-
pelle aufli e force du jes.

Figura 107. Definicion a partir de la solucion del problema de las bombas. (p. 515)
En el corolario, la misma imagen le permite analizar la situacion que describe la
definicion. En este enunciado, estudia una expresion simbolica para los segmentos de linea

que intervienen en la representacion de la situacion.

nl 'FE?S | :SJ

JRLEY E AN LR YL LE LR L]

F
D
n-
A

Figura 108. Diagrama problema de bombas. (Reyneau, 1708b, plancha 1)

198 Definicion: Tomaremos la medida de la fuerza de la pélvora o la velocidad que le da a una bomba en fuga
hacia cualquier direccion AC, AE, AG & c, incluyendo que pueda ser la altura HA, desde donde seria
necesario que la bomba cayera libremente desde el reposo para adquirir una velocidad igual a aquella a la que
es disparada por la fuerza de la p6lvora. También se denomina fuerza de chorro.
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Toma el diametro HA (que se supone es vertical) del semicirculo HGECA para
representar cualquier fuerza de la polvora; todas las cuerdas AC, AE, AG & c, trazadas en
todos los puntos de la semicircunferencia, representan todas las inclinaciones que se le
pueden dar al mortero sobre la horizontal AK; por lo tanto, en todas las direcciones, los
chorros oblicuos pueden ser hechos por esta fuerza generada por la polvora.

Sideslaaltura HA'y x, los cortes verticales AB, AD, AF, se conforman dos
triangulos rectangulos ABC, ADE que tiene chorros oblicuos como hipotenusas,

AC, AE, AG, producidos por la misma fuerza que a HA, el didmetro sobrante, BH, DH, FH,

es expresado por d — x; y los lados horizontales de los tridangulos, como BC, DE y FG, por

Vdx — xx; y las cuerdas, AC, AE, AG, por vdx; luego, se presenta cada segmento de recta
por medio del sistema simbdlico.

En este problema, el autor tiene la intencion de ir estudiando la variacion de las
cantidades de magnitud para generar conclusiones después del trabajo algebraico. El

diagrama muestra el analisis del movimiento a partir del uso de puntos de la curva. La
velocidad v/d recorre la cuerda vdx, al mismo tiempo que la velocidad v/x recorre el lado

vertical x y que la rapidez, vd — x, hace el recorrido horizontal vdx — xx; y se supone que
los tres movimientos son uniformes; de tal manera que, el tiempo durante el cual cada uno
recorre las tres lineas y la mitad del tiempo que la bomba usa para descender del resto de la
altura del lado vertical x tienen movimiento uniforme.

A este mismo diagrama se asocian los problemas I, I1I, IV y V, y cuatro corolarios
consecuencias de la solucién de dichos problemas. El texto esta disefiado de tal forma que

cada situacion dada se estudia y se ejemplifica haciendo uso del mismo diagrama, en donde
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se pueden ilustrar todas las posibles relaciones que se sintetizan en las expresiones
simbolicas de las cantidades de magnitud.

Para el problema V, se usa el diagrama y algunas de las lineas auxiliares que
aparecen en la imagen; se estudia la variacion entre las cantidades de magnitud midiendo,
desde el eje horizontal y desde el eje vertical, cada punto de la curva que describe el

movimiento. Asi:1%

Faire' tomber une bombe sur [’endroit qu’on voudra, avec une charge de poudre
telle qu’on "voudra choisir, dont la force est supposée connue par le quatriéme
Probléme ; pourvu que cet endroit ne soit par hors de la portée de la force de la
poudre dont on veut se servir, ce que la résolution analytique fera mémé connaitre.

(p. 522)

El primer caso considerado para esta situacion es cuando el lugar donde se quiere
dejar caer la bomba es en el plano horizontal que atraviesa el mortero. EI cuestionamiento
se reduce a encontrar la inclinacion CAK que debe darse al mortero, con la fuerza dada.
Supdngase que esta es HA; se tira una bomba en el lugar K de la horizontal AK que pasa
por el mortero, supuestamente en A; también se asume la distancia horizontal AK, conocida
por geometria. Para encontrar la inclinacion CAK, se tiene que encontrar el lado vertical BA

de un triangulo BAC.

194 |_anza una bomba donde quieras, con una carga de pélvora como quieras, cuya fuerza se supone que es
conocida por el cuarto problema; siempre que este lugar no esté fuera del alcance de la fuerza de la pdlvora
que se desea utilizar, que incluso la resolucién analitica dara a conocer.
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Sean la fuerza conocida HA = d, la distancia horizontal, también conocida, AK = h;
por lo tanto, el lado horizontal BC = iAK; AK = ih o, del lado vertical que se esta

buscando BA = x; de donde se tendrd HB = d — x.

La solucién a este problema retoma los aspectos algebraicos expuestos en el analisis
y la descripcion de la situacion a través de la proporcion vVd — x:v/x :: AK(h): 4AB(4x);

1 . -
de donde se deduce: xx — dx + Ehh = 0, los dos valores de x que solucionan la ecuacién

son positivos: x = %d + Edd — ihh yx = %d — Edd — %hh, lo que demuestra que

hay dos inclinaciones del mortero por las que se dejaria caer la bomba en el mismo lugar K
de la horizontal AK.

El ejemplo muestra el modelo de generalizacion construido por Reyneau para
solucionar problemas; tanto diagrama como procedimiento se usan para encontrar
soluciones de las ecuaciones con cantidades cualquiera. Asi, la resolucion de problemas por
medio del método implica la construccién de diagramas que permiten comprender a partir
de las cantidades, sus relaciones y operaciones que se encuentra al analizar la situacién, la
identificacion del objeto matematico que describe la variacién de las magnitudes
involucradas en la situacion, en este caso la ecuacién de segundo grado que se generaliza
por medio de la relacion entre los objetos que se representan en el diagrama y el modelo
algebraico que resulta de este analisis.

En la seccidn que dedica al analisis de las conicas, Reyneau usa instrumentos para
trazar estas curvas como los planteados en la obra de 1637; la curva esta producida por un

movimiento continuo, controlado por las relaciones que se establecen en el dispositivo. En
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este sentido, la curva estd compuesta por puntos que cumplen una condicion especifica y

esta es la forma de mostrar su existencia.

L W

Figura 109. Construccion de la hipérbola. (Reyneau, 1708, plancha 2)

En el diagrama se visualizan varias posiciones para el instrumento, de tal forma que,
quien estudia la conformacidn de la curva considere varios puntos de estudio. Es una forma
de mostrar el movimiento a partir de una imagen estatica. Por ejemplo, para describir la
curva de la parte inferior de la figura ABb, basta moverse debajo de la recta P, sobre la
primera regla ACF, por el vértice Ay, al mismo tiempo, sobre la segunda, la regla aC, por
el vértice a, asegurandose de que AG siempre sea igual a PF, al trazar con C, la curva que
pasa por los puntos donde se cruzan las dos reglas. Asi queda descrito el movimiento de las
reglas que generan el punto y, de esa manera, se va conformando la curva. La construccion
de la otra parte de la hipérbola mantiene las mismas relaciones descritas anteriormente.

Después de describir el movimiento que lleva a la construccion de la curva, Reyneau
analiza la curva; es decir, simboliza cada elemento que permite la construccién de la curva

mediante cierta expresion algebraica. Usa el mismo diagrama, el cual contiene las
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relaciones que permiten la construccion de la curvay el principio que permite mostrar que
cada punto cumple la condicion que determina a la hipérbola.®®
S o1T le parametre 4P = p, chaque coupée 4B =1x,|

chaque ordonnée BC =y, le diametre 42 =—=d, PF =f.
A caufe des triangles femblables 4PF, 4BC, comme auffi
APf, Abc,l'ona, AP (p) . PF(f)=: BC(y). AB (x),dol
I'on déduit f= 2= ; les triangles femblables 4aG, BacC,
donnent aufli, 42 (d) . AG=PF (f)::aB(d=+x).BCly),
d’otr Pon tire f== 42, = I~ ce qui donne I'équation § ’hy-
perbole fyy =dx + xx=d+x xx=1aB x AB; ainfi

dans I'hyperbqle 4P (p). . da(d) :: BC' (yy) -aB x AR
(dx =+ xx).

Figura 110. Proceso analitico de la hipérbola. (p. 555)

En este proceso, la idea de curva compuesta por infinitos puntos —presente tanto en
la obra de Descartes (1637) como en la de van Schooten (1657)—, este paso de aspectos de
naturaleza geométrica a su principio analitico, mediante instrumentos y ejes de referencia,
se mantiene para las conicas. Lo que muestra Reyneau es que, a partir de tomar puntos
cualesquiera en la curva, puede mostrarse que cada punto cumple la propiedad

caracteristica de la curva; aqui la hipérbola. Para las otras cénicas, procedié del mismo

modo.

1% Dado el parametro AP = p, cada corte AB = x, cada ordenada BC = y, el didmetro Aa = d, PF = f. A
causa de los tridngulos semejantes APF y ABC, como también APf, Abc, entonces por consecuencia AP(p) -
FP(f) :: BC(y) - AB(x), de donde se deduce que: f = ’;—x, los triangulos semejantes AaG, BaC; entonces,

Aa(d) - AG = PF(f) :: aB(d + x) - BC(y). De donde se obtiene que: f = d‘% = py—x, que es la ecuacion de la

hipérbola: gyy = dx + xx = x(d + x) = aB - AB. Entonces, en la hipérbola, AP(p) - Aa(d) :: BC2(yy) -
aB - AB(dx + xx).
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En otros problemas sobre propiedades de las conicas, se toma la ecuacion como

dada, lo que permite que las argumentaciones sean algebraicas. Por ejemplo, en este

problemal®:

M EeNERune tangente SC par un point domné C de Phyperbole
dont le premier diametre ¢ff Aa (d ) ; le fecond Dd (&) 5 le para-
metre du premier diametre Aa (p); ke coupee KB (x ) 5 Pordon-
née BC(y) ; la fourangente BS (s) , & I’rgmmn 4 }f}r-q- 1dd

—_— XX =
11 faul: mettre dans Iéquation x +¢ 4 1a place de », & *
g+ ilaplacede y, parceque 4B {x) augmentant de +e,
y augmeul:e aufli de 423 & I'on aura fyy 4 Htyy 4 Ltyy—o,
—_—XK — 1!'.# — e
-+ 1 dd
d’oul'ontire* £ yy =—=x, & (en rnl:ttant au lieu de £yyfa *

valeur xx — {dd) BS (s)= —-—;‘-i-éi, qui eft la valeur

de la foutangente BS () que 'on cherchoit, puifque BK(x!

“eft fuppofée connue.

D’oti 'on déduit K§ = KB — BS (x=—135) = ldd £ —; par

confequent KB (x) . KA (1d) :: KA (%d) ,KS(x-——.r},_
Ce gu'’il faut remargser.

[ s TP

Figura 111. Problema de la tangente a un punto de la curva. (pp. 556-557)

196 Realizar una tangente SC a un punto dado C de una hipérbola cuyo primer didmetro es aA(d) y el
segundo, Dd(6); el pardmetro del primer diametro, Aa(p); el corte, KB (x); la ordenada, BC (y); la tangente,

BS(s); y la ecuacion, %yy + idd —xx =0.
Hay que reemplazar la ecuacion x + c en el lugar de x, e y + %y en el lugar de y. Al reemplazar en la
ecuacion, se tiene que: %yy + %yy + %yy —xx —2cx —c?+ idd = 0. De donde se obtiene: ds—pyy =x.

—2dd .
Y, reemplazando, en el lugar de %yy, el valor de xx — %dd; BS(s) = e , que es el valor bajo la tangente
que se busca; porque BK (x) se supone continuo. De lo anterior, puede deducirse KS = KB — BS(x — s) =

1

4dd . . -, 1 1
— En consecuencia, entonces, se tiene la proporcién KB(x) - KA (E d) KA (Ed> “KS(x —s).
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Figura 112. Problema de la tangente a un punto en la hipérbola. (Reyneau, 1708b,

Plancha 2)

En este problema se muestra el manejo algebraico, la poca necesidad del diagrama
para solucionar la situacion. Al tomar como dada la ecuacion, la solucion consiste en
reemplazar en ella las condiciones del problema para la tangente. Este es un uso de la
representacion simbolica que no se habia dado, por lo menos en los libros revisados, y que
implica otro tipo de elaboracidn para las pruebas; es un tipo de argumentacion netamente
simbolico, luego se muestra que el resultado cumple con el principio de teorema de Tales.

Reyneau también consider0 para la ensefianza la resolucion de ecuaciones por medio
de la interseccion de curvas de menor grado. Esta heuristica que se desarrolla en la
Geometria de 1637 es una de las innovaciones de Descartes; pero, no su desarrollo no
aparece en la segunda edicion en latin. Hay que revisar el planteamiento de Reyneau para la

ecuacion de cuarto grado:
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J"y. o8 .

| | —
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Figura 113. Ecuacién de cuarto grado a partir de la parabolay el circulo.
(Reyneau, 1708b, Plancha 2)

La construccion para esta ecuacion se realiza por medio de la interseccion de una

. . ., k kk
parabola y un circulo. La ecuacion por resolver y transformar es z* + %23 + quz +
k3r k*ss .

—Zt—= 0. Para ello, Reyneau se apoya en las propiedades que ha encontrado en la

seccidn sobre la hipérbola y el circulo. Se tiene la pardbola OAC con eje AB, parametro

AP = a y la ecuacion yy — ax = 0. Se muestra que los puntos C pertenecen a las dos
curvas. La realizacion de esta prueba encadena varias de las construcciones que se
presentan con anterioridad en el texto y no se aborda completamente en este documento®®’;
lo que interesa aqui es que, en el andlisis de curvas que presenta Reyneau, aparece una de
las actividades que identifican la obra. Lo que permite concluir que, por lo menos en el caso

de este libro de texto usado por los estudiantes de la Universidad de Angers, se ensefia la

197 Algunos ejemplares que se encuentran en la red de este libro no tienen el anexo de las figuras y otros no las
tienen completas, eso dificulta completar fielmente el razonamiento.
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heuristica de interseccion de curvas y se usan los diagramas para representar puntos de
interseccion de curvas que representan las raices de alguna ecuacion.

En conclusién, los dos tomos del libro de texto de Reyneau proponen, para ensefiar
una transformacion en la relacién entre geometria y algebra a este grupo de personas
orientadas por Malebranche, el conocimiento algebraico; y, que el método de analisis se
ensefaba sin referencia geométrica. Quizas sea en la idea de experiencia en donde, para ese
momento, tienen cabida la geometria y sus imagenes. Asi la geometria pasa a ser una
aplicacion del algebra; las otras areas van a tener que ver con el desarrollo de los
infinitesimales en las técnicas del calculo diferencial e integral. En las aplicaciones, en la
resolucion de problemas, Reyneau deja ver su herencia cartesiana; pues, reivindica los usos
tanto del método, suponiendo el problema a través de imagenes, como de la heuristica de la
interseccion de curvas. lIgual que en Descartes, los diagramas son usados para analizar el

movimiento, para interpretar la heuristica propuesta y para solucionar problemas.

4.5 La Practica Matematica Cartesiana en Libros Para la Ensefianza. Reflexion Para
el Horizonte de Contenido

En el capitulo 2 se afirmé que los pequefios cambios en las componentes del sistema
establecen nuevas configuraciones en las actividades de la préctica cartesiana. En la
siguiente tabla, se decantan, para cada componente del sistema, los cambios establecidos en
los textos trabajados en el capitulo, que, a su vez, son las reflexiones del grupo de

Malebranche.
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Componente de la

practica

Cambios en la segunda edicion

Comunidad de

matematicos

Estos textos muestran las buenas relaciones que
existian entre la comunidad de cientificos y de personas
dedicadas a la ensefianza. En algunos momentos eran los
mismos, sin embargo, este grupo de personas era
reconocidos mas por su trabajo como maestros. Estos textos
fueron un significativo medio de divulgacion del método de
analisis, del algebra y de la resolucién de problemas con

estas dos herramientas.

Programa de

investigacion

Detras de las ideas de Malebranche existe una
filosofia diferente en algunos aspectos a la de Descartes, en
el caso de las matematicas, en esos momentos las
discusiones sobre los infinitesimales se estaban dando,
L'hopital pertenecia a este grupo de personas, ellos tuvieron
comunicacion con Leibniz quien les hizo saber algunas de
las dificultades para aplicar el cartesianismo en curvas que
no fueran algebraicas y en las técnicas del calculo
diferencial e integral (Costabel, 1981b). Estos textos, en
especial el de Reyneau son consecuencia de la revision del
método y del algebra por estas nuevas ideas. El caracter

generalizador y unificador de la matematica se mantiene.
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El &lgebra de simbolos comienza camino a
convertirse en una teoria para la matematica, se compone
de operaciones y objetos mateméaticos como curvas
Lenguaje formal
algebraicas.

Las imagenes se reducen esencialmente al

planteamiento del problema y del supuesto para la solucion.

Se realizan pruebas manipulando algebraicamente
las expresiones, se reemplazan cantidades en las variables y
Métodos de prueba
en las cantidades fijas pero arbitrarias. Todas estas

actividades muestran los usos del principio analitico.

Se vislumbra la aparicion de los infinitesimales, los
conceptos son los mismos, aunque existen cambios en el
Conceptos tratamiento de las curvas algebraicas, pues ahora la
representacion simbolica es usada en algunos casos como

Unica representacion.

La forma de argumentar tiene los cambios relativos
Métodos a las otras componentes del sistema. EI cambio mas
argumentativos significativo obedece al no uso de la representacion grafica

para construir el argumento.

Estrategias de
Las estrategias no tienen cambios
prueba
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5. Conclusiones

Para constituir una historia de la practica cartesiana, focalizada en el uso de
diagramas; que permita el desarrollo del HCK; se identificaron en los documentos
estudiados en el capitulo I11'y 1V, dos estados de la préctica que surgieron en la
interpretacion de los trabajos de Descartes.

El primero, corresponde a la préctica post cartesiana en el estudio del método
propuesto por Descartes en Geometria, especificamente la relacion del principio analitico,
representado en una ecuacion y las curvas que describe. Este estado de la practica permitid
el fortalecimiento de la componente de métodos de prueba al esclarecer la influencia de
ciertos aspectos de la geometria de los antiguos en la nueva geometria, especialmente en
cuanto al papel central de la teoria de proporciones, el uso del teorema de Tales y la
aplicacion del tratamiento geométrico dado por Apolonio a las curvas cénicas. En esta
actividad, que se corresponde con la parte sintética del método propuesto por Descartes, los
diagramas generan un anclaje entre las dos teorias, pues los objetos de la geometria
euclidiana describen sus caracteristicas geométricas en el diagramay es alli donde se han
configurado las relaciones entre cantidades que permiten una solucién analitica del
problema.

Este tratamiento profundiza la componente de conceptos, pues se hace uso de
diagramas que describen instrumentos que trazan curvas; es a partir de ellos que van
Schooten y de Witt muestran que las propiedades de las curvas propuestas en Conicas por
Apolonio se cumplen en este nuevo registro -seccion 3.2.2 y 3.6.2-, que tiene como
caracteristica principal que la curva es generada por un movimiento continuo. Se pasa de

una curva estéatica, producida por el corte de un cono, a una curva con movimiento. En el
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diagrama se analizan varios puntos de la curva para mostrar que la propiedad geométrica se
cumple en toda la curva. La caracteristica principal que presentan estas representaciones
visuales es que retoman diagramas e instrumentos de textos escritos en la tradicion
euclideana, como el de Apolonio, y los resignifican en el nuevo enfoque cartesiano de la
geometria.

El método implica establecer un par de rectas desde donde se representan la relacion
que cumplen los puntos de una curva algebraicas a partir de la longitud a cada una de las
dos rectas y un dominio de variacion de las magnitudes involucradas -seccion 3.2y 3.6.2,
que en el diagrama se expresa como una distancia cualquiera que puedo tomar sobre una
recta, la cual es la variable independiente de la expresion analitica.

En este mismo proceso, las conicas ya no aparecen en su definicion como cortes de
un cono y, en varios apartes, tampoco como construccion a partir del movimiento, sino que
aparecen vinculadas a su expresion analitica; es esta nueva representacion la que permite
que las curvas sean consideradas en las argumentaciones de los problemas como un objeto
dado. Se pasa entonces, de construir la curva, a probar las caracteristicas geométricas por
medio del recurso al método analitico, como se ve en el estudio del segundo texto de de
Witt -seccion 3.6.2-.

Un segundo estado de la practica cartesiana se caracteriza por los cambios en las
componentes de lenguaje, conceptos y métodos de argumentacion, a partir de los inicios de
una teoria algebraica cuyos objetos son abstractos, es decir, de naturaleza cualquiera -
seccién 3.5-. Aunque este era un ideal cartesiano, en el texto de Geometria las expresiones
algebraicas tuvieron su representacion geométrica -seccion 2.5-, sin embargo, en la segunda
edicion en latin y en especial al inicio del segundo tomo se evidencia el estudio de una

teoria para las curvas algebraicas que se basa en la clasificacion por su representacion
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simbolica. Se hallan las raices de las ecuaciones por medio aritméticos o algebraicos y los
diagramas que representan soluciones de ecuaciones perdieren su uso y se reemplazan por
técnicas algebraicas que permiten aproximar la raiz de una ecuacion.

En este momento de la practica post cartesiana, la primera fase del método de
analisis donde se supone la existencia de una solucién para el problema se sigue abordando
a partir de un diagrama -seccion 3.7- el cual deja ver la imaginacion del resolutor al
plantear la solucion y el manejo de la practica. En estos diagramas se especifican lineas
auxiliares, posiciones especificas de los objetos que permiten a partir del proceso de doble
escritura y las técnicas algebraicas construir la ecuacion que representa el problema.

La estructura de practica que usamos en esta tesis tiene la posibilidad de poder
diferenciar cambios en el sistema a partir de las componentes, este enfoque para el analisis
de libros es fructifero en la identificacion de pequefias trasformaciones en el sistema, que
generan estados de la practica de dos maneras: clarifican aspectos de la préctica inicial, este
es el caso, del primer estado que se presenta en estas conclusiones; o identifican estados de
practica que profundizan aspectos, como es el caso del segundo estado que se presenta. Sin
embargo, este primer ejercicio de indagacion de practicas matematicas a partir de esta
estructura para la formacién del profesor tendra que ser decantado y en préximas
investigaciones posiblemente modificado en asuntos que sean de interés para quienes
forman profesores. Vemos posible con los afios elaborar una estructura que permita estudiar
la practica para la formacion de maestros y que incluya tépicos mas problémicos como el
paso de la intuicién a la formalizacion o de los problemas a los teoremas o definiciones.

Como se afirmé en el marco referencial -capitulo 2-, lo que se moviliza para la
formacion del profesor es un estado de la practica matematica, estos dos estados de

transformacion de la practica cartesiana a la post cartesiana son los que creemos
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constituyen un importante campo de saber para los profesores de matematicas y con los que
se deberia reconstruir esta parte de la historia, con el propdsito de desarrollar el horizonte
de contenido las matematicas cartesianas de finales del siglo XVI1 hasta la mitad del siglo
XVIII.

La definicion de HCK refiere a las trasformaciones y conexiones del conocimiento
en la disciplina de las matematicas y de la escuela, es el conocimiento que puede situar un
maestro en la organizacion y gestion de las matematicas escolares. Los énfasis que tomo la
practica cartesiana son una muestra de esta organizacion; como se advirtié en el primer
capitulo al citar a Chevellard, el maestro debe develar las heuristicas que permitieron la
constitucion de las matematicas y en este sentido, las variaciones en el sistema de practica y
que fueron disminuyendo el uso de los diagramas, en el estilo como los uso Descartes,
muestra formas de organizar y situar las discusiones sobre la practica cartesiana, con miras
al desarrollo de las matematicas escolares.

Las componentes que cambiaron en el sistema de practica cartesiano nos indican que
asociados a estos estados de la practica post cartesiana existen tres asuntos acompafian la
trasformacion; el desarrollo del método de anélisis tanto para resolver problemas como para
probar proposiciones, el proceso de significacion simbdlica a través del lenguaje de la doble
escritura de Descartes, y el uso de diagramas en el sentido de los parrafos anteriores.

Al comprender la funcidn de estos estados de practica en los saberes que tuvo el
desarrollo del pensamiento cartesiano, sugerimos que estos aspectos sean movilizados a la
formacion del profesor. El horizonte de contenido matematico -seccién 2.4.1- de las
matematicas cartesianas debe permitir comprender el posicionamiento del algebra en la
cultura matematica de la época, pues creemos que eso permite que curricularmente se

logren establecer diferentes focos de desarrollo en la escuela y que el profesor esté en
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mejores condiciones de experimentar organizaciones curriculares y secuencias didacticas
menos convencionales y tal vez mas pertinentes para los fines de la ensefianza en contexto
de aula.

Lo que vemos en estos dos estados de la practica que favorece la formacion del
profesor, es que la practica que le permitio a Descartes oponerse a la tradicion euclidea
- seccion 2.5- fue explicada y complementada por sus seguidores -capitulo 3- de tal manera,
que la expresion simbdlica se convierte en una forma de representacion de las curvas
algebraicas. Esto implica comprender el papel de los diagramas en la formulacion del
método de analisis, especialmente en su funcion de imaginacion creadora de las
matematicas y como organizador de la red de conceptos que permiten la solucién de un
problema o la prueba de una proposicién. De igual manera, el HCK se favoreceria al
comprender como los objetos matematicos de la antigiiedad fueron expresados e
incorporados en la matematica cartesiana -capitulo 3-.

En el capitulo 2 se estudié la importancia de la nocién HCK en cuanto al uso de la
historia en la formacion docente y en la seccién 2.4.2 se expusieron las virtudes que
tedricamente le vemos a la interaccion del MKT y la préactica matematica, lo que la tesis
nos permite concluir al respecto es lo siguiente:

e El horizonte de contenido externo se enriquece con el estudio de estos estados de practica
por parte de los profesores, pues la practica cartesiana es un aspecto nodal en la historia
de la matematica y en la comprension de las diferencias de la matematica euclidiana y
las visiones de la matematica que llevaron a la modernidad. En ese sentido su préctica
es la terminacion de una forma de pensar las matematicas, pero también el comienzo de
varias teorias en esta area. Su expresion es el analisis como método de solucion de

problemas y para la realizacion de pruebas, el método y sus reinterpretaciones son
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fundamentales para comprender el avance tedrico y practico que surge a partir del
cartesianismo. Quedan abiertas preguntas sobre el cambio especifico de la préactica
cartesiana en Leibniz y la funcion que cumplio el diagrama en el desarrollo de conceptos
como el de infinitesimal y diferencial; al igual que en la construccién de técnicas de
métodos numericos.

e En el horizonte interno, centrado el foco en los usos de los diagramas de la practica
cartesiana favoreceria el estudio del método analitico de resolucion de problemas y la
significacion de la geometria como objeto analitico. Creemos que el conocimiento de
estos estados de practica permite el desarrollo de propuestas curriculares que tengan en
cuenta el sistema de produccion que llevo al desarrollo de teoria algebraica. Asi se podria
establecer una secuencia curricular que relacione la geometria euclidiana, el anélisis
como método de solucion de problemas, el algebra en contexto geométrico, la
construccion de curvas algebraicas usando modelos que permitan analizar la covariacion
y el algebra simbdlica.

En el capitulo 4 se analiza la practica matematica cartesiana que realiz6 el grupo de
oratorianos liderados por Malebranche para la escuela y que esta consignada en libros
utilizados en los colegios y universidades a cargo de esta congregacion. Estos textos
centran su labor de ensefianza en el estado de préctica post cartesiano que refiere a la
construccion de la teoria algebraica. En este sentido los libros tienen la intencion de
desarrollar la geometria como una de las aplicaciones del algebra.

En el estudio de las ediciones del libro de Lamy — seccion 4.1- se pudo ver como los
diagramas que refieren a la solucion de ecuaciones y en la funcion de conservar la red de

conceptos que permiten solucionar un problema, fueron desapareciendo en la medida en
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que el algebra y su relacion con la aritmética se fueron posicionando en la practica
cartesiana.

De igual manera en el analisis de los dos tomos del libro de Reyneau -seccion 4.4-
se evidencid el algebra simbdlica, desnaturalizada de cualquier intuicién o magnitud, de tal
manera, que el texto le dedica uno de sus tomos a la construccion de las operaciones y
técnicas algebraicas para la solucion de ecuaciones polinomiales. Luego en la seccion de
aplicaciones aparecen la geometria.

Aunque este grupo de profesores de matematicas rechazan el uso de la imagen en las
matematicas los diagramas en su funcidn de representar las condiciones de una situacion
problema y de suponer su solucion, se mantuvieron dentro las aplicaciones. Al igual que
diagramas que permiten el analisis del movimiento que produce una curva de segundo
grado.

A partir de estos argumentos podemos concluir que: la practica cartesiana que
establecen los oratorianos para la ensefianza se deduce mas de las interpretaciones de los
divulgadores del cartesianismo en especial de van Schooten, que de la practica que se
deduce de la Geometria de 1637. El uso de la resolucion de problemas para la construccion
de expresiones algebraicas en contexto geomeétrico, la construccion de la ecuacion que
representa la solucién de un problema geométrico, el uso de instrumentos para construir
curvas y el uso del método de resolucién de problemas, no fueron considerados por esta
comunidad para el aprendizaje. Lo que nos permite suponer que esta version del
cartesianismo fue la que se estableci6 en Europa para la ensefianza, problema que queda
abierto para nuevas investigaciones. Este estado de la practica cartesiana coincide en la con
algunas de las ideas que en la actualidad se identificaron en los libros de didactica del

algebra.
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Para finalizar, vemos que los trabajos en historia de la matematica y de la educacion
matematica revelan asuntos de la constitucion de los objetos matematicos y de su
ensefianza que se corresponden con los intereses de la investigacion en el conocimiento del
horizonte de contenido matematico del profesor de matematicas, este camino esta por
recorrer tanto teéricamente como en la misma formacion del profesor de matematicas y del
formador de profesores de matematicas. En este sentido este trabajo es una pequefia
contribucion en ese camino gque nos corresponde a quienes organizamos y estamos en las

aulas formando profesores de matematicas.
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