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Resumen

Un subconjunto A de enteros positivos se denomina conjunto de Sidon si
todas las sumas de dos elementos son distintas, excepto cuando coinciden por
conmutatividad. Si en lugar de tomar sumas de dos elementos, consideramos
sumas de h elementos, los conjuntos se denominan Bj. Esta definicién
también se puede extender a un grupo abeliano arbitrario.

En esta tesis realizamos un amplio estudio sobre las construcciones de
conjuntos de Sidon en una y dos dimensiones. En el caso de conjuntos
de Sidon en dos dimensiones, presentamos tres construcciones que son
subconjuntos de los grupos provenientes de un campo arbitrario. Ademas,
analizamos sus propiedades y describimos algunas propiedades que no se
conocian. Como las secuencias sonar corresponden a funciones cuyo grafo
es un conjunto de Sidon, uno de nuestros aportes mas importante (en el
caso de conjuntos de Sidon en dos dimensiones) es el disefio de nuevas
construcciones de secuencias sonar obtenidas a partir de conjuntos de Sidon
en una dimension.

Uno de los problemas principales en el estudio de conjuntos de Sidon en
una o varias dimensiones es encontrar conjuntos de Sidon maximales; es decir,
se busca el valor exacto de la funcién

Fé(n) := max{|A| : A C [1,n]?, A es un conjunto de Sidon en Z*},
para todo n entero positivo, donde [1,n] = {1,2,--- ,n} y d > 1 entero.

En este sentido, analizamos las funciones extremas relacionadas con los
principales problemas de conjuntos de Sidon y logramos mejores cotas en
algunos casos, usando energia aditiva entre dos conjuntos, una herramienta
de Teoria de Numeros Combinatoria. Finalmente, como los conjuntos de
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Sidon son generalizables a conjuntos Bj obtuvimos nuevas construcciones
de conjuntos Bj, en varias dimensiones.

Palabras clave: conjunto de Sidon, secuencias Sonar, arreglos Costas, reglas
Golomb, conjuntos By,.
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Abstract

A subset A of positive integers is a Sidon set if all the sums of two of
its elements are different, except when they coincide by commutativity. If
instead of taking sums of two elements, we consider sums of h elements, the
sets are called Bj,. This definition can be extended to an arbitrary abelian

group.

In this thesis, we conduct an extensive study on the construction of Sidon
sets in one and two dimensions. In the case of Sidon sets in two dimensions,
we present three constructions arising from subsets of groups in a arbitrary
field. Besides, we analyze their properties and describe some properties that
were unknown. As sonar sequences correspond to functions whose graph is
a Sidon set, one of our most important contribution (in the case of Sidon
sets in two dimensions) has been the design of new constructions of sonar
sequences from Sidon sets in one dimension.

One of the main problems concerning Sidon sets, in one or more dimensions,
is to find maximal Sidon sets. That is to say, we seek the exact value of the
function

Fé(n) := méax{|A|: A C [1,n]%, Ais a Sidon set in Z%},
for every positive integer n, where [1,n] = {1,2,--- ,n} and d > 1 integer.

In this respect, we analyze extreme functions related to the main problems
of Sidon sets and improve the bounds in some cases by using the concept
of additive energy between two sets, a tool of Combinatorial Number
Theory. Finally, as Sidon sets are generalized into Bj sets, we obtain new
constructions of B}, sets in several dimensions.
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Keywords: Sidon sets, Sonar sequences, Costas arrays, Golomb rulers, By,
sets.
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Introduccion

En 1932, Simon Sidon le plantea a Paul Erdés el problema de encontrar
conjuntos de enteros positivos con la propiedad que todas las sumas de dos
elementos sean distintas. Estos conjuntos surgen en conexién con el trabajo
que Sidon realizaba en el contexto del andlisis Fourier [17]; el problema
llamé mucho la atencién de Erddés por su relacion con la aritmética y la
combinatoria, convirtiéndose en uno de sus temas de investigaciéon de mucho
interés en Teoria de Numeros y Combinatoria. A estos conjuntos hoy en dia
se les conoce con el nombre de conjuntos de Sidon.

En 1950, W. C. Babcock [2] considerd conjuntos de enteros positivos con la
propiedad que todas las diferencias no nulas son distintas. Estos conjuntos los
encontrd en su estudio sobre la distorsién de intermodulacién de las bandas de
radio-frecuencia, mientras analizaba el posicionamiento de canales de radio
en el espectro de frecuencias. A éstos conjuntos se los conoce con el nombre
de reglas Golomb. Sin embargo, las reglas Golomb derivan su nombre de
Solomon Golomb quien fue uno de los primeros en estudiar sus construcciones
en relacién a la Combinatoria, Teoria de Cédigos y Comunicaciones.

Dado que analizar diferencias distintas es equivalente a analizar sumas
distintas, puesto que a +b = ¢+ d si y solo si a —d = ¢ — b, el estudio
de conjuntos de Sidon es equivalente al estudio de las reglas Golomb. Por
tal razon nos referimos a estos dos tipos de conjuntos simplemente como
conjuntos Bs. Sin embargo, los problemas principales de estudio en estos dos
tipos de conjuntos son distintos. En el caso de conjuntos de Sidon se busca el
mayor cardinal que un conjunto B, puede tener entre los primeros N enteros
positivos, y para el caso de reglas Golomb se busca construir un conjunto By
de longitud lo mas corta posible con un nimero fijo de marcas o elementos
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dado, en este caso se denomina longitud a la mayor diferencia que existe
entre los elementos del conjunto Bs.

El concepto de conjuntos de Sidon o reglas Golomb en principio se estudié
en el caso cuando el grupo ambiente eran los enteros, aunque es posible
extender este concepto a cualquier grupo abeliano en general, e incluso a
varias dimensiones. En el caso de dimension dos, aparecen las Secuencias
Sonar, los Arreglos Costas y los Rectangulos Golomb, que son un tipo
particular de conjuntos Bs.

Las secuencias sonar fueron introducidas por Golomb y Taylor [22]
como ejemplos de patrones de sincronizaciéon dos dimensional de minima
ambigiiedad. Una secuencia sonar m x n es un arreglo de puntos y espacios
que tienen m filas y exactamente un punto en cada una de sus n columnas,
sujeto a la restriccion que cada par de puntos determinan vectores distintos.

El problema de estudio actualmente de las secuencias sonar es el siguiente:
para m fijo encontrar el mayor n para el cual existe una secuencia sonar
m X n;

Un arreglo Costas de orden n se puede considerar geométricamente como
un conjunto de n puntos situados en los cuadrados de un tablero de ajedrez
de tamano n x n, tales que cada fila o columna contiene sélo un punto, y que
todos los (") = =D vectores de desplazamiento entre cada par de puntos

2 2
son distintos.

Los arreglos Costas aparecen por primera vez en 1965 en el contexto de
la deteccién sonar [11] cuando J. P. Costas decepcionado por los malos
resultados de los sistemas sonar, los usé para describir un nuevo patrén de
saltos de frecuencia [26] para los sistemas sonar con éptimas propiedades de
autocorrelacion. J. P. Costas manualmente encontré arreglos Costas hasta
de orden 12, pero no pudo continuar para érdenes mayores ni tampoco
pudo encontrar una técnica general de construcciéon de los mismos. Golomb
desarroll6 dos técnicas de generacion de arreglos Costas, ambas basadas en
la teoria de Campos Finitos, conocidos hoy en dia como Método Welch y
Método Golomb [15, 21, 20]. Ademds, éstas construcciones son las tnicas que
se conocen en la actualidad, pese a los esfuerzos de muchos investigadores.

Los arreglos Costas se han estudiado durante varios anos y muchas de
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las preguntas basicas referentes a su construccion ain permanecen abiertas.
Por ejemplo, la generacién de algunos métodos produce arreglos Costas para
infinitos n, pero no para todo n. La primera pregunta planteada por J. P.
Costas, que ain sigue abierta, es la siguiente:

¢ Eristen arreglos Costas de orden n, para todo n?

Los dos primeros n para los cuales no se conoce la existencia de arreglos
Costas son n = 32 y n = 33.

Por ltimo mencionamos el caso de conjuntos de Sidon d dimensionales; es
decir, conjuntos de Sidon contenidos en Z¢, en particular, para el estudio de
conjuntos de Sidon maximales se consideran como subconjuntos de [1,n]<.
Mas generalmente, dados los grupos aditivos G;, para ¢ = 1,...,d, si
consideramos el producto directo G = G X - - - X Gy, se dice que un conjunto
A C (G es de Sidon si todas las sumas de vectores de la forma

(ai,...,aq) + (ay,...,ay) = (a1 +ay, ..., a0+ al),

para todo (ay,...,aq), (a],...,a,;) € A, son distintas, salvo permutaciones de
los sumandos.

La distribuciéon de los temas en esta tesis es la siguiente. En el Capitulo 1,
presentamos la notacion que vamos a usar durante todo el trabajo, algunas
definiciones, por ejemplo la de conjunto de Sidon en un grupo abeliano
arbitrario, regla g- Golomb, conjunto B, entre otros; asi como también los
problemas principales relacionados con este tipo de conjuntos, las funciones
maximales o minimales, segtin sea el caso, y algunas cotas conocidas de dichas
funciones.

En el Capitulo 2, presentamos la definicion de Energia Aditiva entre dos
conjuntos, propiedades y algunas aplicaciones a problemas relacionados con
conjuntos de Sidon, conjuntos By [g] o reglas g-Golomb, conjuntos de Sidon
en dimensién dos, en dimensién d y secuencias sonar. Destacamos en este
capitulo que el uso de la energia aditiva nos permitié mejorar algunas cotas
conocidas, por ejemplo para el caso de conjuntos de Sidon en dos y d
dimensiones, logramos encontrar constantes explicitas para las cotas de las
funciones relacionadas con el problema.

En el Capitulo 3, presentamos en detalle las construcciones de conjuntos
de Sidon modulares clasicas tipo Bose, Singer y Ruzsa, junto con algunas
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propiedades que satisfacen, las cuales nos permitieron encontrar nuevas
construcciones de secuencias sonar que presentamos en el siguiente capitulo.

En el Capitulo 4, realizamos un estudio de construcciones sobre conjuntos
de Sidon en dimensién dos, en el producto directo de los grupos que provienen
de un campo. En particular, analizamos algunas propiedades de dichos
conjuntos cuando consideramos el campo finito F,, donde p es un nimero
primo. También presentamos nuevas construcciones de secuencias sonar, que
son un tipo especial de conjuntos de Sidon en dimensién dos.

En el Capitulo 5, describimos en detalle las construcciones clasicas de
conjuntos By, tipo Bose-Chowla y Singer generalizada, y luego usando algunas
ideas de estas construcciones presentamos nuevas construcciones de conjuntos
By, en d dimensiones, para algunos valores de d, cuyas componentes son
elementos de un campo arbitrario o alguna extension adecuada de dicho
campo. Destacamos que las construcciones que presentamos en este capitulo
permiten construir familias de conjuntos B}, que son densos.

En el Capitulo 6 presentamos los resultados obtenidos en este trabajo
de investigacion, asi como posibles trabajos futuros que se pueden realizar
teniendo como base los logros alcanzados.

El documento termina con las referencias bibliograficas y un anexo en el
que mencionamos los eventos en que participamos con ponencias relacionadas
con el tema de investigacion.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo, presentamos la notacién que usamos a lo largo del
desarrollo de este trabajo, ademas algunas definiciones de conjuntos con
ciertas propiedades, problemas relacionados con estos conjuntos y cotas
triviales.

Consideremos GG un grupo notado aditivamente, A, B subconjuntos de GG
y x un elemento no nulo de GG. Definimos los siguientes conjuntos:
= Conjunto suma de Ay B:
A+B:={a+b:a€ A be B},
A®B:={a+b:a€ A be B,a#b}.

= Conjunto diferencia de Ay B:
A—B:={a—-b:ac A, be B},
AoB:={a—b:ac A be B,a#b}.
» Conjunto suma iterada de A, k veces, donde k € Z™:
EA={a1+ - -+ap:a, €A i=1,... k},

es decir, kA= A+ ---+ A.
—_—

k veces
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= Conjunto traslacién de A por x:

r+A={z}+A={zx+a:ac A}

= Conjunto dilatacién de A, para todo entero positivo k:
k-A:={ka: aec A},

donde ka=a+---+a.
———

k veces

= Conjunto inverso de A:
Ati={at 1 a € A,

donde a~! denota el elemento inverso de a en G. En este caso, como G
es un grupo aditivo, representamos a~! por —a.

Claramente, tenemos que k- A C kA. Ademas, se cumplen las siguientes
propiedades:

« A-B#A\B.
» A+ B— B # A, en lugar de esto se tiene que A C A+ B — B.

» Para m, n € Z* tales que m < n entonces (n — m)A C nA — mA.

Consideremos el siguiente ejemplo en el cual podemos observar que las
anteriores propiedades se cumplen.

Ejemplo 1. Sean (Z,+) un grupo, A = {1,2,3}, B = {2,4} subconjuntos de
Z, y los enteros n = 5, m = 2. Tenemos los siguientes conjuntos.

A—B={-3,-2-1,0,1},

A\ B = {1,3},

A+ B-B=1{-1,0,1,2,3,4,5},

3A = {3,4,5,6,7,8,9},

3.-A={36,09},
5A—2A=1{-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12, 13}.
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En lo que sigue, dado un conjunto finito A, denotamos |A| como el niimero
de elementos o cardinal del conjunto. Ademads, suponemos que todos los
subconjuntos del grupo G son finitos, pues son de gran interés para nuestro
estudio, aunque algunas definiciones y resultados se pueden extender para
conjuntos infinitos o grupos no abelianos.

También definimos el intervalo entero de los primeros n enteros positivos
por: [1,n] :={1,2,...,n} y el ndmero combinatorio denotado por (;‘1), que
cuenta el nimero de subconjuntos de tamano m tomados de un conjunto con
n elementos, para n > m.

Uno de los aspectos de mayor interés para nosotros, es estudiar el
cardinal del conjunto suma (o diferencia), sobre todo cuando éste es grande;
por tal razén es posible preguntarnos: ;Bajo que condiciones el tamano
del conjunto suma (o diferencia) es grande?. O en algunas ocasiones, es
pertinente preguntarnos: ; Bajo que condiciones el tamano del conjunto suma
(o diferencia) es pequeno?.

El siguiente resultado nos muestra algunas cotas triviales para los conjuntos
mencionados [40].

Lema 1.0.1. Sean G un grupo abeliano aditivo, A, B subconjuntos de G y
x € G no nulo, entonces:

(a) |A+a|=[A] =] - Al;

(b) méx(|A[, |B]) < |[A+ BJ, [A - B| < |A[|B];

(c) |4] < |A+A| < UG,

(d) |Al < |A— Al < AP - [A] + 1

(e) Para cualquier entero n > 1 se tiene que [nA| < |(n+ 1)A| y

InA| < <|A| +n - 1) JAI(A] + 1)< (JA] + 0 - 1)

n n!

Si el conjunto suma o el conjunto diferencia de un conjunto dado A,
alcanzan las cotas superiores de (¢) o (d), se dice que A es un conjunto
Bs. Si el conjunto nA alcanza la cota superior en la propiedad (e), para
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n > 2, el conjunto se denomina B,,. Estos conjuntos son el objeto principal
de nuestro trabajo.

Ahora, definimos la funciéon de representacién para introducir algunos
conceptos que necesitamos mas adelante; esta funcién cuenta el nimero de
formas de escribir cualquier elemento del grupo aditivo G, como suma (o
diferencia) de los elementos de A y B.

Definicién 1.0.2. Sean G un grupo abeliano aditivo, A, B subconjuntos
de G, definimos la funciones de representacion con dominio el grupo G y
codominio los enteros no negativos como:

Raip(x) :=|{(a,b) e AX B:a+b=uz}, (1.1)
Ry_p(z) = |{(a,b) e AX B: a—b=ux}, (1.2)

para todo x € GG.

De la definicién anterior podemos notar que las siguientes igualdades se
tienen:

Rayp(z) = |AN(z = B)|, (1.3)
Ry p(z) =|AN(z+ B)], (1.4)
donde x — B:={x—b: b€ B}.

Verificamos sélo (1.3), pues (1.4) se prueba de manera similar. En efecto,
tenemos

Raip(z) = |{(a,b) e AX B: a+b=z}|
= [{(a,b) € Ax B: a=x— b}
={yeG:3acA FbeB y=aN y=uz—>b}
=|AnN(xz— B)|.

Dado que por el momento estamos interesados en el estudio de
subconjuntos finitos de un grupo G, podemos notar que

" Rasn(e) = 3 Raon(z) = 4] |B]. (15)

zeG zeG
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Note que la anterior suma se puede tomar sobre todo x € A + B, puesto
que Rayp(z) = 0, para x ¢ A+ B; igualmente sucede si trabajamos con
A - B.

Verifiquemos que se cumple (1.5). En efecto, de (1.1) tenemos que

> Rawp®)= Y [(a,b)e AxB:a+b=ua}|=]|Al|B].

r€A+B r€A+B
Para efectos de conteo, las sumas entre los conjuntos A = {ay, as,...,a,}
y B ={b1,bs,...,by}, las realizamos como ilustra la siguiente tabla:
+ ay as ce an
bl CL1+b1 CL2+b1 an+b1
bg a1+b2 Gg"i‘bQ Gn+b2
b | @1 + by, | a2 +by | -+ | @y + by,

Cuadro 1.1: Conjunto Suma A + B.

Tenemos ademas las siguientes cotas triviales para la funcion de
representacion:

0 < Rayp(z), Ra-p(r) < min(|A], [B]), (1.6)

donde la cota superior es facil de obtener, en este caso como todos los
elementos del conjunto A son distintos, si observamos en la Tabla 1.1, por
cada fila que tenemos del conjunto suma A+ B, un elemento se puede repetir
a los mas una sola vez en cada fila y tenemos m filas; de manera analoga
sucede si observamos los elementos del conjunto suma A 4+ B por columnas,
un elemento se puede repetir a los mas una sola vez en cada columna y
tenemos n columnas pues los elementos del conjunto B también son todos
distintos, esto se debe a que estamos trabajando en un grupo, por tal razén
tomando el min{m, n} se tiene la cota superior.

En particular, si |[A] = |B| = k entonces 0 < Raip(z), Ra_p(x) < ky

ademas
> Rayp(z)= > Raplr)=k. (1.7)
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De otro lado, como nuestro tema de estudio principal son los conjuntos de
Sidon, presentamos algunas definiciones y problemas.

Definicién 1.0.3. Un conjunto A de enteros positivos es un conjunto de
Sidon o un conjunto B, si todas las sumas a+b son distintas, para a,b € A,
excepto cuando coinciden por la conmutatividad.

De manera natural esta definicién es equivalente a decir que A C Z es un
conjunto de Sidon si todas las diferencias no nulas a — b son distintas, para
todo a,b € A, a # b, puestoque a+b=c+dsiysolosia—d=c—b.

El estudio de los conjuntos de Sidon inicia en 1932, con S. Sidon y su
problema principal es encontrar conjuntos de enteros positivos maximales con
la propiedad que todas las sumas de dos elementos sean distintas; es decir,
conjuntos de Sidon enteros con la mayor cantidad de elementos hasta un
cierto numero n dado, con n entero positivo. Aunque este problema aparecio
en principio en los enteros, mas adelante es extendido a cualquier grupo
abeliano GG, ademéds no sélo se consideran sumas de dos elementos sino mas
bien sumas de h elementos.

Definimos a continuacién un conjunto By, para h > 2 entero, que generaliza
la definicién de conjunto de Sidon.

Definicién 1.0.4. Sean G un grupo abeliano aditivo, A un subconjunto de
G con k elementos y h > 2 un entero. Se dice que A es un conjunto By, en
G o A pertenece a la clase By, en G, si para todo x € G, la ecuacion

T =i+t T,

con xj, € A, tiene a lo mds una solucion en A, salvo permutaciones de los
sumandos.

Si h = 2 los conjuntos B, son exactamente los conjuntos de Sidon.

Si G =Gy x...xGyes el producto directo de d grupos abelianos, decimos
que A es un conjunto By d-dimensional.

Como se mencioné anteriormente, el concepto de conjunto de Sidon se
puede generalizar a cualquier grupo (G, *). Presentamos a continuacién
algunas definiciones equivalentes de conjunto de Sidon.
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Definicién 1.0.5. A es un conjunto de Sidon en el grupo (G, *) si y sdlo si

(a) Para todo a,b,c,d € A se cumple

axb=cxd= {a,b} ={c,d}.

(b) |[Ax Al = ().

(¢) Para todo x € G, se cumple que Raa(x) < 2.

Ahora describimos algunas de las propiedades que satisfacen los conjuntos
By, en un grupo G.

Lema 1.0.6. Si A es un conjunto By, en G entonces A es un conjunto By
en G, para todot con 2 <t <h—1.

Lema 1.0.7. Sean (Gi,%), (Ga2,e) grupos abelianos y A un conjunto
By, en Gy. St ¢ es un monomorfismo de G; en (G entonces
0 (A)={p(a): ae€ A} es un conjunto By, en p(G).

Como lo describimos anteriormente, el problema de estudio de conjuntos
By, surge en el caso cuando h = 2; algunas definiciones y resultados los
enunciaremos en el caso general para conjuntos Bj,, aunque nuestro principal
interés de estudio son los conjuntos Bs. En general, el problema principal
de estudio para conjuntos B enteros es determinar el mayor nimero de
elementos que un conjunto Bj, puede tener, cuando estd contenido en el
conjunto de los primeros n nimeros enteros positivos. Es decir, estudiar la
funcién

Fyp(n) :=méx{|A]: AC[1,n], A es By, en Z}. (1.8)
Para el caso cuando G es un grupo abeliano finito, se estudia la funcion

fn(G) :=méx{|A|: ACG, A es B, en G}. (1.9)

Si se trabaja en el grupo de los enteros modulares G = Zy, usamos la
notacién fi,(N) y en este caso hablamos de conjuntos Bj, modulares.
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Como todo conjunto By, en Zy puede proyectarse por el Lema 1.0.7 a un
conjunto Bj, contenido en el intervalo entero [1, N] entonces las funciones
fr(N) y Fy(N) tienen la siguiente relacion:

fn(N) < Fy (N). (1.10)

Las cotas inferiores de dichas funciones se encuentran por medio de
construcciones y las cotas superiores por medio de conteo. Para el caso h = 2,
mencionamos una cuenta sencilla, que nos proporciona una cota superior
de la funcién Fy (N). En efecto, consideremos un conjunto By en [1, N],
denotado por A, con |A| = k, el nimero de diferencias no nulas a; — aj,
a;,a; € A, es 2( ) = — 1) y como todas las diferencias son menores que
NyAscAC]l NN—l]tenemosque

k(k—1) < 2N —2.

Asi, (k—1)° < k(k—1) < 2N -2 < 2N <= k-1 < V2N
< k < V2N +1. Como esta desigualdad es valida para cualquier conjunto
Bj en [1, N], tenemos que Fy (N) < V2N + 1.

En general para cualquier grupo aditivo finito (G, una cota superior trivial
para la funcién fo(G) se obtiene de la siguiente manera: supongamos que A
es un conjunto By en (G,+), asi A+ A C G y por lo tanto

[Al(A[+ 1)

= a+ A< (6.

lo que implica que

f2(G) < V/2|Gl. (1.11)

Ademas, existen tres construcciones clasicas de conjuntos de Sidon
modulares maximales; es decir, para este caso conocemos el valor exacto
de la funcién fo(N) para infinitos valores de N. Sin embargo, no se conoce
el valor exacto de dicha funciéon para todo N, el cual sigue siendo ain
un problema abierto. Tampoco se conoce el valor exacto de las funciones
descritas anteriormente para el caso h > 2 aunque se conocen algunas
estimaciones.

Las tres construcciones clasicas son:
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= (1938) Construccién de Singer [39]: permite establecer que para todo ¢
potencia de un primo, fo(¢*> + ¢+ 1) =q + 1.

» (1942)) Construccién de Bose [3]: permite establecer que para todo ¢
potencia de un primo, fy(¢®> — 1) = q.

» (1993) Construccién de Ruzsa [38]: permite establecer que para todo p
primo, fo(p* —p) =p—1.

En consecuencia, para todo g potencia de un primo y todo primo p se tiene:

g+ 1< B¢ +q+1),
. q§F2<q2_1>7
= p— 1< Bp—p)

Otra generalizacion de los conjuntos de Sidon enteros es cuando se permite
que cada suma de h elementos del conjunto se repite a lo mas g veces. A estos
conjuntos se les conoce con el nombre de conjuntos Bj[g] enteros. Ademas,
en lugar de considerar conjuntos de enteros también se pueden estudiar los

conjuntos By[g] en cualquier grupo abeliano G. Presentamos a continuacién
la definicién formal de un conjunto By[g] en un grupo abeliano G.

Definicién 1.0.8. Sea G un grupo abeliano finito notado aditivamente. Se
dice que A C G es un conjunto Bylg] en G si para todo x € G, la ecuacion

T=x1+ -+ Tp,

x; € A, tiene a lo mds g soluciones distintas, salvo permutaciones de los
sumandos.

En este caso también se busca encontrar conjuntos Bj,[g] maximales en un
grupo abeliano finito GG. Para ello se estudian las funciones:

s FEn el caso entero:

Fr(n,g) :=méx{|A| : A C [1,n], A es Bylg]}, (1.12)
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= En el caso de un grupo finito:

fn(G,g) .= max{|A| : A C G, A es Bylg]}. (1.13)

A continuacion, para el caso cuando G' = Z y h = 2 definimos los siguientes
conjuntos.

Definicién 1.0.9. Sean g un entero positivo y A un conjunto de enteros

PosItivos.

para todo x € Z*, donde

» A pertenece a la clase By [g] si Ry, 4(z) < g,
a < b}|.

Ry a(x) = [{(a,b) e AxA:a+b=ux,
» A pertenece a la clase By [g] si Ra_a(x) < g, para todo x € 7.
= A pertenece a la clase B[g] si A € B[g] N By [g].
Si g = 1, se tiene que By [1] = By [1] = BF[1] y en este caso los conjuntos
mencionados son exactamente los conjuntos de Sidon.

En el caso finito, se estudia el comportamiento asintético de las siguientes
funciones:

Fy (n,g) == max{|A| : AC[1,n], A€ BJ|g]}, (1.14)
Fy(n,g):=méx{|A|: AC[1,n], A€ By|g]}, (1.15)
Fi(n,g) := max{|A| : AC[l,n], A€ Bf[g]}. (1.16)

De las definiciones anteriores tenemos que

F3'(n,g) < min{Fy (n,g), Fy (n,9)}. (1.17)

En particular, si ¢ = 1 estamos en el caso de conjuntos de Sidon y la
funcién Fj(n,1) coincide con Fy(n).

Los conjuntos By [g] también se denominan reglas g-Golomb [7]. Cuando
g = 1, la regla 1-Golomb es un conjunto de Sidon entero y simplemente se
denomina regla, Golomb.

10
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Histéricamente, las reglas Golomb aparecieron en 1950 con W. C. Babcock
[2]; €] consider6 conjuntos de enteros positivos con la propiedad que todas las
diferencias no nulas sean distintas. Sin embargo, las reglas Golomb derivan
su nombre del profesor Solomon W. Golomb quien fué uno de los primeros
en estudiar sus construcciones.

Definicién 1.0.10. Un conjunto de enteros positivos A es una regla Golomb
si todas las diferencias no nulas a — b son distintas, para todo a,b en A y

a#b.

Se denominan orden de la regla al cardinal del conjunto, longitud de la
regla a la maxima diferencia entre dos elementos del conjunto y se denota
por ¢(A) y los elementos del conjunto se denominan marcas.

Definiciones equivalentes de regla Golomb son las siguientes.

Definicién 1.0.11. A es una regla Golomb si

(a) Para todo a,b,c,d € A con a # b, c # d se cumple

a—b=c—d=a=c b=d.

A
(b) |[Ae Al =2(3)) = AP - |A]
Dado que el concepto de conjunto de Sidon entero es equivalente al
concepto de regla Golomb, tenemos el siguiente resultado.
Lema 1.0.12. Dado un conjunto A C Z entonces A es un conjunto de Sidon
sty solo si A es una regla Golomb.
Ademas, existen dos preguntas interesantes referentes a las reglas Golomb:

¢Dada una longitud n, cudl es la mayor cantidad de marcas posible, todas
menores que n, que puede tener una Regla Golomb?

¢sDado el orden m, se puede construir una regla Golomb de longitud n lo
mas corta posible con m marcas?

Dicho de otra manera, una regla Golomb de orden m con longitud n se
dice que es 6ptima en cualquiera de los dos casos:

11
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= Puede ser 6ptimamente densa, exhibiendo un m maximo para un valor
especifico de n.

= Puede ser optimamente corta, exhibiendo un n minimo para un valor
especifico de m.

En el primer caso, el problema de optimizacién coincide con el estudio
de la funcién Fy(n) para los conjuntos de Sidon. Sin embargo, el término
general de regla Golomb éptima es usado para referirse al segundo tipo de
optimizacién; es decir, una regla Golomb éptima es aquella que tiene la menor
longitud posible para un nimero fijo de marcas [13].

Para el estudio de este tipo de reglas consideramos la funcién

G(m) := min{l(A) : A es una regla Golomb, |A| = m}.

Por ejemplo, G(6) = 17 y ademds existen cuatro reglas optimas de
orden 6 y longitud 17, éstas son: {0,1,4,10,12,17}, {0,1,4,10,15,17},
{0,1,8,11,13,17}, y {0,1,8,12,14,17}.

Lo interesante de la funcién G(m) es que no se conoce mucho al respecto;
de hecho, la mayor parte de la investigacién reciente sobre las reglas
Golomb es sobre la acotacién de la funcién G(m). Incluso usando un célculo
computacional, hasta la fecha, sélo se conoce el valor exacto de G(m) para
valores de m < 27, mas informacién sobre los valores de G(m) conocidos se
pueden encontrar en [14].

Algunas cotas inferiores conocidas de la funcién G(m) son las siguientes:

(cota trivial).
2 —2m+/m (en [1]).
2 —2my/m+ /m — 2 (en [13]).

Vv
3

Una pregunta abierta interesante es saber si se tiene o no la desigualdad
G(m) < m?, para todo m.

12
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Usando las construcciones conocidas de conjuntos de Sidon finitos, varios
investigadores [1] las han manipulado para crear nuevas reglas Golomb
cercanas a la éptima. Por ejemplo, a partir de las construcciones de Ruzsa,
Bose y Singer se sigue que:

G(p—1) < p* —p, para todo p primo,
G(q) < ¢* — 1, para todo g potencia prima,
G(q+1) < ¢ +q+1, paratodo g potencia prima.

Erdés conjeturé que G(m) < m? + ¢, donde ¢ € R es una
constante. Conjetura que hasta hoy no ha sido demostrada ni refutada.
Dimitromanolakis [13] calculé reglas Golomb relativamente cortas y demostré
con ayuda computacional que G(m) < m?, para m < 65000.

De otra parte, dado que una regla Golomb A es un conjunto con la
propiedad que todas las diferencias no nulas de dos de sus elementos son
distintas, es posible generalizar este concepto al caso cuando las diferencias
de dicho conjunto se repiten a lo mas g veces, es decir, estamos hablando de
conjuntos By [g]. Asi, tenemos la siguiente definicién de regla g-Golomb.

Definicién 1.0.13. Una regla g-Golomb o conjunto By [g] es un conjunto
A de enteros positivos tal que

Ra_a(x) < g, para todo x € Z, x # 0.

Por otro lado, es importante considerar una extensién de la funcién G(m)
para el caso de una regla g-Golomb A con m marcas, por lo cual definimos
la funcién G(g,m), como

G(g,m) :=min{{(A) : A es una regla g-Golomb, |A| =m}.

El problema fundamental en el estudio de la funcién G(g,m) es encontrar
el valor exacto para todo g y todo m enteros positivos.

Ademas, de acuerdo al Lema 1.0.12 es posible mejorar la cota superior
trivial (1.11) para el caso cuando A es un conjunto By en un grupo aditivo
GG contando las diferencias, esto es: dado A un conjunto By en el grupo

13
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(G,+) entonces por el Lema 1.0.12; A es una regla Golomb, por lo tanto
Ao A C G\ {e}, donde e es el elemento neutro de G, |A| =k, y |G| = N.
Asi,

k(k—1)=|A6 Al <N —1,

lo que implica que

[(G) <VN—-1+1. (1.18)

14



Capitulo 2

Energia Aditiva y algunas
aplicaciones

En este capitulo, presentamos el concepto de Energia Aditiva entre dos
conjuntos y algunas aplicaciones a problemas relacionados con conjuntos de
Sidon en una, dos y d dimensiones, asi como también a reglas g-Golomb o
conjuntos By [g] y secuencias sonar.

2.1. Enmergia Aditiva

La energia aditiva entre dos conjuntos permite medir qué tanta estructura
aditiva comun tienen los conjuntos; es decir, la energia aditiva es una de las
medidas de estructura aditiva de conjuntos. El ejemplo mas sobresaliente es
la conclusién de los Teoremas de Balog-Szemeredi-Gowers y Freiman-Ruzsa
[40], los cuales dicen que conjuntos con energia aditiva grande tienen partes
grandes que son casi progresiones aritméticas generalizadas. Pero para el caso
de conjuntos con energia aditiva pequena no hay una descripcion similar,
aunque se han hecho algunos intentos para encontrar una. Los conjuntos de
Sidon, que son el objeto principal de nuestro estudio, tienen energia aditiva
pequena.

Definicién 2.1.1. Sean G un grupo abeliano aditivo, A, B subconjuntos de

15
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G, definimos la energia aditiva entre A y B por:

E(A,B) = {(a,d",b,))) e Ax AXx BxB:a+b=ad +V}| (2.1)

Denotamos por E(A) en el caso cuando A = B.

De la definicién de energia aditiva, podemos observar las siguientes
equivalencias.

E(A,B) = |{(a,d,b,t)) e Ax AXxBx B: a—b =d —b}, (2.2)
E(A,B) =|{(a,d',b,)) e Ax AX BXx B: a—ad =b —b}|. (2.3)

Ademads, tenemos las siguientes cotas triviales:
[Al|B| < E(A, B) < |A[|B|min(|A], | B]), (2.4)
donde la cota inferior se sigue del hecho que si (a,b) = (a’,b') entonces

a+b= d +V,luego |A x B| =|A||B| < E(A, B).

Para la cota superior, notemos que al fijar a, a’, b tenemos que b’ queda
completamente determinado por ¥ = a — d’ + b, de esto se sigue que
E(A,B) < |Ax Ax B|=|A|B|. Similarmente, si fijamos d’, b, ¥', a queda
completamente determinado por a = a’ — b+ ¥, asi

E(A,B) <|Ax Bx B| =|A||B

En el caso cuando |A| = |B| = n, tenemos:
2
n? < E(A,B) < §n3 + g, (2.5)
donde la cota superior se alcanza para A = B = {1,2,...,n}.

Ademas, la energia aditiva satisface las siguientes propiedades:

(a) Propiedad de simetria, E(A, B) = E(B, A).

(b) Propiedad de invarianza bajo traslaciones, E(A+x, B+y) = E(A, B),
para todo x, y € G. En este caso, notemos que

(a+z)+b+y)=@+z)+V +y) < a+b=d +V.

16
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(¢c) E(A,B)=FE(A,—B),puestoque a +b=d" +b0 < a—b =d —b.

(d) E(A,B) = E(—A, B), puesto que a+b = a'+b < —d'+b=—a+0.

El siguiente lema nos muestra la relacion que tiene la energia aditiva con
la funcién de representacién [40].

Lema 2.1.2. Sea G un grupo abeliano aditivo, A, B subconjuntos de G,
entonces

E(A,B)= ) R (), (2.6)
r€A+B
yeA—B

E(A,B) = D Ru_a(2) Rp_p(2). (2.8)

z€(A—A)N(B—-B)

Demostracion.

E(A,B) =|{(a,d',b,t)) e AXAXBxB:a+b=d +1b}
= Z H(a, a0,/ ) EAx AXxBxB:a+b=d +V =x}

r€A+B

= S H@b) eAxB: atb=a}||{(d. V) € AxB: a +V =2z}

r€A+B

= > H@b)eAxB: a+b=a}f

r€EA+B

= Z R,24+B(37)-

r€A+B

De manera analoga se demuestra la igualdad (2.7).

Para la igualdad (2.8), tenemos

17
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E(A,B) =|{(a,d,b,t)) € Ax Ax BxB:a+b =d +0b}
= (a,d’,b,0)) e AXAXxBxB:a—a =b-"b}
= Z H{(a,d',b,0)) e AX AXBxB:a—d =b0-V =z}
z€(A—A)N(B-B)
= Y Haad)eAxA:a—d=2}{(bY)eBxB:b—V =2z}

z€(A—A)N(B—-B)

= Z RA,A(Z) RBfB(Z)'

z€(A—A)N(B—B)
O
Presentamos a continuacion algunos ejemplos del cédlculo de la energia

aditiva entre dos conjuntos.

Ejemplo 2. Sean A = B = {1,2,...,n}, observemos la tabla de sumas.

+ 1 2 3 n—2 | n—1 n
1 2 3 4 n—1 n n+1
2 3 4 5 n n+1l | n+2
3 4 5 6 n+1l | n+2 | n+3
n—2|n-—1 n n+1]--[2n—4|2n—3 | 2n—2
n—1 n n+1l | n+2|---|[2n—-3|2n—-2 | 2n—1
n n+l|n+2|n+3|--- | 2n—2 | 2n—1 2n

Cuadro 2.1: Conjunto Suma A + A, para A = {1,2,...,n}.

Hagamos Ra,4 = R, luego de la Tabla 2.1, tenemos que

18
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R(2) =1 Rn—1)=n-2

R(3) =2 R(n)=n—1 R(2n—2) =3

R(4) =3 R(n+1) =n R(2n—1) =2
Rn+2)=n-—1 R(2n) =1
R(n+3)=n-—2

Asi,

E(A)=R(2)+RB)+R*@4)+---+ R*(n—1)+ R*(n) + B*(n+1)
+ R*(n+2)+R*n+3)+ -+ R*(2n —2) + R*(2n — 1) + R*(2n)
=1"+2°+3%+ - +(n—2°+(n—1>+n’
+(n—124+n-2°+- +3+22+1°
=2(17+2°+ 3%+ 4+ (n—2)>+ (n — 1)?) + n?

=2 (niz?) + n?
_, ((nl 1)n(2én ~1)+ 1)) .

2 _ _
_ (n* —n)(2n —1) L2
3
B on3 +n

3

En este ejemplo podemos notar que la cota superior en (2.5) se alcanza.

De otra parte, si consideramos un conjunto de Sidon A entero con |A| = n,
tenemos que
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E(A)= ) Ry

r€EA-A

= R5_4(0) + Z Rj_4()

reASA

=n?+ Z 1

T€EASA

—n2yo(”
n+2

=% —n.

Ejemplo 3. Sean A = {1,6,18,20,21,27,31}, |A| = 7, B = {1, 10, 14, 15, 17},
| B| = 5; observemos las tablas de A+ By A — B.

+ 11 ]6 18[20]21]27 |31
112 |7 (19]21]22|28] 32
10 | 11 | 16 | 28 | 30 | 31 | 37 | 41
14 115120 | 32|34 | 35 | 41 | 45
15116 | 21 |33 | 35| 36 | 42 | 46
17 |18 |23 | 35| 37 | 38 | 44 | 48

Cuadro 2.2: Ejemplo 3 Conjunto Suma A + B.

-1 6 |18 (20|21 |27 |31
110 5 | 17119120 | 26 | 30

10(-9 -4 81011 ]17 |21
14 (-13| -8 4|6 | 7|13 |17
15 (-141-9 | 3|5 |6 12|16
17(-16 [-11 | 1 | 3 | 4 |10 | 14

Cuadro 2.3: Ejemplo 3 Conjunto Diferencia A — B.

En la Tabla 2.2, tenemos que Raip(z) = 1, para todo
v € {2,7,11,15,18,19, 20,22, 23,30, 31,33, 34, 36, 38, 42, 44, 45, 46, 48,
también R4, p(x) = 2, para todo « € {16,21,28,32,37,41} y R4, 5(35) = 3.

Luego, E(A, B) = 20(12) + 6(22) + 1(3%) = 20 + 24 + 9 = 53.
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En la Tabla 23, tenemos que Ry p(z) = 1, para todo
v € {—16,-14, 13, —11, -8, —4,0,1,7,8, 11,12, 13, 14, 16, 19, 20, 21, 26, 30},
también R4 _p(x) = 2, para todo = € {—9,3,4,5,6,10} y Ra_p(17) = 3.

Luego, E(A, B) = 20(12) + 6(22) + 1(3%) = 20 + 24 + 9 = 53.

Por tltimo, tenemos las tablas de A — A y B — B, respectivamente:

-] 1 6 | 18 | 20 | 21 | 27 | 31
110 5 | 17 | 19 | 20 | 26 | 30
| 0 |12 )14 | 15 | 21|25
181 -17 [ -12 | 0 2 319 (13
20-19(-14| -2 | 0 7|11
211-20|-15{ -3 | -1 | O | 6 |10
271-26 |21 -9 | -7 -6 |04
31 1-30-25 | -13 |-11|-10 -4 | O

—_

Cuadro 2.4: Ejemplo 3 Conjunto Diferencia A — A.

— | 1 1014|1517
1710191314116
100910 1]4]5 |7
141-131-41]0 3
15]1-14|(-5]-1]0| 2
17(-16 | -7 (-3 -2 0

—_

Cuadro 2.5: Ejemplo 3 Conjunto Diferencia B — B.

Llamemos C' = (A — A) N (B — B), entonces tenemos
C={-14,-13,-9,~7,—5,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,7,9, 13, 14},

luego Ra_a(x) = Rp_p(z) = 1, para todo z € (A — A)N (B — B), x # 0,
ademds R4_4(0) =7y Rp_p(0) =5.

Asi, E(A, B) = 18(1?) + Ra—4(0)Rp_p(0) = 18+ 7(5) = 18 4+ 35 = 53.

Con este ejemplo podemos observar que se satisfacen las identidades del
Lema 2.1.2.
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De otro lado, como consecuencia del Lema 2.1.2, se tienen las siguientes
desigualdades.

Corolario 2.1.3. Sean A y B subconjuntos de un grupo abeliano aditivo G,
entonces existen v € A+ B, y € A — B tales que:

A|B| _ E(A,B)

< <|An(x—B)|,|[AN(B+1y)|. 2.9
S T SMnG-BLANB)L 29

En particular, |[AN (x — B)| < |(A—A)N (B — B)].

Demostracion. De (1.5) tenemos que

[AP|B|* = ( > RA+B(rr)> :

TEA+B

luego aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en R obtenemos que

[AP?|BJ* = ( > Rap()- 1)

rz€A+B
< ( 5 Ra+3<x>) ( 5 1)
r€A+B r€A+B
= FE(A,B)|A+ B|.
|A||B] . E(A,B)
Por lo tanto, EE < TATTB]

Anéalogamente, obtenemos

A|B| _ E(A,B)
A= B| = TAIB

o simplemente cambiando B por —B y usando la simetria de la energia
aditiva.
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Por otro lado, tenemos

E(A,B)= > Ry glx

rz€A+B

= Z Rayp(z)Rarp(x), dado que |A+ B| es finito,
rz€A+B

< % Rasle) (s, (Rarn(o)}).
r€A+B

Si Raip(xg) = xrerké}i(B {Ra+p(z)} entonces

E(A,B) <|A||B||AN (zo — B)|.

En consecuencia, If(ll B < AN (xo — B)|, para algin zy € A + B.
Andlogamente, podemos verificar que |,51| 5 < AN (B + yo)l, para algin
yo € A— B.

Adicionalmente, queremos probar que |AN(x— B)| < |(A—A)N(B—B)|.
Para ello demostramos que AN (x — B) C 2+ (A— A)N (B — B), para algun
z € Ay dado que |z + C| = |C|, de esta manera obtenemos el resultado
deseado.

En efecto, sea a € AN (x — B), entonces existe b € B tal que
a=u1x—b, (2.10)
y como x € A+ B, existen @’ € A, b/ € B tales que
z=a +V, (2.11)
luego reemplazando (2.11) en (2.10) tenemos a = a’ + b’ — b, lo que implica

a—a =V—-be(A—A)N(B-DB).

Asi, a € d/+(A—A)N(B—B) y tomando z = d/, obtenemos el resultado. [
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Corolario 2.1.4. Destgualdad de Cauchy-Schwarz

E(A,B) < E(A,A)Y?E(B, B)Y2.

Demostracion. Usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz en R tenemos

E(A,B) = Z RA_A(ZL‘)RB_B(%)
z€(A—A)N(B—B)
1/2 1/2

< Z Ry 4(x) Z Ry_p(x)

ze(A—A)N(B—DB) ze(A—A)N(B—-DB)

1/2 1/2

< ( > Ri_m:)) < > R%_Bm)

zeA—-A reB—B
= E(A, A)Y?E(B, B)Y2

]

A continuacién introducimos un lema de J. Cilleruelo [10] el cual es una
aplicacion de la energia aditiva y nos permite acotar el cardinal de un
conjunto con ciertas propiedades dadas. Aunque Ruzsa [38] lo demostrd
primero para el caso de g = 1, luego J. Cilleruelo lo generalizé para todo
entero g > 1.

Lema 2.1.5. Sean G un grupo aditivo, A, B subconjuntos de G y g un entero
positivo. St Ra_a(x) < g, para todo z # 0 en G, entonces

Al —
A2 < |A+ B <g+‘ |’B‘ 9). (2.12)
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Demostracion. Si Ra_a(x) < g para todo x # 0 en G, usando (2.8) tenemos

E(A,B)y= Y Ra_a(z)Rp_p(x)

z€(A—-A)N(B-DB)

= RA,A(O)RB,B(O) + Z RA,A(x)RB,B(x)

z€(A—A)N(B—B)
z#0

=[AlIB[+ ) Ra-a(z)Rp-p(x)
z€(A—A)N(B—B)
#0

<[AIBl+ ) gRp gl
z€(A—A)N(B-B)
x#0

<|A|IBl+g ) Rg g()
z€(B—B)
z#0

= |AllB| + g(|B” - |B)),

luego usando la desigualdad (2.9) y la anterior desigualdad tenemos que
|A + B|
| BJ?
< |A+ B|
—[BP

| Al g>
=|A+B (—+g——
ATBI B T 1

|A|—9>
=|A+B <g+ .
| | ]

A]* < E(A, B)

[1AIlB| + (B - B])]

2.2. Aplicacién de la Energia Aditiva para la
funcién F, (n, g).

Usando energia aditiva entre dos conjuntos es posible demostrar una cota
superior de la funcién F; (n, g) [7], en particular usando la desigualdad (2.12)
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del Lema 2.1.5. Sin embargo, esta cota fue demostrada por Lindstrém en
[28] para el caso g = 1 y también fue demostrada para el caso general por
Trujillo-Garcia-Veldsquez en [41], usando otros argumentos.

Teorema 2.2.1. Sea g un entero positivo y A C [1,n| un conjunto By [g]
entero, entonces
Al < (gn)'? + (gn)/* + 1. (2.13)

Demostracion. Consideremos el conjunto de enteros B = [0,u], |B| = u + 1.
Como A es un conjunto en la clase Bj [g] se tiene que Rs_4(z) < g para
todo z # 0 en A, ademéds A+ B C [1,u + n], luego |A + B| < u + n, asi
aplicando la desigualdad (2.12) del Lema 2.1.5 tenemos

Al—g
AP <|A+B (g+| )
A" < | | B

< (u+n) (g + ‘f’+_1g>
_ (u+n)(gu+]4))
u—+1

I

ahora tomamos u = b“/ “ﬂ, donde |z] denota la parte entera del nimero

real z, y por las propiedades de la funcién parte entera obtenemos
3\ 1/4 3\ /4
K?) —l—n] [g <7> + ]A@
3\ /4
(%)

= [(gn)"* + 1]|A| + gn + (gn)**,

|Al*

luego
AP = [(gn)* + 1]]A| < gn + (gn)*/*,

completando cuadrados en el lado izquierdo obtenemos que

1/4 2 1/4 2
<|A|——<gn)2 +1> < gn+ (gn)*/* + (—(gn)2 +1> ,
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y ahora completando cuadrados en el lado derecho tenemos

n)1/4 2 n)1/4 2
(]A‘ _ (g )2 + 1) < ((gn)1/2 + (9 )2 + 1) + (gn)3/4 N <gn)1/2((gn>l/4+ 1)

= <(gn)”2 + —(gn)1;4 ki 1)2 — (gn)?
(gn)1/4+1>2’

< ((gn)1/2 + 5

. . 1/44q
ahora bien, si |A| > (9")2 1 entonces

(gn)* +1
2

(gn)/* +1

4] - 5

< (gn)'*+

Asi,
Al < (gn)"? + (gn)* + 1.

]

Como la desigualdad (2.13) es vélida para todo A en la clase B;[g],
A C [1,n], podemos concluir que

Fy (n,g) < (gn)'/? + (gn)'/* + 1. (2.14)

., . 3 . .
En la demostracién anterior en lugar de tomar u = L{*/ %J , si consideramos

U= H}?J , mejoramos un poco la cota (2.14) para valores pequetios de g, y
de esta manera obtenemos
12p1/4 1\ ? 1/2,1/4
A < \/gn+91/2n3/4+ (%Jﬁ) +9 2” + 5 (2.15)

Como consecuencia del Teorema 2.2.1, se tiene el siguiente resultado para el
caso de conjuntos de Sidon o B, enteros.

Corolario 2.2.2. Para todo niumero natural n,

Fy(n) <n'? 4 nl/* 1.
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Sin embargo, con un argumento similar usando energia aditiva, J. Cilleruelo
[10] demuestra que

Al < (gn)'? + (gn)* +1/2,

para cada nimero natural g y cada A C [1, n] que pertenece a la clase By [g].
Esto implica
Fy (n,g) < (gn)'"? + (gn)"* +1/2, (2.16)

para todo g y n enteros positivos.

En el caso g = 1, la mejor cota conocida en la actualidad es la dada por
Cilleruelo [10]; es decir, para todo n € N,

Fy(n) <n'? 4+ nl/* 1 1/2.
En consecuencia de (2.16) se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 2.2.3.
1i S 2 <n7 )

msup —£-2 < NG (2.17)

2.3. Aplicaciones de Energia Aditiva a Reglas
g-Golomb para la funciéon G(g, m).

Otro ejemplo donde se usa la energia aditiva es para un problema
relacionado con conjuntos B, [g] o también llamados reglas g-Golomb [7],
en el cual es posible encontrar una cota inferior de la funciéon G(g, m).

Teorema 2.3.1. Si g y m son enteros positivos arbitrarios, entonces

2
2 —
G(g,m)z%—m— ”;ng+%—mL_g—1. (2.18)

Demostracion. Sea A = {a; : 1 <i < m} una regla g-Golomb con m marcas
talque 0 = a3 < ag < -+ < a,, ylongitud (A) = a,,, entonces R4_4(z) < g,
para todo entero x no nulo. Consideremos el conjunto B = [0, u|, |B| = u+1.

28



Capitulo 2. Energia Aditiva y algunas aplicaciones

Ademds, A+ B C [0,a,, +u], |A+ B| < a,, +u+ 1, entonces por el Lema
2.1.5 tenemos que

2 < (apm 1 =g
m* < (am +u+ )(g+u+1

_ (@t ut1) (gutm)
N u+1

Y

de aqui que

si tomamos u = | =2 — 2,y < TR

m2mm—g_m —
o > (=5 g)_(m m—g m) .
mym—g g g
_m? m? mym—g m
g gvm —g g g
_m? (2m2—gm)+m )
g gvm—4g g
2 2 _
:ﬁ_m((m 9, gm )Jr@_l
g gvm—g gym-—4g g
_m2 2ms/m — g m +m 1
g g m-=g9 g
Esto es,
2 f——
2 _
amzﬂr—Wlm g 4T
g g m-—g g

Como la desigualdad anterior se cumple para cualquier regla g-Golomb
de longitud a,,, en particular se cumple para la regla g-Golomb de menor
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longitud, por lo tanto,

2
9 -
Glgomy> = WM Z9 MM
g g m-—g g
O
Corolario 2.3.2. Para todo entero m se cumple
G(m) 2m2—2m\/m—1+m—L1—1. (2.19)
m —
Demostracion. Tomar g = 1 en el Teorema 2.3.1. O
Ademas, del Teorema 2.3.1 se tiene el siguiente resultado.
Corolario 2.3.3. Para todo g entero positivo, se cumple que
G 1
1fminf(g—’2m) > = (2.20)
m—r00 m g

2.4. Aplicacion de Energia Aditiva a
Conjuntos de Sidon en Z x Z.

A. Cérdoba y P. Ferndndez en [18] consideran el siguiente problema: “Dada
una malla N X N de Z x Z, scudntos puntos se pueden colocar en ella
de manera que no existan dos vectores diferencia iguales?”. Esta pregunta
es equivalente a buscar conjuntos de Sidon pero en dos dimensiones; de
esta manera, los conjuntos de Sidon tienen una interesante interpretacién
geométrica: se pueden ver como aquellos que tienen la propiedad especial que
no es posible “dibujar” un paralelogramo usando sus puntos como vértices

[42].

En este caso, de acuerdo a la interpretacion geométrica queremos saber
cual es el mayor nimero de puntos de coordenadas enteras que se pueden
dibujar en el cuadrado [1,N] x [1, N] de tal manera que nunca cuatro de
ellos formen un paralelogramo, para todo N € Z*.
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Andlogamente al caso de conjuntos By, definimos la funcién F7(n) para el
caso de conjuntos By en Z X 7.

F3(n) := méx{|A| : A C [1,n] x [1,n], A es un conjunto By en Z x Z}.
(2.21)

Lindstrom [30] obtuvo una cota superior para Fz(n),

F2(n) < n+0(n3). (2.22)

Usando energia aditiva entre dos conjuntos, demostramos la cota dada por
Lindstrom, pero en este caso, mostramos las constantes explicitas.

Teorema 2.4.1. Si A C [1,n] X [1,n] es un conjunto By en Z X Z, entonces

2/3
Al <n+3 (g) +(4n)V 4 1. (2.23)

Demostracion. Consideremos el conjunto B = [0,u] x [0,u], donde
1 < u< n,|B| = (ut1)? ademds, tenemos que A+ B C [1, n+u]x [1, n+ul,
|A+ B| < (n+ u)? Como A es un conjunto By en Z X Z, sabemos que
Ra_a(x) < 1, para todo x € Z X Z no nulo y denotemos por |A| = k, asi
aplicando el Lema 2.1.5 tenemos que

k* < (n+u)? <1+ﬁ>

< (n+u)? (1+(uTkl)2>
(n+u)21C

:(n+u)2+m ;

luego

s (ntu)? 2

Ahora completamos cuadrados en el lado izquierdo

2
1 (n+u)’ s 1 (n+u !
—Z < - :
(k 2(u—|—1>> < (ntw) +4(u+1>
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. . 1 (n+u 2
Asi, si k> 5 (_u+1) tenemos

1 /n+u 2 1 /n+u 4
k—— < 24 =
2(u+1> —\/(”+“) +4<u+1)
2

S(n+u)+1(n+u>

2\u+1

luego

1 /n+u 2 n+u
k< Z -
<(n+u)+ ( ) +2<u+1

2\u+1

= (n+u) + (n+“)2.

u—+1

Y

;

Si tomamos u = |cn?3| tenemos que cn?? —1 <u < en?? <u+1y asf

‘ 2/3\ 2
k<n+cen??+ (M)

cn2/3
1/3 2
=n+cn??+ <n7+1>

1 2
=n-+ (c—l— —2> n2/3—|——nl/3+1.
c c

En resumen, tenemos que

1 2
kE<n+ (c+—2) n2/3 1 Zpts 4.
c c

(2.24)

Si consideramos la funcién h(c) = ¢ + c% tenemos que en ¢ = 2'/3 dicha
funcién alcanza su valor minimo absoluto. De esta manera, si usamos este

valor de ¢y lo reemplazamos en (2.24) obtenemos

2/3
Al=k<n+3 (g) + (4n)'/? + 1.
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En consecuencia, para todo nimero natural n se cumple
F2(n) <n+1,9n*2 41,603 + 1. (2.25)
De la anterior desigualdad (2.25) se tiene el siguiente resultado.
Corolario 2.4.2.

F2
lfim sup —2 (n)

n—00 n

<1. (2.26)

2.5. Aplicacion de Energia Aditiva a
Conjuntos de Sidon en Z°.

Otra extensiéon de los conjuntos de Sidon es al caso d dimensional, para
todo d entero positivo. Es decir, se estudian conjuntos de Sidon contenidos en
Z¢. Fl problema de estudio es igual que en el caso unidimensional, se buscan
conjuntos de Sidon maximales contenidos en el hipercubo d dimensional; para
ello, se define la siguiente funcién:

Fé(n) := max{|A| : A C [1,n]?, A es un conjunto B, en Z}, (2.27)

donde [1,n]? es el producto cartesiano del intervalo entero [1,n], d veces. La
cota dada por Lindstrom [30] para el caso de dimensién dos que se menciond
en la seccién anterior, en realidad €l la obtuvo para el caso d dimensional,
con d > 2, la cota es

d d?
2

Fi(n) <n2 + O(nz2). (2.28)

Usando energia aditiva entre dos conjuntos, demostramos una cota superior
explicita para la funcién Fg(n) en el caso d par.

Teorema 2.5.1. Si A C [1,n]¢, A un conjunto By en Z¢ y d es un entero
positivo par, entonces

d)2 i/2 Ay
Fi(n) < a(d/2)+i(1-a) (1—a)(d—j) 2.2
<3 () £ (4)n 229
=0 7=0
d
donde o = 2.
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Demostracién. Consideremos el conjunto B = [0,u]?, donde 1 < u < n,
|B| = (u+1)4; ademés, tenemos que A+ B C [1,n+u]?, |[A+ B| < (n+u)?
Como A es un conjunto By en Z4, sabemos que Ry 4(x) < 1, para todo
x € Z2, x € Z% no nulo y denotemos por |A| = k, asf aplicando el Lema 2.1.5
tenemos que

kE—1

k< (n+u) (1+m)

n-+u d
< (ntu)+ <u—|—1) b

luego

2 n+u)’ d
k* — "l k< (n+u)

Ahora completamos cuadrados en el lado izquierdo

1 /n+u a\ 1 /n+u 2d
k— — < dy = .
( 2<u+1)> < (ntw) +4<u+1)

. . l TL+U Cl
Asi, si k > 5 <_u+1) tenemos

1 /n+u d
_ = < d
k 2<u—|—1) _\/(n+u) +

luego

34



Capitulo 2. Energia Aditiva y algunas aplicaciones

Si tomamos u = [n®], donde el valor de a lo damos mas adelante, tenemos
quen®—1<u<n*<u+1yasi

1 d
ké(n+n°‘)g+( 1—1—1)
ne—

- nla—1)d
Si d es par, tenemos que
/2 d
A/2\ ita(@/o—i)t(a—1)d (a1
i+ K3 o— _"_ a—
> (V) > ()
k < nla—1)d

Asi,
kSZ(d/2> d/2+zla+2()(lad])
=0
Tomando a = % — g +1 = 2‘2%22, como el conjunto A se escogid

arbitrariamente obtenemos para todo n entero positivo y d par que

d/2

Z (‘W) ald/2)+i(l—a) Z ( ) d—j)

[]

Con el resultado anterior obtenemos la cota (2.28) dada por Lindstrom [30],
sin embargo en nuestro caso es posible obtener las constantes explicitas para
cuando d es par. Presentamos a continuacion dos ejemplos como aplicacién
del Teorema anterior en el caso cuando d = 2 y d=4.

Ejemplo 4. Tomando d = 2, tenemos que o = %, asi:

37

1
1 A ) A
<2 (i)nngéz +2 ( ) nsC9) = n 4 23 4 205 + 1.
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Podemos notar que la cota dada en (2.25) es mejor que la cota anterior
cuando d = 2.

Ejemplo 5. Tomando d = 4, tenemos que o = %, asi:

2 4
2 , 4 )
F24(n) = Z ()nnggZ + E ( ) n%(4_3) =n’+ 3ns + 5ng + Gn% + 471% + 1.

2.6. Aplicacion de Energia Aditiva a
Secuencias Sonar.

Algunos conjuntos de Sidon en dimensién dos se pueden definir en términos
de funciones, como se menciona a continuacion.

Definicién 2.6.1. Sean n,m € N y f : [1,n] — [1,m] una funcion. Se dice
que f tiene la propiedad de diferencias distintas si para todo i, j, k tales que
1<k<n—1,1<14,5 <n—k secumple:

fl+k)=fG)=fU+k) = fG)=i=J (2.30)

Equivalentemente, si el grafo de f,
Gy ={(z, f(x)) :x € [L,n]} € [L,n] x [1,m]

es un conjunto de Sidon en el grupo aditivo Z x Z. Este tipo de funciones se
denominan funciones Sidon.

Las secuencias sonar fueron introducidas por Golomb y Taylor [22]
como ejemplos de patrones de sincronizaciéon dos dimensional de minima
ambigiiedad. Una secuencia sonar m X n es un arreglo de puntos y espacios
que tienen m filas y exactamente un punto en cada una de sus n columnas,
sujeto a la restriccion que cada par de puntos determinan vectores distintos.
Se define a continuacién una secuencia sonar en términos de funcion.

Definicién 2.6.2. Una secuencia sonar de orden m X n es una funcion
f:[1,n] = [1,m] que tiene la propiedad de diferencias distintas; dicho de
otro modo, una secuencia sonar es una funcion Sidon de [1,n] en [1,m].
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Actualmente, el problema de estudio de las secuencias sonar es el siguiente:
para m fijo encontrar el mayor n para el cual existe una secuencia sonar
m X n; es decir, se estudia la funcién definida por:

S(m) := max{n : existe una secuencia sonar m x n}.

Una cota trivial de S(m) es S(m) < 2m. Como se describe en [16] la cota
de Erdés y Turan puede adaptarse para probar que una secuencia sonar m xn
debe cumplir que

S(m) < m +3m*3 +2m'/? 4 9.

Esta cota muestra que para m grande, una secuencia sonar m X n tiene a
S(m) més cercano a m que a 2m.

Aunque en este mismo articulo [16], los autores prueban que si una
secuencia sonar m x n existe entonces S(m) < m + 5m?>.

Otro ejemplo del uso de la energia aditiva es para encontrar una cota
superior de S(m) [43]; esto muestra la eficacia de esta herramienta en otro
problema relacionado con conjuntos de Sidon.

Teorema 2.6.3. Si f : [1,n] — [1,m] define una secuencia sonar entonces

S(m) < m + 3,78m*3 + 4,76m'/3 4 2. (2.31)

Demostracion. Dado que f define una secuencia sonar, entonces su grafo G s
es un conjunto de Sidon en [1,n] x [1,m]. Ademas, |G;| = n.

Consideremos el conjunto B = [0,u] x [0,u], entonces |B| = (u + 1),
G+ B C[l,n+u x[I,m+u]ly|Gf+ B| < (n+u)(m+ u). Dado que
G es un conjunto de Sidon entonces Rg, g, (7) < 1, para todo = # (0,0),
aplicando el Lema 2.1.5 tenemos que

Grl—1
G4 <16+ 81 (14 9 )

n* < (n+u)(m +u) (1+ﬁ).
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Dividimos a cada lado por n y tenemos que

u n—1
< (145 e (10221,
n=UTy (m+u)< +(u+1)2>
Tomamos u = |em??] y dado que m < n < 2m entonces tenemos que

em?/3 2m
< (1 23y (14
n_< o )(m+cm )( +(0m2/3)2)

_ ¢ 2/3
- (1 + m1/3> (m +em™™) (1 + c2m1/3)

2
= (m + 2em?/3 + 62m1/3) (1 + —)

2
=m + 2em®? + Em? + = + +2

3 3
=m+ (2C 2+2) m*? + (ﬂ) m*® 42
C C

. . . 3 :
Si consideramos la funcién h(c) = 266—2“ tenemos que en ¢ = /2 dicha
funcién alcanza su valor minimo absoluto. De esta manera, si tomamos este

valor de ¢ y lo reemplazamos en la anterior desigualdad tenemos que

6 2/3 6 1/3
nSm—i—(W)m +(m)m + 2.

Dado que esto es vélido para cualquier secuencia sonar f : [1,n] — [1,m)]

entonces
S(m) < m+ 3,78m?? + 4,76m'/3 + 2.
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Capitulo 3

Construcciones de conjuntos de
Sidon en una dimension

En este capitulo presentamos las tres construcciones de conjuntos de Sidon
modulares maximales conocidas, desde una perspectiva diferente a la original.
En primer lugar, describimos la construccién de conjuntos By tipo Bose, para
ello construimos un conjunto de Sidon multiplicativo y como la propiedad
de conjunto de Sidon se preserva bajo isomorfismos, usamos el isomorfismo
adecuado para construir el conjunto de Sidon modular tipo Bose en el grupo
aditivo Zg2_1, donde ¢ es una potencia de un primo. En segundo lugar, para
la construccién de un conjunto B, tipo Singer, construimos un conjunto B3
en el grupo aditivo Zg_; con ¢ elementos y luego hacemos la reduccion
maédulo g2+ g+ 1, éste nuevo conjunto es un conjunto de Sidon; lo interesante
de esta construccion es que al hacer la reduccién se preserva el nimero de
elementos. Luego al conjunto resultante le agregamos un elemento adecuado
para obtener el conjunto de Sidon con ¢ + 1 elementos en el grupo aditivo
L1 q+1- En tercer lugar, presentamos la construccion de un conjunto By tipo
Ruzsa, la demostracién es analoga a la original, donde primero construimos
un conjunto de Sidon en dos dimensiones y luego por el isomorfismo del
Teorema Chino el Residuo obtenemos el conjunto deseado.

Ademas, en cada una de las construcciones, presentamos algunas
propiedades que satisfacen estos conjuntos.
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3.1. Construccién de conjuntos B, tipo Bose

Histéricamente, la construccién de conjuntos de Sidon tipo Singer [39]
aparece en el ano de 1938 en su estudio relacionado con Geometria Proyectiva
y la construccién de Bose [3] aparece en el ano 1941, donde Bose prueba un
analogo al Teorema de Singer. Sin embargo, nosotros presentamos primero
la construccién de Bose de conjuntos By, la cual puede ser generalizada a
conjunto By, y luego presentamos la construccién de Singer a partir de un
conjunto Bj.

Teorema 3.1.1. Sea (F,+, ) un campo, E una extension algebraica de grado
2 sobre F' con elemento algebraico a, E = F(«), y 0 un elemento primitivo
de E. El conjunto

Ala)=a+F:={a+a: a€F}

es un conjunto By en el grupo multiplicativo E*.

Demostracién. Claramente, A () # () pues « = a +0 € A(«a), para 0 € F.

Ademads, todos los elementos de A(a) son distintos, pues si tomamos
a+a=a+b, cona,be F entonces a = b.

Ahora, supongamos que existen a, b, c,d € F tales que
(a+a)(a+b)=(a+c)(a+d),
desarrollando los productos y eliminando el término a? obtenemos
(a+b)a+ab=(c+d)a+cd,

luego
[a+b—(c+d)]a+ab—cd=0.

De esto se sigue que « es raiz del polinomio de grado uno,
Px)=la+b—(c+d)]z+ab—cd € Fz],

pero como « es algebraico sobre F' de grado 2, su polinomio minimal también
tiene grado 2, asi que el polinomio P(x) debe ser el polinomio nulo. Esto
implica que
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a+b=c+d,
ab = cd.

Si tomamos el polinomio P(r) = 2?+Sz+P € F[z], donde S = a+b = c+d
y P = ab = cd, podemos notar que éste se factoriza como

2°+ S+ P =1+ (a+b)z +ab= (z + a)(x +b),
o también como
2’ + S+ P=2*+(c+dr+cd=(x+c)(z+d),

y dado que los ceros de un polinomio son tnicos entonces {a,b} = {¢c, d}, lo
que implica que {a + a,a + b} = {a +c,a + d}.

]

Ahora bien, si consideramos F' el campo finito F,, ¢ potencia prima, «
un elemento de grado 2 sobre F, y 6 un elemento primitivo del campo
de extensién Fgp, podemos obtener un conjunto B, tipo Bose en el grupo
(Zgp—1,4+) con g elementos, usando el isomorfismo del logaritmo discreto en

la base 6 entre los grupos <]F22, ) y (Z,2-1,+) definido por:

loge : (F*27 ) — (ZqZ,l, +)

q

0% = log,(0%) = k.
Teorema 3.1.2. Con la notacion anterior, se tiene que el conjunto
A =logy A(a) =logy(a+Fy) :={logg(v+a): a€Fy} CZp,

es un conjunto By en Zgz_y, con q elementos.
Demostracion. Se sigue del Teorema 3.1.1 y el Lema 1.0.7. [

De otro lado, tenemos que los conjuntos de Sidon tipo Bose, dependen de
la potencia prima ¢, el elemento primitivo 6 y el elemento a de grado 2 sobre
[F,. Asi que denotamos al conjunto logy A (a) por B(q, «, 0).
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Ejemplo 6. Sea p = 7, 6 un elemento primitivo de Fy2, con polinomio minimal
sobre Fr, ming,(0) = 22* + r + 3 y tomemos o = 6 de grado 2 sobre F;. El
conjunto

AB)=1{0,0+1,0+20+3,0+4,0+5,60+6}
— {9 646 936 910 (931 935 929}

es un conjunto By en el grupo multiplicativo F},. Usando el isomorfismo del
logaritmo discreto en la base 6 tenemos que el conjunto

B(q,,0) = {1,10,29, 31, 35, 36, 46}

es un conjunto By en el grupo aditivo Zsg.

3.1.1. Propiedades de la construccion de conjuntos Bs
tipo Bose.

Presentamos algunas propiedades que satisfacen los conjuntos Bs tipo
Bose. Como antes, 6 es un elemento primitivo de Fp2, a@ € Fg2 un elemento
de grado 2 sobre F, y B = B(q,,0) = {logg(a+a) : a € F,}.

Proposicién 3.1.3. Sea B un conjunto de Sidon tipo Bose definido como

antes, las siguientes propiedades se satisfacen.

B1) Sia € B entonces a # 0 (méd g + 1).

Bl =

(B1)
(B2)
(B3) Dados a, b € B distintos, entonces a Z b(méd g+ 1).
(B4)
(B5)

B4) B(méd g+ 1) = {a(méd g+ 1) : a € B}=[1,q|.

B5 B@B ZZ 1\Mq+1,
donde Mq+1:{07Q+172(Q+1)a7(q_2)(q+1)}gzq—1

Demostracion. (B1) En efecto, dado a € B existe £ € F, tal que
a = log,(a+k), de esto se sigue que §* = a+k y como o & F; = (1)
tenemos que 6 ¢ F;. Por lo tanto ¢ + 1 no divide a a y asf tenemos el
resultado.
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(B2)

(B3)

|B| = ¢ por la definicién de B pues a ¢ F,, |o + F,| = ¢ y la funcién
logaritmo discreto es inyectiva.

Verifiquemos esta propiedad por contradiccién, para ello supongamos
que a = b(mdd g + 1), luego existe t € Z tal que a — b = t(q+ 1). De
aquf que 07 = "7 y como F; = (#7) se sigue que §*~* € F:. De
otro lado, dado que a, b € B existen ky y ko en I, distintos tales que
a =logy(a+ k1) y b =logy(a + k2), lo que implica que * = a+k; y
0° = a + ky; luego 020 = %’lz; Como 6°7° ¢ [y, existe ¢ € I tal que
%Z; = c. Dado que ky # ko tenemos que ¢ # 1, luego a+ ky = c(a+ks)
lo que es equivalente a (1 — ¢)a = cky — k1 y por lo tanto tenemos
que o = (cky — k1)(1 — ¢)7" € F} lo cual es una contradiccién; asi,
a #Z b(méd g+ 1). De esto se sigue que (Bo B) N My, = 0, donde
BoB=(B-B)\{0}.

Esta propiedad se sigue de (B1) y (B3).

Dado que B es un conjunto de Sidon y |B| = ¢, entonces tenemos que
Bo Bl =2(%) =q(g—1) = ¢ — q. Ademds, (BoB) N My = 0,
luego [Zgp1| = [My1| =¢* =1 - (¢—1) =¢* —q=|BO B|.

O

De la propiedad (B5) podemos notar que no importa el valor que tomen
a y 0, el conjunto diferencia de B siempre es el mismo. Es decir, el conjunto
diferencia de un conjunto By tipo Bose es independiente de la escogencia del
elemento primitivo de F2 y el elemento o de grado 2 sobre F,.

Observacion 3.1.4. La construccién de conjuntos B, tipo Bose, es posible
extenderla a conjuntos By, de manera similar; éstos son los conjuntos By,
tipo Bose-Chowla, los detalles se presentan en el Capitulo 5.
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3.2. Construccion de conjuntos B, tipo
Singer.

Aunque en principio la construccién de Singer aparecié primero que la
construccién de Bose-Chowla, en esta versién presentamos la construccion
de Singer como una consecuencia de la construcciéon de Bose-Chowla.

Sea ¢ una potencia de un primo, consideremos el campo finito Fys con
elemento primitivo ¢ y sea a € F,;s un elemento de grado 3 sobre F,.
Construimos el conjunto A(a) = a + F,, el cual es un conjunto B; en el
grupo multiplicativo de Fgs. La demostracién es andloga a la del Teorema
3.1.1.

Dado que los grupos (IF:;,-) Y (Zgp_1,+) son isomorfos por medio del
isomorfismo del logaritmo discreto, tenemos que el conjunto

A =logy(Ala)) = {a+u: ucF,}
es un conjunto Bz en Zgs_; con ¢ elementos.

Llamemos n, = ¢* + ¢+ 1 = "5_%. Por el isomorfismo mencionado entre
los grupos Fs y Zgs 1, entonces para cada elemento o+ u; € A(«) existe un

unico elemento a; € A tal que

logy(a 4+ u;) = ay,

y definimos S =: A(méd n,).
Teorema 3.2.1. Con la notacion anterior, se tiene que el conjunto

So =S U{0} es un conjunto By en Zypziq41 con ¢+ 1 elementos.

Demostracion. Con la notaciéon anterior consideremos el conjunto
A = logy(a + F,). Si modulamos el conjunto A médulo n,, obtenemos un
nuevo conjunto que llamamos S = A (mddn,). Ahora verifiquemos que S
es un conjunto By en Zg24q4q.

En efecto, sean aq, as, az,as en S tales que

ay + ag = as + a4 (méd ny)
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entonces existe r € Z tal que
ai + as :a3+a4+rnq.

Como para cada a; € A =logy(a+F,), i = 1,2,3,4, existe un unico u; € F,
tal que a; = logy(a + u;) entonces

logg(a + uy) + logg(a + ug) = logy(a + us) + logy(a + uy) + 110y,
lo que implica que
(a +ur) (e + ug) (@ + ug) "o+ ug) ™ =0,
y como ¢ € Fy = (f") tenemos que
(o + up) (o + ug) (@ + uz) "o+ ug) ' = v,
donde v = ™. Esto es equivalente a
(o + up) (o + ug) = v(a+ ug)(a + uy).
Asi, « satisface el polinomio
P(x) = (1 —v)2® + (uy + uy — v(uz + uq)) x + (uyug — vuzuy) € Flx],

pero como « es un elemento de grado 3 sobre F, entonces P(x) debe ser el
polinomio nulo, luego 1 —v = 0, uy +us — v(ug +uy) = 0y uyuy — vuguy = 0.
Lo que implica que

{uy,us} = {us, us}.
En consecuencia,

{a1, a2} = {as, as}.

Asi, S es un conjunto By en Zj,, con ¢ elementos.

Ahora, consideremos el conjunto Sy := SU{0}. Para verificar que Sy es un
conjunto By, como |Sy| = g+1, vamos a probar que |Sy—Sy| = |So|*—|So|+1.
En efecto, como

So—So = (S —=8)U(S—{0}) U ({0} =) U ({0} —{0})
—(S—-S)USU(-8),
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donde la ultima igualdad se sigue porque {0} C & — S. Ademéds, por las
propiedades que demostramos en la siguiente seccion, tenemos que

(§-8NS=(S-8)N(-8)=8n(-8) =0,
por lo tanto

[So = Sol = [(S =S)USU(=S)|
=[S =) [+IS|+](=9)|
=(*—q+1)+q+a

Asi, |So — So| = ¢* + ¢+ 1 entonces Sy es un conjunto By en L, con q+1
elementos. O]

3.2.1. Propiedades de la construcciéon de conjuntos Bs
tipo Singer.

Presentamos algunas propiedades de los conjuntos B, médulo ¢?+4-g+1 tipo
Singer. Recordemos F7; = (0), F; = <8q2+q+1>, a € Fis \ F, un elemento de

grado 3 sobre F, , y consideramos los conjuntos A(«) = a+F,, A = log, A(«),
S = A(médn,) y So = SU{0}, donde n, = ¢* + ¢ + 1.

Proposicién 3.2.2. Sea S un conjunto de Sidon tipo Singer definido como
antes, las siguientes propiedades se satisfacen:

(S1) 0¢S.

(52) |S| =

(83) SN (~8) = 0.

(S4) SN (S—8)=0.

(S5) (=S)N(s—-38)=0.

(S6) Zg21q11\ {0} = (S©S)USU(-5).
(S7) Sy 0 Sy = Zy, \ {0}.
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Demostracion. (S1) 0 ¢ S, pues si esto no es asi, existe a € A tal que

(S3)

a = 0(médn,) y como a € A, existe b € F, tal que a = logy(ar + b),
luego
a = logg(a+b) = 0 (mdd n,),

asi, existe r € Z tal que log,(a+b) = rn,, lo que implica que a+b = 6™«
y como [ = (0"), se sigue que a +b € F}, luego o € F; lo que es una
contradiccion.

Supongamos que existen s,r € S tales que s = r(mddn,), luego
existen sy,r; € F, y t € Z tales que s = logy(av + s1), r = logy(a + 1),
luego

logy (o + s1) = logy(a + 1) + nyt.

De esta tltima igualdad se sigue que (a + s1) = 6™ (a + 1) y como
F = (6"), entonces (a + s1) = c(a +71), donde ¢ = ™" € F}, lo que
implica que « es raiz del polinomio

P(z)=(1—c)x +s1 —cr € Fylz],

pero como « es de grado 3 sobre IF,, entonces P(x) debe ser el polinomio
nulo, lo que implica que ¢ = 1 y por lo tanto s; = r;. En consecuencia,
s =ry por lo tanto |S| = gq.

Supongamos que existen s,s’ € S tales que s = —s' (mddn,) luego
existen a,a’ € F, y r € Z tales que s = logy(ar + a), s’ = logy(a + d’)
luego

s+ = logyla + a) + logy(a +a') = rn,,

asi,

logy((a + a)(a + a')) = rny,

lo que implica

o® 4 (a+ad)a+ad = 0™,
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si llamamos v = 0™ € F; = (") tenemos que « es raiz del polinomio
Qr)=2*+(a+d)z+ad —v

con coeficientes en [F, pero como « es de grado 3 sobre IF,, entonces
Q(x) debe ser el polinomio nulo; lo cual no puede ser posible puesto
que el coeficiente de 22 es 1. De esta manera obtenemos el resultado.

Supongamos que existen s,r,t € S tales que s = r — t (méd n,), luego
existen a,b,c € F, y r € Z tales que s = logy(av+a), r =logy(a +b) y
t =logy(a+c)y

s — 1+t =logy(a +a) —logy(a +b) +logy(a + ¢) = rny,

lo que implica que

(a+a)(a+c)
(o +b)

— ernq

si llamamos v = 0™ € F} = (") tenemos que « es raiz del polinomio
R(z) =2’ + (a+c —v)x + ac — bv

con coeficientes en I, pero como « es de grado 3 sobre F,, entonces
R(x) debe ser el polinomio nulo; lo cual no puede ser posible puesto
que el coeficiente de 22 es 1, asf se sigue el resultado.

La demostracién es analoga a (S4).

Dado que |Zgz1qn1 \ {0} = ¢ + ¢, [S© S| =¢*—¢q, S| = -S| =q¢,
S§6 S, S8, (—S) son subconjuntos de Zgoiq+1 y disjuntos dos a dos,
entonces

| Zg24q41 \ {0} =q¢*+q
=(®—q) +q+qg
=SeS|+[S|+]|-S|

En consecuencia, Zgzi 441 \ {0} = (S S)USU(-S).

48



Capitulo 3. Construcciones de conjuntos de Sidon en una dimensién

(S7) Se sigue del hecho que 0 € Sp y Sp© Sy = (S S)USU(=S).

3.3. Construccion de conjuntos B, tipo
Ruzsa.

Otra construccion muy conocida de conjuntos de Sidon modulares es la
construccién de Ruzsa [38], que aparece en el ano 1993, la cual también nos
proporciona un conjunto de Sidon maximal en el caso modular. Presentamos
en esta secciéon dicha construccién, primero construimos un conjunto de Sidon
en dos dimensiones y luego por medio del isomorfismo del Teorema Chino
del Residuo, obtenemos un conjunto de Sidon con p — 1 en el grupo aditivo
/e

p2—p-
En adelante, p es un ntimero primo y Z, el campo finito con p elementos.
Teorema 3.3.1. Para cualquier elemento primitivo 0 de Z,, el conjunto

R:={(,0):1<i<p—1}

es un conjunto By con p—1 elementos en el grupo abeliano aditivo Z,_; X Z,,.

Demostracion. Sean (i, 0%), (5,07), (k,0%), (¢,0°) elementos de R tales que

(i,6°) + (j,0") = (k,6") + (£,6°). (3.1)

De (3.1) tenemos que
i+j=k+{(médp—1) (3.2)
0"+ 67 =0 +60"en Z, (3.3)

Dado que 6 es un elemento primitivo de Z,, entonces de (3.2) se sigue que
0'07 = 6%0°.
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Luego tenemos el sistema
0"+ 6 =0 + 0",
097 = 0%’

y usando el mismo argumento que en la demostraciéon del Teorema 3.1.1,
obtenemos que {6,607} = {0* 0°} y asi {i,j} = {k,l}. Por lo tanto,

{5,607, (5,0} = {(k,0%),(¢,67)},

es decir, R es un conjunto Bs en el grupo abeliano aditivo Z,_; X Z,,. O

Ahora, consideremos ¢ : Zy_1 X Zy, — Zpp—1) €l isomorfismo definido por
el Teorema Chino del Residuo, entonces cuando se restringe ¢ al conjunto R
definido en el Teorema 3.3.1 obtenemos el siguiente sistema de congruencias

¢(i,60") =i (méd p — 1),
¢(i,6") = 6" (méd p),

para todo (7,6") € R.
Para resolver este sistema, llamemos x := (7, 6"), de esta manera,

r=1i(médp—1), (3.4)
r = 6" (mdd p), (3.5)

De (3.4), existe t € Z tal que x = 7 4+ t(p — 1). Reemplazando = en (3.5)
obtenemos

i+t(p—1)=0"(médp)
t=1i— 0" (méd p)

lo que implica que existe s € Z tal que t = i — 0° + sp.

Asi, z = ip — 0'(p — 1) + sp(p — 1) y dado que x € Z,>_, tenemos
r=1ip—0(p—1).

Por lo tanto, la imagen de R por medio de ¢ es

R(p,0) ={z=ip—60(p—1)(médp’ —p):1<i<p—1}.
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Teorema 3.3.2. Sea 0 un elemento primitivo del campo finito Z,. Entonces
el conjunto

R(p,0) ={z=ip—0(p—1)(médp* —p):1<i<p-—1},

es un conjunto By con p — 1 elementos en el grupo aditivo Z,:_,.

Demostracion. Por el Teorema 3.3.1 sabemos que
R={(0):1<i<p-—1},

es un conjunto By con p — 1 elementos en el grupo aditivo Z,_; x Z,. Por el
isomorfismo entre Z,_1 X Z, y Zpp-1) y €l Lema 1.0.7 tenemos que R(p, 0)
es un conjunto By en el grupo aditivo Z,2_,, con p — 1 elementos. O]

3.3.1. Propiedades de la construccion de conjuntos Bs
tipo Ruzsa.

Para el conjunto By tipo Ruzsa dado en el Teorema 3.3.2, presentamos
algunas propiedades que satisfacen estos conjuntos. Sea p un nimero primo,
consideremos el conjunto de Sidon tipo Ruzsa

R(p,0) ={z=ip—0'(p—1)(médp* —p): 1 <i<p—1},
y los conjuntos
My ={x € Zp_p: x=0(médp)} y
My ={y€Zpp:y=0(médp—1)}.

Proposicién 3.3.3. El conjunto de Sidon tipo Ruzsa R(p,8) definido como
antes, satisface las siguientes propiedades:

(R1) Sir e R(p,0) entonces r Z 0 (mdd p).
(R2) Sir,r" € R(p,0) conr #1', entonces r # r’' (mdd p).

(R3) Sir, 7" € R(p,0) conr #1', entonces r £ 1’ (méd p — 1).

51



Capitulo 3. Construcciones de conjuntos de Sidon en una dimensién

(R4)
(R5)
(R6)

R(p:0) ©R(p,0) = L2y \ (M U Mp_1).
R(p,0) (méd p) = [1,p — 1].
R(p,0) (médp — 1) = [0,p — 2].

Demostracion. (R1) Supongamos que existe r € R(p, ) tal que satisface

r = 0(mdd p), entonces existen (i,6°) € R y t entero, 1 <t < p — 1,
tales que ¢(i,0") = pt, por el Teorema Chino del Residuo tenemos que
©(t,0) = pt, luego p(7,0") = ¢(t,0) y como ¢ es inyectiva tenemos que
(i,0°) = (t,0) lo que implica i =t (médp — 1) y 6° = 0 (mébd p).

Pero como 6 es un generador de F, entonces no es posible que 6 = 0
en [F,, para cualquier 1 <i < p —1, luego r # 0 (mdd p). Esto implica
ademds que R(p,0) N M, = 0.

Sean r,7’ € R(p,0), entonces existen (i,6%),(j,607) € R tales que
0(i,0) = r, p(j,07) = r', y supongamos que r = r’' (médp). Esto
es, r — 1 = (i — j,0" — ) = pl, para algin entero ¢ tal que
1 < ¢ <p-—1; por el Teorema Chino del Residuo tenemos ¢(¢,0) = pl,
luego (i — 7,0° — 67) = (¢,0) y como ¢ es inyectiva entonces
(i — 7,00 — 67) = (£,0) lo que implica que £ = i — j(médp — 1) y
0" — 607 = 0 (méd p). Como 1 # 1’ entonces i # j, asi £ #Z 0 (méd p—1).

Pero como 6§ = ¢’ (mddp), y la funcién exponencial discreta es

inyectiva tenemos que i = j (mdd p — 1), lo cual no puede ser posible.
Asi, r Z 1’ (mdéd p)

En consecuencia, tenemos que (R(p,0) © R(p,6)) N M, = 0.

Como en (R2) tenemos que ¢(i,0") = r, p(j,60?) = r’ y supongamos
que r =1’ (médp — 1). Esto es, r —r' = ¢(i — j,0° — 09) = (p — 1)k,
para algin entero k, 1 < k < p; por el Teorema Chino del Residuo
tenemos que ¢(0,k) = (p — 1)k, luego ¢(i — j,0" — 67) = ©(0,k) y
como ¢ es inyectiva entonces (i — 7,0 — 67) = (0, k) lo que implica que
i =7 (mdd p — 1) lo cual no puede ser posible porque r # 7’

En consecuencia, tenemos que (R(p,8) © R(p,0)) N M, = 0.
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(R4) Dado que M, y M, ; son subconjuntos de Z,_, tenemos que
M,NM,_y = {p(p—1)}; ademds sabemos que |M,| = p—1y |M,_1| = p,
luego

‘Mp U Mp71| = |Mp| + ’Mpfly - ‘Mp N Mpfly = 2(]? - 1)-

De otro lado, como R(p,0) es un conjunto By con p — 1 elementos en
Zy2_,, sabemos que |R(p,0) S R(p,0)| = p*—3p+2=p*—p—2(p—1).
Luego como R(p,0) © R(p,0) C Zy2_,, por (R2) y (R3) tenemos que
(R(p,0) © R(p,0)) N M, =0 y ademds (R(p,0) & R(p,0)) N M,_1 =0
entonces

(R(pa 9) © R(p7 9)) n (MP U Mpfl) = ®7
por lo tanto R(p,8) © R(p,0) = Zy2e—, \ (M, U M,_;).

(R5) R(p,0) (méd p) = [1,p —1].
En efecto, notemos que
R(p,0) (méd p) = {—0'(p— 1) (médp) : 1 <i<p—1}
={0"(médp):1<i<p-1}

(R6) R(p,0) (médp —1) =[0,p—2].
Como en (R1) notemos que
R(p,0) (médp —1) = {ip(médp—1):1<i<p—1}
—f{i:1<i<p-1}
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Capitulo 4

Construcciones de conjuntos de
Sidon en dos dimensiones

El estudio de conjuntos de Sidon aparece originalmente en el grupo aditivo
de los enteros, pero claramente es posible definirlos en otros grupos, el caso
mas natural de conjuntos de Sidon en otros grupos es cuando se considera
el conjunto Z x Z o en general en el producto directo de dos grupos. En
este capitulo presentamos algunas construcciones de conjuntos de Sidon
en dos dimensiones, principalmente, en el caso del producto de los grupos
provenientes de un campo, analizamos algunas propiedades que satisfacen
estos conjuntos cuando el campo es Z,, con p primo. Como caso particular
de conjuntos de Sidon en dos dimensiones, presentamos nuevas construcciones
de secuencias sonar, que provienen de analizar las propiedades que satisfacen
los conjuntos de Sidon modulares tipo Bose y Ruzsa en una dimension.

4.1. Algunas construcciones generales.

Para obtener conjuntos de Sidon en dos dimensiones, la primera idea que
llega a la mente, es pensar si el producto cartesiano A x B de dos conjuntos
de Sidon A, B enteros de nuevo es un conjunto de Sidon; sin embargo, esto
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es falso, puesto que para todo a,c € Ay b,d € B la igualdad
(a,0) + (¢, d) = (a,d) + (¢, b),
prohibe tal construccién [42].

Pero de forma natural, si se puede construir un conjunto de Sidon en
dimension dos a partir de un conjunto de Sidon en dimensién uno conocido,
de la siguiente manera:

Proposicion 4.1.1. Sea A C Z X7, llamemos Ay al conjunto de las primeras
componentes de A y As al conjunto de las sequndas componentes de A. Si
Ay (0 Ay) es un conjunto de Sidon y si todas las primeras (o sequndas)
componentes de A son distintas entonces A es un conjunto de Sidon en
dimension dos.

En la construccién anterior de conjuntos de Sidon es posible notar que
las segundas componentes pueden ser independientes de las primeras o
reciprocamente.

C. A. Trujillo [42] en su tesis doctoral, logra obtener una manera de
construir conjuntos de Sidon en dimensién dos a partir de un conjuntos de
Sidon en dimensién uno; en su construccion si hay una relacién mas estrecha
entre las dos componentes de los elementos del conjunto de Sidon en Z x Z.
Para ello se considera A C Z un conjunto de Sidon y b un entero positivo
llamado base tal que v* — 1 > méx{a : a € A}, ademds se define el siguiente
conjunto:

[A]p :==A{alp : a € A},

donde [a], = (| %], a(méd b)) € Z x Z.

Con estas observaciones Trujillo obtiene el siguiente resultado:

Teorema 4.1.2. Si A C [0,b* — 1] es un conjunto de Sidon en dimension
uno, entonces [Aly = {(|%], a(méd b)) : a € A} es un conjunto de Sidon en
dimension dos y es tal que

[Als| = 4] y [Al, € [0,6—1] x [0, —1].
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Demostracion. Sean [a;]p, [a;]p, [ak]s, [ai]p en [A], tales que

[aily + [a;lo = [aro + [ar]s-

Equivalentemente,

(5] amoan)) + (|5] astmsan) = (|5 ] atméan)) + (| 5] atmsan).
(

2]+ %] aimodb) +a;(méd b)) = (| 5] + | T | ax(mod b) + ay(méd b))

b b b

Esto implica que
) +[3]- 51+ 12 u
B3 -5 15 (4.1)
a;(méd b) + a;(mdd b) = a(méd b) 4 a;(méd b). (4.2)
Si multiplicamos (4.1) por b y sumamos con (4.2) obtenemos

a; +a; = ax + a;.

Como a;,a;,ar,a; son elementos de A y éste es un conjunto de Sidon,
entonces
{ai,a;} = {ar, ai}.

En consecuencia,
{laals, [a;]o} = {lar]e, [a]o},

por lo tanto [A], es un conjunto de Sidon contenido en [0,b — 1] x [0,b — 1]
y |[A]s] = |A| pues para cualquier par de elementos en [A], tales que

(2] acmian) = (1% mian)

entonces . w
{E@J = {%J y a;(moéd b) = a;(méd b),
de esto se sigue que a; = a;. L]
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Ahora presentamos algunas construcciones de conjuntos de Sidon en
dimensién dos en algunos grupos particulares, aunque primero vamos a
presentar las construcciones en ciertos grupos producto que provienen de
un campo F'.

Dado cualquier campo F' con las operaciones de adicion y multiplicacion
(F,+,-) tenemos dos grupos (F,+) y (F*, ), donde F* = F \ {0}, donde 0
representa el elemento identidad de F' con la operacion +.

Con éstos dos grupos podemos formar los siguientes grupos producto:

1. (F,+) x (F,+) = (F x F,+),
2. (F7+) X (F*u) = (F*v) X (F>+>:
3. (F*,-) x (F*,-) = (F* x F*,").

Observacion 4.1.3. En el caso del grupo (F,+) x (F*,:) denotamos la
operacién por x, es decir, (F,+) x (F*,-) = (F x F* x).

En estos grupos es posible construir algunos conjuntos de Sidon, como
mencionamos a continuacion.

1. C={(z,2*): x € F} C (F x F,+),

2. T ={(z,x): x€ F*} C(F xF* %),

3. Zn={(zr—a,x): x € F*,x#a,a€ F*} C(F*x F*.).

La verificacion de que cada uno de los anteriores conjuntos es un conjunto

By en su grupo respectivo no es dificil, presentamos a continuacién la prueba
de uno de ellos, pues las demas pruebas son similares.

Teorema 4.1.4. Dado el campo (F,+,-), con caracteristica diferente de 2,
entonces los siguientes son conjuntos By en sus grupos respectivos:

C={(r,2?): € F} C(F x F,+); (4.3)
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I={(z,x): v € F'} C(F,+) x (F*,:) = (F x F*,%); (4.4)
Io={(x—a,x): € F',x#a#0} C(F" x F*,.), (4.5)
donde a € F*.

Demostracion. Demostramos tnicamente que el conjunto C es un conjunto
Bj en el grupo (F' x F,+), la prueba de los otros casos se hace de manera
analoga.

Sean (a,a?), (b,b?), (c,c?), (d,d?) en C tales que

(a,a®) + (b,b*) = (c,c*) + (d, d*), (4.6)

lo que implica
a+b=c+d, (4.7)
a? + b = +d (4.8)

De (4.7) tenemos que (a + b)? = (¢ + d)?, luego usando la igualdad (4.8)
y dado que la caracteristica de F' es diferente de 2, obtenemos que ab = cd.
Asi, podemos considerar el siguiente sistema de ecuaciones

a+b=c+d,
ab = cd.

Si tomamos el polinomio P(z) = 2?4+ Sz+P € F[z],donde S = a+b = c+d
y P = ab = cd, podemos notar que éste se factoriza como

2?4+ Sr+P=2*+(a+bx+ab= (v +a)(z+b),
o también como
2°+ S+ P=12*+(c+d)z+cd = (z+c)(x +d),

y dado que el niimero de ceros de un polinomio, con coeficientes en un campo,
no puede exceder a su grado entonces {a,b} = {¢,d}, lo que implica que

{(CL, a2)7 <b7 b2)} = {(Cv 02)7 (d7 d2)}
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Ademas, el conjunto Z se puede extender o generalizar ya que la propiedad
de conjunto de Sidon se preserva bajo traslaciones y multiplicacién por
unidad.

Corolario 4.1.5. Sean (F,+,-) un campo, uy,us € F* yhy, hy € F, entonces
el conjunto

Tewt = { (w12 + hy,ugx + hy) : © € F*}
es un conjunto de Sidon en (F,+) x (F*,-).

Por otro lado, como la propiedad de conjunto de Sidon se preserva bajo
isomorfismos, en el caso cuando consideramos el campo finito F' = F,, para
q potencia de un primo impar, y dado que (F},-) = (Z,-1, +), los conjuntos
C, Ty Z,, los podemos ver como conjuntos Sidon en los siguientes grupos,
respectivamente.

1. C={(z,2%): z€F,} C (F, x Fy,+),

2. T={(z,loggr): ze€F;} C (F; X Zyg1,+), isomorfo al conjunto
T = {(k,6%): k€Z:}C (Zgr xFy+),

3. T, = {(logg (0% — a), k) : k€ Zy 1} C (Zyr X Ly1,+).

Aqui, 6 es un elemento primitivo del campo finito F,.

Mencionamos a continuacion algunas propiedades que satisfacen los
conjuntos C, Z y Z, en el caso cuando consideramos el campo finito F, = Z,,
con p un nimero primo. Aunque las propiedades también son validas sobre
el campo F,, con ¢ potencia prima. Denotamos al conjunto de los residuos
cuadraticos médulo p, incluido el cero, por RC(p).

Observacion 4.1.6. Antes de describir las propiedades que satisfacen los
conjuntos mencionados, vamos a definir el concepto de base, ya que ciertos
conjuntos satisfacen esta propiedad.

Definicion 4.1.7. Dado un subconjunto A de un grupo (G,+), se dice que A
es una base de orden k, si todo elemento x € G se puede escribir de la forma

x:a1+"'+ak7

para algunos ay, . ..,ar € A, no necesariamente distintos.
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4.1.1. Propiedades del conjunto C.

El

conjunto C = {(z,2?) : = € Z,} C (Zy,+) X (Z,,+) satisface las

siguientes propiedades.

(a.)

(b.)

CoOC =2, x L \{(0,x): x €Z}.

En efecto, por definicion tenemos que

CoC={(x,2%) — (y,4°) : 7,y € Zp, (x,2%) # (y,9")}
={(x—y,2* —y*): v,y € Ly, (x,2%) # (y,4°)}.
Como (x,7?) # (y,y?) entonces * # y o x? # y?, pero esto es
equivalente a decir que x # vy, puesto que si 22 # y? implica que
z? — y? # 0, equivalentemente (z — y)(x + y) # 0 y como Z, es un

dominio de integridad entonces x # y y © # —y. Luego los elementos
que no pertenecen a este conjunto, son de la forma (0, z), donde z € F,.

Para ver que son todos, contemos: |Z, x Z,| = p*, |C| = p, ademads
1{(0,2) : z € Z,}| =py como C es conjunto de Sidon entonces

N
coa-2(2)

=p(p—1)
=p° —p,

de esto se sigue el resultado.

C+C={(u,v) €Z,x7Zy,: 2v—u®>e€ RC(p)}
En efecto, por definiciéon tenemos que
C+C={(z+y,2*+v*): z,y €Z,},

pero como C + C C Z, X Z, entonces (z + y,z? + y*) = (u,v), para
algun v y algun v en Z,. Luego,

r+y=u (4.9)
2?4y’ = (4.10)
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Si despejamos y en (4.9) y lo reemplazamos en (4.10) obtenemos la
siguiente ecuacion

22% — 2ux +u* — v =0, (4.11)

la cual tiene solucién en Z, si y sélo si el discriminante de la ecuacion
cuadratica (—2u)*—4(2)(u*—v) es un cuadrado. Pero esto es equivalente
a determinar la solucién de la ecuacién cuadrética (4.11) la cual esta
dada por

2u £ /4u? — 8(u? — v)
xTr =

4
u =+ V20 — u?

2

y existe si y sélo si 2v — u?

resultado.

es un cuadrado en Z,. De esto se sigue el

CU{(0,z2): z € Z,} es base de orden 2 para (Z, X Z,, +).
En efecto, sea H = {(0,2) : z € Z,} y hagamos B = C U H. Podemos
notar que A es un subgrupo de Z, x Z,. Adems4s,

B+B=(C+C)U(C+H)U(H+ H),

peroC+H C B+ B,y [C+ H| =p? = |Z, X Z,|, porque C, H C Z, X Z,,
y todos los elementos del conjunto C + H son distintos, pues si existen
dos iguales, digamos c; +h; = co+ ho implica que ¢; —cy = ho—hy € H
lo cual es una contradiccién por la propiedad (a.).

Luego como B+ B C Z, X Z, y |B + B| > p? se sigue que
B+B=17,x1,

4.1.2. Propiedades del conjunto 7.

El conjunto Z = {(z, ) : x € Z3} C (Zy, +) X (Z;, ) satisface las siguientes
propiedades. Denotamos por Z © Z al conjunto

{(z,2)« (y,y)" : wy €L, (x,x) # (y,y)}.
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(a.) TOT = Z, x Z; \ (A1UAy), donde A, = {(0,2) : z € Z;} ¥y
Ay ={(2,1): 2z € Z3}.

En efecto, por definicion

IoL={(z,x)*(y,y) " x,y €L, (x,2) # (y,y)},

pero (z,z)* (y,y) "' = (x —y,2y~!) y ademds como (x,x) # (y,y) esto
implica que = # y, luego los elementos del conjunto diferencia nunca
tienen en la primera componente al elemento 0, asi (z—y, zy~!) # (0, 2),
con z € Z;. Ademds, como ¥ # y y y # 0 entonces ry ' # 1y asi
los elementos de la forma (z,1), con z € Z,, tampoco pertenecen al
conjunto.

De otro lado, tenemos que |Z, x Z;| = p(p—1), |A1] = p—1, [As| = p—1
y como A; N Ay = () entonces |A; U As| =2(p—1), ademés |Z| =p—1

entonces
-1
\I@ﬂ:QCE )

=(—-1{-2)
=p*—3p+2
=plp—1)—2(p—1),

de esto se sigue el resultado.

(b.) Tx1 ={(u,v) € Z, x L : u* —4v € RC(p)}.

En efecto, sea T+ 7T = {(z+y,2y) : 2,y € Z}} y como Z+T C Z, X Zj,
entonces existen u € Z,, v € Z5 tales que (z +y, vy) = (u,v). Luego,

rT+y=u, (4.12)
Ty =v. (4.13)

Si despejamos y en (4.12) y lo reemplazamos en (4.13) obtenemos la
ecuacion

7% —uxr +v =0, (4.14)

la cual tiene solucién en Z, si y sélo si el discriminante de la ecuacion
cuadrética u? — 4v es un cuadrado. De ésto se sigue el resultado.
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Como en (a.) consideremos el conjunto A; = {(0,2) : z € Z;}, notemos
que A; es un subgrupo de (Z,, +) x (Z5, ") = (Z, x 7, %),

(c.) (TxA)NA =0,|T*A;]=(p—1)%y en consecuencia
(I*Al):ZpXZ;\Al

Supongamos que existe (u,v) € (ZxA;) N A; entonces existen
I? y7 z e Z;;

(u,v) = (2, 2) % (0, y)
= (07 'Z)’

esto implica que x = 0, xy = z; lo cual no puede ser posible porque
I#O ASf, (I*A1>QA1 :(Z)

Ahora, supongamos que existen dos elementos iguales en Zx Ay, digamos
i1 % @y = io % ag, donde 11,75 € T y ay,a0 € Ay, de esta igualdad se
sigue que 4, * i, ' = ay x a;* € Ay, lo cual no puede ser posible porque
Z6ZINA; = 0 por la propiedad (a.), luego |Z * A;| = |Z| |A;| = (p—1)%

(d.) (ZxA)NZ=T.
Dado (z,x) € T entonces

(x,2) =(x+0,2-1) = (z,2) % (0,1) € Z % Ay,

luego, Z C 7 x A, y asi se obtiene el resultado.

(e.) (Z+Z)NA; = B, donde

{(0,2) € Z, x Zsy: 2z € RC(p)} si p=3(mbd4)
B =
{(0,2) €Z, xZy: z€ RC(p)} si p=1(mdd4)

En efecto, (0,2z) € T *Z siy sblo si —4z € RC(p), esto implica que
—z € RC(p), por el simbolo de Legendre tenemos

() ()=
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0 1
G- )
p p

pero

<_1> —1 si p=3(mbd4)

p 1 st p=1(mébd4)

Luego si p = 3(mdd4) entonces (%) = —1 lo que implica que
2 & RC(p), y si p = 1(m6d 4) entonces (’71) = 1 lo que implica que
z € RC(p).
En este caso como z # 0 entonces |B| = 1.

(f.) (ZxA)N(Z*T)=(ZxTI)\B,donde B es el conjunto del item anterior.
Como T x Ay = Z, X Z;, \ A; entonces
(T A)NIT*T) = (Zy x Zy\ A1) N (T *I)
= (Zp X Z, N (I*I)) \(AiN(Zx*I))
=(Z+I)\B.

(9.) TU A; es base de orden 2 para (Z,, +) x (Z;, ).

En efecto, sea R =7 U A; entonces
luego

=@+ D[+ [T+ A) [+ A = [(T+I)N (T A)]
(T D) N A — (T A) A+ | (T+T)N (T % A) N A

plp—1
— D 1oy
plp—1) p—1] p-—-1

. . 5= —0+0
=p’ —p.

De esta ultima igualdad se sigue el resultado.
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Como en (a.) consideremos el conjunto Ay = {(z,1) : z € Z;}.

(h-)

(7.)

(T % Ay)NT =0, |ZxAy| = (p—1)* y en consecuencia Zx Ay = Z, X Z\T.
En efecto, supongamos que existe (u,v) € (Z x Ay)NZ entonces existen
r,y,2 € Zy tales que (u,v) = (z,7) * (2,1) = (y,¥), esto implica que
U=r+z=1Y
v=r=y
luego z = 0 lo cual es una contradiccion. Asi, (Z x Ay) NZ = ().

Ahora, supongamos que existen dos elementos en Zx A, iguales, digamos
11 % a1 = 19 * ag, donde iy,i5 € I, ay,as € As. De esta igualdad se
sigue que i xiy' = az *a;' € (A U {(0,1)}), lo cual no puede ser
posible porque Zo&Z N (A2 U{(0,1)}) = @ por la propiedad (a.), luego
|Z  Ao| = |Z| [ Ao = (p — 1)

en efecto, dado (z,1) € Ay entonces
(2,1) =(1,1) (¢ — 1,1) € T x As,

cuando z # 1, pues si z = 1 entonces (z — 1,1) = (0,1) € A,. Por lo
tanto, Ao \ {(1,1)} C Z x Ay, luego

AN\{(L, D)} = (A \{(1,1)}) N Ay C (Zx Ay) N Ay C A,.
Ademads, (1,1) ¢ Z % Ay, pues si pasa lo contrario se tiene que
(1,1) = (z + z,7 - 1), para algin = € Z; y algin 2z € Zj, esto implica

que x = 1y 2z = 0, lo cual es una contradicciéon. De esta manera, se
sigue el resultado.

(ZT*xI)NAy={(2,1) € Zy) x Z3; 2 # 0, z=y+y 1, Iye 7}
En efecto, un elemento de (Z * Z) N A, satisface
(z+y,2y) = (2,1),

entonces * +y = 2z y 2y = 1. Como x # 0 entonces x = y~'. Y dado
que (Z *Z) N Ay C A, entonces se obtiene el resultado.
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4.1.3. Propiedades del conjunto Z,.

El conjunto Z, = {(z — a,7) :  # a, v € L3} C (Z3,-) x (Z;,-) satisface
las siguientes propiedades. Denotamos por Z, © Z, al conjunto

{(z—az)y—ay) oyely,vtaty (x—az)#{y—aylh

(a.) I, © 1, = Z; x Z; \ (AUBUC), donde A = {(1,z) : z € Z},
B={(z1): 2€Z} yC={(22): 2€Z}.

En efecto, tenemos por definicion que
1.6T, = {(z—a,2)(y—a,y) " 2,y € Zp, v # a # y, (r—a,2) # (y—a,y)}.

Como (z —a,z)(y —a,y) " = ((x —a)(y—a) " ay™"), z#yy y #0
entonces xy ! # 1, ademés como x —a # y —a 'y y — a # 0 entonces
(r —a)(y —a)~! # 1, asi los elementos de la forma (1,z) y (z,1), con
z € 7y, no pertenecen a Z, © Z,,.

Otro tipo de elementos que no pertenece al conjunto dado, son aquellos
de la forma (z, z), con z € Z,. Pues si suponemos que

(z—a)y—a) " ay™') = (2 2),

para algtin z € Z,, entonces

(z—a)ly—a) =z y (4.15)
oyt =z (4.16)

De (4.15) se sigue que
rT—a=yz—az, (4.17)

y de (4.16) se sigue que
x=yz, (4.18)

luego reemplazando (4.18) en (4.17) obtenemos que z = 1, lo cual es
una contradiccién pues x # y y asi xy~! # 1.

Ademsds, |Z5 x Z| = (p — 1), |A] = |B] = |C| = p—1y como
ANB = AnC = BnC = AnBnC = {(1,1)}, entonces
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|JAU BU C|= 3(p—1)—2.Y como |Z,| = p— 2 entonces

9
|IaeIa|:2<p )

2
=(-2)(-3)
=p>—5p—+6

=p*—2p+1-3p+3+2
=@-1"-0Br-1-2),

de esto se sigue el resultado.

(b.) I, - I, = {(u,v) € Z; x Z} : [a+a ' (v—u)’ — 4v € RC(p)}. En
efecto, sea Z, - T = {((x —a)(y — a),vy) : 2,y € Zy,x #a # y, a # 0}
y como T -1 C Z; X Z, entonces existen u € Z;, v € Z, tales que
(((z —a)(y — a), zy) = (u,v). Luego,

(z —a)(y —a) = u, (4.19)
Ty = 0. (4.20)

Como z € Z7, podemos despejar y de (4.20) y luego reemplazarlo en
(4.19), de esta manera obtenemos la ecuacién

= (a+a(v—u)z+v=0, (4.21)

la cual tiene solucién en Z, si y sélo si el discriminante de la ecuacién

cuadréatica (a+a (v — u))® — 4v es un cuadrado. De esto se sigue el
resultado.

Algunos propiedades que verificamos computacionalmente, de los conjuntos
descritos arriba, son las siguientes:

= Si p > 5 es un numero primo, entonces C es base de orden 3 para el
grupo (Z, X Zy,+).

= Si p > 11 es un numero primo, entonces Z es base de orden 3 para el
grupo (Z,,+) x (ZZ, ).
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= Si p > 13 es un nimero primo, entonces Z, es base de orden 3 para el
grupo (Z; x Zy, -).

Cabe aclarar que la verificacién de éstos resultados se realizé para p < 104,
en cada caso.

4.1.4. Propiedades del conjunto Z.,;.

Sean Zopy = {(wiw + hi,upr + hy) @ x € Z5} C (Zy,+) X (Zy,-),
T={(z,r): v €Z} C(Zyp,+) x (Z,-), donde uy,uy € Zy y hi,hy € Zy.
Definimos los conjuntos

(w1, u2)Z := {(urw,uw) : = € Z},

I—|— (hl,hg) = {(l’ -+ hl,fE + hg) L xr e Z;}

i. Dadas las unidades up, u2,v1,v2 en el campo finito Z,, se cumple que
(uy,u) + Z = (v1,v2) - Z siy s6lo si ujve = vius.

ii. La relacién dada en el anterior item es una relaciéon de equivalencia.

iii. Fijando u; y haciendo recorrer uy sobre todas las unidades de Z,
entonces
Zyx Zy = | ) (u1,up) - T,

u9 GZ;

donde (u1,u2) - Z N (u1,uy) - Z =0, para uy # ub; es decir, tenemos una
particion el conjunto Z; X Z.

Verifiquemos que se satisfacen las anteriores propiedades.

i. Sea ¢ un elemento primitivo de Z, entonces el conjunto Z lo podemos
ver como

T={%0":1<k<p-1}
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ii.

iii.

Ademas, existen 1 < m,n,r,s < p — 1 tales que u; = 0", uy = 6°,
vy = 0™y vy = 0", luego para cada X € (uy,uq)-Z existe 1l <k <p-—1
que depende de X tal que

X = (Ul,UQ) . (Hk,ek)
— (07‘798) . (Qk’ek)
— (07‘0!4:7 Qsek)
— (9m+r+k—m 0n+s+k—n)
— (6m9r+kfm’ 9n95+k7n>
— (em’ en) . (Qr—l—k—m’ 93+k—n)7
Luego, (07F=m gsth-"y e T o r+k—m=s+k—n(médp—1) &

r—s=m-—n(médp — 1) & 0" = T & 070" = 0°0™ lo que es
equivalente a u;v9 = ugvy.

No es dificil verificar que la anterior relacion es reflexiva y simétrica.
Sélo vamos a verificar que es transitiva; sean u;, v;, w;, ¢ = 1,2, unidades
de Z, tales que (uy,us)-Z = (v1,v2) - Z y (v1,v2) - T = (w1, ws) - Z, esto
implica que

U Ve = U9l (4.22)

V1W9 = VoW1, (423)

luego si multiplicamos por wus la igualdad (4.23) obtenemos
UV We = UUaw; y usando (4.22) tenemos que ugvaws = UsUaWwy, COMO
vy es una unidad entonces ujws = ugwy, asi (uy,us) - Z = (wy, wq) - Z.

Tenemos que para r fijo y cualesquier 1 < i < j <p—1con i # j, el
conjunto ‘ '
0",0°)-ITN(6,67) -7 =0.

En efecto, supongamos que existe
Xe,0)-In(0,6)- I,
entonces existen 1 < k,[ < p — 1 tales que

X — (Hr,é’i) . (Hk,ek) _ (QT,Qj) . (91’91)7

70



Capitulo 4. Construcciones de conjuntos de Sidon en dos dimensiones

esto implica que 7+ k =7+l (médp—1)yi+k=j+1(médp— 1),
luego ¢+ = 7, en contradiccion. Ademds, para 1 < r < p — 1 fijo, se
cumple
p—1
Zy x Zy = | J(07,0") - T, (4.24)

=1

puesto que |(6",6%) - Z| = p— 1 y la unién es disjunta.

4.2. Funcién Sidon, Secuencias Sonar Yy
Arreglos Costas.

Ahora, tenemos que algunos conjuntos de Sidon en dimensién dos se pueden
definir en términos de funciones; en particular, las secuencias sonar y los
arreglos Costas que son un tipo especial de conjuntos de Sidon en dimension
dos. Para dar la definiciéon formal de estos conceptos, vamos a definir primero
lo que es una funcién Sidon. En lo que sigue, consideremos GGy y G5 dos grupos
conmutativos finitos, A C G, B C Gg, f : A — B una funcién. Definimos
el grafo de f por

Gr:=A{(a, f(a)) :a € A}.

Definicién 4.2.1. Una funcion f: A — B, se denomina funcion Sidon si
G es un conjunto de Sidon en G X Gs.

Definicién 4.2.2. Una secuencia sonar de orden m X n, es una funcion

Sidon f: A — B, donde |A| =n y |B| =m.

Debido a que las secuencias sonar tienen diversas aplicaciones, también
presentamos la definicién clasica de secuencia sonar [33]. Para ello primero
definimos las siguientes funciones.

Definicién 4.2.3. Sean n,m € N y f : [1,n] — [1,m] una funcion. Se dice
que f tiene la propiedad de diferencias distintas si para todo i, j, k tales que
1<k<n—1,1<14,5<n—k, se cumple que:

fl+k) = f@)=fU+k) - f)=i=J
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Equivalentemente, se tiene el siguiente resultado, el cual no es dificil de
verificar.

Proposicién 4.2.4. Una funcién f : [1,n] — [1,m] tiene la propiedad de
diferencias distintas si y solo si el grafo de f, Gy := {(x, f(x)) : € [1,n]},
es un conjunto de Sidon en el grupo aditivo 7 X 7.

Demostracion. (=) Sean x,y, z,w € [1,n] tales que

(z, f(2)) = (y, fF(y)) = (2, [(2)) = (w, f(w)),

esto implica que
rT—y=z—w, (4.25)

f@) = fy) = f(z) = f(w). (4.26)

Entonces sin pérdida de generalidad podemos considerar x —y = z—w > 0,
pues el caso negativo se analiza de manera similar, asi tenemos que x > v,
z > w, luego existen enteros positivos a, b tales que r = y +a, 2 = w + b,
luego como x—y = z—w entonces a = b, por lo tanto reemplazando = = y+a
y 2z =w+ b en (4.26) tenemos

fly+a)—f(y) = flw+a) - flw),

y como por hipotesis f satisface la propiedad de diferencias distintas entonces
Yy = w y en consecuencia r = z.

Ast, {(z, f(2)), (y, F(y))} = {(z, F(2)), (w, f(w))} .

(<) Supongamos que Gy es un conjunto de Sidon entonces para todo
T, Y, 2, w € [1’”’]7 si (I7 f(l’)) - (ya f(y)) = (Z’ f(Z)) - (w7 f(w)) ) implica que
{z,y} = {z,w}. Luego si consideramos 1 < h<n-—-1y1<4ij<n-—~h
entonces i + h y j + h son elementos de [1, n], luego por la hipétesis que Gy
es un conjunto de Sidon, tenemos que

i+ h, [+ h) = (0, f(0) = G+ h, f(G+ 1) = (G, f(5)),

lo que impica que {i + h,i} = {j + h,j}. Por lo tanto, i = j o h = 0.
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En consecuencia, para 1 < h<n—-1y 1 <1475 <n— h tales que
fli+h) = f(@) = f(G+h)=f(),
implica que ¢ = j.
Asi, f satisface la propiedad de diferencias distintas.
O
En el caso cuando se cambia [1, m] por Z,, se dice que la funciéon f satisface
la propiedad de diferencias distintas modulares, esto es:

Definicién 4.2.5. Una funcion Sidon modular, es wuna funcion
f : [L,n] = Z, tal que tiene la propiedad de diferencias modulares
distintas; esto es, si para todo h,1,7 con1 < h<n—-1y1<1,7<n-—h,
se cumple que:

fl+h)=f@)=fG+h) = f(G)(médm) =i = j.

Definicién 4.2.6. Una secuencia sonar de orden m X n es una funcion
f:[1,n] = [1,m] que tiene la propiedad de diferencias distintas.

Definicién 4.2.7. Una secuencia sonar modular m X m es una funcion

f:[l,n] = Z,, con la propiedad de diferencias modulares distintas.

El problema principal en el caso entero de las secuencias sonar es el
siguiente: dado m fijo, encontrar

S(m) = max{n : existe una secuencia sonar m x n},

y para el caso modular el problema es determinar si existen secuencias sonar
modular para todo m con m elementos.

Definicién 4.2.8. Un arreglo Costas de orden n, es una funcion Sidon

biyectiva f : A — B, donde |A| = |B| = n.

De manera equivalente, un arreglo Costas lo podemos definir en términos
de funcion que satisface la propiedad de diferencias distintas, asi:
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Definiciéon 4.2.9. Un arreglo Costas de orden n es una biyeccion
f:[1,n] — [1,n] que tiene la propiedad de diferencias distintas.

Si C(n) cuenta el nimero de arreglos Costas de orden n, entonces el
problema principal de estudio en los enteros para el caso de los arreglos
Costas es determinar si C(n) > 0, para todo n; es decir se busca determinar
si existen arreglos costas para todo n, el primer n para el cual no se conoce
si existen es n = 32. Cabe destacar que C(n) es una sucesiéon que aparece
registrada en la OEIS como la sucesién A008404.

Ahora vamos a describir algunas construcciones conocidas de secuencias
sonar y arreglos Costas [33]. Sean p un niimero primo, 7 un entero positivo,
qg=7p",y F, el campo finito con ¢ elementos.

Teorema 4.2.10 (Construccién cuadrética). Sean p un primo impar, y a,b, ¢
enteros tales que a Z 0 (méd p). La funcion f: [1,p+ 1] — Z, definida por
f(i) = ai® + bi + ¢ es una secuencia sonar modular p X (p +1).

Teorema 4.2.11 (Construccién Shift). Sean ¢ = p” una potencia prima, o
un elemento primitivo de Fp2 y 8 un elemento primitivo de Fy. La funcién
f[1,.q] = Zy_y definida por f(i) = logg(a'? + a') es una secuencia sonar
modular (¢ — 1) X q.

Teorema 4.2.12 (Construccién Welch Exponencial Extendida). Sean
a un elemento primitivo modulo p y s wun entero. La funcion
f:10,p—1] = Z, definida por f(i) = o' es una secuencia sonar modular
pxp. Sis=0,la funcion f : [1,p — 1] — Z, definida por definida como
arriba es una secuencia sonar modular p X (p — 1).

Teorema 4.2.13 (Construccién Welch Logaritmica). Sea o un elemento
primitivo modulo p. La funcion f : [1,p—1| — Z,—1 definida por f(i) = log, i
es una secuencia sonar modular (p — 1) x (p —1).

Teorema 4.2.14 (Construccién Golomb-Lempel). Sea ¢ wuna potencia
prima mayor que 2, y sean «,f3 elementos primitivos de F,. La funcion
f:[,q—2] = Z, 1 definida por definida por f(i) = j siy sdlo si '+ 7 =1
es una secuencia sonar modular (q—1) X (q—2). Si a« = B esta construccion
se conoce con el nombre de construccion Lempel.

74



Capitulo 4. Construcciones de conjuntos de Sidon en dos dimensiones

4.3. Nuevas Construcciones de Secuencias
Sonar.

En Febrero de 2014 publicamos el articulo New Constructions of Sonar
Sequences, en la revista IJBAS: International Journal of Basic & Applied
Sciences [37], en el que por primera vez se usan conjuntos de Sidon en
dimensiéon uno para para obtener secuencias sonar; es decir, presentamos
en este articulo nuevas construcciones de secuencias sonar que provienen del
analisis de ciertas propiedades que satisfacen los conjuntos de Sidon tipo Bose
y tipo Ruzsa descritas en el Capitulo 3.

Teorema 4.3.1. Sean m,b € N y A ={ay,...,a,} un conjunto de Sidon en
el grupo aditivo Zyp. Si A(méd b) := {a(mdd b) : a € A} = [1,n], entonces

la funcion f :[1,n] — Z,, definida por f(i) = L%J, es una secuencia sonar

modular m x n, donde a; es el unico elemento en A tal que a; = i(mdd b).

Demostracion. Veamos que f es una funcién que cumple la propiedad de
diferencias modulares distintas. Sean i, 7, h en [1,n] tales que 1 < h <n—1,
1 <1i4,7 <n— h. Supongamos que

f@i+h)— f(3)

5= 17
b b
asi, existe t € Z tal que
Sl =15 - L e
= b b pl T
Multiplicamos por b y tenemos

24 0% =o[2%2] 0[] o

fG+h) = f(7)(méd m),

220 22wt

esto es

luego dado que cada a; € A satisface a;, = b L%’“J + k, se sigue que

(acen — (i 4+ 1) = [ — 1) = a0 — (G + h)] — [a; — j] + tmb,

Qijtp — A = Ajpp — Q5 + tmb.
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Ahora si miramos médulo por mb obtenemos
Qith + a; = ajrp + a;(mdéd mb),

y como a; € A, para k =1i,j,i+ h,j+ h y A es un conjunto de Sidon en
el grupo aditivo Z,;, tenemos que {i + h,j} = {j + h,i} y como h # 0
esto implica que ¢ = j. Asi, f es una funcién con la propiedad de diferencias
modulares distintas y por lo tanto es una secuencia sonar moédulo m de
tamafio n = |Al. O

En los siguientes corolarios utilizamos las construcciones de conjuntos de
Sidon tipo Bose y Ruzsa para obtener nuevas secuencias sonar.

Corolario 4.3.2. Sean q una potencia prima, 6 un elemento primitivo del
cuerpo finito Fy y B(q,6) un conjunto de Sidon tipo Bose en el grupo aditivo
Zg2—1. La funcion f:[1,q| = Zy—1 definida por

1) = Llilj |

es una secuencia sonar modular (¢ —1) X q, donde b; es el unico elemento en
B(q,0) tal que b; = i(mdéd g + 1).

Demostracion. Tomemos b = ¢+ 1y m = ¢ — 1. Por la propiedad (B4) de la
Proposicién 3.1.3 sabemos que B(q, ) méd (¢ + 1) = [1, ], luego para cada
i € [1,q] existe un unico b; € B tal que b; = i(mdd ¢ + 1), de esta manera es

posible escribir b; = { b; J (¢+1)+1i, para todoi = 1,2,...,q. Asi, podemos

g+l
definir la funcién f : [1,q] = Z,—1 como en el Teorema 4.3.1, la cual define
una secuencia sonar médulo ¢ — 1 con ¢ elementos. O]

Corolario 4.3.3. Sean p un numero primo, 0 un elemento primitivo del
campo finito F, y R(p,0) un conjunto de Sidon tipo Ruzsa en el grupo aditivo
Zy2—p. La funcion f :[1,p — 1] = Z,—1 definida por

fi) = {%J ,

es una secuencia sonar modular (p—1)x (p—1), donde r; es el inico elemento
en R(p,0) tal que r; = i(méd p).
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Demostracion. Tomemos m = p — 1y b = p. Por las propiedad (R5) de la
Proposicién 3.3.3 tenemos que R(p,d) (médp) = [1,p — 1], luego para cada
i € [1,p — 1] existe un tnico r; € R(p,d) tal que r; = i(mddp), de esta
manera es posible escribir r; = {%J p+1, paratodos=1,2,...,p— 1. Asi,
podemos definir la funcién f : [1,p — 1] — Z,_; como en el Teorema 4.3.1, la
cual define una secuencia sonar médulo p — 1 con p — 1 elementos. O]

Corolario 4.3.4. Sean p un numero primo, 60 un elemento primitivo del
campo finito F, y R(p, 0) un conjunto de Sidon tipo Ruzsa en el grupo aditivo
Zop—pp. La funcion f:[0,p — 2] = Z, definida por

=0

es una secuencia sonar modular p X (p — 1), donde r; es el inico elemento
en R(p,0) tal que r; = i(méd p — 1).

p

Demostracion. Tomamos m = p y b = p — 1. Por la propiedad (R6) de la
Proposicién 3.3.3 tenemos que R(p,0) (médp — 1) = [0,p — 2|, luego para
cada i € [0, p — 2] existe un tnico ; € R(p, #) tal que r; = i(mdéd p — 1).

-1
i=0,1,...,p— 2. Asi, podemos definir la funcién f : [0,p — 2] — Z, como
en el Teorema 4.3.1, la cual define una secuencia sonar médulo p con p — 1
elementos. O

De esta manera es posible escribir r; = { J (p — 1) + ¢, para cada

Los siguientes ejemplos ilustran el Teorema 4.3.1, en particular las
consecuencias que provienen de los conjuntos de Sidon en una dimensién
tipo Bose y Ruzsa.

Ejemplo 7. Sean ¢ = 9, ¢> — 1 = 80 = 10 * 8. Un conjunto de Sidon de tipo
Bose con 9 elementos es

B(9,6) = {1,4,37,38,49,53, 55,62, 76}

Usando la funcién f : [1,9] — Zg, definida por f(i) = [b;/10], donde
b; € B(9,6), del Corolario 4.3.2 tenemos una secuencia sonar modular 8 x 9
dada por

{(1,0),(2,6),(3,5),(4,0),(5,5), (6,7),(7,3),(8,3), (9, 4)}.
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Ejemplo 8. Sean p = 7, p> — p = 42 = 6 * 7. Un conjunto de Sidon de tipo
Ruzsa con 6 elementos es

R, = {2,4,5,27,31,36}.

Usando la funcién f : [1,6] — Zg, definida por f(i) = |r;/7], donde r; € Ry,
del Corolario 4.3.3 tenemos una secuencia sonar modular 6 x 6 dada por

{(1,5),(2,0),(3,4),(4,0),(5,0), (6,3)}.

Ejemplo 9. Sean p = 13, p> — p = 156 = 13 * 12. Un conjunto de Sidon de
tipo Ruzsa con 12 elementos es

R, = {10,16,57,59,90,99, 115, 134, 144, 145, 149, 152}.

Usando la funcién f : [0,11] — Zi3, definida por f(i) = [r;/12], donde
r; € Ra, del Corolario 4.3.4 tenemos una secuencia sonar modular 13 x 12
dada por

(0,12),(1,12), (2,11), (3,8), (4, 1), (5,12), (6,7), (7,9), (8,12), (9, 4), (10,0), (11, 4)}.

Algunas aplicaciones de los arreglos Costas y las secuencias Sonar son las
siguientes:

» J. Costas [11] y Golomb-Taylor [22] introducen los arreglos Costas
y las secuencias Sonar, respectivamente, para responder al siguiente
problema:

“Un objeto se estd moviendo a cierta distancia de un observador, y él
quiere saber efectivamente la distancia del objeto y su velocidad”.

La solucién de este problema se obtiene usando el efecto Doppler, el
cual dice lo siguiente: si el observador envia una senal hacia un blanco
en movimiento, el cambio entre la frecuencia original y la frecuencia
que retorna, permite calcular la velocidad del blanco y cuanto tiempo
gasta en ir y volver la senal para asi determinar la distancia.

Sin embargo, como el mundo es ruidoso, una senal que es enviada puede
no retornar. Por tal razon, se envian n senales consecutivamente, cada
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una con una frecuencia en un intervalo de 1 hasta m en rangos de
tiempo que varian desde 1 hasta n.

Una vez el modelo de senales se ha recuperado, se pueden determinar
la velocidad y la distancia del objeto. Pero si alguna senal no regresa,
apareceran algunas ambigiiedades en la interpretacion de lo que era el
modelo total.

Los arreglos Costas y las secuencias Sonar son aquellos modelos para
los cuales se envia exactamente una senal en cada intervalo de tiempo,
y con la propiedad especial que atn si sélo dos senales se recuperan se
puede reconstruir el modelo entero [34].

» Otra aplicacién que tienen estos conjuntos es en comunicaciones. La
modulacién por posicién de pulso PPM (Pulse Position Modulation)
se usa en sistemas de comunicaciones con propositos especiales,
en particular en los sistemas militares. Existen otras técnicas de
modulacién, pero la PPM es mas insensible al ruido.

Un pulso se ubica en uno de m intervalos de tiempos consecutivos
para representar un m-ésimo simbolo. Los mensajes se envian mediante
una secuencia de dichos simbolos. El receptor decodifica el mensaje,
generalmente mediante la integraciéon de un simbolo en cada intervalo
y selecciona el maximo valor de integracién de estos simbolos para la
toma de decisiones.

Para lograr esta decodificacion se requiere tanto del intervalo de
tiempo (para fijar los intervalos de integracién) como de los bloques
de intervalos (para enumerar correctamente los segmentos de tiempo
para la identificacién de estos simbolos). Lo anterior se consigue fijando
intervalos de tiempo en los cuales ocurren las pulsaciones.

La sincronizacion de estos bloques se consigue después de establecer
los intervalos de tiempo y generalmente se efectia transmitiendo algo
conocido como una secuencia PPM y usando un método de correlacion
de salto para la reconstruccion del mensaje.

Una secuencia PPM se define como una secuencia en la cual cada bloque
contiene exactamente un punto. Y la correlacién de salto, con una
version alternada de si misma, se define como el nimero de bloques
con los cuales coinciden cuando ambas secuencias son sobrepuestas.
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La ventaja de las secuencias PPM es que con todos los valores de
correlacion de salto, el maximo de coincidencias es una, es decir,
la versién desplazada, de todos los “saltos”posibles (diferentes de la
posicién original) coinciden con el modelo original en a lo més un punto.

Las secuencias PPM se pueden representar como casos particulares de
arreglos Costas o secuencias Sonar [19].
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Capitulo 5

Construcciones de conjuntos Bj,
en d dimensiones

Otra generalizacién de los conjuntos de Sidon enteros es cuando, en lugar
de sumar dos elementos, se suman h y todas las sumas son distintas, salvo
permutacion de los sumandos. A estos conjuntos se les conoce con el nombre
de conjuntos By, enteros. Ademas, en lugar de considerar conjuntos de enteros
también se pueden estudiar los conjuntos Bj en cualquier grupo e incluso
en d dimensiones; es decir, conjuntos de Sidon contenidos en el producto
cartesiano de d grupos. Formalmente:

Definicién 5.0.5. Sea d un entero positivo arbitrario y sean (G, *;),
i = 1,...,d grupos arbitrarios, decimos que A es un conjunto By en d
dimensiones si A C Gy X -+ X Gq y para todo x € Gy X -+ X Gy, se cumple
que la ecuacion x = ay * - -+ * ay tiene a lo mads una solucion en A, donde
representa la operacion del grupo producto (Gy,%1) X -+ X (G, *q).

En este capitulo presentamos algunas construcciones de conjuntos By, en d
dimensiones, cuyos elementos se consideran en un campo arbitrario y alguna
extensién adecuada del campo.
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5.1. Construccién de conjunto B; tipo Bose
y Chowla.

Presentamos la construccion de conjuntos By tipo Bose y Chowla usando
un campo general. Denotamos, en las secciones que siguen, por oy la k-ésima
funcion simétrica elemental en las variables x1, xo, ..., x; esto es:

t
Ul(xlw .- al‘t) = le

i=1
oo(T1,...,x) = Z T, Tj,

1<j1<g2<t

O'k(ml,...,.%'t): Z x]-1~--xjk

1< < <gp <t
op(x1, ... ) =1y

Teorema 5.1.1. Sea (F,+,-) un campo, E una extension algebraica de grado
h > 2 sobre F' con elemento algebraico o y 6 un elemento primitivo del campo
E. Entonces el conjunto A(a) = a+ F :={a+a: a € F}. es un conjunto
By, en el grupo multiplicativo de unidades de E.

Demostracion. Supongamos que existen a;,,...,a;,,b;,...,b;, en F tales
que
h h
H(Oé + aik) = H(Oz + bjk)7
k=1 k=1
esto es equivalente
h h
h h—k h h—k
o + E ok, a;,)a" ™ = + E ok(bjys ..., by, ) E,
k=1 k=1

donde o} representan las funciones simétricas elementales en las
correspondientes variables.
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Asi, vemos que « satisface el siguiente polinomio en la variable z con
coeficientes en F':

h
P(x)=> (o%(ai, ..., ai,) = ok(bjy, ..., b)) a"F,
k=1

pero el grado del polinomio P es menor que h y como « es algebraico de
grado h sobre F' entonces P(x) debe ser el polinomio nulo. De esto se sigue
que

ak(ail, - ,aih) = O'k(bjla .- 7bjh)7

para todo k € {1,...,h}.

Pero estas funciones simétricas son los coeficientes del polinomio
Q) =y"—oy" '+ + (=) ony + (=1 "on,
donde oy, = op(as,, ..., a;,) = ok(bj,....,bj,), para todo k € {1,... h}.
Ast, Qly) = (y—ay) - (y—a;) = (y—b;y) -+ (y — by, ), por lo tanto,
{aiy, ..., a;, } =A{bj,,...,bj,}.

En consecuencia, {a + a;,,...,a+a;,} ={a+0bj,...,a+0bj}.

Ahora, si F' es el campo finito [F, con ¢ una potencia de un primo, podemos
considerar el isomorfismo del logaritmo discreto en la base 6, logy, entre los

grupos (]F;h, ) y (th_l, —|—). De esta manera obtenemos la construccién del
conjunto By, tipo Bose-Chowla en el grupo (th_l, +), con q elementos.
Teorema 5.1.2. Sea g = p", con p primo, n € Z™", existe un conjunto By,

en el grupo aditivo Zg_y, con q elementos.

Demostracion. Por el Teorema 5.1.1 sabemos que A(a) es un conjunto By,

en (F;h, -), donde a € Fyn es un elemento de orden h sobre [F,. Sean ¢ un

elemento primitivo de Fyn y ¢ : <F2h, > — (th_l, —i—) el isomorfismo del
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logaritmo discreto definido por ¢(a) = log, a = k, donde a = 0%, para algin
1 < k < ¢" — 1. Entonces por el Lema 1.0.7 el conjunto imagen de A(a) a
través de ¢ definido por ¢(A(a)) := {logg(av + a) : a € F,} es un conjunto
Bpen (Zpn 1, +). O

Ejemplo 10. Sea p = 7, § un elemento primitivo de ;2 con polinomio minimal
sobre Fr, ming,(0) = 22* + x 4+ 3 y tomemos o = 6 de grado 2 sobre F;. El
conjunto

A0)=1{0,0+1,0+2,0+3,0+4,0+5,0+6}
— {(9 946 936 010 931 935 929}

es un conjunto By en el grupo multiplicativo F},. Usando el isomorfismo del
logaritmo discreto en la base 6, tenemos que el conjunto

A = {1,10,29,31, 35,36, 46}

es un conjunto By en el grupo aditivo Zs.

5.2. Construccion de conjunto B;, tipo Singer
generalizada.

Aunque en principio la construccién de Singer aparecié primero que la de
Bose y Chowla, en este caso presentamos la construccién de Singer como una
consecuencia de la construccion de Bose y Chowla.

Primero construimos un conjunto Bjyy en el grupo aditivo Zgni_g
tipo Bose-Chowla con ¢ elementos, luego reducimos este conjunto médulo
¢"+q¢" 14+ ---+q+1, el conjunto resultante es un conjunto By, en el grupo
aditivo Zgnygh-14..1441 que preserva el nimero de elementos, por ultimo
agregamos un elemento adecuado al ultimo conjunto para asi obtener un
conjunto B, tipo Singer generalizado con ¢+ 1 elementos en el grupo aditivo

th+qh71+,..+q+1 .

Sea g una potencia de un primo, A > 2 un entero, consideremos el campo
[F,n+1 con elemento primitivo 6 y sea a € F;hﬂ un elemento de grado h + 1
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sobre F,. Construimos un conjunto tipo Bose-Chowla como en la seccién
anterior, digamos
A =logy(a+TF,) C Ligh+1_1.

Denotamos n, == ¢" +¢" '+ -+ ¢+ 1 = qh;_ll_l; de esta manera, el
conjunto A es un conjunto By en el grupo aditivo Zg»+1_; con ¢ elementos.
Recordemos que este conjunto proviene del conjunto A(a) = a + F, que es
un conjunto By, en el grupo multiplicativo IFZ,M.

Ahora bien, demostramos el Teorema de Singer generalizado.

Teorema 5.2.1. Sean g = p”, con p primo, n € N y h > 2 entero, existe un

conjunto By, en el grupo aditivo Zgnygnh-14..q41, con q+ 1 elementos.

Demostracion. Con la notacion anterior consideremos el conjunto
A = logy(a + Fy) C Zgpr+1q y lo modulamos (mdd n,), obtenemos un
nuevo conjunto S = A (mddn,); verifiquemos que S es un conjunto By, en
el grupo aditivo Z,,. Supongamos que existe un elemento en (Zy,,+) que
tiene dos representaciones como suma de h elementos del conjunto S; es
decir, existen a;,, ..., a;,,a},...,a; en S tales que
a; +...+a. :a/A +...+a/ (médn)
u th T 1 Jh q
entonces
/ /
(i = Gy, = gy o A, TN
para algun r € Z, luego como 6 es un elemento primitivo de F n+1 tenemos

Qi ttai, — 9G91+"'+a;h67“nq
y como 0" € F; = (f") entonces
@iy +eodai, o pah, etd)
0% in — Qi Ih
donde v = ™. Esto equivale a

’
G%1 ... Q% = Ugagl .. .eajh.

Como para cada elemento « + u; € A(«a) existe un tnico elemento a; € A
tal que logy(a + u;) = a;, esto implica que

(a‘l‘uil)"'(a"‘uih) :U(a+u;1)"‘(a+u;h)7
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desarrollando los productos, notamos que « satisface un polinomio de grado
h con coeficientes en Fy:

P(x) = (1 —v)2" + (o1 —v6)a" 4 - 4 (op_1 — v6p)x + (04 — v3y),
donde o}, = op(uiy, .., Ui, ), O = Op(uf, ..., u}, ), para k =1,...,h, son las
funciones simétricas elementales, luego como « es de grado i + 1 sobre I, el
polinomio P(z) debe ser el polinomio nulo y asi tenemos que

v=1y o, = vy,
parak=1,... h. As{, v =1y {w, ..., } ={u),...,uj, }.

En consecuencia,

{ai,,...,a;,} = {a}l,...,a;h}.

Asi, S es un conjunto By, en Z,, . Ademds, S tiene g elementos; en efecto,
supongamos que existen dos elementos en S que son iguales, digamos

a; = a; (méd ny),

con i # j. Asi, existe w € Z tal que

a; = aj + Wng,
esto implica que en F n1 tenemos

9047,’ — ea] ewnq
y como §*" € Fy = (") entonces

0% = x0%

donde x = 6*"a.

Como para cada elemento a + u; € A(«) existe un tnico elemento a; € A
tal que logy(a + ug) = ay, esto implica que

(a+u;) = z(a+uj ).
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Asi, « satisface un polinomio de grado uno con coeficientes en F,, lo que
implica que x = 1y u; = u; y asi ¢ = 7, lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto, todos los elementos de S son distintos.

Ahora, si tomamos el conjunto Sy := S U {0} tenemos un conjunto By, en
Zn, con g+ 1 elementos. En efecto, recordemos que para n un entero positivo,
nP representa el conjunto suma P + --- + P (n veces), asi tenemos que

hSy=(hS)U((h—1)S+{0})U---U(S+ (h—1){0})U (h{0})
= U[(h —i)S +4{0}].
Por lo tanto,

h

[hSol =) (-DF

k=0 |T|=k~+1, 1C[0,h)

()[(h— z)s+i{0}]‘.

el

Sin embargo, para cada |I| = k+1, I C[0,h],con 1 <k < h—1, tenemos
que

()((h—4)S +i{0}] = 0. (5.1)

i€l

Verifiquemos que se cumple (5.1), aunque esta afirmacién es suficiente
demostrarla para el caso de la interseccion de dos conjuntos de este tipo.

En efecto, supongamos que z € [(h —4)S + i{0}|N[(h — j)S + 7{0}], donde
ihjel i, IC0hyll|l=k+1y1<k<h-—1. Asi,

SC:81+82+"'+Sh7i+i0251+82+"‘+8h,i,

T=58 485+ A8, +j0=5 +sy+ -+,
Luego,
s1+ 83+ s =8+ sy 4+ + 5, ;(médny)

Recordemos que A = logy(a +F,) y S = A(médn,), de esta manera lo
anterior implica que

f519%2 . .. Qsh—i — wgsigsé .. .9527;"
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donde 6 es un elemento primitivo de Fyupn y w = 0™ € (0"1) = F;, para
algin m € Z. Como para cada o + u; € o + I, existe un tnico elemento
s; € A talque logy (o + u;) = s, entonces

(o +up) (o4 ug) - (o + up—g) = wlo+ uy) (@ 4+ uh) - - - (o + uj ;)
Supongamos que ¢ < j entonces « satisface un polinomio con coeficientes
en F, de grado h —4 < h+ 1, pero a es un elemento algebraico de grado
h+ 1y ademas h — j < h — i, entonces el polinomio debe ser el polinomio

nulo, asi desarrollando los polinomios obtenemos que 1 = 0 lo cual es una
contradiccion.

En consecuencia, [(h —)S + {0} N [(h —j)S + j{0}] = 0.

En consecuencia,

[So] = 3 _1(h =) +i{0}]

= [AS] +[(h = 1)S + {0} +--- +[S + (h = D{0} + [2{0}]
= [hS|+|(h = 1)S[+--- + 5] + [{0}]

Ademads, dado que S es un conjunto B}, en el grupo aditivo Z,,, con |S| = ¢
tenemos que

[2So| = |hS| +[(h = 1)S[ + - -+ | S| + {0}
() 0
q+h
Eq+1)+h1>
(

|So|+h—1)
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5.3. Construccion de conjunto Bj,.; en
dimensién dos.

Goémez y Trujillo en [23] obtuvieron una nueva construccién de conjuntos
Bjy1, donde realizan el proceso contrario a la construccion de Singer
generalizada, ellos a partir de un conjunto B obtienen un conjunto Bjyq
usando las ideas de la construccion de Ruzsa.

En esta seccion presentamos una construccién de conjuntos Bj.i en
dimensién dos en un campo F' arbitrario, usamos las ideas de la construccién
dada por Goémez y Trujillo [23], considerando un conjunto B, tipo
Bose-Chowla.

Teorema 5.3.1. Sea (F,+,-) un campo, o un elemento algebraico de grado
h sobre F' en alguna extension E de F, E = F(a) y E* = E'\ {0} el grupo
de unidades de E. El conjunto

A={(a,a+a):a€ F}
es un conjunto By en (F,+) x (E*,-).
Demostracion. Representamos por x la operaciéon del grupo producto
(F,4) x (E*,-). Supongamos que existe un elemento en (F,+) x (E*,-) que
tiene dos representaciones como el producto de A + 1 elementos del conjunto

A bajo la operacion x, es decir, existen a;,b; € F, parai=1,...,h+1, tales
que

(a1, @+ ay) * - x (anp1, o + apyr) = (b, @+ b1) x - % (bnyr, @ + bpga).

Esta igualdad implica
h+1 h+1

Z a; = Z b; (5.2)
i=1 =1
h+1 h+1

[T(e+a)=]]a+n) (5.3)

i=1 i=1
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Si llamamos a := {ay,...,ap12} vy b := {b1,...,bpi2}, tenemos en (5.3)
que
o oy (a)a + -+ opla)a + opya(a) =

"oy (b)al 4+ -+ o (b)a+ o (B), (5.4)

donde oy representan las funciones simétricas elementales en las variables
correspondientes.

Usando (5.2) y simplificando términos iguales en (5.4) obtenemos

oo(a)a" ™ - o (a) = oa(b)a" Tt -+ g (D), (5.5)

Asi, « satisface un polinomio de grado h — 1 y como « es algebraico de
grado h sobre F' entonces el polinomio debe ser el polinomio nulo, de esta
manera tenemos

ag(a) = O'Q(b)

ont1(a) = ongi(D).

Las anteriores igualdades junto con (5.2) son las funciones simétricas
elementales en las variables a y b, luego a = b, es decir

{all:17,h—i-l}:{bl’l:l,,h—i—l},
en consecuencia
{ai,a+a;):i=1,....,h+1} ={(bj,a+b;) i =1,...,h+ 1}.
[
Si consideramos el campo finito F' = [F, con p elementos, entonces
E=TFpy (Fp,+) x (Fr, ) = (Zp X Zph 1, +). Ademds, como p y p" —1 son
primos relativos entonces por el isomorfismo del Teorema Chino del Residuo

sabemos que Z, X Zph_y = ZLppr—1)- Luego usando el Lema 1.0.7 obtenemos
la construccion de Gémez y Trujillo [23] de un conjuntos By, dado por

G = {ph logy(a + a) — (ph —1a:aeZ,} C Ly —1)

a partir de un conjunto Bj. Aqui, 6 es un elemento primitivo de .
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Ejemplo 11. Del Ejemplo 10 tenemos que el conjunto
A0)=1{0,0+1,0+2,0+3,0+4,0+5,0+6}

es un conjunto By en el grupo multiplicativo F}y. Luego el conjunto
B ={(0,0),(1,04+1),(2,0 +2),(3,0+3),(4,0+4),(5,6 +5),(6,0+6)},
es un conjunto Bj en el grupo (F7,+) x (Fy, ).
Ademas, usando el Teorema Chino del Residuo o la construccion de Gomez
y Trujillo obtenemos que el conjunto
C = {10,49, 125,131,190, 319, 324},

es un conjunto Bjs en el grupo aditivo Zssg.

También, es posible obtener otra construcciéon de un conjunto Bjy; en
dimensiéon dos en un grupo multiplicativo, usando la construccién tipo
Bose-Chowla de conjuntos By; sin embargo en esta construccién se pierde
un elemento cuando el campo es finito. Presentamos a continuacién la
construcciéon general.

Teorema 5.3.2. Sea (F,+,-) un campo, o un elemento algebraico de grado
h sobre F' en alguna extension E de F', E = F(«). El conjunto

A:={(a,a+a):a€F*}
es un conjunto Bpyq en (F*,-) x (E*, ).
La demostracién de este resultado es andloga a la del Teorema 5.3.1. En
el caso cuando el campo I’ = [F,, el conjunto del teorema anterior tiene p — 1

elementos, en cambio la construcciéon de Gémez y Trujillo el conjunto tiene
p elementos.

5.4. Construccion de conjunto Bj;,» en
dimension tres.

Ahora presentamos la construccién de un conjunto Bj,o en dimension
tres usando como componentes los elementos de dos conjuntos conocidos, el

91



Capitulo 5. Construcciones de conjuntos B;, en d dimensiones

conjunto de Sidon Z en dos dimensiones y el conjunto B tipo Bose-Chowla.

Teorema 5.4.1. Sea (F,+,-) un campo, o un elemento algebraico de grado
h sobre F' en alguna extension E de F', E = F(«). El conjunto

A:={(a,a,a+a):a € F*}
es un congunto Bpio en (F,+) x (F*,-) x (E*,").
Demostracion. Representamos por e la operaciéon del grupo producto
(F,4+) x (F*,-) x (E*,-). Supongamos que existe un elemento en
(F,+)x (F*,-)x (E*,-) que tiene dos representaciones como producto de h+2

elementos del conjunto A bajo la operacién e; es decir, existen a;,b; € F™*
parai=1,...,h+ 2 tales que

(a1,a1, a0+ ar) ®--- @ (apt2, Gpgo, 0+ Apyo) =
(b1, 01, +b1) @+ - @ (b2, by, 0 + bya).

Esta igualdad implica

h+2 h+2
i=1 =1
h+2 h+2
i=1 i=1
h+2 h+2

[Je+a)=]](+0) (5.8)

i=1 i=1

Si lamamos a = {ai,...,aps2} v b := {b1,...,bpi2}, tenemos en (5.8)
que
O{h+2 + Ul(a)ah+1 + e 4 O'h+1(a)a + 0h+2(a) —

"2 Lo (D)o ko (b)a + o), (5.9)

donde oy representan las funciones simétricas elementales en las variables
correspondientes.

Simplificamos términos iguales en (5.9) usando (5.6) y (5.7), obtenemos

og(a)a” + - + opi(a)a = oy (b)a + - + o1 (b)a, (5.10)
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y como « # 0 entonces
O'Q(CL)Oéhil + -+ O'h+1<a) = O'Q(b)ahil + -+ O'h+1(b), (511)

Asi, « satisface un polinomio de grado h — 1, pero « es algebraico de grado
h sobre F' entonces el polinomio debe ser el polinomio nulo, de esta manera

oa(a) = oa(b)
ony1(a) = ony1(D)

las anteriores igualdades junto con (5.6) y (5.7) son las funciones simétricas
elementales en las variables a y b, luego a = b, es decir

{aii=1,....,h+2} ={b;: j=1,...,h+2}.
En consecuencia

{(CLZ',CLZ',OZ—FCLZ')i Zzl,,h+2}:{(bj,b],()é+b])j:1,,h—|—2}
[]

En el caso cuando consideramos el campo finito F' = [F), con p elementos
y p primo, entonces |A| = p — 1. Luego usando el Lema 1.0.7 tenemos que si
A= {(a,a,a+a):a € Fy} es un conjunto Bz en (Fy, +) x (Fy, ) x (Fr,, ),
entonces el conjunto

B = {(a,logy, a,logy,(a +a)) :a € F}

es un conjunto Bjio en (Zy, +) X (Zyp—1,+) X (Zyn_1,+), donde 6, y 05 son
elementos primitivos de ), y IF,n, respectivamente.

Ademss, como p y p" — 1 son primos relativos, por el isomorfismo del
Teorema Chino del Residuo el conjunto

C = {(logy, a,p" logy, (o + a) — (p" —1)a):a € 7}

es un conjunto Byio en (Zy_1 X Zpph_1), +).
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Ejemplo 12. Del Ejemplo 10 tenemos que el conjunto
A0)=1{0,0+1,0+2,0+3,0+4,0+5,60+6}
es un conjunto By en el grupo multiplicativo Fjy. Ademads el conjunto
B ={(1,1),(2,2), (3,3), (4,4), (5,5),(6,6), }

es un conjunto By en (Fr, +) x (F%,-).

Luego el conjunto
C={(1,1,0+1),(2,2,0+2),(3,3,0+3), (4,4,0+4), (5,5,0+5), (6,6,0+6), }
es un conjunto By en el grupo (F7,+) x (F%,-) x (Fig, -).

Ademas, usando el Teorema Chino del Residuo tenemos que el conjunto

D = {(1,190), (2,342), (3, 10), (4, 319), (5,131), (6, 125) }

es un conjunto By en el grupo producto Z3 X Zssg.

Como Z% =< 3 > entonces el conjunto
B = {(0,190), (2,342), (1,10, (4,319), (5,131), (3, 125)}

es un conjunto By en el grupo aditivo Zg X Z336.

5.5. Construccion de conjunto Bj.» en h + 1
dimensiones

Dado el conjunto A, = {(z,22,...,2") : € F}, en [36] se demuestra que
Ay, es un conjunto By, en el grupo producto (F™, +), usando la construccién
de Bose de un conjunto By multiplicativo es posible construir un conjunto
Bjio en h+1 dimensiones. Presentamos dos casos particulares y luego damos
la generalizacion.

Teorema 5.5.1. Sean F' un campo, char(F) # 2, a un elemento algebraico
de grado 2 sobre F en alguna extension E de F'. Entonces el conjunto

A={(z,2*,a+2): € F}
es un conjunto By en el grupo producto (F,+) x (F,+) x (E*,-).
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Demostracion. Denotemos por * la operacién del grupo producto
(F,+) x (F,+) x (E*,-). Sean x1, T2, T3, T4, Y1, Y2, Y3, Y4 € F tales que

(xl,a:f,a + xq1) * (mg,xg,a + 29) * (:1:3,933,0[ + x3) * (m,a:i,oz +1x4) =

(y1, U5, o+ 1) % (Y2, U5, @ 4 yo) * (Y3, Y3, @ + y3) * (Y, Y5, o + Ya)

de esto se sigue que

T+ 2o+ T3+ Ta =91+ Y2+ Ys+ U (5.12)

v+ ayFal ol =yl Y syl (5.13)

(v +x1)(a+ z2) (a0 + x3) (0 + 24) =

(a0 +y1)(a +yo) (o + ys3) (o + ya) (5.14)

Si lamamos x = {x1, T, x3, 24} ¥ ¥ = {¥1, Y2, Y3, Y4}, podemos notar que
(5.12) es equivalente a

o1(r) = o1(y).
Ahora bien, si elevamos al cuadrado (5.12) obtenemos que

2 2 2 2
7+ x5 + 5+ o] + 2(x129 + 2125 + X124 + Toky + Toky + T3xy) =

Ui+ Y3+ Y5+ vl + 2(51Y2 + viys + Yiya + Yoys + Yoys + Yaya),

luego usando la igualdad (5.13) y simplificando obtenemos
T1To + T1T3 + T1XT4 + T2T3 + ToXy + T3Ty =

Y1Y2 + 1Y3 + Y1Ya + Y2U3 + YoYa + Y3Ya. (5-15)

De forma similar, notemos que (5.15) es equivalente a

03() = 03(y).

Si desarrollemos ahora el producto de (5.14), tenemos

o' + o1(x)0’ + oa(2)a” + o3(x)a + 04(x) =
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o' +o1(y)a’ + oa(y)a” + o3(y)or + 0u(y), (5.16)
luego, si usamos (5.12) y (5.15), al simplificar (5.16) obtenemos

o3(v)a + ou(x) = o3(y)a + 04(y),

lo que significa que « satisface el polinomio en la variable z de grado 1 con
coeficientes en F

P(z) = [o3(x) = 03(y)]2 + 0u(z) — 0u(y),

pero por hipétesis « es algebraico de grado 2 sobre F'| entonces P debe ser
el polinomio nulo, luego

o3(z) = o3(y) (5.17)
o4(x) = o4(y). (5.18)

En consecuencia, por las ecuaciones (5.12),(5.15),(5.17),(5.18) obtenemos
que
{21, 22, 23, 24} = {y1,v2, Y3, ya}-
[l

Teorema 5.5.2. Sean F' un campo, char(F') # 2,3, a un elemento algebraico
de grado 2 sobre F' en alguna extension E de F'. Entonces el conjunto

A={(z,2%2% a+2): v€F}

es un conjunto By en el grupo producto (F,+) x (F,+) x (F,+) x (E*,-).

Demostracion. Denotemos por x la operacién del grupo producto
(F7 +) X (Fa +) X (E*7 ) Sean T1,T2, T3, T4, T5,Y1,Y2,Y3, Y4, Y5 € F tales que

(z1, 27,25, 0+ 1) % -+ x (25,22, 73, a0 + x5) =
(ylayiyilaaa + yl) *oeeo Xk (y57y§aygaa +y5)7

de esto se sigue que

T1+ T2+ 23 +Ta+2T5=Y1+Y2+Ys+Ys+ Ys (5-19)
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i as ol ol =yl s +ys Ul s (5.20)
et ad il rad =Pyl byl oyl R (5.21)

(a+x1)(a+ z2) (a0 + x3) (a0 + 24) (0 + x5) =

(a+y1)(a+y2)(a+ys)(a+ ys)(a+ ys) (5.22)

Sillamamos = = {1, T2, ¥3,74,T5} Y Y = {Y1, Y2, Y3, Y4, Y5 }, podemos notar
que (5.19) es equivalente a

a1(z) = a1(y)-

Si elevamos al cuadrado (5.19) obtenemos que

Z:U + 209(x Zyz+202

luego usando la igualdad (5.20) y simplificando obtenemos

0'2(1’) = Ug(y). (523)

Si elevamos al cubo (5.19) obtenemos que

Zx + 301 (x (Zx)—l—ﬁag (Zx)z
;y%sm (Z%)—l—&rg (Z;;)

y usando (5.19), (5.20), (5.21) obtenemos

o3(z) = o3(y). (5.24)

Ahora, si hacemos la expansién del producto (5.22) obtenemos

5 5

a® + Z oi(2)a” " =a’® + Z oi(y)a® ", (5.25)

i=1 i=1
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luego, si usamos (5.19), (5.23) y (5.24), al simplificar (5.25) obtenemos

oy(z)a+ o5(x) = ou(y)a + o5(y),

lo que significa que « satisface el polinomio en la variable z de grado 1 con
coeficientes en F

P(2) = [o4(7) — 04(y)]2 + 05(7) — 05(y),

pero por hipétesis « es algebraico de grado 2 sobre F'| entonces P debe ser
el polinomio nulo, luego

o4(x) = o4(y) (5.26)
os(x) = o5(y). (5.27)

En consecuencia, por las ecuaciones (5.19),(5.23),(5.24),(5.26) y (5.27)
obtenemos que

{1'1, T2, T3, T4, 1'5} = {y17 Y2, Y3, Y4, y5}
]

Ahora presentamos el caso general de un conjunto By, que se obtiene a
partir de un conjunto By, formado por las potencias de un elemento x en un
campo F'y un conjunto By tipo Bose multiplicativo.

Teorema 5.5.3. Sean F' un campo, char(F) # 2,3,...,h—2, a un elemento
algebraico de grado 2 sobre F' en alguna extension E de F' y h > 1 un entero.
Entonces el conjunto

A={(z,2% ... 2" a+z): 2 € F}

es un conjunto By o en el grupo producto (F" +) x (E*,-).
Aqui, (F"*, +) significa el grupo producto de h copias del grupo (F,+).

Demostracion. Llamemos * la operacién del grupo producto (F™, +)x (E*, ).
Sean © = {x1,...,Tpi2}, ¥y = {¥1,- -, Yns2} subconjuntos de F' tales que

2 h 2 h
(1,27, - @, @+ L) ek (T2, Ty - Thyos @+ Thya) =

(Y1, Yts - Yl Y1) %k (Yo Ynsas - - - s Ypos O+ Ynso)
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Esto implica que

T1+ 2o+ -+ Tppo =1+ Y2+ -+ Ynto (5-28)
T o R SRRER V7 (5.29)
T e Vi SR B VA (5.30)

(a+x)(a+z) - (a+zpo) = (a+y)(a+y2) - (a+yno) (5.31)

Las primeras h igualdades, por las identidades de Newton-Girard, implican
la igualdad de las funciones simétricas elementales

Uk(961,£€2, ce ,$h+2) = Uk(ylay% cee 7yh+2)> (5-32)

para 1 < k < h.

Ahora, si desarrollamos los productos de (5.31) obtenemos

h+2 h+2
a2 + ZUZ'CL‘)O/HFZ% — o2 + Zai(y)ah+27i’ (533)
i=1 i=1

luego usando las igualdades de (5.32) para 1 < k < h y simplificando
obtenemos que « satisface un polinomio de grado 1, pero como « es algebraico
de grado 2 sobre F' entonces el polinomio debe ser el polinomio nulo, esto
implica que

O'k(mh X2, . .. ,$h+2) = ak(yla Yo, - .- 7yh+2>> (5-34)

para h + 1 < k < h + 2. En consecuencia, {x1,...,Zp12} = {¥1,. .., Ynio} v
por lo tanto

{(ﬂfi,fBQ ---J?,aﬂin): izl...,h+2}:

19

{(yi,yiz,...,y?,oz+yi): i=1...,h+2}.
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Ejemplo 13. Del Ejemplo 10 tenemos que el conjunto
Al)=1{0,0+1,04+2,0+3,0+4,0+5,0+6}
es un conjunto Bj en el grupo multiplicativo Fj,.

Asi el conjunto

B=1{(0,0,0,0,6),(1,1,1,1,0 +1),(2,4,1,2,0 + 2), (3,2,6,4,60 + 3),
(4,2,1,4,60 +4),(5,4,6,2,0 +5),(6,1,6,1,6 + 6)}

es un conjunto Bg en (F,+) x (Fjy, ) con 7 elementos.

5.6. Consecuencias de las construcciones
para la funcion f;.

Los conjuntos Bj; son més dificiles de manipular ya que no se pueden
expresar en términos de diferencias como si se hace en los conjuntos de Sidon.
Por tal razén, hasta el momento, se desconoce el comportamiento asintotico
de la funcién F,(n), para h > 3 incluso para el caso de la funcién f,,(G),
donde G un grupo abeliano finito arbitrario.

Las cotas superiores triviales para las funciones Fj(n) y fi(G) son las
siguientes:
Fp(n) < (h- h)Ynt/h, (5.35)

fu(G) < ()M GV™. (5.36)

Algunos investigadores han logrado mejorar estas cotas, tanto en casos
generales como en casos particulares para ciertos valores de h, por ejemplo:

» Lindtrém [29] demuestra que Fy(n) < (8n)(1/4)(1 + o(1)).

» Ben Green [25]demuestra que Fy(n) < (7n)Y*(1 + o(1)), mejorando el
resultado Lindstrom.
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» Para h = 2r (r > 1) Jia [27] demostré que

For(n) < (r-r1?n)YC0(1 4 0(1)).

Para h = 2r — 1(r > 1), Chen [12] y Graham [24] demostraron
(independientemente) que

Fy1(n) < (rn)YCr=D(1 4 0(1)).

» Bravo-Ruiz-Trujillo [5] demuestran para G un grupo conmutativo finito:

Por otro lado, como consecuencia de las construcciones conocidas y
mencionadas en las secciones anteriores de este capitulo se tiene que

» Bose-Chowla: fi,(Z;n_1) > q.
» Singer Generalizada: f,(Zgny..ygi1) > q+ 1.

= Gémez-Trujillo: fi1((Fy, +) x (., ) = ¢

Nuestras construcciones, proporcionan las siguientes cotas inferiores:

= Si |F| es finito, para o un elemento algebraico de grado h sobre F' en
alguna extensién E de F' se tiene

funa((F*, ) % (E*, ) 2 |F| - L.

» Si |F| es finito, para a un elemento algebraico de grado h sobre F' en
alguna extension E de F se tiene

Frg2((F,4) X (F7, ) x (E7,-)) = |[F| = 1.
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= Si |F| es finito de caracteristica diferente de 2,3,...,h — 2, para o un
elemento algebraico de grado 2 sobre F' en alguna extensién E de F se
tiene

Fu2((F",+) x (E*, ) > |F.

Destacamos que la tiltima construccion que obtuvimos nos permite obtener
familias de conjuntos B, que son éptimamente densos cuando |G| tiende a
infinito; es decir, si A es un conjunto By s en G = (F"* +)x (E*, ) obtenemos
que

Al = [F| > (|F[*(|F]? = )" = |G]"*.
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Capitulo 6

Resultados obtenidos y
trabajos futuros

En este trabajo realizamos un amplio recorrido por un tema importante
de Teoria de Numeros Aditiva, conocido como conjuntos de Sidon. Aunque
el principal problema de estudio sobre conjuntos de Sidon es cuando se
consideran subconjuntos de los enteros, el tema fundamental de este trabajo
son los conjuntos de Sidon en dos dimensiones, donde no necesariamente los
elementos son nimeros enteros. Ademas la definicién de conjunto de Sidon es
posible generalizarla a conjuntos By [g] sobre cualquier grupo abeliano, tema
que también abordamos en este trabajo para el caso g = 1.

Los aportes de nuestro trabajo son los siguientes:

» Utilizamos la Energia Aditiva y sus propiedades para obtener
buenas cotas de funciones extremas relacionadas con problemas de
caracteristicas aditivas y combinatorias, estos problemas han sido
objeto de trabajo en varios proyectos de investigacion del grupo
ALTENUA. Para efectos de completitud del trabajo incluimos algunos
ejemplos del uso de energia aditiva en problemas relacionados con
conjuntos By [g] y secuencias sonar; sin embargo nuestro aporte en
esta seccién es en el caso de conjuntos de Sidon d-dimensionales,
d > 1, Lindstrom [10, 30] obtiene una cota superior para la funcién
Fg(n) pero no explicitamente, nosotros con el uso de la energfa aditiva
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logramos obtener las constantes explicitas de dicha cota, para d entero
par (Teorema 2.5.1). Para conjuntos de Sidon en dos dimensiones,
d = 2, con un cambio en el pardmetro logramos obtener mejores
constantes explicitas (Desigualdad 2.25) que las del Teorema 2.5.1.
Obtener las constantes explicitas es importante, porque si las constantes
son pequenas es posible acercarse mas rapido al valor exacto de la
funcion dada, y esto tiene mucho valor sobre todo en aplicaciones a otros
campos; la cota de Lindstrom garantiza la existencia de una constante
pero al no ser explicita puede tener un tamano muy grande.

» Presentamos tres construcciones de conjuntos de Sidon en dos
dimensiones, C, Z, Z,, donde los grupos ambiente de cada conjunto son
el producto directo de los grupos provenientes de un campo (F,+, ),
cabe destacar que estas construcciones son generales y validas para un
campo arbitrario; como caso particular, por medio de un isomorfismo,
se obtienen las construcciones de secuencias sonar: cuadratica, Welch y
Golomb-Lempel. Ademds, analizamos las propiedades que satisfacen
los conjuntos C, Z, Z, y encontramos algunas propiedades que no
se conocian, por ejemplo, la caracterizaciéon de los conjuntos suma y
diferencia, también identificamos que al unirle un conjunto adecuado
a C o Z, éstos forman bases de orden dos para su grupo ambiente
respectivo (Seccién 4.1). Estos resultados aiin no estéan publicados, pero
ya tenemos un preprint [8].

= Otro aporte en este trabajo, es el Teorema 4.3.1 que permite construir
secuencias sonar a partir de conjuntos de Sidon en una dimension,
resultado publicado en [37], como casos particulares se obtienen las
construcciones de secuencias Sonar de tamanos especificos (Corolarios
4.3.2, 4.3.3, 4.3.4) a partir de las propiedades que satisfacen los
conjuntos de Sidon tipo Bose y Ruzsa, las cuales las estudiamos en
detalle en el Capitulo 3.

= [gualmente, el estudio en detalle de las construcciones conocidas de
conjuntos de Sidon en una dimensién nos permitié obtener nuevas
construcciones de conjuntos B, en d dimensiones, usando un campo
arbitrario (F,+,-); por ejemplo las construcciones de conjuntos Bjq
en los grupos (F,+) x (E*,-), (F*,-) x (E*,), y las construcciones de
conjuntos By, en los grupos (F, +) x (F*, ) x (E*,-) y (F", +) x (E*,")
(Teoremas 5.3.1, 5.3.2, 5.4.1, 5.5.3).
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Cabe destacar que la tltima construccion (Teorema 5.5.3) de
un conjunto Bpio es una construccion optimamente densa. Estos
resultados tampoco estédn publicados, pero ya tenemos un preprint [9].

Teniendo como base los logros alcanzados en esta tesis, como trabajos
futuros queremos:

= Hacer un estudio mas amplio de la energia aditiva, sus generalizaciones
y aplicaciones a otros problemas.

= Como en el caso de conjuntos de Sidon en dos dimensiones logramos
hacer una caracterizacion del conjunto suma, queremos estudiar la
caracterizacién del conjunto suma de las construcciones tipo Singer,
Bose y Ruzsa en una dimension.

» Estudiar bases aditivas y conjuntos de Sidon.

= Hacer un estudio de las secuencias sonar y sus propiedades para asi
comparar las nuevas secuencias sonar con las existentes y determinar si
estas construcciones generan secuencias sonar distintas, ya que algunas
coinciden en sus tamanos.

» Estudiar de manera mas amplia las aplicaciones que tienen las
secuencias sonar en otros campos; este aspecto sera el objetivo de
nuestro proyecto de investigacién aprobado en la convocatoria para
Ciencias Basicas # 712 de 2015 por Colciencias, titulado: Aplicaciones
a Teoria de la Informacion y Comunicaciones de los conjuntos de Sidon
y sus generalizaciones, con codigo 50560.
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Anexo

Este trabajo de tesis doctoral esta adscrito al proyecto de investigacion
aprobado por Colciencias y titulado Construccion de conjuntos Bylg],
propiedad de Midy y algunas aplicaciones, con c6digo110356935047, del grupo
de investigacion ALTENUA.

Mencionamos a continuacion las ponencias, los articulos publicados y
proximos a publicar, realizados durante el desarrollo de este trabajo de
investigacion.

PONENCIAS:

= XX Congreso Colombiano de Matematicas. Universidad Nacional de
Colombia sede Manizales. Manizales (Caldas) 21-24 de Julio de 2015.
Ponencias presentadas:

- Conjuntos de Sidon obtenidos a partir de los grupos de un campo
finito. Autores: Yadira Caicedo y Carlos A. Trujillo.

- Construccién de conjuntos Bj[g] modulares a partir de conjuntos
By, modulares via homomorfismos. Autores: Yadira Caicedo, Jhonny
Goémez y Carlos A. Trujillo.

= V Encuentro Nacional de Matematicas y Estadistica. Universidad del
Tolima. Ibagué (Tolima), 6-8 de Mayo de 2015. Ponencia presentada:
Conjuntos Bylg] modulares a partir de conjuntos Bj; modulares.
Autores: Yadira Caicedo y Carlos A. Trujillo.

= [T Seminario Regional de Teoria de Nimeros- ALTENUA. Universidad
del Cauca. Popayan (Cauca), 25-29 de marzo de 2015. Trabajos
presentados:
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- Curso de Construccién de conjuntos By[g]. Autores: Yadira Caicedo
y Carlos A. Trujillo.

- Ponencia: Conjuntos de Sidon en dimensién dos. Autor: Yadira
Caicedo

VI Encuentro de Algebra, Teoria de Numeros, Combinatoria y
Aplicaciones (ALTENCOA 6-2014). Universidad de Narino. Pasto
(Narino), 11- 15 de Agosto de 2014. Trabajo presentado: Nuevas
construcciones de secuencias sonar y sus propiedades. Autores: Yadira
Caicedo y Carlos A. Trujillo.

International Conference on Applied Mathematics and Informatics. San
Andrés Islas, 24-29 de Noviembre de 2013. Trabajo presentado: New
Constructions of Sonar Sequences. Autores: Yadira Caicedo y Carlos
A. Trujillo.

XIX Congreso Colombiano de Matemaéticas. Universidad del Norte.
Barranquilla (Atlantico), 15-19 de Julio de 2013. Trabajos presentados:

- Energia Aditiva y Conjuntos B; [g]. Autores: Yadira Caicedo y Carlos
A. Trujillo.

- Cota Inferior para la longitud de una regla Golomb. Autores: Yadira
Caicedo, Carlos Martos y Carlos A. Trujillo.
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