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El cosmos habla de la grandeza del Senor,
El universo y lo creado lo confirma,
Un planeta a otro le pasa el mensage,

Una galazia a otra se lo transmite,
Con un lenguaje inaudible...

Desde 10 hertz hasta 10% hertz,
Alcanza su luz, Nada se libra de €l;
El asoma a 13,500 millones de anos luz,
Hasta el otro extremo llega su pregon.

Su voz se propaga en todas las direcciones
Hacia donde va un universo en expansion;
El muestra su poder desde la explosion de una supernova,
Hasta el enfriamiento de las estrellas...

Aléjame de la arrogancia para que no me domine,
que mi mds intimo pensamiento lleque a ti,
que te agraden mis formulas
y las palabras de mi boca...
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Resumen

El fenémeno de la Energia Oscura es uno de los problemas mas interesantes
de la fisica moderna [3, 4, 8, 15]. Para su explicacién se han propuesto diferentes
teorias, entre ellas estd el estudio de la gravedad modificada F(R) la cual es
una alternativa interesante. Motivado en este enfoque se realizé un estudio de los
modelos cosmolégicos F'(R), los cuales son extensiones naturales de la Relatividad
General (RG) con funciones arbitrarias del escalar de Ricci.

Se encontraron condiciones para el modelo propuesto por el profesor Norberto
Granda, de tal forma que cumplieron con las exigencias que se dieron en cada
uno de los capitulos; es decir, se hallaron soluciones que dan lugar a expansién
acelerada en tiempos tardios y una posible unificacién en la época de materia con
la consiguiente transicién a la fase de expansién acelerada.



Notacién y convenciones

La convencién de los signos usados para la métrica es (-,4,+,+) la velocidad de la
luz seréa tomada en unidades geometrizadas ¢ = 1, los indices griegos «, 3,7, ... se
utilizan para coordenadas espacio-temporales y van de 0 a 3, los indices latinos a, b, c, ...
se utilizan para las coordenadas espaciales y van de 1 a 3. Las letras en negrilla y
mayusculas son usadas para los tensores A, B, C, ... y las que estan en negrilla pero en
mintsculas a, b, c, ... son para denotar los vectores.

G Constante de Gravitaciéon universal
K 8¢

G Componentes del tensor métrico

g Determinante del tensor métrico
R,vap  Tensor de Riemann

R, Tensor de Ricci

R Escalar de Ricci

ng Simbolo de Christoffel
Gy Tensor de Einstein

O Derivada con respecto a z*
Vi Derivada covariante

O d‘Alambertiano O = V,V#
T Tensor de Energia-Impulso
SEZW} antisimetrizacion

a(t) Factor de escala

z Redshift

H Parametro de Hubble

p Densidad de energia

P Presién

w Ecuacién de estado w = p/p
A Constante cosmoldgica

dr, Distancia de luminosidad

F(R) R+ f(R)



CAPITULO 1

1. Introduccidon

Con el fin de tener un universo estatico, Einstein intent6 conciliar el modelo dindmino
introduciendo la Constante Cosmolégica A en sus ecuaciones originales. Sin embargo
Friedmann al resolver dichas ecuaciones en 1922 y Lemaitre en 1927 encontraron que
este universo era inestable y que a pesar de estar en equilibrio, cualquier perturbacién
podia hacerlo implosionar o expandirse de nuevo. No obstante, las observaciones real-
izadas por Hubble el 1929 mostraron que las galaxias se alejaban mas rapido mientras
mas lejos estuvieran, mostrando asi la expansion y corroborando las hipotesis de Fried-
mann y Lemaitre. Asi pues, la comunidad cientifica fue adoptando cada vez mas la idea
de un universo dinamico. Einstein considerd entonces la introduccién de dicha constante
como el error més grande de su vida, pero permanecié como un problema de interés
tedrico.

Durante casi todo el siglo XX se pensd que el universo se expandia como consecuencia
del Big Bang hace aproximadamente 13,700 millones de anos; en la actualidad se sabe
que ademas de expandirse se estd acelerando.

El premio Nobel de Fisica, del ano 2011 fue otorgado por uno de los mas sorprendentes
descubrimientos de la ciencia moderna; en el cual, se utilizaron un tipo especial de
supernovas denominadas tipo Ia (SN Ia) [1, 2, 3, 4], las cuales son estrellas antiguas
y compactas; pesadas como el sol, pero pequenas como la tierra y emiten luz como
una galaxia completa. En esta investigacion, los cientificos: Saul Perlmutter (jefe del
Supernova Cosmology Project) [1], Brian Schmidt (jefe del High-z Supernova Search
Team) y Adam Riess (profesor del Space Telescope Science Institute de Baltimore)[2]
encontraron mas de 50 supernovas cuya luz era mas débil de lo esperado; dichas medi-
ciones, basadas en el alto corrimiento al rojo que experimentan las (SN Ia)!, fueron

1Segtin la ley de Hubble, todas las gélaxias lejanas se alejan de un punto de observacién mostrando



interpretados como una senal de la expansion acelerada del universo.

Aparte de las observaciones realizadas a las (SN Ia), hay diversas fuentes independientes
que comprueban este fendémeno; entre ellas se encuentra el grado de anisotropia presente
en la radiacién césmica de fondo [4, 5, 6], que predice el contenido material del universo
compuesto por un 74 % de Energia Oscura que ocasiona la expansién y de la cual no
se conoce su naturaleza, y un restante 26 % de materia, compuesta en un 22% por
Materia Oscura que interacciona como lente gravitacional rodeando las galaxias y un
4% restante en materia bariénica [4, 8] de la cual estd constituida toda la materia
observable.

La denominada Energia Oscura?, de cualquier forma, es necesaria para reconciliar la
geometria medida del espacio con la suma total de la materia del universo [16]. Este
fenémeno estd presente en todo el universo, produciendo una presién que acelera la
expansién del mismo y resultando asi una fuerza gravitacional repulsiva [7].

En el modelo estandar de la cosmologia, este fendmeno aporta casi tres cuartas partes
de la masa-energia del universo [4, 7, 8]. Dicha energia sigue siendo considerada como
uno de los problemas fundamentales del siglo XXI y para la explicacion de esto han
surgido diferentes modelos.

» La Constante Cosmolégica [8, 9], una densidad de energia constante que llena
el espacio en forma homogénea, dando lugar a una ecuacion de estado w = —1.
Esta se ajusta muy bien a los datos experimentales disponibles, ya que las ob-
servaciones realizadas por el WMAP [5] arrojan un resultado del orden de los
10~3eV*. Sin embargo, cuando se calcula dicha cantidad en la teorfa cudntica de
campos (TCC), discrepa en varios ordenes de magnitud al valor encontrado por
las observaciones astronémicas, excediendo del orden de los GeV* [8], denominan-
do esta discrepancia como la peor prediccion de la historia. Cabe resaltar que este
modelo es capaz de explicar la radiacién cosmica de fondo de forma coherente.

» Los modelos de Quintenssencia [8] son campos escalares con un potencial efectivo
y corresponden a un fluido con una ecuaciéon de estado 0 > w > —1. Estos
campos se acoplan minimamente a la gravedad con un potencial asociado a la
época inflacionaria. En contraste con éstos existen otros potenciales de energia
y de campos escalares implicados en la aceleracién del universo. Al modificar la
energia cinetica del campo escalar podria ocasionar una K-inflacién para explicar
las grandes variaciones de energias durante el periodo inflacionario, al extender
este modelo surge un nuevo escenario llamado K-essencia el cual es caracterizado
por campos escalares asociados a energias cineticas generales.

un desplazamiento al rojo debido al efecto Doppler. Cuando una estrella se vuelve inestable ante fugas
termonucleares, explota con un brillo caracteristico; el brillo observado de éstas se pinta frente a su
corrimiento al rojo y esto se utiliza para medir la historia de la expansién.

2Se le llama de esta forma porque no corresponde ni a materia bariénica ni a materia oscura.



= En conjunto con los modelos de Quintessencia se ha sugerido que los condensados
de Tachyon (campo presente en la teoria de cuerdas), pueden tener interesanten
consecuencias cosmologicas, observando el decaimiento de D-branas que produce
un gas sin presion con densidad finita de energia que se asemeja al polvo clasico.
En contraste con este modelo, para una ecuacién de estado w < —1 hay una fase
llamada Phantom en la cual la densidad es homogénea en el universo y conlleva
a la creacién de nueva materia a causa de la expansién del universo [8].

» Otra explicacion estd en un fluido conocido como el Gas de Chaplygin [8, 12];
este modelo reproduce asintéticamente dos eras del universo, es decir la época de
dominancia de la materia y la época de expansion acelerada.

» Hasta el momento, el modelo ACDM (A Could Dark Matter) [8, 9] es uno de los
méas acertados, ya que muestra la concordancia entre el Big Bang, la radiacién
césmica de fondo, la construccién de siper estructuras, y la expansion acelerada.
Sin embargo es sélo uno de los modelos y como tal tiene ciertas falencias ya que no
dice nada sobre el origen fisico fundamental de la materia oscura y de la energia
oscura [19].

= La gravedad modificada contituye uno de los modelos dindmicos més interesantes
alternativos al modelo ACDM. Este modelo describe la aceleracién del univer-
so observando los términos adicionales en las ecuaciones de campo de Finstein
responsables de la expansién o modificacion de la gravedad. Esta formulacién es
llamada teoria F(R) de gravedad modificada que surge de la generalizacion en
la accion de Einstein-Hilbert con términos adicionales al escalar de curvatura R
[13, 14, 15, 18, 19, 20, 21]. Existen tres formulaciones de las teorias F(R): el
formalismo métrico, el formalismo de Paladini y el formalismo Métrico Afin, los
cuales se diferencian basicamente en las dependencias de los campos de materia
con el tensor métrico y las conexiones.

Debido a que las teorfas F'(R) se pueden ver como extensiones de la Relatividad
General, deben producir los mismos resultados de ésta al menos a nivel local (por
ejemplo tener los limites Newtonianos correctos a nivel del sistema solar), pero a
dichos niveles muchos modelos presentan inestabilidades.

Todos estos modelos [8, 9, 10, 11, 12], han logrado mostrar facilmente satisfacer las
condiciones para la energia oscura, ya que como campos dinamicos su densidad de
energia puede variar en el tiempo y el espacio; no obstante diversos modelos adolecen
de varias dificultades, entre ellas cabe nombrar la singularidad en un tiempo finito.

En el presente trabajo se muestra la evolucion de la Relatividad General hasta llegar
al formalismo de gravedad modificada F'(R). Los respectivos capitulos estan divididos
de la siguiente forma:



El capitulo dos esta dedicado a los principios fundamentales de la Relatividad Gener-
al, haciendo un estudio detallado de los resultados obtenidos por Einstein y Hilbert
fundamentalmente; en particular se obtiene obteniendo las ecuaciones que rigen la
dindmica del universo. El tercer capitulo describe de forma general las soluciones de
Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), las ecuaciones dinamicas de Fried-
mann y las pruebas experimentales para la existencia de la energia oscura. En el cuarto
capitulo se obtuvieron las ecuaciones de campo para el formalismo F(R) sin incluir
el término de frontera (Gibbons-York-Hawking); se aplican tales resultados al modelo
estandar de la cosmologia en la métrica de Friedman-Lemaitre usando el espacio-tiempo
de Robertson-walker (FLRW) [7, 15, 16]. Se dedica el capitulo quinto a la dindmica de
la energia oscura haciendo uso del sistema dindmico con el cual se dieron criterios mas
sélidos para la viabilidad de las funciones f(R). Para los modelos especificos dados en
este capitulo se les exigié la condicion para que haya transicion de época de materia
hasta expansiéon acelerada.

Finalizando este capitulo se propone el modelo del profesor Norberto Granda, el cual
toma la forma:

aR+
YR+ 6’

y Al cual se le aplican los tratamientos vistos en los capitulos cuarto y quinto.

El propdsito de este trabajo es estudiar el modelo F(R) de gravedad modificada,
plantear las ecuaciones fundamentales de movimiento, encontrar la funcién m(r) para

algunos modelos F'(R), y el modelo especifico del profesor Norberto Granda, apoyado
en (8, 15, 17, 21, 22, 23].



CAPITULO 2

2. Elementos de Relatividad General

La Relatividad General (RG) es la teoria de gravedad més aceptada actualmente; ésta
explica los fenémenos gravitacionales como consecuencia de la curvatura en el espacio-
tiempo generada por la materia presente. Aunque la RG cuenta con un fundamento
observacional que la hace una de las teorias mas solidas en fisica, la relacién con la
teoria cuantica sigue siendo atin desconocida.

2.1. Principios de Relatividad General

La gravedad fue descrita por Newton como una fuerza que actia a distancia y depende
de las masas de los objetos; ésto permitié explicar el movimiento de los astros en el
sistema solar (sin contar la anomalia en la érbita de Mercurio) y la caida de los cuerpos.
Pero presentaba algunas fallas, en especial la imposibilidad de explicar el origen de
aquella fuerza de interaccion inherente a todos los cuerpos con masa.

La teoria Newtoniana basa sus leyes en la existencia de sistemas de referencias inerciales,
teniendo un gran problema cuando la fuerza de atraccion es considerada, pues presupone
una interaccion a distancia con una velocidad infinita. Esto llevé a Einstein a formular
la Teorfa de la Relatividad Especial (RE) basada en los siguientes postulados [16]:

1. Las leyes de la fisica son independientes del sistema de referencia inercial.

2. la velocidad de la luz en el vacio es la misma para todos los observadores inerciales,
independiente de la direccion de propagacion.

El caracter fundamental se basa entonces en la constancia de la velocidad de la luz, razon
por la cual la teoria gravitacional de Newton debia ser reformulada. Una de las bases
fundamentales en la teoria de Einstein es el denominado Principio de Fquivalencia,
formulado como:



No es posible determinar bajo ningun experimento si un objeto se encuentra en caida
libre en un campo gravitacional uniforme g o si estd en un movimiento uniformemente
acelerado con aceleracion a = g,

donde g es la aceleracion del campo gravitacional. La idea de Einstein fue entonces ver
la trayectoria de particulas en caida libre y ver a qué efecto se debe a su aceleracién. El
cambio fundamental es el de transformar el concepto de fuerza de atraccion al de defor-
macién (o mejor curvatura) del espacio-tiempo, y asi una particula no experimenta una
aceleracion por la fuerza, sino que recorre una trayectoria en geodésicas en un espacio-
tiempo curvo. El ente que realiza esta curvatura en el espacio-tiempo es cualquier forma
de materia-energia, de modo que: La curvatura le dice a la materia como moverse, pero
la materia le dice al espacio como curvarse véase [16].

2.2. Formulacion Matematica de la Relatividad General

Postulado 1: El espacio-tiempo estd descrito por un par (V,g), donde ¥ es una var-
redad 4-dimensional y g una métrica Lorentziana sobre U.

La curvatura en la variedad esta descrita por el tensor de Riemman Rf;py, el cual es
escrito de la siguiente manera:
A A A M A n TA
Ry = —Upy + U = il + LIS, (2.1)

donde 1
F,Z)\ = 597]”(9;111,)\ + 9wy — g,u)\,u)

es el simbolo de Christoffel, y g,, son las componentes del tensor métrico.

Teorema 2.2.1. (Teorema Fundamental de la Geometria Riemanniana) En una var-
iedad (U, g) existe una unica conexion simétrica FZ/\ que es compatible con la métrica
g y es llamada la conexion de Levi-Civita.

Es necesario exigir que el tensor de torsion de Cartan SZA sea nulo, es decir:

[/ — n _
Sw\ = F[W\] -

y la relacién entre FZ/\ y la métrica g se obtiene imponiendo que:

0 (2.2)

VoG =0 (2.3)

con la definicién usual para la derivada covariante?

3Véase [16]



Postulado 2: (Conservaciéon Local de la Energla) existe un tensor simétrico T, =
T,(¢) =T, que es funcion de los campos de materia ¢ y sus derivadas tal que:

1. T, =0 sobre p C ¥ sii ¢; = 0 para todo i sobre
2. V,T* =0

Postulado 3: La métrica sobre la variedad espacio-tiempo (V, g) estd determinada por
las ecuaciones de campo de Einstein

1
R, — ERgW = kT, (2.4)

siendo R = g"” R, el escalar de curvatura, R, = R;\my el tensor de Ricci, T}, el tensor

de energia-momentum y k = 87, donde G es la constante de gravedad universal
usando las unidades en que ¢ = 1.

Si se define el tensor de Einstein G, como

1
Guw =R, — §Rgu,, (2.5)

se observa asi que el tensor de Einstein es consistente con la restriccion geométrica de
la forma

V.G =0 (2.6)

conocida como la Identidad de Bianchi.

El movimiento de una particula esta descrito por su trayectoria en el espacio-tiempo,
x*(7y), donde v es un parametro; aquella particula sobre la que no se ejerce fuerza alguna
satisface la ecuacion de geodésica:

VAV, VY =0 (2.7)

m . . .
donde V#* = dd% es el vector tangente a la trayectoria. Esta ecuacion puede ser escrita

de la forma conocida
d*z°? LT dz dz?
dy? P dy dy

cuya expresion aplica para los siguientes casos:

(2.8)

= Particula con masa, en cuyo caso usualmente se toma el parametro v como el
tiempo propio tal que el vector tangente esta normalizado g, V*V" = —1.

» Particulas sin masa (fotén), en cuyo caso el vector tangente, usualmente denotado
por k¥, es nulo y g, k*k" =0



En fin las ecuaciones de Einstein determinan la métrica dado un contenido materia-
energia y las ecuaciones de Poisson (potenciales de Newton) se encuentran como un
limite de tales ecuaciones. La Relatividad Especial es entonces un caso particular de
la Relatividad General, para la cual la variedad ¥ es conformalmente plana y g es el
tensor de Minkowski.

2.3. Principio Variacional de la Relatividad General

Al formular la Teorfa de la Relatividad General (RG) Einstein y Hilbert proponen las
ecuaciones de campo a partir de un Lagrangiano y una variacion de S. Ellos encontraron
de manera independiente la accién asociada al campo gravitacional, la cual es denomi-
nada accién de Einstein-Hilbert Sgy y, adicionalmente, esta el término de frontera de
Gibbons-York-Hawking Sgy g el cual fue introducido para relajar las condiciones de
frontera*. Asi pues la accién asociada con todos los campos incluyendo la materia Sy,
se puede escribir como [16]:

1
S = %(SEH + Sevm) + Su (2.9)

donde
Spy = / d*z\/—gR (2.10a)

Seyn = 2]{ d*yer/|h| K (2.10b)
ov

teniendo en cuenta que: v es el hipervolumen en ¥, 0v es la frontera, h es el determinante
de la métrica inducida, K es la traza de la curvatura extrinseca sobre la frontera y € es
a+ 1 si Ov es cuasitemporal y —1 si Jv es cuasiespacial. Se asume que Ov no es cero en
ninguna parte. Ahora se obtendran las ecuaciones de campo variando la accién respecto
a g"” suponiendo que:

69 |ov="0 (2.11)
es decir, la variacién de la métrica se anula en la frontera. A continuaciéon haciendo uso

de las identidades de RG se realizara un repaso detallado de los principios variacionales:

8w = — 99 09", 5g" = —g™"g" 6 gus (2.12a)

1
0V=9 = 5V =99u9" (2.120)

Ry = Vo (017,) — V,(3T5,) (2.12¢)

4En este trabajo se tomara en cuenta que las variaciones en la frontera son nulas y por tanto todos
los gradientes que surjan serdn igualmente nulos.



La variacién del término de Einstein-Hilbert es:
0Sgr = /d%(R(S\/—g +V—goR) (2.13)
Ahora con R = g" R,,, se obtendra la variacién del escalar de Ricci

OR =0g"" R, + g"OR,, (2.14)
usando la identidad (2.12c) llamada identidad de Paladini se puede escribir:

OR = 09" R, + V(9" (017,) — g’w((SFl’))\)) (2.15)
donde se ha usado la propiedad (2.3). Ahora al reemplazar en (2.13), se obtiene

1
0Spn = /d4x\/ _9<Ruu_§Rguu)5gW+/d4xv —gvg(g‘“'((SFfw) - 9“”(5F2A)), (2-16)

(&

-~

donde el término subrayado se denota por:

350 = [ d'ey/=gVa(g" (0T7,) ~ ¢ (T2). (2.17)

Al término (g (617,) — g"?(1},)) lo definiremos como K de modo que al usar el
teorema de Gauss- Stokes

/d”x\/]g]VuA” :]{ d"'ye/|h|n, A" (2.18)
v ov

se obtiene el término de frontera

5y = ?{ Byer/[hlng K7 (2.19)
ov

Al hacer la variaciones del simbolo de Christoffel ® y usando las condiciones de frontera
0g" = 09, = 0, la variacién de Sp queda escrita como

55y = f{ dPyer/ TRl 0,80, (2.20)
ov

de modo tal que la variaciéon del término de Einstein-Hilbert es

1
0Spy = 2/d4x\/—g(RW — éng)dg‘“’ — j{ d*yer/ |h|h" 0,8 g,,m° . (2.21)

ov
Como se puede observar, existe un término de frontera adicional. En la mayoria de los
textos se argumenta que el flujo es nulo en el infinito; aunque este argumento conduce
automaticamente a las ecuaciones de Einstein, implica fijar condiciones en la variacion.

5Ver Apéndice A



Para evitar esto, Gibbons, York y Hawking introducen el término de frontera que per-
mite tener un problema variacional bien definido. Para ilustrar, el término Sqpy, toma
la forma:

SGYH :% dgyE\/ |h|(5K (222)
ov

y su variacion

5Sevi = 74 dyer/ TR 0,8, (2.23)
ov

es exactamente igual al término de frontera que proviene de la accién de Einstein-
Hilbert. Pero en el presente trabajo las divergencias se tomardan como cero en la frontera.
Por ultimo se calula la variacion de la acciéon de la materia definida por

donde ¢ denota a todos los campos de materia. La variacién de esta accion toma la
forma:

oLy 1

0Sy = /d4x\/—g<agw — EL'MQW) ogt” (2.25)

y a partir de ella se define el tensor de energia-impulso por

oL 2 48
Zt Lot = = 593{.

T = =252

(2.26)

Entonces

1
5Sy = = / d*z/=gT,.,09"" . (2.27)

Imponiendo que las variaciones totales permanezcan invariantes con respeto a dg”, se
puede escribir finalmente

2 49
V=g 0g*

lo que corresponde a las ecuaciones de campo dadas en el postulado 3.

1
=0= KT =R — iRg,w, (2.28)
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CAPITULO 3

3. Modelo Cosmolégico Estandar

La Relatividad General (RG) es la base para la construccién de los modelos que de-
scriben la evolucién del universo. Después de ser verificada experimentalmente, se em-
pezaron a construir modelos a partir sus postulados; una vez dado el fracaso del modelo
estatico de Einstein, motivado por las observaciones en el corrimiento al rojo de las
galaxias, surgieron nuevos modelos basados en las propiedades estadisticas del universo
a grandes escalas.

El modelo estandar de la cosmologia reposa sobre dos principios fundamentales: la
homogeneidad e isotropia del espacio, y ésto esta descrito por la métrica de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) la cual es la base fundamental abalada por varias
pruebas experimentales. Existen varios modelos que guardan algunas de las propiedades
de los denominados principios comologicos; entre ellos estan los universos de Bianchi
(homogéneos pero no isotrépicos) y los universos de Lemaitre-Tolman-Bondi (isotrépi-
cos pero no homogéneos)

3.1. La Métrica de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker y la
Expansion del Universo

El modelo cosmoldgico estandar actualmente estd descrito por la solucion propuesta
por Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), la cual asume una completa ho-
mogeneidad e isotropia [16], y estd descrita mediante la relacién:

2

2 2 2

- rde} . (3.1)

En ella a(t) es el factor de escala en el tiempo t; en este factor estd contenida la
dinamica del universo. df2 es el dngulo sélido. La constante K toma un valor numérico
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dependiendo de la geometria del universo: K = —1 si es un espacio seudo-esférico,
K = 0si es un espacio plano y K = 1 si es un espacio esférico. Los calculos se realizaran
suponiendo K = 0, ya que las observaciones actuales revelan que el universo es plano
[4] con una alta exactitud.

Para cualquier época del universo, la rata de expansion esta dada por el pardametro
de Hubble H = %, y a partir de éste se define el tiempo de Hubble H~!, que da una
estimacion de cuanto se ha expandido el universo y la distancia o longitud de Hubble
cH™! que da el horizonte del universo visible, ya que estima la distancia que ha recorrido
la luz en un tiempo de Hubble.

3.2. Ecuaciones de Evoluciéon
La dindmica del universo estd gobernada por las ecuaciones de Einstein [7, 16].

1
R'ul, — §guuR = IiT'm,. (32)

Al calcular R, y R con la métrica FLRW, y dejandolo en términos del pardmero de
Hubble se obtiene:

Roo = —3[H + H?, (3.3a)
Ry = [H + 3H*6, (3.3b)
R =6[H +2H?. (3.3¢)

Al considerando el tensor de energia-impulso para un fluido homogéneo, en la métrica
de Fiedmann:

T} = diag(p, —p, —p, —p); (3.4)
queda entonces que la conservacion de T en virtud de la identidad de Bianchi conlleva
a

p+3H(p+p) =0. (3.5)

Esta ecuacion corresponde a la conservacién de la energia. Por medio de la métrica
FLRW y las ecuaciones de Einstein, se obtienen dos ecuaciones ordinarias no lineales
acopladas que son denominadas ecuaciones de Friedmann [8]:

H? = <9>2 = gp, (3.6a)

a

H+H2:g:—g(p+3p). (3.6b)
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La expansion acelerada ocurre si p + 3p < 0. Estas ecuaciones dan la evolucién del
factor de escala en términos de la densidad de energia y presion del fluido césmico, es
decir, la dinamica de un universo con métrica FLRW.

Al introducir en las ecuacionesa de Einstein una constante A, denotada como una
energia de vacio [16], esta reproduce una presién negativa la cual se puede asociar a
una densidad. Por lo tanto las ecuaciones de Einstein con el término A toma la forma

1
Ry = 3R = KT + Mgy, (3.7)

Con esta ecuacion de campo se puede entonces calcular las ecuaciones de Friedmann de
la siguiente forma:

K A
H?>=—p+ —. 3.8
3Pt 3 (3.8)

Por tanto, la ecuacion (3.6a) o (3.8) se puede reescribir asi:

Z Qiy =1 (3.9)

donde se ha definido Q) = %, el cual es llamado pardmetro de densidad [16], con

2 , . .. .
pe = 3= Asi, pues, se tienen las siguientes relaciones:
K

K

con lo cual (3.9) se escribe como:
O+ Q= 1. (3.11)

Al considerar el universo como un fluido barotrépico perfecto, éste tiene una ecuacion
de estado con la forma:

Werr = /P, (3.12)

donde se asume que w es constante. Por ejemplo, w = 0 si el fluido es polvo, w = 1/3
si el fluido es radiaciéon. Ahora, de las soluciones (3.6a) y (3.6b) w.ss toma el valor de:

Weff = -1 - —. (313)
Haciendo uso de la ecuacién (3.13) e integrando con respecto al tiempo se obtiene:

2 1
B =siroe—n) (3:14)

De ahi que la expresién para a sea de la forma

a o (t — to)305e (3.15)
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y al integrar la ecuacién (3.5) se obtiene la densidad en funcién del factor de escala:
p oc a0+ (3.16)

Debido a que el universo estd compuesto de diverso contenido material (materia, ra-
diacién, materia oscura, energia oscura, etc.) la ecuacién (3.15) se pueden escribir en
términos de los diversos contenidos

p=>_ " (a/ag) 20+, (3.17)

Por ejemplo para el caso en que el universo sélo contenga polvo, p oc a2, y si por el
contrario contiene sélo radiacién p o< a=%. Se tiene entonces lo siguiente:

p = pm(ajao)”* + pr(afag) ™. (3.18)

Asi pues, en la actualidad el universo se encuentra expandiéndose aceleradamente y
con un abundante contenido de materia y energia que no se conoce. Aunque se tiene el
formalismo ACDM [19], hay ciertos indicios que pueden llevar a desechar la constante
cosmologica.

Aun asi existen diversos problemas fundamentales como el problema de la coincidencia
y el ajuste fino entre otros [8, 16]; es por estos problemas y la imposibilidad de dar una
explicacion razonable a la energia oscura que se han propuesto teorias alternativas para
explicar la actual expansion acelerada del universo. Una de ellas es considerar teorias
de gravedad de alto orden, en las cuales se pueda ver tal expansion como resultado
de términos adicionales en las ecuaciones de campo de Einstein, debidos solamente a
contribuciones geométricas.

3.3. Distancia en el Modelo Estandar

Un aspecto importante en la cosmologia se refiere a la medida de las distancias; como
se vera, tal medida depende de la métrica usada y también del contenido material en el
universo. Las observaciones estan basadas en la radiacion que viaja a través del espacio-
tiempo y que llegan a nosotros por geodésicas nulas. En el caso del universo FLRW es
posible escoger geodésicas radiales por lo que la coordenada df) es igual a cero, y por
lo tanto 0 = —dt? 4+ a*(t)dr?. de aqui al integrar se obtiene que

r:/%:/% (3.19)
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3.3.1. Redshift

Suponiendo un objeto distante desplazandose con el espacio ubicado en una posicién
(t,(,0, 1) con 0y pu fijos, el cual emite un fotén de energia AFE en un intervalo At y un
punto de observacion la tierra en la posicién (g, 0,0,0), en el cual se registra la llegada
de cada fotén con energia AFEy en un intervalo Aty, entonces la luminosidad absoluta
y aparente estan definidas por:

AE AEy

LS = —7 L — —’ 320

At "7 At (3.20)
respectivamente. Por otro lado se sabe que la energia de Planck para cada foton es
AFE = hv donde v es la frecuencia del fotén; de esta manera, por la definicion del efecto
Doppler [16]

142=2=% (3.21)
140 a
entonces
AFE
=1 . .22
AL, +z (3.22)

También para el intervalo de tiempo y de acuerdo con la ecuacién de geodésica y la
métrica de FLRW se tiene

Aty
At + z; (3.23)

por lo tanto, de las ecuaciones (3.20), (3.22) y (3.23) se obtiene

Ly = Lo(1+ 2)% (3.24)
Ahora, derivando la ecuacién (3.21) con respecto al tiempo, se tiene

dz

— =—H(1 : 2
o (1+ 2) (3.25)
Para un foton se define el flujo F
Lo
F=—— 3.26
(00 (3:20)

donde ( es el factor de escala reescrito para un fotén. Cabe resaltar que un concepto
importante es la definicién de la distancia de luminosidad:

L
dj = —=. 2
L™ 4rF (3:27)
Entonces, en virtud de (3.24), se llega a:
dr, = a,¢(1+ 2). (3.28)
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Figura 1: Distancia de Luminosidad en funciéon de z para un fluido con diferentes €2,
siguiendo las relaciones (3.11) y (3.32)

3.3.2. Distancia de luminosidad d(z)

Las observaciones realizadas a finales de los 90 a las supernova tipo Ia, demuestran la
expansién acelerada del universo [3, 4, 5, 6, 8]; con la ayuda del corrimiento al rojo, el
cual es relacionado con el factor de luz emitida por una estrella [8] y luego contrastado
con el efecto Doopler [16], se encuentra la distancia de luminosidad; ésta esta descrita
por:

1+2z [* d7
dr — 3.29
L=, /0 h(2) (3.292)

donde h(z') = H(z)/Hy. Por tanto se puede obtener la constante de Hubble en términos
de d I

() = LA
z1+z2

Es decir, si se midiera la distancia de luminosidad, se podria determinar a que razén se

expande el universo.

Ahora si se considera la densidad de energia dada en la ecuacién (3.17), y tomando en

cuenta todo el material del universo, se tiene que:

p =2 p (afag) 210 =3 pP (1 4+ 2 (3.30)

Asi pues, para la ecuacién (3.6a) es conveniente reescribirla de la forma:

(3.29b)

= H2 D Q0 (1 4 230+ (3.31)
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Figura 2: Distancia de luminosidad p en base logaritmica en funcion de z para diferente
contenido material en comparacién con los puntos observacionales usando los datos
registrados en [2| por A. Riess (2004).

Ahora si, se puede escribir la ecuaciéon de luminosidad en términos de las diferentes
componentes del universo

1+ 2

d / ) d
~
N SR

. (3.32)

3.4. Dinamica de la Energia Oscura

3.4.1. Evidencia Observacional de Supernovas tipo Ia

Diversos estudios sobre este tipo de supernovas sugieren que el universo esta dominado
por una clase de energia que procede de una constante cosmoldgica tedrica [1]; asi pues
se puede estimar que para la distancia de luminosidad hay dos tipos de componentes
en el universo:

Hyd;, = 1,23, 00 =03, OV ~07 (3.33)

y esto es consistente para una época dominada por energia oscura.
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3.4.2. Edad del Universo

Ahora con las evidencias ofrecidas en la figura (1) y de acuerdo con la relacién dada en
(3.25) y haciendo uso de (3.30) se puede integrar el tiempo obteniendo:

> dz
by = /
0 Ho(1+4 2)(Q%0 (1 + 2)3 + Q)1

(3.34a)

y al calcular la integral, se obtiene

1+4/Q0
= — 2 In Al (3.34b)
3Ho\/QY (/oY

Ahora al reemplazar el valor de Ho_l = 9,776h"'Gyr con 0,64 < h < 0,80. se obtiene
un ty = 13,1Gyr para h = 0,72, edad que cumple con las observaciones [1, 3, 8, 6, 4, 5].
Por lo tanto, se requiere de la existencia de la energia oscura para el comportamiento
del universo.
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CAPITULO 4

4. Ecuaciones de Campo en Teoria F(R)

Aunque la teoria de la Relatividad General se supone vélida y se han probado experi-
mentalmente varias de sus soluciones, se han desarrollado teorias alternativas [18]; en
particular, estd el estudio de los lagrangianos cuadraticos® [17, 22]. El punto fundamen-
tal de estas teorias consiste, en los langragianos que describen el campo gravitacional
modificando la gravedad. Por ejemplo, la accién original de Einstein-Hilbert

Puede ser generalizada por la accion de Eddington y Weyl

Spe = /d4x\/—_g(R+ aR?) (4.1b)

donde « es una constante. En esta accion el lagrangiano conduce a unas ecuaciones de
campo que son de cuarto orden en la métrica, lo que lleva a que existan nuevos grados
de libertad en la teoria. Se puede pensar en lagrangianos compuestos de los posibles
escalares que se obtienen del tensor de Riemann y sus derivadas; sin embargo, tales
teorias tienen el mismo problema de los grados de libertad.

Después de que Einstein propusiera la RG y que Hilbert encontrara el lagrangiano,
Kritschmann propuso una accién con el escalar R,,,,R** denominado el escalar de
Kritschmann, proponiendo el tensor de Riemann como el tensor fundamental para la
gravitacién, este modelo al parecer es una buena opcion; ademas preserva las identidades
de Bianchi. Sin embargo, en el aparecen términos de cuarto orden en la métrica. Aun
asi eso se puede evitar considerando el escalar de Gauss-Bonnet [15]

SProporcionales al cuadrado del escalar de Ricci.

19



G = R? — 4R, R™ + R, R

Existen otras posibilidades generalizando el término de Gauss-Bonnet, usando la traza
del término de Weyl, las denominadas teorias de gravedad conformes (que son teorias
localmente invariantes) y las Teorias F(R) que surgen de considerar una funcién del
escalar de Ricci arbitraria. De estas teorfas hay tres casos diferentes:

1. Formalismo Métrico:

1
S = Smet + SMa Smet = % /d4$\/ _gF<R) (42)

donde las variaciones son respecto a g,
2. Formalismo de Palatini: donde la métrica g, es independiente de la conexion I'),.

3. Formalismo Métrico-Afin: similar al de Palatini pero en este caso la accién de la
materia depende de la conexion.

A continuacion se mostrara la obtencion de las ecuaciones de campo para el formalismo
Meétrico, sin incluir el término de frontera.

4.1. Ecuaciones de Campo en el Formalismo Métrico

Las ecuaciones seran deducidas sin el término de Gibbons-York-Hawking el cual toma
la forma:

St =2 § PyeV/IHF(RIK; (43)
ov

para este caso todas las integrales de linea se hacen cero en la frontera.

Se considera el espacio-tiempo con la misma variedad usada en el postulado 1. El
lagrangiano ahora es una funcién arbitraria del escalar de Ricci. De nuevo se asume que
la variedad posee una conexién de Levi-Civita.

La accién total sin GYH queda escrita de la forma:

F(R)

Stotal = /d4l’\/ —dg (7 + »Cmateria) = SF(R) + SL:' (44)

Ahora, al variar la accion Sp(g),

Sy = [ d'alF(R)V=g + V=GP (R) (45)

la variacién de la funcional F'(R) se puede escribir como
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dF(R) = F'(R)4R. (4.6)

Usando la identidad (2.14) y la variacion del término dado en el apéndice A, se tiene
que:

dR = 0g"" R, + 9,0(0¢") — V,V,(dg"), (4.7)

con 0 =V, V*#. Al reemplazar este resultado en la variacién (4.5), se tiene

! 17 v 17 1 v
3w = [ dlo/=glF (R)G9" By + 900(09™) + V,9,(69"™)) = 5 F(R)g,039")
(4.8)

Ahora se consideraran los siguientes términos:

[ dev=alF (Rg. 6. [ deyaFRTS.6). (49

Para estas integrales se hace una integracién por partes definiendo las siguiente canti-
dades:

M, = [F'(R)g,V+(69")] = 169" 9 V- (F'(R))], (4.10a)

N7 = [F(R)V,(dg"7)] = [697"V (F'(R))]. (4.10b)

Habiendo reducido estas variables y usando el resultado dado en el apéndice B en las
ecuaciones (B-5) y (B-7), se llega a:

1 , 1 / v
05 = 5~ / d'ar/=g[F'(R) R — S F(R)gu = [V Vo — g, 0] F'(R)]dg"

1
—§/d4x —gT,,69", (4.11)

es entonces que al calcular el tensor de Energia-impulso para este campo, siguiendo el
principio estacionario dado en (2.26):

1 /
§F(R)gw, —[V,.V, — 9,0 F(R) = kT, (4.12)

Estas ecuaciones son claramente ecuaciones de cuarto orden en la métrica por las con-
tribuciones de los operadores Oy V,V,. Ademés, cuando F(R) = R, se ve claramente
que el tensor (4.12) es exactamente la accién de Einstein-Hilbert. Ahora al calcular la
traza del tensor (4.12), se obtiene

F'(R)R,, —

30F'(R) + RF'(R) — 2F(R) = T, (4.13)
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donde se puede observar que a diferencia de la RG la relacion entre R y T pasa de ser
una relacion algebraica a una relacion diferencial para R. En RG la relacion entre R
y T estd dada por R = —kT, lo que implica que en el vacio (T' = 0) las ecuaciones
se reducen a R = 0. sin embargo, para este caso, cuando 7" = 0, no necesariamente se
obtiene un escalar nulo.

De la ecuacion (4.13) el potencial efectivo estd definido como [23]

: Ve

Ahora, suponiendo que el tensor de Ricci es constante covariantemente y que R, o g,
entonces la ecuacién (4.13) se reduce a

(4.14)

0=2F(R) — RF'(R) (4.15)
Por ejemplo,
Iu2m+2
F(R)=R— T (4.16a)

donde p es una constante con unidades de masa. La solucién de (4.15) esta dada por:
R=(2+ m)ﬁﬂMQ. (4.16b)

Es posible escribir las ecuaciones de Einstein en términos de este formalismo. Para ésto,
se escribe la ecuacién (2.5) de la forma:

_ Kl [F(R) — RF'(R)] | [V,V,F'(R) — g,OF'(R)]
w = ISR ) (4.17a)
F(R) (Tow + T, (4.17b)
donde
/@Tﬁff = Juv F(R) —2RF’(R)] + V.V, F'(R) — ¢,0F'(R)] (4.17¢)

De esta manera, los efectos de la modificacién de las ecuaciones de campo se pueden
interpretar como una contribucion de un fluido de curvatura correspondiente a térmi-
nos solamente geométricos; de igual manera se puede mostrar que T;j,ff satisface las
condiciones del postulado 2.

4.2. Modelos Cosmolégicos en Teorias F(R)

A continuacién se aplicard el formalismo F'(R) para un universo homogéneo e isotrépico
descrito por la métrica FLRW. Al reemplazar en la ecuacién (4.12) las relaciones dadas
en (3.3a), (3.3b) y (3.3c) se obtiene:
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F : d
0= _@ F3(H? + EVF(R) 3 F/(R) + Wppucria (4180)
0= @ — (H+3H*)F'(R)+6(8H*H + 4H* +6HH + H)F"(R)+

36(4HH 4+ H)*F"(R) + k*pmateria; (4.18b)

las cuales se pueden reescribir, ya que F(R) = R+ f(R), con ayuda de las ecuaciones
de friedmann dadas en (3.6a) y (3.6b), como

b U [ RIR=FR) .
H? = 3f’(R){ p+ 5 3SHRf (R)}, (4.19a)
2 T 1 P f(R)_Rf,(R) S5 el D el S\2 pI1
3H*+2H = f’(R){ P+ 5 +2HRf"(R) + Rf"(R) + (R)"f (R)}.

(4.19D)

También se puede extraer de la ecuacion (4.15) otra relacion para F(R) de la forma:

F'(R)R —2F(R) + 30F'(R) = k(3p — p). (4.20)

A partir de las ecuaciones (4.19a) y (4.19b) se pueden definir una densidad y una presién
asociadas a los términos adicionales de la curvatura:

oL BPR) - ()
Fm 2

— 3HRf"(R)], (4.21a)

1 f(R) - Rf'(R)

pro = —f,<R)[ 5 + 2HRf"(R) + Rf"(R) + (R)’f"(R)], (4.21b)

de modo tal que la ecuacién de estado (3.12) se puede escribir como:

wep = 2O (4.22)

PEO

MM 4 2HRS"(R) + Rf"(R) + (R)2)"(R)

(A - 3HRS(R)]

Rf"(R) — HRf"(R) + (R)*f"(R)
(AHOIE — 3HRf"(R))

De forma similar a la ecuacién de continuidad para las contribuciones de la densidad

en la materia. Se puede obtener una expresion para la ecuacion de estado efectiva para
las componentes ppo v pro de la forma:

Y

Weff = -1+ . (423)
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Figura 3: Tipico F(R) que cumple con las condiciones para expansién acelerada e
inflacion

P+ 3Hpm = 0 (4.24)

Por 1ltimo si se consideran las ecuaciones de campo modificadas constituidas por un
fluido efectivo, las ecuaciones de friedmann se pueden escribir como:
e _ _E(ptot + 3ptot), (4.25)
a 6
donde el subindice denota la suma total de todo el fluido con las contribuciones de
materia a la densidad de energia y presion. Se puede entonces concluir que:

Piot = PEO t Pm,

Ptot + SPEO < 0, (426)

lo cual conduce a determinar alguna forma especifica la funcién f(R) y obtener expan-
sion acelerada.

Existen varias propuestas dentro del marco F'(R), que son usadas con el fin de obtener
expansion acelerada, Sin embargo, ciertos modelos presentan problemas de inestabili-
dades en sistemas locales [20, 23] (sistema solar); esto ha llevado a que se consideren
algunas restricciones en las funciones f(R) en particular:

» Para inflacion:
lim f(R) = —A; (4.27)

R—o0

donde A; es la constante cosmolégica efectiva que debe ser > (10733¢V)? para un
universo temprano, es decir, del orden de (10%%eV)?.
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= Aceleracion: -
F(Ro) - —2R0, FI(R()) ~ O, (428)

donde Ry es la curvatura normal del universo asumiendo que Ry > _7%\0. Debe estar
~ (10733eV)2

= Para evitar Antigravedad

f'(R) > —1, (4.29)
f"(R) > 0. (4.30)

= Solucién espacio-temporal plana
}%1% f(R)=0. (4.31)

En la figura (3) se observa un f(R) que cumple con las condiciones (4.27), (4.28), y
(4.31) para la expansién acelerada incluyendo inflacién.
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CAPITULO 5

5. Dinamica de la Energia Oscura en F(R)

Al finalizar el capitulo anterior se dieron algunos criterios para excluir o incluir modelos
f(R) viables para el fenémeno de la energia oscura, en esta seccién se considera el
sistema dindmico en teoria f(R), lo cual permitira tener mas criterio de viabilidad para
dichas funciones.

5.1. Aproximaciones de Sistema Dinamico en f(R)

A continuacién se realizard un andlisis del sistema dindmico siguiendo [8, 17]. Se con-
sideran las ecuaciones (4.19a) y (4.19b), las contribuciones de la densidad de energia y
la presion para la materia.

SF(R)H? = rpp + 2 '(R)RQ_ IB) sppim), (5.1a)

—2f(R)H = kipm + f/(R) — Hf'(R). (5.1b)

Ahora, se elimina la dependencia de R en las funciones f(R) y f'(R) con X = lna y se
define el operador diferencial de la siguiente manera:

i d 1d
dX  dina  Hdt
La ecuacién (5.1a) se puede escribir como

__fpm R f(R) PR
3f(R)H? ' 6H? 6f(R)H2 f(R)H

en la cual se definen las siguientes variables dinamicas:

1

(5.2)
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_ Fpm a1 B (R
TP TN T e

por lo cual
QA: I—Qm:x1+x2+x3.

Con las definiciones de las variables dindamicas se obtienen las siguientes ecuaciones de
movimiento. Aqui se ilustra el mecanismo para encontrar la ecuaciéon de movimiento
para x1, al derivar x; respecto al tiempo y reemplazando la ecuacién (5.1b)

Lo _ 2P (R — ko HP(R) PR PRV
a - PIRH FRPH " F(R)H

dn 2P (RH —kp+ HI(R) _ J(R)  p(R)A

dR f'(R)H? - P(RPH? [(R)H?

Ahora, usando las definiciones en (5.3)

2H  mpw SR PR p(RA
H - fRH T F(R)E R (R)E

= —2(w3—2) — Qpp — 21 — 27 + 21 (73 — 2)

de la ecuacién restriccién para los valores de €,

= 2254+4—3(1 —x; — 29 — 13) — ] — T3 + 1123 — 27,
y reescribiendo se obtiene:

dx
_d_Nl =1+ 234+ 32y — 21 + T123. (5-4)

De forma andloga se obtiene para las variable x5 v x3

d[El

ox = lmws 3+ r] — 1173, (5.5a)
dz 1T
d—NZ = (2w — 4 — 1), (5.5b)
dz T
d—N?’ = — ;n?’ — 2wy(x5 — 2), (5.5¢)

donde se ha definido lo siguiente:

Rf"(R) _ Rf'(R)
f'(R) f(R)

(5.6a)

m
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Rf /(R) _Z3
R @
De la expresion para r el escalar R se puede escribir como x3/xs, y como m depende
de R, implica que m = m(r). A partir de las relaciones (3.13) y x3 se obtiene:

(5.6b)

Weff = —(2:63—3_1). (57)

La idea es determinar la estabilidad del sistema dindmico. Siguiendo [17, 8] los puntos
fijos (21,2}, x%) deben satifacer de forma simultanea que g;(z, x5, 2%) = 0 para todo

i # 7, donde

dx;
N AN
9@(%»%7%) AR

como en (C-1) para hallar la estabilidad.

P (xla'rQa I3> Weff Qm
P :(0,-1,2) —1 0
Py:(—1,0,0) 1/3 2
. 2(1—m) 1—4m (1—4m)(14+m) 2—5m—6m?2

Py ( 1+2m * m(1+2m)°  m(1+2m) ) 3r:(1+2m) 0
P, :(1,0,0) 1/3 0
Ps:(—4,5,0) 1/3 0

. (3m 4m 4m m m(74+10m)

B (1+m> _2(11—:-771)2’ Qﬁ;m)) T 1m 1= 2(1+m)?

tabla 5.1: Valores para los puntos criticos del sistema dinamico, la ecuacién de estado
efectiva we s, y el valor para €2, usando (C-2)

En la tabla (5.1) se muestran los puntos criticos del sistema dindmico, donde los puntos
P3 y P, satisfacen que:

r3 = —(m(r) + 1)xs

es decir

m(r) =—(r+1) (5.8)
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5.2.

Estabilidad de los puntos criticos

Al calcular la matriz J como en el Apéndice C.1 en la ecuacién (C-5) se obtiene que:

2.%'1 — I3 -3

X

1
x_ni + T2 $1$28x2 (—) — 21‘3 +4+I1 xlﬁm (—
m

—1—x

3) - 25(32
m

(5.9)

1
—% — 21230z, (—)
m

—Ilaxs (%) - 4.733 +4

De los valores propios para dicha matriz usando (C-7) se tienen las siguientes condi-
ciones.

P;: Punto de-Sitter.

Este punto wesr = —1, [8, 15, 14, 21, 11, 7, 16] corresponde a soluciones de tipo
de-Sitter que satisface la ecuacién (4.15) la cual se puede escribir de la forma

RF'(R) —2f(R) =0 (5.10)
Para este punto los autovalores son:
3 _ 16
m[71’2]
-3 —— = 5.11
- . (5.11)
donde m_19 = m(r = —2) y r_19) = —2. Asi pues, P; es estable cuando 0 <
m(r = —2) < 1y un punto de silla en los demds valores. Por tanto la condicion
de estabilidad del punto de de-Sitter es:
0< Mpp=—2) < 1 (5.12)

Py: Punto ¢-EDM (Epoca de Dominio de Materia).

Este punto estd caracterizado por una época cinética en la cual, la materia y un
campo ¢ coexisten con fraccion de energia constante. [17] Los autovalores son:

1
{—2, 3, 4+ }
mMjo,0]

debido a que my o) estd indeterminado, se toman los autovalores restantes; de este
modo, el punto P, es un punto de silla.

(5.13)
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w = -1/3

w_eff
o
T
|

_10 . . . I . . /\ . . . I . . . I
0

m

Figura 4: Comportamiento de wess en funcién de m para el punto P;

= P;: Punto para la Epoca de Dominio de Curvatura.

Este corresponde a un punto de dominio de la curvatura cuya ecuacién de estado
efectiva depende de m, debido a que la aceleraciéon del universo esta determina-
da por (weff < —1/3) se puede observar en la figura (4) que ocurre expansién
acelerada para:

1++3 1 V3-—1

5 —§<m<0, m > 5

Los autovalores para este punto son

1 — dmy, 2 = 3mp — 8mf, 2(1 = myp) (1 + mp) (5.14)
mp mp (1 +2mpp) mpp (1 + 2myp)

Con el valor my, definido para la evaluacién de m(r = x3/x,). De modo que la
estabilidad de P; depende de my, y mfh]. en el limite mp,) — 200 se tiene que
(P; — (—1,0,2)) con una ecuacién de estado w.ry = —1. este punto es estable
con my, > —1.

Si se hace mp,) = 1 se tiene que el punto P es un punto de Sitter, lo cual coincide
con P, y puesto que en este caso r = —2 el punto se caracteriza por
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m(r=-2) —1 (5.15)
el punto P; es estable y acelerado para cuatro diferentes rangos:

1. m{h] > —1 Cuando ocurre esto, P3 es estable y acelerado en las siguientes
regiones:

a) mp < —(1++/3)/2, este es acelerado pero no con condicién de Phantom,
es decir wefs > —1. Pero se tiene el limite de de Sitter wess = —1 cuando
mip —» —00.

b) mp) > 1, tiene una ecuacién tipo Phantom con —1,07 < wepp < =1,y
en el limite my,) — +o0o y my,) — 1 se tiene un tipo de Sitter.

c) —1/2 < mpp < 0 P obedece a una ecuacion tipo Phantom con weypy <
—7,6.

2. m{h] < —1 Para esta condicién el punto es estable y acelerado cuando

a) (V3+1) < mp < 1 con wepp > —1 para lo cual no hay ecuacion tipo
Phantom.
s P, Punto de Radiacion.

Este punto corresponde también a una época cinética, pero, a diferencia del punto
P,, la fraccién de materia se hace cero. Los autovalores son:

1
{2, 5, 4 — } (5.16)
Moo

Este punto se puede ver como un caso especial del punto Py con m = 1/4, de
modo que es estable para 0 > mjo o ¥ Mo > 1/4 y es punto silla para los demas
puntos.

L] P5.
Este punto es similar al punto P, pues ambos tienen el mismo valor para wesr y
Q,,, también es un caso especial del punto P3 con m = —1. los autovalores son:
4
-5, -3, 4+ (5.17)
M5,0

en este caso el punto P5 es también un punto silla para todos sus puntos, pero
estable para —1 < myp5o < 0. Pero ninguno de los puntos Py o P5 pueden ser
usados para la época de dominio de materia, ni para expansién acelerada.
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= P4 Scaling Soluctions

Este punto corresponde a una soluciéon escalar las cuales dan una razén constante
entre ), /). Los autovalores son:

_&nm:tvhmﬂ@5&n%—%HMW@ﬂ—3hnw——1®
4m[k] (1 + m[k])

3(1+ miy), (5.18)

En el limite cuando mp; — 0 el punto representa una era de materia estandar

como en (3.15) de modo que para un m = 0 se necesita r = —1. Los autovalores
para P usando el limite [m,| < 1 se pueden escribir aproximadamente como
[17]:
3 1
3(1 ’ ——E 5.19

donde se ha denotado a mp; = m(r). Para modelos con my; < 0, las soluciones
no pueden permanecer por un periodo largo de tiempo alrededor del punto Fj
debido al comportamiento divergente de los autovalores cuando mpy; — 07 , el
segundo autovalor da complejos con parte real negativa para 0 < myp) < 0,327 de
modo que los autovalores tiene parte real negativa, asi exigiendo que m’m > —1,
el punto Ps corresponde a un punto silla, de la siguiente forma:

m(r < —1)>0, m'(r<-1)> -1 (5.20)
De esto se concluye entonces que [17]:

1. La aceleracion asintotica mo puede tener una ecuacion de estado en el rango
7,6 < Weff < —1,07.

2. hay dos clases de modelos que son cosmolégicamente viables:

A) Modelos que conectan P3(r ~ —1,m ~ 0%) con Pi(r = —-2,0 <m < 1)

(
(B) Modelos que conectan Pg(r ~ —1,m ~ 07) con Ps(m = —r — 1, —(v/3 +
1)/2 <m <0).

Por tanto los criterios dados en el capitulo anterior para explicar la energia oscura
deben satisfacer m > 0 y ésto, estd de acuerdo con los argumentos dados en el presente
capitulo.
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5.3. Algunos Modelos Especificos

En esta seccién se consideran algunos modelos f(R) para los cuales se puede escribir
explicitamente m como funcion de r y se estudiard la posibilidad de obtener época de
dominio de materia seguida por expansioén acelerada.

F(R)=R—2A

Hasta el momento este modelo ha sido el mas acertado para la explicacion de la
expansién acelerada del universo [7, 8, 9] para dicho modelo se tiene que:

m(r) =0 (5.21)

En dicha funcién se observa que m(r) es netamente nula y conecta el punto (—1,0)
con el punto P, en (—2,0) a travez de una linea horizontal, [9, 17], por lo tanto
se puede decir que la cantidad m caracteriza la desviacién en la dindmica de un
modelo con respecto a ACDM.

f(R)=R+aR™

Este modelo es propuesto para explicar la expansion acelerada [22, 15]. para dicho

modelo se tiene que:
n(r+1
m= _n(r+1) (5.22)
r
La curva m(r) se reduce a un sistema bidimensional. Con la condiciéon m(r =
—1) = 0 se satisface entonces n = —1, es decir se reduce al caso de Relatividad
General. Ahora para que el término (4.29) se satisfaga se necesita que o < 0 para

n>0ya>0paran <0.

A partir de los autovalores para el punto Ps, la época de materia es una espiral
estable para n < —1 de modo que la solucién no abandona dicha era para entrar
en expansion acelerada.

Por otro lado en el punto P, hay estabilidad en la regiéon —1 < n < —3/4 ,y
muestra una divergencia positiva en el limite m — 0%, lo que significa que el
punto se vuelve repulsivo para m cercanos a 07; por lo cual se concluye que el
punto silla FPs se conecta al punto P, o a P3. Al satisfacer la condicién necesaria
para la existencia del punto materia en Py cuando (r = —1), las soluciones que se
obtiene para m son m, =0y m, = —(n + 1), en tal caso se tiene que:
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F(R) =R-2A

Figura 5: Diagrama (r,m) para la funciéon f(R) = R+ aR™"

11
Pu=1(0-2>),  Qu=1 wy=0 (5.23a)
22
3(n+1) 4n+3 4n+3 8n? + 13n + 3
Py = (- Q= 23b
o ( n ' 2n?2 7 2n )’ 2n? (5.23)
1 1
Wepp=—1——
Ir n

esta familia de modelos se puede dividir en tres casos:

1. n < —1 cuyo caso implica que m’ = n/r?* < —11 y por lo tanto la época
de materia alrededor de m ~ 0" es estable. El caso n = —2 corresponde al
modelo de Starobinsky [22].

2. —1 < n < 1 en el cual la condicién r = —1 se satisface con R — oo, se

puede ver que

~n(n+1)aRr !
(1 —naR—"1)

(5.24)

se aproxima a cero si & = (. Para este caso existen oscilaciones alrededor de
la época de materia y un punto final de de Sitter P;.

3. n > 1 en el cual el punto P; es estable para un valor w.s diferente del valor
de Phantom, debido a la condicién m < —1. Si @ > 0, m se aproxima a
cero por la derecha, entonces existen oscilaciones alrededor de la época de
materia, pero ocasiona que el punto P; sea inestable. En la figura (5) se
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F(R =R-2A

Figura 6: Diagrama (r,m) para la funcién f(R) = R+ aR"

muestra el plano (r, m) para el modelo F(R) con n = 1,2, 6 donde se aprecia
claramente que n = 1,6 no son modelo viable, pues no conecta el punto Fg
de la época de materia con el de expansion acelerada.

Si se considera el caso n < 0 se obtiene un punto de coneccién entre la época de

materia y la expansion acelerada para n = —2, como se puede ver en la figura (6)
denominada modelo de Starobinsky [22].

f(R) = RPett?
Para este modelo m estd dado como:
m(r) = —r+ L (5.25)
r

En el caso de un exponencial puro (p = 0) se tiene que m = —r de modo que
m — 0 cuando o — 0 para lo cual P, existe mientras que Ps no.

Por otro lado m = 0 cuando r = £,/p lo que implica que para la condicién (5.12)
p = 1. Sin embargo puesto que m/(r = —1) = —2 < —1 el punto Ps es un espiral
estable cuando m > 0.

En el limite cuando m — 01 el punto P3 no puede ser usado para la expansion,
implicando que Ps sea estable. Por otra parte, cuando m(r = —2) = 3/2 para
p = 1 el punto de de Sitter no es estable entonces para estos modelos no hay
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— pat

— p=2

— p=6

m=-r-1

Figura 7: Diagrama (r,m) para la funcién f(R) = RPe

secuencia entre la época de dominio de materia y expansion acelerada, para p = 1
en la figura (7) se muestra el plano (r,m) para la funcién f(R) = RPe?.

f(R) = RP(InaR)1

Para este modelo se tiene que:

2
p*+2pr —r(q—1r+qr)
m(r) = .

como para que m(r = —1) = —(p — 1)?/q, la época de materia existe s6lo para
p = 1. Cuando p = 1 se tiene para m(r = —2) = 1 — 1/2q lo que significa que el
punto P; es estable para ¢ > 0 pero no para ¢ < 0.

(5.26)

La derivada m/(r) es

r2—1

qr

m'(r)=—1+ (5.27)
como m/(r = —1) = —1, el punto P, es estable. similarmente el punto P es estable
para ¢ > 0. Esto implica que la curva m(r) no atravieza un estado Phantom,
de modo que las unicas trayectorias posibles son desde el punto de materia Ps
hasta el punto de Sitter P;. En la figura (8) se muestra el plano (r,m) para

f(R) = RP(InaR)1.

Se puede entonces concluir que una funcién f(R) puede ser cosmolégicamente viable:
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1.

5.4.

F(R) =R-2A

Y

—  g=2

- m=-r-1

Figura 8: Diagrama (r,m) para la funcién f(R) = RP(InaR)?

Cuando tiene una época estandar de dominio de materia sélo si satisface las
condiciones

m(r) =~ 07, m/'(r) > —1 (5.28)
cuando r ~ —1

Cuando la época de materia es seguida por una aceleracién tipo de Sitter wesy =
—1 sélo si:

0<m(r)<1 (5.29a)
enr=—1o
m(r)=—-r—1— +oo (5.29Db)
. Cuando la época de materia es seguida por un atractor con wess > —1 sélo si
m = —r — 1 y se cumple simultaneamente
3—1
\/_2 <m(r) <1 (5.30)
y
m/(r) < —1 (5.31)
Modelo Propuesto para la Energia Oscura

Para el modelo propuesto por el profesor Norberto Granda de la forma:
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aR+
YR+ 06

se le aplicaran los tratamientos para los modelos F/(R) dados en los capitulos anteriores.
Para comenzar, la accién (4.4) queda

F(R) = R+

(5.32)

R
S = / d*z/—g <R + i e j:f + ﬁmatm) (5.33)

para la funcién (5.32) se tiene que la relacién (4.15) toma la forma

0=""R*+2y(§ — a)R* + (§* — 38y — ad) R — 236 (5.34)

A continuacién considerando las restricciones dadas en (4.27), (4.28), (4.29), (4.30) y
(4.31) se obtiene lo siguiente:

S = A (5.35)

es decir que para un universo temprano la relacién entre a y v debe estar en el
orden de los (10%eV)? y se evidencia que « es negativa.

f(R) = —% (5.36)

_% - 1 (5.37)

—(5(;;3?)? -0 (5.38)

. ? =0 (5.39)

Para el sistema dindmico se usan las definiciones (5.6a) y (5.6b)

Valor Constante f(R) m

. _ B 267%R
caso 1: =10 R+ RIS (6+7R)3(1

_ﬁiv)
(6+vR)2

( QQ’YQR __ 2ay
LA _ aR (6+7R)3  (6+7R)2
caso 2: =0 R+7R+5

%7
SR Gem2

Tabla 5.4: Valores para f(R) y m dependiente de la constante.

38



m Casol a=0

(5 + ’YR)?’ (1 o (5+7’YR)2>
y
R (1~ )
r = — 3 ( +’YR) (541)
o+vR + R
En este trabajo se enfatizara el siguiente caso como en [23]
m Caso2 =0
R < 202 R __ 2ay >
(0+yR)®>  (0+7R)?
m=-——2z 1 (5.42)
5+vR ~ (6+R)
a avR
R (5~ o +1)
r=— SE R (5.43)
o+vR
obteniendo que la funcién m(r) es
v r2a?—4(r+1)ad—ra
8(r +1)%ad < 2(r+1) -0
m(r) = . (5.44)
<\/r2a2 — 4(7. T 1)a5 B ra>2 <(1 /'r2a2_4('r+1)a§—ra) n ad)
4(r+1)2

Este caso es implicacién directa de (5.39) y cumple con todos los requisitos nece-
sarios; exeptuando la condicién (4.29).

La condicién m(r = —1) estd indeterminada pero el limite es convergente hacia
cero, como se puede obsevar en la grafica (9) es decir que el punto es estable en
Ps convergentemente pero no tiende a P; lo cual la harfa acorde con el modelo
ACDM [9], para la obtencién de de Sitter. Aun asi para la época de dominio de
materia m ~ 0% cuando r = —1 y m/(r) = 0. Como fue visto en la estabilidad
del punto Ps. Por lo que se puede ver en la gréfica (9) que cumple positivamente
dicha condicién. Para lo cual, el modelo propuesto es viable cosmoldgicamente
conectando la época de materia con la expansién acelerada.

Aprovechandose que = 0 la condicion (5.35) y la relacién (5.34) quedan expre-
sada como:
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Figura 9: Diagrama (r,m) para la funcién f(R) = R + -2&

YR+6
: (ad)
R) = 5.45
PR = G5 (5.45)
y
0= R(VR*+27(6 — )R + (6* — ad)) (5.46)
de la ecuacion (5.46) se obtienen 3 valores para R;
29(a — 0) £ /[27(ax — §)]2 + 42 () — §?
2y
Donde al usar la (5.35) junto con (5.39) se obtiene
a
— =0 5.48
S (5.48)

lo cual es consistente con los datos registrados para la constante cosmoldgica
[15, 14, 21], la cual debe estar en el orden de los (10733¢V)? para un universo
temprano. Haciendo uso de esto se puede estimar que

v >>

por tanto [20, 23]

v~ Ry, a~ —NRy, s~ 1 (5.49)

Con lo cual se puede decir que el modelo es viable cosmoldgicamente ya que une
P3 con Fg; v los valores para las constantes estan en el rango estimado.
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CAPITULO 6

6. Conclusiones

Como se vio a lo largo de este trabajo, las teorias de gravedad modificada F(R) son
una interesante alternativa para atacar el problema actual de la expansion acelerada
del universo. En el capitulo 3 se obtuvieron las ecuaciones de campo en el formalismo
métrico de las teorias F'(R) descartando el término de frontera en la acciéon modificada.
Las ecuaciones de campo obtenidas muestran claramente que son de orden 4 en la
métrica, y las condiciones del tensor de energia-impulso son netamente geométricas.

Aunque las teorfas F'(R) tienen algunos problemas en cuanto a las pruebas en el sistema
solar [23] tienen pruebas a grandes escalas que la hacen ver como una posible explicacién
a la actual expansion acelerada.

Las funciones f(R) cosmoldgicamente viables son aquellas que cumplen lo siguiente:

1. Cuando tiene una época estandar de dominio de materia sélo si satisface las
condiciones (5.28) cuando r ~ —1.

2. Cuando la época de materia es seguida por una aceleracién tipo de Sitter wesr =
—1 s6lo si se cumplen las relaciones (5.29a) en r = —1 o (5.29b).

3. Cuando la época de materia es seguida por un atractor con wers > —1 sélo si
m = —r — 1y se cumple simultaneamente (5.30) y (5.31).

El modelo tratado conecta la expansién acelerada con la época de materia uniendo Fg
con P, lo cual hace que dicho F'(R) sea relevante y pueda ser propuesto como modelo
viable para la energia oscura.
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APENDICES

s 2 4 : v o o A
A. Evaluacién del Término ¢"(dI],) — g""(dI'},)
La variacion de oI, es

1 1
0% = 509709 + Ougyn = 01 gu] + 59710409y + 00095 — 0,09,]. (A1)

Escribiendo las derivadas parciales de las variaciones de la métrica con la expresion de
la derivada covariante

vnéguu = an(sg/w - quégua - Fguég/m (A'2)

y haciendo uso de que la variedad es libre de torsiéon y que el simbolo de Christoffel es
simétrico, satisfaciendo que la propiedad de Cartan es nula, se puede escribir:

1
éTZV - 56907 04970 + OuGryp — Or gy ]+
597"V uogy + V009, — V4 0gu] + g‘”f‘i‘uég,y)\. (A-3)

2

Ahora, usando la propiedad (2.12a) en el tercer término e igualando con el primero

5FW = 559 0ugvw + Ou gy — v 9] + 9 "[Vubgyw + Viubgyu — V09—
‘WI‘)‘ 5g"”g)\ngw (A-4a)

1 1
_ §5gmg,\al—"\ 59”[%5% + Vg — VoS guw] — 0215,69™ g (A-4b)

j%
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se puede observar que son de la misma naturaleza por lo cual se anulan, teniendo
entonces como resultado que la variacion del simbolo de Christoffel esta dada por:

1
oIy, = §ggv[vu59w + Vu0gyu — Vo00u]- (A-5)
Por analogia, el término 5F§H queda escrito como
1
5Fl)i\)\ = §9M (V0091 (A-6)

Sin embargo, es conveniente expresar el resultado previo en funcién de las variaciones
dg"”. De nuevo, usando (2.12a), se tiene

(o2 1 (o o o «
6F,u1/ = _{59 "V u9vagrs09 + V. 9ra9up09 P V. 9vagus0g ﬁ]}

1 g « (o « g «
= _{§[V,ug ’ygl/agvﬁég A + V,,g ’Yg'yaguﬁ(sg b ng 'ygyag“5§g B]}

1
= —{Q[Vuéggmégaﬁ + Vl,éggua(Sgaﬁ ~ V?9a9,869°°]}

1
6FZV = _{§[vpgva59ao + V0 9ua09”7 — voguaguﬂégaﬁ]}‘ (A-7)

De forma anéloga,

1
STy = —{é[Vugawg“ﬁ 1} (A-8)

Ahora se calcula g (6T7,) — g°#(dT'y,)

1 1
= —{9"5Vi90a09"" + V9009 = V7 Guagusd9™’1} + 97 {5[Vigapdg™]}

1 1
= _{§[V,ugwjgua59aa + vl/gw/guadgaa - Vaguyguaguﬁégaﬁ]} + {§[V,ugo'ugaﬁ(sgaﬁ]}

1 1
= —{5[Vu0809°7 + V.6709°7 = V70,509 1} + {5[V7 9asdg™]}

1 1
= —{5IV.00" + V86" = V00" } + {51V g0s0" 1

como los dos primeros y los dos tltimos términos son de la misma naturaleza, se obtiene
que

" (0T7,) = g™ (013,) = —{V,ug""} + {V79apdg™’} (A-9)
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B. Descripcion de los Términos M, y N

Al calcular el tensor de energia-impulso, para el formalismo métrico se definieron dos
términos denominados por M, y N?. Tomando la derivada covariante en M., se tiene

V™M, = V[F'(R)g,,V+(64")] — V[09" 9, V- (F'(R))]

= V' [F'(R)|]V(9u09") + F'(R)V"V[g,,(6g")]
— V709" 9| V- (F'(R)) = V'V (F(R))[6g" 9] (B-1)

V™M, = F'(R)V"V,[9,,(5g")] = V'V(F'(R))[0g" g,u); (B-2)

integrando, se obtiene

/ d*o/—gV™ M, =
/ 0o/ =g F (R)V™V (g, (39™)] — / 04y =gV VL (F(R)[0g" gyu). (B-3)

Usando ahora el teorema de Gauss-Stokes, la integral se puede escribir como

%dsy ’h"nTM‘r =

[ V=g (R 009" - [ oy =gV (F (R ), (B-0)

haciendo, uso de que las integrales de linea en la frontera se anulan, se deduce entonces
que:

[ e =g RV, g6 = [ e =gVTV (P (R)By ). (B

De igual forma, para el término N7 se toma la derivada covariante

VoN? = F'(R)V,V,(97) = 097"V, V(F(R)); (B-6)

por ultimo integrando y usando el teorema de Gauss-Stokes, se llega a

/ 2o/ =g (R)V, Y, (8g77) = / oy =gsg VoV (F(R)  (BT)

44



C. Estabilidad en el Sistema Dinamino

Para determinar la estabilidad de los puntos dindmicos segun [8, 17| se considera un
sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas por dos variables” z(t) y
y(t) de la forma:

Por tanto un punto critico (z.,y.) es un punto tal que:
(f7 g) TeyYe = O (C_Q)

Para estudiar dicha estabilidad, se consideran pequenas oscilaciones dx y dy alrededor
de los puntos criticos

T =T.+0x Y =Y.+ 0y
donde

of g

_ of g, 0y
d(ox) = 8xdx + By axdx + aydy, (C-3)

de modo que al ser reemplazado en el sistema dinamico se obtiene
d (ox\ (5 5L\ (oz ()
dN \éy) % g—g oy )’

or of
J = ( or v ) (C-5)

posee dos autovalores j; y jo cuyas soluciones son

dy d(dy) =

cuya matriz

ox = CyeN 4 Cher?V (C-6a)

oy = CseN 4 Oy (C-6D)
siendo C; constantes de integracion; entonces la estabilidad depende de la naturaleza
de los autovalores:

( Punto estable: j1<0yja<0
Punto inestable: (71 >0y 52> 0)
Punto de silla: (j1 <0y j2a>0)0(j1 >0y j2<0)
| Espiral estable: |J| < 0y las partes reales de j; y j, son negativas.

"Se dice autonomo cuando f, g no dependen explicitamente del tiempo
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Un punto fijo es un atractor cuando es estable y espiral estable, pero no para los otros
casos. De esta manera se construye la matiz J a partir de las derivadas en el sistema
dindmico para cada una de las funciones g; con respecto a cada una de las variables x;
y por ultimo se determinan los valores propios de la matiz J a partir de la relacion

det(j‘zlc,1207x3c) - )\I) = 0 (C_7)

donde 7 es la matiz identidad. la estabilidad de los puntos criticos depende entonces,
de los signos en los autovalores de la matriz (5.9) evaluados en los puntos criticos.
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