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INTRODUCCION

El modelo sigma de Poisson es una teoria topolégica de campos, en la cual el campo fun-
damental es un morfismo que va desde el fibrado tangente de una superficie ¥ al fibrado
cotangente de una variedad de Poisson X. El interés inicial en este modelo se debi6 al
hecho de que ciertas teorias de campos gauge dos-dimensionales, tales como la gravedad
topolégica, la teoria de Yang-Mills y los modelos de Wess-Zumino-Witten, resultan ser
casos particulares de este ultimo. Recientemente, el modelo ha sido de nuevo objeto de
atencién desde la aparicién del articulo de Cattaneo y Felder [1], en el que se demuestra
que en el caso en que la superficie ¥ es un disco cerrado, la expansién perturbativa de la
integral de caminos reproduce el producto estrella introducido por Kontsevich en [2] para
resolver el problema de la cuantizacién de variedades de Poisson.

Este proyecto de grado tiene como objetivo principal proporcionar una descripcién detalla-
da de la data geométrica que permite especificar las condiciones de frontera en un modelo
sigma de Poisson; para alcanzar este objetivo, se empezard definiendo lo que es una varie-
dad de Poisson, luego, se definirdn las estructuras asociadas a este tipo de variedades, a
saber, los corchetes de Poisson y los tensores de Poisson, ademaés, se demuestraran algunas
propiedades importantes de estos tensores, por ejemplo, la identificacién de los tensores
multilineales con las multiderivaciones, que se utilizard para asociar el corchete de Poisson
de la variedad (multiderivacién) con un campo bivectorial. Con ayuda de esto, se expresara
en coordenadas locales la identidad de Jocobi para tensores de Poisson.

En segunda instancia, se definird una subvariedad coisétropa de una variedad de Poisson;
utilizando una subvariedad de este tipo, se determinaran las condiciones de frontera en el
modelo.

Una vez se tienen las herramientas matematicas involucradas en el desarrollo del trabajo,
se procederd a explicar lo que es un modelo sigma de Poisson. Se calculara en detalle la
variacién de la accién del modelo bajo ciertas transformaciones Gauge utilizando la iden-
tidad de Jacobi en coordenadas locales. En la ultima parte, se calculard la variacién de
la accién bajo un cambio infinitesimal en el campo del modelo, de la que se obtendran
las ecuaciones de movimiento y una restriccién sobre la frontera. Asi, considerando que
el campo del modelo lleva la frontera de la superficie de partida a una subvariedad cois-
tropica, se obtendran las condiciones de frontera en coordenadas locales. Por ultimo se
mostrard que las condiciones de frontera son invariantes bajo las transformaciones Gauge.
Esta descripcion de las condiciones de frontera es bastante similar a las condiciones de
frontera en la teoria de cuerdas, conocidas bajo el nombre de D-branas.



PRELIMINARES

En este capitulo se define una variedad de Poisson y se definen las estructuras asociadas a
esta, los corchetes de Poisson y los tensores de Poisson, ademas se calcula la forma de la
identidad de Jacobi para estos tensores. Por ultimo, se define subvariedad coisétropa y se
dan algunos ejemplos de ellas.

CORCHETES DE POISSON

En mecénica clasica se describe la evoluciéon de un sistema mecénico en el tiempo con
n grados de libertad utilizando un punto (g(t),p(t)) en el espacio de fase R*". Aqui, los
(¢*(t),...,q™(t)) son las coordenadas espaciales generalizadas y los (p'(%),...,p"(t)) son
las coordenadas de momentum generalizadas. La evolucién del sistema en el tiempo es
determinada por una funcién H : R** — R, llamada el hamiltoniano. Si (g(0), p(0)) es el
estado inicial del sistema, entonces el estado en el tiempo ¢ del sistema se puede obtener
al resolver las ecuaciones de Hamilton:

. BH
q’L_ apz7
. OH
D = g,

parai=1,...,n.

La descripciéon del movimiento en mecénica es el punto de partida de la geometria de
Poisson. Se inicia definiendo un producto entre cualesquiera funciones suaves f y g sobre
el espacio de fase, llamado corchete de Poisson, a saber:

{f,9}:= Z <3pi dq; - 0g; api> .

=1

Asi, si una funcién H ha sido fijada, las ecuaciones de Hamilton pueden ser escritas ha-
ciendo uso de este producto, es decir:

q.i — {HJ qz}7



pi ={H,pi};
paraz=1,...,n.
De esta forma muchas propiedades de las ecuaciones de Hamilton pueden ser reescritas
en términos de corchetes de Poisson {-,-}. Por ejemplo, una funcién f se conserva en el
movimiento si y solo si esta conmuta con H(Hamiltoniano) bajo el corchete de Poisson:

{H, f} = 0. También, si dos funciones f; y f, son conservadas en el moviento, el corchete
de Poisson de las dos {f1, fo} también se conserva.

El corchete de Poisson mencionado anteriormente cumple ciertas propiedades que se utili-
zan para generalizarlo y definir asi una estructura de Poisson sobre una variedad diferencial.

Definicion 1.1. Una estructura de Poisson de clase C*™ sobre una variedad M (de clase
C®) de dimensién finita es una operacién antisimétrica R-bilineal

C=(M) x C=(M) — C=(M), (f,9) — {f, 9}, (1.1)

sobre el espacio C'*°(M) de funciones de valor real C'* sobre M, que verifica la identidad
de Jacobi

{{f, g}, h} +{{9,h}, /} +{{h, f}. 9} = 0, (1.2)
y la identidad de Leibniz

{f,gh} = {f,a}h + g{f,h}, Vf,9,h € C=(M). (1.3)
El par (M, {,-}) es llamado una variedad de Poisson.

Ejemplo 1.1. Se puede definir una estructura de Poisson trivial sobre cualquier variedad
al poner {f,g} = 0 para todo f,g.

Ejemplo 1.2. Sea M = R? con coordenadas (z,y) y sea p : R — R una funcién suave
arbitraria. Se puede definir una estructura de Poisson suave sobre R? como sigue:

_(9f8g 8fdyg
{f,9} = <8:1:8y_8yc9$>

Primero, se verifica la identidad de Jacobi (|1.2)), para esto, a continuacién se calculan los
términos que la conforman:



8% f 8g Oh 8f 8%g Oh 0f 0g Oh Op
{{/f, 9}, n} = *];fgfpzﬂtff 9 Oz 9199 p
0z? 0y Oy Oz 0z0y Oy Oz Oy Oy Oz
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920y Oz Gyp dy dz? Byp Ay Az Oy aa:p
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B Oyoz Oy Ba;p oz 0y? Ba:p Oz 0y Oz Gyp
8%f 8g Oh 2 of 8% Oh 2, df 8g Bh dp

bx2 bz Bz’ 8y Bydz oz? 8y 0z Oz ayp’

_8°hofdg , Oh 8*f Bg , Ohdfdgdp
U Ih9) = 5026y 0y + 62000y 69" | 6w 6y by 62"

&h 8f8g , Oh&fdg , Ohdfdgop

B 0zdy Oz Byp Oy Oz? Byp Oy Oz Oy Bccp
8%h of 89 , Ohd*fdg , OhOfDgdp

B 8y8:1:37y8mp Oz dy? oz° bz Oy dz ayp
0*h8f dg oh o2 f 89 , OhOfdgdp

812 81 8z° By Oydz azF By 8z Oz Byp’

_ 8%g0hdf , 08g 8°h 8f , OgOhdfop
Ho.hh I} = 5225y 3P T 82020y 0y” 0z By By 52”

8°g 6hOf , 0g8°hdf , 0Oghdf dp

 Bz8y bz Byp Oy 0z? Byp Oy 0z dy oz’
8%g Ohdf , 89 8°h8f , BgOhdfdp

Oyoz oy Ba:p oz 0y? Bzz:p Oz Oy Oz 8yp
829 Ohdf og 5%h of , 0Ogohdfop

8x? bz bz” B8y 8yoz oz’ Oy Oz Oz ayp'

De esta forma, al sumar los tres términos se obtiene:

Hf gk hy +{{g,r}, f} + {{h, f}, g} = 0.

Por ultimo, se verifica la identidad de Leibniz ([1.3))
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oz Oy 83: dy Oyoz 8y or
BfBg af g > ( af oh 8f6h 8f6h>
h|p+

Az 8y Oy Oz 8 Oy 83: oy By oz
(Gfon o), (210h _oion)

Asi, por la definicién del corchete de Poisson, se cumple {f,gh} = {f,9}h + g{f, h}.

Definicién 1.2. Una variedad simpléctica (M, w) es una variedad M equipada con una
2-forma diferencial cerrada no degenerada w, denominada forma simpléctica.

La no degeneracién de la 2-forma diferencial w significa que el correspondiente homomor-
fismo «’ : TM — T*M del espacio tangente de M a su espacio cotangente, que asocia a
cada vector X el covector txw es un isomorfismo. Este isomorfismo viene dado por:

ixw(Y) =w(X,Y).

Si f: M — R es una funcién sobre una variedad simpléctica (M, w), se puede definir su
campo vectorial Hamiltoniano denotado por X; como:

ix,;w = —df;

asi, se puede defirnir sobre (M, w) un corchete natural llamado el corchete de Poisson de
w como sigue:

{19} = w(Xy, Xg) = —(df, Xg) = =X (f) = Xs(9)-

Proposicion 1.1. St (M,w) es una variedad simpléctica suave, entonces el corchete
{f,9} = w(Xy, X,) es una estructura de Poisson suave sobre M.

Demostracion. Para verificar que {f, g} = w(Xy, X,) es un corchete de Poisson, se debe
probar que el corchete en cuestion satisface la identidad de Leibniz y la identidad de Jacobi.
Veamos:

{fg,h}t = w(Xsg, Xn)
= —(d(fg), Xn)
= —(gdf + fdg, X»)
= —(gaf, X») — (fdg, X)
= —g(df, Xn) — f(dg, Xn)
= g{f,h}+ f{g,r};



por lo tanto, la identidad de Leibniz se satisface.

Ahora resta verificar que se satisface la identidad de Jacobi: en este caso se utilizard la
féormula de Cartan para la derivada exterior de una k-forma.
Sea n una k-forma diferencial, entonces, por la formula de Cartan se tiene lo siguiente:

dn(Xla s 7Xk+1) = Z(_l)’LilXi (n(Xla s 7Xi1 s 7Xk+1))
i=1

+ Z (—1)”]"7 ([Xi)Xj])Xl)"'iz)"'75{\]')"';Xk+1);
1<i<5<k+1

donde Xj,..., X1 son campos vectoriales y el gorro significa que la entrada correspon-
diente es omitida.

Ya que w es una 2-forma cerrada se cumple que:

dw(Xf, Xg, Xh) = 0.
Aplicando la férmula de Cartan a w, Xy, X, y X} se llega a que:

0= Xp(w(Xg Xn)) + Xo(w(Xn, X)) + Xn(w(Xy, X))
- w([Xf’ Xg]’ Xh) - w([Xg’ Xh]’ Xf) - w([Xh; Xf]’ Xg)
= X9, h} + Xo{h, f} + Xa{f, 9}
+ [X5: Xo](R) + [Xg, Xu](f) + [Xn, X5)(9)
= {fi{g,R}} +{9,{h, f}} +{h. {f, 93} + X;(X,(R)) — X (X((R))
+ Xo(Xn(f)) = Xu(Xo(£)) + Xn(X5(9)) — X(Xn(9))
3({f,{9,h3} + {9, {h, 73} + {h, {f, 9}}),

por tanto

{f,{9,h}} +{h,{f,9}} + {9, {h, f}} =0.

Lo que permite concluir que cualquier variedad simpléctica es también una variedad de
Poisson.
O



TENSORES DE PoIssoN

En esta seccién se relacionan las estructuras de Poisson con los campos tensoriales de or-
den dos, definiendo asi los tensores de Poisson. Ademas, se especifica qué condiciones debe
satisfacer un campo tensorial de orden dos para ser un tensor de Poisson.

Sea M una variedad suave y g un entero positivo. Se denota por A?T M el espacio tangente
de g-vectores de M: este es un fibrado vectorial sobre M, cuya fibra sobre cada punto
z € M es el espacio AT, M = AT, M) que es el producto exterior de g copias del espacio
tangente T, M. En particular ATM = TM. Si (z4,...,2,) es un sistema local de coorde-
nadas en z, entonces AYT, M admite una base con los siguientes elementos:

0 Ao A 0 (z)
aIIZil aa:iq !

con 1y < 1p < -0 < 1.
Un campo g-vectorial m sobre M es por definicién, una aplicaciéon m de M a AT M, que

asocia a cada punto z € M un g-vector 7(z) € AIT, M, de forma suave.
En coordenadas locales, 7 tendra la siguiente forma:

0

iq

1 5 0 0
—_ — 7’11 /\ M /\
(2) q! Moy oz;, oz;

* il...iq tq

0
m(z)= > mlmiqgil Aee A 5 (z),

7;1<...<7_'q

donde las componentes 7;,.;,, que son los coeficientes de 7, son funciones suaves.

Los coeficientes 7;, ;, son antisimétricos respecto a los indices, es decir, si se permutan
dos indices entonces el coefiente queda multiplicado por -1. Por ejemplo 7,5, = —Tii,...-
Si los coeficientes m;, . ;, son de clase C*, se dice que 7 es C*.

Los campos g-vectoriales suaves son objetos duales a las g-formas diferenciales. Si 7 es
un campo g-vectorial y o es una g-forma diferencial que en algtn sistema de coordenadas
local se escriben como:

0 0
= iig g N A
m(z) Z Tiz..iq ozx;, oz

i1<...<iq

(z),

iq

a= Y oy dzi A Adzg,
i1<~--<'iq

entonces su producto se define como:

(o, m) = Y Ty 40y (1.4)

i1<...<iq
Observe que este producto es independiente del sistema de coordenadas local elegido:
sean U; y U, abiertos de la variedad M tales que U, N U; # 0.

8



Considere z € U; N U; y sean z¥ y y” coordenadas de U; y U; respectivamente. Se tiene
entonces:

T=m O ninl g O pon® (1.5)
- TH1--Hg axlﬂ axyq — Tri.yg ayyl ayyq: .
o= a#1-~~/~‘qd$/~‘1 ARERRA dx/-‘q = a:q...l/qdylfl ARRRNA dqu’ (16)

donde se ha utilizado el convenio de sumacién de Einstein.

Sabiendo que:

o oo oy
oyv  Oy¥ Oz Yv = O gpm

El cambio de coordenadas del lado derecho en la ecuacién (|1.5)) es:

o i/\ . o _ dz* 9 Bk P
= K1 fbq ali 8:3“‘1 - Vi...Vq 8yy1 8512'“1 8y’/q 8.’1;#‘1 .

El respectivo cambio de coordenadas del lado derecho de la ecuacién (1.6) es:

oy
Ok’

/ oy
o = a#l...#qdmﬂwl ARRRRAN dx,“q = aul...vqwdmﬂl ARRERA dx,“q

Las expresiones del lado derecho de las ecuaciones anteriores se pueden escribir como:

7TV1...Vq 8y”1 323'“’1 ASRRRA ayyq 8:1:“4 - 7TV1...1/q

) dzHt 8 Ozt 9 ) (6:0“) o) 0
de

Ao A
oy” ) dz,, oz,,’

V, v

/ oy oy*e / oy
aul...yq%dmm ARV dxﬂq% = a,,l.._,,qdet (8:1:# dz,, A---Ndz,,,

Ozt

donde det (‘%”) es el determinante del menor g x ¢ de la matriz [ay,,

dyv
primeras g columnas y las primeras q filas.

] seleccionando las



De esta forma vemos que:

B1..fhq Vi...
0z, Oz, Oz, Oz,

¥ :
Opy gy N oo Ndzyy = o, det < #> ATy, Ao N ATy,

de donde se puede concluir:

/ oz*
7T,Mln-,“q - 7rl/1...1/qdet 8 v )

/ oy
a#l...,“q = al/l...uqdet <a$#> .

Si se hace ahora el emparejamiento (o, 7) en las coordenadas y”, se obtiene, por definicién:

, , Tiyig Qi
(o, ) = Z T iqQinig — Z ”(a;qu) det?ajﬁ)’

i1<~~'<iq i1<...<iq det ayy Szh

Pero se sabe que:

# 1
det <8a: > = A
By~ det ( agu)
por lo tanto, se llega a:

! !

(a,m) = Z Ty igQiy g — Z Ty .ig iy g

.,:1<...<7;q i1<...<iq

Un campo g-vectorial m define una transformacién antisimétrica
R-multilineal de C*®(M) x --- x C®(M) (q veces) a C*°(M) por la siguiente férmula:

T(fy. .y fo) i=(m,dfs A+ - AN dfy). (1.7)

Proposicion 1.2. Una tranformacién R-multilineal 7w : C®°(M) x - - - x C®°(M) — C*(M)
se puede definir por la formula s1, y solo si, w es antisimétrica y satisface la
regla de Leibniz o la condicion:

7T(f9:f27"'1fq) — fﬂ-(gaf%"'afq) —I—gﬂ'(f, f27"'7fq)' (18)

Una transformacién 7 que satisface la féormula (1.8]) es llamada una multiderivacién, y la
proposicién de arriba identifica las multiderivaciones con los campos multivectoriales.

10



Demostracion.
Primero la parte "solo si".

La transformacién R-multilineal 7 se puede escribir como:

T(f1,.- -, fg) = (m,dfi A -+~ ANdfy)

Para demostrar esto se verifica que la expresién anterior es antisimétrica y satisface la
regla de Leibniz.

Primero se demuestra la antisimetria:

7T(f27f17"' 7fq) — <7T1df2/\df1/\"'/\dfq>
(m,—(dfy ANdfa A --- ANdfy))
—(m,dfy Ndfs A\ - Adfy)

- _ﬂ-(fl)fZ)"' )fq)'

Sigue ahora la regla de Leibniz:

T(fg, far--- 2 fq) = (m,d(fg)A--- Adfy)

= (m,(gdf + fdg) A--- Adfy)
(m,gdf \---Ndfy+ fdg A--- Adfy)
<7l',gdf/\--~/\dfq>—|—<7T,fdg/\'-'/\dfq>
g(m,df A+ Adfy) + fm,dg A~ Adfy)

= gn(Fee )+ Imlgy o).

Por ultimo se prueba la parte "si".

Se asume, por hipétesis que 7 es antisimétrica y satisface la regla de Leibniz. Se debe
mostrar que dado 7(fi,- -, f;) satisfaciendo las condiciones anteriores, existe un campo
bivectorial 7 tal que:

T(frye o, fy) = (m dfy A- - A dfy).

Sea U un abierto con coordenadas (zi,...,Z,), por la definicién ([1.4) se puede escribir el
lado derecho de la ecuacién anterior como:

11



T f) = 3 My oo S8, (19)

e 351)1‘ aflliq

Primero se verifica que 7(1, fa,---,f;) = 0 Vf € C®(M), esto se sigue de la regla de
Leibniz, pues:

7T(1,f2,"' )fq):ﬂ-(l X 11f27"' 7fq): 1 Xﬂ.(]-;f%"' 1fq)+1 Xﬂ.(]wf%"' 1fq)1

asi,

7r(17f2a"' 1f¢I) :27T(1,f2,"‘ ;fq);

y, por tanto m(1, f2, -+, fq) =

Ademaés, por linealidad se tiene que 7(c, fa, -+, f;) =0 Vc € R, ya que:
7T(C,f2,"' 7fq) :Cﬂ-(l:f%"' 7fq) =0

Para una funcién f € C*°(U), la expansién de Taylor de f alrededor de z; es:

)+ Z Fij(zo (m - mo)(mj - :Eé) + O(3),

1,7=1

f(z) $0)+Z

con F;; € C(U). Si se expresa cada f; con la aproximacién de Taylor, se tiene:

w(for s fa)(@) =7 (fl(m 30 )@ -2 £ S Fusleo)(@ — i) (@ — z)t

=1 ami 7,7=1

0f

0(3),-- ,fq(wo)+2 (wo)(w —zp) + Z ai7(%0) (2" —:vo)(:vj—:vé)+0(3)>,

1,7=1

esta expresion, utilizando 7(c, f2,--+, f;) = 0, y la linealidad de w(fi,..., f;) se puede
simplificar como:

W f@ = 3 ey (e, e)e) + Y 6@ - )

i1 yig=1 Oz, Oz,

12



para algunas funciones G(z) € C*°(U). Por tanto, si se hace z = z,, se obtiene:

Mo )= 5 7o za)on) o o) 2 (o),

i1yenrig=1 iq

y ya que el punto z, es un punto arbitrario de U, el resultado se sigue para todo U, es decir:

T(fry o fa) = D Wiy ofh afq_

e 6$1 Bziq

Asi, se cumple que:

7T(f1,"' 7fq) — <7T,df1 AR Adfq)
[
En particular, si 7 es una estructura de Poisson, entonces esta es antisimétrica y satisface

la regla de Leibniz, por tanto, esta se puede escribir a partir de un campo bivectorial como
sigue:

{f,9} = n(f,9) = (m,df Adg). (1.10)

Un campo bivectorial 7, tal que {f, g} = (m,df A dg) es un corchete de Poisson, es decir,
que { f, g} satisfaga la identidad de Jacobi, es llamado un tensor de Poisson. El correspon-
diente corchete de Poisson es denotado por {, }.

De esta forma, se puede definir una variedad de Poisson como el par (M, 7), donde 7 es
el tensor de Poisson asociado al corchete de Poisson {, }.

En un sistema local de coordenadas (zi, ..., Z,) se tiene:
r=3"m; zm 0 (1.11)
> ]8 78 3:[:]
1<j
donde 7;; = (w,dz; Adz;) = {z;,z;}, ¥
0 of 0Og of 8y
(2 E'L d /\ d 7 . 112
g} = ;{x “;7} " B2, " o, s, )= %:”Jamlaa;] (1.12)

13



Ejemplo 1.3. El tensor de Poisson correspondiente a la forma simpléctica estandar w =

2 o A 8
>0y dz; Ady; en R?™ es 37 52~ A 5o

Proposicién 1.3. Para cualquier campo bivectorial C'-suave m, se puede asociar a
este un campo triwectorial A definido como:

A(f,9,h) = {{f, 9}, h} + {{9, h}, f} + {{h, f}. g}, (1.13)

donde {s,t} denota (m,ds A dt).

Demostracion. Para probar que A(f, g, h) define un campo trivectorial, basta probar que
A(f,g9,h) es R-multilineal, antisimétrico y satisface la regla de Leibniz. El lado derecho
de la ecuacién es R-multilineal y antisimétrica por definicién a partir del campo
bivectorial. Asi, basta probar que A(f, g, h) satisface la regla de Leibniz.

A(f1f2ag7h‘):flA(f2,g7h)+f2A(fl1gah)7 (114)

es decir:

{rif2, 93, b} + {{g,h}, fif2} + {{h, f1f2}, 9}
:fl({{fZ;g}ih}+{{gah‘}if2}+{{h’7f2}1g})
+f2({{f1:g}ah'}+{{g:h}’f1}+{{haf1})g})' (1'15)

Se calcula ahora cada uno de los sumandos del lado izquierdo de la ecuacién ([1.15))

{fifer g, b} = {fi{f2, 9} + fo{f1, 9}, B} = {fr{f2, 9}, h} + {fo{f1, 9}, B}
= fi{{far g}, b} +{f2, g}{f1, R} + fo{{f1, 9}, A} + {f1, 9}{f2, b}, (1.16)

{{g’ h’}’ f1f2} = {{g’ h’}’ fl}f2 + {{g’ h’}’ f2}f1’ (1'17)

14



{h, fife}, g} = {fi{h, fo} + folh, f1} 9} = {fi{h, fo}, 9} +{felh, f1} 9}
— fl{{h‘a f2}7g} + {h’a fZ}{flig} + f2{{h’: f1}7g} + {h’: fl}{fZ;g}' (1'18)

Se suman los tres términos anteriores y en la ecuacién (1.18|) se cambian los sumandos
{h, fi} por —{f1,h} y {h, fo} por —{f2, h} utilizando la antisimetria del corchete:

{fifo, 9k b} +{{g, h}, fifo} + {{h, fifo}, 9}
= fi{{f2 9} B} + {fos g3{f1, b} + Fo{{f1, 9}, B} + {f1, 9}{f2, h} + {{9, h}, fi} o
+{{g, r}, o} fr + f1{{Rh, f2}, g} — {fo, RH{f1, 9} + fo{{P, f1}, 0} — {f1, h}{ ]2, g}
= fi{{f2, 95 A} + fo{{f1, 9}, h} + {{9, h}, fi}fo
+{{g,h}, fo} f1 + [i{{h, 2}, 9} + fo{{P, f1}, 9} (1.19)

Por ultimo, al factorizar, se obtiene el resultado de la ecuacién (|1.15)):

{fifer gk hy +{{g, h}, ffo} + {{h, fifo}, 9}
:fl({{fZ;g}:h}+{{gah’}:f2}+{{h7f2}1g})
+f2({{f1:g}’h'}+{{g:h}’f1}+{{h)f1}’g})' (1'20)

]

Se procede ahora a calcular en coordenadas locales A(f, g, h)
A(f,9,h) ={{f, g}, n} + {{9, R}, f} + {{h, F}, g} (1.21)

Para esto, se calculan cada uno de los términos de la derecha de la ecuacién anterior en
coordenadas locales; para calcular los tres términos basta con calcular el primero y después
rotar el nombre de las funciones.

Para calcular el primer término en coordenadas locales, primero se calcula el corchete de
f v g a partir de la definicién del corchete en funcién del campo bivectorial:

0 0
{f)g}: <Z7T1J87$1/\87$]7df/\d9>7 (122)

1<J
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af 99 of oy
fAdg=3 ——dz; A —dz; = dz; A dz;, 1.23
f 9 8:1:1- * 8:z:j %3 i 351)1‘ ij iU %3 ( )

of 0
(g} =L g oo (1.28)

Por la misma definicién, el término {{f, g}, h} es:
o} o}
{f,93 8} = O Topn— A 5 d({f,9}) A dh). (1.25)
or, Oz
Se procede entonces a calcular los términos que intervienen en la definicién, dh y d({f, g})

oh

or,. 8f dg 8 [df dg
d — Iy, dz, 99\ r.de,
({f.9}) oz, Oz;0z; 5 oz, <8:z:i oz; ) ¥
_omoroe, | OF 09 . 0f O
- Oz, 08z;0z; °  0Oz,0z;0r; 7 °  Oz; 01,01,

7Tijd$s. (1.27)

Ahora, se contintia con el célculo de d({f,g}) A dh

om;; Of 0g Oh
Oz Oz, Oz; Oz,

d({f,9}) ndh = (Z 2.

s ik
8%f 08g 0Oh
>0 Tij+
e 0z,0z; 0z, Oz,
of 08%g Oh
—r;; | deg Adxy. (1.28
2%8@8@8@83:;‘3%3) z ze- (1.28)

De acuerdo a lo anterior, el término {{f, g}, h} queda como:
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{{f,ghh3=>>" <7T Omy; 0f 8g Oh

ijk S s Oz, Oz; axj oz,
O%f 08g Oh
+ 7rsk7T’L] 8$58(E,L 8;1;] 8xk

of d&%g Oh
skMij a2 |- (1.29
+ T T J ox; afﬁsagz;j a$k> ( )

Como se dijo antes, rotando las funciones f, g y h, se obtienen los otros dos términos del
lado derecho de la ecuacién (1.21), asi:

{{h, f}, g} = ZZ <7r om;; Oh Of Og

sk
ijk s 8z, Oz; Oz; Oy,

+ M Ty &°h of 9y

89 &*f Oh
kT a - a. | (1.30
ek 8z, 3$k> (1.30)

{{g,h},f}:zz<7r om;; g Oh Of

sk
ik S ams 83}7, 6{1,'] 8:{}k

+ Msp ;5 &% oh 6f
sk/tag amsaxi 3:1,‘] amk

89 8°h of
skig o — . (131
+ sk T3 Oz; 8,0z, 3%) (1.31)

Antes de hacer la suma final, se renombran los indices de la siguiente forma:

{h,fhat=>_>" <7r Om; Of 09 Oh

ijk s 7 9z, Oz Oz; Oz,
of 69 &
Oz; 0z, Oz, 0z,

+ s Mhs

0%f d8g Oh

+7rsj7rki

i 7,7k k— i
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{g,h} f1=2_>"

ijk S

_ Omy 8f g Oh

* 8z, Oz; Oz, Oz,
8f &% Oh
0z, 0z,0z; 8:ck

+ T T ik

df 89 &h
8z; Oz; Oz a:ck>' (1.83)

+7rs7,7rjk

De esta forma, se suman las ecuaciones ((1.29)), (1.32)), (1.33) y se aplica la antisimetria del
campo bivectorial (m;; = —;;), obteniéndose:

A(f,9,h) ={{f, 9}, h} +{{g,r}, F} +{{h, f}, 9} =

or,; 8f 8g Oh 5f g Oh 8f 8% Oh
Z Z sk Tsk Ty TskTij 5
o Oz Oz; Ox; Oz, 0z,0z; 0z; Oz, O0z; 0z,0z; Bmk
_om.0fog0h 0fog &h __ _ Of g oh
7 8z, Oz; Oz, Ozy, 37k B, 8z; 8,01 7% 5r B, oz; Oz,
\n OTHOT 09 Oh  of Fg oh  0f0g h\ .o
st Oz, Oz; Oz; Oz} R B, 0z ,0z; Oz}, Tk B oz; 0z,0zy ) "

Y asi, al eliminar los términos semejantes, queda la siguiente expresion:

o, of Bg oh
A(f,g,h) = jaf - 1.35
(f,9,h ot < ik Z Bms ) oz; 8:rJ amk ( )

donde ¢,

ik Qigh significa la suma ciclica a;;x + ajx; + Qg

De la ecuacién anterior se puede ver facilmente que el campo trivectorial asociado a

A(f,g,h) es

omy; 8 9
s A Na - 1.36
1<j<k <7{ Z 8"I:s m k) 3331 6$] B:I:k ( )

De acuerdo a todo lo realizado anteriormente, y reconociendo que la identidad de Jacobi
para 7 se cumple cuando A = 0 se puede hacer la siguiente afirmacién:
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. ; _ 0 A8 )
Proposicion 1.4. Un campo 2-vectorial m = 37, ; T;; 82; 3c; expresado en un sistema
de coordenadas dado (zy,...,Z,) es un tensor de Poisson si, y solo si, este satisface
los siguientes sitemas de ecuaciones:

omy; .
fjk ) &Ejﬁsk =0 (V1,7,k). (1.37)

Ejemplo 1.4. Estructura de Poisson constante en R™: Si se toman constantes cualesquiera
para T;;, se observa que la proposicién anterior se cumple trivialmente, por tanto, todos
los tensores bivetoriales constantes son estructuras de Poisson.

En particular, la estructura de Poisson canénica en R?" asociada a la forma simpléctica
candnica w = ), dg; N dp; es de este tipo.

Ejemplo 1.5. Cualquier campo bivectorial en una variedad dos dimensional es un tensor
de Poisson. El campo trivectorial A en la proposicién ((1.3)) es idénticamente cero, ya que
no hay trivectores no triviales sobre una variedad dos dimensional. Asi, la identidad de
Jacobi es no trivial a partir de dimensién 3.
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SUBVARIEDADES COISOTROPAS

En esta seccién se recuerda el concepto de subvariedad en general y se define lo que es una
subvariedad coisétropa junto a algunas de sus propiedades.

Se comienza recordando el concepto de subvariedad:

Definiciéon 1.3. Sea M una variedad C*, n = dim M. Diremos que N C M es una subva-
riedad de dimensién k si Vg € N existe una carta (U, ¢) en M talqueqg € U, ¢(g) =0 € R"
y tal que:

U NN) = §(U) N (B x {0}) = {z € pU)|z* " = 27 = ... = 2" = 0},

De esta definicién se puede observar que asi como una variedad es un espacio que localmente
es como R™, una subvariedad es un espacio que localmente luce como un subespacio de R".

Se definen las cartas de la subvariedad de la siguiente forma:
Sea g € N y sea (U, ¢) una carta en M con g € U y tal que:

¢(UNN) = ¢(U) N (R* x {0}).
Ahora

o(U) == {(t}, ..., t")|(t,...,t5,0,...,0) € $(U)}

$:UNN — ¢(U) C R

Y asi, (UN N, @) es denominada carta de subvariedad para N.
La coleccién de todas las cartas de subvariedad en N forman un atlas C*° y por tanto
definen una estructura C* sobre N.

Definicién 1.4. Una aplicaciéon C* f: N — M es una inmersién difeomoérfica si:
e f es inyectiva.
o df(q) : T(N — TyqM Vg € N.
e f es un homeomorfismo de N sobre f(N).

Proposicion 1.5. Sea f : N — M wuna inmersidn difeomdrfica, entonces f(N) es
una subvariedad de M y f : N — f(N) es un difeomorfismo.

Antes de pasar a la definicién de subvariedad coisétropa, se recuerda el concepto de campo
vectorial hamiltoniano.
Recordando que el campo bivectorial en un sistema local de coordenadas se escribe como

0 0
iia— N a0
ZW]@IE,; Ba:j

1<J
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el campo vectorial hamiltoniano asociado a una funcién H € C*(U) en una carta (U, z)
estd dado por:

Definicién 1.5. Una subvariedad Y de una variedad de Poisson (M, 7) se llama subva-
riedad coisétropa de M si para cada subconjunto abierto V' de Y y para cada funcién f,
definida en una vecindad de V en M tal que fy~y = 0, el campo vectorial hamiltoniano
Xy es tangente a Y en cada punto de V.

La condicién de que una variedad Y de una variedad de Poisson sea coisétropa puede
establecerse puntualmente. Para ello, debe recordarse que un campo bivectorial m € X2
determina una aplicacién 7% : Q' — X! definida por & — i,7. De esta forma, se tiene
una aplicacién 7 : T*M — T M tal que:

at TEM — T, M.

Ahora, un campo bivectorial @ € X?(M) se dice que no es degenerado en z € M si
7 . T*M — T, M es un isomorfismo. Asi, se dird que 7 € X?(M) es no degenerada si
es no degenerada en cada punto z de M. Si se considera un campo bivectorial 7 € X?(M)
como una aplicacién que a cada punto £ € M asocia la forma bilineal antisimétrica:

aF TEM x TXM — R,

entonces la no degeneracién de 7 (para z en M) es la misma que la no degeneracién de
esta forma bilineal antisimétrica en z.

Finalmente, se define el subespacio N;Y de T,y M como:

NY :={a € T;M | a(v) =0 para todo v € T, Y}

Cada elemento en N}Y puede ser considerado como la diferencial en z de alguna funcién
f, definida sobre una vecindad de z en M y cuya restricciéon a Y es cero.
Con estas ideas claras, se establece el siguiente resultado:

Proposiciéon 1.6. Sea Y una subvariedad de una variedad de Poisson (M,w), las
siguientes condiciones sobre Y son equivalentes:

e Y es una subvariedad coisotropa,
e Para cadaz €Y, 1, (N;Y,N;Y) = {0},
e Para cadaz €Y, 77 (N}Y)CT,Y.

A continuacién, se expresa la condicién de una subvariedad Y de una variedad de Poisson
(M, 7) para que sea una subvariedad coisétropa en términos de un sistema de coordenadas
de la variedad M.
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Sea Y C M una subvariedad embebida de M, ademaés sean:

dimY = s, dimM = s+ t.

. . . ! /
Sea z un punto en Y, entonces, sobre un vecindad de z en M existen funciones z'!,...,z°?,
! ! " " . .
tales que (z',...,z°%c !, ...,z %) es un sistema coordenado para M en una vecindad U
P . " "
de z y tal que Y N U est4 dado por las ecuaciones z 1 = --- =z * = 0.

Ahora, se define la matriz de Poisson asociada a 7.

Ya que 7 se puede escribir en un abierto (U, z) como:

> 50 " e

Tis

i<; 8:1:1- ij

La matriz de Poisson X asociada a 7 es la matriz cuya entrada ¢j es m;;. Asi, la matriz de
Poisson asociada a 7 en las coordenadas anteriores es:

A B
donde A y D son matrices cuadradas de tamano s y ¢t respectivamente y cada uno de los
bloques A, B, C, D es una funcién que devuelve matrices en U.

Proposicion 1.7. Sea Y una subvariedad de una variedad de Poisson (M, m) con las
condiciones anteriormente mencionadas, entonces, Y es una subvariedad coisotropa
st y solo st D|y~y = 0.

Demostracion. Y es coisétropa en U C M si y solo si cada campo vectorial hamiltoniano

Xg, con F' una funcién sobre U que se hace cero sobre Y NU, es tangente a Y en cada punto

de YNU. Ya que Y NU es la regién donde las coordenadas locales £ 1, ...,z ¢ se hacen cero,

esto sucede si y solo si los campos vectoriales hamiltonianos X, »: son tangentesa Y NU en
cada punto de Y N U para todo ¢ = 1,...,t y esto se cumple si y solo si X, «[z"7](z) = 0

Oz *

Oz * &

BZ}Hl 612”j
. "z .., " L 1 n

entonces aplicado a z 7 la condicién X, [z 7](z) = 0, serd m;;(z ,z = 0) =0, que es lo

mismo que D|y~y = 0.

para todo:,7 =1,...t yz € Y NU. Ahora, ya que X« en U es X . = >, Ty

]

Ahora, se ilustran algunos ejemplos de subvariedades coisétropas.

Ejemplo 1.6. Cualquier subvariedad de codimensién 1 de una variedad de Poisson (M, 7)
satisface w(a, B) = 0, Va,f € N*Y.
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Ejemplo 1.7. Sea R?*" con la estructura de Poisson canénica. Para cualquier conjunto
abierto U € R?" las subvariedades:

Cf:{(q’p)EU:pr:pr—&-l:"':pn:O}:

C’?:{(q’p)EUqT:‘Lq—l::qn:O},

donde 1 < r < n, son subvariedades coisétropas.
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MODELO SIGMA DE POISSON

INTRODUCCION

En este punto ya se tienen todas las herramientas necesarias para hablar sobre un modelo
sigma de Poisson; se hara uso, para describirlo, de variedades de Poisson; y para determinar
las condiciones de frontera de este, variedades coisétropas. En este capitulo se describira
detalladamente un modelo sigma de Poisson, se verd que este queda especificado por una
superficie compacta que se conoce como fuente, una variedad de Poisson (cuyas propie-
dades se discutieron en los preliminares) conocida como variedad objetivo y un morfismo
entre ellas, que queda parametrizado por una aplicacién diferencial ¢ : & — X y una
1-forma 7 sobre ¥ que toma valores en ¢*T*X. Ademds se define la accién asociada al
modelo y se calcula la variacién de esta accién bajo ciertas transformaciones Gauge. La
idea es mostrar como varia la accién de la teoria bajo las transformaciones Gauge consi-
deradas y a partir de esta variacién encontrar las restriciones que se deben imponer en la
frontera de la superficie compacta para que el cambio de la accién sea invariante bajo las
transformacones Gauge. En la siguiente seccién se encuentran otras restricciones sobre la
frontera. Para ello se asume que una de las transformaciones del morfismo que define el
modelo lleve la frontera de la superficie a una subvariedad coisétropa de la variedad de
Poisson objetivo. De esta forma se determinan otras condiciones de frontera en la teoria
que luego se expresan en coordenanadas locales de la subvariedad coisétropa, que servira
para mostrar que las condiciones de frontera son invariantes bajo las transformaciones
Gauge iniciales.

Las variedades coisétropas juegan un rol fundamental en geometria simpléctica ya que
ellas describen sistemas con simetrias (restriccién de primera clase de Dirac) y brindan
un método para generar nuevos espacios simplécticos (reduccién simpléctica). Ellas son
el marco de trabajo general para estudiar simetrias en el mundo de Poisson. Como se
dijo en la introduccién inicial, un modelo interesante se presenta cuando se considera que
la superficie fuente es un disco cerrado, ya que la expansiéon perturbativa de la integral
de camino reproduce el producto estrella de Kontsevich para resolver el poblema de la
cuantizacion de variedades de Poisson. Un problema relevante concierne a otras posibles
condiciones de frontera. Asi, las subvariedades coisétropas de una variedad de Poisson
clasifican las posibles condiciones de frontera (D-branas) de los modelos sigma de Poisson.
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AccION Y TRANSFORMACIONES GAUGE EN EL MODELO SIGMA DE POISSON

Un modelo sigma de Poisson estd especificado por su espacio objetivo, una variedad de
Poisson X . Los campos del modelo estan dados entonces por una transformacién del espa-
cio tangente T de una variedad orientada dos dimensional ¥, posiblemente con frontera,
al haz cotangente T*X de X. Tal tranformacién estd dada por un par (¢, 7n) conformada
por una transformacién base ¢ : ¥ — X y una l-forma 7 sobre ¥ que toma valores en
*T*X.

Si ¢* son cordenadas locales en X, o#, u = 1,2 coordenadas locales en ¥, 7" las compo-
nentes de la estructura de Poisson en estas coordenadas y 7; = 7;,do*; la accién funcional
tiene la forma:

1
So = /277,;, A d¢* + 5%””77# AN, (2.1)

bajo las transformaciones gauge infinitesimales:

0pf = m ¢, (2.2)

on, = —d¢, — BH’R-V)\’OU) G (2.3)
donde ¢ € I'(¢*T*X), la acciéon (2.1) transforma por un término de frontera:

55y = — /E d(Cude™). (2.4)

Veamos ahora que en efecto, este es el cambio de la accién.

Proposicion 2.1. El cambio de la accion (2.1), bajo las transformaciones gauge

y (2.9), es:

= — Y. 2.
85, /z d(¢.de") (2.5)
Demostracion.

El cambio en S; es:

1
55, = / 5 {m Ndg + i, A,
P
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Siguiendo con el cambio dentro de la integral, se tiene:
1 1 1
65y = / 0N A de* +m, A odeH + 557"#1/77# ANy + 5”“1/577# A1y + 57"#”77# A 61y
=

Aplicando ahora las transformaciones Gauge (2.2) y (2.3)), se obtiene:

/2 (—dC, — B, nuCa) A dg* + 1, A (dT ¢, + T dC,)
1 1
+ 56)\7#1/5(}’))\7]# A U/ + EW#V(_dCu - 8#7.‘_0)\,’70()\) A UL

1
+ 57‘-#”77# A (—d(,, - 3VWUA?70§A),

donde dd¢* = d(m+¥(,) = drt(, + T d(, v T = B\THYE P .

Distribuyendo y aplicando nuevamente las transformaciones Gauge (2.2)) y (2.3)), queda:

/ —dCu AR — B, (o A ddH + 1, A BTHY AP,
>
1 1 1
+ ny A 7r'uyd<1/ + §3A7TW7T>‘UCJ?7;¢ A N — iﬂ-wijp‘ A N — iﬂyya,uﬂ-axnaé}\ A U/

1 1
- 57"#1/77# A dCI/ - 57"“1/77# A 31/7!'0}\770(%1

aqui, dmh¥ = O\ dg .

Reorganizando términos:

/ —dCu A g — B,y A ddH + BT Cm, A d
%
1 1 1
+ mn, Ad(, + EBAWMVW'AUCU?’]# AN, — 5%“”dcﬂ AN, — ia;m‘”w’“’gna ANy
1 uv 1 oA Qv
- 57‘- Nu A dCI/ - 581/7" m CAnu A No-

Note que los siguientes términos se anulan:
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=8,y A dg + BT Gmy A A,

pues, renombrando los indices mudos A — u, 4 — v y v — A se tiene que:

—8#7r’“§m,, A dot + G#WVACWV Ad¢* = 0.
Los siguientes términos también se anulan:
14 1 14 1 14
ﬂ-# 77# A dCV - 57‘-# dCu A n — 57‘-# 77# A de
pues, haciendo uso de la antisimetria de A, lo anterior se puede escribir como:
1 1
T, A d¢, + 5#””77,, A dg, — 57#“’77# AdC,,
ahora, restando el primer y ultimo sumando, se obtiene:
1 v 1 v
5™ My A dC, + ™ A dCy,

renombrando los indices v — u y 4 — v, queda:

1 v 1 v
57‘-# "7# A dCV + 57‘- u'r],u A dCIJ)

llegando a:

1
5(7#“’ + )N, Nd¢, =0,

ya que ¥ = —qH.

Por ultimo, observe que estos tres elementos también se anulan:
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1 v, Ao 1 o v 1 o v
56)\71'# 7T>\ Canu A n — 53;1,77' Aﬂ-# CAnU A M — 581/77- Aﬂ'“ CA”# A Mo,

pues, si se hacen los siguientes cambios de indices: A — 0, 0 — u y 4 — A para el segundo
término y A — 0, 0 — v y v — A para el tercer término, queda:

1 v o 1 o v 1 vo
o T Comy A1y — o T oMy A1y — SO T oM A My

luego, factorizando los términos comunes, se obtiene:

1
E(BAW”VWAU — {Ho — BAWVUW“A)CUT]# A1y.

Haciendo las siguientes sustituciones:

OhTHITN = —O\ToH T,
vo A VO A
O\TTVITTHY =  —O\TYo T,

se obtiene la siguiente expresion:

1
E(TFAU(%\’H'/’W + TV OTH + 7rk“8,\7r””)(g77# A1y.

Observe que la suma en los paréntesis debe ser cero por la condicién de Jacobi para que
un campo bivectorial sea un tensor de Poisson, es decir:

87ri- ..
Bm: =0  (V14,7,k). (2.6)

fx
Asi pues,
§Sp = / —d, A g,
)

Para terminar, observe que el integrando de la expresién anterior es la derivada exterior
de ¢,d¢", asi, se puede escribir:
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050 = — [ d(¢ude*),

que era lo que se queria mostrar.

OBSERVACION:

Usando el teorema de Stokes se puede reescribir la expresién ([2.5)) como:

650 =~ [ i"(¢.de")

Que maés adelante serad de utilidad.

29

(2.7)



CONDICIONES DE FRONTERA

En este capitulo se calcula la variacién de la accién bajo un cambio infinitesimal del campo
del sistema, a partir de este se encuentran las ecuaciones de movimiento y las restricciones
en la frontera de la superficie dos dimensional. Ademaés, se trabaja con una subvariedad
cois6tropa como imagen de la frontera de la superficie a través del campo, obteniendo asi
las condiciones de frontera buscadas. Por tultimo se analiza la invarianza de las condiciones
de frontera bajo las transformaciones Gauge.

En el desarrollo de esta seccién asumiremos que la frontera 0% tiene una tinica componen-
te conexa. También asumiremos que 9% es cerrada y es parametrizada por una variable
angular 7.

La primera restricciéon proveniene de las ecuaciones de movimiento para el campo ¢. Bajo

un cambio infinitesimal en ¢, el cambio en la accién consiste de un término en la su-
perficie menos un término en la frontera. Esto se resume en la siguiente proposicién:

Proposicion 2.2. Un cambio infinitessimal en ¢, produce un cambio en la accion|2.1
de la siguiente forma:

1 .
880 = /E (dny + S0, A )3 — /a v (n.09%).

Demostracion.

El cambio infinitesimal de ¢ no depende de 3, asi, el cambio en Sy es:

1

3S, = / 0 <77u A de* + 57#“’77“ A 77,,) ,
by

ya que se va a calcular el cambio de S; solo debido a un cambio en ¢, se sigue que:

1

630 = / 'r]“ A\ d5¢M + 557("[“/?7“ A N
b

Considérese ahora la siguiente ecuacién:

d(n.,0¢") = dn,é¢" —n, A dégH,
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de ella se ve que 77, A dé¢* se puede escribir como:
Mu A dO@H = dn, 68" — d(n,.6¢"),
asi, al sustituir esta nueva expresion en la integral se obtiene:
5y = /E dn,6¢" — d(n.o¢") + ;8>\7r"”5¢>‘77u AT,

donde 7 = By wH 5.

Es posible organizar los términos de la integral de la siguiente forma:
1
65y = [ dn.o¢* + Sonmagn, Am, — [ d(n,09")

por ultimo, se hace el cambio de indices A — u, 4 — v y v — A en el segundo término de
la primera integral y se aplica el teorema de Stokes a la segunda integral:

1 .
88, = /Z (dny + 50um" 1 A )3 — /6 L (1ma0¢%),

que era lo que se queria demostrar.

En la expresién anterior, 7 : 03 — % denota la inclusién de la frontera.

De la ecuacion anterior, se puede observar que la ecuacién de movimiento en la superficie
2 es:

1
dn, + 53#71'”}‘7],, Ay =0, (2.8)

de esta forma, para que el cambio en la accién sea cero, se requiere que las ecuacién de
movimiento y el integrando 4*(7,0¢*) sean cero. Asi, se impone la siguiente restriccién en
la frontera:
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i (n.69") = 0, (2.9)

donde ¢*n, = 7n,.dT; por tanto,la restriccién es escrita como:

Nurd = 0. (2.10)

Otra restriccién viene del requerimiento de hacer la accién ([2.1)) invariante bajo las trans-
formaciones gauge y (2.3)). Por tanto, de acuerdo con (2.7) es obtenida la siguiente
restriccién:

i*(Cud”) = O; (2.11)

que puede ser reescrita como:

(0,94 = 0. (2.12)

Finalmente, se require que las condiciones de frontera anteriores sean invariantes bajo las
transformaciones gauge y restringidas a la frontera; para esto, es utilizada una
subvariedad coisétropa Y C X. Se denota el haz conormal de Y como N*Y. Las condi-
ciones de frontera requieren que ¢ : X — Y, lo que implica que d¢|sn € ¢*TY. Para
que la ecuaciéon sea valida, se debe asumir que en la frontera 8%, n € T'(¢*N*Y).
Analogamente, para que sea valida la ecuacién , también se debe asumir que en la
frontera 0%, ¢ € I'(¢*N*Y'). Esqueméticamente, estas afirmaciones son resumidas asi:

$:05 —Y = 6log € $'TY, (2.13)
N0 =0 = nlez € T(¢"N'Y), (2.14)
(O, =0 = (log € T($*N*Y). (2.15)

Para mostrar que las condiciones de frontera 7,,6¢* = 0y {,0,¢* = 0 son invariantes bajo
las transformaciones gauge, son consideradas las condiciones de frontera en coordenadas

locales. Se eligen coordenadas locales adaptadas {:z:“/, :r“”} en X, de tal forma que la sub-
variedad Y esté dada por la condicién z# = 0.
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De esta forma, la condiciones de frontera en estas coordenadas quedan expresadas como:

¢ =0, (2.16)
?’]#/7-5¢'u/ + 77#//7-5¢'u” = 0, (217)
CwBrd” + Cundrg = 0. (2.18)

" 1"
Pero por la primera ecuacién de las tres anteriores, se observa que d¢* =0y 3,¢* =0,
por tanto, las condiciones de frontera quedan expresadas de la siguiente manera:

¢ =0, (2.19)
Ber8 =0, (2.20)
(ub-¢* = 0; (2.21)

asi, se puede concluir que 77,/, = 0y {,, = 0. En resumen, las condiciones de fronteran en
estas coordenadas son:

" =0, (2.22)
My'r =0, (2.23)
(= 0. (2.24)

Ahora se le aplican a estas condiciones las transformaciones gauge (2.2)) y (2.3)):

" 1,01

0 =06¢"" = m#"(¢#,0)¢ = 7 (¢, 0)¢ + T (¢, 0) ¢, (2.25)

0 = 67 = —0;Cu — B X (¢, 0)mur o, (2.26)

pero ¢, =0y asu vez 8,(, = 0; de esta forma, las ecuaciones anteriores toman la forma:
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", 11

Y sald ((]5”/, O)C,,H = O, (2.27)

alu’ﬂ_y“)\”(gb#/’ O)T]VHCAH =0. (228)

Y ya que Y es una subvariedad coisétropa, por la proposicién 1' se tiene que 7r“””"(¢“', 0) =
0.

Por tanto, las condiciones de frontera son invariantes bajo las transformaciones gauge ([2.2])

v .3).
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Conclusiones

Asi, es posible garantizar la consistencia del modelo sigma de Poisson bajo las trans-
formaciones gauge y utilizando una subvariedad coisétropa, es decir, obli-
gando a que la aplicacién diferencial ¢ restringida a la frontera de ¥ tome sus valores
en una subvariedad coisétropa Y C X.

En resumen, las condiciones de frontera quedan determinadas por la subvariedad
cois6tropa de la siguiente manera:

$:08 — Y = bdlox € $'TY,
Nurdd* =0 =  nlog € T($*N*Y),

Co¢' =0 = (log €T($"N'Y).
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