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Abstract

This paper deals with a new integral transform, involving Bessel functions of the first kind.
The inversion formula is established and some properties are given. This transform can be
used to solve some mixed boundary value problems. We consider a vibrational problem were
we compute the transverse displacement of a large membrane which is deformed symmetrically.
The transverse displacement of the membrane is governed by the nonhomogeneous generalized
wave equation. The transform we found is more appropriate in solving differential equations
with boundary conditions characterized by axial symmetry.
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Resumen

Este articulo contiene una nueva transformada integral que involucra funciones de Bessel de
primera especie. Se establece la formula de inversién y se presentan algunas propiedades. Esta
tranformada puede ser usada para resolver algunos problemas con condiciones de borde. Aqui se
considera un problema de vibracién, se trata del célculo del desplazamiento transversal de una
grande membrana que se deforma simétricamente. El desplazamiento transversal de la membrana

estd modelado por la ecuacion de onda generalizada no homogénea Esta transformada es mas
adecuada para resolver ecuaciones diferenciales con condiciones de frontera con simetria axial.

Palabras y frases claves: Transformada integral, desplazamiento transversal de una mem-
brana, funciones de Bessel.

1 Introduccién

La transformada de Hankel aparece naturalmente en problemas con coordenadas
cilindricas que, cuando son resueltos usando la técnica de separacion de variables,
involucran funciones de Bessel. Estas transfomadas son maéas apropiadas en la
solucion de ecuaciones diferenciales con condiciones de frontera en las que hay
simetria axial.

La transformada finita de Hankel fué introducida inicialmente por (Sneddon,
1946), quien la presento6 en la siguiente forma

b
H,[f(t); ] = / LF(0) T, (0N dt (1)

donde f(t) es una funcion definida sobre un intervalo finito [a,b], satisface las
condiciones de Dirichlet y J, es la funcién de Bessel de primer orden y de orden
v.
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Posteriormente (Khajah, 2003) estudié una forma modificada de la trans-
formada de Hankel bajo dos supuestos sobre los parametros. En cada caso se
han obtenido la formula de inversién, identidad tipo parseval, transformada de
derivadas y transformadas de productos de el orden t*f(t).

Usando la teoria de Sturm-Liouville (Al-Hajri y Kalla, 2004; Kalla y Villalo-
bos, 1980; Ali y Kalla, 1999), han definido y estudiado otras formas de transfor-
madas finitas de Hankel y las han aplicado para resolver problemas de conduccién
del calor en cilindros circulares infinitos y semi-infinitos con diferentes tipos de
condiciones de frontera.

Recientemente (Garg et al., 2007) presentaron una nueva generalizacion de la
transformada finita de Hankel. Esta involucra funciones de Bessel de primera y
segunda especie y la usaron para resolver una forma generalizada de la ecuacion
de conduccién del calor en cilindros circulares infinito y semi-infinito.

En el presente articulo se define una nueva transformada finita de Hankel que
involucra funciones de Bessel de primera especie y se usard para resolver una
forma generalizada de la ecuacién de onda.

2 La transformada finita de Hankel generalizada

Muchas ecuaciones diferenciales que modelan problemas de fisica e ingenieria son
formas especiales de la ecuacion de Bessel generalizada (Andrews et. al., 1999)

2

2 d

@y _ du 22 2, (12 2 2\ _
J:de—i—(l 2l)xdx+[/\c:r: + (I =cv)]ju=0 (2)

v>0,l,c, \>0,z€[0,a].

Una solucion de (2) estd expresada en términos de la funcién de Bessel de primera
especie dada por

u(z) = 20, (A\z°).

En éste trabajo se considera la ecuacion (2) junto con la siguiente condicion de
frontera para introducir una generalizacién de la transformada finita de Hankel:

hu(a) + ' (a) = 0 (3)

la ecuacion (2) junto con la condicion (3) forman un problema de valor en la
frontera de Sturm - Liouville.

Definicién 2.1. Si u(z) y su primera derivada son seccionalmente continuas en
el intervalo [0,a], entonces la transformada integral de u(z) estd definida por

T[u(x)v v, a; )\ia lv C] = Hu<)\ia l7 C) = / x2c_l_1u(x)<]l/()\ixc>d$v (4)
0
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donde las J,(N\;x®) son funciones de Bessel de primera especie, que constituye un
sistema ortogonal de funciones, con funcion de peso x2¢7'=1 sobre el intervalo
[0,a], y X\i(i = 1,2,...) son raices positivas de la ecuacion

l—cv

(h + Y, (Aa€) + Aeca® T, _1(Aa®) = 0. (5)

a

La transformada inversa estd dada por

Zl(t A“l’c 2 g, (Niz) (6)

2c 2

a l v
—[(h+ 5)2 +(1— oz

= N2 (i)

donde ||J,(N\)]| =

2.2 Algunas propiedades
L. T[af(iU) + ﬂg(%); v, a; )‘ia lv C] = a?u()‘i’ l, C) + ﬁgu(Ah l’ C)

%(Cl/ + ha +1)J,(X;a®)

2. Tzt v, a5 0,1, ¢] =
3' T[f(px)vya a; )\i,l,C] = ﬁT[f( ) v, pa; I))\cvlyc]
4. T[Du(z);v,a; Ai, 1, c] = a* =T, (Aa®) [hu(a) + o/ (a)] — Nigestn (N, 1, c)

donde Du es el operador

d2 1- 20d7u

D(u) = z? ) + (1 -2z T + (17 = )|z (7)

(1),(2),(3) se deducen facilmente usando (4) y aplicando adecuadamente algunas
relaciones de recurrencia de las funciones de Bessel.

Prueba de 4:

Consideremos los dos primeros términos diferenciales de (7)

d*u du
2—2c . 1-2¢
T[x 722 + (1 -2z TV iyl ] =
“ d*u du
2¢c—1—-17,.2—2¢c 1-2¢ c
/0 x [x ) +(1-2)x —dx]Jl,(Aix )dx.

Separando integrales se tiene

¢ radu c ¢ adu c
I= ; x @(x Ju(Xix))dz + (1 — 21) ; x %(x Jy(Xix€))dz.
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Al integrar por partes en el primer término de I, se elimina el segundo y se tiene

@ d
I =270, Nz (z) —/ u/(x)xlfmd—(a:lJ,,()\ixc))dx.
0 X

Nuevamente integrando por partes se deriva la siguiente expresiéon

I = [z, () (z) — x1_2lu(x)%(xl,],,()\ixc))]8+
a 2u
| atayat 2 T @ (M) + (1= 2 (alJy (hia) e

Como x'.J,(\iz®) es soluciéon de (2) con la condicién (3) se obtiene

12— %2

T ——— |, (Nz€)dx,

I=M-— / 2¢c—1— 1 [)\2C2+

12 — 22
de donde I =M — \c*u — T[(ifcy)u(x)], y finalmente
x

2— 20d2
dx2

1—2cdu

Tl dzx

+ (1 =20z + (12 = V)% u(x); v, a; My 1, ) = M — N2

donde M = a'~LJ, (\a®)[hu(a) + v/ (a)].

2.3 Aplicaciones

A continuacion se presentan algunas aplicaciones relativas a la generalizacion de
la ecuacion de onda, las cuales estan asociadas a las vibraciones transversales de
una membrana. Cada soluciéon aqui presentada depende de un tipo especifico de
condicién en la frontera; en ambos casos se da solucién a la ecuacién diferencial
haciendo uso de la transformada integral presentada en este trabajo.

El problema se plantea de la siguiente forma:

Vibraciones transversales de una membrana

La primera ilustracion del uso de la transformada de Hankel generalizada en
la solucion de problemas de vibracién proviene del calculo del desplazamiento
transversal u(r,t) de una membrana que es deformada simétricamente. El despla-
zamiento u(r,t) estd modelado por la ecuacion de onda no homogénea

Pu  (1-20)0u 10%u r*20%u (I - c*?)

R e e B R I L)

Supongamos que la membrana tiene radio a, esté rigidamente fija alrededor de su
circunferencia y que inicialmente ocupa una posicién desplazada independiente de
la variable angular 6, a partir de la cual se le imprime una velocidad inicial en t=0.
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Teniendo en cuenta la simetria circular de las condiciones iniciales y de frontera,
se deduce que u es independiente de 6. En este caso la ecuacion diferencial (8) se
transforma en

Pu  (1-20)0u r*¢720%u (12 —c*?)
PIR S  A ©)

donde T es la tension de la membrana y D es la masa por unidad de area de la
membrana.

Para tener una solucién mas general del problema consideremos las siguientes
condiciones de frontera e iniciales:

u(a,t) =h(t), t >0 u(r,0) = f(r), ur(r,0) = g(r), 0 <r <a.
Reorganizando (9) se tiene

1 2 2
8 u _ r2_2007U + (1 - 2l)7"

e 1-2¢ @
o? Ot? or?

5 + (12 = Ev?)r2u. (10)

Aplicando el operador transformada finita de Hankel generalizada en (10) se ob-
tiene
0*u
ot?
Usando la condicién de frontera, se deduce la siguiente ecuaciéon diferencial
ordinaria no homogenea

~ 0%, (haJu(a, ) — NPT ).

d*u
%g + a’X\2Pu = a%ar 71T, (\a®)h(t) (11)
donde \;(i = 1,2, 3, ...) son raices positivas de la ecuacion J,(A;a®) = 0.
Al aplicar transformada a las condiciones iniciales se tiene

(A 0) = f(\) ut(A,0) =g(A)

Resolviendo la ecuacion diferencial homogenea asociada a (11) y usando las condi-
ciones iniciales se obtiene

Te(Niy t) = f(X) cos(cadit) + (car;) 'G(\) sen(cadt). (12)

Para calcular la solucién complementaria u, se hace uso del Wronskiano W de
u(t) y de la relacion u,(t) = yi1u; + youg, donde y; = f(%)dt A partir de aqui
se obtiene

aa'=tT,(N\a®)

ﬂp()\i,t) = Y

/0 " h(t) sen(cai) (¢ — )dt. (13)
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Entonces la solucién general de (11) teniendo en cuenta la superposicion de (12)
y (13) es

aa'=lT, (Na®)
cA

¢
/0 h(7) sen(ca;)(t — 7)dt.

(N, t) = f(A) cos(calit) + (car;) T1G(N\) sen(cal;t) +

(N, 1
Finalmente, aplicando (6) se tiene U\TJ > ’C ' 7, (Nix©).
Aplicando la condicién de frontera y propledadeﬂ de la fun(‘lon Bessel se tiene
a’*
1 Qa)ll = = Jia (Aia®)

Casos particulares: Para éste primer resultado se muestran los siguientes casos
particulares:

1. Considerando las condiciones de frontera e iniciales:
u(a,t) =0, t >0, u(r,0) = f(r), ug(r,0) =0, 0<r<a

) jo(Air)dr
=2 Z fo J2 ) cos(cait) Jo(Air).

solucién clasica del problema de la membrana eléstica circular presentado
en (Boyce y DiPrima, 1979, p 671-674). Para el siguiente caso se introducen
valores particulares a los pardmetros que generalizan la ecuacién de onda.

2. Considerando v=1.5, 1=1.5, a=1, ¢=1.25,en... se obtiene \;=4.489, adema4s
tomando f(r) =2, g(r) =1, h(t) =

Un perfil del movimiento de la membrana es como se muestra en la figura 1
Se considera nuevamente la ecuacion (10)

1 9% 9: 0% 1-2:0u

= r? +(1=2)r 5
"

2o 92 + (l2 — 021/2)7"*2%.

Pero esta vez con las siguientes condiciones iniciales y de frontera:
hu(a,t) +u'(a,t) = K(t), t >0, u(r,0) = f(r), w(r,0)=g(r), 0<r<a

Despues de aplicar la transformada generalizada de Hankel y tener en cuenta la
condicion de frontera se tiene
d2

ﬁ—i-aQ)\? Au = a?a" 7 T, (\a®) K (t)
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Figura 1: perfil de vibracidn de la membrana

Figura 2: perfil de vibraciom de la membrana
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donde \;(i = 1,2,3,...) son raices positivas de la ecuacion

l—cv

(h+ Y, (Aia®) + Aea LT, (Aa®) = 0.

a

Usando un procedimiento similar al anterior se obtiene

1-1 c
aa " J,(Na®) "
cA

/0 K (7)sen(ca);)(t — 7)dt.

T(Ni,t) = f(\) cos(calit) + (car;) 'g(N\) sen(ca);t) +

Aplicando la transformada inversa se obtiene una solucién bastante general del
problema de la membrana, dada por

Teniendo en cuenta la condicién de frontera y propiedades de la funcién bessel se

tiene

a?c l

17, (M)l = —~[(h +

2c )2+(1_7

a

Caso particular: Cuando v = 1,25, [l = 0,8, a = 2, ¢ = 1,25, se obtiene
Ai = 3,857 y ademas se consideran f(r) =0, g(r) =1, K(t) = 0.En la figura 2 se
muestra un perfil de vibracién de la membrana.
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